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Resumen

En el presente trabajo, sc llova a cabo un estudio del aparcamivnto tanto para elec-
trones como para huecos en una red triangnlar, usando para cllo ¢l hamiltoniano de Hub-
bard extendido asi como ¢l método del mapeo. Diclio aparcamiento s¢ analiza a través de
la cunergia de amarre de los pares, la lougilud de coherencia y el diagrama de fase entre
el estado no aparcado y ¢l cstado apareado. Loy cilculos s hacen para os clectrones
asi como para dos huecos tanto con espin tolal cero (singulete) como con espin lotal uno
(triplete). Finalimente, los resultados se comparan con los obtenidos para una red lincal

y una red cuadrada.,



Introduccion

Ll descubrirniento de los snperconductores de alta temperatura de transicion (Bednorz
y Miiller, 1986), ha dado lugar a una intensa investigacion, tanto de los sistemas de baja
dimensién como de la correlacion electrénica en los solidos (Piekett, 1989), ya que se cree
que estos materiales son producto de la biditnensionalidad del sistema. Los sistemas de
baja dimension se ban estudiado por su simplicidad matemiatica y por su utilidad como
limites analiticos de los sistemas tridimensionales (Lieb y Mattis, 1966). Estos sistemas
han despertado, recientemente, el interés de inuchos fisicos debido a sus propiedades pecu-
liares. En primer lugar, los sistemas de baja dimension son inestables ante perturbaciones,
ya que tienen un niimero reducido de primeros vecinos y en cousecuericia se presentan
las inestabilidades de Peierls (Wang, 1988). Asintismo, las propicdades de transporte son
muy distintas debido a la localizacidn de las excitaciones.

Por otro lado, la correlacion electrénica en los sdlidos es un problema de gran interés
y de suma complejidad. Dentro de este campo de investigacion destaca ol estudio de la
formacidn local de pares de electrones, ya que se cree que es relevante para explicar una
varicdad de fendmienos tales como las propiedades no convencionales en los materiales su-
perconductores ceratnices (Micnas et al. 1988, 1990), la existencia de ondas de densidad
de carga en sistemas con bandas angostas (lonov ef al. 1975, Micnas ¢f al. 1984), la con-
ductividad en politueros (Chung et al. 1984) y la superconductividad debida a fermiones
pesados (Ranuinger et al. 1984), por mencionar algnnas. Los pares de electrones pueden
formarse en sistemas de bandas angostas debido a una interaccidn cfectiva atractiva de
corto aleancee, la cual puede explicarse a través de mecanisios microscdpicos tales como
el acoplamiento de clectrones a modos fondnicos locales o bien a grados internos de liber-
tad como lo son los excitones, plasmones n otros subsistenas electrénicos (Micnas el al.

1990).

Una de las formas més simpies y generales de estudiar la formacion loeal de pares,
es & travds del hamiltoniano de Hubbard (Hubbard, 1963), puesto que este hamiltoniano
incluye imnplicitamente los efectos de todo tipo de interacciones clectrénicas por medio
de sus pardmetros. Cabe mencionar que dicho hamiltoniano considera sélo la interaceion
entre dos electrones que se encuentran en el misnio sitio, cotho nua primera aproximacion
de la situacion real del sistema. Asimismo, es importante recalcar que existen resultados
rigurosos para los sistemas de una dimension (Lieb y Wu, 1968) y de dimension infinita
(Metzner y Vollhardt, 1989); pero, desafortunadamente, atn para este modeto tan simple
no existe solucién exacta en forma general. Cabe sefalar que, en algunos casos, s debe
incluir una interaccién a primeros vecinos con el fin de considerar ciertas propicdades
observadas en algunos materiales como el 14,0371, V, 07, lo cual da lugar al modelo
de Hubbard extendido (Micnas of afl. 1990).

Recientemente, el modelo de Hubbard ha sido intensamente estudiado atilizando di-
ferentes aproximaciones pero la gran mayoria de los estudios se han llevado a cabo para
redes bipartitas. En este tipo de redes se ha encontrado que, usando el hamiltoniano de



Hubbard, el comportamiento de electrones es idéntico al de huecos (1ong, 1991). Sin em-
bargo, la situacién para redes no hipartitas es diferente, por lo que algunas caracteristicas
encontradas para la red cuadrada, por ejemplo, son distintas para la red triangular, como
resultado de la frustracion de estados que presentan este tipo de redes.

Con esto en mente, en Ja presente tesis se realiza, a partir del hamittoniano de Hubbard
extendido, un estudio de Ja formacién local de pares de particulas en una red triangular,
por medio del método del espacio de estados y su mapeo. Dicho método consiste en
mapear el problema de Hubbard para un sistema de nuchos cuerpos. a wn problen
equivalente de un solo cuerpo con un hamiltoniana de amarre fuerte pero en un espacio
de mayor dimension, donde ¢l prohlema se puede resolver de manera exacta.

El estudio se ha Nevadu a cabo tanto para el problema de dos electrones como para el
de dos huecos. En ambos casos se consideran espin total cero (singulele) asi como espin
total uno (triplete), y se calenta a energia de amasre y fa longitud de coherencia para los
diferentes valores que toman los pardmetros del hamiltoniano de Hubbard extendido.

La presente tesis estd organizada de la siguiente forma: En el primer capitnlo se revisan
algunos conceptos basicos de la teorfa cudnlica de electrones en sistemas eristalinos y
se iutroduce el modeto de wnarre fuerte con el fin de dar wn marco general 2 nuestro
problema.,

En el segundo capitulo se introduce el bamiltoniano de Hubbard extendido, se revisan
algunos mecanismos microsedpicos que puesten dar lugar a la formacion local de pares y
se discute Ja solucidn analitica en el espacio K del hamiltoniano de Hubbard exterdido
paria dos particulas.

En e} tercer yailtimo capitulo se presenta el método del espacio de estados y su mapeo,
¢l cual nos permite resolver en el espacio read, el hamiltoniano de Hubbard extendido para
un sistema de pocos electroues,  Asimnisino, se presentan los resultados del estudio del
apareamicnto de dos partivulas en la red triangular y se comparan estos resultados con
los obtenidos para la cadena lincal y la red cnadrada,

(3]



Capitulo 1

Electrones en Redes Periddicas

1.1 Cristales

kn los sélidos cristalinos existe un ordenamiento de dtomos formando un arreglo periddico,
ol cual puede obtenerse por la repeticion de un arveglo elemental, es decir, un cristal posce
simetria traslacional. La periodicidad de la estrnctura de un eristal proporciona nu enadro
conceptual simple y facilita la tarea de caleular y comprender sus propicdades fisicas. I
cristal perfecto no existe en la realidad, en el sentido estricto. Sin embargo, la mayoria de
las propiedades [isicas de muchos sdlidos reales son similares a las del prototipo ideal, de
manera que el estudio tedrica de un cristal ideal da informacion muy valiosa con respecto
al origen de tales propiedades,

- La estructura de un eristal ideal puede describirse en térininos de una red de puntos
en el espacio junto con un grupn de dtomos asociado a cada punto de la red. Este grupo
de dtomos se denomina base. Una red es un arreglo regular pericdico de puntos y estd
definida (en tres dimensiones) por ¢l conjunto de puntos

R, = na; + mpay + naay, (1.1)

donde los n; son mimeros enteros. Los veclores a; son los veclores hase de Ja red y no
son fnicos para una red dada. Por simplicidad se escogen los vectores hase de inenor
longitud. Las paralepipedos enyos lados estan definidos por las vectores a; forman las
celdas primitivas de la red. Una celda primitiva es la unidad estructural mds peguena
cuya repeticion regular en el espacio da lugar a un cristal. Siempre hay un punto de la
red por celda primitiva. 51 la celda primitiva es un paralepipedo con ocho puntes de la
red en cada una de sus ocho esquinas, cada punto de la red es compartido por ocho celdas
de tal forma que el mimero total de puntos en la celda es 8 x & = 1. Mds adelante se hara
uso de una celda cuyo volumen es ignal al de la celda primitiva pero que estd construida



de manera distinta. Para construirla se coloca un punto de la red en ¢l centvo de la celda.
Las superficies de la nueva celda se deterntinan trazando Hineas que unen el punto de la red
con tados sus vecinos mas cercanos y dibujando planos perpendiculares en ¢l punto medio
de estas lineas. A la celda asi construida se le Hama celda de Wigner-Seitz y tiene la
propiedad de ser invariante bajo tadas las operaciones de simetria que dejan fijo al punto
central de la celda. Cabe senalar que las simetrias que posee la celda de Wigner-Seitz na
sont necesariamente las misntas que posce el cristal real ya que of arreglo de dtomos en
esta celda puede limitar estas simetrias,

Todas las operaciones que dejan a uu cristal ideal invariante fornmn un grupo en el
sentido matematico al enal se le denomina grupo espacial del cristal, Istas operaciones
incluyen, ademds de las traslaciones T, por nu vector Ry, == nya; +1a; +ngag, rotaciones
y reflexiones (rotaciones impropias). Todas estas operaciones de simetria pueden ser
descritas por una transformacion ortogonal de la siguiente forma ' = ar | a donde a es
una rotacién (propia o impropia) y a es una traslacion, Yodas las traslaciones forman un
subgrupo del grupo espacial del cristal.

1.2 La ecuacién de Schrodinger para electrones en
un potencial periédico

La ecnacion de Sclirddinger suele ser el pnunto de partida para muchos de los cialenlos de
las propiedades de un solide. El hamiltoniano que deseribe a un sdlido debe contener Ja
energia cinétiza de todas las particulas que componen al sistema, asi como sus energias
de interaccidn. Dentro de una buena aproxiiacidn, las propiedades de un sélido pueden
separarse en propicdades clectrénicas y propiedades dindmicas de la red (Ibach y Tiith,
1991). Esta aproximacion, Hamada adiabdtica, estd basada en el signiente argumento:
la masa de los iones es mucho mayor que la de los electrones par lo que los iones sdlo
pueden responder de manera wuy lenta a un cambio en la conliguracion de los electrones
mientras que éstos responden casi instantancamente a wn cambio en las posiciones de los
iones. En lo que respecta al mnovimiento de los electrones, es dnicamente la conliguracion
instantanca de los iones la que tience interés. Asi, dentro de la aproximacion adiabatica,
es posible estudiar el movimiento de Jos electrones en el potencial estatico producido
por los jones, La dilicultad radica en la interaccion entre los electrones. Sin ernbargo,
la aproximacion de Hartree-Fock (Kittel, 1963) permite reducir el problema de muclios
electrones al problema de un solo electrdn en un potencial efectivo. Este potencial efectivo
consiste en ¢l potencial producido por los iones en sus posiciones de equilibrio mas un
potencial premedio aportado por todes los demds clectiones y que contiene los promedios
de las interacciones coulombiana y de intercambio. Asi, la ecuacion de Schrédinger en la
aproximacion de un solo electrdén puede escribirse como:



Hy(r) = [Z—:V‘ + V(r)} ¥(r) = Ey(r), (1.2)

donde V(r} es el potencial efectivo para un electrén, f la constante de Planck sobre 2w,
m la masa del electrén y I su energia.

Ein la aproximacion en la cual los iones permanccen fijos cn sus posiciones de equilibrio,
la_ parte del potencial debida a los iones sitnados en una red periddica es claramente
invariante bajo todas las operaciones del grupo espacial del eristal, Esto también os cierto
para ¢l término de interaccion de la aproximacion de Hartree-Fock (Madelung, 1978). Por
consiguiente el hamiltoniano de la Fe. 11.2) es invariante bajo las operaciones del grupo
espacial del cristal dado. Las propiedades de simetria del hamiltoniano proporcionan
informacion sobre la estructura de las posibles soluciones (funciones prapias y valores
propios) de la Be. (1.2) (Altmann, 1991).

1.3 Red Reciproca y Reflexiones de Bragg

Antes de buscar las soluciones de la e, (1.2), consideremnos la dispersion de electrones
por una red periédica, fenémeno conocido como reflexion de Bragg y cuya discusidn con-
duciri al importante concepto de las zonas de Brillonin, Para esta discusion es necesario
introducir ¢l concepto de red reciproca. Con este fin analicemos la expausion en una serie
de Fourier de una funcion V(r) que tenga la periodicidad de la red de un cristal dado
(V(r) puede ser el potencial efectivo del eristal, por ejemplo):

V(r) =3 Vg, el G,
Gy

Con el fin de preservar fa invariancia traslacional de V(r) cov respecto a los vectores
R, = n;a; + ny8y + nzay, dehemos pedir que

V(r+R,) = \ V(;,:;“G“"‘*""' — Z l"(;,c("}"') = V(r).

e

G( G|
Lo anterior se cumple si

,,(IGJ‘RA.,] =1
I =

L]

o bien



G- R, =2mm, {1.3)

donde m es un entero, Ahora descompongamos Gy en términos de una base (todavia no
detenminada) de veetores

Gi = L + hga -+ g, {1.4)

donde Iy, &) y I3 son enteros.

La condicion (1.3) implica que, en el caso ny = ny = 0, (g1 +hga+hgs) may = 2rm.
Para cualquier ny dado esto se cumple si gj-ay =27 y g, 85 = g3 - a; = 0. En general
este requeriniento se expresa conio

g Qa; = 27{6(11 {15)

donde &;; es la delta de Kronecker. El conjunto de vectores base g; asi definidos generan
la red recipraca, Para cada red de puntos hay uua inica red reciproca correspondiente.
Ahora bien, de la B, {1.5) se signe que g forma un dngatlo recto con los veclores a; y
a, es decir, g; = ca; X a; por lo que a;- g, = ca; - (ay % a;) = 2m, de donde se tiene gue:

8 X 4 B X8k

o A Q= 1.6
& ai-a, xa T g g X Bk (1-6)

A partir de las Ees. (11), (L4) v (L.5) se encuentra que
R, - Gy = 2n{ling + Ing 4 Iy} = 2V, {1.7)

donde N es un entero. Todos los R, gue, para un G, dado, satisfacen la ecnucidn anterior,
yacen en un plano normal a Gy, Asi cada vector Gy (definido por los enteros 4y, { y ly)
puede utilizarge para indicar un conjunto de planos en la red definida por R,,. Puesto que
solo la direccion de Gy importa, los enteros [; estan definidos de manera inica salvo up
factor conuin. Si este factor se escoge de tal forma que los I tengoan los valores enteros
mas pequedios posibles, entonces Gy es {(para ta direccidn dada) la traslacidn mds corta en
la red reciproca y a estos I se les denomina indices de Miller. Un plano con los indices de
Miller (124, ma, my) es intersectado por los ejes con direcciones ay, a; y ag a las distancias
Nayfmy, Nay/m,y Nag/my donde N es un entero,

Vs sencillo demostrar que la longitud de un vector Gy cumnple con Ja signiente relacién
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Tigura 1.1: Reflexion de Bragg. De la izquierda una onda plana incide, la cual es reflejada
por un conjunto de planos de la red definidos por el vector Gy,

Gr= —, (1.8)
donde N es un niimero entero y d cs la distancia entre dos planos vecinos definidos por
G,

Haciendo uso de la Figura 1.1, analicemos e origen de la reflexién de Bragg, Con-
sideremos un haz de electrones con vector de onda k. La direccidn de k cs la direccidn
de propagacién del haz y su magnitud es k = 27/, donde ) es la Jongitud de onda de
los electrones. Este haz serd reflejado por el conjunto de planos definido por el vector Gy

si la longitud del camino de dos rayos paralelos reflejados por planos adyacentes cs un
multiplo entera de A. De la construccidn de la Figura 1.1 esto sucede si

2dsenf = NA, (1.9)
donde N es un entero y d es la distancia entre planos adyacentes.

A partir de Ja Figura 1.1 y teniendo en cuenta la Ec. (1.8), puede verificarse que la
relacién (1.9) es equivalente a:

K =k+G (1.10)
o, puesto que k = &'

K= (k + Gy)2, (1.11)

~3
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Figura 1.2: Zonas de Brillouin para la red triangular, La numeracion indica la zona de
Brillouin correspondiente.

Ast, los electrones cuyo vector de onda satisface la Fe. (1.11), pueden ser dispersados
por 1a reflexion de Bragg,

Hay una construccion tnuy simple que ilustra la relacidn  (1.11). Para ver esto se

coloca la red reciproca de los vectores Gy en el espacio asociado con ¢l vector k (espacio
K). Si, comenzando con un punto de la ved reciproca colocado en ¢l origen del espacio
K, se dibujan lineas que conectan este punto con todos los demds, los planoes erigidos a la
mitad de esta linea satisfacen la Ee. (1.11). Esta construccidn ha sido llevada a cabo en
fa Figura 1.2 para una red triangular. A las zonas comprendidas entre estos planos se les
conoce coma zonas de Brillonin. La primera de estas zonas (primera zona de Brillouin) es
una celda de Wigner-Seitz construida en el espacio recipraco. Todas las zonas de Brillonin
tieuen Ja misma drea y pueden definivse de Ja siguiente manera:
La primera zona de Brillouin cs el conjunto de puntos en el espacio N que pueden ser
alcanzados desde el origen sin cruzay ningin plano de Bragg. La segunda zona de Brillouin
es el conjunto de puntos que pueden ser alcanzados desde la primera zona erizando un
solo plano de Bragg, La zona de Brillouin (rn + 1) es el conjunto de puntos que no se
encuentran en la zona de Brillovin (n — 1) y que pueden alcanzarse desde la zona n
cruzande un solo plano de Bragg (Asheroft y Mermin, 1976).

1.4 Teorema de Bloch

Algunos resultados importantes pneden deducirse del hecho de que ef hamiltoniano en
la Be. (1.9) es invariante bajo traslaciones, Para una formulacidn caantitativa de esta



mvariancia se asocia un operador T, con cada traslacion Ry a través de la ecuacion
T f(r) = S(r + Ry). Ea un cristal infinito hay un mimero infinito de clementos del
grupo de traslacion. Sin emnbargo, si el cristal se limita a un volumen V con condicicnes
periddicas a la frontera, of grupo de traslacion se hace finito y tiene el imismo nimero
de elementos que puntos de la red by en el volumen V. Este grupo es connmtativo
por fo qun tadas sus representaciones irreducibles son unidiniensionales (Davidav, 1981),
Por consiguiente, los valores propios de lus uperadares de traslacion son no degenerados
(Altmann, 1991),

Aplicando el operador Ty, a la cevacidn  (1.2) ablenemos Ta (Hy) = Ty, (Eb), de
donde sc sigue que [ (Tp,1p) = #(Tr,v) ya que I ¢s juvariante hajo Ty,

De esta manera todas las funcianes T,y y v son sinmltdneamente funciones propias

del hamilloniano con el mismo valor propic £. $i E es no degenerado, es decir, tiene

sociada una sola funcién propia 1, Tr,¥ debe ser, salvo un factor, ignal a ¢. De la
condicidn de normalizacion de la funcion de onda en ol volumen V y de la igualdad

[ Vg s [

se sigue que este factor debe tener valor ahsoluto 1

Tryr = Mg, con | A 2o, (1.12)

De fa Fe. (1.12) se puede observar que los M son los valores propios del operador
T, Puesto que | AD P= 1, M puede eseribirse como exp(iag). Como Ry + R,, = R,
se tiene también que T, 7w, = TR, ¥ explilor + )] = cxpliog), por lo que resulta
aprropiado escribir las o; como el producto punto de un vector k comin a todas las o con
sus vectores R, asociados:

M) = cap(ik - Ry). (1.13)

Hasta ahora k es un vector arbitrario con dimensiones de (distancia)l=).

Si £ cs [ veces degenerada, es decir, el valor propio £ tiene asociadas [ funciones
ropias ortogonales 1y (s = 1,..., f), la funcién que resolla de operar con Ty, sobre i,
l \ ' ! ' l “(
puede representarse cono una combinacion lineal de todas las v,

]
"y O 0,
Tryey= Y Ay, (h.14)

=)

t .
(,,’. & traves

de la Fe.  (L14). Estas matrices satisfazen las mismas reglas de nmltiplicacion de los

Cada operador T, del grupo de traslacion esti asociado con una matriz A



operadores I, (Madelung, 1978):

!
T, TR, = Tw, — Y AN, = AU (L.15)

s'=]

Por consigniente las A,y también forman un grupo al que se le denomina una repre-
sentacion f--dimensional del grupo de traslacion en la base de las funciones . Bu vez
de las [ funciones propias o, por medio de combinaciones lincales se puede generar wn
nuevo canjunto e f funciones propias ortogonales las ¢uales forman una representacion
matricial equivalente, De la teovia de grupos se sabe que entre todas las representaciones
equivalentes de un grupo abeliano siempre se puede encontrar una con matrices en forma
diagonal: A(,l,). = A6, En esta nueva representacion fa ecuzeion  (1.14) se puede
reescribic comao )

! J
"o ), ~ , '
TR s = ) z\f,,"iz’,v = L A oy = /\&‘,‘w»,. {1.16)
si=t =)

Con un argrunento completamente simidar al que precede a la Feo (1.12), se pnede
conclnir que | AW 2= 1y entouces pademos escribiv | A |= cop(ik, - Ry). Por consigu-
iente para cada ¥ hay siempre un vector k de tal forma que, siendo ¥ wta funcidu propia
de Ty, ¢l valor propio correspondiente es exp(ik - Ry). De esta fornta ¢ estd clasilicada
por este vector K, esto os ¢ ¢ = ¢k, r).

A partir de las Fes. (1.12) vy (1.16), obteneios el teorenia de Blach: Las soluciones
no degeneradas de la ccuacion de Selnddinger (Be, (1.2)) y combinaciones lineales de las

soluciones degeneradas escogidas adecuadamente, sou simultancamente funcioues propias
Pk, 1) del operador de trastacion Ty, con valores propios eap(ik - r):

Trutk,r) = seplik - Rk, r). (1.17)

Puesto que las ¢k, r) son tabién fuuciones propias del hamiltoniano, los valores
propias & también dependen de k, es decir: £ = E(k). Ademds para & degencradas se

tiene B(k,) = E(ky).

Del teorema de Blach se sigue que
bk, r+ Ry = eeplek Rk, ), (1.18)

Lo cual impliva gne ¢k, r) siempre puede 1epresentarse por una tuncion utk, 1) con la
peniodicidad de ta red multiplicada por uua onda plana erp(tk - v):

iy



ik, r) = exp{ik . r)u(k.r). (L1

Para ver esto, insertemos Ja expresion anterior en la Ee.  (1.18) con lo que se obtiene,
para ¢l lado lzquierdo, caplik- (v + R)u(k, v + Ry) y, para el lado derecho, exp(ik (r +
R))u(k,v). Par lo tante

u(k,r 4+ Ry) = u(k,r), (1.20)

esto es, u(k, r) tiene la periodicidad de la red. Las (K, r) se denominan funciones de Bloch
y los eledtrones descritos por ellas sou Hamados electrones de Bloch, Ahora supdingase
que se establece una ved periddica Gy en el espacio asociado al vectar k. De la ccuacian
{1.3) se tiene que Ry - Gy, es un mibltiplo entero de 2r por o que si se hace actuar Tq,
sobre ¥k 4 G, r) se obticne

TRk Gy = eaplitk + G, ) R)p(k 1 Gy,yr) = eaplik - Rk + Gy, v) (1.21)

De esta maneva, a través del operador Ty, no sélo una k sino todas las k' = k + Gy,
estdn asaciadas con una P(r). Por oira parte ya se menciond que los valores propios de
los operadares de traslacion son un degenerados por o que se concluye gue

Yk, r) = bk + Gy, 1) (1.22)

Bste dltimo resultado puede interpretarse como sigue. Al clasificar las soluciones de
la ecnacion de Schrddinger en tenninos del vector k, los valores de k en una celda de
volumen minimo son suficientes. Pov lo general se elige como (al a la primera zona de
Briflouin. Asimismo, la funcién E(k) puede limitarse a la primera 2ona de Britlonin. A
esta representacion de la funcion F(k) en el espacio & se e conoce como el esquema de
la zouna reducida,

Como ya se meuciond las condiciones a la frontera periddicas se introdujeron para
hacer finito el grupo de traslaciones, Bl nimero de diferentes operadores de traslacion es
centonces igual al wimero de puntos de la red en ol valumen principal V. De esta manera
las dos (raslaciones By y Ry + Nia, (donde Na; es un vector que define unp esquina del
volumen V) son idénticas. Fsto significa que

plk,r+ Na,) = p(k,r),

Por consiguiente
cap(tk < (r 4 Na)Julk, r) = erplik - v)u(k,r)

il



u bien,
exp(iNk - a;) = 1.

Si representamos & k como un vector de la red reciproca, k = Y, kigi, entonces
cxp(2mi(Niky + Naky + Naky)) = 1. Estaaltima condicion se cumple si k; se restringe a
los valores

k= ﬁ =1, N (= 1,4,3).
1
Por consiguiente hay N = NyNaNy conjuntos diferentes de ky, ky, by y por lo tanto N
vectores k permitidos. Fl vector k sdlo toma valores discretos en el espacio K. Sin
embargo, el volumen V' puede tomarse tan grande como se desee de tal forma que el vector
k puede considerarse como un vector que loma valores de manera continua. Veatnos ahora
otro resultado importante. el teorema de Bloch se sigue que

Tn¥atkir) = exp(—ik - r)ii(k, r), (1.23)

asi como
Togbn( k1) = exp(~ik - £)a( —k, 1), (1.24)

Puesto que el teorema de Bloch define la dependencia de k de la funcidn de onda, 3 (k,r)
es idéntica a ¥(—k,r). Adends, como el hamiltoniano es real (# = H*), a y*(k,r) le
corresponde la misina energia que a ¥(k,r), por lo que tenemos ¢l siguicnte resultado
conocido como teorema de Kramer (Madelung, 1978):

E(k) = E(~k). (1.25)

La forma. de las funciones de Bloch (ver Fe. (1.19)) da la primera clave del significado
fisico del vector k. Si se hace u = constante, ¢ viene dada por ¢ = ¢ exp(ik - r). El
clectrdn en este caso se comporta como una particula libre y estd representada por una
onda plana con un vector deonda k. Por consiguiente en ¢l limite de un electron libre, el
vector k de la Fe. (1.13) es idéntico al vector de anda k. Si se transfiere este significado
al caso del cristal, entonces la e, (1.19) corresponde al enunciado de que el electrén de
Bloch estd representado por una onda plana modulada por la periodicidad de la red.

Por otra parte si se considera el caso limite en el cual los dtomos del cristal ltienen
una separacicm infinita, es decir, | a; | o0 (donde lus vectores a, son los vectores base
de la red), el espacio reciproco se colapsaria en su origen k = 0. Asimismo ¢l términs
exp(ik - r) — I, por lo que la imcion de Bloch (Fe. (1.19)) tendria que ser igual a la
2
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funcién de onda 1(0, r) de wn dtomo aislado. Sin embargo, en el Himite de dtomos aislados,
la funcién de onda debe tender a alguno de los orbitales dtomieos , (donde el subindice
n indica uno de los estados s, 25, ete.) y no a una sola funcion w(0,r). Por consigniente
uno debe escribir las funciones de las celdas coma u,(k,r), de tal forma que en el case
limite de atomos aislados se obtenga una funcion u,(0,r), la cnal debe coincidir con un
orbital dtomico @, Este nuevo indice debe introducirse en las funciones de onda ¢ (k,r)
asi como en la energia, es decir:

"{'n(ka l‘) = l-'lk'run(ka l‘) (I '?'G)
Hyu(k,r) = Eq (kb (k,r). (1.27)

Asi, puesto que k piede tomar N valares (en la primera zona de Brillouin), para cada
valor de n se tienen N estados (0 2V estados si se considera el espin) los cuales forman la
banda n. Lo que caracteriza a esta banda es que, en of limite de dtomos separados, todos
los estados de la banda se colapsan en un solo estado dtomico etiquetado con n.

A la temperatura de cero absolnto, los electrones del sisterna ocuparin estos estados,
uno por cada estado, como lo requiere el principio de exclusién de Pauli, a partiv del
estado mas bajo y en forma ascendente, hasta. una encrgia que se deterinina mediante el
niimero de estados disponibles, su distribucion de energia y el mimero de electrones del
cristal. A esta encrgia, en el caso de los metales, se le Hama energia de Fermi,

A los cstados vacantes en nna banda se les denomina huecos. Si se aplica nn canpo
electromagnético, un hieco se comporta como si tuviera una carga positiva. +¢ (—¢ es
la carga del electron) (Kittel, 1976). Eu una banda llena correspondiente a nna red con
simetria de inversion, el vector de onda total de los electrones es cero: Sk = 0, ya que,
en este caso, la zona de Brillouin también tieue simetria de inversion. De esta forma si
la banda estd llena todos los pares de estados k y -k estan Henos y el vector de onda
total ¢s cero. Si un electran (¢) hace falta en el estado con vector de onda k., &l vector
de onda total del sistema os —k, y es atribuido al hueco (h): ky = ~k,. Entre mas
cerca de la parte inferior de la banda se encuentre el estado donde el electrén haga falta,
mayor serd la encrgia del sistema. La cnergia del hueco tiene signo opuesto a la energia
del electron [altante. Por ¢l teorema de Kramer se tiene que Fe(k,) = E{~k.). Pero
Eo(~ke) = —~Fp(=k.) = =Ey(ky). Por consiguiente Ex(k)) = — I (k).

1.5 Funciones de Wannier

De acnerdo con fa Ee. (1.22), las funciones de Blach son periodicas en el espacio K. Por
consigniente, s¢ puetden representar por una serie de Foerier
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Bn(k,r) = N7V Y (R r)ettn, (1.28)

donde N='% ex un factor de novmalizacidn, sienda N ef ntmero de dlomnos en eleristal,

A las funciones a,, (R, v) se les conoce como funciones de Wannier.

Invirtiendo la relacién (1.28) obtenemos

an(t,Ry) = NN e ey (ke p) =« NV ST bRy (lery, (1.29)
k k

donde la suma se reatiza sobre todos los vectares k en la primera zona de Brillouin. Debido
a que u,,(k,r) tiene la periodicidad de la red, las e, dependen solamente de la diferencia
r — Ry, es decir, las funciones de Wannier estan centradas alrededor del punto R, de la
red.

Asimismio, tenemos que las funciones de Wanunier son ortogonales para diferentes ban-
das (Indice m) y R, distintos. Esto se sigue de

/a,',,(r ~ R, (r = Ry)dr = L’V Y explitk - R, — K Ry)) /v/»,',,(k,r)l/r.,.'(k'. r)dr =
i k,k' o

l_lv' z ':371)["“( ' (n-n e Rn')](imm’ = 6““’6"1"!' . (‘l "0)
k

Como forman un conjunto rompleto, estas funciopes ofrecen una base alternativa para
nna descripcion exacta del hamilloniano. En la siguiente seccidn se analizard nn modefo
para caleular bandas de energia basado en una aproximacion a las funciones de Wannier,

1.6 Modelo de Amarre Fuerte

La funcién de potencial que se utiliza en el estudio de los cristales reales debe de estar
relacionada de algin modo con el potencial real experinentado por un electrén, debido a
los iones y a iodos los demis clectrones del eristal. La solucion exacta de este problema,
incloso en la aproximacion de un solo electron, seria muy dificil de lograr si no se hacen
mds aproximaciones, entre las que destacan la aproximacion del electron casi libre y ol
modelo de amarre fuerte, que veremos a continuacion.

.,



Por simplicidad consideremos un cristal cuya base primitiva contiene rinicamente nn
atomo, En ¢l modele de amarre fuerte se supone que los Atomos del cristal estdu tan
separados entre si que L tnteraceion entre veeinos es relativamente déhil de tal forma que
fos electrones de valencia se encuentran fuertemente ligados a los dtomos que conforman
el cristal. En este caso las fnciones de Wannier a;(R,,,r) en Ja le,  (1.28) pueden
aproximarse niediante las funciones atdmicas ¢, esto es, las lanciones de Bloch de la Be.
{1.28) vendrin dadas, de manere aproximada, por

plkr) = N (e Ry eitelte, (1)

En lo que signe analizarcnios este caso.  Antes de continuvar, cabe sehalar que la
utilizacion de orbitales atonticos en vez de funciones de Wannier es el punto de partida de
un método aproximado para caleular las bandas de energia en los sdlidos conocido como
LCAQ (Linear Combination of Atomic Orbitals), ya que involucra la combinacion lineal
de orbitales atomicos,

Asumames que las soluciones a la ccuacidn de Schrodinger para los dtomos libres que
forman el cristal

Halr - R)gi(r - R,) = Fo{r - R,) {1.32)

sou conocidas. Ha{r -~ R,) es el hamiltoniano para un dtomoe libre en la posicion de la
red Ry, y (r — R,,) es la funcion de onda para un electron en el nivel de energla atomico
E;.

El aperador hamiltoniano H = |- -l-":; VA +V(r)] de la ecuacion de Schrédinger
Hiyy = Py (L.3)

se puede escribir como la suma de dos partes,

H=Hy+ N (1.34)
siendo ,
K 4 s ! .
Hy = == 4 Valr - RY) (1.35)
Im
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I = V{r) - Va(r -~ Ry) = v{r ~ Ru), (1.36)

donde H’ representa el hamiltonianoe de perturbacidn para e} clectrén en el cristal en
comparacién con el atomo aislado.

La energia F{k) se puede encontrar ealenlando ¢l valor esperado de H,

gl s + H Wydr

I’;(k) = [ 1/|i¢|kdr

(1.47)

Un cdlculo aproximado de £(k) puede hacerse insertando en la Be. (1.37), la funcién
de Bloch aproximada dada por la Ec. (131). A partiv de Hyo; = Eiy y delaBie. (1.31),
tenemos que

Ha = N7VEST Had(r = R)ed B = ENVEY 6 (r = Ry)e®Re = By (1.38)
i n
Asimismo ¢} denominador en ta Ee. (1.37) vesulta ser

/ Yidnde = 3 kTt / 61 (r = Ry)i(r — Ry )r. (1.39)

nn

Para un eleetyon lo suficientemente localizado, éi(r ~ R,, ) sdlo tiene valores sipnifica-
tivos en la vecindad del punto de la red R, Ast, en una primera aproximacion, solo
reteniemos los términos en la Beo (1.40) con n = mi, es decir,

. b [ o . N
/wkwkdr = )YT/f»i(r ~ RuJulr = Ryjdr = 5 = 1, (1.40)

donde N es el niimern de dtanios en el cristal.

Sustituyendo las Kes. (1.38) ¥y (LAD) en da Fe. (1.37), se obtiene

E{k) = E; + Tlc, }:{

m n

¥ ok RaRn) / #Hr — Ry Jo(r ~ Ry)dilr - R,,)dr} . (141

Debido a la periodicidad det cristal y a que la suma se realiza sobre todos los valores
de n, cada términu de la sunia sobre m da el niismo valor, ¥l valor de la suma sobre m,
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por Lanto es el valor de cualguier término de la suma (por simplicidad tomaremos m = #)
multiplicado por el mimero (N) de términos de dicha suma. Por consiguicnte, a ecuacion
para la energia se punede eseribir como sigue:

mmzkﬂjyﬂm/wmﬂpqhmu-mwn (1.42)

en donde Ja suma se realiza sobre todos los dtomos del cristal, Para el término que contiene
la perturbacién »(r ~ R,), el traslape se incluye hasta primeros vecinos inicamente.
Consideraremos ¢l caso mds simple en el cual el estado dtomico relevante ¢; posee siinetria
esférica (es decir, es un estado 1), de tal manera que los elementos de matriz entre primeros
vecinos son todos iguales. La extensie a los estados p es directa y puede lograrse sin
muchos problemas (Mott y Joues, 1958). El resultado puede expresarse en términos de
las siguientes dos cantidades:

[ #i(e)e)dr)de = o, (143)

Jetedsitr - Rade = 4, (L44)

en donde R, es un vector que une al dlomo situado en el origen con el dtomo vecine mas
cercano. De esta forma podemos escribiv la Ec. (1.42) como sigue

B(k) = e+ A Y e*, (1.45)

n

donde o = E; + o y la suma se realiza sobre los primeros vecinos.

Para e} caso de una dimension tenentos que la encergia estd dada por
E(le) = ¢p + 20cos(ka), (1.46)
donde a es la constante de la red. Para nna red cuadrada de dos dimensiones
Iotk) = ey 4 28{cos(kia) + cos(kya)], (1.47)

y para una red cdbica simple tenemos que



E(k) =« + 20cas(kya) 4 cos(kye) + cos{kya)). (1.18)

Es facil demostrar que los tres casos anteriores producen una banda de energia simé.
trica que se extionde de ¢, ~ Z8 hasta ¢ + Z3, donde Z es el nimero de vecinos mas
cercanos, K deris, la cantidad 27/ nos da el ancho de Ja banda para cada caso.

Por otra parte, en el caso de nna red triangolar los scis vecinos s cercanos al sitio
colocado en el origen de coordenadas (cartesianas) som da(1,0,0), +a(1/2, V2o y
ta(=1/2,V3/2,0), doude a es el parametro de red. Por la tanto, wsando ta Ee., (1.45),
obtenemos la siguiente expresion para la energia:

Bk) = e+ 20 [cu.s(k,a) + cos (S;H) + \/ﬁk;,]) -+ cos (g[k; - \/.‘;k;;])] . (1.19)

En este caso, se tiene una banda de energia que va de ¢y — 6]3}] basta ¢y +3{8] (cvaudo
se toma f1 < 0). A diferencia de los tres casos anteriores, la banda de energia no es
sitnétrica y esto se debe a la frustracidn de estados anti-enlazantes o antibonding. Fsta
frustracion puede verse como consecnencia de la geometsia particlar de la red triangular,
la cual impide, por ejemplo, $a formacion del estado que tiene amplitudes de signo opuesto
en cualesquiera dos sitios vecinos (estado campletamente antibonding).

Con el fin de facilitar 1a discnsion en lo que resta del capitulo emplearemos la no-
tacion de Dirac. En esta notacion y en la representaciin de las funciones de Wannier

el hamiltoniano de la Ec. (1.34) poede escribivse, para el caso de vecinos mds cercanaos,
como:

=Y livcilt 85 )i ><j| . (1.50)
1 13

En donde Ji > es la loneion de Wannier centrada en el sitio 13 ¢l conjunto de sitios {1)
forman la red.

Los resnltados obtenidos para los anchos de banda, en el modelo de amarre fuerte, de
las redes lineal, cuadrada, cibica y triangular constituyen casos particnlares de un resul-
tado general conocide comio Teorcima de Perron-Frobenius (Ziman, 1979). A continuacion
deducirenios dicho teorema de manera muy simple. Sean las soluciones de Ja ecunacidn de
Schrddinger ¥ = 37 o]t =, entonces las ecnaciones para los coeficientes ¢ son

(F — e, = Y pey. {1.51)
#5



Asi que

1B~ callel = 13 Aeil < 3 1Al (1.52)

i# ity

En un cristal perfecto Jog| = |ej], ya que todos los sitios son idénticos. De esta forma
tenemos

|2 = e < 21 (1.59)

donde Z es la coordinacion local cs decir, el niimero de primeros vecinos que tiene nu
sitio del sistema,

Asimismo cabe seiialar que el espectro de energias, en el modelo de amarre fuerte,
s simélrico respecto a £ = ¢ cuando la red es bipartita, es decir, cuando la red puede
subdividirse en dos subredes, digamos A y B, de tal forma que todos los primeros vecinos
de un sitio de A pertenccen a B y viceversa. De la Ec.  (1.51), donde, cn ol caso de
una red hipartita i pertenece a Ay j pertenece a By vicoversa, vemos que st el sistema
tiene una energia I~ ¢, € ~ F también es una energla posible del sistema ya que las
funciones de onda correspandicntes a estas dos energias difieren tdnicanente en el signo
de la funcién de onda de una subred,

Una forma de resolver la ecuacién de Schuddinger correspoudiente al hamiltoniano de
la Ee. (1.50) es por medio de las funciones de Grewn (ver Apéndice A1), Fste farmalisnio
es muy poderoso ya que todas las cantidades fisicas medibles de un sisteina se pueden
escribir en términos de la funcidn de Green (Wang, 1989). lLa funcidn de Green (que
se define a través de la ecuacién (2 — H)(¢ = 1) para el hunilloniano de amarre fuerte
(Ec. (1.50}) estd dada por (Feonomou, 1983):

<~k >< k]
Gz) = § 258 1.54
=5 (154)
donde [k >z NTV2Y 0¥y E(k) = o+ 85 M Aqui, [k > v 1> son las funciones

de Bloch y de Wamier, respectivanente. Los elementos de mateiz para G{z) estan dados
de fa siguiente forma:

GlLmgz) < 46N > = E———
- )
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La evaluacion de la funcidn de Green permite obtener la densidad de estados clectréni-
cos por sitio p( 1) (ver Apéndice A.1). La. p{E) multiplicada por un incremento de energia
da el niimero de estados que puede tomar un electrén en dicho intervalo de energia. Fstos
estados pueden estar ocnpados o desocupados.

Para el caso de una cadena lineal, sustituimos E(k) dada por la Lc. (1.46) en la
Ee. (1.55) y obtenemos

/. */u oik(1-m)
Y (LA e et e .
20N Joape 2=t = 2icos(ha)
] " cld'(l-m)
5 |

G(l,myz) =

[1L.H = .
w2 =g = 2fcosd

(1.56)

Evaluando esta integral (Kconemon, 1983), encontramos que la densidad de estados
por sitio (ver Apéndice A1) estd dada como:

p(F2) = ‘-p’l;lrn(("v’*(l,l; Ry = 22018 o) (157)

T8 - (= )t

donde 8(28 — |E - «]) s la funcion escatén, Fn la Fig. 1.3 se mestra la densidad de
estados por sitio de nna cadena lineal para g = 0y # = ~1. Cabe senalar gue la densidad
de estados para la cadena fineal tiene singnlaridades en £ = ¢y + 23 y que los estados
permitidos se encuentran dentro de estos fimites,

Para el caso de una red cuadrada obtenemos, por sustitciém de ta Ee. (1.47) en la
Ec. (1.55), que

Eik(l-m)

a ,
W 2) = —— 12k : ,
Gl m;2) (2r7)2 /mz( z - ¢ 20]cos(kia) + cos(kya)]

(1.58)

donde k(I —m) = alky(l; ~ my) + ko(ly = my)]. Aqui by, Ly, my, ¥y my son enteros, a ex la
constante de red y et este caso la primera zona de Brillouin es el cuadrado

—rfa <k <nfa

—wla <k, < rfa.

Evaluando la integral anterior (Economou, 1983), encontramos que fa densidad de
estados por siliv para ol caso de una red cuadrada viene dada por:
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Figura 1.3: Densidad de estados electednivos de una cadena periddica infinita que resulte
del modelo de amarre fuerle. Los pardmetros empleados en este modelo son: ¢ = 0y
A=l
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Figura La4: Densidad de estados electronicos para el caso de una red cuadrada, periddica
c infinita, que resulta del hamiltossiano de awarre fuerte, Los pardmetros empleados en
cste hamiltoniano son: (p =0y g = -1
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Figura 1.5: Densidad de estados elecironicos para el caso de una red triangular infinita,
que resulta del hamiltoniano de amarre fuerte. Los pardmetros cmpleados on este hamil-
toniano son: ¢y =0y = ~1 (Horiguchi, 1972},
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- l € A} 2 ¥ ) L ‘.-—..—'_’.__-.—’2- I
p(zu)=q:;1m(c,+(l.z;1;))=_-Zma(g;a-m - el)K \/ SN (1)

donde K es la integral eliptica completa de primera clase. En la figura 1.1 se muestra la
densidad de estados por sitio de una. red cuadrada para ¢ = 0, 1 = —).

Otras redes de dos dimensiones han sido estudiadas. Por ¢jemplo, Horiguchi (1972)
ha expresado las [unciones de Green para las redes triangular y hexagonal en términos de
mtegrales elipticas de primera y segunda clase. Para todas estas redes, la densidad de o
tados exhibe una discontinuidad caracteristica en los extremos de la banda. Asimisino hay
puntos singulares dentro de la banda donde la densidad de estados tiene una singularidad
de tipo logaritmico.

En la figura 1.5 se muestra la grifica de la densidad de estados para una red triangniar
que se obtiene a partir del hamiltoniane de amarre fuerte. Ohsérvese, ademds de lay
discontinuidades caracteristicas de la densidad de estados, que el espectro de energia no
es simétrico (con respecto a Iy = ) como sucede en la cadena lineal y en la red cuadrada,
Esta asimetria se debe a la frustracién de estades anti enlazantes, conto ya se menciono,

1.7 Estados Extendidos y Estados Localizados

Para describir teSricamente las propiedades de un sélido se pueden adoptar dos puntos de
vista. Uno de ellos consiste en considerar a los fendmenos que acurven en ¢l solido como
procesos locales que tienen lugar en los atomos individuales que estin colocados en la red.
Las excitaciones tocales en el sélido se pueden propagar a través de tste por medio de las
interacciones entre estos dtonos,

En ¢l otro punto de vista se cousidera al arreglo de dtomos colocados en una red
de cierta estenctura como la caracteristica mas importante del sélido. De esta forma la
interpretacion de los fendmenos en el solido se basa en las propiedades colectivas de éste.
Este nitimo punto de vista corresponde al coucepto de excitaciones elementales (Made-
lung, 1978), que no son otra cosa que cuantos del movimiento colectivo de las particulas
microscépicas en el solido. A continuacion damos un ejemplo que permite visualizar mejor
este concepto. Desde ol punto de vista de la mecinica cldsica se sabe como describir
los modos normales de oscilacidn de un sistema de masas puntuales, Para un sistema
con s grados de libertad, se introducen s nuevas coordenadas generalizadas (coordenadas
normales) de tal forma que el hamiltonizno esté diagonalizado. lis decir, las ecuaciones
de movimiento originales se transfornian en s ecuaciones independientes que representau
el movimiento de oscilalores desacoplados, En este formalisnio, los estados excitados
cercanos al estado base pueden ser descritos por las excitaciones de algunos de estos
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osciladores. Un método andlogo se utiliza en o} estudio de la dindmica de una red para
describir as ascilaciones (pequenas) de los iones alrededor de sus posiciones de equilibrio.
Las oscilaciones colectivas de la red se dividen en modos normales independientes, los
cuales estan cuantizados. Estos cuantos de energia se denominan fonones y son un ejemplo
de excitaciones elementales.

Iixisten olras excitaciones elementales gne sou aitiles en la deseripeion del compor-
tantiento de los solidos. De la misma manera que los fonones, o cuantos de vibracién de la
red, se introducen los plasmones para describir las oscilaciones colectivas de los electrones
de valencia en Jos metales. Astiismmo, o sistema de espines formado por los dlomos de
la red en los rateriales ferromagnéticos o antiferromagnéticos, puede representarse pur
medio de ondas de espin cuyos enantos asociados se laman magnones.

Las excitaciones elementales pueden representarse por cnasiparticulas que tienen una
energia y un cuasimomento bien definidos. La simetria traslacional de un cristal asegura
que cualquier exrvitacion clemental se puede especificar por nn vector de onda k que se
encuentra dentro de la primera zona de Brillouin y por un indicador de banda j. Si u;(k)
v a;(k) son los operadores de creacidn y aniquilacion de la excitacidn respectivamente, el
hamiltoniano carrespondiente tiene la siguiente forma

=Y E;(k)al(k)o, (k) , (1.60)

Lk

en donde Fj(k) es la energia de la excitacion (jk). Las operadores ol y a satisfacen
determinadas relaciones de commutacion. Una caracteristica conutin a todas estas excita-
ciones es el hecho Je que un valor jo del vector de onda esta asociado con cada estado
en-cl espectro de energia, mientras que la localizacion del estado estd indefinida, esto es,
los estados se extienden por todo el sdlide.

Nos encontramos con nna descripeidn similay en las cuasiparticulas del modelo de
bandas, Las funciones de Bloch son ondas planas moduladas eon la periodicidad de la
red; la probabilidad de encontrar un electron de Bloeh en una posicion dada dentro de
una celda de Wigner-Seitz es la nusma para todas las posiciones equivalentes dentro de
las otras celdas. En este sentido, los estados de Bloch son estados extendidos. Por otra
parte, las funciones de Warnier estin localizadas sobre puntos individuales de la red.

n la descripeion de un eristal por medio del modelo de bandas, las propiedades
colectivas de la red estan incluidas en las propiedades del electron "cristalino”. Otras
interacciones en la red se describen por medio de transiciones electronicas de un estado
delocalizado a otro, con un cambio en {a energia del electron y en el vector de onda. B
contraste, cn una descripeion local el electron se transfiere de un estada localizado en un
atomo a otro estadoe localizado. donde esta transferencia involucra una interaccion con
todas las particulas cargadas que se encoentran en su veeindad,



Dependiendo de la naturaleza del solido ast como the las propiedades fisicas a estudiar,
nna u otra forma puede ser escogida. En nn sdlido desordenado, sin embargo, es esencial
una descripeidn local ya que los electrones legan a tener una localizacion real.  Las
descripciones no-lacal y local son equivalentes en el caso de un eristal con una banda
de energia Hena (Madelung, 1978). En la descripeion no local esta banda no contribuye
a la conductividad puesto que, en una banda totalmente ocupada, las contribuciones
de cada dos clectrones con idéntica cnergia pero vectores Je onda opuestos, se cancelan
exactamente, Kn una descripcion local no puede haber transiciones de un atome a atro
ya que jos estatlos correspondientes de tos dtminos vecinos estan también ocupados.

B un eristal perfecto e infinito una desceripeidn lacal es importante cuando une desea
considerar la correlacion que existe entre los electrones de valenria de un cristal. En
ol siguiente capitulp se llevard a cabo un desarrollo en el vual se toma en cuenta esta
sorrelacion lo cual dard lugar a una descripeion local del sisteina (maodelo de Huabbard).
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Capitulo 2

Apareamiento Electrénico en el
Espacio K

2.1 Interaccion Electrén-Electrén

Por medio de la aproximacion del electedn independiente, la teoria de bandas ha podido
explicar muchas propicdades de los solidos, entre ellas, la diferencia que existe en la
conductividad eléctrica entre un metal, un semiconductor y un aislante. Sin embargo, la
teoria de bandas no considera la correlacion entre los electrones en un cristal, la razon
es inherente a la aproximacion del electrén independiente. Sin embargo, esta teoria no
nicga la interaccion electrén-electron sino que la reemplaza jlor unta interaccion promedio
mediante la aproximacion de Hartree-Fock, en fa cual se asume que el movimiento de un
clectrén es estadisticamente independiente de los demas. La aproximacion de Hartree-
Fock toma un solo eleclrén y a los restantes los considera como una contribucion al
potencial promedio en el cual el electron se nmeve, lo cual conduce a una ecuacion integro-
diferencial autoconsisteute.

Deseribir, en forma completa, la interaceion electron-clectrén (e—e) dentro de un solido
¢s un problema complicalo, ohviainente existe interaccion e - ¢ directa de tipo coulom-
biano. Sin embargo, los electrones en un sélido pueden interactuar “indirectamente” por
medio de algunas excitaciones elementales; tal es el caso de la interaccion ¢ — ¢ medi-
ada por fonones, la cual puede analizarse a traves del Hamiltoniano de Frohlich (Taylor,
1970). Dicho hamiltoniano sirve de base para la teoria 3¢S de la superconductividad y
estd dado por:

Hy = }: excp o + Zhwqa:aq + Z Alkk'(u.fq +dq)ep o (2.1)
k 1 k. k'

-3



donde off y ¢ son los operadores de ereacion y aniquilacion, respectivamente, de un
clectrén con vector de onda k; a v aq son los operadores de creacion y aniquilacion,
respectivatnente, de un fondn con vector de onda 1g; y, finalmente, My son los elementos
de matriz de la intevaccion electrdn-fondn (¢ —~ f). Bl vector de onda del fonoa, q, es
igual a k — k', reducido a la primera zona de Brillonin si es uecesario. Los dos primeros
términos representan el hamiltoniano, He, de un sistema de electrones y fonones que no
interactian. El tercer término corresponde a la interaccidn electron-fonon.

Uno de los cfectos de la interaccion e = f es que produce una interaccion atractiva
¢ — ¢ mediada por fonones. Una forma de estudiar dicha interaccidn es realizando una
transformacién canénica en el hamiltoniano de trohlich, Hp = Hy + H,—;, del siguiente
maodo

H' = e (Hy+ Hyog)e® (2.2)

quc eliminara el término H,_; a primer orden en s. Expandiendo las exponenciales de la
Ec. (2.2) obtenemos '

H' = (1 s+ ;t-,& =) (Hat Heg)(1 54 _-1257 4o

&

l
= H() + ”t-—/ + [II(), .S'] + [it’,], S] ‘} :;“Hu‘ .'5],5] B AL

Escogemos a s de tal forma que su conmutador con Hy cancele ¢} término H,_;, con lo
cual obtenemos

i
= Hy + ;)‘“l,../,.\i]  ERTN
los términos que se omiticron son del orden de s en adelante. Ahora, debido a que

Hy = E ey ek + }:}’Mqu(";aq
k Q

”,._,! = z: Mkk,(afq + (lq)('i'ck,
k!

proponenos a 8 de la forma

s= E(A”'l‘:q + B(‘q)A!kk'U;Ck’ )
kk’



donde Ay B son coeficientes por determinar. Dichos coeficientes se determinan tomando
en consideracién que

Heey 4 [Hos) =0,

de donde se obtiene

A= ={eg = e+ hwog) ! y B=—(ex — o= hwy)™

Por tanto
1 ~
H o= [fy ~ ‘.;I{L ‘wkk'(“tq + (lq)(t:(,‘k:) .
“ kk
¥
- U_ oy gt
Y pa—— 4 chexen)]
{k"zk‘“' k”k”(f?kn "] + ,Iw‘-q + € = g - ’l’a)ql) ke km}}

De todos los ténminos de este conmutador examinamos particnlarmente el conjunto que
surge de conmutar los operadores de: fonones, Usando el hecho de que My es inicamente
funcién de k ~ k' = q obtenemos

huwg

H =+ Y M

£t
l ck’ ck_ Ckal {
kk'q (e = thq)? = (hugg)? KHITH

{términos que contienen operadores de dos electrones iinicamente) |

Para que obteagainos una interaccion atractiva se debe cumplir que e = cg| < hwg.
isto puede pernilir que pates de electrones fonmen estados ligados con meuor energia
que la correspondiente a dos clectrones libres. De hecho, la existencia de “pares de
Coaper™, en los cuales dos electroues con vectores de onda y espines opuestos forman un
estada apareado, es la base de la teoria BC'S de la superconductividad. Cabe mencionar
que el resultado anterior ¢s vilido no solamente para fonones sino para cualguier tipo
de excitacion. Una de las formas mds simples y generales de estudiar fa correlacion
electronica, es a través del modelo de Hubbard (Hubbard, 1963), puesto gue dicho modelo
incluye implicitamente los efectos de todo tipo de interacciones electrénicas por medio de
los pardmetros del hamiltoniano. Entre la serie de fendmenos, que para su explicacion
se requiere toruar en enenta la correlacion entre Jos electrones podemos mencionar: la
formacion de ondas de densidad de carga (Grimer, 1988), las ondas de densidad de espin
(Fawcett, 1988) y la superconductividad (Pickett, 1990), entre otros.
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2.2 Modelo de Hubbard

Con el fin de introducir el modelo de Hubbard, analicemos la interaccion electrdnica en
sisteias con bandas de energia angostas. Por simplicidad matemidtica consideraremos
solamenta el caso de sistemas con una sola handa {s). En general el hamiltonianoe de un
sistema de N electrones en una red dada puede eseribirse, en el lenguaje de la primera
cnantizacion, como:

Zh )4 Lu vo-r), (2.3)

l#)

donde la suma va de 1 a N, r; indica la posicidn del i~ésimo electron y h(r;) es ol
hamiltoniano de “mna particula”, es decir, contiene la energla cinética mds todos los
potenciales de interaccion para nna particnla, como lo cs el poten("al de la red entre
otros. Ln el caso s simple, f(r;) tiene la forma de V2 + %, ¥, h T donde r; ¥ Ry son
las coordenadas del electrdn y de los iones, respectivamente. En la Fe. (2.3), el término
v(ri = v;) contiene la interaccion electron-clectron (interaccion e dos euerpos),

Introduciendo las funciones de Bloch para describir la estructura de handas del sélido,
Yk(r), donde k yepresenta al vector de onda, y usando los operadores de creacion (ef ) y
de destruccion (o, ) para clecirones en los estados de Bloch (k, o), donde o (o =1 0 |)
representa e espin, podermos reescribiv el hamiltoniano de la Fe. (2.8} en la representacion
de los nisneros de ocupacion cone

- 1 — .
H =3 ke otio + 5 D) Y Y <kiklrikk> Uy Chegr 0t 5 (24)
ko ki K kG o0’

donde ¢ es el valor propio de h(r), éx(r) es la funcién propia correspondicnte y

<k, kafrviki k= /r/rf(‘(r):/rl'(z(r"):vr(r - r’)n;’.»k;(r)wk:}(r)drdr’ . (2.5)

Como estamos estudiando la correlacion electronica en bandas angostas, una des
cripeidn focal del sistema, resulia inds apropiado trabajar nuestro hamiltoniano en la
representacion de las funciones de Wannier en lugar de la representacién de las funciones

Bloch.
Como cansicleraremos un sistema con una sola banda de energia, necesitaremos solo

una funcién de Wannier @p(r) centrada en el origen. Las demas funciones de Wannier se
ohtienen de esta mediante una traslacion: ¢,(r) = do(r = R,).
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Introduciendo los operadores de creacion ¢f, v de destruccion ¢, para un electrén de
espin o en el estado ¢i(r), y usando las transforinaciones

o= /\’“'“Z(:'“""-'r‘f‘,, . ke = :V""“Zr»"'k"‘cj»,, (2.6)
J J

podemaos reescribiv el hamiltoniano de la Be. (2.4) de la siguiente forma;

1= - X Lijet eya !) 3 ): <ij|v|kl> :',;*‘,,tz’)*'",(:,m,ck',, . (2.7)
L ik aa
donde
by = IR, -R,) = / B2 (1) h(r)e;(r)dr (2.8)
}1
<ijlv|kl>= / B (0) 8 () (r = 1)y () () ey’ . (2.9)

Ademds asumimos que tanto h{r;) como v(r; — r;), son independientes del espin, Se
acostumbra normalizar la escala de energia tal forma que I; = ((0) = 0.

Una forma sencilla de trabajar cou ¢l hamiltoniano de la Ec. (2.7) es introduciendo
las siguientes dos aproximaciones, las cnales, sin embargo, conservan la fisica de los elec-
trones fuertemente correlacionados, En la primera aproximacion se asume que t;; decac
rapidamente con la distancia, de esta forma los iinicos términos de la matriz que deben
considerarse son aquellos que ineluyen los sitios vecinos mds cercanos. PPara sisteinas
1sotrépicos, debenios entonces aproximar a L; por:

lu‘ ol

{ para (i,j) vecinos mas cercanos
I otro casa .

Pn la segunda aproximacion se supone gne la interaccion electrén-clectron es apan-
tallada cnando los electrones estin muy retirados entre si. De esta forma, la contribucion
dominante al segundo término de la Ec. (2.7), aparcce cuando los dos electrones se en-
cucntran en el mismo sitio (i = j = &k = ). Asi, la aproximacién estara dada de la
signiente forma:




Kl principio de Pauli requiere entonces que, en el segundo término de la Fe. (2.7},
o = ~a'y con lo cual obtenemos finalmente la version wads simple (para una sola banda)
del lmnultoumno de Hubbard (Hubbard, 1963; Balanchaudra et al. 1990). Considerando
solamente interacciones a prisncros vecinos, este hamiltoniano estd dado por:

I o= >“ (,_,t,, 2 Cja U/ LH, I (2.10)

tt.e

donde n;, = c‘,f,,c,,,, y U representa la interaccion de electrones en el mismo sitio. Como
ya mencionamos, t; es la integral de transferencia (hopping) entre ol sitin 1 y ol sitio j.
A primera aproxiihacion se considera solo la transferencia entre vecinos mas cercanos,
U representa Ja cuergla de interaccion entre dos electrones situados en el mismo sitio,
Cabe enfatizar que el hamiltoniano de Thubbard no restringe los tipas de interaceidn que
podrian existir enbre los electrones, y los efectos resnltantes se cavactevizan por medio del
paranetro U que se obticne fenomenoldgicamente.

El descubrimento de los materiales superconductores de alta temperatura de transicion
ha conducido a reconsiderar las propiedades fisicas del imodelo de Hubbard y sus exten-
siones, principahnente por la siguiente razén. Los superconductores de alta temperatura
critica pertenecen a la familia de éxidos de los metales de transicidn, para los cnales se
sabe que una descripeidn de amarre fuerte con fuerles correlaciones clectrdn-electtén os
mas apropiada que una decripcién en tétrminos del electran casi libre, Bl éxito del hawilto-
niano de Hubbard se debid a que podia explicar las propiedades magnéticas de los 6xidos
metalicos de transicion (Adler, 1968). Estos dxidos s¢ caracterizan porque sus dlomeos
contienen electrones d, los cuales forman handas d relativamente angostas, La bauda d
estd parcialimente llena y os, en principio, la responsable de las propiedades magnéticas
de Ins materiales. La lierte polarizacion de los oxigenos que conduce a la formacion de
pequeiios polarones (electrones rodeados por la deformacion Jocal que inducen en la ved y
que se extiende sobre nua region del orden de la constante de red) y bipolarones (Alexan-
drov y Ranninger, 1981) en algunas de los dxidos metalicos de transicidn, tales como ¢l
Ti4Or y Na VaQs (Mienas y Ranninger, 1988), podria tomarse en cuenta agregando al
modelo de Hubbard wn acoplamiento entre la red y los electrones. Tal acoplamiento de
los electrones con la red da bngar a una interaccion atractiva de corto alcance que compite
con la repuleién coulombiana y puede conducir a una interaceidn interatémica atractiva,
Ja cnal pnede introducisse facilmente en el modelo de Hubbard, Fi la aproximacion de
mteracciones entre prinros vecinos solamente, el nuevo bamiltoniano puede escribirse
€OMo:

I = V tyeh e + I’)__m g + V72 : nn, (2.11)
l],n Chy>

doade 1y = gy 4 g es licocupaoon electronica total del sitio ¢y ¥ oes la interaceion
interaldmica entre dos electrones, uno situado en el sitio ¢ y e} otra sitnado en el sitie
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vecino j. Bl simbolo <> indica que la swni se extiende sobre los prineros vecinos
Unicamente. Al hamiltoniano dado por la Ve, (2.11) se le conoce como hamiltoniano de
Hubbard Extendido,

Si las particulas son mapeadas a huecos por wedio de las transformaciones ¢f, — hi,

¥ Ciw = hFa, donde by v b, son los operadores de aniquilacidn y creacion de buecos
respectivamente, el hamiltoniano de Hubbard extendido adquiere la siguiente forma:

0 = NU-UYnh -ovz donly +NVZ 4
;

10
bl ‘/
= Yotishlohi, 4 U bl + < 3 il (2.12)
e i “cig>

donde nf = by + 0k, nh, = btk y Z es el ninera de coardinacidn.

Los primeros cuatro términos de la Ec. (2.12) sélo contribuyen a un corrimicnto en la
energia total, y por consiguienic los huecos también interaccionan a través de un modelo de
Hubbard. Sin embargo aparecen dos diferencias importantes con respecto al hamiltoniano
de Hubbard extendido para electrones, La primera es que el parametro de transferencia
cambia de signo, y la segunda es que la densidad huecos es 1 — n, en ténminos de la
densidad de electrones n. Este mapeo es completamente simétrico sélo cuando n = 1/2,
de tal forma que el mitnero de huecos es igual al ndniero de electrones | y cvando el signo
del pardmetro de transferencia s irrelevante, a saber, el caso poco interesante £, = ()
para toda ¢,j.

Es importante mencionar que aparece una simetria extra cuando consideramos redes
bipartitas, Conto ya se dija, una red bipartita es una red que puede descomnponerse en dos
subredes, de tal forina que todos los primeros vecinos de un sitio de una subred pertenecen
a la otra subred. Si cambiamos la fase relativa de los estados en estas dos subredes, no
afectamos la fisica del problema, pero esto cambia el signo del pardmetro de transferencia.
Por eonsiguiente, en el caso de redes hipastitas, ¢} comportamiento de huecos es idéntico
al comportamiento de electrones,

En los dltimos aios, el modelo de Hubbard ha sido intensamente estudiado, utilizando
diferentes aproximaciones: la aproximacidn del campo medio (Micnas et al. 1988}, el
método de los bosones esclavos (Kothiar y Ruckenstein, 1986; Lavagna, 1991), Ia técnica
de Monte Carlo (White et al. 1989a) y ¢l grupo de Renormalizacion (Hirsch, 1980) entre
otras. El hamiltoniano de Hubbard {Fe. 2.10) se ha resuelto en forma exacta solamente
en el caso de una dimensién {Lich y Wu, 1968), en el cual, para la banda media llena, los
resultados mucstran que ¢l estado base s un aislante para U # 0 y un conductor paca
[/ = 0, es decir, hay una transicion de Mott en U = 0,

La teoria de campn medio consiste en reducir el problema de muchos cuerpos al de



Fack, enya ides fundamental consiste en sustituir la energia potencial de la interaccion de
los clectrones por una cuergia potencial de la forma 32, Ui(r,), que representa la energin
de interaccion del i-dsimo clectrdn en cierto campo efectivo, en cf cual cada clectrén
se mueve independientemente,  Este campo efectivo caracteriza la accidn de todos los
demds clectrones sobre el i-ésimo clectron. Sin embargo, se sabe que esta aproximacion
reproduce razonablemente 56lo el estado base del sistema, pero nos es capaz de describir
las fluctnaciones en la correlacivn electisnica.

El método de los bosones esclavas ha sido un avance importante en ¢l estudio del
modelo de Hubbard, a pesar de que signe perteneciendo al grupo de aproximaciones
del tipo de campo miedio, excepto que ¢l promedio se realiza en un espacio de Hilbert.
aumentado. Iin ¢l modelo de Hubbard se consideran cnatro estados atémicos para el sitio
2, [0), | 1), ['4) y | T1), correspondientes al sitio vacio, simplemente ocupado ya sca con
espin hacia arriba o espin hacia abajo y ¢l sitio doblemente ocupado respeclivamente.
El método de los busones esclavos cambia la representacion de los estados clectrénicos
anmentando el espacio de Fock de cada sitio, incluyendo al conjunto original de operadores
fermidnicos en cada sitio un conjunto de cuatro operadores hosénicos. Estos operadores
bosénicos e (eq), pfi(pir)y pli(m) v dF (d;) crean (aniquilan) nn estado electrénico, vacio,
simplemente ocupado (con espin hacia arriba o espin hacia abajo) o doblemente nenpado
respectivamente en ¢l sitio ¢. Este espacio aumentado (de hosones y fermiones) contiene
estados no fisicos que pueden eliminarse imponiendo las siguientes restriceiones:

et b pflp.'; 1 phpg A dfdi =1 Phpia Fdidi =1, (2.13)

la relacion de la izquierda en la Ke. (2.13), indica. que uno y s6lo uno de Jos cuatro posibles
estados bosdnicos debe de estar ocupado en cada sitio.

La técnica de Monte Carlo es un método estadistico que esta limitado a cimulos
pequetios de dtomos (White ef of. 1989b). La técnica del Grupo de Renormalizacidn
consiste en despreciar los estados lejanos al estado base y quedarse solamente con los més
cercanos, por consiguiente, muchas veces se aleja de la solucién exacta (Lich y Wu, 1968).
Finalmente, la diagonalizacién exacta sigue siendo el métoda mds deseada. Sin embargo,
este método se aplica solumente a sistemas de pocos dtomos, ya que la dimension de Ja
matriz del haruiltoniano aumenta exponencialmente con el nimero de sitios y el nimero
de particulas (Callaway ¢f al. 1990, Lin et al. 1988).

2.3 Apareamiento de Electrones

En esta seccién mencionaremns algunos de los posibles mecanismos fisicos que, hajo ciertas
condiciones, pueden conducir a la formacion local de pares en los sdlidos, 15 mecanisimo
miernseapico que da lugar a una atraceion efectiva, de corto alcance, entre portadores de
carga puede ser de varios tipos.
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El mas conacido es ¢l acoplainiento fuerte e un electrén con la red, lo cual eonduee a
la formacién de pequetios polarones. Dos polarones pueden atraerse entre si por medio de
la gran deformacion local inducida en la red, y formar pequetios hipolaroms, siempre y
cuanda la atraceidn supere a la repulsicn caulombiana. En particulor, tal atraceion puede
realizarse en el caso del acoplamiento entre electrones de una banda angosta v modos
fondnicos locales, tales como las vibraciones intramoleenlares de alta frecuencia. Fsto
permite la aparicion rapida de cargas idnicas y, por consiguiente, una interaccion atractiva
entve electrones particularmente eficaz, Este mecanismo fue estudiado inicialmente por
Anderson (1975) para materiales semicondnctores amorfos y examinada posteriormente
por Alexandrov y Rauninger (1981).

Otra posibilidad es la atraccion de corto aleance en wn subsistena electrénico, a cual
puede surgir de un acoplamicnto entre clectiones y excitaciones coasibosdnicas de origen
electranico, tales eomo excitones {estados apareados formailos por un electrén en la banda
de conduccidn y un hueen en la banda de valencia) o plasmones (Little, 1964; Hirsch y
Scalapino, 1985; Ruvalds, 1987). La idea basica s que los electrones de conduceidn que
se¢ encuentran en un tipo de moléenlas pueden inducir transiciones electronicas en las
moléculas vecinas polarizables, las coales propovcionarian una interaccion atractiva ofec
tiva entre los electrones de conduceion. El interés de esta idea radica en que, si es asi,
la energia de interaccion tipica seria mucho mayor que la de una interaccion a través
de la red. Tal sistema podria exhibir superconductividad a una temperatura “alta”, ya
que la temperatura eritica estd directamente relacionada a la maguitud de la interaccidn
cfectiva entre los portadores ile carga. Los inétodos desarrollados para el problema de
acoplatsiento electron-lonon pueden extenderse a este caso, sin cmbargo la escala de en-
ergla para la frecnencia caracteristica serid mis grande, v las constantes de acaplamienta
serin distintas,

_ Aun otra posibilidad es un mecanismo puranente electrénico que resnlta de vp aco-
plamicnto entre clectrones y otros subsistemas electeonicos en ef solido. En general este
acoplamiento no pucde reducirse a un acoplaniento electrén-cuasibosén. Muchos mecan-
ismos electronicos que dan come resnltado una atraccién estitica no retardada debida a
la fuerte polarizacion de aniones Lambién han sido estudiados. Se ha demostrado (Hirsch
y Scalapino, 1985) que bajo ciertas condiciones especificas concernientes a los niveles
electronicns en los cationes y los aniones ligados circundantes y los pardmetros repnl-
sivos del hamiltoniano de Hubbard, la vepulsién conlombiana que actita en un subsitema
electrnico puede ser apautallada y ocurrir una atraccion efectiva entre los electrones en
este subsistema.

Listos mecanisinos lan lugae a una atraceion entre portadores de cargi que compite
con {a repulsidn coulombiana. Si el potencial atractivo inducido vente parcialmente a
la. repulsidn coulambiana (a cierta distancia) y la atraccion es lo suficientemente fuerte,
puede ocnrrir la formacion local de pares, Los pares locales pueden ser del tipo singulete
o del tipo triplete (Alexandrov, Rannmger v Robaskiewics, 1986),

El concepto de la formacion Jocal de pares es interesante desde vatios puntos de vista



(Micunas et al. 1990) va que cubre distimas areas de la fisica del estado sélido.  Bs
importante en el estudio de los wateriales superconductnes, en particalar Ios de alta
temperatura de transicion (Alexandrov y Ranninger, 1981; Micnas ¢f al., 1987,1988;
Rohaszkiewicz ef al. 1987), en el estudio de la formacidn de ondas de dessidad de carga
en sistemas de bandas angostas (Robaszkiewicz, 1984; Micnas et al. 1984), en el estudio
de los semironductores amorfos con los Hamados centros {7 < 0 {Anderson, 1975) asi como
en el estudio de sistemas de fermiones pesados {Ranninger of al. 1987).

EI problema de fa formacion local de pares en el limite de baja densidad ha sido
discutida recientemente por Micnas et ol (1990}, por Marsiglio et al. (1990a) y por
Navarro y Wang (1992). Los dos primeros realizan el estudio el espacio R, mientras que
estos iltimos Hevan a cabo el estudiv en of espacio real, ambos partiendo del hamiltoniano
de Hubbard extendido y considerando dnicamente redes bipartitas,

2.4 Estudio del Apareamiento Electrénico en el Es-
pacio K

En esta seccidn se considera la solucidn analitica, en ¢l espacio N, del hamiltoniano de
flubbard extendido para dos particolas a la temperatura 7' = ).

‘omenzaremos por considerar el bamiltoviano de Hubbard extendido en el espacio
real:

H= Z tiycheie i UZ”‘LI”'}I b V2 }: ning, (2.11)

(824 t <>

como siempre i y J etiquetan sitios de wna red dada, ¢f, es un operador de creacion de un
electran de espin @ en el sitio ¢, 05, = ¢heio cs o operador de mimero y ng = ng 4 0y
U es la interaccidn entre dos electrones sitnados en el mismo silio, V es la interaccion
entre dos electrones situados en sitios vecinos y ¢ es el pardmietro de transferencia, que
lo tornaremos como ¢ para primeros vecines e igual a cero en cualguier olro caso.

Para pasar del espacio real al espacio K, se utilizan Ias siguientes relaciones (Fnz,
1992):

C:" - ‘,\v-n/zz(:.‘k.!{.c;‘n
k

Co = z\i‘l/‘zxc"k'n‘ckm. (2.15)
k



Sustitnyendo estas refaciones en (2.14) y despuds de un laborivso calento se obtiene
e} hamiltoniano de Hubbard exlendido en el espacio X'

H = Z e(k)ey, ko

ke
S W o+ + . .
-+ l/N L ‘kvk'.(l(kH]/'JIr—k{-q/’“"“l"‘ﬂl/“l‘k"f(llﬂ
kk'q
11
N o+ \ + 91§
- 7)77\7 Z e(k - l(’)"k.ovq/2,«"‘1‘“1/‘2‘"0-k+q/'l.ac“k'ﬂl/?\ﬂ (J.l(\)
“ k ko
En esta ecuacion ¢(k) = —1 5, ¥ donde R, es un vector que une a cada sitio i

’ I . P e, 4
con uno de sus Z sitios vecinos (y = 1,2, ., Z)y W =¥ ~ -‘;c(k - k).
Ahora consideremos una funcidn de onda de un par de particulas con momento total

cero y espines antiparalelas (estado de singulete). En el espacio real esta funcidn de onda
se escribe de la siguiente forma:

W= fiehehi 10 > (2.17)
i

Fn esta ecuacion, | fif? es la probabilidad de que un electron s¢ enenentre en el sitio ¢ 4
si ol otro electron se eucuentra en el sitio 7.

Utilizando las relaciones (2.15), obtenemos fa funcion de onda del par en o espacio
K

[ >= 3" F(k)edy et 10 >, (2.18)
k

donde f(k) = ¥, ek,

Aqui (k)] se interpreta como la probablidad de enconirar a una particula con vector
de onda k y a la obra particnla con vector de onda ~k. Ademis f{~k) = f(k) ya que la
parte espacial de fa funcién de onda corvespondiente a un par de electrones con cspines

opuestas es simétrica.

El resultado de formular fa ecuacion de Schadinger

HY¢ o= Bl >, (2.19)
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cont H v i > dados por las Hes. (216) v (2.18) es

[ ~ 2(K)}f(K) = L %{1/~(V/¢)c(k-~ k). (2.20)

Como cra de esperarse, las componentes con q # 0 desaparecen y la parte del hamil-
loniano que no corresponde al singulete no contribuye. Consideremaos aiwra el caso de
redes hiperoibicas. Puesto que f(k) = f(~k) y las direcciones en un hipercubo son
equivalenies, la Ee. (2.20) se reduce a:

I v dk) . ;
9 T - W2t 9.
100 = (g |0~ WA (21)
donde W = 2V, Z es el ndmero de coordinacién y
1
fr= g L), (2:22)

Cabe sehalar que la Fe. (2.21) es valida para cualquier red si la parte espacial de la
funcidn de onda tiene la simetria rotacional de la ved,

Si multiplicamos ambos lados de la Ec. (2.22) por (—e(k)/Z8)', i = 0,1, y sumando
sobre k, obtenemos dus ecuaciones con dos incdgnitas, fy y [i:

(I +uGo)fo + (wG)); = 0
0

(G Jo + (L +wlia)fy = 0, (2.21)

donde 1) = 271 es el ancho de banda, v = UJD, w = W/D,y

0F 224
()= N }.4 { H) ‘7k’ (2.:24)

Enda Fe. (2.24), vy = =e(K)/(Zt) y p = (L4 E/D). Para E menor que (- D) existe un

estado aparcado con energia de amarre A = Dp. De las Ees, (2.23) la energla de amarre
esta determinada por la condicidn de que eb determinante del sistema sea cero, es decir

L+ uGolp) + wGilp) - wu[GHp) - Go(p)Ca(p)] = 0. (2.25)
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s facil verificar que Gy (p) y (Go(p) estin relacionadas con Go(p) de la signiente forma:

1

Ci(p)
Galp)

(11 p)Golp) ~ L
(14 p) () = (1 4 p). (2.26)

Substituyendo las relaciones (2.26) en la Ee. (2.25), obtenemios

Go(fu +w0(l + p)* 4 wu(l +p)) = w1l +p) —wn+1 =0, (2.27)

Esta iltiina ecuacion da, de manera implicita, la energia de amarre normalizada, p, como
funcion de U y V., Para un ancho de banda dado la energia de atarre decrece conforme
la dimension crece manteniendo 7 y V fijos.

Puede observarse que existen valores umbrales de los pardmetros Uy V para que e

aparcamiento sea posible. Haciendo p = 0 en la Ec. (2.27) obtenemus:

!_lil“ e l_). <0, (2.28)

(L4 u)(1 tw) 1 - Gy

Enuna y dos dimensiones, (44 = oo, por lo que la condicion de apareamiento cs

(T4 u)(1 +w) —1<0. (2.29)

Las amplitudes f; de la funcion de onda del par, pueden obtenerse una vez que la
energia de amarre L sido encontrada. Las amplitudes fy v fi se obticuen directamente
de las Fes. (2.23). Para las otras amplitudes primero se obtiene f(k) de la Ee. (2.21),
para despuds obtener las amplitudes en el espacio real a través de la relacidn (2.22).

Cou el fin de Rjar ideas resolvamos, a manera de ¢jemplo, el problema de Hubbard
siple para dos particulas con espin total cero, en mna cadena lineal. 1n este caso par-
ticular tencmos que V=0, por lo que la e, (2.27) se reduce a;

Gn(ﬂ)ll + 1 =0

O bien

W
Gylp) = T (2.30)



donde Go(p) viene dada por:

] -~ ¢ .
('U I) '.'\‘ %‘ , - _‘E:j (2..’1)
Zt
En una dimension tenemos gue e(k) = ~2tcos(k) y Z = 2. De esta forma
! ] ’l_ I Z 1
= {4 Ceosk

1
Golp)m oY b L
ole) NGl Yot & N Z 14 p- (:o.s(/\) i +pN
& n e P

e O = =L
donde C = i

Aproximando la suma sobre & en la primera zona de Briflouin (178) por una integral

(% Tp— ‘,;’;;; fizn) obtencimos

: b1 dk
(ofp) = 4 p;-.!;f ],,, V4 Ceos(k)

donde hesnos cousiderado el parametro de red igualt a 1. La integral de la ccuacién anterior

viene dada por {Gradshteyn y Ryzhik, 1980}):

9 B - C)tan (4
=tan”" [( ———-—-—-——-) ( 2 )

dk
P/ s N BN/ T

I} + Ceos| ‘H)

para B* > C%
2y A= 1L Porlotanto

(t-c ){an(ﬂ
\/l -

= (G-

En este caso B =1 > (17 4

P2 -
(1 + p)Galp) = T l [

-

i 2 1 oY
g g o) = ton (o] = o s
| (14p)

TV

donde en el Gltimo paso hemos sustituido €' por su valor ¥

Por cousiguicnte
10



C”U(p) = =SS (2‘33)
Sustituyendo la Be. (2.33) en Ia Ec. (2.30) obtenemos

1 ~1

\/(‘177,)2 1 u’

o hien

(1+ p)? ~1l=ut

de donde

p= \/u:+_l—— i,

Pero p = % yus= % por lo que

A=D ( 14 (%)2 . 1) . (2.34)

Ahora hien, para encontrar las amplitudes f,, de la funcidn de onda del par en el es-
pacio real aplicamos, como ya se mencioud, una transformada de Fourier a f(k), la cual
se obticne a partir de fa e, (2.21). En este caso tenetnos que V = 0 y por lo tanto

Uy
Jh) 1= 2e(k)
Pero £ = ~D — A 'y, en una dimensién, e(k) = ~2teos(k), por o que tenemos
Uh

flk) = -

(D 4+ A) + dteos(k)’
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Efectuando la transformada de Fourier de f{k) obienemos

-tkn

— __{ =ikt IfU
iy L (h) Z (D + A)+ Atcos(k)

k

donde la iiltima igualdad se sigue de: que 1, = na donde « es el parametro de red que
hemos considerado ignal a 1.

Aprm.lmandu la suma sobre ken la primera zona de Brillouin (17 1) por una integral
(% T — hzn fiz1) y considerando la paridad del integrando, obtenenios

fo = l/fu/ d.r("”’_ _Uf / dacos(na)
"0 Jer —(DFA)F Ateos(x) 1 Jo —(D+ A) + dteos(x)
~{!fy /" drcos(nz) =l fy /" (l.’l,'(',l).?‘»(“l-l,.{)”
m(DA) b 1 s cos(z) T (D +A)YJo 1+ Acos(x)’

donde A = m_\ PeroD =ty A= D (\/L";(%)l - 1) (ver Ec. (2.34}), por lo que

~1) -1)

Th¥a T oy l)\/_

de donde se sigue que:

Por otra partle, utilizando la velacidn (Gradshteyn y Ryzhik, 1980):

/" deeos(na) o (}mﬂ_:}’lf -1 )"
0 ’

1+ Acos(z) /1= A2 A

obtenemos que:

fo =

=l f, T (\fl - 47 .. 3
A0 +3) VoA A )
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Sustituyendo los valores de A4 y & (Ecs. (2.35) y (2.34), respectivamente) en la dllima

‘. . —_ 1
relacion y considerando que /1 — A? = -, ohtenemos
A | A (U),
+Hn

PR (171 s A T
1)\/] A (%)z l%l D L+ (;_;)2

. o . ! ] « . .y
Simplificando y considerando que —-!L.—, = 1%‘, llegamos a la siguiente expresién para las

amplitudes de la funcién de onda en el espacio real

fo=h N lw+ (%T - %J (2.36)

“abe sefalar que oblenemos las mismas expresiones para A y [, (ver Apéndice C)
utilizando el método del espacio de estados y su mapeo, el cual veremos en el siguiente
capitulo,



Capitulo 3

Apareamiento Electronico en el
Espacio Real

3.1 Espacio de Estados y su mapeo

En esta seccion se presenta de manera detallada el midtodo del espacio de estados y sn
mapeo (Navarro y Wang, 1982a, 1992b), que permite diagonalizar en forma exacta ¢l
hamiltoniano de llubbard extendido para redes infinitas con pocos electrones, trabajando
en el espacio real. Este método consiste esencialmente en mapear el problema de Hubbard
a un problema de wnarre fuerte en wit espacio de mayor dimension, o cual nos permite,
oMo ya mencionamos, encontrar la solncion exacta debido a que el problema de amarre
fuerte esta resuelto.

Cou ol fin de explicar de wia manera sencilla este imftodo, analizaremos un sistema
unidimensional constituido por dos clectrones con espines “opucestos™ (es ducir, el espin

total del sisterna es cero) en una cadena lineal de N sitios (N =2,3,4,---).

Para N = 2, por ejemplo, los pasibles estados de configuracion de este sistema seras:

B = 1+0)
B = 1+-)
B) = [04)
) = {-+) (3.1)
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Figura 3.1: Representacin geométrica (red de estados) de los estados de dos electrones
con espin total cero en una cadena de dos sitios, los estados se representan por circulos
y las auto—-cnergias se indican dentro de éstos. La numeracién fnera de los circulos
corresponde a los estados indicados en la Ee, 3.1.

donde el signo -+ representa un electron con espin hacia arriba. (es decir, la componente z
del espin del electrén es 1/2), el signo — un electrén con espin hacia abajo (la componente
z del espin del electrén es ~1/2) y el signo + un sitio con dos clectrones, uno con espin
hacia arriba y otro con espin hacia abajo, finalinente el 0 representa un sitio vacio, Para
fijar idcas considercmos que los dos electrones interaccionan a través del hamiltoniano de
Hubbard simple (inds adelante consideraremos el hamiltoniano de [ubbard extendido):

H= Et,’j(.‘:ﬂ(‘j,a {- U ZH,‘J",‘J. (32)

W (

Este hamiltoniano operando sobre el estado 11) lo conecta (esto ex, los elementos de
matriz correspondientes son distintos de cero) a los estados [2) y |4) (ver Fig. 3.1). La
auto—energia de los estados |1} y [3) es U inientras que la auto—energia de los estados
2) y [4) es 0.

Notese que el problema de muchos cuerpos (el cual involucra ¢l producto de cuatro
operadores fermidnicos) ha sido mapeado al de una sola particula en un problema de
amarre fuerte, Si el operador bF crea un estado i) enla e (3.1), el nuevo hamiltoniano
es (Trugman, 1990):

=Y 500 4+ Y ebtb, (3.3)
(¥ i
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el cual no contiene interacciones entre particalas de manera explicita.

Sin embargo, los sitios cn este problema de amarre fuerte representan estados de
muchos cuerpos y no los arbitales atémicos o funciones de Wannier que usualiente se
utilizan.

En notacion matricial H viene dada por:

vt ot
t 0t 0
o« it
t 0t 0

Esta matriz puede diagonalizarse de manera exacta. Los cuatro valores propios son:

U VU IGE

’:l'l = “—2 \\
y = )
by =
Eq = (34) :
!
Los vectores propios (sin nortnalizar) que corresponden a cstas energias son: i
I : i
) = 1) ) S0 + ) |
W) = 12) - 1) |
o) = i1) —13)
ba) = 12+ 1) - S0 +13) (4.5)

Aqui |1) y [4) corresponden a un estado de singulete mientras que |2) y 13) correspon-
den a un estado de triplete. Asi, en este sencillo ejemplo, hemos podido encontrar una
solucién exacta al problema de Hubbard mapedndolo a un problema de amarre fuerte.

En general, el ndmero de estados de configuracion para una red cualguiera de N sitios
con dos electrones con cspin total cero cs N2,

Para ¢l caso de cuatre sitios, los estados de eonfiguracidn pueden ordenarse de la
siguiente farma:



Figura 3.2: Representacion geométrica (ved de estados) de los estados de dos clectrones con
espin total cero en una cadena de cuatro sitios , los estados se representan por circulos y las
auto—energias se indican dentro de éstos. La numeracion fucra de fos cirenlos corresponde
a los cstados indicados en la Ec. 3.6. La red de estados se mapea & una cadena lineal que
contiene impurezas y la direccidn de proyeccidn sc indica por las lincas discontinuas. La
cadena final esta fonmada por estados electivos, representados por elipses y pardimetros
de transferencia efectivos indicados por j.
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[ £000), |2) =+ —00),

)= [} =1+0-0), [4)=|+00-),
) ={010=), [6)=]04 -0), |
v |

)

0 =10400), |8)=]|=+00).
Hy=j00£0), [12)=p0+ ), 0
16) = [0 = 04), [16) = |~ 00+).

[ =040}, N0O)=]0—+0),
3) =0004£), [14) =00 - +),

En la figura 3.2 se muestra la representacion geométrica de los 16 estados anteriores,
donde los circulos indican los estados de configuracion y la pumeracion corresponde a cada
uno de los estados de la Ec. (3.6). La forma de colocar cada uno de los estados, dentro
de la representacion geométrica del espacio de estados, es tomando en cuenta gue habra
un enlace entre dos estados siempre y cuando la forma de pasar de uno de los estados al
otro, sea mediante el salto de un electrdn de un sitio a olro sitio vecino, ya que estanos
considerando solamente interacciones a primeros vecinos. En cualquier otro caso no habra
enlaces.

Dentro del hamiltoniane de Hubbard extendido, la existencia de un estado con un sitio
ocupado por dos electrones requiere una energia U, como es el caso de Jos estados |1,
1), 11} y J13). Asimismo, un estado en el cual los dos electrones se encuentran en sitios
vecinos mds préximos, demanda una energia V. Por ejemplo, en la Ec. (3.6) los estados
12), [6), |8), |10, ]12) y |14) tienen una auto-energia V. En cambio, un estado con dos
electrones situados en sitios lejanos no exige ningnna energia, dentro del hamiltoniano
de Hubbard extendido (Ec. 2.11). La amplitud de la probabilidad de transicion entre
los estados vecinos de la Fig. 3.2 es t, ya que la diferencia entre estos dos estados es
simplemente el sallo (hopping) de un electrén de un sitio a otro sitio vecino (ver Ec. 3.6).
Por lo tanto, el problema original del hamiltoniano de Hubbard extendido en una cadena
lineal con dos electrones con espin total cero es equivalente a un problema de amarre
fuerte de una red bidimensional que coutiene impurezas cuyas auto—energias pueden ser
lloV.

Ahora bien, cuando el hamiltoniane no depende del espin, o funcion de onda de un
sistema de particulas puede escribirse en forma de producto

Y(G1Gay o) = o(rnrg, )X (1,2, ) (3.7)

donde ¢; representa el conjunto de tres coordenadas espaciales y la proyeccién del espin de
la particula i, La finncion o depende dnicamente de las coordenadas de las particulas, y Ia
funcidn y, solo de sus espines; a la primera funcién se le Hama funcion de onda espacial u
orbital y a la segunda funcién de onda de espin. IIn este caso, en el gue el hamiltoniano no
depende del espin, la ecuacion de Schriodinger sélo determina la funcidn de onda espacial
¢, dejando la funcion x arbitraria,

No ohstante, a pesar de la independencia det hamiltoniano respecto del espin, existe
una dependencia de la energia con respecto al espin total del sistema, la enal procede, a fin
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de cuentas, de la indistinguibilidad de las particulas idénticas. Considevernos un sistema
constituido por dos particulas idénticas. Después de resolver la ecuacién de Schrodinger
hiallamos una serie de niveles de energia a. cada uno de los cuales corresponde una determi-
nada funcién de onda espacial p(r(,ry) simétrica o antisimétrica, Efectivamente, en virtud
de la identidad de las particulas, el hamiltoniano (y con & la ecuacién de Schrodinger)
del sistemna es invariante respecto de la permntacion de aquéllas, Si los niveles de energia
son no degenerados, al permutar las coordenadas ry y ry la funcidn ©(ry, r2) sélo puede
cambiar en un factor constante; pero si se hace de nuevo la permatacién se comprueba
que este factor puede ser ignal inicamente a 4:1. Cuando existe degeneracion siempre es
posible elegir combinaciones lincales de las funciones, relativas al nivel de cnergia dado,
que también cumplan esta condicion. Si el sistema eonsta de dos electrones, la funcion
de onda total del sistema (o sca, el producto de la funcién de onda espacial y la funcién
de onda de espin) debe ser antisimétrica bajo ol intercambio de los dos clectrones. Por
esto, si la funcion de onda espacial es simétrica, la funcidn de espin debe ser antisimétrica
y viceversa. Aquellos niveles de energia a los cuales corresponden soluciones simétricas
@(ry,ry) de la ecnacion de Schirédinger pueden realmente existiv para un espin lotal del
sistema igual a cero (estado de singulete), es decir, cuando los espines de ambos electrones
son “antiparalelos”, dando una suma nula. Pero los valores de la energia ligados a fun-
ciones antisimétricas w(r),r;) exigen un espin total igual a la unidad (estado de triplete),
es decir, los electrones deben ser “paralelos”.

La antisimetria de la funcion de onda tolal asegura que dos electrones con el mismo
valor de la proyeccion del espin, no pueden ocupar el mistno estado (Principio de Exclusion
de Pauli), lo cual significa, dentro del modelo de Hubbard, el mismositio. Fn el caso de dos
electrones asociamos las combinaciones de singulete y triplete con las solnciones simétricas
y antisimétricas del problema de amarre fuerte en el espacio de estados sin restricciones
estadisticas debidas al Principio de Exclusion de Pauli, Lsto s, al resolver el problema
de amarre fuerte en ¢l espacio de estados, se obtendrd un conjunto de soluciones. De
este conjunto de soluciones, las funciones de onda simétricas corresponden al singulete
mientras que las funciones de onda antisimétricas corresponden al triplete,

Para el caso de dos electrones en una cadena lineal con un ninero infinito de sitios,
la red de estados tiene la forma de un arreglo cuadritico bidimensional infinito con un
namero itfinito de impurezas, localizadas en las cadenas diagonales (ver Fig. 3.2). Esta
red de cstados tiene solucidn exacta, puesto que, como ya mencionamos el hamiltoniano
para dicha red es ef de amarre fuerte. Una forma stimple de encontrar la solucién consiste
en aprovechar la simetria traslacional de las impurezas y mapear la red bidinensional
a una cadena lineal (Falicov e Yndurain, 1975), como se muestra en la Fig, 3.2, donde
B = cos(Ka/vV2) es ¢l parimetro de transferencia efectivo entre dos estados efectivos
vecinos, siendo ¢ = 1 la distancia de la red de cstados y N el vector de onda en la
direccion de la proyeccion (ver Apéndice B). En otras palabras, estamos tratando la red
bidimensional en un cspacio combinado, una direccion en el espacio real y la otra en
el espacio reciproco, Para cada K dada, tenemos una red unidimensional que puede
resolverse por medio de la téeuica de la matriz de transferencia (Falicov e Yndurain,
1975). Finalmente, el resultado de una dimension se tiene que integray con respecto a K
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sobre la primera zona de Brillouin,

En ¢ caso de dos electrones con espin total cero en una red enadrada infinita, tenemos
que n = 2 yd =2,y los estadas forman wna red hiper-cibica en un espacio de cua-
tro dimensiones. La manera de encontrar la solucién es similar al caso unidimensional.
Primero, se realiza un mapeo del arveglo de estados de cuatro divensiones a una red de
dos dimensiones, solamente que aliora se tienen dos parametros de transferencia efectivos:
Bz = 2cos(K,a/V2) y B, = 2cos(K,a/\V2), donde K, y K, sou los vectores de onda en
el plano de proyeccidn £y, Para cada par (K, K,) se tiene una red cuadratica hidimen-
sional de estados con wna impurezn cuya auto~-energia es I/, rodeada por cnatro estados
enya atfo—energia es V' y los demds estados con auto~energfa igual a cero. Dicha red se
tesuelve dentro del hamiltoniano de amarre Tuerte, el resultado bidimensional se integra
con respecto a Ky y a Iy sobre toda la primera zona de Brillouin,

- Para el caso general de n electrones enun enistal de d dimensiones, el arreglo geométrico
del conjunto de estados corresponde a una red de nd-dimensiones, donde el principio de
exclusion de Pauli determina la forma geométrica de dicha red. Lste arreglo de estados
puede ser descrito por medio de nn hamiltoniano de amrre fuerte, donde la anto—energia
de los estados con un sitio doblemente ocupado estard dada por I/, la auto~energia para
los estados con silios vecinos que estén simplemente ocupados estard dada por V y los
demds cstados tendrdn auto—energia igual a cero. La integral de transferencia entre dos
estados vecinos serd .

3.2 Apareamiento en la Red Triangular

En esta seccion cousideraremos la solucidn del hamiitoniano de Hubbard extendido para. ol
problema de dos clectrones asi coto el de dos hecos, tanto con espin total cero como con
espin total uno, en una red triangular infinita, nsando el método del espacio de estados y
11 mapeo. ‘

Fin el caso de una red triangular infinita con dos electrones, los estados de configuracion
forman una red tetradimensional descrita por un hamiltontano de amnarre fuerte, cuya es-
tructura estd determinada por ¢l principio de exclusion de Pauli. La manera de encontrar
la solucidn a este problemna es similar al caso de una dimension, excepto que ahora el mapeo
se hace de una red de estados de cuatro dimensiones a una red de estados efectivos hidi-
mensional, Como se muestra en la Fig. 3.3, este arreglo bidimensional resulla ser una red
triangular infinita con un sitio central con auto—energia I/ rodeado por seis sitios vecinos
con auto—cnergia V. Los sitios restantes tienen auto--encrgia cero. En esta red proyec
tada se tienen tres pardmetros de transferencia (hopping) efectivos, correspondicntes a las
tres direcciones distintas que se pueden identificar en la red triangular. Estos parametros
de transferencia efectivos son: g, = A cos(ha/V3) v B = 2tcos|(K, + ﬁl\',,)ﬂ/‘Z\/‘é],
donde I, v K, son las componentes del vector de onda en el plano de proyeccion xy. Los
resultados bidimensionales deben integrarse con respecto a IV, y K, dentro de la primera
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zona de Brillouin,

Cton el fin de analizar ol aparcamicnto en la red triaugular, se ha estudiada la energia
de amarre o “gap” (A) y la longitud de coherencia (£), tanto para el sistema de dos
electrones como para ¢l sisterma de dos hnecos.

El comportamiento de dos huecos puede deducirse estudiando dos electrones en el
sistema con ¢l parametro de transfereucia con el signo cambiada. Coma ya se menciond,
las funciones de onda espaciales simétricas, estardn asociadas al singulete mientras que las
funciones de onda espaciales antisimétricas estardn asocindas al triplete. Para el caso de
dos electrones, el pardmetro t;; = ten laecnacion (2.11) se tomd igual a —1, mientras que
para ¢l caso de huecos se tomé igual a 1. Una vez proyectado el arreglo tetradimensional
de cstados a una red efectiva se Nevaron a cabo diagonalizaciones nnméricas en una red
triangular trncada de 2269 estados efectivos para el caso de dos electrones con espin
total cero y en una red triangular truncada de 1801 estados efectivos para el caso de dos
huecos con espin total cero. Los cdlculos sc cfectuaron para los distintos regimenes de
interaccion que contempla. el hamilteniano de Hubbard extendido. Para el caso de dos
electrones y dos huecos en el estado triplete (espin tatal wno) los cateulos se realizaron en
una red triangular truncada de 1801 estados efectivos.

¥is importante sefialar que, debido ala simetria de ta funcion de onda del estado base de
dos electrones con espin total cero, la red de 2269 estados cfectivos puede renortnalizarse a
una doceava parte de su tamaio total, de tal forma. que la matriz que se diagonaliza (pata
cada U7 y V) es de 210x210. El tamano de la matriz utilizada para las diagonalizaciones
numéricas se escagio como el minimo tamao para el cual las cantidades {isicas, tales como
la energia de amarre y Ja longitud de coherencia, no tenfan una variacidn importante con
el tamaiin de la matriz.

Sin embargo, para el caso de dos huecos con espin total cero asi como para los casos
de dos particulas con espin total uno, la red de 1801 estados efectivos se renormaliza
solamente a Ja mitad de su tamano total con el fin de considerar estados enyas funciones
de onda no tienen la simetsia rotacional de la red, de tal forma que la matriz que se
diagonaliza (para cada U y V) es de 913x913. Notemns que la simetria o bien la anti-
simetria de la funcidn de onda espacial de dos fermiones, nos permite renormalizar ma
red dada a la mitad con coudiciones a la frontera simétricas o antisimnétricas dependiendo
si se cousidera espin total cero o espin tatal wno, respectivamente.

La energia de amavre ba sido calculada a partic de la diferencia de energias eatye el
estado de par con energia mds baja (K = 0) y el borde inferior de la banda cuando no
hay interaccion electron-electron,

La longitud de colierencia € constituye ofra cantidad importante para caracterizar ¢l
estado apareado y se calcula directumente a partir de la extension espacial de la funcidn de
probabilidad del par de electroues, [yp(r)}, donde r es ia distaneia entee Jas dos particulas.
En ol presente trabajo considerateinos que € es la sepivacion entre los dos clectrones
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cuando Pi(r = €)}? tiene el valor 1/e del valor miximo de [ib(r)}*.

En las figuras 34y 3.5 se muestran las grificas de la energia de amarre como funcion
de los pardmetros de interaccidn U y V, para dos electiones y para dos hiecos (en ambos
casos se considera el estado de singulete) en una red triangular infinita, yespectivamente,

En ambas graficas se pucde notar la falta de simetria entre las variaciones de la energia
de amarre como funcién de Uy como funcion de ¥, asi como la dependencia casi lineal
. ’ r / P
entre la energia de amarre y el pardmetro U para llll 3> 0.

s importante hacer notar la evidente asimetris que existe entre la energia de amarre
de dos’ clectrones y la energia de amarre de dos linecos en nna red frustrada come o
es la red triangular. Asimismo, «f comparar las graficas 3.4 y 3.5, se observa que ¢
apareamniento de dos huecos en el estadao de singulete es mds fucrte que el apareamiento
de dos clectrones en el estado de singulete para todos los regimenes de interaccidn que
considera ¢l hamiltoniano de Hlubbard extendido.

Finalmente en ambas grificas se muestra, en la frontera de la superficie con A = 1),
la transicién de fase entre el estado apareado v ef estado no apureado, Cabe sehialar que
para cada [/ y V dados, existe una pequena banda de estados apareados ya que para cada
vector de onda K se tiene un estado aparcado. La existencia de la banda de los estados
aparcados caracterizados por el vector de onda en vl plano de proyecein K indica que los
pares de electrones son méviles y la movilidad de estos pares estad directamente relacionada
con ¢l ancho de dicha banda.

En las figuras 3.6 y 3.7, se muestra el comportamiento de la longitud de coherencia en
funcién de {7 y V para dos electrones y para dos hinecos en el estado de singulete en una ved
triangular, respectivamente. Se puede observar, en wubos casas, que para los estados no
ligados, £ tiene la longitud del sistema y para los estados ligados I > 0y V < 0, ¢ decrece
inversamente con la energia de amarre. Una de las peculiaridades del bamiltonjano de
ilubbard extendido es que & es casi constante para todos Jos estados aparcados cuando
la atraccidn local U es lo suficientemente fuerte pava domiinar la interaceién repulsiva
interatomica V. Esta caracteristica se presenta para sistemas tanto de una dimension
como de dos dimensiones (ver Apéndice C).

Cabe mencionar que cuando V < 0y U7 > 0, fa longitud de coherencia s siempre
mas graude que el pardmetro de red. También se puede notar que para el régimen de
interacciones fuectes, Ja longitud de coherencia para una V dada es mayor en un pardmetro
de la red que la correspondiente al mismo valor de U, Esto se debe a que V' es el
parametro de las interacciones interatomicas y cansecuentemente, la mdxima probabilidad
de encontrar el par se obtiene enando éste tiene una separacidn de un parametro de la red.
Por lo tanto, la extension caracteristica supetior del par de electrones, bajo la atraceion
de V < 0, es siempre mayor que ¢l parametro de la red.

Por iltimo observamos gue la longitwl de coherencia para dos huecos en el estado de
o
singulete es mas peguena que la de dos electrones en el estado de singulete para todos los



regimenes de interaccion, ya que ¢l aparcamiento de dos huecos es mncho mis fuerte que
el de dos electrones, o cual vonduce a ma roayor localizacién de la funcidn de onda del
par de huecos.

En la Fig. 3.8 se nmestran las graficas de la encrgfa de amarre v la longitud de coheren-
cia tanto para dos huecos como para dos electrones en el estado de triplete, Se observa
que, también en este caso, e} aparcamiento de dos huecos s iucho mis fuerte gue ol de
dos eleclrones.

Lin la Fig. 3.9 se hace una comparacidn entre la cnergla de amarre correspondiente a
dos electrones que forman wn estado de singnlete en el limite de 7 =) 00 y 1a energla de
amarre correspondiente a dos electrones que formaun un estado de triplete. Eu el caso de
dos electrones en el estado de singulete se observa que Ja energia the amarre es mayor que
la cnergia de amarre correspandiente a dos electrones en el estado de triplete, adn para
U - o0o. Esto es, el estado con menor encrgia (estado base) de dos electrones apareados
siempre es singulete. Sin embargo, para ciertos valores de U/ y V| el estado base de dos
huecos apareados es triplete, Este hecho coutrasta con lo que sucede en la cadena lineal
y en la red cuadrada, ya que en éstas se tiene que el estado base siempre es singulete (ver
Apéndice ). Fn la Fig. 3.10 se muestra el diagrama de fase para el estado base de dos
huecos en la red triangular, Hacemos notar que para l% <-ly ﬁ-‘ < =1, la curva que
separa la region de singulete de la regin de triplete se aproxima a ﬁ = l"tl — 1, 0bien a
U=V =] Eneste caso, si U < V ~ |t} el estado base es singulete y si (7 >V ~ 1], ¢l
cstado base cs triplete.

A continuacion se da una explicacion enalitativa de porque la energfa de amarye para
dos lniecos es mayor que la de dos clectiones. Como ya se menciond, el problema de
Hubbard para dos pasticulas es equivalente a un problema de amarse fuerte de una sola
particifa en una ved cont ipurezas. En ol caso de una red bidimensional con una smpureza
con autoenergia ¢ (¢ < 0) y descrita por un hamiltoniano de amarre fuerte, siempre existe
un estado ligado sin inportar que tan pequena sea Je]. Para un valor de le] imuy pequeno
se tiene que (Economou, 1983):

Ey ~ F 7 -Cerpl———

!
I‘l/’l); e< (3.8)

donde €' es una constante positiva, pg es la densidad de estados en el extremo inferior de
/
la banda de energia cuando no hay impuseza alguna, £ ¢s of valor de la energia en ese
- v Fed 4
punto y £, es la energia del sistema cuando se considera a la impureza,

Asi, la energia de amarre A = |E, — I} para wna perturbacion pequeiia depende
exponencialmente del valor de dicha perturbacion. Cabe senialar que tal dependencia
proviene directamente de la discontinuidad de la densidad de estados (cuando no hay
impurezas) en los extremos de la banda de energia, 1o cual es un aspecto caracteristico de
los sistemas bidimensionales (Economou, 1983).
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Figura 3.3: Red de estados efectivos para dos electrones con espin total cero en una red
triangular. Sc mucstran las auto—cnergias (indicadas dentro de los circulos) asi como los
pardmetros de transfereucia efectivos: gy y ﬁf.
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Figura 3.4: Encrgia de amarre (A) para dos eleclrones con espin total cero en una red
triangular, en funcién de los pardmetros U/t y V/I.
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Figura 3.5: Lnergia de amarre (A) para dos huccos con espin total cero en una red
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Figura 3.6- Longitud de coherencia (£} vs. U/|t] y V/|Y] para das electrones con espin
total cero cu una red triangular. £ es infinita para estadus no aparcados.
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Figura 1.7: Longitud de coherencia (£) vs. U/[t| y V/|{| para dos hecos con espin total
cero e una red Lriangular. € es infinita para estados no aparcados.
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Figura 3.11: Banda de encrgia para un modelo simple de potencial tridimensional (po-
tencial periddico con un solo defecto) como funcidn de la desviacion U del potencial del
defecto del potencial en un sitio sin perturbar de la red. Dependiendo del signo de U, el
cstado de mds alta o mas baja cuergia se scpara de la banda cuasicontinua, El estado
separado estid espacialmente localizado en la vecindad del defecto.

Ahora bien, en el caso de la red triangular teneimos que la densidad de estados (sin
perturbar) en cf extremo inferior de la banda de energia correspondicnte a un hueco cs
mayor que la correspondiente a un electrén, como se aprecia en la Fig. 1.5, Cabe schalar
que cn csta figura se ha dibujado la densidad de estados para un electrén (§ = —1) en
la red triangular. La densidad de estados para un hueco (§ = 1) cn la red triangular
corresponde a la misma grafica pero cambiando £ (energia) por —£. De esta manera la
cnergia de amarre para dos linccos es mayor que la de dos electrones, al menos cuando
tenemos U < 0y V =0 ya que este problenia equivale a un problema de amarre fuerte
con una impureza (U/). Extendiendo este argumento, al menos cualitativamente, a los
demas casos (U # 0y V # 0} podemos decir que e} aparcantiento de dos huccos es mids
fuerte que el de dos clectrones debido a que la densidad de estados para un hueco en una
red triangular sin pertnrbaciones es mayor que la de un eectrén.

Como resolver of problema de aparcamiento de dos particulas a través del hamiltoniano
de Hubbard es equivalente a resolver el problema de una sola particula en una red con
impurezas, cabe discutir un poco lo que sucede en este dltimo caso.

Es un resullado general (Madelung, 1978) que la presencia de una impureza en un
potencial que de obra manera serfa periodico, da ugar al separanticnto de nn estado de la
banda considerada. 5i el potencial adicional U(r) introducido por ¢l defectu es positivo,
¢l estado del extremo superior de la banda es el que se separa y sn encrgia esta por arriba
de la banda. En cambio si U(r) es negativo, ¢l estado del extremo inferior de la banda cs
¢l que se separa y su energia yace por debajo de la banda. Dentro de la banda sélo hay
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ligeros desplazamientos de los estados. Mientras que una funcidn de onda dentro de la
handa permanece aproximadamente como un funcion de Bloch delocalizada, la funcién de
onda. asociada al estado que se separa s localizada. En la Fig. 3.11 (Madelung, 1978), se
reproduce un caso particular de este comportamicnto. Cousideremos ahora lo que sucede
para el caso de un hueco en una red triangnlar con inipurezas. Bl estado base para un
hueco en una red triangular descrita por un hamiltoniano de amarre fuerte sin impurezas
estd doblemente degenerado. Las dos lunciones de onda se encuentran esquematizadas en

ta Fig. 3.12, donde A y B satislacen 13 = V3 A.

Cuando se tiene una impireza con antoenergia U < -[t], rodeada por seis impurezas
Vyy U <V o |t} (1 es el pardmetro de transferencia), el estado ligado de menor energia
(el enal corresponde al estado aparcado de menor energia) se forma a partir de la solucion
simétrica del problema sin impirezas ya que ésta tiene una amplitud distinta de cero en
un sitio (sitio con autoenergia {7) rodeado por seis sitios (cou antoenergia V) con la misma
amplitud entre si. Asimismo, cuando V < —{t] y V' < U/ + Ji], ¢l estado ligado de mas
baja encrgia se forma a partir de la solucion antisimétrica del problema sin impurezas ya
que esta solucién estd constituida por un sitio cort amplitud cero (sitio con impureza /)
rodeado por seis sitios con la misma amplitud (distinta de cero) en valor absoluto. Vernos
entonces que, cuando V < —t]y V' < U + |tf, la fancion de onda del estado base del par
de huecos es antisimélrica lo cual corresponde a un estado de triplete. Asi, el hecho de
que ¢ estado base de nn par de hueeos sea triplete o singulete (dependiendo de los valoes
de {7y V), es una consecuencia de la estructura de las funciones de onda correspondientes
al estado base cuando I/ =V = 0.

Finalimente cabe sehalar que, en el caso de dos electrones con espin tolal cero, la
fancién de onda correspondicute al estado aparcado se forma a partir de la funcion de
onda del vstado base correspondicnte a 87 = V' - 0. Este estado hase es tinico, la Tuncidn
de anda es real y tiene la misma amplitud en todos los sitios, por tanto la funcion de onda
del estado apareado tendrd la simetria rotacional de la red de estados efectivos. En este
caso podermos aplicar ¢l método desarrollado en la filtima seccidn del capitulo 2. Asi, la
energia de amarre para dos electrones en un estado de singulete & = Dp (donde 1) = 2z¢
y z es ¢l nimero de primeros vecinos, que en esle caso os seis) viene dada de manera
implicita por la Ee. ( 2.27)

Golp)lu+ w(l + p)* +wu(l +p)) - w(l +p) - wu | 1 =0,

la cual puede resolverse de manera nimerica para distintos valores de I7 y V. En este
caso Gy viene dada por:

! IN, K
Gl = 7'1“/ dhadhy e, (3.9)
Vizg azw ) 4 p = Meos(K,) + ‘.‘!ms(!%f»)cos(l’—'—f”)]

donde la integral se realiza sobre la primera zona de Brillonin (1Z8) de la red triangdar

)
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3.3 Comparacién entre la Red Triangular y las Re-
des Lineal y Cuadrada

Exceptuando ¢} caso de dos huecos en la red triangular, la energia de amarre en dos
dimensiones es siempre mds pequeno que en una dimensién para los mismos pardmetras U
y V, lo cual refleja la importancia de la dimensionalidad en los fendmenos correlacionados.
Sin embargo, para algonos valores de 1/ 'y V| fa energia de amarre para dos huecos con
espin total cero en la red triangular es adn mayor que ¢l de dos particulas en ia cadena
lineal. En este caso la frustracién de estados anti-honding en la ved triangular resulta
tener un efecto mds importante que la dimension del sisterna.

Asimisino, tanto en los sistemas de una como de dos dimensiones, la longitnd de
coherencia decrece inversamente con la enetgia de amarre y cs casi constante (dentro
del formalismo del hamiltoniano de Hubbard extendido) para todos los estados apareados
cuando la atraccidn local es Jo suficientemente fuerte para dominar la huteraceion repulsiva
interatémica.,

Ev las Figs. 3.13 'y 3.14 se hace una comparacion de la energia de amarre y 1a longitud
de coherencia para dos particulas situadas en una red triangular, en una red cuadrada
y en una cadena lineal, pava algunos reghnenes de interaccion. Se puede ohservar que
para interacciones fuertes las longitudes de coherencia de dos particulas en una red lineal,
en nna red cuadrada y en una red triangular coinciden. Esto se debe a que cnando la
atraccion entre dos particulas es mucho mayor que e pardmetro de transferencia, los
grados de libertad del sistema dejan de ser una caracteristica importante. En el caso
particular de V = 0 y U/ < 0 (Fig. 3.13) notamos que la energin de amarce para dos
electrones con espilotal cero en fu red triangular es menor que Ja energia de amarre para
dos particulas {electrones o luecos) con espin total cero en fa red euadrada. Esto puede
explicarse de lu siguiente manera. Fu fared triangular of mimero de vecinos es mayar que
en la red cuadrada y en la cadena lineal, esto tmplica que hay una mayor compelencia
entre Ja interaccidn {7 < 0 que tiende a concentrar a los dos elactrones en un mismo sitio
y ¢l parametro de transferencia ¢ que hace que un electrén salte de un sitio a otro. Sin
embargo, la energia de amarre de dos huecos en Ja ved triangular es ain mayor que la de
dos particulas en la red cuadrada.

Por otra parte, en el caso particnlar de I/ = 0y V < 0 (Fig. 3.14), el apareamiento
de dos particulas en la red cuadrada es similar al de dos dectrones en la red triangular,
lo cual se debe a que al aumentar ef wimero de vecinos amnenta la energia cinélica pero
al mismo tiempo awnenta fa energia potencial ya que la atraceion total es proporcional
al nimero de vecinos.
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Figura 3.12: Funciones de onda correspondientes al estado base de un hueco en una red
triangular sin imporezas. Los sitios se representan por cireulos y la amplitud de la funcién
de onda sc indica en ¢f interior de éstos.
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Asimismo es notable el comportamiento de la energia de amarre correspondiente a dog
huecos en la red triangular ya que, para |V| pequeia, la energia de amarre es similar al
que se tiene para dos electrones en una red bidimensional, mientras gque para |V| grande se
ohserva un comportawiento wnidimensional (ver Fig.  3.14). Fato es, existe una transicion
de dimensionalidac en el comportamiento de dos huecos para U =0y V <0,



Conclusiones

En la presente tesis se llevo a cabo un estudio del aparcamiento tanto para electrones
como para huecos en una red triangular, usando para cllo el hamiltoniano de Hubbard
extendido asi como el método del mapeo. Fa cuanto a los resultados obtenidos. los puntos
més relevantes se mencionan a continuacion:

1.- Se encontrd que, en la red triangnlar, existe una asimetria entre el aparcamiento de
huecos y el de electrones, en cuntraste con lo que sucede en redes bipartitas (cono lo son
la red lineal y la red enadrada), donde hay una simetria completa entre el apareamiento de
huecos y el de electrones, Esta asimetria se debe a la frustracion de estados anti-enlazantes
(antibonding) en la red triangular.

2. Eu la red triangular, el aparcamiento de huecos s mas fuerte que el de electrones
para todas los regimenes de intecaccion que considera el hamiltoniano de Hubbard. El
hecho de que el aparcamiento de huecos sea mas fuerle que el de electrones es una con-
secuencia de que la densidad de estados para huecos en ol limite inferior de la banda de
cnergia (sin perturbar) es mayor que la de los electrones,

3. Se observa que, en una red triangular, el estado hase de dos lwecos apareados es el
triplete para ciertos valores de U7 y V. Esto implica que para estos valores de I/ y V, dos
huecos con espin total uno sc aparean més facibnente qne dos huecos con espin total cero.
Este hecho contrasta con lo que ocnrre para dos electrones en las tres redes examinadas
(lineal, cnadrada y triangular), ya que en éstas el estado base siempre es singulete,

4.- Al comparar los resultados obfenidos para dos electrones y dos linecos en las tres
redes examinadas, se puede observar la importancia de la dimensionalidad y del mimero
de vecinos en la formacion de pares de portadores de carga.

5.-Bn el caso particular de U = 0y V' < 0 se encontrd una transicion de dimensionali-
dad cn ¢l comportantiento de la energia de amarre para dos huecos (en estado de singnlete)
en una red triangular. Para |V| pequena, la energia de amarre para dos huecos tiene nn
comportamiento bidimensional, mientras que, para [V] grande, la energia de amarre se
comporta como la de una red unidimensional,

Hay que enfatizar que el método utilizado (del espacio de estados y su inapeo) permite
calcular la funcién de onda de dos particulas, en la base de los estados de configuracion,
de manera directa y sin ninguna aproximacion, a diferencia del enfoque tradicional que
supone el desarrollo de la funcidn de onda de machas particulas en detenminantes de Slater
('laylor, 1970).

Asimismo, el método del mapeo permite reducir el tiempo de cdmputo empleado para

obtener un resnltado exacte en comparacion con el método convencional de diagonali-
zacidn exacta. Por ¢jemplo, en el caso del problema de dos clectrones, el tamaio de
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la matriz por diagonalizar se incrementa como ¢} cuadrado del tamano del sistema para
la diagonalizacidn exacta micntras que con este métado el incremento es lineal.  Por
consiguiente este métordo es adecuado para sistemas grandes,

Par atra parte, cabe mencionar que en este trabajo hemos estudiado dnicamente el
aparcamicnto de dos particulas. Bl estado superconductor requiere la condensacion de
Bose-Finstein de tales pares de particulas. Los resultados obtenidos aqui, son validos
exclusivainente para sistemias con baja deusidad de electrones o de huecos, donde co-
trelaciones de Lres particulas no son importantes. Para sistemas que contienen nmuchas
particulas, el presente estudio podria considevarse coino la aproxintacion de caapo medio
a segundos vecinos, presto que o} efecto de los demds electrones se foina en cnenta en
forma promedio dentro de los parametros U y V.

Asimisimo, se ha mostrada (Hirsch et al. 1989; Marsiglio ef al. 1990a, 1990b) que
hamiltonianos que contienen térninos que rompen ta simetria electron-hueco y gue fa-
vorecen e} apareamiento de huecos, dan hugar a superconductividad, por lo que el pre-
sente estudio es importante dado que, eu vste caso, es la topologia no-bipartita de la red
triangular la que induce dicha asimelria favoreciendo el apareanmiento de huccos, y no ¢l
hamiltoniano de manera explicita.

Por ltimo cabe senalar que, de acuerdo con los resultados obtenidos, se podria esperar
una asimetria entre el aparcamiento de huecos y el de electrones en redes que presenten
frustracion de estados anti-enlazantes, lo eual {avoreceria ¢l apareamiento de linecos. Fsto
puede ser de interés para el estudio de los materiales supnreonductores de alta temperatura
de transicidn, ya que en la mayoria de estas sistemas la conduccidn es por huecos, ademds
de presentar un comportamicnto bidimensional (Cyrot y Pavuna, 1492),
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Apéndice A
Técnica de la Funcion de Green.

La funcion de Green independiente del tiempo puede definirse (Economou 1983) comc la
solucién de la ecuacion diferencial inhomogénea del tipo

[z = L{r)]G(r.t);z) == &(r - '), (A.1)

donde z es una variable compleja con A = Re{z} y s = hn{z}. L(r) es un operador
independiente del tiempo, lineal y hermitiano, ademas de que tiene uu conjunto completo
de funciones propias {¢a(r)}, es decir,

L(l‘)(/)"(l‘) = An‘ﬁn(") y (I\.l)

donde, {pn(r)} satisface las mismas condiciones a la frontera que G(r,r'; z).

El estndio de las funciones de Green en el caso cuintico resulta mds conveniente
realizarlo utilizando la notacién de Dirac, para lo cual escribimos las siguientes definiciones

(r‘)u(r) = (rl¢,|),
ar —r')L(r) = (r]L]r"),
Gir,r'y2) = (1|G(2)),

(rr') = 8(r - '),

/ drje) (] = 1.
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Fn esta notacian se puede escribir

(x=L)U(z)=1

L"ﬂn.) = "n"ﬁu)
(¢1l|¢1n) = 6mn
O 1gu)(dal = L.

Si los valores prapios de z ~ I no son cero, es decir, si 2 # {A,}, podemos escribir la
funcién de, G(z), como; :

De donde obtenemos

(;(2 = rm——— L'd’n (Py. = Z~ '¢1) Qn = Z,('ﬁ" ‘/)" (A'l')

n

Mis explicitamente podemos obtener a (i(z) como:

!
I¢u__?___ ,d)n ¢n
=T /" 2= (A8)
o cn la representacion espacial
ety S En(r)ga(r) ,_lf)i(")
Gl iz) = 3 2R /dr i (A6)

Como L ¢s un operador Hermitico, todos sus valores propios {A,} son reales. Por tanto,
si Imn{z} # 0 tenemos que = # { «J Lo que significa que G(z) es una funcién analitica en
el plano mmplqo con excepeion de los puntos en el espacio real que cor I'Psp()ll(lul alos
valores propios de . Si z = A, donde A pertenece al espectro continua de L, G'(r, ¢y A) no
csta bien definida ya que la integral de la ecuacion anterior tiene un polo. Sin embargo,
se puede intentar definir G(r,r'; A) por medio de un proceso limite. Bn el caso ds
comun, donde las funciones propias asociados con el espectro continuo son extendidos
(i. e no decaen cuando r — oc), los limites de G(r,t'; A £ is) cuando s -» 0t existen
pero son diferentes nno de otro. Para sistemas desordenados (Keonomou 1983) existe
{a posibilidad de un espectro continuo asociado con lunciones propias localizadas (i. c.,



estados que decaen suficientemente ripido cuando r — o0), Aqui, solamente trataremos
ol caso del espectra continioe gue consiste de funciones propias extendidas, Para A que
pertenece i este espectro se definen las funciones de Green como signe:

e\ = “"&k Glr,v'y A+ i8)
e
Tni ) = ’lil(:l. Glr. e\ - ds)
=
Se demuestra [dcilmente que

Go(er'y 2) = G ey 7). (A7)

Sizesreal, z = Ay A# (A}, se abtiene de ta Ec. (A7) que G(r, vy A) es Hermitica;
en particular G(r,r'; A} es real. Por atro lado, para A en ol cspectro continno, se puede
obtener lo siguiente:

(.'v‘”(x"x:';,\) =[G W)
lo cual muestra que
Re{G~(r,r; \}} = Re{C¥(r,1; M)},
I {G7(r,5;0)) = ~Im{G*(r,r; A} }.

Usando 1a identidad {(Merzbacher 1970)

litn 1 = I’(;j) Tand(x) (A.8)

y—0t 3 iy

¥ 1a Be. (A.6) podemos expresar la discontinuidad G(A) = GH(\) &7 (A) como

(;‘(rl r'; ’\) = ~2m v 6(A - )‘u)‘f"n(r)‘l"'(r') ~ 25 /N\ - ,\,,)q’a,,(r)v,‘)‘(r')rin : (/\9)

!
“
L
n

Para los elemeoutos diagonales de la mateiz y a partie de la Mo, (AG) y Ee. (A8)
ohtenemos que



G (s = Py, BT, A = () (A0

La cantidad T, 8(A — X,) es la densidad de estados (DOS) en A, N(A); N(N)d\ da el
niimero de estados en el intervalo [A, A + dA). La cantidad

= LA~ M)éu(r)e(r) (A1)

es la densidad de estados por unidad de volumen. De donde, utilizando las dltimas tres
ecuaciones abtenemos que

alry d) = :{-%[m.{(z"(r,r; MY (A12)

Una vez conocida la funcidn de Green G(r,¥"; 2), podemos obtener la solucion de la
ccuacion general

[+ = Lr)lu(r) = f(r), (A.13)

donde la funcion desconocida u(r) satisface sobire la supe tficie, tas misutas condiciones a
la frontera que G(r, r'; 2); f(r) es wna funcidn dada. Tomando en cuenta la definicion de
la funcidn de Green, es ficil mostrar que la solucidn de la ecuacidn anterior esta dada
como

= /(;’(r, Co ) 2 # () (A.14)
=](:*(r,r';z)f(r')dr')+¢(r); s= ), (A.15)

donde A pertenece al espectro continuo de Ly ¢(r) es la solucion general de la corres-
pondiente ecuacion inhomogénea, Si u(r) describe fisicamente la respuesta de un sistema
a una fuente f(r), entonces Gv,r') describe lu respuesta del mismo sistema a una fuente
puntual unitaria colocada en r'.



Apéndice B
Método de Proyeccion.

El método de proyeccion, introducido por Falicov e Yndurain (1975), ha sido de gran
importancia para estudiar ¢l comportamiento de los electrones en el sélido, cuando e
xisten interfaces o superficies planas que rompen la simetria translacional en alguna de
las direcciones del cristal. Este método cousiste esencialmente en descomponer el pro-
blema triditmensional, en un problema en el cual las direcciones que conservan la simetria.
translacional se estudian en el espacio k, mientras que la direccién que no conserva dicha
simetria se estudia en el espacio real. A continuacion, daremos una descripeion del método
de proyeccion siguiendo el desarrollo presentado por Wang (1939).

Supongamos que nos interesa estudiar una propiedad particular del cristal, la cual
depende solamente de las interacciones entre pares de sitios (i,5). Fn general, toda la
informacion fisica de interés esta contenida en una matriz W {4, j) que obedece la siguiente
ecuacion:

WG, (3.1)

donde (7 es la funcion de Green asociada a W, En la Ee. (B.1), [ ¢s la matriz identidad
de dimension NxN, siendo N el nimero de grados de libertad multiplicado por el mimero
de sitios en ol cristal. La matriz W puede representar la matriz de conectividad (que
da la estructura cristalografica del solido), las interacciones cldsticas entre los atomos,
las integrales de translape entre funciones de onda electronicas, las integrales de salto de
otras excitaciones, etc..

Si los valores que toman cada uno de los elementos de fa matriz W (i, j) dependen exclu-
sivamente de [as posiciones relativas entre los sitios 1y j(en otras palabras, existe simetria
translacional), entonces, podemos aplicar la transformada de Fourier a la Ec. (B.1) y re-
solverla en el espacio reciproco. En el caso en que se pierda la invariancia translacional en
una de las direcciones cristalograficas, obvianiente no se piede aplicar la transformada de
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Fourier tridimensional a la Ec. (B.1). Sin embargo, cuando esto sueede, todavia se podra
definir un espacio reciproco bidimensional en las direcciones que conservan la simetria
translacional de la siguiente forma:

O, nh) L(‘r (i(n), I(n'))e KRR (s (B.2)
L&

donde Ry{n) cs ta posicidn de equilibrio de un dtomo particutar { en et plano %, L es el
nimero de dtomos del plano y k es un vector en la zoua de Brillouin bidimensional. En
esta notacion la Ke. (13.1) se puede escribir como:

3 W) e ), M n') = 5 , (B.3)

nn”

aplicando la transformuda de Fourier dada por la Ee, (18.2) obtenemos que:

} 3o W), NGy, )RRl g (B.4)
g

Como W({(n),I"(n")) = W{Rin) - Rp(n")] = Winn" ry), siendo vy = Ry ~ Ry,
podemos escribir la Fe. (B.4) de la signiente forma:

% Yo G (), £ (n' ) Bt =Rell 5™ 4y e X == 6 (B.5)
n"’"’} ‘
Es decir,
): Wy, n")G{n" 1) = LI {B.6)

donde Wi(n,n") = X, W{n,n", r )RR Nétese, que la Fe. (B.6) ¢s una ecuacion de
movimiento iniditmensional para cada k dada.

Este método de proyeccion, es lotalimente general y se puede utilizar para estudiar
practicamente todos los cristales y todos los tipos de interacciones, siempre y cuando
la matriz W tenga una dependencia exclusivamente de las posiciones relativas entre Jos
dtomas.
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Apéndice C

Apareamiento Electronico en la
Cadena Lineal y en la Red
Cuadrada.

En este apéndice analizaremos, a partic del hamiltoniano de Hubbard extendida, el apa-
reamiento de dos electrones tanto en el estado de singatlete como en el estado de triplete, en
una cadena lineal y en una red cuadrada (Navarro y Wang 19924, 1893); usando el método
del espacio de estados y su mapeo, Se presentan los resultadas que se han obtenido para
la energia de amarre o gap (A), la longitud de coherencia (€) v of diagrama de fases entre
el estado normal (estado no aparcado) y el estado apareado {Navarro y Wang 1992b).

En el caso de Ia cadena lineal, después de proyectar el arreglo de estados de duos dimen-
siohes a una red unidimensional efectiva, se evé a cabo wna diagonalizacidu numérica del
hamiltoniano de amarre fuerte para 301 estados efectivos. En ¢l caso de la red enadrada
e} calenlo numérico se Hevd a cabo en una red bidimensional de 2401 estados efectivos.

Los calculos se realizaron para los diferentes regimenes de interaceion que considera el
hamiltoniano de Hubbard extendido a través de Jos pardmetios U y V.

5o las Figs. Cly C.2 se muestra la energia de amarre como fancidn de los pardmetros
de interaceion intraatémica U e interatémica V, para dos elecirones con espint total cero,
en nna cadena lineal y en una red cuadrada respectivanente.

En las Figs, C.1y C.2 también se muestra la transicion de fase entre o estado ligado
y ¢l estado no ligado para los distintos reginienes de interaccidn. En la frontera del plano
con A == 0 se observa el dingrama de fase entre el estado apareado y ol estado no apareado,
Es importante hacer notar gue e los casos pavticulares (¢} V =0y U #0y (D) U =0
y V 3 0, los resultados para la encrgia de amarre comeiden con Jos resultados obtenidos
por Micnas et al. (1980).
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Figura C.3: Longitud de colierencia (€) vs. U[|t] y V/[|t| para dos electrones con espin
total cero en una cadena periddica. € es mlinita para estados no aparcados.
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Figura C4: Longitud de coherencia (€) para dos clectrones con espin total coro en una
red cuadrada, como funcion de los pardmetros U/{t] y V/|H].



En las Figs. C.4y Cd se muestra el comportamiento de la longitnd de coherencia
en funcidn de U y V para dos electrones con espin total cero en una red lineal y en ina
red enadrada, respectivamente. Se pnede observar gue para los estados no ligados, € tiene
la longitud del sistema vy para los estados ligados 7 > 0 y V < 0, decrece inversamente
con la energia de anarre como en el caso de la teorfa BCS (Bardeen ¢l al. 1957). Cabe
niencionar que cuando V < 0y L/ > 0, la longitud de coherencia es siempre mas grande
que el parametro de la red.

En el caso de una dimension se pndo encontrar nna solucion analitica tanto para la
energia de amarre (A) como para la longitud de coherencia (€) cuando V = 0, caso
que corresponnde al modeto de Hubbard simple.  Esta solucién se obtiene aplicando la
técnica de la funcidon de Green al hamiltoniano de amarrve fuerte en una cadena con una
impureza, en este caso con energia U, ya que el problema de Hubbard se ha mapeado
a este problema de amarre fuerte. Para 1d cadena periddica efectiva con el pardmetro
de hopping i = Acos(Ka/V?), s¢ analiza ¢l caso de K = 0 con ¢l fin de calcular la
energia de aniarre exclusivamente. La hieidn de Green para la cadena lineal estd dada
por (Economon 1983)

—\ |- n}

, , | I £y .
Gl 6B = 7=in \ G)-1) (©n

donde K es la energia, D = |221] es el anclio de la banda para una sola particnla y 2 ¢s ¢l
nimero de covrdinacion.

Por otra parte para una cadena que cantiene una impmreza sitnada en el sitio 'y con
auto—energia I/, se cumple

i , I )
Go(0,0; Ky} = B (C.2)
Haciendo n = { = 0 en la Fie. (C.1), ¢ igualindola con éstailtima ccuacion obtenemos

(.r'(l(o. 0; Eimp) = TS (03)

de donde se sigue que

Elmp =V (/e -nﬁ' (04)
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Por consiguiente, la energia de amarre A = |Ejn,| ~ 1 viene dada por

=D (\’f (-i-) -1) . (C.5)

Ahora bien, para calcular la longitud de coherencia escribamos las funciones de onda
propias (|1)) del hamiltonianc de amarre fuerte que describe a la red lineal efectiva como:

) = S, (C.6)

donde hemos tomado a las funciones de Wannier (|n)) como Tunciones base ,

Para wuna red lincal con una impureza I/ situada en el sitio 0, los coeficientes b, vienen
dados por (Economou 1983)

b = Gl 03 Biy) @)

\/~(,0(0 0; Evp) |

siendo Gy(0, 0; £,p) la derivada de Ja funcion de Green con respocto a la energia, evaluada
en B = [5,,,. Ademis consideraremos que el pardmetro de red es igual a la unidad (e = 1),

De la Ec. (C.1), obtencinos:
d(:u(O 0 l./ - "I'l‘mtp

dp = IL Bymp = (l’z‘;lm’, . D)),j/l

Pero Iy = VUTY DR Por consiguiente

VTS D7
'()(0 0 lep) = |U|J —— ((:8)

Ahora bien haciendo { = 0 en la Ke. (C.1) y sustituyéndola, junto con la Ec. (C.8), en
la expresién que tenemos para Jos coeficientes by, (Ec. (C.7), obtenemos:

b, = DM, C.9
g TR )
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De ésta tiltima relacion se sigue que

1

bo = (lﬁl \/TIT+—“D'§—)—"/~2' (A0

por lo que, reescribiendo la Be.  {C.9) en términos del coeficiente by (Ee.  (C.10)), se
obtiene

— Inl
b, = by %(\/im D - U} . (C.11)

A partir de nuestra definicidn de €, es decir, |bef? = |bo]* /e y considerando la Ec.
(C.11), tenemos:

s u 2
|b£|'1 = |by|? (_;.5\/[]2 T+ D7 - |U|) = |bt;)_l__,

de donde abtenemos, finalmente, la signiente expresion para la longitud de coherencia:

- . (C.12)

Cabe hacer natar que con este métado (espacio real) llegamos exactamente a los mis-
mos resullados que se obtuvieron para la cadena lineal con el método utilizado en el
capitulo 2 (espacio K).

Finalmente, en la Fig.  C.5 se hace una comparacion entre la energla de amarre
correspondiente a dos particulas que forman un estado de singulete en el limite de [/ — o0
y la energia de amarre correspondiente a dos particulas que forman un estado de triplete,
para la red cuadrada, Se observa gue, para el estado de singulete, la energia de amnarre
es mayor que la cuergia de amarre correspondiente al estado de triplete. En el caso
de dos particulas en la cadena lineal, la energia de amarre correspondiente al estado
de triplete coincide con la energia de amarre correspondiente al estado de singulete con
U/ = oo (conforme [/ crece, la energia de amarve corvespondiente al estado de singulete
va disminuyendo hasta que coincide con el correspondiente al estado de triplete). Esto
es, para dos particulas en una cadena lineal, la condicién de exigie una [uncién de onda
espacial antisimétrica (estado de triplete) es equivalente a hacer tender If a infinito.

En ambas 1edes (lineal y euadrada), el estado base para dos particulas mteraccionando
a través del hamiltoniano de Hubbard extendido sieinpre es singnlete.
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Figura C.5 Comparacion entre la energia de amarre (A) como hincidu de V/|t], corres-
pondicnte a dos particulas con espin total uno y la correspondicnte a dos particulas con
espin total cero en el limite U — oo, en una red cuadrada.
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