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Resumen 

En el presente trabajo, se lleva a cabo un estudio del apareamiento tanto para elec-

trones como para huecos en una red triangular, usando para ello el hamiltoniano de Ilub-

bard extendido así como el método del milpeo. Dicho apareamiento se analiza a través de 

la energía de amarre de los pares, la longitud de coherencia y el diagrama de fase entre 

el estado no apareado y el estado apareado. Los cálculos se hacen para dos electrones 

así como para dos huecos tanto con espín total cero (singulet,e) como con espín total uno 

(triplete). Finalmente, los resultados se comparan con los obtenidos para una red lineal 

y una red cuadrada. 



Introducción.  

El descubrimiento de los superconductores de alta temperatura de transición (Bednorz 
y Miiller, 1986), ha dado lugar a una intensa investigación, tanto de los sistemas de baja 
dimensión como de la correlación electrónica en los sólidos (Pickett, 1989), ya que se cree 
que estos materiales son producto de la bidimensionalidad del sistema. Los sistemas de 
baja dimensión se han estudiado por su simplicidad nuttemiltica y por su utilidad como 
límites analíticos de los sistemas tridimensionales (Lieb y Mattis, 1966). Estos sistemas 
han despertado, recientemente, el interés de muchos físicos debido a sus propiedades pecu-
liares. En primer lugar, los sistemas de baja dimensión son inestables ante perturbaciones, 
ya que tienen un número reducido de primeros vecinos y en consecuencia, se presentan 
las inestabilidades de Peierls (Wang, 1988). Asimismo, las propiedades de transporte son 
muy distintas debido a la localización de las excitaciones. 

Por otro lado, la correlación electrónica en los sólidos es un problema de gran interés 
y de suma complejidad. Dentro de este campo de investigación destaca el estudio de la 
formación local de pares de electrones, ya que se cree que es relevante para explicar una 
variedad de fenómenos tales como las propiedades no convencionales en los materiales su-
perconductores cerámicos (Micnas el. al. 1988, 1990), lit existencia de ondas de densidad 
de carga en sistemas con bandas angostas (lonov el al. 1975, Micnas cl al. 1984), la con-
ductividad en polímeros (Chung el al. 1984) y la superconductividad debida a fertniones 
pesados (Ranninger el al. 1984), por mencionar algunas. Los pares de electrones pueden 
formarse en sistemas de batidas angostas debido a una interacción efectiva atractiva de 
corto alcance, la cual puede explicarse a través de mecanismos microscópicos tales cou►o 
el acoplamiento de electrones a modos fonónicos locales o bien a grados internos de liber-
tad como lo son los excitones, plasmones n otros subsistontas electrónicos (Micnas el al. 
1990). 

Una de las formas más simples y generales de estudiar la formación local de pares, 
es a través del hamilloniano de Hubbard (Iftibbard, 1963), puesto que este hamiltoniano 
incluye implícitamente los efectos de todo tipo de interacciones electrónicas por medio 
de sus parámetros. Cabe mencionar que dicho liamilt011iano considera sólo la interacción 
entre dos electrones que se encuentran en el mismo sitio, como una primera aproximación 
de la situación real del sistema. Asimismo, es importante recalcar que existen resultados 
rigurosos para los sistemas de una dimensión (Lieb y Wu, 1968) y de dimensión infinita 
(Metzner y VollItardt, 1989); pero, desafortunadamente, aún para este modelo tan simple 
no existe solución exacta en forma general. Cabe señalar que, cn algunos casos, se debe 
incluir una interacción a primeros vecinos con el fin de considerar ciertas propiedades 
observadas en algunos materiales como el Ti40.3/Tit-tl';07, lo cual (la lugar al modelo 
de flubbard extendido (Micnas cl al. 1990). 

Recientemente, el modelo de flubbard ha sitio intensamente estudiado utilizando di. 
ferentes aproximaciones pero la gran mayoría de los estudios se bao llevado a cabo para, 
redes bipartitas. En este tino de redes se ha encontrado que, usando el hatniltoniano de 



Ilubbard, el comportamiento de electrones es idéntico al de huecos (Long, 11.1/ ). Sin em-
bargo, la situación para redes no bipartitas es diferente, por lo que algunas características 
encontradas para la red cuadrada, por ejemplo, son distintas para la red triangular, como 
resultado de la frustración de estados que presentan este tipo de redes. 

Con esto en mente, en la presente tesis se realiza, a partir del hamiltoniano de II ubbard 
extendido, un estudio de la formación local de pares de partículas ea una. red triangular, 
por medio del método del espacio de estados y su mapeo. Dicho método consiste en 
n'apear el problema de !billar(' para un sistema de muchos cuerpos. a tu' problema 
equivalente de un solo cuerpo con un hamiltoniano de amarre fuerte pero en un espacio 
de mayor dimensión, donde el problema se puede resolver de manera exacta. 

El estudio se ha llevado a cabo tanto para el problema de dos electrones como para el 
de dos huecos, En ambos casos se consideran espín total cero (singulete) así como espín 
total uno (triplete), y se calcula la energía de amarre y la longitud de coherencia para. los 
diferentes valores que toman los parámetros del hamiltoniano de (tullan! extendido. 

La presente tesis está organizada de la siguiente forma: En el primer capítulo se revisan 
algunos conceptos básicos de la teoría cuántica de electrones en sistemas cristalinos y 
se introduce el modelo de amarre fuerte con el fi» de dar un marco general a nuestro 
problema. 

En el segiindo capítulo se introduce el hamiltoniano de !bulland extendido, se revisan 
algunos mecanismos microscópicos que pueden dar lugar a la formación local de pares y 
se discute la solución analítica en el espacio E del hamiltoniano de Bubbard extendido 
para dos partículas. 

En el tercer y último capítulo se presenta el método del espacio de estados y su ina.peo, 
el cual nos permite resolver en el espacio real, el hamiltoniano de Hollar(' extendido para 
un sistema de pocos electrones. Asimismo, se presentan los resultados del estudio del 
apareamiento de dos partículas en la red triangular y se comparan estos resultados con 
los obtenidos para la cadena lineal y la red cuadrada. 



Capítulo 1 

Electrones en Redes Periódicas 

1.1 Cristales 

En los sólidos cristalinos existe un ordenamiento de átomos formando un arreglo periódico, 
el cual puede obtenerse por la repetición de un arreglo elemental, es decir, un cristal posee 
simetría trasla.cional. La periodicidad de la estructura de un cristal proporciona un cuadro 
conceptual simple y facilita la tarea de calcular y comprender sus propiedades físicas, El 
cristal perfecto no existe en la realidad, en el sentido estricto. Sin embargo, la mayoría de 
las propiedades físicas de rombos sólidos reales son similares a las del prototipo ideal, de 
manera que el estudio teórico de un cristal ideal da información muy valiosa con respecto 
al origen de tales propiedades, 

• La estructura de un cristal ideal puede describirse en términos de una red de puntos 
en el espacio junto con un grupo de átomos asociado a cada punto de la. red. Este grupo 
de átomos se denomina base, Una red es un arreglo regular periódico de pilotos y está 
definida (en tres dimensiones) por el conjunto de puntos 

R„ = n'a l  -f- n2a2 	tiaa, 	 (1.1) 

donde los ni  son números enteros. Los vectores ai sor) los vectores base de la red y no 
son únicos para una red dada. Por simplicidad se escogen los vectores baso de menor 
longitud. Los paralopipedos cuyos lados están definidos por los vectores ai  forman las 
celdas primitivas de la red. tIna celda primitiva es la unidad estructural más pequeña 
cuya repetición regular en el espacio da lugar a un cristal. Siempre hay un punto de la 
red por celda primitiva. Si la celda primitiva es un paralepípedo con ocho puntos de la 
red en cada una de sus ocho esquinas, cada punto de la red es compartido por ocho celdas 
de tal forma que ci número total de plintos en la celda es 3 x 	I, Más adelante se liará 
uso de una celda cuyo volumen es igual al de la celda primitiva. pero que está construida 



de manera distinta. Para construirla se coloca un punto de la red en el centro de la celda. 
Las superficies de la nueva celda se determinan trazando líneas que unen el punta de la red 
con todos sus vecinos más cercanos y dibujando planos perpendiculares en el punto medio 
de estas líneas. A la celda así construida se le llama celda de Wigner-Seitz y tiene la 
propiedad de ser invariante bajo todas las operaciones de simetría que dejan fijo al punto 
central de la celda. Cabe señalar mie las simetrías que posee la. celda de Wigner-Seitz no 
son necesariamente las mismas que posee el cristal real ya que el arreglo de átomos en 
esta celda puede limitar estas simetrías. 

Todas las operaciones que dejan a un cristal ideal invariante forman un grupo en el 
sentido matemático al cual se le denomina grupo espacial del cristal. Estas operaciones 
incluyen, además de las traslaciones Ta„ por un vector R„ +1/.2a2 -1-n3a3, rotaciones 
y reflexiones (rotaciones impropias). Todas estas operaciones de simetría pueden ser 
descritas por una transformación ortogonal de la siguiente forma r' = ar •I a donde Cl' es 
una rotación (propia o impropia) y a es una traslación, Todas las traslaciones forman un 
subgrupo del grupo espacial del cristal. 

1.2 La ecuación de Schródinger para electrones en 
un potencial periódico 

La ecuación de Schrildinger suele ser el punto de partida para muchos de, los cálculos de 
las propiedades de un sólido. El liamiltoniano que describe a un sólido debe contener la 
energía cinética de todas las partículas que componen al sistema, así como sus energías 
de interacción. Dentro de una buena aproximación, las propiedades de un sólido pueden 
separarse en propiedades electrónicas y propiedades dinámicas de la red (lbach y Liith, 
1991). Esta aproximación, llamada adiabática, está basada en el siguiente argumento: 
la masa de los iones es mucho mayor que la de los electrones por lo que los iones sólo 
pueden responder de manera muy lenta a un cambio en la configuración de los electrones 
mientras que éstos responden casi instantáneamente a un cambio en las posiciones de los 
iones, En lo que respecta al movimiento de los electrones, es únicamente la configuración 
instantánea de los iones la que tiene interés. Así, dentro de la aproximación adiabática, 
es posible estudiar el movimiento de los electrones en el potencial estático producido 
por los iones. La dilicultad radica en la interacción entre los electrones. Sin embargo, 
la aproximación de Ilartree•Fock (Kittel, 1963) permite reducir el problema de muchos 
electrones al problema de un solo electrón en un potencial efectivo, Este potencial efectivo 
consiste en el potencial producido por los iones en sus posiciones de equilibrio más un 
potencial promedio aportado por todos los demás electrones y que contiene los promedios 
de las interacciones coulombiana y de intercambio. Así, la ecuación de Schríidinger en la. 
aproximación de un solo electrón puede escribirse como: 

4 



110(r) 	• + V (r)1110(r) 	EV,(r), 
.--h 	

(1.2) 

donde V(r) es el potencial efectivo para un electrón, h la constante de Planck sobre 27r, 
ni la. masa. del electrón y E su energía. 

En la aproximación en la cual los iones permanecen fijos en sus posiciones de equilibrio, 
la parte del potencial debida a los iones situados en una, red periódica es claramente 
invariante bajo todas las operaciones del grupo espacial del cristal. Esto también es cierto 
para el término de interacción de la aproximación de Ilartree-Fock (Madelung, 1978). Por 
consiguiente el barniltoniano de la. Ec. 9.2) es invariante bajo las operaciones del grupo 
espacial del cristal dado. Las propiedades de simetría del Inuniltoniano proporcionan 
información sobre la estructura de las posibles soluciones (funciones propias y valores 
propios) de la Ec. (1.2) (Altniann, 1991). 

1.3 Red Recíproca y Reflexiones de Bragg 

Antes de buscar las soluciones de la Ec, (1,2), consideremos la dispersión de electrones 
por una red periódica, fenómeno conocido como reflexión de Bragg y cuya discusión con-
ducirá al importante concepto de las zonas de lirillouin. Para esta discusión es necesario 
introducir el concepto de red recíproca. Con este fin analicemos la expansión en una serie 
de Fowler de una función V(r) que tenga la periodicidad de la red de un cristal dado 
(1/(r) puede ser el potencial efectivo del cristal, por ejemplo): 

V(r) r,ve ,c(iG, r). 
e, 

Con el fin de preservar la invariancia traslacional de V(r) con respecto a los vectores 
R„ 	n1  + n2a2  + n3a3, debernos pedir que 

(r R,,)  

Gs  

Lo anterior se cumple si 

	

corlyn.„) 	1, 

o bien 



Gi • R„ = 27rm, 	 (1.3) 

donde ni es un entero, Ahora descompongamos G, en términos de una base (todavía no 
determinada) de vectores 

G/ = 11g1 +12g2 + 13g3, 	 (1.4) 

donde 11, /2  y 13  son enteros. 

La condición (1.3) implica que, en el caso n 2  = 	= O, (11 g1 +/2g2 + /3g3 )•nl a t  = ̀ 'erro. 
Para cualquier u, dado esto se cumple si g/ • a l  = 27r y g2  a l  = g3  a l  = O. En general 
este requerimiento se expresa como 

g, • al 	277-k„ 	 (1.5) 

donde 	es la delta de Kronecker. El conjunto de vectores base gi  así definidos generan 
la red recíproca. Para cada red de puntos hay una única red recíproca correspondiente. 
Ahora bien, de la Ec. (1.5) se sigue que fp forma un ángulo recto con los vectores ai y 
ak , es decir, g;  = 	X ak  por lo que a;  • g, = ea;  • (ai x ak ) 	2r, (le donde se tiene que: 

. 	ai  x ak 	 x gk. 
g; 	2.7r 	 a;  = 27r 	 

a; • a, x ak 	gi  • 8;  x gk  
(1.6) 

A partir de las Ecs, (1.1), (1.1) y (1.5) se encuentra que 

R„ • Gi 	2r(1011  +1211 2 	Iiii3) = 27r N, 	 (1.7) 

donde N es un entero. Todos los R„ que, para un G /  dado, satisfacen la ecuación anterior, 
yacen en un plano normal a. G,. Asi cada vector G1  (definido por los enteros h,  /2  y /3) 
puede utilizarse para indicar un conjunto de planos en la red definida por R„. Puesto que 
sólo la dirección de G, importa, los enteros 1;  están definidos de manera única. salvo un 
factor común. Si este factor se escoge de tal forma que los 1;  tengan los valores enteros 
más pequeños posibles, entonces Gi  es (para la dirección (lacia) la traslación más corta en 
la red recíproca y a estos /i  se les denomina índices dr.. Miller. Un plano con los índices de 
Miller (m1 , 7113, m3) es intersectado por los ejes con direcciones al , a3  y a3  a las distancias 
Nadini, No3 /777 2  y Na3fm3  donde A' es un entero, 

Es sencillo demostrar que la longitud de un vector G /  cumple con la siguiente relación 



dsen0 

Figura 1.1: Reflexión de Bragg. De la izquierda una onda plana incide, la cual es reflejada 
por un conjunto de planos de la red definidos por el vector G /. 

2rN 
G¡ —d -,  (1.8) 

donde N es un número entero y d es la distancia entre dos planos vecinos definidos por 
G/. 

Haciendo uso de la Figura 1.1, analicemos el origen de la reflexión de Bragg. Con-
sideremos un haz de electrones con vector de onda k. La dirección de k es la dirección 
de propagación del haz y su magnitud es k = 27r/A, donde A es la longitud de onda de 
los electrones. Este haz será reflejado por el conjunto de planos definido por el vector Gi 
si la longitud del camino de dos rayos paralelos reflejados por planos adyacentes es un 
múltiplo entero de. A. De la construcción de la Figura 1.1 esto sucede si 

2d.serie = NA, 	 (1.9) 

donde N es un entero y d es la distancia entre planos adyacentes. 

A partir de la Figura 1.1 y teniendo en cuenta la Ec. (1.8), puede verificarse que la 
relación (1.9) es equivalente a: 

(1.10) 

o, puesto que k = k` 

k'2  = (k 4 G,)2 . 	 (1.11) 



Figura 1.2: Zonas de Brillonin para la red triangular, La numeración indica la zona• de 

Brillouin correspondiente. 

Así, los electrones cuyo vector de onda satisface la Ec. (1.11), pueden ser dispersados 

por la reflexión de l3ragg• 

Hay una construcción muy simple que ilustra la relación (1.11). Para ver esto se 

coloca la red recíproca de los vectores Gi  en e) espacio asociado con el vector k (espacio 

K), Si, comenzando con un punto de la red recíproca colocado en el origen del espacio 

K, se dibujan lineas que conectan este punto con todos los demás, los planos erigidos a la 

mitad de esta línea satisfacen la Ec. (1.11). Esta construcción ha sido llevada a cabo en 

la Figura 1.2 para una red triangular. A las zonas comprendidas entre estos planos se les 
conoce como zonas de Brillonin. La primera de estas zonas (primera zona de Hrillouin) es 

una celda de Wigner-Seitz construida en el espacio recíproco. Todas las zonas de 

la misma área y pueden definirse de la siguiente manera: 

La primera zona de Brillouin es el conjunto de puntos en el espacio Is que pueden ser 

alcanzados desde el origen sin cruzar ningún plano de Bragg. La segunda zona de Brillouin 

es el conjunto de puntos que pueden ser alcanzados desde la primera zona cruzando un 

solo plano de Bragg. La zona de Brillouin (n + 1) es el conjunto de puntos que no se 

encuentran en la zona de Brillouin (n 	1) y que pueden alcanzarsc desde la zona n 

cruzando un solo plano de Bragg (Ashcroft y Menina, 1976), 

1.4 Teorema de Bloch 

Algunos resultados importantes pueden deducirse del hecho de que el hamiltoniano en 

la Ec. (1.2) es invariante bajo traslaciones. Para una formulación cuantitativa de esta 



invariancia se asocia un operador TR, con cada traslación 13.1  a Urit VéS de la ecuación 
TR,f(r) = j(r + 114. En un cristal infinito hay un número infinito de elementos del 
grupo de traslación. Sin embargo, si el cristal se limita a un volumen 1/ con condiciones 
periódicas a la frontera, el grupo de traslación se hace finito y tiene el mismo 11411.11et0 
de elementos que puntos de la red hay en el volumen V. Este grupo es conmutativo 
por lo que todas sus representaciones irreducibles son unidimensionales (Davídov, 1981). 
Por consiguiente, los valores propios de los operadores de traslación son no degenerados 
(Altmann, 1991). 

Aplicando el operador TR, a la ecuación (1.2) obtenemos TR(Hip) 	TR,(E/b), de 
donde se sigue que 1/(TR,O) 	E(TR,rb) ya que 1/ es invariante bajo TB,. 

De esta manera todas las funciones 7R,0 y ti,  son sinu 	funciones propias 
del hamiltoniano con el mismo valor propio E. Si E es no degenerado, es decir, tiene 
asociada una sola función propia 1,1›, TRÍO debe ser, salvo un factor, igual a 0. De la 
condición de normalización de la función de onda en el volumen V y de la igualdad 

'= 	V di?' 

he sigue que este factor debe tener valor absoluto 1 : 

- Amo, con j Ato 12,. 1. 	 (1.12) 

De la Ec. (1.12) se puede observar que los AM son los valores propios del operador 
TR,. Puesto que j Mi)  { 	I, A(I)  puede escribirse como crp(ico). Como 11, + R„, 
SO tiene también que TR,TR„, 	TR,,, y c.cp[i(oi + o„,)1 r",  ca:p(io,„), por lo que resulta 
apropiado escribir las oi  como el producto punto de un vector k común a todas las m con 
sus vectores 	asociados: 

,\(1)  = exp(ik • Iti). 	 (1.11) 

Hasta ahora k es un vector arbitrario con dimensiones de (distancia)(-0 . 

Si 	es f veces degenerada, es decir, el valor propio b: tiene asociadas f funciones 
propias ortogonales t,5,, (.5 = 1, ...,f ), la función que resulta de operar con Tal  sobre 0, 
puede representarse como una combinarión lineal de todas las 

I  

Cada operador 	del grupo de traslación está asociado con una matriz A(.,1,), a través 
de la Ec. (LH). Estas matrices satisfacen las mismas reglas de multiplicación de los 
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operadores TR, (Nladviring, 1.978): 

v 	 .1.1" — "s1‘. • 
	 (1.15) 

Por consiguiente bis 45' también forman un grupo a] quo se lo denomina una repre-
sentación f--dimensional del grupo de traslación en la liase de las funciones IP,. En vez 
de las f funciones propias ij!„ por medio de combinaciones lineales se puede generar un 
nuevo conjunto de funciones propias ortogonales las cuales forman una representación 
matricial equivalente. De la teoría de grupos se sabe que entre todas las representaciones 
equivalentes de un grupo abeliano siempre se puede encontrar una con matrices en forma 
diagonal: 	= 	En esta nueva representación la ecuación (1..14) se puede 
prescribir corno 

(11 
7'11111's  -= 2—. 111 '1;31'5' r•-• E 1\11.,)11",1,',' ,,, 	A.9,)08 . (1.16) 

Con un argumento completamente similar al que precede a la Ec. (1.12), se puede 
concluir que 1 A19 12,-,  l y entonces podcmcis escribir l 	exp(ik, • iti ). Por consigu- 
iente para cada hay siempre un vector k de tal forma. que, siendo •rj! una. función propia 
de TR,, el valor propio correspondiente es c.rp(ik • 11.1 ). De esta forma e'r está clasilicada 
por este vector k, esto es : 	ily(k, r). 

A partir de las Ecs. (1.12) y (1.16), obtenemos el teorema de Illoch: las soluciones 
no degeneradas de la ecuación de Sehródinger (Ec. (1.2)) y combinaciones lineales de las 
soluciones degeneradas escogidas adecuadamente, sou simultáneamente funciones propias 
tP(k, r) del operador de traslación TR, con valores propios exp(ik • r): 

Ta, o(k, e) 	c.rp(ik • 1140(k, r). 	 (1.17) 

Puesto que las 00(M son también funciones propias del harniltoniano, los valores 
propios E también dependen de k, es decir: E = 17(k). Además para E degeneradas se 
tiene E(ks ) •=, E(k,r). 

Del teorema. de Illoch se sigue que 

rP(k,r 	exii( k • 111 )0(k, r), 	 (1.18) 

Lo cual implica que rp(k, r) siempre puede representarse por une función u(k,e) con la 
periodicidad de la red multiplicada por una onda plana c.rir(ek • r): 

111 



0(k, r) 	exp(ik r)41(k,r). 	 (1.19) 

Para ver esto, insertemos la expresión anterior en la Ec. (1.18) con lo que se obtiene, 
para el lado izquierdo, ca•p(ik • (e •+ 114)1/(k, r R.1 ) y, para el lado derecho, cxic(ik • (r 4-
Ri ))u(k,r). Por lo tanto 

u(k, r -t• R,) = u(k, r), 	 (1.20) 

esto es, u(k, r) tiene la periodicidad de la red. Las 0(k, r) se denominan funciones de Illoch 
y los electrones descritos por ellas son llamados electrones de lilach. Ahora supóngase 
que se establece una red periódica. G, en el espacio asociado al vector k. 1)e la ecuación 
(1.3) se tiene que R, G„, es un múltiplo entero de 211- por lo que si tse hace actuar 'Ni  
sobre 0(k G„„ r) se obtiene 

G,„, r) = txp(i(k l G„,) • 12.1 )0(k 1- 0„„ r) 	exp(ik • 111 )0(k + 0„„ r) (1.21) 

De esta manera, a través del operador '1'j,, no sólo una k sino todas las k' 	k 1 0„, 
están asociadas con una, :1!(r). Por otra parte ya se mencionó que los valores propios de 
los operadores de traslación son no degenerados por lo que se concluye que 

0(k, r) 	ib(k .h  0„„ r). 	 (1.22) 

Este último resultado puede interpretarse como sigue. Al clasificar las soluciones de 
la ecuación de Schn'idinger en términos del vector k, los valores de k en una celda de 
volumen mínimo son suficientes. Por lo general se elige como tal a la primera zona de 
Brillouin. Asimismo, la función E(k) puede limitarse a la primera zona de Drillouin. A 
esta representación de la función E(k) en el espacio K se le conoce como el esquema de 
la zona reducida. 

Como ya se mencionó las condiciones a la frontera, periódicas se introdujeron para 
hacer finito el grupo de traslaciones. El número de diferentes operadores de traslación es 
entonces igual al número de puntos de la red en el volumen principal V. De esta manera 
las dos traslaciones II)  y 11;  + N,a, (donde N, ai  es un vector que define una esquina del 
volumen V) son idénticas. Esto significa que 

ip(k, r -f N,a, ) = tp(Ic,r).  

Por• consiguiente 

exp(ik (r •-i- N,a;  ))u(k r) 	• r)u(k, r) 
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u bien, 

exp(iNik • a;) = 1. 

Si representarnos a k como un vector de la red recíproca, k 	kigi, entonces 
exp(27ri(Ni k i  + N2 k2  + N2k2)) = 1. Esta última condición se cumple si k;  se restringe a, 
los valores 

ni 	(i = 1,2,3). 

Por consiguiente hay 	= Ati  /V2 Na  conjuntos diferentes de 	k2 , ka  y por lo tanto N 
vectores k permitidos. El vector k sólo toma valores discretos en el espacio K. Sin 
embargo, el volumen V puede tomarse tan grande corno se desee de tal forma que el vector 
k puede considerarse corno un vector que toma valores de manera continua. Veamos ahora 
otro resultado importante, Del teorema de 131och se sigue que 

lit, 	(k, r) 	exP(—ik • r)OZ(k, r), 
	 (1.23) 

así como 

	

IP„( --k , r) = exp(—ik • r)tl,„(—k, r), 	 (1.21) 

Puesto que el teorema de Bloch define la dependencia de k de la función de onda, 1/)*(k, r) 
es idéntica a i/fi(—k, r). Además, como el hamiltoniano es real (./1 = IP), a 	y) le 
corresponde la misma energía que a 0(k,r), por lo que tenemos el siguiente resultado 
conocido como teorema de ¡trame,' (Madelung, 1978): 

E(k) = 	 (1.25) 

La forma de las funciones de Bloch (ver Ec. (1.19)) da la primera clave del significado 
físico del vector k. Si se hace 	constante., 1,1" viene dada por //, = e • exp(ik • r). El 
electrón en este caso se comporta como una partícula libre y está representada por una 
onda plana con un vector de onda k. Por consiguiente en el límite de un electrón  libre, el 
vector k de la Ec. (1.13) es idéntico al vector de onda k. Si se transfiere este significado 
al caso del cristal, entonces la Ec. (1.19) corresponde al enunciado de que el electrón de 
Illoch está representado por una onda plana modulada por la periodicidad de la red. 

Por otra parte si se considera, el caso límite en el cual los átomos del cristal tienen 
una separación infinita, es decir, 	l—i no (donde los vectores a, son los vectores base 
de la red), el espacio recíproco se colapsaría en su origen k 	O. Asimismo el término 
exp(ik • r) 	I , por lo que la función de Bloch (Ec. (1.19)) tendría que ser igual a la 



función de onda u(0, r) dr. un átomo aislado. Sin embargo, en el límite de átomos aislados, 
la función de onda debe tender a alguno de los orbitales átomicos w„ (donde el subíndice 
rt indica uno de los estados 1s, 2s, etc.) y no a una sola función u(0, r). Por consiguiente 
uno debe escribir las funciones de las celdas como u„(k, r), de tal forma que en el case 
límite de átomos aislados se obtenga una función u„(0, r), la cual debe coincidir con un 
orbital átornico v,„. Este nuevo índice debe introducirse en las funciones de onda Ok,r) 
así como en la energía, es decir: 

, 	u„(k,r) 	 (1.26) 

11 1/,„(k , r) 	En(k)0„(k,r). 	 (1.27) 

Así, puesto que k puede tomar N valores (en la primera zona de lirillonin), para cada. 

valor de n se tienen N estados (o 2N estados si se considera el espín) los cuales forman la. 
batida n. Lo que caracteriza a. esta banda es que, en el límite de átomos separados, todos 

los estados de la banda se colapsan en un solo estado átomico etiquetado con n. 

A la temperatura de cero absoluto, los electrones del sistema ocuparan estos estados, 

uno por cada estado, como lo requiere el principio de exclusión de l'auli, a partir del 

estado más bajo y en forma ascendente, hasta, una energía que se determina. mediante el 
número de estados disponibles, su distribución de energía y el número  de elect rones  del 

cristal. A esta energía, en el caso de los metales, se le llama energía de Penni. 

A los estados vacantes en una banda se les denomina huecos. Si se aplica un campo 
electromagnético, un hueco se comporta como si tuviera una carga positiva +e (—c es 

la carga del electrón) (Kittel, P176). En una banda llena correspondiente a una red con 
simetría de inversión, el vector de onda total de los electrones es cero: E k 	0, ya que, 
en este caso, la zona de 13rillouin también tiene simetría de inversión. De esta forma si 

la banda está llena todos los pares de estados k y —k están llenos y el vector de onda 
total es cero. Si un electrón (e) hace falta en el estado con vector de onda k,, el vector 
de onda total del sistema es —k, y es atribuido al hueco (h ): kh  = —k„. Entre más 
cerca de la parte inferior de la banda. se encuentre el estado donde el electrón haga falta, 

mayor será la energía. (id sistema. La energía. del hueco tiene signo opuesto a la energía 

del electrón faltante. Por el teorema de Kramer se tiene que Ee(k) 	E,,(—k,). Pero 

Ec ( 	--Eh ( —kg ) 	—Et,(kh). Por consiguiente Eh(kh ) 	—E,(ke ). 

1.5 Funciones de Wannier 

De acuerdo con la Ec. (1.22), las funciones de Bloch son periódicas en el espacio K. Por 
consiguiente, se pueden representar por una serie de Pourier 
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r) 	A' -- ,/2 17 	11 r e"", 	 (1.28) 
n 

donde N-1/2  es mi factor de normalización, siendo N el número de átomos en elcristal. 
A las funciones a„,(R„, e) se les conoce como funciones de Wannier. 

Invirtiendo la relación (1.28) obtenemos 

am(r,Rn) = N  -1/2 	-ik•It„ (k r) N-1/2 	eiku.-R.„)um(k,  r)
k 	 k 

	 (1.29) 

donde la suma se realiza sobre todos los vectores k en la primera ZOila dei llrillouin. Debido 
a que u„,(k,r) tiene la periodicidad de la red, las a„, dependen solamente de la diferencia 
r — an, es decir, las funciones de Wannier están centradas alrededor del punto 11.„ de la 
red. 

Asimismo, tenernos que las funciones de Wannier son ortogonales para diferentes ban-
das (índice os) y Rn  distintos. Esto se sigue de 

	

J u;.„(r — R„)(2,,,,(r — R„,)de = 1  E exp[i(k • R„ k'. R„,)1 	r)0„,,(ki, r)dr 
" k,k' 

N 
E üxpti(k 	- - R.„,)1/;,„,„s 	 . 	 (1.30) 

Como forman un conjunto completo, estas funciones ofrecen una base alternativa para 
una descripción exacta del lianiikoniano. En la siguiente sección se analizará un modelo 
para calcular bandas de energía. basado en una aproximación a las funciones de Wannier. 

1.6 Modelo de Amarre Fuerte 

La función de potencial que se utiliza en el estudio de los cristales reales debe de estar 

relacionada de algún modo con el potencial real experimentado por un electrón, debido a 
los iones y a todos los demás electrones del cristal. La solución exacta de este problema, 
incluso en la aproximación de un solo electrón, sería muy difícil de lograr si no se liaren 
más aproximaciones, entre las que destacan la aproximación del electrón casi libre y el 
modelo de amarre fuerte, que veremos a continuación. 



Por simplicidad consideremos un cristal cuya base primitiva. contiene únicamente mi 
átomo. En el modelo de amarte fuerte se supone que los átomos del cristal están tan 
separados entre sí que la interacción entre vecinos es relativamente débil de tal forma. que 
los electrones de valencia se encuentran fuertemente ligados a los átomos que conforman 
el cristal. En este caso las funciones de Wannier oi(11.„,r) en la Ec. 	(1.28) pueden 
aproximarse mediante las funciones atómicas 0„ esto es, las funciones de Atoen de la Ec. 
(1.28) vendrán dadas, de manera aproximada, por 

0,(k, r) 	 <My 
	

( 1 .3 1 ) 
/I 

En lo que sigue analizaremos este caso. Antes de continuar, cabe seítalar que la 
utilización de orbitales atómicos en vez de funciones de 'M'ner es el punto de partida de 
un método aproximado para calcular las bandas de energía en los sólidos conocido como 
1.,6`,10 	Combination of Atomje Orbitals), ya que involucra la combinación lineal 
de orbitales atómicos. 

Asumamos que las soluciones a la ecuación de SclMidinger para los átomos libres que 
forman el cristal 

11,1 (r — 1.1„)0i (r 	11.,) 	EA,(r 	B.„) 	 (1.32) 

son conocidas. H A(r 11,,) es el hatuiltonnuio para un átomo libre en la posición de la 
red 11.„ y Oi(r R.„) es la función de onda para un electrón en el nivel de energía atómico 

El operador bamiltoniano 11 	j-- 	4-1
,
(r)1 de la ecuación de Schródinger 

¡Dirk = POI( 	 (1.33) 

se puede escribir como la suma de dos partes, 

/1 = //A  + 11' 	 (1.34) 

"..t(r 	11.„) 	 (1.35) 

siendo 
11 2  

 

 

2m 
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l'(r) 	R„) 	ri(r — R.„), 	 (1.36) 

donde 11' representa el hamiltoniano de perturbación para el electrón en el cristal en 
comparación con el átomo aislado. 

La energía E(k) se puede encontrar calculando el valor esperado de 11, 

1,;(k), 10'1(11A 	
11')Okdr 

li'j',4i)kdr 	• 

lin cálculo aproximado de E(k) puede hacerse insertando en la 1?,c. (1.37), la función 
de Bloch aproximada dada por la Ec. (1.31). A partir de 11,40; 	h,';(1);  y de la 	(1.31), 
tenemos que 

11,0,1)k . 	11,t0i(r — 11„)(:`k izo = 	Elsar R,i)c"" 	EoPk. (1.38) 
VI 

Asimismo el denominador en la Ec. (1.37) resulta ser 

qokdr 	c`k(it"-il"' )  0:(r R„,)0,(r R„)dr. 	(1.39) 
II,," 

Para un electrón lo suficientemente localizado, ,(r R.,„) sólo tiene valores significa-
tivos en la vecindad del punto de la red R,„. Así, en una primera aproximación, sólo 
retenemos los términos en la Ec. (1.40) con 	rn, es decir, 

y- t 	 N 
11-110kdr = 7 Li 0:(r RdOi(r R„)dr = 	1. (1.10) 

donde N es el número de átomos en el cristal. 

Sustituyendo las Ecs. (1.38) y (1.10) en la Ec. (1.37), se obtiene 

E(k)  NE E  cikoL-B-a10:(r 1{„,)1)(r Itu)0i(r Rn)dr} • 	(1.41) 

Debido a la periodicidad del cristal y a que la suma se realiza sobre todos los valores 
de o, cada término de la suma sobre oi da el mismo valor. El valor de la suma sobre '71 
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por tanto es el valor de cualquier término de la suma (por simplicidad tomaremos m = 
multiplicado por el número (N) de términos de dicha suma. Por consiguiente, la ecuación 
para la energía se puede escribir como sigue:  

4- Ee. R" f OrMr 	R.)dr, 	(1.42) 

en donde la suma se realiza sobre todos los átomos del cristal. Para el término que contiene 
la perturbación v(r — R„), el traslape se incluye hasta primeros vecinos únicamente. 
Consideraremos el caso más simple en el cual el estado alcaide° relevante O;  posee simetría 
esférica (es decir, es un estado s), de tal manera que los elementos de matriz entre primeros 
vecinos son todos iguales. La extensión a los estados p es directa y puede lograrse sin 
muchos problemas (Mott y .tones, 1958), El resultado puede expresarse en términos de 
las siguientes dos cantidades: 

0:(r)v(r)0,(r)dr = 	 (1.43) 

J g4:(r)v(r)¢i(r — Rn)dr 	 (1.44) 

en donde 11.„ es un vector que une al átomo situado en el origen con el átomo vecino más 
cercano. De esta forma podemos escribir la Ec. (1.42) cuino sigue 

E(k) 	eikr" 	 (1.45) 

donde co  rz 	a y la suma se realiza sobre los primeros vecinos. 

Para el caso de una dimensión tenemos que la energía está dada por 

.E(k) 	2flcos(ka), 	 (1.46) 

donde o es la constante de la red. Para una red cuadrada de dos dimensiones 

E(k) = co  4- 23(cos(1,71 a) 1 cos(k2a)), 	 (1.47) 

y para una red cúbica simple tenernos que 
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go 

E(k) 	(11 	2,31(;os(1+ a) + cos(k2a) + eas(k3a)). 	 (1.18) 

Es fácil deinostrar que los tres casos anteriores producen una banda de energía simé 
trica que se extiende de en  — Z/3 hasta to  f 0, donde Z es el número die vecinos mas 
cercanos, Es decir, la cantidad 2Z,(3 nos da el ancho de la banda para cada, raso. 

Por otra parte, en el caso de una. red triangular los seis vecinos más cercanos al sitio 
colocado en el origen de coordenadas (cartesianas) son: ±a(1,0,0), ±a(1/2, 42,0) y 
±a(-1/2, 4/2,0), donde a es el parámetro de red. Por lo tanto, usando la Ec. (1.45), 
obtenemos la siguiente expresión para. la energía: 

E(k) 	+ 2/1 [eos(ki  a) + ros 
a 

 [1;2  1- 	ros 	(k2 	\/7,1k31)] , 	(1 .19) 

En este caso, se tiene una banda de energía que va de tn  61/31 basta en  +3/11 (cuando 
se toma /3 < 0). A diferencia de los tres casos anteriores, la banda de energía no es 
simétrica y esto se debe a la frustración de testados anti-enlazantes o antitionding. Esta 
frustración puede verse  como consecuencia de la geometria particular de la red triangular, 
la cual impide, por ejemplo, la formación del estado que tiene amplitudes de signo opuesto 
en cualesquiera dos sitios vecinos (estado completamente antibonding). 

Con el fin de facilitar la discusión en lo que resta del capítulo emplearemos la no-
tación de Dirac. En esta notación y en la representación de las funciones de Wann ier 
etl hamiltoniano de la Ec, (1.34) puede escribirse, para el caso de vecinos más cercanos, 
como: 

11 	(,) 	 3 E >< I . 	 (1.50) 
1,7 

En donde 	> es la función de Wannier centrada en el sitio i; el conjunto de sitios {i) 
forman la red. 

Los resultados obtenidos para los anchos de banda, en el modelo de amarre fuerte, de 
las redes lineal, cuadrada, cúbica y triangular constituyen casos particulares de un resul-
tado general conocido como Teorema de Peruon-Probenius (Zintan, 1979). A continuación 
deducirenios dicho teorema de numera muy simple. Sean las soluciones de la ecuación de 
Schródinger 	 entonces las recitaciones para los coeficientes ci  son 

( 	— co)t, 	1-1(.9 • 
	 (1.51) 
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Así que 

(1.52) 

En un cristal perfecto leal = lel ya que todos los sitios son idénticos. De esta forma 
tenernos 

IE — col 5 2I/31 	 (L53) 

donde Z es la coordinación local, es decir, el número de primeros vecinos que tiene un 
sitio del sistema. 

Asimismo cabe señalar que el espectro de energías, en el modelo de amarre fuerte, 
es simétrico respecto a E = to  cuando la red es bipartita, es decir, cuando la red puede 
subdividirse co dos subredes, digamos A y 11, de tal forma que todos los primeros vecinos 
de un sitio de A pertenecen a 11 y viceversa. De la Ec. (1.51), donde, en el caso de 
una red bipartita i pertenece a A y j pertenece a /3 y viceversa, vemos que si el sistema 
tiene una energía — co, co  — F. también es una energía posible del sistema ya que las 
funciones de onda correspondientes a estas dos energías difieren tínicamente en el signo 
de la función de onda de una Wired. 

Una forma de resolver la ecuación de Scluiidinger correspondiente al hatuiltoniano de 
la Re, (1.50) es por medio de las funciones de Creen (ver Apéndice A.1). Este formalismo 
es muy poderoso ya que todas las cantidades físicas medibles de un sistema se pueden 
escribir en términos de la función de Creen (Wang, 1989). La función de Green (que 
se define a través de la ecuación (z — II)G = 1) para el luttniltoniatto de amarre fuerte 
(F.c. (1.50)) está dada por (Economou, 1983): 

(1,54) 

donde lk 	N-112 	cik1 11) y E(k) 	t o  -1- /1 E;  culi. Aquí, lk > y 11  > son las funciones 
de Bloch y de %inda, respectivantente. Los elementos de matriz para G(z) están dados 
de la siguiente forma: 

G( 1, m; z) 	IK:(z)(tit > 
< 11k >< kirn > 

Si 

2ir N .111- 	— r(k) 	
(1,55) 
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La evaluación de la función de Creen permite obtener la densidad de estados electróni-
cos por sitio p( E) (ver Apéndice A.1). La p(E) multiplicada por un incremento de energía 
da el núniero de estados que puede tuniar un electrón en dicho intervalo de energía. Estos 
estados pueden estar ocupados o desocupados. 

Para el caso de una cadena lineal, sustituimos E'(k) dada por la Ec. (1.4(3) en la 
Ec. (1.55) y obtenemos 

ts/ri 
G(1, ro;  z) 	2rr R' 
 

./.,,/,a dk  -- railk(:)./."3e' 	s 	I 
1 	 cio(i-m) 

dk. 	 
2rr , z — — 2/3e0s0 

Evaluando esta integral (Econoniou, 1983), encontramos que la. densidad de estados 
por sitio (ver Apéndice A.1) está dada corno: 

1 	 0(213 — ¡E 	col)  
p(E) = +'-In!((.*  (1,1; E)) .= 	 , 

-- (E — ra )2  

donde 0(211 — ¡E 	o i l) es la función escalón. En la Fig. 1.3 se muestra la  densidad de  
estados por sitio de una cadena lineal para ca  = O y 11 = —1. Cabe señalar que la densidad 
de estados para la cadena lineal tiene singularidades en E = trj  + 20 y que los estados 
permitidos se encuentran dentro de estos límites. 

Para el caso de una red cuadrada obtenemos, por sustitución de la. Ec. (1.17) en la 
Ec. (1.55), que 

,rtv-m) 
G(1, in; z) 	 (12k 	 

(270 2 	to Mico:41.1 a) + cos(k2a)i 
( 1.58) 

donde k.(1 — In) = arki (11 	rn i ) 	k2(I2 	m 2)¡. Aqui 	12, mi , y 710 2  son enteros, rt es la 
constante de red y en este caso la primera zona de Brillonin es el cuadrado 

—tr/a < kl <n/a 

—irla < 	< 	. 

Evaluando la integral anterior (Econonion, 1983), encontramos que la densidad de 
estados por sitio para el caso de una red cuadrada viene dada por: 

(1.56) 

(1.57) 
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Figura 1.3: Densidad de estados electrónicos de una cadena periódica infinita que resulta 
del modelo de amarre fuerte. Los parámetros empleados en este modelo SU: Co rz.' O y 

= 
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Figura 1.4: Densidad de estados electrónicos para el caso de una red cuadrada, periódica 
e infinita, que resulta del liamiltoniario de amarre fuerte. Los parámetros empleados en 
este liamiltoniano son: to  = O y /3 = —1. 
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Figura 1.5: Densidad de estados electrónicos para el caso de una red triangular infinita, 
que resulta del liamiltoniano de amarre fuerte. Los parámetros empleados en este hamil- 
toniano son: t i)  = O y fi 	(llorigueln, 1072). 
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1 2 	 (E 	)' p( E) = — /iii(G11,1; E)) 
= 2 9 	

I E - t 01)K I 1 — =--- 	, 	( 1.59) 

	

7r 	 41 -(32  

donde EI es la integral elíptica completa de primera clase. En la figura 1.4 se muestra la 
densidad de estados por sitio de una. red cuadrada para co  = 0, /1 = —1, 

Otras redes de dos dimensiones han sido estudiadas. Por ejemplo, florignchi (1972) 
ha expresado las funciones de Green para las redes triangular y hexagonal en términos de 
integrales elípticas de primera y segunda clase, Para todas estas redes, la densidad de es-
tados exhibe una discontinuidad característica en los extremos de la banda. Asimismo hay 
plintos singulares dentro de la banda donde la densidad de estados tiene una singularidad 
de tipo logarítmico. 

En la figura 1.5 se muestra la gráfica de la densidad de estados para una red triangular 
que se obtiene a partir del hamiltoniano de amarre fuerte. Obsérvese, además de las 
discontinuidades características de la densidad de estados, que el espectro de energía no 
es simétrico (con respecto a E = e) como sucede en la cadena lineal y en la red cuadrada. 
Esta asimetría se debe a la frustración de estados ami enlazantes, como ya se mencionó. 

1.7 Estados Extendidos y Estados Localizados 

Para describir teóricamente las propiedades de un sólido se pueden adoptar dos puntos de 
vista. Lino de ellos consiste en considerar a los fenómenos que ocurren en el sólido como 
prOcesos locales que tienen lugar en los átomos individuales que están colocados en la red. 
Las excitaciones locales en el sólido se pueden propagar a través de éste por medio de las 
interacciones entre estos átomos. 

En el otro punto de vista se considera al arreglo de átomos colocados en una red 
de cierta estructura como la característica más importante del sólido. De esta forma la 
interpretación de los fenómenos en el sólido se basa en las propiedades colectivas de éste. 
Este último punto de vista corresponde al concepto de excitaciones elementales (Marie-
lung, 1978), que no son otra cosa que cuantos del movimiento colectivo de las partículas 
microscópicas en el sólido. A continuación damos un ejemplo que permite visualizar mejor 
este concepto. Desde el punto de vista de la mecánica clásica se sabe como describir 
los modos normales de oscilación de un sistema de masas puntuales. Para un sistema 
con .s grados de libertad, se introducen s nuevas coordenadas generalizadas (coordenadas 
normales) de tal forma que el hamiltoniano esté diagonalizado. Es decir, las ecuaciones 
de movimiento originales se transforman en s ecuaciones independientes que representan 
el movimiento de osciladores desacoplados. En este formalismo, los estados excitados 
cercanos al estado base pueden ser descritos por las excitaciones de algunos de estos 
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osciladores. Un método análogo se utiliza cu el estudio de la dinámica de una red para 
describir las oscilaciones (pequeñas) de los iones alrededor de sus posiciones de equilibrio. 
Las oscilaciones colectivas de la red se dividen en modos normales independientes, los 
cuales están cuantizados. Estos cuantos de energía se denominan fononts y son un ejemplo 
dr excitaciones elementales. 

Existen otras excitaciones elementales que son útiles en la descripción del conipor-
taniiento de los sólidos. De  la misma. manera que los fonones, o cuantos de vibración de la 
red, se introducen los plasmonts para describir las oscilaciones colectivas de los electrones 
de valencia en los metales. Asimismo, el sistema de espines formado por los átomos de 
la red en los materiales ferromagnéticos o antiferromagnéticos, puede representarse por 
medio de ondas de espín cuyos cuantos asociados se llaman magnonts. 

Las excitaciones elementales pueden representarse por cuasipartículas cpie tienen una 
energía y un cuasimomento bien definidos. La simetría traslarional de un cristal asegura 
que cualquier excitación elemental se puede especificar por un vector de onda, k que se 
encuentra dentro de la primera zona de Ilrillouin y por un indicador de banda j. Si at,(k) 
y oi (k) son los operadores de creación y aniquilación de la excitación respectivamente, el 
hamiltoniano correspondiente tiene la siguiente forma 

lI = 	E;(k)ai(k),,(k) , 	 (1.60) 
J.k 

en donde Ei(k) es la energía de la excitación (j,k). Los operadores ot y a satisfacen 
determinadas relaciones de conmutación. Una característica comen' a todas estas excita-
ciones es el hecho de que un valor fijo del vector de onda está asociado con cada estado 
eu cl espectro de energía, mientras que la localización del estado está indefinida, esto es, 
los estados se extienden por todo el sólido. 

Nos encontramos con una descripción similar en las cuasiparticulas del modelo de 
bandas. Las funciones de 13Ioch son ondas planas moduladas con la periodicidad de la 
red; la probabilidad de encontrar un electrón de Block en una posición dada dentro de 
una celda de Wigner-Seitz es la misma, para todas las posiciones equivalentes dentro de 
las otras celdas. En este sentido, los estados de Bloc') son estados extendidos. Por otra 
parte, las funciones de Wannier están localizadas sobre puntos individuales de la red. 

En la descripción de un cristal por medio del modelo de bandas, las propiedades 
colectivas de la red están incluidas en las propiedades del electrón "cristalino". Otras 
interacciones en la red se describen por medio de transiciones electrónicas de un estado 
delocalizado a otro, con un cambio en la energía del electrón y en el vector de onda. En 
contraste, en una descripción local el electrón se transfiere de un estado localizado en un 
átomo a otro estado localizado. donde esta transferencia involucra una interacción con 
todas las partículas cargadas (pi(' se en; neutral' en SU vecindad. 
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Dependiendo de la naturaleza del sólido así como de las propiedades físicas a estudiar, 
una u otra forma puede ser escogida. En un sólido desordenado, sin embargo, es esencial 
una descripción local ya que los ele.ctrimes llegan a tener una localización real. Las 
descripciones no-local y local son equivalentes en el caso de un cristal con una banda 
de energía llena (Madelung, 1978). En la descripción no local esta banda no contribuye 
a la conductividad puesto que, en una banda totalmente ocupada, las contribuciones 
de cada dos electrones con idéntica energía pero vectores de onda opuestos, se cancelan 
exactamente. En una descripción local no puede babor transiciones de un átomo a otro 
ya que los estados correspondientes de los átomos vecinos están también ocupados. 

En un cristal perfecto e infinito una descripción local es importante cuando uno desea 
considerar la correlación qui,  existe entre los electrones de valencia de un cristal. En 
el siguiente capítulo se llevará a cabo un desarrollo en el cual se toma en cuenta esta 
correlación lo cual dará lugar a una descripción local del sistema (modelo de Ilubbard). 



Capítulo 2 

Apareamiento Electrónico en el 
Espacio K 

2.1 Interacción Electrón-Electrón 

Por medio de la, aproximación del electrón independiente, la teoría. de  bandas ba  podido 
explicar Hinchas propiedades de los sólidos, entre ellas, la diferencia. que existe en la. 
conductividad eléctrica entre un metal, un semiconductor y un aislante. Sin embargo, la 
teoría de bandas no considera la correlación entre los electrones en un cristal, la razón 
es inherente a la aproximación del electrón independiente. Sin embargo, esta teoría no 
niega la interacción electrón-electrón sino que la reemplaza por una interacción promedio 
mediante la aproximación de Ilartree-Dock, en la cual se asuine que el movimiento de un 
electrón es estadísticamente independiente de los demás. La aproximación de liartree-
Pock toma un solo electrón y a los restantes los considera como una contribución al 
potencial promedio en el cual el electrón se mueve, lo cual conduce a una ecuación integro-
diferencial autoconsistente. 

Describir, en forma completa., la interacción electrón-electrón (e—e) dentro de un sólido 
es un problema complicado, obviamente existe interacción r. -- e directa de tipo coulom-
biano. Sin embargo, los electrones en un sólido pueden intera.ctuar "indirectamente" por 
medio de algunas excitaciones elementales; tal es el caso de la interacción 	e medi- 
ada por fonones, la cual puede analizarse a travós del flamiltoniano de Prólilich (Taylor, 
1970). Dicho hamiltoniano sirve de base para. la teoría /3(..,'S de la superconductividad y 
está dado por: 

lit: = 	keIek  + E hwriaq+a„ rf. 	.4/kk,(a+...q .E 0(1) ck, 
	 ( 2.1) 

k,k' 
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donde. ci,t y ck  son los operadores de creación y aniquilación, respectivamente, de un 
electrón con vector de onda k; a-4 y aq  son los operadores de creación y aniquilación, 
respectivamente, de un folión con vector de onda q; y, finalmente, h/kk son los elementos 
de matriz de la interacción electrón•fonón (e - 1). El vector de onda del folión, q, es 
igual a k 	k', reducido a la primera zona de lirillonin si es necesario. Los dos primeros 
términos representan el hamiltoniano, no, de un sistenla de electrones y follones que no 
interactúan. El tercer término corresponde a la interacción electrón-fonón. 

Uno de los efectos de la interacción 	f es que produce una interacción atractiva 
e - e mediada por follones. Una. forma de estudiar dicha interacción es realizando unte 
transformación canónica en el hamiltoniano de Fralicii, Hp = ¡lo -4- II r _!, del siguiente 
modo 

11' 	e-3(11.0 	//,.... f )c' 	 (2.2) 

que eliminará el término /./„../ a primer orden en ,s. Expandiendo las exponenciales de la. 
Ec. (2.2) obtenemos 

(1 —.,+ 	— 	•)( 	+ llt-f)(1 + 	
12 

 + • • .) 

110 	//,_ f  4 	8) 4. ( 11r-15 8)1 :ji[ 110.8)9 8i + • • • • 

,Escogemos a S de tal forma que su conmutador con flo  cancele el término /I„_ j , con lo 
cual obtenemos 

no 	7jIllt- 1,81 + • • • 

los términos que se omitieron son del orden de s" en adelante. Ahora, debido a que 

	

/lo 	tkcIt 17k + 	at+, aq  
k 	 q 

= 	,Ifkk,(o+1  4 ajcilr ck, 
k,k' 

proponemos a s de la forma. 

E(Aa..:(1  + ihifi)Mkk,c1- ck, , 
k,k' 
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donde A y 11 son coeficientes por determinar. Dichos coeficientes se determinan tomando 
en consideración que 

fir-f 	lila , si -= 

de donde se obtiene 

—(tk 	tk' 	huj o ) / 	y 	"(tk 	ck' 	/1“)11) 1  

Por tanto 

lío 	-ItE 	4' a )e+rld 2 	 <1 	k 
k,k' 

{ 	Mk"k"'( 	

_T. 	
11" 5— *- )cl i , 	. 

k" k"' 	(lo — tic" + hl.,  -(1 	(lo — 

De todos los términos de este conmutador examinamos particularmente el conjunto que 
surge de conmutar los operadores de follones. Usando el hecho de que Mide  es únicamente 
función de k W = q obtenemos 

110-1- 	1,51,112, 	 e+ 	,+ 	f (/,‘„t)2 k'+qtk-tiCkek, 
k,k',(1 

(términos que contienen operadores de dos electrones únicamente) . 

Para que obtengamos una interacción atractiva se debe cumplir que le k  — tk_<11 < hwq. 
Esto puede permitir que pares de electrones formen estados ligados con menor energía 
que la correspondiente a dos electrones libres. De hecho, la existencia de "pares de 
Cooper", en los cuales dos electrones con vectores de onda y espines opuestos forman un 
estado apareado, es la base de la teoría BCS de la superconductividad. Cabe mencionar 
que el resultado anterior es válido no solamente para fonones sino para cualquier tipo 
de excitación. Una de las formas inás simples y generales de estudiar la correlación 
electrónica, es a través del modelo de Hubbard (llubbard, 1963), puesto que dicho modelo 
incluye implícitamente los efectos de todo tipo de interacciones electrónicas por medio de 
los parámetros del bamiltoniano. Entre la serie de fenómenos, que para su explicación 
se requiere. tornar en cuenta la correlación entre los electrones podemos mencionar: la 
formación de ondas de densidad de carga (Griiner, 1988), las ondas de densidad de espín 
(Fawcett, 1988) y la superconductividad (Pickett, 199(1), cutre otros. 
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2.2 Modelo de Hubbard 

Con el fin de introducir el modelo de Hollan!, analicemos la interacción electrónica en 
sistemas con bandas de energía angostas. Por simplicidad matemática consideraremos 
solamente. el caso de sistemas con una sola banda (s). En general el hamiltoniano de un 
sistema de N electrones en una red dada puede escribirse, en el lenguaje de la primera 
cuantización, como: 

E 4(1'3 4 	v(r, — 
	

(2.3) 

donde la suma va del a N , t.;  indica la posición del i—ésitrin electrón y h(r; ) es el 
hamiltoniano de "Ulla partícula", es decir, contiene la energía cinética más todos los 
potenciales de interacción para. una partícula, como lo es el potencial de la red entre 
otros. En el caso más simple, h.(ri ) tiene la forma de 	+ 	donde ri  y R, son 
las coordenadas del electrón y de los iones, respectivamente. En la Ec. (2.3), el término 
v(ri 	ri) contiene la interacción electrón-electrón (interacción de dos cuerpos). 

Introduciendo las funciones de Illoch para describir la estructura de bandas del sólido, 
tilk(r), donde k representa al vector de onda, y usando los operadores de creación (4„) y 
de destrucción (ck„) para electrones en los estados de Illoch (k, a), donde a (a 	o 1) 

representa el espín, podernos reescribir el hamiltoniano de la Ec. (2.3) en la representación 
de  los números  de ocupación cona): 

+ 1 	E 	< ki,k2 i v I W1 , k2 > 	et,4 	,c 	, t,  , 	(2..1) .2 a  

k,a 	 k i ,kbk1,1e, 

donde (.k es e) valor propio de h(r), Ok(r) es la función propia correspondiente y 

< 1(1 , k2 Í  v1 	, 	 (r)q,,,(ri)v(r 	r')the,(r)ipks (r)drdr' . 	(2.5) 

Como estarnos estudiando la correlación electrónica en bandas angostas, una des-
cripción local del sistema, resulta más apropiado trabajar nuestro hamiltoniano en la 
representación de las funciones de Wannier en lugar de la representación de las funciones 

Como consideraremos un sistema con una sola banda de energía, necesitaremos solo 
una función de Wannier '0(r) centrada en el origen. Las demás funciones de Wannier se 
obtienen de esta mediante una traslación: (1,,(r) 	00(r R,). 
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1. 

Introduciendo los operadores; de creación ei „ y de destrucción e„„ para un electrón de 
espín a en el estado </n(r), y usando las transformacimies 

Ar -1/2 : 	e+ 	 -In E (-11( r i 	 (2.6) 

podemos reescribir el hamiltoniano de la Ec. (2.41 de la siguiente forma: 

I •—• 	• • 	 + ,+ < 	> 
i,j,k,I 

(2.7) 

donde 
t(lt, — R,) = J (b:(r)h(r)(bi(r)dr 	 (2.8) 

y 

< ij 1 u 1 kl 	J0:(r)¢;(r1 )12(r — 1.1)4,(r1)(Iii(r)drdri . 	(2.9) 

Además asumimos que .tanto h.(ri ) como t/(ri — ri ), son independientes del espín. Se 
acostumbra normalizar la escala de energía tal forma que 	17. /(0) 0. 

Una forma sencilla. de trabajar con el hamiltoniano de la Ec. (2.7) es introduciendo 
las siguientes dos aproximaciones, las cuales, sin embargo, conservan la física de los elec-
trones fuertemente correlacionados. En la primera aproximación se asume que to  decae 
rápidamente con la distancia, de esta forma los únicos términos de la matriz que deben 
considerarse son aquellos que incluyen los sitios vecinos más cercanos. Para sistemas 
isotrópicos, debernos entonces aproximar a t if  por: 

t para (i,j) vecinos más cercanos 
1, 

'O otro caso 

En la segunda aproximación se supone que la interacción electrón-electrón es alían. 
tallada cuando los electrones están muy retirados entre si. De esta forma, la contribución 
dominante al segundo término de la Ec. (2.7), aparece cuando los dos electrones se en- 
cuentran en el mismo sitio (i = j 	k 	I). Así, la aproximación estará dada de la 

siguiente forma: 

< ij y kl>4„” 
u 	otro caso . 
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El principio de Pauli requiere entonces que, en el segundo término de la Ec. (2.7), 
—a', con lo civil obtenemos finalmente la version tuás simple (para una sola banda) 

del handltoniano de Ilubbard (Ilubbard, 196:3; 13alancitandra el al. 1900). Considerando 
solamente interacciones a primeros vecinos, este hamiltoniano está dado por: 

(2.1.0) 

donde n i „ 	eif„c,,,, y U representa la interacción de electrones en el mismo sitio. Como 
ya mencionamos, t i ,.;  es la integral de transferencia (hopping) entre el sitio i y el sitio j. 
A primera aproximación se considera sólo la transferencia entre vecinos más cercanos. 
U representa la energía de interacción entre dos electrones situados en el mismo sitio, 
Cabe enfatizar que el hamiltoniano de Ibibbard no restringe los tipos de interacción que 
podrían existir entre los elect miles, y los efectos resultantes se caracterizan por medio del 
parannetro U que se obtiene fenomenológicamente. 

ha descubrimento de los materiales superconductores de alta temperatura de transición 
ha conducido a reconsiderar las propiedades físicas del modelo de Hubbard y sus exten-
siones, principalmente por la siguiente razón. Los superconductores de alta temperatura 
crítica pertenecen a la familia de óxidos de los metales de transición, para los cuales se 
sabe que una descripción de amarre fuerte con fuertes correlaciones electrón-electrón es 
más apropiada que una decripción en términos del electrón casi libre. El éxito del l'aliento-
Mano de Hubbard se debió a que podía explicar las propiedades magnéticas de los óxidos 
metálicos de transición (Adler, 11)68). Estos óxidos se caracterizan porque sus átomos 
contienen electrones d, los cuales forman bandas d relittivaniente angostas, La banda d 
está parcialmente llena y es, en principio, la responsable de las propiedades magnéticas 
de los materiales. La fuerte polarización de los oxígenos que conduce a la formación de 
pequeitos polarones (electrones rodeados por la deformación local que inducen en la red y 
que se extiende sobre una región del orden de la constante de red) y bipolarones (Alexan-
drov y Ratutinger, 1981) en algunos de los óxidos metálicos de transición, tales como el 
Ti,t07  y Na.„V305  (Minas y Itanning,er, 1988), podría tomarse en cuenta agregando al 
modelo de Hubbard un acoplamiento entre la red y los electrones. Tal acoplamiento de 
los electrones con la red da lugar a una. interacción atractiva de corto alcance que compite 
con la repulsión coulombiana y puede conducir a una interacción interatómica atractiva, 
la cual puede introducirse fácilmente en el modelo de Hubbard. En la aproximación de 
interacciones entre tninieros vecinos solamente, el nuevo bandltoniano puede escribirse 
como: 

// 	 + 	ri„t n,, t  + 1/2 NT 14% 	 (2.11) 

donde te, 	 Os la ocupación electrónica total del sitio i y V es la interacción 
interatomica entre dos electrones, uno situado en el sitio i y el otro situado en el sitio 
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vecino j. El símbolo <> indica que la suma se extiende sobre los primeros vecinos 
únicamente. Al hamiltoniano dado por la Ec. (2.11) se le conoce como hamiltoniano de 
Ilubbard Extendido, 

Si las partículas son mapeadas a huecos por medio de las transformaciones e?:„ —4 hi,„ 
y ci,„ —+ h; <,, donde 	y Il¡Fc, son los operadores de aniquilación y creación de huecos 
respectivamente, el hamiltoniano de Hubbard extendido adquiere la siguiente forma: 

‘---; 	— E  „,h, 2VZ 	n;`,„ 2NVZ -4 

- 	+ u E ,1,401),, 	E .7h 
	

(2.12) 
<4.1> 

donde rtl' 	 y Z es el número de coordinación. 

Los primeros cuatro términos de la Inc. (2.12) sólo contribuyen a un corrimiento en la 
energía total, y por consiguiente los huecos también interaccionan a través de un modelo de 
Hubbard. Sin embargo aparecen dos diferencias importantes con respecto al hamiltoniano 
de Hubbard extendido para electrones, La primera es que el parámetro de transferencia 
cambia de signo, y la segunda es que la densidad huecos es 1 	n, en términos de la, 
densidad de electrones 71. Este malteo es completamente simétrico sólo cuando n 	1/2, 
de tal forma que el número de huecos es igual al número de electrones , y cuando el signo 
del parámetro de transferencia es irrelevante, a saber, el caso poco interesante i, = O 
para toda 

Es importante mencionar que aparece una simetría extra cuando considerarnos redes 
bipartitas. Corno ya se dijo, una red bipartita es una red que puede descomponerse en dos 
subredes, de tal forma que todos los primeros vecinos de un sitio de una subred pertenecen 
a la otra subred. Si cambiamos la fase relativa de los estados en estas dos subredes, no 
afectamos la física del problema, pero esto cambia el signo del parámetro de transferencia. 
Por consiguiente, en el caso de redes bipartitas, el comportamiento de huecos es idéntico 
al comportamiento de electrones, 

En los últimos años, el modelo de Hubbard ha sido intensamente estudiado, utilizando 
diferentes aproximaciones: la aproximación del campo medio (Mimas rl ni. 1988), el 
método de los bosones esclavos (Kotliar y Ruckenstein, 1986; Lavagna, 1991), la técnica 
de Monte Carlo (White et al. 1989a) y el grupo de Renormalización (Ilirsch, 1980) entre 
otras. El hamiltoniano de Ilubbard (Ec. 2.10) se ha resuelto en forma exacta solamente 
en el caso de una dimensión (Lieb y Wu, 1968), en el cual, para la banda media llena, los 
resultados muestran que el estado base es un aislante para t1 	O y un conductor para. 
U = O, es decir, hay una transición de Mott en U = O. 

La teoría de campo medio consiste en reducir el problema de muchos cuerpos al de 
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Fock, cuya idea fundamental consiste en sustituir la energía potencial de la interacción de 
los electrones por una energía potencial de la forma Ei  t/i (ri ), que representa la energía 
de interacción de! i-ésirno electrón en cierto campo efectivo, en el cual cada electrón 
se ;llueve independienteinente. Este callip0 efectivo caracteriza la acción de todos los 
demás electrones sobre el i-ésiino electrón. Sin embargo, se sabe que esta aproximación 
reproduce razonablemente sólo el estado base del sistema, pero nos es capaz de describir 
las fluctuaciones en la correlación electrónica. 

El método de los bosones esclavos ha sido un avance importante en el estudio del 
modelo de 11tibbard, a pesar de que sigue perteneciendo al grupo de aproximaciones 
del tipo de campo medio, excepto que el promedio se realiza en un espacio de. Hilbert 
aumentado. En el modelo de llubbard se consideran cuatro estados atómicos para el sitio 
i, ¡O), I 1), j) y Ti), correspondientes al sitio vacío, simplemente ocupado ya sea con 
espín hacia arriba o espín hacia abajo y el sitio doblemente ocupado respectivamente. 
El método de los bosones esclavos cambia la representación de los estados electrónicos 
aumentando el espacio de Fock de cada sitio, incluyendo al conjunto original de operadores 
fermiónicos en cada sitio un conjunto de cuatro operadores bosónicos. Estos operadores 
bosónicos et(e;), 	(m i ) y dt(di) crean (aniquilan) un estado electrónico, vacío, 
simplemente ocupado (con espín liada arriba o espín hacia abajo) o doblemente ocupado 
respectivamente en el sitio i. Este espacio aumentado (de bosones y fermiones) contiene 
estados no  físicos q ue pueden eliminarse irlIp011iendo las siguientes restricciones: 

ct c.; 	ptr pii 	píipii 	I ; P;P ,., 	dit d, , ni, (2.13) 

la relación de la izquierda en la Ec. (2.13), indica. que uno y sólo uno de los cuatro posibles 
estados busónicos debe de estar ocupado en cada sitio. 

La técnica de Monte Carlo es un método estadístico que está limitado a cúmulos 
pequeños de átomos (White ct al. 1989b). La técnica del Grupo de Renormalización 
consiste en despreciar los estados lejanos al estado base y quedarse solamente con los más 
cercanos, por consiguiente, muchas veces se ¿deja. de la solución exacta. (Lieb y Wu, 1968). 
Finalmente, la diagonalización exacta sigue siendo el método más deseado. Sin embargo, 
este método se aplica solamente a sistemas de pocos átomos, ya que la dimensión de la 
matriz del hamilloniano aumenta exponencialmente con el número de sitios y el número 
de partículas (Callaway ti al. 1990, Lin ct al. 1988). 

2.3 Apareamiento de Electrones 

En esta sección mencionaremos algunos de los posibles mecanismos físicos que, bajo ciertas 
condiciones, pueden conducir a la formación local de pares en los sólidos, El mecanismo 
microscópico que da lugar a tina atracción efectiva, de corto alcance, entre portadores de 
carga puede. ser de varios tipos. 

3,1 



El más conocido es el acoplamiento fuerte de uu electrón con la red, lo cual conduce a 
la formación de pequeños polarones. Dos polarones pueden atraerse entre SÍ por inedia de 
la gran deformación local inducida en la red, y formar pequeños bipolarones, siempre y 
cuando la atracción supere a la repulsión coulombiana. En particular, tal atracción puede 
realizarse en el caso del acoplamiento entre electrones de una banda angosta. y modos 
fonónicos locales, tales como las vibraciones intramoleculares ole alta frecuencia. Esto 
permite la aparición rápida de cargas fónicas y, por consiguiente, una interacción atractiva 
entre electrones particularmente eficaz, Este mecanismo fue estudiado inicialmente por 
Anderson (1975) para materiales semiconductores amorfos y examinada posteriormente 
por Alexandrov y Ilanninger (1981). 

Otra posibilidad es la atracción de corto alcance en un subsistema electrónico, la cual 
puede surgir de un acoplamiento entre electrones y excitaciones cuasibosónicas de origen 
electrónico, tales como excitones (estados apareados formados por un electrón en la banda 
de conducción y un lomeo en la banda. de valencia) o plasmones (Little, 1964; Misch y 
Scalapino, 1985; Ruvalds, 1987). La idea básica es que los electrones de conducción que 
se encuentran en un tipo de moléculas pueden inducir transiciones electrónicas en las 
moléculas vecinas polarizables, las cuales proporcionarían una interacción atractiva efec 
tiva entre los electrones (le conducción. El intert:....s de esta idea radica en que, si es así, 
la energía de interacción típica sería mucho mayor que la de una interacción a través 
de la red. Tal sistema podría exhibir superconductividad a una temperatura "alta", ya 
que la temperatura crítica está directamente relacionada a la magnitud de la. interacción 
efectiva entre los portadores de carga. Los métodos desarrollados para el problema de 
acoplamiento electrón-folión pueden extenderse a este caso, sin embargo la escala de en • 
ergia para la frecuencia característica será nuis grande, y las constantes de acoplamiento 
serán distintas. 

Aún otra posibilidad es un mecanismo puramente electrónico que resulta (le un aco-
plamiento entre electrones y otros subsistemas electrónicos en el sólido. En general este 
acoplamiento no puede reducirse a Ull acoplamiento electrón-cuasibosón. Muchos mecan-
ismos electrónicos que dan romo resultado una atracción estática no retardada debida a. 
la fuerte polarización de aniones también han sido estudiados. Se ha demostrado (Ilirsch 
y Scalapino, 1985) que bajo ciertas condiciones específicas concernientes a los niveles 
electrónicos en los cationes y los aniones ligados circundantes y los parámetros repul-
sivos del hamiltoniano de linhbard, la repulsión conlombiana que actúa en un subsitema 
electrónico puede ser apautallada y ocurrir una atracción efectiva cutre los electrones en 
este subsisterna. 

Estos mecanismos dan lugar a una atracción entre portadores de carga que compite 
con la repulsión coulombiana. Si el potencial atractivo inducido vence parcialmente a 
la. repulsión coulombiana (a cierta distancia) y la atracción es lo suficientemente fuerte, 
puede ocurrir la formación local de pares. Los pares locales pueden ser del tipo singulete 
o del tipo triplete (Alexandrov, Ilanninger y Robaskiewics, 198(i). 

El concepto de la formación local de pares es interesante desde varios puntos de vista 
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(Micnas el al. 1999) va que cubre distintas áreas de la física del estado sólido. Es 
importante en el estudio de los materiales superconductoies, en particular los de alta 
temperatura de transición (Alexandrov y Ranninger, 1981; Mimas et al., 1987,1988; 
Robaszkiewicz e l n/. 1987), en el estudio de, la formación de ondas de densidad de carga 
en sistemas de bandas angostas (Robaszkiewicz, 1981; Mimas el al. 1984), en el estudio 
de los semiconductores amorfos con los llamados centros /I 0 (Anderson, 1975) así como 
en el estudio de sistemas de fermiones pesados (Ranninger ri al. 1987). 

El problema de la formación local de pares en el limite de baja densidad ha sido 
discutido recientemente por Mimas el al. (1990), por Marsiglio el al, (1990a) y por 
Navarro y Wang (1992). Los dos primeros realizan el estudio el espacio K, mientras que 
estos últimos llevan a cabo el estudio en el espacio real, ambos partiendo del hamiltoniano 
de Hubbard extendido y considerando únicamente redes bipartitas. 

2.4 Estudio del Apareamiento Electrónico en el Es-
pacio K 

En esta sección se considera la solución analítica, en el espacio K, del hamihoniano (le 
lbubbard extendido para dos partículas a la temperatura 	0. 

Comenzaremos per considerar el hamiltoniann de Hubbard extendido en el espacio 
real: 

U Enid?, t V/2 rs  »in»  
<1,3> 

como siempre e y j etiquetan sitios de una red dada, cril:„ es un operador de creación de un 
electrón (le espín a en el sitio i, 	c:,"ei „ es el operador de número y ni 	ni,1 	?t ia. 
U es la interacción entre dos electrones situados en el mismo sitio, V es la interacción 
entre dos electrones situados en sitios vecinos y to es el parámetro de transferencia, que 
lo tomaremos como l para primeros vecinos e igual a cero en cualquier otro caso. 

Para pasar del espacio real al espacio E, se utilizan las siguientes relaciones (Enz, 
1992): 

ci+<, 	N-1/2N- c&R,c1+,,,,  

k 
N-1/2 E e  -ilt•it,ek,,  (2.15) 

(2.14) 
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Sustituyendo estas relaciones en (2.11) y después de un laborioso cálculo se obtiene 
el hamiltoniano de llubbard extendido en el espacio lí 

11 	= E r.(k),,,f,-„ek,, 
k,c 

+ 1/1V 	l'rk,k>diii-11/21C+-k+cipiC-kl+tifeick'+q/21 
k,k',q 

_ 	(0( Kjel„1/2".+,4/2.prIk+,1/2„,c-le+o, '21. N k,kg,c 

v , 	,„ 	
(2.16) 

En esta ecuación t(k) 	—112,, ea"' , donde R,, es un vector que une a cada sitio i 
con uno de sus Z sitios vecinos (y , 1,2, ,,Z) y 1/k,k, 	Vc(k — k`). 

Ahora consideremos una función de onda de un par de partículas con momento total 
cero y espines antiparalelos (estado de singulete). En el espacio real esta función de onda. 
se escribe de la siguiente forma: 

> 	et+1,1  lo 
	

(2.17) 

En esta ecuación, !hl' es la probabilidad de que un electrón se encuentre en el sitio i 	1 
si el otro electrón se encuentra en el sitio i. 

Utilizando las relaciones (2,15), obtenemos la función de onda del par en el espacio 
jí 

= E f (k)eIt c4:_ kt iO >, 	 (2.15) 
k 

donde f(k) 	f¿ útkitt. 

Aquí l f (k)I2  se interpreta cuino la probablidad de encontrar a una partícula con vector 
de onda k y a la otra partícula con vector de onda —k. Además f (—k) = f (k) ya que la. 
parte espacial de la función de onda correspondiente a un par de electrones con espines 
opuestos es simétrica. 

El resultado de formular la ecuación de Schiódinger 

£10 	 (2.19) 

37 



con 1/ y !O > dados por las Ecs. (2.16) y (2,18) es 

	

--- 2~) 	Effl — (VD)c(k ki )j. 	 (2.20) 
k' 

Como era de esperarse, las componentes con q 	O desaparecen y la parte del hamil- 
toldan() que no (.01' telpOIVIC al singulete no contribuye. Consideremos ahora el caso de 

	

redes hiperctibicas. Puesto que f(k) 	f(—k) y las direcciones en un hipercubo son 
equivalentes, la. Ec. (2.20) se redore a: 

{Ufa 	, f(k) r"--  (E — 2c(k)) 	Zt, ' 

donde W Z V, Z es el número de coordinación y 

k 

	

= 	14 e-tIt 
 

• 9.(k)• 
k 

Cabe sehalar que la Ec. (2.21) es válida para cualquier red si la, parte espacial de la 
función de onda tiene la simetría rotational de la red. 

Si multiplicamos ambos lados de la Ec. (2.22) por (--f(k)/Zt)i, i = 0,1, y sumando 
sobre k, obtenemos dos ecuaciones con dos incógnitas, fu  y f i : 

(1 -1- uGo)fo  1 (wGi )fi  = O 

euGi Ve 4- (1 + 1$76'2)/1 	0, 	 (2.23) 

donde D 2X1 es el ancho de banda, u = U/D, w 117D, y 

Gi(p) 	¿sic  

	

I x. 	( ^N'Y 
	

(2.24) 

En la Ec. (2.2.1), ryk, = —41)/(Zt) y p.-- 	EID). Para E menor que (--D) existe un 
estado apareado con energía de amarre .A = Dp. De las Ecs. (2.23) la energía de amarre 
está determinada por la condición de que el determinante del sistema sea cero, es decir 

1 + a(;0(/) 	tvG 2(p) — wu[Gbp) — (71.(P)(7 2(P)] == 0. 
	(2.25) 
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Es fácil verificar que Cr  (p) y G2(p) están relacionadas con Co(p) de la siguiente forma: 

G i(P) 	PVId 

G 2(p) 	+ P)2G0(P) 	+ P). 	 (2.26) 

Substituyendo las relaciones (2.26) en la Ec. (2.25), obtenemos 

	

Go(p)(ii + w(1 + p)2  + 1.1,1/(1 + p)J 	w(1 + p) — 11111 + 1 	0. 	(2.27) 

Esta última ecuación da, de manera implícita, la energía de amarre normalizada, p, como 
función de U y V. Para un ancho de banda dado la energía de amarre decrece conforme 
la dimensión crece manteniendo U y V fijos. 

Puede observarse que existen valores umbrales de los parámetros U y V para que el 
apareamiento sea posible. Haciendo p = II en la Ec. (2.27) obtenemos: 

(1 	71)(1 w) • 	
(uzo w 1) 

 _ 
Go(0) 	

_. • 

En una y dos dimensiones, Go  = oo, por lo que la condición de apareamiento es 

(1 + 11)(1 + ro) — 1 	0. 	 (2.29) 

Las amplitudes fl  de la función de onda del par, pueden obtenerse una 	que la 
energía de amarre ha sido encontrada. Las amplitudes fo  y fi  se obtienen directamente 
de las L'es. (2.23). Para las otras amplitudes primero se obtiene f(k) de la. Ec. (2.21), 
para después obtener las amplitudes en el espacio real a través de la relación (2.22). 

Con el fin ile fijar ideas resolvamos, a manera de ejemplo, el problema de Hubbard 
simple para dos partículas con espira total cero, en una cadena lineal. En este caso par. 
ticular tenemos que V = 0, por lo que la Ec. (2.27) se reduce a: 

00(p)n -f 1 	0. 

O bien 

- 
Go(P) 	—

ti 
• (2.30) 

39 

(2.28) 



donde  00(p) viene dada por: 

Cia(1), 	+ p -h 

1 	1 
	

(2.31) 

En una dimensión tenemos que e(k) -21cos(k) y Z 2. De esta forma 

1 	l 	1 	 1 	I 	1  
Golf)/ = 	 I-. 	(k) 	N i•-• I 	• p 	k 	- 	c». /y 	k 	4. p- t.'  2, 	 I 	 p - tos 

donde C E 

Aproximando la suma sobre k en la primera zona de Brillouin (1 Z .1.3) por una integral 
[mil ) obtenemos 

Gt)(p) 

	1 1 r 	dk  
p2ir 	(..'co.s(k) 
	 (2,32) 

donde hemos considerado el parámetro de red igual a 1. La integral de la ecuación anterior 
viene dada por (Gradshteyn y Ryziók, 1980): 

un, _. (13 qtan dk  
J 	Ceos(Ak) .4 	- C2  

para IP >C'.  

En este caso fi' -. 1 > 	 y A = 1. Por lo tanto 

, 	1 	2 	
" 

(1 - C)inn 
(1 + p)(;',(p) 	 a 	 (--j2  

-I / 	i 	I k — 	
1 

¡i/  on k oc 00)1 	 (7 
27r VI 

2  

- C 2 	 27( 	- 	2  
1_ 	(1+p) 

	

 	. 
N/1 -- C2 	01 	p)2  -- 1 

donde en el último paso hemos sustituido f.! por su valor +/, 

Por consiguiente 
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Go(P) - 	, 	 

	

+ 	—1 
	 (2.33) 

Sustituyendo la Ec. (2.33) en la Ec. (2.30) obtenemos 

	

1 	—1 

1(1 	p)2  — 1 	ti 

o bien 

(1 -4- p)2 -- 1 

de donde 

p= fi72 4.7T — 1. 

Pero p= ityri= 1, por lo que 

(17)2  
a5/ 

  

 

(2.34) 

  

Ahora bien, para encontrar las amplitudes f„ de la función de onda del par en el es-
pacio real aplicamos, como ya se mencionó, una transformada de Fourier a f (k), la cual 
se obtiene a partir de la Ec. (2.21). En este caso tenemos que V = O y por lo tanto 

u fo 
f (k)  

Pero E = —D — LS y, en una dimensión, f(k) —21cos(k), por lo que tenemos 

Ufo  
f(k)-- —(D + á) + .1fros(kr 

41 



Efectuando la transformada de Fourier de f(k) obtenemos 

„, Ufo 	e 
A

l. E -04t"flA,) 
 

Ñ  
k n4tca  

donde la última igualdad se sigue de que H., 	mt donde u es el parámetro de red que 
hemos considerado igual a 1. 

Aproximando la suma sobre k en la primera zona de Brillouin (1Z/i) por una integral 
Ek  --> 	fivi) y considerando la paridad del integrando, obtenemos 

	

tifo f
" 	

(Luí', 	Ufo %x ttreas(0,) 
- 2w 	-, 	á)4- lt.cos(x) 	ir Jo -(D+ 	+4/co.s(x) 

	

-111.0 	d.rcos(rer) 	-tifo 	dzcos(nx) 

ir( D -1- /I) o 1 -- i;--V-A-cos(,r) 	ir(D + A) o 1 + Aco.s(x)' 

	

donde A = /.7.--í-1. Pero D = 4/ y á 	D 	+ 	- 1) (ver Ec. (2.34)), por lo que 

	

-1) 	 --1) 
A = 

+ á 	D 115 ) 2  — D) 

de donde se sigue que: 

(2.35) 

Por otra parte, utilizando la. relación (Gradshleyn y Ryzhik, 1980): 

	

re0Sinjj 	Ir 	( 	I)"  
Jo l + A COSGO - 	\ 	A 

obtenemos que: 

	

-Ufo 	ir (lir -- A2-- 
fn 	
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Sustituyendo los valores de A y á (Ecs. (2.35) y (2,34), respectivamente) en la Ultima 
1.1,1 

relación y considerando que 	— 	" 	, obtenemos 

—ufo   \II 4.  (V 
2 	11./.1 	

I 	
(U).2 

1/1 	( ( D)

2  
DVI + (1) 	

D 	tr 

Simplificando y considerando que 	= 9, llegamos a la siguiente expresión para las 
amplitudes de la función de onda en el espacio real 

fo 1 1+
\!) / 

) — 17  , 	 (2.36) 

Cabe señalar que obtenemos las mismas expresiones para á y f„ (ver Apéndice C) 
utilizando el método del espacio de estados y su mapco, el cual veremos en el siguiente 
capítulo. 
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Capítulo 3 

Apareamiento Electrónico en el 
Espacio Real 

3.1 Espacio de Estados y su mapeo 

En esta sección se presenta de Waflera detallada el método del espacio de estados y su 
mapeo (Navarro y Wang, 1092a, 1992b), que permite diagonalizar en forma exacta el 
hamiltoniano de 11ubbard extendido para redes infinitas con pocos electrones, trabajando 
en el espacio real. Este método consiste esencialmente en mapear el problema de llubbard 
a un problema de amarre fuerte en un espacio de mayor dimensión, lo cual nos permite, 
como ya mencionamos, encontrar la solución exacta debido a que el problema de amarre 
fuerte está resuelto.. 

Con el fin de explicar de una Manera sencilla este método, analizaremos un sistema 
unidimensional constituido por dos electrones con espines "opuestos" (es decir, el espín 
total del sistema es cero) en una cadena lineal de A' sitios (N = 2,3,4,• • •). 

Para N = 2, por ejemplo, los posibles estados de configuración de este sistema serán: 

1±0) 

i 21 = l+ 
13)  = 10±) 

14)  (3.1) 
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Figura 3.1: Representación geométrica (red de estados) de los estados de dos electrones 
con espín total cero en una cadena de dos sitios, los estados se representan por círculos 
y las auto—energías se indican dentro de éstos. La numeración fuera de los círculos 
corresponde a los estados indicados en la Ee, 3.1. 

donde el signo -f representa un electrón con espín hacia arriba. (es decir, la componente z 
del espín del electrón es 1/2), el signo — un electrón con espín hacia abajo (la componente 
z del espín del electrón es —1/2) y el signo ± un sitio con dos electrones, uno con espín 
hacia arriba y otro con espin hacia abajo, finalmente el 0 representa un sitio vacío. Para 
fijar ideas consideremos que los dos electrones interaccionan a través del hannItoniano de 
Hubbard simple (más adelante consideraremos el hamiltoniano de Ilubbard extendido): 

H = E ,, 	1- U Enij ni,i , 
1 4,0 
	 (3.2) 

Este hamiltoniano operando sobre el estado 11) lo conecta (esto es, los elementos de 
matriz correspondientes son distintos de cero) a los estados 12) y 14) (ver Fig. 3.1). La 
auto—energía de los estados 11) y 13) es U mientras que la auto—energía de los estados 
12) y 14) es O. 

Nótese que el problema de muchos cuerpos (el cual involucra el producto de cuatro 
operadores fermiónicos) ha sido mapeado al de una sola partícula en un problema de 
amarre fuerte. Si el operador bt crea un estado li) en la Ec. (3.1), el nuevo hamiltoniano 
es (Truginan, 1990): 

E c iibtt, 	bi  , 	 (3.3) 
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el cual no contiene interacciones entre partículas de manera explícita. 

Sin embargo, los sitios en este problema  de  amarre fuerte representan estados de 
muchos cuerpos y no los orbitales atómicos o funciones de Wannier que usualmente se 
utilizan. 

En notación matricial if viene dada por: 

t 0 I) 
t 0 1. 0 
O f I% t. 
t O 1 

Esta matriz puede diagonalizarse de manera exacta. Los cuatro valores propios son: 

U Vu,  f 1617  
2 

h l 	O 

11 

(1  4- Vil," :ti: 1¿í 

Los vectores propios (sin normalizar) que corresponden a estas energías son: 

, 
ifi) 	1 2) f 14) 	/;),(1t) 	13)) 

102) = 12) —41) 

103) = II) 13) 

k"4) = 12) 	1 4) — 1(11) + 13)) 

Aquí 11) y 14) corresponden a un estado de singulete mientras que 12) y 13) correspon• 
den a un estado de triplete. Así, en este sencillo ejemplo, hemos podido encontrar una 
solución exacta al problema de Hubbard mapeándolo a un problema de amarre fuerte. 

En general, el número de estados de configuración para. una red cualquiera de N sitios 
con dos electrones con espín total cero es N 2. 

Para el caso de cuatro sitios, los estados de configuración pueden ordenarse de la 
siguiente forma: 

(3.4) 

(3.5) 
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Figura 3.2: Representación geométrica (red de estados) de los estados de dos electrones con 
espín total cero en una cadena de cuatro sitios , los estados sc representan por círculos y las 
auto—energías se indican dentro de éstos. La numeración fuera de los círculos corresponde 
a los estados indicados en la Ec. 3.6, La red de estados se mapea a una cadena lineal que 
contiene impurezas y la dirección de proyección se indica por las lineas discontinuas. La 
cadena final esta formada por estados efectivos, representados por elipses y parámetros 
de transferencia efectivos indicados por fi. 
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11) = 1 ± 000), 
15) = 10  1. 0—),  
19) = 1 — 0 + 0), 
113) =1000±), 

12) = 1+ —00), 
16) -= 10 .1- 	-0), 
110) = 10 — +0), 
114) = 100 — +), 

13) 
17) 
111) 
115) 

= 1+ 0 — 0), 
= 10 	00), 
=100 ± 0), 
=10 — 0+), 

14) 
18) 
112) 
116) 

1+ 00—), 
= 1 — +00), 

100 4- 	• -), 
= 1 — 00+) . 

(3.6) 

En la figura, 3.2 se muestra la representación geométrica. de los 16 estados anteriores, 
donde los círculos indican los estados de configuración y la numeración corresponde a cada 
uno de los estados de la Ec. (3.6). La forma de colocar cada uno de los estados, dentro 
de la representación geométrica del espacio de estados, es tomando en cuenta que habrá 
un enlace entre dos estados siempre y cuando la forma de pasar de uno de los estados al 
otro, sea mediante el salto de un electrón de un sitio a otro sitio vecino, ya que estamos 
considerando solamente interacciones a primeros vecinos. En cualquier otro caso no habrá 
enlaces. 

Dentro del hamiltoniano de Hubbard exten(lido, la existencia (le un estado con un sitio 
ocupado por dos electrones requiere una energía U, como es el caso de los estados 11), 
17), 111) y 113). Asimismo, un estado en el cual los dos electrones se encuentran en sitios 
vecinos más próximos, demanda una energía V. Por ejemplo, en la Ec. (3.6) los estados 
12), 16), 18), 110), 112) y 114) tienen una auto-energía V. En cambio, un estado con dos 
electrones situados en sitios lejanos no exige ninguna energía, dentro del hamiltoniano 
de Hubbard extendido (Ec. 2.11). La amplitud de la probabilidad de transición entre 
los estados vecinos de la Fig. 3.2 es I, ya que la diferencia entre estos dos estados es 
simplemente el salto (hoppiny) de un electrón de un sitio a otro sitio vecino (ver Ec. 3.6). 
Por lo tanto, el problema original del hamiltoniano de Hubbard extendido en una cadena 
lineal con dos electrones con espín total cero es equivalente a un problema de amarre 
fuerte de una red bidimensional que contiene impurezas cuyas auto—energías pueden ser 
U o V. 

Ahora bien, cuando el hamiltoniano no depende del espín, la función de onda de un 
sistema de partículas puede escribirse en forma de producto 

sb(C1,(2,...) 
	

(3.7) 

donde Ci representa el conjunto de tres coordenadas espaciales y la proyección del espín de. 
la partícula i. La función 99 depende únicamente de las coordenadas de las partículas, y la. 
función x, sólo de sus espines; a la primera función se le llanta función de onda espacial u 
orbital y a la segunda función de onda de espín, En este caso, en el que el hamiltoniano no 
depende dd espín, la ecuación de Schródinger sólo determina, la función de onda espacial 
c,o, dejando la función x arbitraria. 

No obstante, a pesar de la independencia del hamiltoniano respecto del espín, existe 
una dependencia de la energía con respecto al espín total del sistema, la cual procede, a fin 
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de cuentas, de la indistinguibilidad de las partículas idénticas. Consideremos un sistema 
constituido por dos partículas idénticas. Después de resolver la ecuación de Schródinger 
hallamos una. serie de niveles de energía a. cada uno de los cuales corresponde una determi-
nada función de. onda. espacial ,,,,(r t  , r2 ) simétrica o antisimétrica. Efectivamente, en virtud 
de la identidad de las partículas, el hamiltoniano (y con él la ecuación de Schródinger) 
del sistema es invariante respecto de la permutación de aquéllas. Si los niveles de energía. 
son no degenerados, al permutar las coordenadas 1.1  y r2  la función i,a(ri , r2 ) sólo puede 
cambiar en un factor constante; pero si se hace de nuevo la permutación se comprueba 
que este factor puede ser igual únicamente a :I 1. Cuando existe degeneración siempre es 
posible elegir combinaciones lineales de las funciones, relativas al nivel de energía dado, 
que también cumplan esta condición. Si el sistema consta de dos electrones, la función 
de onda total del sistema (o sea, el producto de la función de onda espacial y la función 
de onda de espín) debe ser antisimétrica bajo el intercambio de los dos electrones. Por 
esto, si la. función de onda espacial es simétlica, la función de espín debe ser antisimétrica. 
y viceversa. Aquellos niveles de energía a los cuales corresponden soluciones simétricas 
9(1.1 , r2 ) de la ecuación de Schródinger pueden realmente existir para. un espín total del 
sistema igual a cero (estado de singulete), es decir, cuando los espines de ambos electrones 
son "antiparalelos", dando una suma nula. Pero los valores de la energía ligados a hin-
dones antisimétricas (p(r i ,r2) exigen un espín total igual a la unidad (estado de triplete), 
es decir, los electrones deben ser "paralelos". 

La antisimetría de la función de onda. total asegura. que dos electrones con el mismo 
valor de la proyección del espín, no pueden ocupar el 'nimia) estado (Principio de Exclusión 
de Pauli), lo cual significa, dentro del modelo de llubbard, el mismo sitio. En el caso de dos 
electrones asociamos las combinaciones de singulete y triplete con las soluciones simétricas 
y antisimétricas del problema de amarre fuerte en el espacio de estados sin restricciones 
estadísticas debidas al Principio de Exclusión de Pauli. Esto es, al resolver el problema 
de. amarre fuerte en el espacio de estados, se obtendrá un conjunto de soluciones. De 
este conjunto de soluciones, las funciones de onda simétricas corresponden al singulete 
mientras que las funciones de onda antisimétricas corresponden al triplete. 

Para el caso de dos electrones en una cadena lineal con un numero infinito de sitios, 
la red de estados tiene la forma de un arreglo cuadrático bidimensional infinito con un 
número infinito de impurezas, localizadas en las cadenas diagonales (ver Fig. 3.2). Esta 
red de estados tiene solución exacta, puesto que, como ya mencionamos el hamiltoniano 
para dicha red es el de amarre fuerte. Una forma simple de encontrar la solución consiste 
en aprovechar la simetría traslacionl de las impurezas y n'apear la red bidimensional 
a una cadena lineal (Ealicov e Yndurain, I975), como se muestra en la Fig. 3.2, donde 

21cos(K a I V:2) es el parámetro de transferencia efectivo entre dos estados efectivos 
vecinos, siendo a = 1 la distancia de la red de estados y K el vector de onda en la. 
dirección de la proyección (ver Apéndice H). En otras palabras, estamos tratando la red 
biditnensional en un espacio combinado, una dirección en el espacio real y la otra en 
el espacio recíproco. Para cada It dada, tenemos una red unidimensional que puede 
resolverse por medio de la técnica de la matriz de transferencia (Falicov e Ynclurain, 
1975). Finalmente, el resultado de una dimensión se tiene que integrar con respecto a E 
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sobre la primera zona de Lirillottin. 

En el caso de dos electrones con espín total cero en una red cuadrada infinita, tenernos 
que u = 2 y d = 2, y los estados forman una red hiper-ctibica en un espacio de cua-
tro dimensiones. La manera de encontrar la solución es similar al caso unidimensional. 
Primero, se realiza un maneo del arreglo de estados de cuatro dimensiones a una red de 
dos dimensiones, solamente que ahora se tienen dos parámetros de transferencia efectivos: 
fl,„ 2teos(IGabb-) y a„ 2teos(K0/11), donde /1".„ y E, son los vectores de onda en 
el plano de proyección .ry. Para. cada par (IG,K,) se tiene una red cuadrática bidimen-
sional de estados con una impureza cuya auto—energía es U, rodeada por cuatro estados 
cuya auto—energía es E y los demás estados con auto—energía igual a cero. Dicha red se 
resuelve dentro del hamiltoniano de amarre fuerte, el resultado bidimensional se integra 
con respecto a K, y a Ey  sobre toda la. primera. zona de Brillotrin. 

Para el caso general de n electrones en un cristal de d dimensiones, el arreglo geométrico 
del conjunto de estados corresponde a una red de ad—dimensiones, donde el principio de 
exclusión de Pauli determina la forma geométrica de dicha red. Este. arreglo de estados 
puede ser descrito por medio de un hamiltoniano de arurre fuerte, donde la auto—energía 
de los estados con un sitio doblemente ocupado estará (lada por ti, la auto—energía para 
los estados con sitios vecinos que estén simplemente ocupados estará dada. por V y los 
demás estados tendrán auto—energía igual a cero. La integral de transferencia entre dos 
estados vecinos será t. 

3.2 Apareamiento en la Red Triangular 

En esta sección consideraremos la solución del hamiltoniano de 	bbard extendido para. el 
problema de dos electrones así corno el de dos huecos, tanto con espín total cero MIDO C011 

espín total uno, en una red triangular infinita, usando el método del espacio de estados y 
su mapeo. 

En el caso de una red triangular infinita con dos electrones, los estados de configuración 
forman una red tetradimensional descrita por un hamiltoniano de amarre fuerte, cuya es-
tructura está determinada por ol principio de exclusión de Pauli. La manera de encontrar 
la solución a este problema es similar al caso de una di 'ilusión, excepto que ahora el mapeo 
se hace de una red de estados de cuatro dimensiones a una red de estados efectivos bidi-
rnensional. Como se muestra en la Fig. 3.3, este arreglo bidimensional resulta ser una red 
triangular infinita con 1111 sitio central con auto—energía (1 rodeado por seis sitios vecinos 
con auto—energía E. Los sitios re.stantes tienen unta—energía cero. En esta red proyee 
tasa. se tienen tres parámetros de transferencia ( hopping) efectivos, correspondientes a las 
tres direcciones distintas que se pueden identificar en la red triangular. Estos párametros 
de transferencia efectivos son: /3,,, = 21cos(Era/12,) y fij. 	2t coslUsTy 	4/(,,,ja/2 V21, 
donde li,. y E, son las componentes del vector de onda en el plano de proyección .ry. Los 
resultados bidimensionales deben integrarse ruin respecto a N,. y K y  dentro de la primera 
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zona de Brillouin. 

Con el fin de analizar el aparcamiento en la red triangular, se ha estudiado la energía 
de amarre o "gap" (A) y la longitud de coherencia W, tanto para el sistema de dos 
electrones como para el sistema de dos huecos. 

El comportamiento de dos huecos puede deducirse estudiando dos electrones en el 
sistema con el párametro de transferencia con el signo cambiado. Corno ya se mencionó, 
las funciones de onda espaciales simétricas, estarán asociadas al singulete mientras que las 
funciones de onda espaciales antisimétricas estarán asociadas al triplete. Para el caso de 
dos electrones, el parámetro 	= t en la ecuación (2.11) se tomó igual a —1, mientras que 
para el caso de huecos se tomó igual a +1. Una vez proyectado el arreglo tetradimensional 
de estados a una red efectiva se llevaron a cabo diagonalizaciones numéricas en una red 
triangular truncada de 2269 estados efectivos para el caso de dos electrones con espín 
total cero y en una red triangular truncada de 1801 estados efectivos para el caso de dos 
huecos con espín total cero. Los cálculos se efectuaron para los distintos regímenes de 
interacción que contempla el hamiltoniano de flubbard extendido. Para el caso de das 
electrones y dos huecos en el estado triplete (espín total uno) los cálculos se realizaron en 
una red triangular truncada de 1801 estados efectivos. 

Es importante señalar que, debido a la simetría de la función de onda del estado base de 
dos electrones con espín total cero, la red de 2269 estados efectivos puede renormalizarse a 
una doceava parte de su tamaño total, de tal forma. que la, matriz que se diagonaliza (para 
cada U y V) es de 210x210. El tamaño de la matriz utilizada para las diagonalizaciones 
numéricas se escogió como el mínimo tamaño para el cual las cantidades físicas, tales como 
la energía de amarre y la longitud de coherencia, no tenían una variación importante con 
el tamaño de la matriz. 

Sin embargo, para el caso de dos huecos con espín total cero asa como para los casos 
de dos partículas con espín total uno, la red de 1801 estados efectivos se renormaliza 
solamente a la mitad de su tamaño total con el fin de considerar estados cuyas funciones 
de onda no tienen la simetría rotacional de la red, de tal forma que la matriz que se 
diagonaliza (para cada U y V) es de 913x913. Notemos que la simetría o bien la anti 
simetría de la función de onda espacial de dos fermiones, nos permite renormalizar una 
red dada a la mitad con condiciones a la frontera simétricas o antisimétricas dependiendo 
si se considera espín total cero o espín total tino, respectivamente. 

La energía de amarre ha. sido calculada a partir de la diferencia de energías entre el 
estado de par con energía más baja (K = O) y el borde inferior de la banda cuando no 
hay interacción electrón-electrón. 

La longitud de coherencia constituye otra cantidad importante para caracterizar el 
estado apareado y se calcula directamente a partir de la extensión espacial de la función de 
probabilidad del par de electrones, 	donde c es la distancia entre las dos partículas. 
En el presente trabajo consideraremos que ti es la separación entre los dos electrones 
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cuando liNr Q2  tiene el valor 1ft del valor máximo de 

En las figuras 3.1 y 3.5 se muestran las gráficas de la energía de amarre como función 
de los parámetros de interacción U y V', para dos electrones y para dos huecos (en ambos 
casos se considera el estado de singulete) en una red triangular infinita, respectivamente. 

En ambas gráficas se puede notar la falta de simetría entre las variaciones de la energía 
de amarre como función de tí y como función de V, así como la dependencia casi lineal 
entre la energía de amarre y el parámetro U para 11:1 	O. 

Es importante hacer notar la evidente asimetría que existe entre la energía de amarre 
de dos' electrones y la energía de amarre de dos huecos en una red frustrada como lo 

es la red triangular. Asimismo, al comparar las gráficas 3.4 y 3.5, se observa que el 
apareamiento de dos huecos en el estado de singulete es más fuerte que el apareamiento 
de dos electrones en el estado de singulete para todos los regímenes de interacción que 
considera el hamiltoniano de Hollan] extendido. 

Finalmente en ambas gráficas se muestra, en la frontera de la superficie con A = O, 
la transición de fase entre el estado aparcado y el estado no apareado. Cabe señalar que 
para cada U y V dados, existe una pequeña banda. de estados apareados ya que para cada 
vector de onda K se tiene un estado apareado. La existencia de  la banda de los estados 

apareados caracterizados por el vector de onda en el plano de proyección K indica que los 
pares de electrones son móviles y la. movilidad de estos pares está directamente relacionada 
con el ancho de dicha banda. 

En las figuras 3.6 y 3.7, se muestra el comportamiento de la longitud de coherencia en 
fruición de U y V para dos electrones y para dos huecos en el estado de singulete en una. red 
triangular, respectivamente. Se puede observar, en ambos casos, que para los estados no 
ligados, tiene la longitud de) sistema y para los estados ligados U > 0 y V < O, decrece 
inversamente con la energía de amarre. Una de las peculiaridades del hamdtoniano de 

Ilubbard extendido es que es casi constante para todos los estados apareados cuando 
la atracción local 1.1 es lo suficientemente fuerte para dominar la interacción repulsiva 
interatómica V. Esta característica. se presenta para sistemas tanto de una ditnensióit 
como de dos dimensiones (ver Apéndice C). 

Cabe mencionar que cuando V <0y/1 > O, la longitud de coherencia es siempre 
más grande que el parámetro de red. También se puede notar que para el régimen de 
interacciones fuertes, la longitud de coherencia para una V dada es mayor en un parámetro 
de la red que la correspondiente al mismo valor de U. Esto se debe a que V es el 

parámetro de las interacciones interatómicas y consecuentemente, la máxima probabilidad 
de encontrar el par se obtiene cuando éste tiene una separación de un parámetro de la red. 
Por lo tanto, la extensión característica superior del par de electrones, bajo la atracción 
de V ‹. 0, es siempre mayor que el parámetro de la red. 

Por último observamos que la longitud de coherencia para dos huecos en el estado de 
singulete es más pequeña que la de dos electrones en el estado de singulete para todos los 
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regímenes de interacción, ya que el apareamiento de dos huecos es mucho más fuerte que 
el de dos electrones, lo cual conduce, a una  mayor localización de la función de onda. del 
par de huecos. 

En la Fig. 3.8 se muestran las gráficas de la energía de amarre y la longitud de coheren-
cia tanto para dos huecos corno para dos electrones en el estado de triplete. Se observa 
que, también en este caso, el apareamiento de dos huecos es mucho más fuerte que el de 
dos electrones. 

En la Fig. 3.9 se hace una comparación entre la energía de amarre correspondiente a 
dos electrones que forman un estado de singulete en el límite de U 	oo y la energía de 
amarre correspondiente a dos electrones que forman un estado de triplete. En el caso de 
dos electrones en el estado de singulete se observa que la energía de amarre es mayor que 
la energía de amarre correspondiente a dos electrones en el estado de triplete, aún para 

oo. Esto es, el estado con menor energía (estado base) de dos electrones apareados 
siempre es singulete. Sin embargo, para ciertos valores de U y V, el estado base de dos 
huecos apareados es triplete. Este hecho contrasta con lo que sucede en la cadena lineal 
y en la red cuadrada, ya que en éstas se tiene que el estado base siempre es singulete (ver 
Apéndice C), En la Fig. 3.10 se muestra el diagrama de fase para el estado base de dos 
huecos en la red triangular. (lacemos notar que para !-.)-l  < —1 y 	< —1, la curva que It 
separa la región de singulete de la región de triplete se aproxima a I  Í= 1:1  — 1, o bien a 
U = V — PI. En este caso, si U < V 111 el estado base es singulete y si U > V —111, el 
estado base es triplete. 

A continuación se da una explicación cualitativa de porque la energía de amarre para 
dos huecos es mayor que la de dos 'electrones. Corno ya se mencionó, el problema de 
ilubbard para dos partículas es equivalente a un problema de amarre fuerte de una sida 
partícula en una red con impurezas. En el caso de una red bidimensional con una impureza. 
con autoenergía c (t < O) y descrita por un hamiltoniano de amarre fuerte, siempre existe 
un estado ligado sin importar que tan pequeña sea 1(1. Para un valor de Itl muy pequeño 
se tiene que (Economou, 1983): 

Er, — F,c —Ce:rp(—  1), c < O 
i(iPd 

(3.8) 

donde C es una constante positiva, ild es la densidad de estados en el extremo inferior de 
la banda de energía criando no hay impureza alguna, Ei  es el valor de la errergia en ese 
punto y E j, es la energía del sistema cuando se considera a la impureza. 

Así, la energía de amarre LS = lE„ — 	para. una perturbación pequeña depende 
exponencialmente del valor de dicha perturbación. Cabe señalar que tal dependencia 
proviene directamente de la discontinuidad de la densidad de estados (cuando no hay 
impurezas) en los extremos de la banda de energía, lo cual es un aspecto característico  de  
los sistemas bidimensionales (Economon, 1983). 
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Figura 3.3: Red de estados efectivos para dos electrones con espín total cero en una red 
triangular. Se muestran las auto—energías (indicadas dentro de los círculos) así como los 
parámetros de transferencia efectivos: /3r  y fly±. 
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Figura 3.4: Energía de amarre (á) para dos electrones con espín total cero en una red 
triangular, en función de los parámetros U/1/1 y li/itg. 



Figura 3.5: Energía de amarre (A) para dos huecos con espín total cero en una red 
triangular, en función de los parámetros U/Ill y 



Figura 3.6. Longitud de coherencia (I) vs. U/Itl y 	para dos electrones con espín 
total cero en una red triangular. l es infinita para estados no apareados. 
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Figura 3.7: Longitud de coherencia (e) vs. U/Iti y 1//1/1 para dos huecos con espín total 
cero en una red triangular. es infinita para estados no apareados. 
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Figura 3.8: Gráficas de (a) la energía de amarre (A) y (b) la longitud de coherencia (e) 
tanto para dos huecos como para dos electrones con espín total uno en una red triangular 
como función de V/1/1. 
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Figura 3.9: Comparación entre la energía de amarre (á) como función de V/1/1, corres-
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Figura 3.10: Diagrama (le fase para el estado base de dos huecos en una red triangular. 
Para 	< —1 y 11  < —1, la curva que separa la región de singulete (le la región de triplete 

se aproxima a 11 	— 1. 
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Figura 3.11: Banda de energía para un modelo simple de potencial tridimensional (po-
tencial periódico con un solo defecto) corno función de la desviación U del potencial del 
defecto del potencial en un sitio sin perturbar de la red. Dependiendo del signo de U, el 
estado de más alta o más baja energía se separa de la banda cuasicontinua. El estado 
separado está espacialmente localizado en la vecindad del defecto. 

Ahora bien, en el caso de la red triangular tenemos que la densidad de estados (sin 
perturbar) en el extremo inferior de la banda de energía correspondiente a un hueco es 
mayor que la correspondiente a un electrón, corno se aprecia en la Fig. 1.5. Cabe sci►alar 
que en esta figura se ha dibujado la densidad de estados para un electrón (/3 = —1) en 
la red triangular. La densidad de estados para un hueco (/3 = 1) en la red triangular 
corresponde a la misma gráfica pero c►unbiando E( energía) por —E. De esta manera la 
energía de amarre para dos huecos es mayor que la de dos electrones, al menos cuando 
tenemos U < O y V=0 ya que este problema equivale a un problema de amarre fuerte 
con una impureza (U). Extendiendo este argumento, al menos cualitativamente, a los 
demás casos (U O y V O) podemos decir que el apareamiento de dos huecos es más 
fuerte que el de dos electrones debido a que la densidad de estados para un hueco en una 
red triangular sin perturbaciones es mayor que la de un electrón. 

Como resolver el problema de apareamiento de dos partículas a través del hamiltoniano 
de llubbard es equivalente a resolver el problema de una sola partícula en una red con 
impurezas, cabe discutir un poco lo que sucede en este Ultimo caso. 

Es un resultado general (Madel u pg, 1978) que la presencia de una impureza en un 
potencial que de otra manera sería periódico, da lugar al scpar►unicnto de un estado de la 
banda considerada. Si el potencial adicional U(r) introducido por el defecto es positivo, 
el estado del extremo superior de la banda es el que se separa y MI energía está por arriba 
de la banda. En cambio si U(r) es negativo;  el estado del extremo inferior de la banda es 
el que se separa y su energía yace por debajo de la banda. Dentro de la banda sólo hay 
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ligeros desplazamientos de los estados. Mientras que una función de onda dentro de la 
banda permanece aproximadamente cuino un función de 13Ioch delocalizada, la función de 
onda. asociada al estado que se separa es localizada. En la Fig. 3.11 (Madelung, 1978), se 
reproduce un caso particular de este comportamiento. Consideremos ahora lo que sucede 
para el caso de un hueco en una red triangular con impurezas. El estado base para un 
Trueco en una red triangular descrita por un hamiltoniano de amarre fuerte sin impurezas 
está doblemente degenerado. Las dos funciones de onda se encuentran esquematizadas en 
la Fig. :3.12, donde A y 13 satisfacen 1) = 4A. 

Cuando se tiene una. impureza con autoenergía U < 	rodeada. por seis impurezas 
V, y 1/ < V -- 	(1 es el parámetro de transferencia), el estado ligado de menor energía 
(el cual corresponde al estado aparcado de menor energía) se forma. a partir de la solución 
simétrica del problema sin impurezas ya que ésta tiene una amplitud distinta de cero en 
un sitio (sitio con autoenergía 	rodeado por seis sitios (con autoenergía V) con la misma 
amplitud entre sí. Asimismo, cuando V < —Id y V < U + III, el estado ligado de más 
baja energía se forma a partir de la solución antisimétrica del problema sin impurezas ya 
que esta. solución está constituida por un sitio con amplitud cero (sitio con impureza fi) 
rodearlo por seis sitios con la misma amplitud (distinta de cero) en valor absoluto. Vernos 
entonces que, cuando V < —PI y V < 11 +111, la función de onda del estado base del par 
de huecos es antisimétrica lo cual corresponde a un estado de triplete. Así, el hecho de 
que el estado base de nu par de huecos sea triplete o singulete (dependiendo de los valores 
de 	y V), es una consecuencia de la. estructura de las hincicnies de onda correspondientes 
al estado base cuando 11 -,--- V = O. 

Finalmente cabe señalar que, en el caso de dos electrones con espín total cero, la 
función de onda correspondiente al estado apareado se forma. a partir de la función de 
onda del estado base correspondiente a U 	V 0. Este estado base es único, la función 
de onda es real y tiene la misma amplitud en todos los sitios, por tanto la función de onda 
del estado apareado tendrá la simetría rotacional de la red de estados efectivos. En este 
caso podemos aplicar el método desarrollado en la última sección del capítulo 2. Así, la 
energía de amarre para dos electrones en 1111 estado de singulete J= Dp (donde 1) = 21 
y z es el número de primeros vecinos, que en esto caso es seis) viene dada de manera 
implícita por la Ec. ( 2.27) 

Co(p)fu+ w(1 	p)2 	ivu(1 	p)) 	w(1 	p) 	uni 3 1 = 0, 

la cual puede resolverse de manera númerica para distintos valores de U y V. En este 
caso Cio  viene dada por: 

d 	d k 	 

ZU II"l + p — 3-leos(K,J 2ros( 11,;it )cos( 2 s )1 
(3.9) 

donde la integral se realiza sobre la primera zona de llrillouin (1Z 8) de la red triangular 
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cuyo volumen es Vivi 

3.3 	Comparación entre la Red Triangular y las Re- 
des Lineal y Cuadrada 

Exceptuando el caso de dos huecos en la red triangular, la energía de amarre en dos 
dimensiones es siempre más pequeño que en una dimensión para los mismos parámetros U 
y V, lo cual refleja la importancia de la dimensionalidad en los fenómenos correlacionados. 
Sin embargo, para algunos valores de I/ y V, la energía de amarre para dos huecos con 
espín total cero en la red triangular es aún mayor que el de dos partículas en la cadena 
lineal. En este caso la frustración de estados alai-bowling en la red triangular resulta 
tener un efecto más importante que la dimensión del sistema. 

Asimismo, tanto mi los sistemas de una como de dos dimensiones, la longitud de 
coherencia decrece inversamente con la energía. de amarre y es casi constante (dentro 
del formalismo del hamiltonlano de llubbard extendido) para todos los estados apareados 
cuando la atracción local es lo suficientemente fuerte para dominar la interacción repulsiva. 
interatómica. 

En las Figs. 3.13 y 3.14 se hace una comparación de la. energía. de amarre y la longitud 
de coherencia para dos partículas situadas en una red triangular, en una red cuadrada 
y en una cadena lineal, para algunos regímenes de interacción. Se puede observar que 
para interacciones fuertes las longitudes de coherencia de dos partículas en una red lineal, 
en una red cuadrada y en una red triangular coinciden, Esto se debe a q ue cuando 
atracción entre dos partículas es mucho mayor que el parámetro de transferencia, los 
grados de libertad del sistema dejan de ser una característica importante. En el caso 
particular de V 	O y U < O (Fig. 3.13) notamos que la energía de amarre para dos 
electrones con espítotal cero en la red triangular es menor que la energía de amarre para 
dos partículas (electrones o huecos) con espín total cero VII la red cuadrada. Esto puede 
explicarse de la siguiente manera. En la red triangular el numero de vecinos es mayor que 
en la red cuadrada y en la cadena lineal, esto implica que hay una mayor competencia 
entre la interacción U <O que tiende a concentrar a los dos electrones en un mismo sitio 
y el parámetro de transferencia 1 que hace que un electrón salte de un sitio a. otro. Sin 
embargo, la energía de amarre de dos huecos en la red triangular es aún mayor que la de 
dos partículas en la red cuadrada. 

Por otra parte, en el caso particular de ti 	O y V <O (Fig. 3.14), el apareamiento 
de dos partículas en la red cuadrada es similar al de dos electrones en la red triangular, 
lo cual se debe a que al aumentar el mímero de vecinos aumenta la energía cinética pero 
al mismo tiempo aumenta la energía potencial ya que la atracción total es proporcional 
al número de vecinos. 
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a) 

Figura 3.12: Funciones de onda correspondientes al estado base de un hueco en una red 
triangular sin impurezas. Los sitios se representan por círculos y la amplitud de la función 
de onda se indica en el interior de éstos. 
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Figura 3.13: Gráficas de (a) la energía de amarre (A) y (h) la longitud de coherencia (1) 
como función de U/ttl (V = O), para dos electrones y dos huecos con espín total cero en 
una red triangular, en una red cuadrada y en una cadena lineal. 
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Asimismo es notable el comportamiento <le la energía de amarre correspondiente a dos 
huecos en la red triangular ya que, para 1111 pequeña, la energía de amarre es similar al 
que se tiene para dos electrones en una red bidimensional, mientras que para 11/I grande se 
observa un comportamiento unidimensional (ver Fig. :1.11). Esto es, existe una transición 
de dimensionalidad en el comportamiento de dos huecos para U = O y l' < O. 

••• 
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Conclusiones 

E'n la presente tesis se llevó a cabo un estudio del apareamiento tanto para electrones 
como para huecos en una red triangular, usando para ello el harniltoniano de Ilubbard 
extendido asi COMO el ntétodo del mapeo. En cuanto a los resultados obtenidos. los puntos 
más relevantes se mencionan a continuación: 

1.- Se encontró que, en la red triangular, existe una asimetría entre el apareamiento de 
huecos y el de electrones, en contraste con lo que sucede en redes bipartitas (como lo son 
la red lineal y la red cuadrada), donde hay una simetría completa, entre el apareamiento de 
huecos y el de electrones. Esta asimetría se debe a la frustración de estados anti-enlaza.ntes 
(antibonding) en la red triangular. 

2.- En la red triangular, el apareamiento de huecos es unís fuerte que el de electrones 

para todos los regímenes de interacción que considera el hamiltoniano de Hubbard. El 
hecho de que el apareamiento de huecos sea más fuerte que el de electrones es una con-
secuencia de.que la densidad de estados para huecos en el límite inferior de la banda de 
energía (sin perturbar) es mayor que la de los electrones, 

3. Se observó que, en una red triangular, el estado base de dos huecos apareados es el 
triplete para ciertos valores de U y V. Esto implica que para. estos valores de U y V, dos 
huecos con espín total uno se aparean más fácilmente que dos huecos con espín total cero. 
Este hecho rxmtrasta con lo que ocurre para dos electrones en las tres redes examinadas 
(lineal, cuadrada y triangular), ya que en éstas el estado base siempre es singulete. 

4.- Al comparar los resultados obtenidos para dos electrones y dos huecos en las tres 
redes examinadas, se puede observar la importancia de la dimensionalidad y del m'ollero 
de vecinos en la formación de pares de portadores de carga. 

5.-En el caso particular de U 	0yV<0 se encontró una transición de dimensionali- 
dad en el comportamiento de la energía. de amarre para dos huecos (en estarlo de singulete) 
en una red triangular. Para 1VI pequeña, lit. energía de amarre para dos huecos tiene un 
comportamiento bidimensional, mientras que, para IV! grande, la energía de amarre se 
comporta como la de una red unidimensional. 

11ay que enfatizar que el método utilizado (del espacio de estados y su mapeo) permite 
calcular la función de onda de dos partículas, en la base de los estados de configura.ción, 
de manera directa y sin ninguna aproximación, a diferencia del enfoque tradicional que 
supone el desarrollo de la. función de onda de muchas part ícelas en determinantes de Slater 
(Taylor, 1970). 

Asimismo, el método del mapeo permite reducir el tiempo de cómputo empleado para 
obtener un resultado exacto en comparación con el método convencional de diagonali-
zación exacta. Por ejemplo, en el caso del problema de dos electrones, el tamaño de 

Mlé 
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la matriz por diagonalizar se incrementa como el cuadrado del tamaño del sistema para 
la diagonalización exacta mientras que con este método el incremento es lineal. Por 
consiguiente este método es adecuado para sistemas grandes. 

Por otra parte, cabe mencionar que en este trabajo liemos estudiado únicamente el 
apareamiento de dos partículas. El estado superconductor requiere la condensación de 
Bose-Einstein de tales pares de partículas. Los resultados obtenidos aqui, son válidos 
exclusivamente para sistemas con baja densidad de electrones o de huecos, donde co-
rrelaciones de tres partículas no son importantes. Para sistemas que contienen muchas 
partículas, el presente estudio podría considerarse como la aproximación de campo medio 
a segundos vednos, puesto que el efecto de los demás electrones se toma en cuenta en 
forma promedio dentro de los parámetros 11 y V. 

Asimismo, se ha mostrado (Ilirsch ti al. 1989; Marsiglio ti al. 1990a., 1990b) que 
hamiltonianos que contienen términos que rompen la simetría electrón-hueco y que fa-
vorecen el apareamiento de huecos, dan lugar a superconductividad, por lo que el pre-
sente estudio es importante dado que, en este caso, es la topologia no-bipartita de la red 
triangular la que induce dicha asimetría favoreciendo el apareamiento de huecos, y no el 
hamiltoniano de manera explícita. 

Por último cabe señalar que, de acuerdo con los resultados obtenidos, se podría esperar 
una asimetría entre el apareamiento de huecos y el de electrones en redes que presenten 
frustración de estados auti-enlazantes, lo cual favorecería el apareamiento de huecos. Esto 
puede ser de interés para el estudio de los materiales superconductores de alta temperatura 
de transición, ya que en la mayoría de estos sistemas la conducción es por huecos, además 
de presentar un comportamiento bidimensional (Cyrot y l'ayuna, 1992). 
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Apéndice A 

Técnica de la Función de Green. 

La función de Green independiente del tiempo puede definirse (Economou 1983) come la 
solución de la ecuación diferencial inhornogénea del tipo 

	

[z — L(r)ri(r, r'; z) 	h(r — r') , 	 (A.I) 

	

donde z es una variable compleja con .\ 	fic{z) y .s 	/m{z}. L(r) es un operador 
independiente del tiempo, lineal y hermitiano, además de que tiene un conjunto completo 
de funciones propias 1/2„(r)}, es decir, 

L(r)0„(r) 	A0/5„(r) , 	 (A.2) 

donde, { 0„(r)) satisface las mismas condiciones a la frontera que G(r, r'; z). 

El estudio de las funciones de Green en el caso cuántico resulta más conveniente 
realizarlo utilizando la notación de Dirime, para lo cual escribimos las siguientes definiciones 

0„(r) 	(r10,,), 

á(r 	r91,(r) F- (rJLIr'), 

G( r, r'; z) = (riG(z)lr'), 

	

(r1r1) 	ii(r 	r'), 

dr¡r)(r1 	1. 
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En esta notación se puede escribir 

(z — L)G(z) = I 

Aran) 

(Oni<15 m) 

1,10.)(Oni 	1. 

	

Si los valores propios de z 	L uo S011 cero, es decir, si z 	{A„}, podernos escribir la 
función de, G(z), como: 

G(z) —  
L 

De donde, obtenemos 

10n)(07,1 
G(:) 	 1e„)(0,, = 	 )(d'ir I  

II „ 

Más explicitamentc podernos obtener a G(z) corno: 

G(2) = E 	
A„ 

----- 	drr—i0u)(0
' 

z —  

o en la representación espacial 

Oi(r)0:.(r9 	15,r(r)sb:r(11) 

	

G(r, r'; z) 	 , 	4 	di, 
n 	A n 	 ” An 

Como L es un operador Ifermitico, todos sus valores propios {A„} son reales. Por tanto, 

si Int{,:} 	O tenemos que z # {4) lo que significa que. G(1) es una función analítica en 

el plano complejo z con excepción de los puntos en el espacio real que corresponden a los 

valores propios de L. Si z = A, donde A pertenece al espectro continuo de L, G(r, r'; ,1) no 

esta bien definida ya que la integral de la ecuación anterior tiene un polo. Sin embargo, 

se puede intentar definir G(r, r'; A) por medio de un proceso límite. En el caso más 

común, donde las funciones propias asociados con el espectro continuo son extendidos 

(i. c. no decaen cuando r —4 oo), los límites de G(r, r'; A ± i.$) criando s —t 04  existen 

pero son diferentes uno de otro. Para sistemas desordenados (Econornou 1983) existe 

la posibilidad de un espectro continuo asociado con funciones propias localizadas (i. c., 
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estados que decaen suficientemente rápido cuando r 	Dz), Aquí, solamente trataremos 
el caso del espectro continuo que consiste de funciones propias extendidas, Para. A que 
pertenece a este espectro se definen las funciones tic Green como sigue: 

,r1; A) -7 limo 0(r, r'; A + ís) 

G-(r, r'; A) :7,7 lim &(r, r'; A 	is), 

Se demuestra fácilmente que 

0"(r, r'; z) 	G(r', r; 	 (A.7) 

Si z es real, z 	Ay AV (A„), se obtiene de la Ec. (A.7) que G(r, r; A) es llermítica; 
en particular G(r, r'; A) es real. Por otro lado, para. A en el espectro continuo, se puede 
obtener lo siguiente: 

G(r, r'; A) 	(r, r'; A)r, 

lo cual muestra que 

/?(.1G-(r, r; A)) 	/k(G-1- (r, r; A)), 

int (G-(r, r; A)) 	- fur{G+(r,r; A)). 

Usando la identidad (Merzbacher 1970 

ylucá —T- ir«x) 	 (A.8) 
x iy 

y la Ec. (A.6) podemos expresar la discontinuidad {;( A) 7 (1i  (A) U (A) cuino 

(3(r, r'; A) = —21r1 "57" 1(A — A„)0,,(r)fi'(r') — 	f li(A - A„)0„(r)41)*(1-`)(1mt 	(A.9) 

Para los elementos diagonales de la matriz y a partir de la Ec. (A.6) y F.c. (A.8) 
obtenemos que 
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Gd(r.r1 A) 	 'I' ir 	An)(ba(r)0*(r) • 
	(A.10) 

^vi 

La cantidad En  1(A A„) es la densidad de estados (DOS) en A, N(A); N(A)d,1 da el 
número de estados en el intervalo [A, A + dA). La cantidad 

p(r; A) = Eti(A A„)45„(r)0*(r) 	 (A.II) 

es la densidad de estados por unidad de volumen. De donde, utilizando las últimas tres 
ecuaciones obtenemos que 

	

p(r; A) 	1  int{Gt(r, r; A)} 	 (A.12) 
ir 

Una vez conocida la función de Oreen G(r,r; z), podernos obtener la solución de la 
ecuación general 

	

[:-. 	L(r)lu(r)= f(r) , 	 (A.13) 

donde la función desconocida u(r) satisface sobre la superficie, las mismas condiciones a 
la frontera que G(r, r; z); f(r) es una función dada. Tomando en cuenta la definición de 
la función de Oreen, es fácil mostrar que la solución de la ecuación anterior esta dada. 
como 

u(r) 	G(r, r'; z)f (r1 )drs ) ; 	{A„} 	 (A.14) 

	

u(r) = 	G1  (r,r1; z)f (ri)dr') +w(r) ; 	z 	, 	(A.15) 

donde A pertenece al espectro continuo de 	y y(r) es la solución general de la corres- 
pondiente ecuación inhomogénea. Si n(r) describe físicamente la respuesta de un sistema 
a una fuente f(r), entonces G(r, r') describe la respuesta del mismo sistema a una fuente 
puntual unitaria colocada en r'. 
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Apéndice B 

Método de Proyección. 

El método de proyección, introducido por Falicov e Yndurain (1975), ha sido de gran 
importancia para estudiar el comportamiento de los electrones en el sólido, cuando e 
xisten interfaces o superficies planas que rompen la simetría translacional en alguna de 
las direcciones del cristal. Este método consiste esencialmente en descomponer el pro-
ble.►na tridimensional, en un problema en el cual las direcciones que conservan la simetría. 
translacional se estudian en el espacio k, adentras que la dirección que no conserva dicha 
simetría se estudia en el espacio real. A continuación, daremos una descripción del método 
de proyección siguiendo el desarrollo presentado por Wang (1989). 

Supongamos que nos interesa estudiar una propiedad particular del cristal, la cual 
depende solamente de las interacciones entre pares de sitios (i,j). En general, toda la 
información física de interés esta contenida en una matriz U' (i, j) que obedece la siguiente 
ecuación: 

IV • G r 1, 	 (11.1) 

donde Ces la función de Oreen asociada a PV. En la Ec. (B.1), ./ es la matriz identidad 
de dimensión Nx N, siendo N el número de grados de libertad multiplicado por el ntímero 
de sitios en el cristal. La matriz 1V puede representar la. matriz de conectividad (que 
da la estructura. cristalógralica del sólido), las interacciones elásticas entre los átomos, 
las integrales de translape entre funciones de onda electrónicas, las integrales de salto de 
otras excitaciones, etc.. 

Si los valores que toman cada uno de los elementos de la matriz W(i, j) dependen exclu-
sivan►ente de las posiciones relativas entre los sitios í y j (en otras palabras, existe simetría 
translacional), entonces, podernos aplicar la transformada de Fourier a la Ec. (11.1) y re-
solverla en el espacio recíproco. En el caso en que se pierda la invariancia translacional en 
una de las direcciones cristalograficas, obviamente no se puede aplicar la transformada de 
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Fourier tridimensional a la Ec. (13.1). Sin embargo, cuando esto sucede, todavía se podrá 
definir uu espacio recíproco bídimensional en las direcciones que conservan la simetría 
translacional de la siguiente forma: 

ak(ii, n') = 1 	G(1( n ),1' 	 .80111, 

L w 

donde R,b) es la posición de equilibrio de un átomo particular 1 en el plano n, L es el 
número de átomos del plano y k es un vector en la. zona de Iírillouin bidimensional. En 
esta notación la Ec. (13.1) se puede escribir como: 

E IV(1(n),111(n."))(;(1"(n"), 1' (n')) = 5„„, , 	 (B.3) 

aplicando la transformada de Fourier dada. por la Ec. (13,2) obtenemos que: 

E 	w u( ii ) i r (1111)y; (in 	1/(71,))tik1R,i(n)-. 

L  n"1111  
(13.4) 

Como W(/(n ), I"(n")) = W[lit/(n) 	110(n")] 	111  (u, u", r( ), siendo ri 	 , 
podemos escribir la Ec. (HA) de la siguiente forma: 

1 c( r(
71 

/,), is(w))rikliti,r(st")— 	(n.)) 12 11/(u, 
L n,,t,,,, 	 ►  

Es decir, 

Wk(n, ri")G(nH, n') 	h„„, , 
‘," 

donde Wk(n,n") 	W(n, n", ri)cd"ti. Nótese, que la Ec. (13,6) es una ecuación de 
movimiento unidimensional para cada. k dada.. 

Este método de proyección, es totalmente general y se puede utilizar para estudiar 
prácticamente todos los cristales y todos los tipos de interacciones, siempre y cuando 
la matriz W tenga una dependencia exclusivamente de las posiciones relativas entre los 

átomos. 

(11.2) 

(13.5) 

(13.6) 



Apéndice C 

Apareamiento Electrónico en la 
Cadena Lineal y en la Red 
Cuadrada. 

En este apéndice analizaremos, a partir del hamiltoníano de Ilubbard extendido, el apa-
reamiento de dos electrones tanto en el estado de si ngulete coro, en el estado de t,ripele,  el' 
una cadena lineal y en una red cuadrada (Navarro y Wang 1992a, 1993); usando el método 
del espacio de estados y su mapeo. Se presentan los resultados que se han obtenido para 
la energía de amarre o gap (A), la longitud de coherencia (,1) y el diagrama de fases entre 
el estado normal (estado no apareado) y el estado apareado (Navarro y Wang 1992b). 

En el caso de la cadena lineal, después de proyectar el arreglo de estados de dos dimen-
siones a una red unidimensional efectiva, se llevó a cabo una diagonalización numérica del 
hamiltoniano de amarre fuerte para 301 estados efectivos. En el caso de la red cuadrada 
el cálculo numérico se llevó a cabo en una red bidimensional de 2401 estados efectivos. 

Los cálculos se realizaron para los diferentes regiinenes de interacción que considera el 
handltoniano de Ilubbard extendido a través de los parámetros U y V. 

En las Figs. C.1 y C.2 se muestra la energía, de amarre como función de los parámetros 
de interacción intraatómica U e interatóinica V, para dos electrone3 con espín total cero, 
en una cadena lineal y en una red cuadrada respectivarnente. 

En las Figs. C.1 y C.2 también se int»tra la transición de fase entre el estado ligado 
y el estado no ligado pata los distintos regímenes de interacción. En la frontera del plano 
con A O se observa el diagrama de fase entre el estado apareado y el estado J10 apareado, 
Es importante hacer notar que en los casos particulares (a) V 	O y U 	O y (b) U 	O 
y V 	0, los resultados para la energía de amarre coinciden con los resultados obtenidos 
por !Ilícitas cl al. (1990). 
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Figura 0.1: Energía de amarre electrónico (A) para dos electrones con espín total cero 
er►  una cadena periódica, en función de los parámetros del liamiltoniano de llubbard 
extendido. En la frontera del plano con 	,--- O, se observa el diagrama de fase entre el 
estado aparcado y el no aparcado. 
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Figura (12; Energía de amarre (A) para dos electrones con espín total cero en una red 
cuadrada, en función de los parámetros (//1Z1 y V/Itl, 
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Figura 0.3: Longitud de coherencia (1) vs. ///1/1 y V/1/1 para dos electrones con espín 
total cero en una cadena periódica. ¿ es infinita para estados no apareados. 
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Figura C.4: Longitud de coherencia (1) para dos electrones con espín total cero en una 
red cuadrada, romo función de los parámetros Ufit! y 

SO 
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En las Figs. C.3  y CA se muestra el comportamiento de la longitud de coherencia 
en función de U y V para dos electrones con espín total cero en una red lineal y en una 
red cuadrada, respectivamente. Se puede observar que para los estados no ligados, e tiene 
la longitud del sistema y para los estados ligados U>OyV< O, decrece inversamente 
con la energía de amarre como en el caso de la teoría 13('S (13ardeen el al. 1957). Cabe 
mencionar que cuando V <Oy1.1> O, la longitud de coherencia es siempre más grande 
que el parámetro de la red. 

En el caso de una dimensión se pudo encontrar una solución analítica, tanto para la 
energía de amarre (A) como para la longitud de coherencia (e) cuando V = O, caso 
que corresponde al modelo de Ilubbard simple. Esta. solución se obtiene aplicando la 
técnica de la función de Green al hamiltoniano de amarre fuerte en una cadena con una 
impureza, en este caso con energía U, ya que el problema de Ilubbard se ha mapeado 
a este problema de amarre fuerte. Para !á cadena periódica efectiva con el parámetro 
de hopping 	= 2lcos(K al 4, be analiza. el caso de K = O con el lin de calcular la 
energía de amarre exclusivamente. La función de Green para la cadena. lineal está dada 
por (Economou 1983) 

` 
11 

	

E 	
) 1 c; 0(71,1; E) = 	-

1
- 	

( 
y2  jj 	

E 	
- 

donde E es la. energía, 1) 	12z/i es el ancho de la banda para una sola partícula v z es el 
número de coordinación. 

Por otra parte para una cadena que contiene una impureza, situada en el sitio O y con 
aulo—energía U. se Cumple 

GO(0, ¿unp = • 1.1  

Haciendo u = 1 = (1 en la Ex. (('.I), e igualándola con ésta última ecuación obtenemos 

Cí fi(0,0;Eimp ) 	----
1 

 
•e ni, 
	—

I 
 

._ 1)2 	U 
(C.3) 

de donde so sigue que 

= 1177:1- %rl. 	 (C.4) 

(C.2) 
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Por consiguiente, la energía de amarre A :7.: 	— 1) viene dada por 

(C.5) 

Ahora bien, para calcular la longitud de coherencia escribamos las funciones de onda 
propias (10)) del hamiltoniano de amarre fuerte que describe a. la red lineal efectiva como: 

= > b,, u), 
	 (CM) 

donde hemos tomado a las funciones de Wannier (In)) como funciones base , 

Para una red lineal con una impureza (1 situada en el sitio 0, los coeficientes 14, vienen 
dados por (Economou 1983) 

( :0(P10; 	)  

1(710(0,0; Ei ,„) I  
(C.7)  

siendo G',(0, O; Ei„,,,) la derivada de la función de Creen con respecto a la energía, evaluada. 
en E = 	Además consideraremos que el parámetro de red es igual a la unidad (a = 1). 

De la Ec. (C.1), obtenemos: 

d00(0, 0; E), 	Ernr ir  
p 	E 	— D2)312 dE \ 

Pero Eimr  = 012  + 02. Por consiguiente 

—012  + D 2  
G10(0,0; Ei„„,) = 	 • 

Ahora bien haciendo 1 = 0 en la Ec. (('.I) y sustituyéndola, junto con la Ec. (C.8), en 
la expresión que tenernos para los coeficientes b„ (Ec. (C.7), obtenemos: 

   

(C.9) 
j3(072  + D2  — 11.11)pl 
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De ésta última relación se sigue que 

bo = 
( „1,,/r1.2 + 

por lo que, reescribiendo la Ec. (C.9) en términos del coeficiente bo  (Ec. (C.10)), se 

obtiene 

b„ = bu  [U(012 ----- IUD] . 	 ( C. 11) 

A partir de nuestra definición de 1, es decir, lbd2 	ib012 /c y considerando la Ec. 

(C.11), tenemos: 

ibz i,  = 1b012 	+ u2 iur 

de donde obtenemos, finalmente, la siguiente expresión para la longitud de coherencia: 

21n ( 	4- (1)2  --- 
	 C.I2) 

Cabe hacer notar que con este método (espacio real) llegamos exactamente a los mis-
mos resultados que se obtuvieron para la cadena lineal con el método utilizado en el 

capítulo 2 (espacio K ). 

Finalmente, en la Fig. C.5 se hace una comparación entre la energía de amarre 
correspondiente a dos partículas que forman un estado de singulete en el límite de 1.1 ---* oo 
y la energía de amarre correspondiente a dos partículas que forman un estado de triplete, 
para la red cuadrada, Se observa que, para el estado de singulete, la energía de amarre 
es mayor que la energía de amarre correspondiente al estado de triplete. En el caso 
de dos partículas en la cadena lineal, la energía de amarre correspondiente al estado 

de triplete coincide C011 la energía de amarre correspondiente al estado de singulete con 

fJ 	oo (conforme U crece, la energía de amarre correspondiente al estado de singulete 

va disminuyendo basta que coincide con el correspondiente al estado de triplete). Esto 

es, para dos partículas en una cadena lineal, la condición de exigir una función de onda 

espacial antisimétrica (estado de triplete) es equivalente a hacer tender U a infinito. 

En ambas Cedes (lineal y cuadrada), el estado base para dos partículas interaccionando 

a través del hatniltoniano de Ilubbard extendido siempre es singulete. 

$3 

1 
( C . 10) 
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Figura C.5: Comparación entre la energía de amarre (á) como función (le V/Iti, corres-
pondiente a dos partículas con espín total uno y la correspondiente a dos partículas con 
espín total cero en el límite U 	oo, en una red cuadrada. 
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