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Resumen 

En este trabajo se estudian los tipos más sencillos de sistemas de ecuaciones difer­

enciales irnplícitos, en la cercanía de puntos singulares, o sea puntos donde no se puede 

despejar la derivada. 

El trabajo consta de dos partes., en la primera se estudian las ecuaciones ele la 

forma 

J(z)z = H(z) (0.1) 

donde f es una. función suave definida en un abierto de RN y H un campo de RN también 

suave. 

Se define una. relación ele equivalencia mediante la cual toda ecuación genérica de 

la forma (0.1) curnplc que su germen cu cada punto singular es equivalente al germen en O 

de alguna de las siguientes N ecuaciones 

donde, para k E { 1, ... , N} 

fk(z¡, ••. ,=,v) = z} + =}- 2 + ... + Z¡Zk-1 + Zk 

[~n la. segunda. parte de este trabajo se aplican los resulta.dos anteriores para el 

estudio de sistcrnas de ecuaciones de la. forma 

F(l,x,p) =O 

donde F': Jl(R, R.n) - nn es una submcrsión suave <¡ue cumple que la. intersección de los 

nucicos de las unoforrnas dx¡ - p;dt son transversales a F- 1 {O). 

Se llega a ca.racterb~a.r, desde el punto de vista local, a. los sistcrnas que tienen los 

<los prirncros tipos de puntos singulares, que llarna.rnos punto doblez y punto cúspide. Sus 

forntas norrnales son 
P1 =O 

~+t=O 
y 

P1= O 

gi. + f.JnXn + l = O 

donde se está. denotando P1= (p¡, .... JJn-t) 



Estas formas normales se establecen a partir de la existencia de un difcomorfismo 

local de J 1 (/l, R") por lo que no necesariamente son difeomorfas las familias de 0-jets 

de soluciones a sistetnas de ecuaciones equivalentes. De hecho se ve que hay un espacio 

de dimensión infinita. de gérrncnes de ecuaciones no cquhralcntcs bajo difeomorfismos de 

.Jº(ll,ll."), aún dentro de la clase correspondiente a puntos doblez. 

¡\ pesar de esto, si se puede obtener alguna información acerca de la familia de 

0-jcts de soluciones a un sistema <?n una vecindad de un punto singular. 

En el ca.so de un punto doblez, los 0-jcts de soluciones son cúspides, cuyos vértices 

forman una variedad de codirncnsión 1. 

En el caso de un punto clÍspidc se tiene que la proyección a Jº(R, /l") de los 

puntos singulares de la ecuación es una subvariedad estratificada, cuyos estratos son una 

subvariedad de codirnensión dos forrna.da por la. proyección de los puntos ctíspide y dos 

subvariedadcs de codimcnsión uno forma.da por la proyección de Jos puntos doblez. Los 0-

jcts de las soluciones singulares son curvas {3,•I) que pasan por el primer estrato tnencionado 

o c11spides con vértices en Jos otro~ dos estratos. 
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Introducción. 

0.1 En:foque clásico. 

Clásicamente un sistema de ecuaciones diferenciales lo podemos representar de la 

forma 

F(t,x,p)=O (0.1) 

<lande F : R X H" X /l" -+ R", en este trabajo tomaremos F E e=. 
Se dice que una función x, definida en un intervalo, es solución al sistema de 

ecuaciones si se cumple que para to<la. len ese intervalo F(t,x(t),x(t)) =O. 

Si de la ecuación (0.1) se puede despejar p corno una función suave que depende 

de ( t, x), tcndrcn1os que hay una tÍnica solución al sistcn1a que cumple condiciones 

iniciales <ladas. Esto lo podernos garantizar localrnentc, si el rango de la rnatriz 

formada por las parciales <le F con respecto a las coordenadas de p es rnáximo. ;\ 

esta rnatriz la dcnotarcrnos por Fp. 

El objetivo de este trabajo es estudiar el cornportarnicnto de las posibles soluciones 

en el caso en que no podamos aplicar el teorema de existencia y unicidad. Diremos 

que un sistema es singular en el punto (/, 0 , X 0 , p 0 ) si el rango de Fp(l 0 , X 0 , p 0 ) no es 

rnáximo. En estos términos lo que cstudiarcrnos son los sistemas singulares. 
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Un ejemplo sencillo es el dado por la ecuación 

p 2 -t=0 

Como la definición clásica de solución no permite incluir funciones que no sean 

difcrcnciablcs, tenemos que este ejemplo no tiene ninguna solución que cumpla que 

x(O) = O. Sin embargo la curva 9x 2 - 41 3 = O es una integral de la ecuación. 

Notcsc que ésta no es una curva lisa, sin embargo se puede ver corno la proyección de 

una curva lisa construida de la siguiente manera: consideremos la función x(t) = ~t~. 
x y -;z; definidas en I?..+ son soluciones a la ecuación diferencial. Las imágenes de las 

curvas parametrizadas por: l >---+ (t, ±x(t), ±x(t)) completadas por el cero forman 

una !-variedad (suave) cu R 3 cuya proyección a sus dos primeras coordenadas es la 

curva integral mencionada. 

Es común en sistemas de ecuaciones singulares que ocurra este fenómeno, esa es 

una <le las razones por las cuales se ha desarrollado un enfoque rnás rnoderno bajo el 

cual se trabaja en el espacio e.le 1-jcts. 
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0.2 El espacio de 1-jets. 

El espacio de m-jcts de aplicaciones de R a R", que denotaremos por J"', se define 

como el espacio de n-adas de polinomios de grado rnenor ó igual a m. 

Dado una aplicación de Il a Rn y un punto de su dominio, se le asocia un elemento 

de J"' haciendole corresponder las n-adas de sus polinomios de Taylor de orden m 

centrados en dicho punto. A este elemento de J"' se le denomina el m-jet de la 

aplicación en el punto dado. El m-jct de una aplicación es la curva formada por los 

m-jets de la aplicación en todos los puntos de su dominio. 

El m-jct de una aplicación es una curva especial en J"', o sea, no cualquier curva 

en .Jm es un n1-jct. de una aplicación, para caracterizar a las que si lo son se construye 

la estructura de contacto natural de J"' .[7] Aquí solo lo haremos para el caso m= 1. 

Para facilitar esta construcción le daremos coordenadas a J 1 asociando a cada 

n-ada de polinomios X 0 + p 0 (l - l 0 ) el punto (l 0 , Xo, p 0 ) de R 2"+ 1 • 

Considerernos las 1-formas en J 1 definidas por a¡ = clxi - p¡dl y denotemos por I\¡ 

a su nuclco respectivo y por /\ a la intersección de éstos. La estructura de contacto 

natural de ./ 1 es el campo de n+l-planos en T(.1 1 ) determinado por z ,__./\(z). 

Se dice que una variedad es una integral de esta estructura si su espacio tangente 

en z está contenido en /\(z). 

En estos térrninos podernos dar una caracterización de los 1-jcts de aplicaciones 

corno las i ntcgralcs de esta c!'itructura cuya proyección a Jº es una inrncrsión. 

0.3 Sistemas de ecuaciones como variedades, y 

sus soluciones geométricas. 

Con las siguientes definiciones se busca expresar los couccptos de ecuación difer­

encial y de solución dentro del espacio de 1-jcts. 

Definición: Una ecuación rlifcT'cncial 1 es una n+l-varicdad E contenida en J 1 • 

t Por brevedad, bnjo este tc!rrnino incluircrnos tnrnbicn a los sistcrnas de ecuaciones diferenciales. 
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Nótese que se pide que la dimensión de E sea n+l para que la ecuación no esté 

"sobredetcrrnina<la" ni "subdcterrninada". En este caso tenemos que E se puede 

expresar localmente como los ceros de una submersión F: J 1 --+ R". 

Definición: Una solución geométrica C, a una ecuación diferencial E, es una 

curva integral de la estructura de contacto natural de J 1 contenida en E. 

La definición de solución geométrica, abarca en cierto sentido a las soluciones 

clásicas, puesto que el 1-jet de cualquier solución clásica es una solución geométrica, 

pero además incluye a curvas en J 1 que sean la cerradura de la unión de 1-jcts de 

soluciones clásicas. Esta definición permite hablar de soluciones que pasan por puntos 

singulares. 

Definición: lJna curva integral de una ecuación es la proyección a ./0 de una 

solución geornétrica de la ecuación. 

En este traba.jo solo vamos a estudiar el comporta1nicnto de algunas ecuaciones 

diferenciales singulares, de hecho las rnás scucillas. La prirncra hipótesis que vamos a 

pedir es que la estructura de contacto restringida a¡:; nos de un campo de lineas, esto 

garantiza que las soluciones gcornétricas sean curvas suaves y que por ca<la punto de 

E pase una. y solo una solución geométrica. Precisando l!sto, hacemos la siguiente 

Hipótesis: En este trabajo /~ será una ecuación diferencial que cumpla que 

dim[T~E n K(z)] = 1 para todo z E E. Esto equivale a que T~E ,ñl<(z). 

0.4 El trabajo de Rabier. 

Rabier [10] aborda el problema de describir el comportamiento local de las solu­

ciones a sistemas <le la forma (0.1) en la cercanía <le los puntos singulares ni.as sencillos. 



El método que sigue Rabier, parte de la observación de que el sistema: 

i= 
x=p 

dF(z)z =o 

5 

(0.2) 

donde z =(t, x, p) tiene como soluciones clásicas a funciones cuya imágen es el 1-jet 

de una solución clásica de la familia de ecuaciones F(t, x, p) =c. 

Utilizando las dos primeras igualdades de (0.2) la tercera se puede expresar corno: 

Fpp = -(F, + FxP) 

donde Fp, Fx y Ft son las submatrices correspondientes de la rnatriz jacobiana de 

dF. 

Por otro lado, se tiene que la rnatriz adjunta, A• de una matriz A, definida como la 

transpuesta de Ja matriz de cofactores, cumple que A" A = det.(A)I = AA·. Aplicando 

esta propiedad se tiene que, si f no se anula en ningún abierto, la ecuación anterior 

equivale a: 

fp = -F;,(F, + FxP) 

donde J = det Fp. 

Con esto se obtiene que el sistcrna (0.2) se puede expresar de la forma: 

f(z)z = H(z) (0.3) 

donde 

H(z) -( 
f(z) ) 

f(z)p 

-F[,(F, + Fxp) 

y J(z) =del F.,(z) (0.4) 

Postcrirmcntc en el rnisn10 trabajo, llabicr se plantea estudiar los sistemas en 

general de la ferina (O.:l), o sea que no necesariamente cumplan (0.-1 ). Él llega a 

describir el comportamiento <le las soluciones en la cercanía de lo que llama un punto 

singufo1· cstandar, o sea un punto z 0 , que cumple que f(z 0 ) = O y df(z0 )H(z0 ) =¡6 O. 

Éste puede ser de dos tipos. Localmente ¡-1 (O) es una hipcrsuperficic que atrae o 

repele a las soluciones, dependiendo dd signo de df(z 0 ) H(z0 ). 
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Mas precisamente, Rabier demuestra que si df(z 0 )H(z0 ) >0, entonces existen dos 

soluciones definidas en un intervalo de la forma (O, T), (con T >O), tales que 

limz(t) = Z 0 t-o 

Además éstas cumplen que 

¡~ 11 z(t) 11= oo 

y la unión <le sus imágenes completada por z 0 es una curva cuyo espacio tangente en 

Z 0 es el generado pnr H(z0 ), por lo que es transversal a¡-• (O). 

El caso en ciuc df(zo)H(z0 ) <0 es análogo, solo que las soluciones menciona.das 

están definidas en un intervalo de la forma (-T, O). 

En el caso de que el sistema (0.3) provenga de uno <le la forma (0.1) y Zo = 
(l 0 , X 0 , p 0 ) sea un punto singular cstandar, Rabier demuestra que los puntos singulares 

de (0.1) forrnan (localmente) una n-varicda<l, cuya proyección a Jº es una inmersión. 

J\dcrnás corno en los puntos singulares la. proyección de H(z0 ) es O~ la curva forn1ada 

por las irnágcncs de las dos soluciones de (0.3) rnencionadas a.ntcriormcnle, no se 

proyecta a una curva suave~ llabicr sugiere que ésta tiene la forma de una cúspide, 

hecho que está en concordancia con lo que se sabe para n= 1. 

En nuestro trabajo retomamos la idea <le llabier de estudiar los sistemas de la 

forrna (0.:.3) y llcgan,os a <lar una lista <le formas norrnalcs que describen los com-
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portamient.os locales genericamctc posibles en el caso de que H nunca se anule. Uti­

lizando esta información, también damos formas normales para (0.1) en una :vecindad 

de algunos tipos de puntos singulares. 
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Capít:ulo 1 

Las ecuaciones f z H 

En este capítulo estudiaremos las ecuaciones e.le la forma 

f(z)z = H(z) 

donde f es una función de RN a R, (con iV arbitraria) y H es un campo de RN que 

no se a.nula.. Arnbos entes los tomarcrnos () 00
• 

Nos interesa el comportamiento de las imágenes de las soluciones en la cercanía e.le 

un punto en donde J .se anula.. El resultado al que llegarnos es que gcnericarncntc estas 

imágenes son difco1norfas, locahncntc, a. las inui.gcncs Je alguna de las ecuaciones 

donde k::; 1V, z =(.::-., =2.···=N), e 1 = (1,0,. . .,0) y 

1.1 Equivalencia 

Las soluciones clásicas a este tipo <le ecuaciones c.stéin bien definidas, siempre y 

cuando sus itnéígcncs no toquen los ceros de f . . A<lc1nás sus iméÍgencs están contenidas 

en las curvas integrales de H, por lo que, si H nunca se a.nula, la única patología que 

pude tener una solución z definida en un intcr'\·alo (l 0 ,l 1 ) y acotada, es que no se 
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pueda extender para t :::::; lo (o t;::: 11 ). En este caso lim,_,
0 

z(t) existe y está en los 

ceros de f y lim,_,_ llz(t)ll = oo. 

Buscando que se conserven estas propiedades y tomando en cuenta que nos interesa 

el comportamiento local., <larcn1os la siguiente relación de equivalencia en el producto 

del espacio de gérmenes de aplicaciones <le RN a R por el espacio de gérmenes <le 

campos de RN. 

Definición: Diremos que (f, H) en Z 0 es equivalente a(}, H) en Zo ,y lo denotare­

mos (f, H, Zo) ~ (], H, z,,), si existe un germen <le difcon,orfismo '11 : (RN, Zo) -->(RN, Zo) 

y germcncs <le funciones n y .. \ que no se anulan y que cumplan 

}o•iJ=oJ 
dl!JH =,\u otlf 

De aquí en a.delante denotaremos a los ceros de f por 8 

( 1.1) 

Bajo la hipótesis de que df(z,.) # O y d}(z.,) =;" O la relación de equivalencia que 

definirnos equivale a que en una vecindad de Z 0 se curnpla que ¡ es la irnagen de 

una solución cléísica <le la ecuación original si y solo si 'TI(¡) lo es, ele la ecuación 

equivalente, y que 'li'(S) = S 

Nótese que con esta relación de equivalencia no estarnos ton1ando en cuenta la 

forrna en que debe estar pararnctrizada una solución, ni .siquiera su dirección, esto lo 

hacemos así pues, corno verernos rnás adelante, esto no es relevante para el análisis 

de las ccua.cioucs de la. forrna (O. l ). 

1.2 El caso más sencillo. 

Ejemplo 1: La ecuación mas sencilla <le la forma (0.:3) para la cual f se anula en 

algún punto es 

En este caso el no es tangente a S~ y de hecho esta propiedad la caracteriza. 1vlás 

prccisa1nc11te: 
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Proposición 1: Si f y H cumplen que f(zo) =O y df(zo)H(z0 ) #0, entonces 

(f,H,zo) - (z1 ,ei,O). 

Demostración: Sea S = f- 1 (0) y S = {z 1 =1 =O} y >.(z) 

una vecindad de z 0 , H es transversal a S y en una vecindad de O 

'V f(z) · H(z). En 

.-\e1 es transversal 

a S, por lo que el teorema de caja de flujo para campos vectoriales garantiza la 

existencia de un difcomorfismo \ll : (RN, z 0 ) - (RN, O) cuyo germen cumple 

\ll(S) = S 

d\ll(z)H(z) =,\(z)e 1 

(1.2) 

( 1.3) 

Sea]= fo\ll- 1. Con esto tenemos que (f,H,zo) - (f,e1,0). Veremos que j(z) = =1 

en una vecindad de z 0 • 

De ( 1.2) se sigue que localmente ](O, =2, ... , =N) = O y de ( 1.3) se obtiene que 

fftCz) = 1 por lo que ](z) = =1 .<> 

Comentario: Otra forma ele dcrnostrar el teorema de Rabicr, rncncionaclo aut.cri­

ormcntc, es dado z 0 un punto singular cstandar de (f, H), construir un <lifcomorfisrno 

local \fl que cumpla que '-P' o z sea una. solución clásica a ±z1Z = e1 para cualquier 

solución clásica. z a. (O.a). Esta propicded se puede expresar con10: 

j o w rf1Ji H =fH o ,¡, ( 1.4) 

donde J ±:: 1 y H = e 1 • Aquí lo haremos para el caso en que <~f(z.,) H(z0 ) >0. 

Proposición 2: Si f(zo) = O y df(z 0 ) H(z0 ) >0, entonces se cumple ( 1 A) donde 

j(z) = z, y H(z) = e 1 • 

Demostración: Sea <(> 

cumpla 

( RN, zo) ~ (RN, O) un germen de difcomorfisrno que 

ó(S) = {z l=1 = O} 

dó 1-1 = e 1 
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y t; de la forma t;(z 1 , z2) =(/;1 (z), z 2), Posteriormente diremos quien es 1;1. Sea w = t; o</> 

Tenemos que 

'111 dw H =/;1 o</> 

por lo que para que se cumpla ( 1.4) basta que 

o sea 

Sea 

ae, = f º </>- 1 

f)z, 

ae"f = 2f º </>_, 
8z1 

t;,(z) = .signo(z1) [2 ;;,=•fo </>-1(s,z2)ds]t 

Notese que .signo(fo<1>- 1 (z)) = .signo(z1 ) pues d(foq,- 1 )(O) e 1 

por lo que f. 1 está bien definida. 

(1.5) 

= df(zo) H(zo) >0 

Vcrcrnos que ~ 1 es suave. Corno fo <P- 1{0,z2) =O, entonces existe un germen <le 

función suave, f 1 , tal que 

Sustituyendo cst.a igualdad en ( l.5) y expresando la integral en términos de la 

variable r = ;~ se obtiene que 

E.sta función es suave y adcrnás € es un difcornorfisrno pues 

~(o)= [u1 coJ]t = [!ªr;;:-·coJ]t 
= [~df(z,,) H(z0 )j t '/=O 

Con esto queda dcrnostrada la proposición.O 

1.3 Los conjuntos S 1 

Etnpczarcmos analizando algunos ejemplos. 
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z.t ~ z .. 

~Z:¡ 

T . 

Ejemplo 2: Consideremos la ecuación 

(z? + z2) i =e, 

En este caso el campo H = e 1 es tangente a S para puntos de la subvariedad 

S' = {z E S \ =• = O} 

La. proposición 

z1Z = c1 en O. 

asegura que para z E S' - Sl esta ecuación es equivalente en z a 

Nótese que en este ejemplo el carnpo H 110 es tangente a S 1 • 

Ejemplo 3: i~nalizarcmos la ecuación 

Sean 

S' = { z E S \ :3z? + z2 = O} 
5 2 = { z E 5 1 

\ =1 =O} 
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Hes tangente a 5 en puntos de 5 1 y también lo es a S 1 en puntos de 5 2 • A<lernás 

H no es tangente a 5 2 • 

Estos ejemplos muestran una forma en que se pueden ir haciendo mas complejas 

las ecuaciones que estudiamos. Aquí juegan un papel clave los conjuntos S 1 dados 

por la siguiente 

Definición: Llamaremos el conjunto /-singular <le una pareja (f, H) al conjunto 

5 1 dado por 

5° = 5 

5 1 = { z E 5t-t 1 H(z) E Tz51- 1 } 
( 1.6) 

S 1 está bien definida en el caso <le que s 1- 1 sea una variedad. 

Los conjuntos 1-singularcs son respetados por ecuaciones equivalentes, o sea 

Proposición 3:Si (f, ll, z.,) ~ (j, Ü, z.,) y .Pes un germen de difcon1orfismo que 

realiza In equivalencia, entonces (localmente) .P(51) = S'1 • 

La demostración es inmediata. 

Ejemplo 4: Para k :5 1V consideremos la función definida por: 

(1. 7) 

y tomcrnos H = e1. 

En este ca.so los conjuntos S 1 están dados por los ceros del rnapco 

( 
iJ.f iYJ) z ,___ J. -iJ- •.... c;;:¡-

...... 1 (J.;..¡ 

. Si l < k este tnapco se a.nula en O y O es un valor regular de él, por lo que .. C)1 es 

loca.lmcntc una. (N - l - l )-variedad que contiene a. cero (de hecho en este caso es 

global). Adcm<is 'ii:t-(0) "" O por lo que 5• = 0. 



14 

1.4 Los operadores Si y los puntos singulares k­

regulares. 

Para. cada. 1 definiremos un operador S, tal que, localmente, los ceros de S1(f, H) 

sea. s 1- 1 y en términos de estos se caracterizarán a los puntos singulares que llamare­

mos k-regula.res de (J, H) 

Veremos mas adelante que las parejas (f, H) genéricas estan representadas en sus 

puntos singulares por alguna <le las mencionadas en el ejemplo 4 en la cercanía del 

cero, por lo que clarcrnos la siguiente 

Definición: Diremos que z es un punto singular, k-rr.gulardc (J, H) si (f, H, z) ~ (fk, e 1 , O), 

donde fk está definida por (1.7). 

Denotaremos por D$1J a la clésima derivada de Jen la dirección del campo H. 

l~sta queda definida por 

Definición 

Duf = rlf H 

D$,J = d(D~/ 1 f)H 

Llatnarernos St al operador 

S1: c~cnN, R) x x~cnN) n 1 

(f, H) ,_. (f, Du, ... D~/ 1 ) 

Nótese que si z 0 E 5'1- 1 y S 1(J, H) es una. submcrsión en z 0 , cut.onces restringiéndonos 

a una vecindad de Zo, S 1cstá dada por }as ecuaciones 

las cuales son equivalentes a 

S 1(f, H)(z) =o 
rl(S1(f, H))(z) H(z) =o 

S 1+ iU. H)(z) o 



con lo que tenemos que en condiciones genéricas (y localmente) 

Nótese que además que si zE S"- 1 
- Skentonces Df1 J(z) #O. 

De estas observaciones se sigue que 

Proposición 4: Si se cumple 

Df¡f(z0 )/=0 

Sk.(f, H)(zo) =O 

S'r-,(f, H) es una submcrsión en Zo 

entonces restringiéndonos a una vecindad de Zo,se cumple que 

a) Para l < k 5 1 es una subvariedad de dimensión N-1-1. 

b)Sk=l/J. 
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(1.8) 

J)c hecho las condiciones ( 1.8) caracterizan a. los puntos singulares k-rcgularcs 

Teorema 5: z es un punto singular k-regular <le (f, H) si y solo si se cumple (1.S) 

Antes ele dcrnostrar este teorema se dcrnostrará el siguiente 

Le1na 6: Sean J y j funciones definidas en un abierto U de RN y H y H campos 

en lJ. Si <P es un difcomorfisrno tal que 

el</> H = Ho </> 
J =jo </> 

entonces 

s,u. H) = St(j, H) o</> 
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Demostración Basta que demostrar que bajo las hipótesis del lema se tiene 

que 

Esto es inmediato para 1 = O. Suponiéndolo válido para 1 - 1 se tiene que 

D}d(z) = d[(Dhf) o 4>] H(z) =(Dhf) (eí>(z)) 

Este lema permite asegurar que los resultados que aquí damos para parejas (f, H) 

definidas en abiertos de RN son válidos también en variedades. 

Demostración del Teorema 5: En el apéndice ;\ se definen lo que son las 

<lefornutcioncs el-versales y se dan algunas de sus propiedades. Lle la proposición 1, el 

teorema 2 y el corolario •l de ese apéndice se sigue que son equivalentes las siguientes 

propi.:!dades. 

A) S}<.(g, e,)(O) =O D~,g(O) of O y S¡..(g, e 1 ) es una submersión en cero. 

B) Existe un difeomorfismo local e: (RN,o) ~ (RN,o) y una función que no se 

anula ,, tales que g = fk o e y dl;e, = ¡te1 

Con CHtc antecedente dcrnostrarcmos el teorema. Supongamos que se cumplc{l.S). 

Sea </>: (JlN, z) ~ (RN, O) tal que 

d4> H = e 1 ( l.9) 

y sea 

fJ=f 0 4> ( 1 .1 O) 

por el lcrna tenemos que 

por lo que g cumple la propiedad A y por tanto B. El difeomorfismo 1/J = I; o 4> realiza 

la equivalencia (f, H, z) ~ (fk, e,, O) 
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(R,O) 

I /' T g '-J• 
(RN,z) (RN,o) (RN,o) 

Ahora supongamos que (f, H, z) ~(fk. e 1 , O). Otra vez tomemos <P que cumpla 

(1.9) y tomemos g corno en (1.10), por el lema basta demostrar que g cumple con la 

propiedad A. 

f 
(RN,z) (R, O) 

.p .L g /' T f3fk "-...J• 
(RN,o) (RN,O) (RN, O) 

..p T/ 

é. 
Nótese que (g, e,, O) ~ (fk. e,, O) por lo que existe un difcomorfismo ..P : (RN, O) -

(RN, O) tal que 

d,P e 1 = .\e1 

g = <>Ík 0 1/J 

Sea ¡:J = no ,¡,,- 1 Claramente S.,_({3fk,e 1 )(0) 

jacobiana de d(S.,.(f3fket))(O) es <le la forma 

O y D~, ((~fk)(O) #0 La mat.riz 

.. o 0!/3(0) o 

(k - 2)!{3(0) *·· * o 
o 

por lo que (/3 fk, e 1 ) cumple A y por tanto existe un difcornorfismo local r¡ tal que 

dr¡ e 1 = ve 1 y /3fk = fk o 1J 

Tomando E. = r¡ o é. y µ = .\ v o 1p, tenemos que se cumple B y por lo tanto A.O 
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En el siguiente corolario se describen las propiedades de los conjuntos l-s~ngularc~ 

en la cercanía en un punto singular k-rcgular. 

Corolario 7: En una vecindad de un punto singular k-regular se cumple 

a) Si 1 < k, 5 1 es una variedad de dimensión N-1-1 y Sk = 0 

b) El conjunto de puntos singulares /-regulares es 5l-t - 5 1 

Demostración: El insciso a) se sigue de la propos1c1on 4 y del teorema 5. El 

insciso b) es consecuencia de la proposición a y de que ést.o se cumple para (fk, et)<> 

El siguiente corolario se usará en el capítulo 2 

Corolario:S 

a) z es un punto singular }-regular de (f, H), si y solo si f(z) =0, y Duf(z) #0. 

b)z es un punt.o singular 2-rcgular de (f, 1-1) si y solo si f(z) =Du f(z) =O Df1 f(z) # 
O y df(z) #O. 

Demostración: a) es inmediato, también es inmediato que si z es singular 2-

rcgular se cumplen las condiciones da<las sobre f y sus derivadas. 

Para dcrnostrar (h) solo hace falta ver que estas son suficientes, de hecho basta 

ver que S 2 (J, 1-1) es subrncrsión en z. Nótese que 

por lo que 

d(Si (f,H))(z) H(z) = ( Duf(z)) 
Df¡f(z) 

( O )E/m d(S 1 (J,H))(z) 
o¡¡f(z) 

Tornan<lo v ~gen H(z) tenernos que df(z)v #O, por lo que también 

( 
df(z)v ) E /rn d(S:i. (f, H))(z) 

d(D11f)(:)v 

por lo que df(z) #O y D'f1 f(z) #O implican que S 1 (f, H) es submcrsión en zO 
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1.5 Genericidad 

El siguiente teorema garantiza que los puntos singulares k-regulares sean los que 

aparecen en parejas (f, H) genéricas. 

Sea U un abierto de RN y sea A el subconjunto de C 00 (U, R) x x=(U) formado por 

las parejas (J, H) tales que todos sus puntos singulares sean k-regulares para alguna 

k :5 N. 

Teorema 9: A es un abierto y denso con la topología fina de vVhitney. 1 

Demostración:F'rin1cro veremos que A es un abierto. Sea Aº el subconjunto de 

C 00 (U,R) x x°"'(U) formado por las parejas (f,H) tales que SN+l (J,H) nunca se 

anulan en U 

Para k E { 1, ... ,¡V} sea Ak el conjunto de parejas (f, H) tales que Sk (f, H) nunca 

se anula en U o que O sea valor regular S;<_ (f, H). 

Tenemos que 

\!eremos que .Ó.k es un abierto. Para k ;:::= 1 consideremos el operador CJ~ 

C 00 (U, R) x x=(U)--. C 00 (U, R) que a cada (f, H) le asocia la función dada por 

donde D(::~,'.C:.!,"') denota el determinante de la matriz formada por las columnas i 1 ••• ·ik 

de la matriz jacobiana de G. 

Este operador es continuo con la topología fina C'"' y adernas ~k es la imágcn 

inversa bajo CJk. <le las funciones que nunca se anulan en U, este conjunto es un 

abierto, por lo que ~k también Jo cs. 

1\nálogamcntc se ve que .ó. 0 es un abierto. 

l De hecho es un abierto con la topologi"a fina cN y denso con Ja topología fina G .. 00
• 
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DENSIDAD: Se demostrará que si H es un campo de U cuyos ceros son puntos 

aislados, entonces el conjunto 

Bf¡ = {f E e= cu; R) 1 (f, H) E .ó.} 

es denso en C"°(U; R). Claramente esto garantiza la densidad de ~ en c=-cu, R) X 

x=(U) pues la propiedad que se le pide Hes densa en x=(U). 

AFIRMACIÓN l: Se puede suponer sin péridida de generalidad que H nunca se 

anula en U. 

Dcrnostración: Supondremos que ya se demostró la densidad en este caso. Sea 

\V un abierto ele JlN y H un campo que solo se a.nula en los puntos {z¡}iEA y estos 

puntos son a.isla.dos. 

Sea J E C=( IV, R) y ,v una vcncindad de J. Se puede suponer que J(z¡) #0. 

Sea U= IV- {z;}¡E,\. Corno H no se anula en U, podemos escoger g E C=(U, R) 

arbitrariarncntc cercana a f y que este en J3f¡, tarnbién podemos suponer que Z¡ no es 

punto de acumulación de g- 1 (O). 

Nótese <le que lns condiciones de que g E /3~j solo depende ele los gérrncnes <le 

gen los puntos de .<J- 1 (0), por lo que se puede perturbar gen una familia de bolas 

{ /3¡ }¡e .. 1 ta.les que Z¡ E /31, que no ::;e intcrscct.cn por parejas y que 110 intcrscctcn a. 

g- 1 {O). Esta perturbación <le g, se puede hacer de tal forrna que se pueda. extender 

a una. función C.' 00 en \V, que esté en .Ar y que no se anule en U}3¡. Claramente una 

perturbación con estas caractcri'sticas está en B}}". 

La técnica fHtra realizar esto es escoger, para cada i, u na. función ... \¡ E e= ( 1-V, [O, 1]) 

con soporte contenido cu /3¡ y que valga 1 en una vecindad de Z¡, y tomar la. pertur­

bación mencionada corno 

.9 = L ,\;f + ( 1 - >.;)g 
iE.A 

El hecho de que g sea suficientemente cercano a J garantiza que [j E ¿V y que 

9-1 (O) = g-1 (O) 
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AFIRMACIÓN 2. Para cada z E U existe una vecindad de z, V tal que Bf; es 

denso en C 00 (V, R). 

Demostración: Por la afirmación l podernos suponer que H no se anula por lo 

que para cada z EU existe una vecindad de z, V y un difeomorfismo 

<P: (V,z)--> (cp(V),O) 

tal que 

d<P H = e 1 

Nótese que f E C 00
( V, R) está en Bf; si y solo si Jo q,- 1 es una deformación d-vcrsal 

en cada punto (fo q,- 1 )- 1 (O). 

Consideremos el operador 

o :c=cv, R) - C°"(<P(V), R) 

J.._. Jo q,-• 

Este operador es un ho1neornorfisrno con la topología fina de Whitney(9], por lo 

que preserva la densidad. En el apéndice A, se demuestra que las deformaciones que 

son d-vcrsalcs en sus ceros forman un conjunto denso por lo que B); tambien lo cs. 

AFIR!VIACION :l: Para cualquier compacto K, contenido en U, el conjunto de 

funciones 9 E C 00 (U, R) tales que g 11,·E Bf'j es denso en c=(U, R). 

Demostración: Sea ~v un abierto de C 00 (U, Il). lo\: se puede cubrir con un número 

finito de abiertos {Vi }~t tales que cada nJ;• sea denso en C 00
( \li, R). Tomemos { /\¡ }~~ 1 

una colección de campa.et.os que cubran a. J< y talc.s que I<i C \/;· 

Sea H'1 un abierto tal que K1 e IV; e l·V1 e Vi 

Del hecho de que Bf;' es denso en e=( \/1, R) se sigue que existe 9 1 E C 00 (U; R) 

tal que 91 E _,V y 91 lw, E B'íf' 

Construiremos 9 E c=(U, R) t.al que 9 E _,V y 91 ln,uA",E B';¡uK, 
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Sea >- E C 00 (U, [O, l]) una función con soporte compacto contenido en \/2 tal que 

,\ lk2= l. Escogeremos 92 E c=cu. R) tal que 92 IK,E Bf'f• de tal forma que la función 

9 = ( 1 - ,\)91 + ..\92 

cumpla las propiedades enunciadas. 

Nótese que 9 - 9 1 = ..\(92 - 9 1), por lo que para que 9 E N basta quc2 

(1.11) 

para algún real positivo o 1 adecuado. 

Es inmediato que g lu,·1 -aop.\)uK2 E 13~; 1 -·"ªP·\)uJ .... -2 .'I'encrnos que B/¡1 es un abierto, 

por lo que para que .'}1 l1.;1uK2 E 13fJuJ.:2 basta que 

11 92 - 91 llr• ,k,nsop.\ < 0'2 ( 1.12) 

para alguna o 2 adecuada. 

C~omo BYl es denso, siempre se puc<lc escoger g 2 E Bj,'2 <le tal forma que se cumplan 

(1.11) y (1.12). 

Este proceso se puede repetir un número finito de veces hasta construir g E ,¡V tal 

que 9 11,·E 13/}'. 

DEl\·IOSTRACIÓN DE LA DSNSIDAD: De la afirmación 3 y usando el mismo 

argu1ncnt.o que se usó en el apéndice 1\ para. demostrar que V es denso, se sigue que 

13}j también lo cs.<) 

2 En el apéndice A se pue<le ver ésto con rna.s de ta.lle. 
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Capítulo 2 

Ecuaciones diferenciales 

implícitas. 

En este capítulo trabajaremos con algunos sistemas de ecuaciones implícitos de 

primer orden. Los que cumplen que sus soluciones geométricas dan una foliación de 

la ecuación. 

A t.ravc!s del análisis que hicimos para parejas (/, H), caractcrizarcrnos lo~almcnte 

los dos prirncros tipos de singularidades, dando formas normales para estos. 

Es interesante notar que los resultados que hay para ecuaciones escalares, no se 

generalizan para sisternas. Por ejemplo, en el caso del primer tipo de singularidad se 

t.icnc que cualquier ecuación escalar de este tipo, es equivalente a. la <!cuación dada 

por 

p 2 + t =o 

a t.ravc!s de un difcornorfisrno en ./º. Vcrernos que para sistemas esto no ocurre. Es 

más, si se quisiera clasificar de esta forma, habría. demasiadas clases. 

Nosotros usarnos una relación de equivalcucia rnás débil, a t.ra"·és de cierto tipo 

de difeomorfismos en J 1 • . A. pesar de esto, sí podemos obtener alguna información de 

lo que ocurre en .Jº. 
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2.1 Acerca de la relación de equivalencia. 

Corno dijimos en la introducción, Rabier asocia a cada ecuación E dada por 

F(t,x,p)=O (2.1) 

una ecuación de la forma 

f(z)z = H (z) 

donde 

(2.2) 

y z = (t,,x,p) 

Daremos una relación <le equivalencia para ecuaciones de la forma {2.1) adaptada 

de la correspondiente para parejas (f, H) bajo la cual ya describirnos el compor­

tamiento de casi cada clase en el caso de que H no se anule. 

Nótese que dadas las ecuaciones E = F- 1 (O) y [~' = F'- 1 (O), 110 basta pedir que 

(f, H) -(], H), pues esto solo garantiza que cada solución geométrica de F- 1 (c) sea 

1na.pea<la por un difcornorfismo a. una solución geométrica de :F- 1 (k) para alguna k 

que depende de la prirncra solución rncncionada. En la sección 2.:J daremos un ejemplo 

en el cual las parejas (f, H) correspondientes a. dos ecuaciones HOn equivalentes, sin 

embargo ningún difcon1orfisrno que realice la equivalencia rnanda una ecuación en la 

otra. 

Definición: Dircrnos que Ja ecuación E r:s equivalente en z 0 u lu ecuación iJ; en 

Zn y lo dcnot.arcrnos {/S,z0 ),....., (f.:,Z0 ) si 

i) Existen subrnersiones locales tales que E= F- 1 (O) y ¡J; = F'- 1 (O) y (f, H, z 0 ) ~(], H, z0 ). 

ii) J::xistc un <lifcornorfismo .P- que realiza esta equivalencia y que cumple (local-

mente) que 'li'(E) = E. 
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De aquí en adelante, supondremos que E es foliada por sus soluciones geornétricas,o 

sea dirn(TzE n I\(z)) = 1 1 lo que equivale a que TzE flK(z). Veremos que esto es 

lo mismo que pedir que H no se anule. También veremos que este comportamiento 

se puede caracterizar dentro de Jº. Sea rr la proyección natural de J 1 a Jº. 

Proposición 1: Las siguientes propiedades son equivalentes 

a) H(z) #O 

b) TzE /lK(z) 

c) drr(z) (TzE) + R(l, p) 

Demostración: 

a=b) Tenernos que TzE n J\(z) queda caracterizado por 

(F, + Fxp)8t + Fp8p =O 

8x- p8t =O 

por lo que, para <lcrnostrar la proposición basta demostrar que H(z) :/= O si y solo si 

r(F, + Fxp, Fp) = n. Esto es inmedialo si z ~S. 

Se puede ver que si A es una rnatriz den x n entonces que r(A) = n - 1 equivale 

a que A"# O y r(A) < n. En cuyo caso kerA" = ITn.(A). 

Si z ES, H(z) #O si y solo si Fj,(F, + Fxp) #O, lo que equivale a que F, + 
Fxp ~frn(Fp) y r(Fp) = n - 1. O sea r(F, + Fxp, Fp) = n. 

c=b) Nótese que dr.{z) ¡,·(z) = R( 1, p), por lo que e) equivale a 

rhr(z) (TzE + K(z)) = T(t,x¡Jº 

lo cual es equivalente a 

kerd7r(z) + TzE + K(z) = TzJ' 

Corno kerd7r(z) cK(z), ésto último equivale a b).<) 

1 z - 1.:(z) dcnot.a. la estructura de contacto natural de J 1 . Ver la introducción. 
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Comentario: Varios autores como Arnold y Chaperon utilizan equivalencias 

dadas a través de contactomorfismos que son difcomorfismos de J 1 que conservan 

la cstrutura de contacto natural de J 1 • l\tlás precisamente, un contactomorfismo es 

un <lifcornorfisrno .P : J 1 -+ J 1 tal que 

(2.3) 

Cualquier difcomorfismo de Jº, induce un contactomorfisrno en un abierto de Jl .. 

A este tipo de contactomorfismos les llamarcrnos propios. 

Un contactomorfismo propio es de la forma 

.-P(t, x, p) = (T(t, x), X(t, x), P(t, x, p)) 

donde (T, X) es un difcomorfisrno de .Jº y 

p X, +XxP 
T, + 'l'xp 

(2.1) 

(2.5) 

Sin> 1 cualquier contactomorfismo es un contactomorfismo propio. Si n=l hay 

más contactomorfisrnos. 

Se puede ver esto más arnpliamente en (5], [f>], [7],[1]. 

Los clifcornorfisrnos <le .I 1 que realizan la equivalencia con la cual nosotros tra­

bajamos, es una clase tnéÍ.s a.rnplia que la <le los contacton1orfismos prupios. l\:lás 

precisarncntc~ tcucrnos la siguiente 

Proposición 2: Si 'Ir: (.1 1 ,z0 ) -- (./
1 ,Z0 ) es un contactomorfismo propio tal 

que, localmente, .-P(E) = l;, entonces (E, z 0 ) - (E, z0 ) y .-Pes un difcomorfismo que 

realiza esta equivalencia. 

Demostración: Sea. F subrncrsión tal que F- 1 (O)= !:':,y sea F =Fo ..:P- 1
• Para 

cada e ERndcnotcn,os Ec = F- 1 (c) y !'l:c = F- 1 (c). Notcsc que .-P(Ec) = Ec. 
De la forma de'); (\·cr (2.1))sc obtiene que Fp = Fp o.-¡;-• Pp. Además det Pp #0 

pues 'Ir es un difcornorfismo y 
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Con esto tenernos que 

j =O'. Jo -.p-1 

donde a= det Pp ,,=o. 
Por otro lado, utilizando (2.3) y que '\l!l(E) E se sigue que 

d'P(z)(T z(Ec)nK(z)) =T >l!(z¡(Ec)nK('P(z)) 

Como estamos suponiendo que H(z) # O la dimensión de estos espacios es igual 

a l. De hecho H ó ft o ~-l los generan, por lo que existe .>.que no se anula tal que 

Con esto queda. demostrada la proposición.<) 

Corno veremos en la. siguiente sección ha.y muchos ca.sos en los cuales E ~ E y el 

<lifcornorfismo que rea.liza esta equivalencia no es un contactornorfismo. 

Los difcomorfismos que nosotros usarnos conservan sólo la intersección de la forma 

de contacto con la. ecuación, o sea curnplcn que 

d~(z)(T ,,,( E)nK(z)) =T >l!(zJ(É)nK ('l>(z)) 

puesto que H Ó H o 'l"-
1 

generan a los espacios correspondientes. 

2.2 Puntos doblez 

En esta sección a.na.lizarcrnos, localmente, el tipo de ecuaciones para las cuales 

alguna de sus parejas correspondientes (J, H) (de hecho cualquiera) tenga un punto 

singular 1-rcgula.r. '\/crcnios qtH! <~stas son equivalentes, en dicho punto a la. ecuación 

f;;, (en el O) da.da por los ceros de 

F(t, x, p) = (p1,p;, + t) 

donde esla.rnos denotando p = (p1,Pn)• 

Vcrcrnos también que las curvas cntcgralcs de una ecuación con estas carac­

tcristica.s son cúspides, cuyos vértices se encuentran en una hipcrsuperficic de J 0
, 

pero que la. estructura. que pueden t.cncr C:.i muy diversa. 
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t 

2.2.1 La forma normal y las curvas integrales 

Al principio de este trabajo, ya vimos esta ecuación para el caso escalar. Su 

comportamiento para más <lin1cnsioncs lo podernos resumir así 

Sea rr la proyección natural <le J 1(R, Rn) a Jº(R, Rn). 

i) 7r 11;; es un doblez cuyos puntos singulares son sn E= {z EJ 1 j l = 0,pn =O}. 

ii) Las curvas integra les de E son cúspides contenidas en 7r(E) = { (t, x) EJº 1 t :5 O} 

con vértices en 7r(S' n Ji;) = { (t, x) EJº 1 l = O} . Éstas están contenidas en las super­

ficies dadas por Xt = c. 

Definición: ])iremos que E tiene un punl.o doblez en z 0 si z 0 es un punto sigular, 

1-regular <le alguna de sus parejas (/, H) correspondientes. 
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Esta definición realmente no depende de la pareja (f, H), sino es algo i;,trínseco 

de E, como vcrcrnos en la siguiente 

Proposición 3: Si z 0 es un punto doblez de E y 1;. es una subrnersión tal que 

f.'-t (O)= E, entonces z 0 es un punto singular 1-regular de (], H). 

Demostración: Sea F una submcrsión tal que z 0 sea un punto singular, !-regular 

de (f, H) y que E = p-t (O). 

Por otro lado tenemos que ,para z E E, tanto li:(z) como H(z) generan a T.,.E n 
l\(z) por lo que existe .\ : E ~ R que no se anula t.al que 

H(z) =,\(z) H(z) (2.6) 

La primera entrada de esta igualdad es 

f(z) =,\(z)](z) (2.7) 

De estas dos ig11al<lades se sigue que si (f, H) cumple f(z 0 ) =O y df(z 0 ) Ii:(z.,) # O 

entonces ta.rnbi<.~n (j, Ü) lo curnplc, por lo que usando el corolario 8 <lel capítulo 1 se 

sigue lo cnuncia<lo.O 

Teorema 4: F: tiene un punto doblez en Zo si y solo si (E,z0 ) ~ (12',0). 

Demostración: La equivalencia de las ecuaciones claramente implica que Zo sea 

punto doblez; de E. \'crcrnos que t.atnbiéu es una. condición necesaria. 

Sin pérdida de gencralida<l podemos suponer que z 0 =O. Si no fuese así~ podernos 

componer con el contactornorfisrno <lado por 

(l, X, p) ,___. (l - lo, X - Xo - Po(f - la), P - Po) (2.8) 

Corno ya. vimos que los contactornorfisrnos conservan las equivalencias, esto no 

afecta el resultado. 
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Notese que si logramos construirttL:b...gennen de difcomorfismo que realice la equiv­

alencia de (f, H, z 0 ) con (j, H, O) ln.:-U. que "P(E n S) = E n S, éste cumplirá que 

'lf(E) = E, pues H y H son, resp<!clÍ~<1mcntc, campos tangentes a E o E y transver­

sales a So S, 
Del hecho de que O sea un puntocL-ablcz tenemos que dim S = 2n y H(O) <t-T 0(S), 

corno además H es un ca1npo tangcru.-..c a E., se sigue que E jlS en O. Esto último 

irnplica que E n S es localmente unn. -variedad de dimensión n. 

Lo anterior garantiza que existe~ n germen <le <lifcomorfismo ..¡, : (S, O) 

que cumpla que ,P(S n E) = S n k 
(S,O) 

Este lo podernos extender a. otro 

que cumpla 

:germen de difcoinorfismo .P (J 1 ,0) - (J 1 ,0) 

,¡~ H= Ho '1' (2,9) 

definiendo 'I' de la siguiente 1na11cra __ _ 

Denoteinos SK(T,Z0 ) el flujo del carnpo K al ticn1po T 

Restringiendo Stt a R x S', "' -c:>btienc: un difcomorfismo local de (R x S, O) a 

(J 1 , O) pues H(O) ~ T.,(5), 

Sea 'P definida. por 

Claramente se cuinple (2.!J). 

Por otro la.do, como 5 .. este:i dadc:=-- parla ecuación Pn =O, y \Jf(S) = S, entonces 

por lo que existe t-J E G ... r:<J(.1 1 , U) ct.J....L::)'O germen cutnplc 

_jo .¡i- t = fi j 

Diferenciando, i>plicando a il(O -)) y lllilizando (2.9) se obtiene que ,8(0) = -df(O)H(O) 

Esto es distinto de O,pucs O'" =111 pnn.lo doblez de E.<) 

Veremos que a pesar de tener --i....:.Jna relación de equivalencia a través de difcomor­

fisn1os en J 1 , La ccuució11 1noddCJD {,'da. inforrnación acerca de las cur'\·as integrales 
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de E. Esta información es transmitida a través del mapeo 7r o \11, donde '!P realiza la 

equivalencia de E con E. 

Teorema 5: Bajo las condiciones del teorema 4, si .P realiza la equivalencia de 

(E, O) ~(E, z 0 ) entonces el germen de mapeo 7r o W IE: es un doblez. 

Demostración: 

AFIRMACIÓN 1: 

i) 7r lsnE es un difcomorfismo local sobre su imágen 

ii) Sea 7rx :Jº - nn la proyección dada por (t,x) ,__. x .. Si o EE ns, 7rx IEnS es 

un difcomorfismo en una vecindad de O sobre su irnágen. 

Demostración: En la demostración del teorema anterior se vió que E flS, por lo 

que 

Como T.,,.,S + RH(z.,) =Tz.,.1 1 y H(z.,) E kerd7r(Zo)nT.,, 0 E, entonces 

Por la. proposición 1, estos espacios tienen dimensión igual a n, de donde se sigue 

(i ). 

'Tornando Zn = O, y usando la misma proposición se obtiene que 

T.,(7r(E n S)) + R(l,O) = T.,J° 

de donde se sigue (ii). 

AFIRMACIÓN 2: 

Sea '!P =(T, X, P) un germen de difcomorfismo que realiza la equivalencia de E 
con E tal que '!P(O) = O, se tiene que 

i) Xx(O) tiene rango n. 
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ii) ~~r (O)-~~ (O) = >. 2 (0) df(O)H(O) #0. 

iii) ':,'p~(O) - ªa:i::co) =o 

Demostración: 

i) tenemos que se cumple que 'li'(S n E) 

S n E = {z lt = O y p = O} se obtiene que 

S n E, por lo que, utilizando que 

Ta(7r(S n E)) = lrn dx(T, X)(O) 

Del inciso (ii) de la afirmación anterior se sigue (i). 

ii) y iii) Sabernos que se cumple 

d'1i'(z)H(z) =>.(z) H('li'(z)) 

Derivando esta igualdad con respecto a pn, evaluando en O y utilizando que 

H(z) = (pn,PnP, -en), se obtiene que 

~'li' (O)- ~
2

'!' (O) =~(O) H(O)+>.(O) dH(O)aaq, (O) 
i:)l Üpn Üpn Pn 

(2.10) 

Además tenernos que 

- ~'li' (O) =d'li'(O)H(O) =A(O) H(O) 
uPn 

y utilizando que (//1 , H,) = (f, fp) se obtiene que 

( 
df(O) ) d(Hr, H 2 )(0) = 

0 

Sustituyendo estas dos últimas igualdades en las l +n primeras entradas de (2.10) 

se obtiene lo enunciado. 

DEIVIOSTRACIÓN DEL TEOREMA: Sin pérdida. de generalidad podemos suponer 

que Zo =O si no fuese así, tomemos <I> = (</>, P) el contantomorfismo dado por (2.8). 

Si 7í o 4- o W' 1 1~ es un doblez, e.orno 7r o Cito 'W' = <ÍJ07r o "' y <P es un difeornorfisrno, 

entonces tr o q; 1 1~ es un doblez. 
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Sea 
-p2 

a(x,pn) = (T,x,O,pn) 

o es una pararnctrización de E, por lo que 7r o.- lb' es doblez si y solo si el mapeo 

definido por V =1r o \(roa lo es. 

Sea 8 = det dV. Una caracterización de un germen de un mapeo doblez es que el 

germen de (V,8) sea una inmersión. 

Se puede ver que la mátriz jacobiana de V es 

dV= ( 
Tx oa 

Xx o a 

-pnT, o a+ TP" o a ) 

-pnX, o a + Xp" o°' 

Y la de (V,8) en O es 

donde 

d(V, 8)(0) 
( 

Tx(O) 

Xx(O) 

8x 

EJ8 ( Tx(O) -
7 

(O)= clct 
Cpn Xx(O) 

!E.I(o)-=(o) ) Dp'f. Ot 

·1:~ (O)-';,~ (O) 

Utilizando la afirmación 2 se sigue que r(d(V, 8)(0)) = n + 1 por lo que 7r o \(r \¡;; 

es un doblez.<> 

Teorema 6: Si Z 0 = (t 0 ,x0 ,p0 ) es un punto doblez <le B, entonces las curvas 

integrales de la. restricción <le E a una. vecindad de Z 0 son cúspides. Éstas cst<Í.n 

dispuestas de la siguiente manera 

;r(S n /!.:) es una n-varicc.la.cl forma.da por los vértices de dichas ctíspidcs. Esta 

variedad divide a una vecindad de (t 0 , x 0 ) en Jº en dos regiones, por cada (t, x) en 

una de ellas pasan dos curvas integrales de E, mientras que por la otra no pasan 

curvas integra.les. 
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Demostración: De el teorema 5, tenemos que rr IE es un doblez cuyo conjunto 

singular es S n E. De aquí que r.(S n E) sea una n-variedad que divide a Jº en dos 

regiones: la formada por los puntos donde r. !E tiene dos preirnágcncs y la que no 

tiene preirnagcn. De esto se sigue la segunda parte del teorema. 

Veremos que las soluciones geométricas de E que pasan por S n E se proyectan a 

cúspides. 

Supongamos que OE S n E y que ¡ = (t, x, p) es una parametrización de una 

solución geométrica tal que -¡(O) = O y ¡'(O) =/= O (Esto se puede hacer pues las 

soluciones gcornétricas son curvas lisas en nuestro caso). 

Corno ¡'(O) es paralela a H(O) y OE S n E se tiene que (1,x)'(O) 

esto, que x'(.-) = t'(s)p(-') y que p(O) =O se obtiene que 

(t,x)'(O) =o 
(t,x)"(O) = (t"(O),O) 

(l, x)"'(O) = (t"'(O), 2p'(O)l"{O)) 

O. Usando 

En el apéndice Bes ve que el orden por curvas de un mapco doblez es 2, por lo que 

t"(O) =/= O, además p'(O) =/= O, pues ¡'(O) =/= O. Esto implica que (l, x)"(O) y (l, x)"'(O) 

son lincalrncntc inc.lcpcndicntcs por lo que la irnágcn de (l, x) es una ctispidc.<) 

2.2.2 Complejidad de la estructura de las curvas integrales 

Con10 rncncionamos al principio de este capitulo, en el caso de una ecuación escalar 

E que tenga un punto doble.,,, hay un resultado nuis fuert.e.[S), [5],[2.J. En este caso se 

garantiza la. existencia de un contactomorfisrno propio que transforma, localmente., la 

ecuación p 2 + I = O en /!:. Este contactornorfisrno se proyecta a un difcomorfismo de 

.1° que rnan<la las curvas integrales de p 2 + I = O en las curvas integrales de E. 

Esto 110 se puede generalizar para más dirncnsiones. El problema radica en que 

las curvas integrales de l;L ecuación /'°';;están contenidas en las hoja.s de una foliación 

bi<lirncnsional de .Jº, y como veremos este fcnórneno no ocurre en gcncra1. 

Considcrcn1os una ecuación I.i: con un punto doblez. Sabernos que por cada punto 

de rr( E - .S"') pasan dos curvas integrales de la ecuación. las cuales son clÍspides con 

vértices en 7r(S n E). 
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Dada una de estas cúspides, consideremos las cúspides que la intcrscctan, las que 

intcrsectan a estas últimas, y así sucesivamente. 

Mediante este proceso, en el caso de la ecuación JJ; se forma una cadena unidi­

mensional dada por las cúspides con vértices en una recta. 

Sin embargo la. forma en que están cntrcla.za<las las curvas integrales de E puede ser 

lTléis compleja . .r\socicmoslc a cada punto de una cúspide dada la otra cúspide que pasa 

por él. Veremos que no necesaria.mente se intcrscctan entre si las ct'ispidcs asociadas 

a dos puntos de la cúspide original. Si este fcnórncno se repite obtendremos que la 

cadena formada corno describimos arriba será una familia a más <le un parámetro de 

ctíspi<lcs. 

Nótese que es irnposible que exista un difeotnorfismo (ni siquiera. una biyección) 

que n1ande laH curvas integrales de JJ; en las de una ecuación con estas características. 

Para fortnalizar lo anterior haren1os la. siguiente construcción. 

Para cada y E71"(S n E) sea Ky la curva inlegral de E que pasa por y y sea. By el 

conjunto clcfinido por 

By = {y' E,,..(s n E) 1 "Y n "Y' ,,¡, 0} 

By es una. curva (no necesariamente lisa) pues por cada punto <le K.y distinto de 
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y, pasa una sola cúspide tjistita de n.y. 

En el caso del modelo By es la recta que pasa por y =(O, x) con dirección O x en. 

Claramente si existiese un <lifeornorfisrno </> de Jº que conserve curvas integrales 

de las ecuaciones, éste debería cumplir que 

.P(Bca.x¡) = B.¡,ca.x¡ (2.11) 

Construiremos ejemplos de ecuaciones para las cuales la familia de curvas By 

dctcrrnina una red 1nucho rnás compleja que la del modelo, de tal forma que no existe 

ni siquiera una biyccción que cumpla (2.11 ). 

Considcrcntos una. ecuación para n=2 con un punto singular doblez en O y supong­

amos que 7r(Sn E)= {(t,x) E Jº 1 t =O}. Supongamos también que la ecuación no 

depende de la. variable espacial x. En este caso las curvas Bco,x), que para abreviar 

dcnota.rcrnos Bx, viven en /?_'1. y son traslaciones de B 0 . 

A<lcrn¿is B 0 es simétrica con respecto a O por lo siguiente: Tomemos x E B 0 , ésto 

significa que t.· 0 n N.x =/=-f/J por lo que O E Bx. Como Bx = x + B 0 entonces -x E B 0 . 

Vcrcrnos que dentro de estas restricciones todas las farnilias {Bx} de curvas lisas2 

en /?.2 COtl las propiedades 

i) B 0 es una curva sitnétrica con respecto a O, que contiene a. O. 

ii) Bx = x+ B., 

son realizables por una ecuación. 

En la. clctnost.ración se supondni que Bx puede ser parametrizada a. través de una 

función de la forrna. y )--1> (.'.l:(y), y), en ca.so de que no sea así se puede modificar un 

poco la. ecuación <le tal forrna. que lo ant.< .. rior Riga siendo válido. 

Proposición 7: Sea. ;e: (R.,O) - (Il,O) una función impar. 

Si h : ( R, O) -> R cumple que su parte impar está <lada por 

:isc puede pedir a.lgo rncnos que sr.r lisas. 



entonces la ecuación 

cumple que 

p¡-h(p2)=0 

1',f+t=O 

o) (O, 0,0, h(O)) es un punto singular doblez 

i) rr(Sn E)= {(t,x) E Jº 1 t =O} 

ii) B 0 es la imagen de y.._. (x(y), y). 

iii) Bx = x + B 0 

Demostración: Tomando h arbitraria, se cumplen (o), (i) y (iii). 

Para checar (ii) haremos lo siguiente: 

rJ'ornerTIOS }a paramctrizaciÓn de K(o,Xo) dada por Kx0 = (l,X, p) donde 

t(p,) = -if 
Xt (P2) = :r:a1 + J: 2 dJt d~t2 dp2 = :~n 1 - J: 2 h(s).-;ds 

X2(p2) = :L"o2 - ~ 

Una pararnctrización /3 de Bco,xo) queda definida irnplicitamcntc por 

Despejando se obtiene que 

f3(p2) = Xo - cjp2 

h(s).sds. ~¡P~) 
-p2 
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Otra pararnctriznción de Bco.xo) es de In forma x.,+(x(y), y), donde x queda car­

acterizada por 

Lo que equivale a que 

? 1P2 x(-3-p~) = h(s)sds 
-1•2 

h(p2) - h(-p2) y x(O) =O 
2 

Con Jo que queda demostrada la proposición.<) 
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De lo anterior se sigue que hay más de una clase, módulo contactomorfismos3 

dentro <le las ecuaciones con un punto singular doblez. De hecho una clasificación de 

este tipo no sería manejable pues hay dcrnasia<las clases. 

Teorema 8: I-lay un espacio de dimensión infinita formado por ecuaciones que 

no son equivalentes bajo contactomorfisrnos. 

Esto se debe a que la gcornctría de la red formada por las curvas By es muy rfgida. 

1::1 teorema es una consecuencia inmediata de la proposición anterior y del siguiente 

Lema 9: Sean Bn y 8 0 curvas lisas en R 2 , que contienen a O, simétricas con 

respecto a O y con curvatura que no se anula en una vecindad agujerada ah-rededor 

de O. 

Sean Bx = X + Bo y Bx = X + B 0 

Si existe un clifcornorfismo </J: (R2 ,0) 

</J es lineal. 

Demostración: 

(/l2 ,0) t.al que </J(Bx) = B.¡.(x) entonces 

AFIRl\,IACIÓN 1: Si vE 1'., /30 y v #O y x 0 E Bo y vv ETx0 B 0 entonces: 

i) d<P(x)v =//(x)d</J(O)v 

ii) def>(x)w = ~(x)d</J(x + x 0 )w 

para alguna,, : R 2 - ll - {O} y alguna~ R 2 
- R - {O}. 

Demostración: 

i )d<P(x)v es tangente ñ,;(x¡,adernás B.;(x¡=ef>(x) + B0 , por lo que la dirección d<h(x)v 

es in<lepcndicntc de x~ <le donde se sigue (i) 

ii) 'T'cncrnos que X+ x 0 E Bx y -w ETx+xoBx. :\dcrnás por la simetría de Bo : 

X E Bx+xu y -w ETxBx+xn por lo que d</J(x)-w E1'x(B,;cx+x0 ¡} y por el argumento 

anterior d<P(x)vv es paralelo a d<P(x + x 0 )-w, o sea se cumple (ii) 

:t En mas de una <lhncnsíon todos los contactornorfisrnos son propios. 
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AFIRMACIÓN 2: Bajo cambios de variables lineales en el dominio y cpntrado­

rninio se tiene que 

i)d<f> 1 (x,¡¡) =d:x + ,\(71)d¡¡ 

ii)d</>2 (x, ¡¡) =¡t(¡¡)d¡¡ 

l)cmostracióu: lla.cicndo este t.ipo de cambios <le variables, podemos suponer que 

v = <>i y que def>(O) =id. 

d</>2 es múltiplo <le dy pues dd>(x, y)e1 =,\(x, 71)e1 y ¡t solo depende de¡¡ pues dd> 2 

es exacta. Cou esto queda demostrado (ii). 

Para dcrnost.rar (i) obscrvcrnos lo siguiente: 

4> manda rectas horizontales en rectas horizontales, por lo que :B.P(.r,y) es una 

traslación horizontal de :é,p(o,y)' por lo que si ton1arr1os (.r 0 , y 0 ) E B 0 y wE Tcx
0

,y
0
)B0 , 

entonces: 



def>(x + Xo, y+ 110 )vv =c(x, y )def>(x
0

, 11 + y
0
)vv 

Ahora, aplicando (ii) de la afirmación 1 tenemos que: 

def>(x,y)vv =l;(x,11)def>((x,y) + (x
0
,y

0
))vv = 

l;(x, 11)c(x, y)def>(xo, 11 + Yo)vv = 
{!recb~!)·"l def>(O, ¡¡ )vv 
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Por el inciso (ii) ele este lema tenernos que la segunda entrada de esta última 
igual<lad es: 

por lo que 

( ) t;(x,y)c(x, y) ( ) 
µ 1J W2 = l;(O,y) i' y W2 

def>(x, y)vv =def>(O, y)vv (2.12) 

i\dcmás~ como 8 0 110 es una recta, podemos escoger otro punto (x~, y~) de B
0 

y vv' ETcx~.y:_)Bº tales que vv' y 'W sean linealmente independientes. Claramente la 

propiedad (2.12) lan1bién se cumple para vv' por lo que 

def>(x,11) =dtj>(O,y) 
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con lo que 

dcf>1(x,y) =v(y)dx + >.(y)dy 

como esta es una forma exacta entonces v es una constante, de hecho v 1 pues 

dcf>(O) =id 

AFIRMACIÓN 3: Con las coordenadas de Ja afirmación anterior,>.= O y µ = l. 

Demostración: Utilizando Ja propiedad (ii) de la afirmación 1 y expresandola en 

las coordenadas dadas por la afirmación 2, se obtiene que si w = ( 1, W2) E T(xo.Yo)Bo, 

entonces se cumple que 

W2(Jt(y)>.(y +Yo) - >.(y)µ(y +Yo)) = ¡t(y +Yo) - µ(y)'1 (2.13) 

Substituyendo y = O y utilizando que >.(O) = O y ¡t(O) = 1 se obtiene que 

(2.14) 

Sea Yo suficientemente pequeña de tal forma que ¡t(y0 )-,!= O. Substituyendo y= 1J 0 

en (2.13) y utilizando (2.1'1) se obtiene 

(2.15) 

Como B 0 tiene tangente horizontal en O y curvatura no nula fuera. de O, entonces 

localmente B 0 es la gráfica de una función y = y(x) tal que y"(x) #-O fuera de O. De 

aquí que para y 0 > O y suficientemente pequeña quede definida 1.V2 como unéi. función 

inyectiva y no nula <le y 0 • 

Expresando (2. l·l) para y 0 y (2.15) para ~Yo se obtiene que 

W2(Yo)>.(yo) = /L(Yo) - l 

tu2(~110)>.(110) = µ(110) - l 

Corno iv 2 es no nula y monótona para y 0 > O se obtiene que 

y 

Claratncntc esto también se cumple para. 11 0 ::::::; O suficientemente pequeña.O 

' 1 Nótese que w2 no depende de y, sólo de y 0 • 
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2.3 Puntos cúspide. 

En esta sección estudiaremos las ecuaciones cuyas parejas asociadas, (f, H), ten­

gan un punto singular, 2-rcgular. Daremos una forma normal, la cual es eqilivalente 

localmente a casi todas las ecuaciones de este tipo y veremos que consecuencias tiene 

esto en J 0
• 

2.3.1 La Corma normal 

Veremos que la forma normal está dada por el gerrncn en O de la ecuación E 
definida por 

P1 =O 

~p; + XnPn + l = O 

donde estamos denotando X= (x,,xn) =(xi, ... ,xn) y p = (P,,Pn) 

E tiene las siguientes propiedades 

i) S n iJ; es una n-varie<lad determinada por las ecuaciones 

,,, =o 
p~ + :L'n =O 

4x~ - 9t 2 =O 

la cual se proyecta en un cilindro cuspidal. 

ii) S 1 n E es la n-1-varicdad dada por 

p=O 

t=O 

Xn = Ü 

cuya proyección a Jº es un difcomorfismo. 

iii)7r 11:; es un tnapco ctispidc. 

iv) Las soluciones geométricas que pasan por ( .. ~-5 1 )n.E se proyectan a cúspides 

y las que pasan por ... 5' 1 ni}; se proyectan a curvas que llamaremos curvas (3,4). Éstas 

son curvas difcomorfas en una vecindad e.le su punto singular a la imagen de s i--+ 

(s 3 , s'1 ) en una vecindad de O. (En el apéndice B se da una caracterización de estas 

curvas). 
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En este caso el hecho de que las parejas (f, H) correspondientes a dos ecuaciones 

sean equivalentes, no irnplica que las ecuaciones lo sean, pues un <lifcomorfisrno puede 

mandar soluciones gcornétricas de Ec = F- 1 (e) en soluciones geométricas de Ek = 
:F- 1 (k) sin conservar la estructura de Ec. 

Ejemplo 1: Consideremos las ecuaciones J!; = f.'-t (O) y E 

fi'(t,x,p) = ~+.7:p+t 

F(t,x,p) = ~ + tp + l 

F- 1 (0) donde 

Usando el corolario 8 del capítnlo 1 se ve que O es un punto singular, 2-rcgular 

para las parejas (f, H) asociadas a ambas ecuaciones~ por lo que estas parejas son 

equivalentes c"!n O. 

Veremos que sin en1bargo E no es equivalente a F; en O. 

Esto se debe a. que de la equivalencia de parejas (/, H) se sigue que si ~ es un 

difcomorfismo que realiza esa equivalencia, entonces W(S1 ) = 5 1 por lo que si fuesen 
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equivalentes se cumpliría que 

"'(S1 n E) = s 1 n E 

Sin embargo esto es imposible pues S 1 n E = {O}' mientras que S 1 n E es Ja 

1-variedad dada por t = O y p =O. 

Sin embargo, veremos que, si aumentamos la hipótesis de que S y E se intersecten 

transversalmente, entonces la equivalencia de parejas si implica la equivalencia de 

ecuaciones. Por lo que daremos la siguiente 

Definición: z 0 es un punto cúspide de E si para alguna pareja. (f, H) asociada a 

E se cumple que S f1E en Zo y éste es un punto singular 2-regular de (/, H). 

/\1 igual que pasa para los puntos doblez, la definición anterior no depende de la 

pareja (f, H) escogida. 

Proposición 10: Si z 0 es un punto C\Íspidc de E entonces para cualquier pareja. 

(f, H) asocia.da a E se tiene que S f"IE y que Zo es un punto singular,2-regular de 

(j,H). 

Demostración: Sean F y F dos suhrnersiones tales que ,localmenteF- 1 (0) =F- 1 (0) =E, 

en la proposición 3 se vio que existe.\: (E,z0 ) -+R - {O} tal que en una vecindad 

de z 0 y para z EE se cumple 

/(z) =,\(z) f(z) 

H(z) =-'(z) H(z) 

De aquí se sigue que (/, H) cumple 

/(zo) =Dtt/(zo) =Ü, DiJ.J(z0 ) ;60 ¡¡ df(z 0 ) #O 

si y solo si también lo cumple (j, H) lo cual implica, por el corolario 8 del capítulo 

que z 0 es un punto sigular 2- regular de (/, H) si y solo si lo es de (f, H). 
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Nótese que la condición de que E f1S en Zo equivale a que d(f ls)(z0 ) #O, por 

lo que también es cierto que E f1S en z 0 si y solo si E /1S en z 0 .<> 

E es una forrna normal para las ecuaciones con punto cúspide en el siguiente 

sentido 

Teorema 11: Zo es un punto cúspide de E si y solo si (E, Zo) ~ (E, O). 

Claramente (E, z 0 ) ~ (E, O) implica que Z 0 sea punto cspide de E. La idea para 

demostrar la otra irnplicación es tomar cualquier <lifcomorfismo ( que realice la equiv­

alencia de (f, H) con (j, Ü) y construir otro difcomorfismo </> que haga (f, H) equiva­

lente a si mismo y que además cumpla. que </>(((E)) = !'!:. Tomando ,P =</>o ( obten­

emos lo deseado. 

La construcción de </> equivale a resolver un sistema <le ecuaciones formado por 

una ecuación funcional y un sistema e.le ecuaciones parciales, con datos dados por el 

hecho de que </>{((E)) = k. Este problema se puede transformar en un problema de 

Cauchy para un sisterna de ecuaciones parciales. Para hacerlo usaremos lo siguiente 

Proposición 12: Si Z 0 es un punto cúspide de E entonces[.!; /15 1 en z 0 • 

Demostración: Sin pérdida de generalidad supondremos que O es un punto sigu­

lar 2-rcgular de (f, H), de aquí que S sea una 2n-varicdad y 5 1 una 2n-l-subvariedad 

de S, adcm,is ll(O) E T.,S - T 0 S', por lo que 

T.,S = T.,S' + HH(O) (2.16) 

Como H(O) ET0 E se tiene que 

Usando (2.lG) y que S f1E en O se obtiene lo enunciado.<) 
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Lema 13: Sea S = {y E Rm J Yt =O}. Si V es una k-variedad en R:"' que cotiene 

a O y transversal a S en O, en ton ces existe un germen de difeornorfismo .; : ( Rm, O) --+ 

(Rm,o) tal que 

i) {(V) = {y ERm 1 (Yk+i, ... , Ym) =O} 

ii) .;, (y)= y, 

Demostración: Sea G una submersión tal que G- 1 (O) = V. La transversali­

dad de V y S equivale a que el rnapeo (G, y 1 ) sea una subrnersión en O, por Jo que 

r( g;¡;, ... , a"y":,. )(O) = rn - k. 

Sean y.-1 , ••• , Yim una permutación de las entradas de y, con Yi 1 = Yt tales que 

r( Du~:,, ... ,a~~ )(O) = rn - k. 

De aquí tenemos que V está determinado localrncntc por ecuaciones de la forma 

Sea .; definido por 

C. - { 1/i, "' -.J 11· - Y,. 
,'Ji,, J 

..; j:::; k 

_,; j > k 

Claramente é, es un difcornorfismo que cumple con lo enunciado.O 

Demostración del Teorema 11: Sin pérdida de generalidad supondremos que 

z., = O. Sea ( :(.J 1 , O) --+(.1 1 , O) un germen de difcomorfismo tal que d( H = Ü: o ( y 

J = n] o ( pa.ra algunas .. \ y o- funciones ciuc no se anulen. 

Para demosl rar el leo rema basta que exista un germen de difcornorfismo <P :( J', O) --+( J 1 , O) 

tal que 

i) <id> ü: = iI o <P 

ii)f=foó 

iii) ef,(((E)) = JJ; 
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pues tomando t/J = </;>o ( obtenemos que E~ E mediante t/J. 

Usando que 'H= (j,j•p,'H3) y denotando</:>= (</:>1,</:>2,, ... ,</:>2n,</:>3,, ... ,</;>3n), las 

ecuaciones (i) y (ii) toman la forma 

vq,, · :H =i o</:> 

'V 4>2, · H = j o </:> <f:>3, 

'V <f:>3, · H =ih o <P 

j=joq, 

Tenernos que j = Xn + p;, y H3 = -(l + p;,)en por lo que las funciones </:>2n = Xn 

y <Pan = Pn son soluciones a las ecuaciones correspondientes, con esto eliminamos la 

ecuación funcional y nuestro problema se reduce a resolver el siguiente sistema de 

ecuaciones parciales lineales para i E {l, ... ,n- l} 

'V</:>1 · :H =j 
'V</>2, · :H = j <f:>3, 

'\1<f:>3, · H =ü 

Éste llene una solución única que es suave si se dan datos de Cauchy en una 

variedad no característica (o sea una 2n-varicdad transversal a ff). 
Sea IV= {(t,x,p) E J 1 1 Pn =O}. Ésta es una variedad no caractenºstica. Dare­

rnos los datos de Cauchy sobre IV <le tal rnanera que se cumpla que </;>(((E) n W) = 
f..;nw. 

Sean V= ((E) n w y V En W = {(t,x, p) E J 1 1 t =O y p =O} 

Usaremos el lema 13 para asegurar que existe un germen de difeomorfismo { 

(l'V,O) ~ (IV,O) tal que l;(V) =V y l;2n = Xn· 

Como S1 = {(t, x, p) E J 1 1 Xn =O y Pn = O}, basta checar que S1 y V , vistas 

como subvaricda<lcs de tV, son transversales en O. (i\. este hecho la <lcnotarcmos por 

5 1 /1wV.). 

Por la proposicin 12, E ,(15 1 , por lo que (En (- 1 (W)) fl<-•(w¡(S1 n (-1 (W)). 

Corno ( conserva las propiedades de transversalidad y ((S1 ) = S 1 , entonces S 1 f1w V, 

por lo que existe é, con las características mencionadas. 



Tomemos los datos de Cauchy definidos por 

paraiE{l, ... ,n-1}. 

c;i>1(t,x,p¡,O) = ( 1 (t,x,p1) 

c;62,(t,x,p 1 ,0) = 6,(t,x,p1 ) 

c;i>3,(t,x,p¡,O) = 6,(t,x,p1 ) 
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Sea c;6 definida por c;i>2n = Xn, c;63n = Pn y sus otras coordenadas dadas por la 

solución al problema de Cauchy mencionado. Claramente c;6 lw = e X o y como 

dc;i>3" = dpn entonces c;6 es un difcomorfismo; además c;i>(((E) n l-V) =En l-V . . Veremos 

que esto último implica que c/>(((E)) = E con lo que quedaría demostrado el teorema. 

Esto se sigue de que ((E) n W y E n 1-V son subvariedades de ((E) y E -
respectivamente- de codirncnsión 1, las cuales no tienen como vector tangente a Ü. 

Además las curvas integrales de H son una foliación de ((E) y de E. Corno c;6 preserva 

estas curvas entonces c;i>(((E)) = E.<> 

2.3.2 Curvas integrales y su relación con E 
En esta parte estudiaremos las curvas integrales de una ecuación E en la cercanía. 

de la proyección de un punto cúspide. 

Vercrnos como se puede transmitir la información que se tiene en J 1 acerca de las 

relaciones entre la ecuación ¡:;y el modelo J'J:, al espacio .Jº. Para esto analizaremos 

las propiedades que tiene el ma.pco 

donde 'I' es un difcornorfisrno que realiza la. equivalencia de la ecuaciones (con 'l'(E) 

E). 

Las curvas integrales de E son las itnágcncs bajo ir de las soluciones geométricas 

de f.;. Utilizando una caracterización de los rnapeos cúspide e.lada en el apéndice 

B, veremos que fr es un mapco cúspide. Este hecho y algunas propiedades de las 

soluciones geométricas implican que las curvas integrales de E sean curvas regulares, 

ctíspi<lcs o curvas (3-·1 ). 
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Los conjuntos E 1 

Empezaremos por ver cuales son las propiedades de las restricciones a E de los 

conjuntos 5 1 definidos por (1.6) en la sección 1.3, así como de sus proyecciones a J 0
• 

Sea 

E'= s'nE 

Nótese que una de las propiedades que pedimos para que z.. sea un punto singular 

cúspide es que S ¡f\E en Za, en cuyo caso S' también es transversal a E (Ver la 

proposición 12) lo que garantiza que E y E 1 son, localmente, subvariedades de E de 

dimensiones n y n-1 respectivamente. Además como z 0 es un punto singular, 2-regular 

de (f, H), tenemos que E 2 = 0. (Ver el corolario 7 del capítulo 1 ). 

Ahora caracterizaremos a los conjuntos E 1 a través de propiedades relacionadas 

con 7r \E· Para zE E - E, 7r Is es una inmersión en z, pues f = det Fp, de hecho se 

cumple que 

E = {z EE 1 7r Is no es inmersión en z} 

El campo H juega un papel relevante en tanto a dicha proyección, pues para zE E 

RH(::) = kcrd(7r is)(z) (2.17) 

Esto se debe a. lo siguiente: Clara.mente en E, HE kerd(rr Je) pues H ET E y es 

de la. forma. 'H =(f, f'p,'H3) .. Además vimos en la proposición de 2.1 que 

d¡r(z) (TzE) + R(l, p) = Tz(JO) (2.18) 

por lo que 7r \E es de corrango l en ~, lo que garantiza (2.17). 

Se puede ver usando (2.17) y propiedades de la tra.nsversalidad de S y S' que 

z EE1 si y solo si kcr d(" !B)(z) C Tz0-:1- 1 ), por lo que para l E { 1, 2} , denotando 

,,, { ,,,_, 1 1 ....... = z e....... r. ~·-1 no es inmersión en z} 

Corno ~·.? = í/J, tenernos que r. h:1 es una intncrsión, en particular r.(E 1 ) es una 

(n-1 )-variedad. 
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Resumiendo algunos de los puntos que acabamos de ver, tenemos la. siguiente-

Proposición 14: Si z 0 es un punto cúspide de E y :E1 = S 1 n E, entonces 

a) :E y :E 1 son variedades de dimensión n y n-1 respectivamente y E 2 = 0. 

b) 7r !E es un mapeo de corrango menor o igual que 1. En particular para zE ~ 

RH(z) = kerd(7r IE)(z) 

e) 7r !:>:: no es una inmersión y 7r h:• si lo cs. 

¿Que tan singular es ir? 

Como dijimos anteriormente el mapeo 

rnanda las soluciones geométricas de la ccuacion modelo en las curvas integrale~ de 

la. ecuación E= ...,,(E). 

De las propiedades de • se sigue que el campo H genera al ker d7r, cuando _,slc 

último es distinto de {O} (o sea en f:), por lo que es de esperarse que una medida 

de que tan singular sea 7r, esté dada por la forma en que se anula dir H. 
El hecho de que j y d•H sean, respectiva.mente múltiplos no nulos de fo ·...p y 

H o • implica que 

donde ¡,1, es un germen de función no nula. 

Notesc que sabemos explícitamente los valores de], por lo que la expresión ~ntc­

rior nos pcrrnitc estimar que tan fuertemente se anula diriI 

En la segunda. parte e.le la. siguiente proposición traducirnos esta cxprcsic5:2l en 

términos <le la. expresión de -ñ- ha.jo un determinado sistema de coordenadas de E 
para el caso específico con el que estarnos trabajando. 
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Proposición 15: Si (E, O) ~ (E, z 0 ) y ir está dada por (2.19), entonces existe 

una función no nula JL tal que 

dirH =µj(1, •a) 

Si además E es la ecuación modelo, y 17 es la pararnetrización de E dada por 

( 
p~ ) 77(x,pn) = -3 - XnPn.X, O,pn 

y definirnos el rnapeo 

(T,X) =ir o 17 (2.20) 

se cumple que 

donde o(O) o¡f O. 

Demostración: La primera parte se demostró en el texto. Consideremos el 

campo G determinado por 

d 17b = li o,, 
Por la primera parte de este lema, se cumple que 

d(T,X)G =µo 11 jo 11 (1, '1>a o 17) (2.21) 

Utilizando que 

j = p~ + xn y H = ( /P ) 
-(1 +p~)en 

se obtiene que 

'G = (O, ... O, (p~ + Xn)Pn• -(1 + P~)) 
por lo que 

• 2 D(T, X) 2 ) éJ(T, X) 
d(T, X)G = (Pn + Xn)Pn UXn - ( 1 + Pn Upn 

Utilizando (2.21) se puede despejar 

D(T, X) ( 2 )( /3) 
8pn = Pn +:en a, 

donde a= 
p" fj!L-iion 

l+p~ 
por lo que o(O) = ¡t(O) # O.O 
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,;- es un mapeo cúspide. 

Para demostrar que -ñ- es un mapeo cúspide usaremos una caracterización de este 

tipo de mapeos, la cual involucra la siguiente 

Definición: Sea JI;[ una variedad y G : (NI, z 0 ) -+ R"'. El orden por curvas de G 

en z 0 , que denotaremos oa(zo) es el máximo de los ordenes en O de las curvas de la 

forma G o o, donde o es cualquier curva en llf que cumpla que o(O) = z 0 y o'(O) #O. 

La caracterización de la que hablamos se demuestra en el apéndice B y es la 

siguiente 

Teorema: El rnapeo G (R"', z 0 ) -+ R"' es cúspide si y solo si se cumplen las 

siguientes condiciones 

i) Ges de corrango 1 en Za· 

ii) det(dG) es submersión en z 0 • 

iii) oa(z0 ) = 3. 

Teorema 16: Si z 0 es un punto cúspide de E, entonces,;- (definido en 2.19) es 

un 1na.peo cúspide. 

Demostración: La. demostración la haremos primero en un caso particular y 

después veremos que este caso implica los demás. 

CASO 1: Supondremos que 

ir(O, x, O) = (O, x) (2.22) 

En este caso demostraremos que el mapco (T, X) definido en (2.20) es un mapeo 

cúspide en O. 

Claramente (T, X) es de corrango 1 en O, pues 7r lo es en Z 0 • (Ver proposición 

14 ), por lo que basta demostrar las condiciones (ii) y (iii) de la caracterización que 

acabamos de mencionar. 
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Primero traduciremos las condiciones (ii) y (iii) en términos de las parciales de 

(T, X) y después checaremos que (T, X) las cumple. 

AFIRMACIÓN 1: Si (x,pn) ,__.. (T,X) define cualquier mapeo que cumple 

(T, X)p" (O) = O 

Tx(O) =O y Xx(O) =id 

entonces se tiene que 

a) det d(T, X) es una submersión en O si y solo si JJ';., lo es también en O. 

b) o¡r.x¡(O) = 3 si y solo si 

a2~ (O) = O y fJ3: (O)/= (ar) x(O)· a2x (O) 
8p,. 8Ji!. apn apn 

Demostración: 

a) Desarrollando por menores respecto a la última columna se tiene que 

ar ax• 
dctd(T,X) = -

8 
detXx+ L:-a ó, 

Pn i Pn 

donde 6¡ es el determinante del menor correspondiente. 

Utilizando (2.23) se tiene que 

D ~T ~~ 
-
8 

(<lctd(T,X))(O) = ,,....---
8 

(O)<letXx(O)+L-a a (O)ó,(0) 
Y vy Pn ¡ Y Pn 

(
T 

= det X 

Xx 

Por lo que, usando (2.24 ), se obtiene que 

( 
a2 r a2 T <PT) V'dctcl(T,X)(O)= -.-.-, ... ,--,-,--

2 
(O) 

Üx¡Üpn ÜXnÜPn Üp,. 

con lo que se demuestra {a.). 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

b) Nótese que kcr(T,X)(O) = en+l por lo que º<r.x¡(O) 2':1 y además para medir 

el orden de (T, X) basta usar curvas de la forma 

et(Pn) = (x(pn), Pn) donde x'(O) =O (2.26) 
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pues si una curva es tal que a'(O) o¡!= O y ((T, X) o a)' (O) = O, entonces o'(O) = 

(O, a 0 ) o¡!= O, por lo que se puede reparametrizar de la forma (2.26). 

Expresaremos ((T, X) o o)" (O) y ( (T, X) o a)'" (O) en términos de las parciales de 

(T, X). Para esto usaremos que si h : R"' -+ R y a : (R, O) -+ (R"', O) entonces 

(h o a)"(O) =d2 h(O)(d(O), a'(O)) + dh(O)o"(O) 

(h o a)"'(O) = d 3 h(O)(a:'(O), o'(O), o'(O)) + 3d2 h(O)(o'(O), o"(O)) + dh(O)o"'(O) 

Aplicando esto a las entradas de (T, X) y utilizando (2.23), (2.24) y (2.26) se 

obtiene que 

(
a2r a2x ) 

((T, X) o a)" (O)= if2(0), ""82""°(0) + x"(O) 
Pn Pn 

((T, X) o a)"' (O) = (~~(O) + ( :::. ) x (O) · x"(O), ,B + x"'(O)) 

para algún ¡3 ERn. Por lo que ºCT.x¡(O) >2 si y solo si ~:I(O) =0 y bajo este supuesto 

ºCT.XJ(O) =3 si y solo si ~~I (O)- (:;::,) x (O)· 'i,~~(O) ;60. El "si" es inmediato, el "solo 

si" se debe a que si no fuese así , entonces cualquier curva o de la forma (2.26) tal 

que x"(O) = -':,'P~ (O) y x'"(O) = -¡3 cumpliría que el orden de (T, X) o a en O sería 

mayor que 3. 

Ahora vermos que el rnapeo (T, X) definido en (2.20) es cúspide. Por la hipótesis 

(2.22), (T, X) cumple (2.23) y (2.24), por lo que basta checar que 'V g;:., (O) # O y 

(2.25). Esto es una. consecuencia. inmediata de la proposición 15. 

Tenernos que 

Ü
aT (X,pn) = (p~ + Xn) a(X,pn) 

Pn 

donde o(O) # O. 

De aquí que la curva 
ar 

Pn ...__,. apn (O,pn) 

tenga orden 2 en O, lo que garantiza que 

(2.27) 
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Análogamente, usando también el lema 4 se obtiene que 

a2r a 2x -a a (o) # o Y -a , (o) = o 
Xn Pn Pn 

lo que aunado a (2.27) implica V' J1": .. (O) # O y (2.25), con lo que queda demostrado 

el caso l. 

CASO 2. (El complemento del caso 1 ). Notese que el teorema es válido para una 

ecuación E particular si y solo si lo es para una de la forma E'= C;,(E), donde C;, es 

el contactomorfismo propio inducido por </>. Esto se debe a la proposición 2 y a que 

el siguiente diagrama conmuta 

E' 
! 7r 

./º 

por lo que ;¡. es cúspide si y solo si 7r o (C.p o '\P) lo cs. 

De aquí que para demostrar este caso basta checar que dada cualquier ecuación E 

equivalente a E en {z0 , O} existe un difeomorfismo </> : (./º, (t 0 , x 0 )) --+ (Jº, O) tal que 

r/;>oir sea como en el caso 1 y además se pueda levantar a un contactomorfisrno definido 

en una vecindad de z.,. Esto último queda garantizado por que</>/ (z0 )+</>i,(z0 ) • p 0 #O 
(Ver (2.4) y (2.5) en la sección 2.1). 

Construiremos </> con esas ca.ractcristicas. Sin pérdida de generalidad supondremos 

que Zo =O. Sea R = {(t, x, p) E ./ 1 1 t =O, p =O}. Res una subvariedad de E que 

cumple que cumple que H no es tangente a R,y utilizando el lema 3, obtenemos que en 

:t, gen {H} = kcrdii-, por lo que;¡. 111 es una inmersión en O. Además usando (2.18) 

y que estamos suponiendo que p 0 =O, se obtiene que ir(R) se puede paramctrizar de 

la forma 

X ,____..(T(X), X) 

y a.través de esta paramctrización la inversa local de ir In se puede expresar de la 

forma 

(1i- ln)- 1 (T(X),X) (0,x(X), O) (2.28) 
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donde X: (Rn, O)-+ (Rn, O) es un difeomorfismo local. 

Sea </> definida por 

</>(T,X) = (T- T(X),x(X)) (2.29) 

Como X >-+ (O, x(X).O) es una parametrización local de R, usando (2.28) y (2.29) 

se sigue que </>o rr(O, x, O) = (O, x) además <t>: = 1, por Jo que </>se puede levantar a un 

contactomorfismo definido en una vecindad de O. Con esto tenemos que la ecuación 

E' = C.,(E) entra dentro del primer caso y por tanto,;. es un mapeo cúspide.<:> 

Propiedades de las curvas integrales. 

El siguiente teorema da algunas propiedades referentes a las curvas integrales de 

una ecuación que tiene un punto singular cúspide. Unas son en torno a su ·compor­

tamiento rnicroscópico individual y otras en tanto a la forma en que están estruc­

turadas en Jº 

Teorema 17: Si Zo es un punto ctíspidc de E entonces, restringiendo E a una 

vecindad de Zo se tiene 

a) 7r(~ 1 ) es una (n-1)-variedad y 7r(~) es difeomorfo a un cilindro cuspidal. 

b) 7r(~) divide a. una vecindad de Jº en dos regiones, por cada punto de una de 

ellas pasa una tinica curva integral, la cual es lisa, y por cada punto de la otra pasan 

tres curvas integrales, también lisas. Por cada punto de 7r(E - ~ 1 ) pasan dos curvas 

integrales: una cúspide y otra lisa y por cada punto de 7r(E 1 ) pasa una curva (3,4). 

Demostración: Sabemos que 11' le es un mapeo cúspide en Zo y por tanto un 

mapco doblez en puntos de E - ~ 1 • De esto se siguen las propiedades enunciadas 

a. excepción de la referente a la. forrna local de las curvas integrales que pasan por 

11'(~·). 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z 0 =O. Sea -y = (t, x, p) la 

pararnetrización de la solución gcornetri<.:a que pasa por O que cumple ¡' = H o -y y 

-y(O) =O. Por la forma de H se tiene que 

(t,x)' =fo -y (1, p) 
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Como O es un punto singular, 2-regular de (f, H) el orden de fo -y en O es dos, 

(ver el corolario 8 del capítulo 1) por lo que derivando la expresión anterior se obtiene 

(t, x)"(O) = O 

(t,x)"'(O) =(fo -y)"(O) (1,0) 

(t,xr(o) = (fo-y)"'(O) (l,0)+3(fo-y)"(O) (1,p'(O)) 

Como además p'(O) #O los dos últirnos vectores son linealmente independientes, 

por lo que (t, x) es una curva (3,4),como lo garantiza el teorema 1 del apéndice B.<> 

Dentro de las limitaciones impuestas por este teorema, puede haber una gran 

variedad de comportamientos distintos de las curvas integrales, esto se debe a que el 

tipo de relación de equivalencia que estarnos usando no induce un difeomorfismo en 

Jº. Veremos algunos ejemplos que muestran la diversidad que hay en la estructura de 

las curvas integrales de una ecuación en la cercanía de un punto cúspide. 

Una de las características de la ecuación modelo es que sus curvas integrales están 

contenidas en los planos dados por x 1 = e, esto determina una foliación de Jº, cuyas 

hojas contienen a las curvas integrales de la ecuación. El hecho de que la dimensión 

de las hojas sea dos es atípico. 

El espacio tangente a cada una de las hojas <le una. foliación como la mencionada 

debe contener a los vectores de la forma (1,p) donde (t,x,p) es un punto de la 

ecuación. En el caso de que E tenga un punto cúspide, hay una. región de Jº donde 

7r IE es 3 a l por lo que es de esperarse que, en general, las hojas de dicha foliación 

sean al menos tridimensionales. 

Analizaremos algunas ecuaciones ele la forma 

P1 - P(t,x,p,.) =O 

4 + PnXn ·+- l = Ü 

las cuales tienen un punto singular en O si P(O) = O. 

(2.30) 
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Ejemplo 2: Sea E como en (2.30) donde P(t,x,pn) = P(pn)· Veremos que en 

general las curvas integrales de E no están contenidas en las hojas de una foliación 

bidimensional. 

En este caso, si Xn < O entonces (O, x, p) e E si y solo si 

(1, p) E { (1, O), (1, P(q), q), (1, P(-q), -q)} 

donde "5- + Xn = O. 

Se puede ver que el generado por este conjunto tiene dimensión 2 si y solo si todas 

las entradas de P son funciones impares, lo que es un comportamiento inestable. 

Ejemplo 3: Ahora tomaremos E como en (2.30), con n=2 y P(t,x, p) =a(t)p2 • 

En este caso para (t, x) que cumplan 9t 2 + 4x~ <O, el espacio generado por 

{(l,p) 1 (t,x,p) E E} (2.31) 

tiene dimensión 2. Sin crnbargo esto no garantiza que las curvas integrales de la 

ecuación estén contenidas en una foliación bidimensional. 

Para ver esto construiremos una unoforrna /3 tal que su nuclco sea el espacio 

generado por (2.31 ). una condición cquivahnte a que la estructura inducida por ker /3 

sea integrable es que d/3 lkcrO sea nula. 

En nuestro caso se puede ver que el nucleo de la unoforma 

contiene a (2.31). Además 

d/3 = -a'(t)dt /\ dx2 

la cual evaluada en vectores del nuclco de /3 da 

d/3 ((ót, aóx 2 , óx,), (ót', aóx;, óx;)) = (ót'óx2 - ótóx;) a'(t) 

Con esto obtenemos que una condición necesaria y suficiente para que las cur­

vas integrales de las ecuaciones de este ejemplo estén contenidas en una familia de 

superficies bidimensionales es que a sea constante. 
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Con el siguiente ejemplo se muestra que ni siquiera cad;. curva integral vista 

individualmente es horneornorfa a alguna curva integral del modelo en vecindades 

que contengan a un punto cúspide. 

Ejemplo 4: Tornemos Ja ecuación (2.30) con n=2 y P(t,x,p,) = p~ + x 2 • 

Las soluciones geométricas de la ecuación se pueden parametrizar por P2, puesto 

que H · (O, O, e 2) =/= O. Sea P2 ,__. (t(p2), x, (p2), x2(P2)) una pararnetrización de una 

curva integral de la ecuación. Tenemos que 

(p~ + x,)2 
p~ + 1 

Como esto siempre es menor o igual que O, las curvas integrales de esta ecuación no 

se autocruzan, mientras que todas las del modelo que pasen por puntos de .,,.(f: - f:t) 

si lo hacen. 

Finalmente daremos un ejemplo de una ecuación cuyas curvas integrales están 

contenidas en las hojas de una foliación bidimensional y sin embargo no existe un 

homeomorfismo que las mande a las curvas integrales del modelo. 

Ejemplo 5: Sea E la ecuación dada por 

PI= o 
!f.+ X1P2 + t = 0 

Se puede ver que O es un punto cúspide, y que 

r.(E) = { (t, x) 191 2 + 4x~ = O} 

7r(E 1 ) = {(t,x) 1 t =O y x, =O} 

r\.demás las curvas integrales de E están contenidas en los planos x 1 = e y un 

esquema de éstas es como se muestra en la figura. Es claro que no puede existir un 

horneornorfismo que mande las curvas integrales de E en las del modelo E. 
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:::e,=- e a. 

-:C.,= o 

.. 
t 

.X..a., 

t 
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Apéndice A 

Deformaciones versales 

En este apéndice daremos una idea intuitiva de lo que son las deformaciones 

versales de un germen g : (R, x 0 )--+ R y mencionaremos los resultados acerca de este 

tema que necesitamos para nuestro trabajo. 

Consideremos una función g y una familia a rn parámetros, {g,,} a la cual pertenece 

g, digamos que g = g,,0 • Esta familia la tornaremos suave en el sentido de que la 

función definida por G(x, µ) = gµ(x) es suave. Al germen de G basado en (x 0 , µ 0 ) se 

le llama una deformación de g. 

Una deformación versal corresponde a una familia máxima en el siguiente sentido: 

Consideremos el espacio de funciones definidas en un intervalo que contiene a x 0 y 

una acción,por ejemplo la de componer por la derecha con un difcomorfismo 1 . Una 

de las condiciones que se pide para la versalidad de G, es que la unión de orbitas de 

gµ cubran una vecindad de g. Si ocurre esto, cualquier otra familia suave debe poder 

ponerse en términos de {gµ} a través de una familia de cambios de variable en el 

dominio y modificando de forma adecuada los parámetros, de hecho se pide que esto 

se realice suavemente en alguna vecindad de (x 0 ., µ 0 ). 

10tra acción puede ser la de componer por la derecha. y por la izquierda. con dos difeomol'fismos, 
en este caso hablaremos de deformaciones d,i-versalcs. 
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Definición: Se dice que una deformación G de g es d-versal si para cualquier 

otra deformación de g, G', existen un germen </> : (R x R 1, (x 0 , .>. 0 )) -+ (R, x 0 ) de una 

función tal que <f>(x, .>. 0 ) = x y un germen de mapeo.;: (R1, .>. 0 )-+ (R=, µ 0 ) tales que: 

G'(x, .>.) = G (<f>(x, .>.), .;(.>.)) 

Ejemplo 1: Cualquier función cercana a x 2 está. en la órbita de x 2 + e, para 

alguna c. Veremos que G(x, µ) = x 2 + µ es una deformación d-versal de x 2 • Sea 

G' otra deformación de x 2 y supongamos que G'(x, O) = x 2 • Para .>. pequefro existe 

una función ).,__. x(.>.) tal que ",,';' (x(.>.), .>.) = O. Sea ..¡, el difeomorfismo definido por 

,P(x, .>.) = (x - x(.>.), .>.) y definamos H = G' o ..p-1 • Se cumple que H(x, O) = x 2 y que 

",,';(O,.>.) = O; de aquí que H(x, .>.) - H(O, .>.) = x 2 H 1 (x, .>.) para alguna función suave 

H 1 que no se anula en una vecindad de O, por lo que H(x, .>.) - H(O, .>.)es el cuadrado 

de una función suave</>. Con esto tenernos que G'(x, .>.) = G[<f>(x - x(.>.)), G'(x(.>.), .>.)], 

o sea G es una deformación d-versal. 

Poner un dibujo 

Ejemplo 2: La deformación de x 2 dada por G'(x, .>.) = x 2 + .>.3 , a pesar de que 

toda función cercana a x 2 está en la órbita de G'(., .>.) para alguna .>., no es d-versal, 

ya que si Ges la deformación del ejemplo anterior, claramente no se puede poner G 

en términos de G', con l;. suave. 

Ejemplo 3: G(x, ,\) = x 2 + >.x no es una deformación d-versal de x 2 pues los 

valores críticos de 9>. son no-positivos, por lo que a pesar de que e sea arbitrariamente 

pequeño, x 2 + t:. 2 no es d-cquivalcnt.e a ninguna 9>.· 

Ejemplo 4: G(x, µ) = x 2 + µ 1 x + µ 2 es una deformación d-versal de x 2 pues la 

deformación del primer ejemplo es d-versal y "está contenida" en ésta. 



64 

Observación: Aunque la definición de d-versalidad está dada en términos de 

gérmenes, el hecho de que G sea una deformación d-versal de 9, no significa que si G' 

es una función cuyo germen es otra deformación de g, entonces exista un rnapeo local 

t; entre los espacios de parámetros, tal que el germen de 9~ en x 0 sea d-equivalente al 

germen de 9((.\) en Xa. 

Esto lo podemos interpretar como que los gérmenes de {9.\} en x 0 no son suficientes 

para completar, módulo d-equivalencias, el espacio de los gérmenes de funciones cer­

canas ag. 

Ejemplo 5: Sea 9(x) = x 3 y G(x,µ 1 ,µ 2 ) = x 3 + µ 1 x + µ 2 mas adelante de­

mostraremos que Ges una deformación d-versal de g. 

Notese que para JL #- O, los gérmenes de 9µ en cero, son de orden 1 y para µ = O, 

es de orden 3. Consideremos la familia dada por 9~(x) = x 3 + .>..x2 , si .>.. #- O, éstas 

son de órdcn 2 en cero, por lo que sus gérmenes en O no pueden ser equivalentes al 

germen en O ele ninguna 9µ· 

A continuación se definirá lo que significa que una deformación sea infin.itcsimal­

mentc el-versal, y como vcrcm.:»s mas adelante, quedará caracterizada en términos mas 

sencillos y se verá que es equivalente a la d-versalidad. 

La idea es definir adecuadamente lo que es el espacio tangente a la órbita y a una 

deformación de g, si la deformación es d-vcrsal, es ele esperarse que estos espacios 

sumen el total. 

Definición: Las velocidades iniciales de una deformación G, en g y en x 0 , son los 

gérmenes en x 0 dados por: 

6, 

donde G(x, µ 0 ) = g(x). 

Definición: El espacio tangente a la órbita ele g (cm g y en x 0 ) es el R-espacio 
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vectorial formado por las velocidades iniciales de las deformaciones de g, de la forma 

g o </>, donde <P es una deformación a un parámetro de la identidad. 

Observación: Aquí cuando hablamos de la órbita de g, nos referimos a ésta en el 

espacio de funciones definidas en un intervalo, en este sentido, si cP es un representante 

de una deformación de la identidad, entonces paraµ "="µo, la. familia g,, = g o</>(·,µ) 

está en la órbita de g. Con la definición dada el espacio tangente a la órbita de g es 

una aproximación lineal de ésta. Sin embargo el espacio tangente está contenido en 

el espacio de gérmenes; más adelante veremos por que se define ahí . 

Definición: Una. deformación de ges infinitesima.lmente versal si el espacio tan­

gente a. la. órbita de g junto con las velocidades iniciales de la deformación generan al 

espacio de gérmenes. 

Las deformaciones infinitcsimalmentc d-versales se pueden caracterizar de la sigu­

iente manera 

Proposición l:Los siguiuentes enunciados son equivalentes: 

i) Ges una deformación infinitcsimalmente d-versal de g. 

ii) Cualquier germen en x 0 , o, se puede representar de la forma 

"' a =gh +~c;G; 
i=l 

donde h es algún germen y e; E R. 

iii) g es ele orden finito en x 0 y (G, EJ/l:, ... , 8a::1-!;) es una submersión en (x 0 , µ 0 ), 

donde k es el orden de gen x 0 • 

Demostración: La. equivalencia. entre (i) y (ii) es inmediata.. 

Si se cumple ii), entonces ges de orden finito, pues si g fuese plana, entonces la serie 

de Taylor de cualquier a sería una combinación lineal de las series correspondientes 

a. G,, lo que es imposible. 
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Sea k el orden de gen x 0 y sean P; gérmenes de los polinomios de Taylor centrados 

en Xo de orden k-2 de G; y r; gérmenes tales que: 

Análogamente, para cada a, sean P y r tales que: 

a(x) = P(x) + (x - x 0 )k- 1 r(x) 

Sea g, tal que: 

Con esta notación tenemos que Ges infinitesimalmente d-versal si y solo si para 

cualquier P y para cualquier r, existen números reales, e¡, y un germen h tales que: 

P=Ec;P; 

r = g 1 h + Ec¡r¡ 

Corno la segunda igualdad siempre se cumple para cualquier e;, pues g 1 (x 0 ) =FO, 
entonces es equivalente que G sea infinitesimalrnente d-versal a que los polinomios P.¡ 

generen, como espacio vectorial a los polinomios de grado menor o igual que k - 2. 

Esta última condición equivale a que la siguiente matriz, evaluada en x 0 , tenga 

rango k-1 
aG ªº ) ª"' ª"~ 

( .. -•o a1c-1a 
aµ1ax1c-2 8µ.rn8xk-'J 

Como ges de orden k en x 0 , esto equivale a que se cumpla (iii).<> 

Es fácil ver que cualquier deformación d-vcrsal es infinitcsirnalrnente d-versal, 

ahora daremos un ejemplo que muestra que si se hubiese definido el espacio tangente 

a una órbita como un subconjunto del espacio de funciones definidas en un intervalo 

I, esto no sería cierto. 



Ejemplo 6: Sea l=(-a, a) y g(x) = x 2 + ~x3 , G(x, µ) = g(x) + µ. 

Veremos que Ges una deformación d-versal de g, en x 0 =O: 
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Nótese que la. d-versalida.d es una propiedad de gérmenes, por lo que a ese nivel, 

g = ( 2 para algún germen de difeomorfismo (. Por otro lado es fácil ver que si F es 

una deformación d-versal de f y (es un germen de difeomorfismo, entonces F(((x), µ) 

es una deformación d-versa.l de fo(. Aplicando esto, tomando como F(x, µ) = x 2 + µ 

se obtiene lo enunciado. 

Sin embargo no es cierto que cualquier función o, definida en el intervalo I, se 

pueda representar de la forma 

°' = iJh + có 

donde h es una. función definida en 1, y e una constante, pues como g(-5) 

funciones representables de esa manera cumplen que a(O) = a(-5 ). 

O, las 

Las deformaciones d-versales reflejan la forma en que se "desdobla" un punto 

singular de una función, por lo que se refieren a propiedades locales. Sin embargo no 

se ha trabajado exclusivamente en el espacio de gérmenes, al menos en la discusión, 

pues las transformaciones admisibles para la d-equivalencia en este espacio "son muy 

pocas. Por otro lado, el espacio de funciones definidas en un intervalo, es demasiado 

grande para poderlo cubrir con la suma de los espacios tangentes a la órbita. de g 

y a. una deformación d-versal de g, si es que éstos se piensan como subcspacios de 

G 00
(/, R), pues, como dijimos, las deformaciones d-versalcs, se refieren a propiedades 

locales. 

Dos teoremas importantes, que usaremos son: el que se refiere a la equivalencia 

de los conceptos de d-versa.lidad y d-versalidad infinitesimal, y el que se refiere a la 

el-equivalencia de deformaciones d-vcrsales de funciones d- equivalentes {a un número 

fijo de parámetros). Las demostraciones se pueden ver en [ 3 J. 
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Teorema 2: Una deformación Ges d-versal en (x 0 , µ 0 ) si y solo si es infinitesi­

malmente d-versal en (x 0 , µ 0 ). 

Ejemplo 7: La. deformación de x", a m parámetros, dada por: 

es d-versal. Esto se puede ver checando que para toda l < k, (Gk, ... ª~';.•) es sub­

mersión y G1<(·,µ) no tiene puntos de orden mayor que k. 

Teorema 3: Si g, en Xo es d-equivalente a f en Yo, y e y F son deformaciones 

d-vcrsales a m parámetros de f y g respectivamente, entonces existen gérmenes <P : 

(R X R=, (x 0 , µ 0 ))-+ (R, y 0 ) y.;: (R=, µ 0 )--> (R=, v 0 ) tales que: 

i) (</>,O es un germen de difeomorfisrno. 

ii) G = F o ( </J, .;) 

Una consecuencia de estos teoremas es el siguiente 

Corolario 4: Si e es una deformación d-versal de g y el orden de g en Xo es igual 

a k, entonces existen </>y e corno en el teorema anterior tales que 

donde Gk está definida en el ejemplo 7. 

El concepto de deformación versal depende de Ja acción que se escoja. Hasta ahora 

se tomó como la acción el co1nponcr por la derecha con un difcomorfismo. Eºn el caso 

de que la acción sea cornponer con difcomorfismos por la clcrecha y por la izquierda, 

se obtienen resultados similares, los que utilizarnos en este trabajo son los siguientes. 
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Definición: Se dice que una deformación G de g es d,i-versal si para cualquier 

otra deformación de g, G' se tiene que 

G'(x, ,\) = ,¡.. (G(c;f>(x, ,\),E(,\)),,\) 

donde c;f>: R X R 1 - R, e: R 1 - R"', ,¡..: R X R 1 - R y cumplen que c;f>(x,0) = x, 

,P(y, O):= y y E(O) = O. 

Teorema 5: Sea g : (R, O) -+ R con orden k en O y G una deformación de g, 

entonces 

A) Ges d,i-versal si y solo si el mapeo definido por 

( aa ak-'ª) (x, µ) >----+ ax, ... , 8xk-1 (x, µ) 

es una submersión en O. 

B) Para k :S rn - 2 sea Ch : R x R"' -+ R definida por 

Si Ges una deformación a rn parámetros de g entonces G es d,i-versal si y solo si 

a. nivel de gérmenes se cumple 

,¡.. (G(c;i>(x, µ),E(µ)),µ) = Ch(x, µ) 

donde,P: (R x R"',(g(O),O))--. (R,O), c;f>: (R X R"',0) (R,O), e (R"',0)-+ 

(R"',0), y ,P(-,0) y (c;f>,E) son difcomorfismos. 

Genericidad. 

Sea u un abierto de RN' diremos que una propiedad de funciones en e= (u, R) es 

genérica si las funciones que la cumplen forman un abierto y denso de C""'(U, R) con 

alguna de las topologías cr de \Vhitncy (finas). 
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Estas topologías se contruyen de la siguiente manera. Dado E E Cº(U, R+),una 

(.:, r)-vecindad de fes el conjunto de g E C 00 (U, R) tales que 

1 

é)ii+ ... +iN f é)i,+ ... +iNg 1 
Oz~' ... ozW(z) - oz~' ... oz~(z) < E(z) 

para todo z E U y ii, ... , iN tales que ~ i; :S r. 

Si r es finito, una base de la. topología fina cr es la formada por las (.:,r)­

vecindades. La topología fina C 00 es la generada por las topologías cr con r en 

los naturales. 

Un resultado que necesitarnos en este trabajo es el siguiente: 

Sea u un abierto de R X Rm y denotemos por V al subconjunto de C 00 (U, R) de las 

funciones F que cumplen que para. todo (x 0 , µ 0 ) E F-1 (O) el germen de F en (x 0 , µ 0 ) 

es una deformación d-versal de x ,_. F(x, µo) 

Teorema 6: V es un abierto y denso con Ja topología fina C 002 

Demostración: Aquí solo demostraremos la densidad. Para ver que V es un 

abierto se puede hacer algo análogo a lo que se hizo en el capítulo 1 para demostrar 

que .ó. es un abierto. 

DENSIDAD Dado F E C 00 (U, R) daremos una deformación de Fa. rn+2 parámetros, 

:F (x, µ,a) de tal forma que para. valores de a arbitrariamente pequeños la transfor­

mación (x,µ) ,_. :F (x,µ,a) este en V. 

Veremos que esto permite asegurar que para cada compacto I< contenido en U, 

hay elementos de V que son arbitrariamente C 00-cercanos a F en puntos de I<. Esto 

junto con el hecho de que V es un abierto permitirá garantizar la densidad de V con 

la topología fina 

2 Dc hecho V es un abierto con la topología fina cm+l, lo que implica que también lo es con la 
topología fina cr con r 2:: m + 1 y denso con la topología fina C 00 por lo que también es denso con 
cualquier otra topología íina 
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Para cada a = (ai, ... , °'"'+2) E R"'+2 denotaremos por 

.n+2 
F"(x, µ) = F(x.µ) + E a¡x•-1 

i=l 

Afirmación El conjunto de a E R"'+2 tales que F" 95: V tiene medida cero. 

Demostración: Denotaremos por Mk al conjunto de a E R"'+2 tales que para 

algun (x, µ) E U se cumple que 

( o a•-> F") ) F , ... , a,,•-l (x,µ =O y 

(F" a•->p") b • • ( ) , ... , ~ no es su mers1on en x, µ 

Claramente ve= U'l:°= 1 Mk. Demostraremos que Mk tiene medida cero. 

Tomemos primero el caso en que k :5 rn + 1 

Sea 1/J : R X R"' X R"'+2 -+ Rk definido por 

( 
ak-•p") 

'l/l(x,µ,a)= F",····axk-1 (x,µ) 

En términos de este mapeo a E M k si y solo si para alguna (x, µ) 

'l/l(x,µ,a) =O 

r('l/J(,,,µ.¡)(x, µ,a) < k 

y 

donde estarnos denotando por ,P(,,,,,.¡ a la submatriz de la matriz jacobiana de 1/J 
correspondiente a las variables (x, ¡L). 

Nótese que los cero de 'ljJ est.án dados por las ecuaciones 

F(x, µ) + 0.1 + a2X + ... + °'=+2x"'+ 1 =O 

F,,(x, µ) + 0!2 + ... + (rn + l)o.m+2X"' =O 

F,,•-• (x, µ) + (k - l)!ak + ... + (.!:'.'..k~~l'ª"'+2x"'-k+2 =O 

Por lo que se puede despejar (a1 ... ak) como función de (x, µ, O.k+l···• °'"'+2) De­

notemos por 01 = (a:1 ... 0:1c) y 0:2 = (nk+t···, ªTn+2). Con esta notación tenemos que 

los ceros de 1j.J se pueden caracterizar por 

<>1 = cf>(x, µ, 0.2) 
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Veremos que la siguiente transformación tiene como valores críticos a las~ E ¡\,f. k 

Sea 

Se tiene que (o1 ,o2 ) es valor crítico de€ si y solo si 

o 1 = cf>(x,µ,02) Y 

r(</>¡:,µJ)(x,µ,02) < K 

Para estimar el rango de </>¡:,µ) usaremos que 

,P(x, µ, </>(x, µ, <>2), 02) =O 

por lo que 

Se puede ver que 1/> 0 , es una matriz invertible, por lo que 

Con esto se tiene que cr es un valor crítico de € si y solo si o E J\llk. 

Mk tiene medida cero 

Porl<> que 

El análisis del caso k ::: rn+2. Primero observemos que en este caso(~ª,.· .. º;-;;~.!: .. ) 
no es submersión por lo que M=+2 ::> Mk de aqui que basta tomar k= 1111+2. 

En este caso se puede hacer la misma construcción, solo que ahoralex>-~sccros de 1/,J 

están dados por la ecuación 

o= <f>(x, ¡<) 

Nótese que</> está. definido en un abierto de n-rn+i y su imagen cstA ~n Jlrn-+ 2 , por 

lo que Mm.+"2 también tiene medida cero. 

Nota: La afirmación anterior garantiza la densidad de V si el tl·.-=imini<> de las 

funciones es un compacto J(, pues en este caso dada cualquier (c,r)-'-'-~ccinda.d de F 
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se puede escoger a fuera de un conjunto de medida cero de tal forma que :Li,;1;2 sea 

{e, r) cercana a cero en I<, lo que garantiza que Fª esté en V intersección la vecindad 

dada. 

Demostración de la densidad: Sea F E C=(u, R) y N una vecindad de F 

construiremos una función G E V n N 

Denotaremos por 

He c~cu,R) 1 'v'z eH-1 (O) n I<, el germen de H en z es una } 

deformación d-versal 

Sea {C¡} una sucesión de compactos tales que C; C C;+ 1 y Ug"C; = U. 

Construiremos una sucesión {G1} de funciones de U tales que G1 E V 01 nN y para 

l?::. 2 

Gi(z) = { G1-1 (z) si z EC1-2 
F(z) si zE U - Ct+i 

Esto permite que la función G definida por 

G(z) = lim G1(z) 
1-= 

cumple que GE V nN 

Sea I<0 = C 0 y para i ?::. l I<; = C; - intC;-1 

(A.l) 

Tomemos>.; E C=(U, [O, l]) con soporte contenido en I<;-1UI\;UI<;+1 que cumplan 

>.; IK,uK2 = 1 y para i > 1 >.; 11<,= 1 

Para cada compacto /\ denotaremos por 

Sea e E Cº(U, R+) y r en los naturales tales que la (<:, r)-vecindad de F esté 

contenida en N. 
Dada cualquier función If1 E V, la función 

G1 = (1 - >.¡)F + >.1H1 
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está en vK.uK, y coincide con F fuera de C2. Veremos que se puede escoger H1 tal 

que 
.:(z) 

llG1 - Fllr.{z} < - 2-

Para estimar esto usaremos que si k es un compacto y°' y /3 E C=(U, R) entonces 

existe un número positivo A tal que 

De aquí que, como G 1 - F = >.(H1 - F) basta escoger H 1 E V tal que 

1 
llH1 - Fllr.K0uK1uK2 < Ali, ll 

At r,KoUK¡Uh-2 
min 

KoUK1UK2 

Escogeremos H 2 E V adecuada de tal forma que definiendo 

G2 = (1 - >.2)G1 + >.2H2 

se tenga que G2 EN n VK0UK1UK2 

Nótese que G 2 coincide con G 1 en I\0 y con F fuera de C 3 • 

.:(z) 
2 

(A.2) 

Aquí se utilizará que V es un abierto y como G1 E Vk,, existe 8 1 > O y r' tal que 

si llG1 - Hl!r-,K, < 81 entonces H E Vk,. 

Utilizando (A.2) se puede ver que se puede escoger H 2 E V tal que 

llG1 - G2llmax(r,r'),K1UK2UK3 < min { 8., K,S'JJ,'GK, E~Z)} 
Esto garantiza que G2 EN n VK0UK1UK2 

En general se escoge H1 E V adecuada de tal forma que 

G1 = (1 - >.t)G1-1 + >.1H1 

esté en ,V n Vn
0 

••• uKr y cumpla con (A.l), con lo que se demuestra la densidad de 

V <> 
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ApéndiceB 

Curvas {3-4) y mapeos doblez y 

cúspide. 

En la primera sección de este apéndice caracterizaremos a las curvas que son 

difeomorfas a la imagen de la curva parametrizada por t >-> (t3 , t 4 ). En la segunda 

sección lo haremos para los mapeos doblez y cúspide; esto último se hará en términos 

de tres propiedades invariantes bajo (d-i)equivalencias: el corrango, la suavidad del 

conjunto singular y lo que llamaremos el orden por curvas de un mapeo. 

B.1 Curvas (3-4) 

En este trabajo hemos llamado curvas (3-4) a aquellas que son difeomorfas (local­

mente) la imagen de t >-> (t3 , t 4 ) y hemos usado que si una curva está parametrizada 

por una función suave de orden 3 en O, a, la cual cumple que su tercera y cuarta. 

derivada en O son lincalrncntc independientes, entonces se trata de una curva (3-

4 ). Como cualquier curva de estas características está contenida en una va~icda.d de 

dimensión 2, el siguiente teorema garantiza lo dicho anteriormente. 

Teorema 1: Sea o : (R, O) -+ R 2 una función suave. El germen de o es 

(d-i)cquiva.lente al gérmen en O de t ,_,. (t3 , t'1 ) si y sólo si a'(O) = o"(O) = O y 

{o"'( O), o'"'( O)} son linealmente independientes. 
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Demostración: 

AFIRMACIÓN 1: Bajo las hipótesis del teorema el germen de a es (d-i)equivalente 

al germen de 

t>---+ (t3,t4 +r1(t)) 

par algún r 2 que cumpla que o(r2) ;::; 5. 1 

(A.1) 

Demostración: Componiendo por la izquierda con una transformación lineal ade­

cuada se obtiene que a es i-equivalente a 

t >---+ (x(t),y(t)) 

donde o(x) = 3 y o(y) = 4. 

Corno x es d-equivalentc as.,.__.. s 3 , componiendo por la derecha con un difeomor­

fismo que realice esta equivalencia y por la izquierda con una transformación lineal 

adecuada se obtiene este resultado. 

AFIRMACIÓN 2: El germen de (A.l) es (d-i)cquivalente al germen de 

(A.2) 

donde o(r2 ) ;::; 5 y o(r3) ;::; 6. 

Demostración: Tomemos i' la función de orden mayor o igual que 6 y a E R tales 

que 

r1(t) = at 5 + i'(t) 
Haciendo el cambio de variable t = s - ~s2 se tiene que (A.l) es d-equivalentc a 

una de la forma 

.s >---+ (s3 - Jªs'1 + i'2 (s), s• + r3(s)) 

donde o(i'2 ) ;::; 5 y o(r3) ;::; 6. 

1 Aquí denotaremos al orden de r en O por o(r). 
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Componiendo ésta última por la izquierda con la transformación dada por 

(u,v),__. (u+¡av,v) 
se obtiene lo desado. 

AFIRMACIÓN 3: El germen de (A.2) es d-equivalente al germen de 

para alguna r que cumple o(r) ;::: 6 

Demostración: Sea </> un difeomorfismo cuyo germen cumple 

(A.3) 

</> lo podernos expresar de la. forma 

con o(i') ;::: 3. Veremos que a 1 = 1 y a 2 = O. Elevando al cubo esta ultima expresión 

se obtiene 

donde o(r) ;::: 5. Corno o(r2 o</>) 2:: 5, usando (A.3) se obtiene que a 1 = 1 y a 2 = O. 

Por otro lado, usando (A.3) se tiene que (A.2) es d-equiva.lente a 

Esta última expresión es de la forma enunciada pues a1 1 y a 2 = O. 

AFUUvlACION 4: Si o(r) ;::: 5, entonces existe S: (R2 , O) R tal que dS(O)e2 

O y que para t suficientemente pequeña se cumple que 

r(t) = S(t3 ,t"1
) 
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Demostración: El lema de las funciones pares garantiza que cualquier función, en 

particular r se puede expresar localmente de la forma 

Aplicando esto mismo a b0 y a b 1 se obtiene una expresión para r de la forma. 

Nótese que los coeficientes de la serie de Taylor de r correspondientes a los términos 

t"n+i son los coeficientes de la serie de Taylor de a;. Como o(r) ;::::: 5 entonces 

por lo que 

a~(O) =O 

a 1 (0) = a~(O) =O 

a2(0) =O 

a 1 (s) = s 2 ii 1(s) 

a2(s) = sii2(.s) 

Con esto tenemos que para. t pequeña se cumple que 

Tomemos 

Nótese que dS(O)e2 = a~(O) =O (Ver (A.4)). 

(A.4) 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA: Usando las afirmaciones anteriores tenemos 

que el germen de a es (d-i)equivalente al germen de una función de la forma 

donde ;~(O) = O. 
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Sea <l>(u.v) =(u, v + S(u, v)), <l> es un difeomorfismo en O pues ~~(O)= O.Se tiene 

que 

«l>(T
3

,Tº1) = (T
3
,T'

1 + S(T3,T4)) 

con lo que queda demostrado este teorema.<) 

B.2 Mapeos doble2 y cúspide 

Ejemlos y definiciones. 

El mapeo doblez estandar en Rm es el mapeo definido por 

D(x, y) = (x2 , y) 

donde (x, y) E R x Rm-1. 

Este mapeo dobla al espacio por su variedad singular dada por x = O. la imágen 

de esta variedad es suave. 

El mapeo cúspide estandar está definido por 

x3 
C(x,y) = (3 + xyi,y) 

donde (x,y) = (x,y,, .. .,Ym-1) E Rm. 

Ces un difeomorfismo local fuera de su variedad singular E, dada por x 2 + y 1 = O. 

La imágen bajo C de E es el cilindro cuspidal dado por la ecuación 9x2 + 4y'f = O. 

A todos los mapeos que sean (d-i)cquivalentes en Zo a D (ó C) en O se les llama 

1napeos doblez (ó cúspide). Estos forman parte del conjunto de rnapeos entre var­

iedades de la misma. dimensión que tienen corrango menor o igual que 1, y son los 

"menos singulares" de este conjunto. 

Una forma de medir el grado de singularidad local de un mapeo es a través de 

orden de las imágenes de curvas regulares. l\'lás precisamente, Si k/ es una ro-variedad 

y G : (l\f, zo) --t>R"' es un mapco, da.remos la. siguiente 
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Definición: El orden por curvas de G en Zo es el máximo de los ordenes de G o o 

en O, donde o es una curva regular tal que o(O) = z 0 • A este orden lo denotaremos 

por oa(zo)-

Caracterización de los mapeos doblez y cúspide. 

Estos mapeos están caracterizados por las siguientes propiedades 

Teorema 2: 

1. G : R"' ~ nm. es un mapeo doblez en Zo si y solo si se cumple 

i) El corrango de G en z 0 es igual a 1. 

ii) oa(z0 ) = 2 

2. G: R= --+ R= es un mapeo cúspide en z 0 si y solo si se cumple (l.i) y además 

ii) oa(z0 ) =3 

iii) det(dG) es submersión en z 0 • 

Demostración: Se puede checar facilmente que el orden por curvas del mapeo 

cúspide estaudar es 3 y el del doblez cstanda.r es 2 y usando sólo cálculo, que estos 

son invariantes bajo (d-i)equivalcncias. rrambién las otras condiciones las cumplen 

los mapeos doblez o cúspide; por lo que <lcmostraremos que dichas condiciones son 

suficientes. 

Primero se verá. que cualquier mapco G de corrango 1 en un punto es (d-i)cquivalentc 

a uno de la forma II(x, y)= (h(x, y), y), en este caso las propiedades enunciadas en el 

teorema son equivalentes a que h, vista como una deformación de h(x, O) sea d,i-vcrsal 

donde el orden de h(·, O) es 2 ó 3 rcspectiva.rnentc. Llevando h a su forma esta.ndar 

obtendremos lo enunciado. 

AFIRMACION 1: El corrango de Gen Zo es menor o igual que 1 si y solo si Ges (d­

i)equivalentc en Zo a un mapco H : (R=' O) -+ n= de la forma II(x, y) = (h(x, y), y) 
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Demostración: El corrango es un invariante bajo (d-i)equivalencias, por lo que 

basta mostrar la suficiencia. Bajo (d-i)equivalencias se puede suponer que G = 

(G', G 2 ) : (R X nm-•, O) -+(R X nm-•, O) y que cumple que el rango de dyG2 (0) 

es m-1, por lo que el mapeo 1/; definido por 1/;(x,y) = (x,G2 (x,y)) es un difeornor­

fisrno local. 

Sea H = Go,¡,- 1 • Hes de la forma (h(x,y),y) pues 1/; o,¡,-1 = ((1/;- 1 )1,G2 o,p-1 ), 

por lo que G 2 o ,¡,- 1 (x,y) =y. 

AFIRMACIÓN 2: Si H(x, y)= (h(x, y), y) entonces Off(O) coincide con· el orden 

de h(·,O) en O. 

Demostración: Es fácil ver que el orden por curvas de un mapeo no depende de 

la forma de pararnétrizar la curva en el dominio del rnapeo, además si o'(O) i= O y 

(H o a)'(O) =O, entonces a~(O) i= O, por lo que reparametrizando se puede suponer 

que a(x) = (x,y(x)). 

En este caso se puede ver que si y es de orden mayor o igual que len O, entonces 

(h o o)'(O) = ~(O), ... ,(h o o)<1- 1 l(O) = g~¡.'..\'(o) 

(h o o)(ll(O) = ~~~ (C) + (Jj::., ... ay".:;_, )(O) . y<'l(O) 

Supongamos que h(., O) tiene orden k en O. 

Sea y cualquier función de orden mayor que k., entonces el orden de h o a en cero 

es k, por lo que 011(0) ~ k. 

Sea a tal que //o a tenga orden mayor que k-1, entonces y también tiene orden 

mayor que k-1, por lo que 

(H o o)<kl(o) = -. (O)+ -, ... -- (O). y(kl(O), . (ªk h ( ah Dh ) 
Dxk ay, a11m-1 

o sea 011(0) :5 k. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEORE!VIA: Solo demostraremos la parte del teorema 

correspondiente a mapeos cúspide, pues para el doblez se usan los mismos argumentos. 

Para esto usaremos las propiedades de las deformaciones d,i-vcrsales que se encuentran 

en el teorema. 5 del apéndice ;\. 
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Nótese que las propiedades (2.ii) y (2.iii) equivalen en el caso de mapeos de la forma 

H = (h(x, y), y) a que el orden de h(-, O) en O sea tres y que ( 8';,~';,,, ••• ,ª"'~~'.:,_,)(O) =/=O 
lo cual a su vez equivale a que ( ~;, ;:;. ) sea submersión en O y el orden de h(-, O) en 

O sea tres, o sea h vista como deformación es (d-i)-versal en O, por lo qu'." existen 

gérmenes t/J : (R~, H(O))--+ (R,O); 1; : (R"'-1,0)--+ (R"'-1 ,0) y </> : (R"',0) ....... 

(R"',0) tales que (x,y) o-+ (</>(x,y),l;(y)) y t/J(·,O) son difeornorfismos y se cumple 

que 
x3 

t/J (h (</>(x,y),((y)) ,y)= 3 + XYt 

Veremos que esto implica que Hes (d-i)equivalente a C. 

Tomemos el difeomorfismos definido por 

S(X, Y)= (t/J (X,¡;- 1 (Y)) ,¡;-1 (Y)) 

Usando (A.5) se obtiene que 2oHo(</>,1;) = CO 

(A.5) 
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