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Resumen

En este trabajo se estudian los tipos mds sencillos de sistemas de ecuaciones difer-
enciales implicitos, en la cercania de puntos singulares, o seca puntos donde no se puede
despejar la derivada.

El trabajo consta de dos partes, en la primera se estudian las ecuaciones de la
forma

J{z)z = H(z) (0.1)

donde f es una funcidén suave definida en un abierto de Y y H un campo de 2V también
suave.

Se define una relacidon de equivalencia mediante la cual toda ecuacidén gendrica de
la forma (0.1) cumple que su germen en cada punto singular es equivalente al germen en 0

de alguna de las siguientes N ecuaciones

Je(z)z = e,
donde, para & € {1,...., NV}
Silz1enzn) = 28 4+ 2872 4z + 2

En la segunda parte de este trabajo se aplican los resultados anteriores para el

cstudio de sisternas de ecuaciones de la forma
F(t,%,p) =0

donde F : JY(R, R") — R™ es una submersidn suave que cumple que la interseccién de los
nucleos de las unoformas dz; — pidt son transversales a £~1(0).
Se llega a caracterizar, desde ¢l punto de vista local, a los sistemas que tienen los

dos primeros tipos de puntos singulares, que llamamos punto doblez y punto cispide. Sus

formas normales son

p1 =0

2

Er 4 t=0
y

p1=0

BA o ppaZn+1=0

dondec se estd denotando py= (P1seees Puoy }



Cstas formas normales se establecen a partir de la existencia de un difcomorfismo
local de JU'(#2,2") por lo que no necesariamente son difeomorfas las familias de 0-jets
de soluciones a sistemas de ecuaciones equivalentes. De hecho se ve que hay un espacio
de dimensidén infinita de gérmenes de ccuaciones no equivalentes bajo difeomorfismos de
Je(R, R™), ain dentro de la clase correspondiente a puntos doblez.

A pesar de esto, si se puede obtener alguna informacién acerca de la familia de
O-jets de soluciones a un sistema ¢en una vecindad de un punto singular. -

En el caso de un punto doblez, los 0-jets de soluciones son ciispides, cuyos vértices
forman una variedad de codimensién 1.

En el caso de un punto cispide se tiene que la proyeccién a J°(R, R™) de los
puntos singulares de la ecuacién es una subvariedad estratificada, cuyos estratos son una
subvariedad de codimension dos formada por la proyeccion de los puntos cispide y dos
subvariedades de codimensién uno formada por la proyecccién de los puntos doblez. Los 0-

jots de las soluciones singulares son curvas (3,4) que pasan por el primer estrato mencionado

o cispides con vértices en los otros dos estratos.
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Introduccion

0.1 Enfoque clasico.

Clasicamente un sistema de ecuaciones diferenciales lo podemos representar de la
forma
F(t,x,p) =0 (0.1)

donde F : 2 x '™ < B — R™, en cste trabajo tomaremos F € C°,

Se dice que una {uncién x, definida en un intervalo, ¢s solucidn al sistema de
ccuaciones si se cumple que para toda ¢ cn ese intervalo F(¢,x(¢),%(¢)) = O.

Si de la ecuacién (0.1) se puede despejar p como una funcién suave que depende
de (¢,%x), tendremos que hay una iinica solucidn al sistema que cumple condiciones
iniciales dadas. Esto lo podemos garantizar localmente, si el rango de la matriz
formada por las parciales de F con respecto a las coordenadas de p es mdximo. A
ecsta matriz la denotaremos por Fp.

El objetivo de este trabajo cs estudiar el comportamiento de las posibles soluciones
en el caso en que no podamos aplicar ¢l teorema de existencia y unicidad. Diremos
que un sistema es singular en el punto (4,, X, Po) si el rango de Fp({,, X0, Po) no es

maximo. En estos términos lo que estudiarermos son los sistemas singulares.



Un cjemplo sencillo es el dado por la ecuacién
pPP—t=0

Como la definicion cldsica de solucidn no permite incluir funciones que no sean
diferenciables, tenemos que este cjemplo no tiene ninguna solucién que cumpla que
z(0) = 0. Sin cmbargo la curva 9z2 — 4¢3 = 0 cs una integral de la ecuacidn.
Notese que ésta no es una curva lisa, sin embargo se puede ver como la proyeccién de
una curva lisa construida de la siguiente manera: consideremos la funcidn z(t) = %t%.
& y -r definidas en 2% son soluciones a la ecuacidn diferencial. Las imigenes de las
curvas paramctrizadas por: ¢ —— (¢, Ex(1), k&(t)) completadas por ¢l cero forman
una l-variedad (suave) en /22 cuya proyeccidn a sus dos primeras coordenadas cs la
curva integral mencionada.

Es comun en sistemas de ccuaciones singulares que ocurra cste fenémeno, esa es
una de las razones por las cuales se ha desarrollado un enfoque mas moderno bajo el

cual se trabaja en el espacio de 1-jets.



0.2 FEl espacio de 1-jets.

El espacio de m-jets de aplicaciones de f2 a fi?, que denotaremos por J™, se define
como ¢l espacio de n-adas de polinomios de grado menor &6 igual a m.
Dado una aplicacidn de /2 a % y un punto de su dominio, se le asocia un elemento

de J™ haciendole corresponder las n-adas de sus polinomios de Taylor de orden m
centrados en dicho punto. A este clemento de J™ se le denomina el m-jet de la
aplicacidn en el punto dado. El m-jet de una aplicacidon es la curva formada por los
m-jets de la aplicacidn ¢n todos los puntos de su dominio.

El m-jet de una aplicacion es una curva especcial en J™, o sea, no cualquier curva
en J™ es un m-jet de una aplicacion, para caracterizar a las que si lo son se construye
la estructura de contacto natural de J™.[7] Aqui solo lo haremos para el caso m=1.

Para facilitar esta construccidon le daremos coordenadas a J! asociando a cada
n-ada de polinomios xe + pPo(¢{ — 1) cl punto ({,,Xo, Po) de R2+!.

Consideremos las 1-formas en J! definidas por a; = dz; — p;dt y denotemos por ’;
a su nucleo respectivo y por /A a la interseccidn de dstos. La estructura de contacto
natural de /! s ¢l campo de n+1-planos en 7T (J') determinado por z —— K (2).

Se dice que una variedad es una integral de esta estructura si su espacio tangente
en zZ csta contenido en A (z).

En cstos términos podemos dar una caracterizacion de los 1-jets de aplicaciones

como las integrales de esta estructura cuya proyeccion a J?2 es una inmersidén.

0.3 Sistemas de ecuaciones como variedades, y

sus soluciones geométricas.

Con las siguicntes definiciones se busca cxpresar los conceptos de ecuacidén difer-

encial y de solucién dentro del espacio de 1-jets.

Definicién: Una ecuacion diferencial! es una n-l-variedad £ contenida en J'.

!Por brevedad, bajo este término incluiremos tambicen a los sistemas de ecuaciones diferenciales



Nétese que se pide que la dimensién de £ sea n-+1 para que la ecuacidn no esté
"sobredeterminada” ni "subdecterminada”. En este caso tenemos que [ se puede

expresar localmente como los ceros de una submersion F: J! — R™.

Definiciéon: Una solucidn geométlrica C, a una ccuacidon diferencial £, es una

curva integral de la estructura de contacto natural de J! contenida en £.

La definicién de solucién geométrica, abarca cn cierto sentido a las soluciones
cldsicas, puesto que el 1-jet de cualquier solucidn cldsica es una solucién geométrica,
pero ademas incluye a curvas en J' que scan la cerradura de la unién de 1-jets de
soluciones cldsicas. Esta definicidn permite hablar de soluciones que pasan por puntos

singulares.

Definicién: Una curvae iniegral de una ccuacion es la proyecccién a ./° de una

solucion geomédtrica de la ecuacidn.

En este trabajo solo vamos a estudiar ¢l comportamiento de algunas ccuaciones
diferenciales singulares, de hecho las mds sencillas. La prirmera hipdtesis que vamos a
pedir es que la estructura de contacto restringida a [2 nos de un campo de lineas, csto
garantiza que las soluciones geomdtricas sean curvas suaves y que por cada punto de

2 pase una y solo una solucién geométrica. Precisando ésto, hacemos la siguiente

Hipdtesis: In cste trabajo [ serd una ccuacion diferencial que cumpla que

dim[T, £ N K (z)] = 1 para todo z € £. Esto equivale a que T, NK(z).

0.4 El trabajo de Rabier.

Rabier [10] aborda cl problema de describir el comportamicnto local de las solu-

ciones a sistemas de la forma (0.1) en la cercania de los puntos singulares mas sencillos.



El método que sigue Rabier, parte de la observacidn de que el sistema:

f=1
Xx=p (0.2)
dF(z)2 = O

donde z =(¢, x, p) tiene como soluciones cldsicas a funciones cuya imigen es el 1-jet
de una solucidn cldsica de la familia de ecuaciones F(¢,x, p) = c.

Utilizando las dos primeras igualdades de (0.2) la tercera se puede expresar como:

Fpp = —(F, + Fxp)
donde Fp,Fx y Ft son las submatrices correspondicntes de la matriz jacobiana de
dF.

Por otro lado, se tiene que la matriz adjunta, A~ de una matriz A, dcﬁnidz; como la
transpuesta de la matriz de cofactores, cumple que A*A = det(A)/ = AA~. Aplicando
esta propiedad se tienc que, si f no se anula en ningiin abierto, la ecuacidn anterior
equivale a:

/p = —F5(F, + Fxp)
donde f = det Fp.

Con esto se obticne que cl sisterma (0.2) se puede expresar de la forma:
J(2)% = H(z) (0.3)

donde
S(=)
H(z) = I(2)p vy J(2) = det Fp(2) (0.4)
—FL(F, + Fxp)

Posterirmente en el mismo trabajo, Rabier se plantea cstudiar los sistemas cn
gencral de la forma (0.3), o sea que no necesariamente cumplan (0.4). El llega a
describir el comportamiento de las soluciones en la cercania de lo que llama un punto
singular cstandar, o sea un punto zs, que cumple que f(2o) = 0 y df (z6)H(2Zo) # O.
Este puede scr de dos tipos. Localmente f~!(0) es una hipersuperficic que atrae o

repele a las soluciones, dependiendo del signo de df(zo) H(zo).



(A}

d £(z,)H(z) >

df&z ) HEDH <O

Mas precisamente, Rabier demuestra que si df (26)H(zo) >0, entonces existen dos
soluciones definidas en un intervalo de la forma (0, 7"), (con T° > 0), tales que
ll_l;l’(‘)l z(t) = 2o
Adermnais éstas cumplen que
lim [] 2(¢) I|= oo
y la unién de sus imdgenes completada por z, es una curva cuyo espacio tangente en
Zo cs ¢l generado por H(zo), por lo que es transversal a f~'(0).

I£1 caso cn que df(z26)H(2z,) <0 cs andlogo, solo que las soluciones mencionadas
estan definidas en un intervalo de la forma (—77,0). )

En el caso de que el sistema (0.3) provenga de uno de la forma (0.1) y 2o =
(4o, X0, Po) sea un punto singular estandar, Rabier demuestra que los puntos singulares
de (0.1) forman (localmente) una n-variedad, cuya proyeccién a J° es una inmersidén.
Ademads como en los puntos singulares la proyccciéon de H(zo) es 0. la curva formada
por las imdgenes de las dos soluciones de (0.3) mencionadas anteriormente, no sc
proyeccta a una curva suave, Rabier sugiere que ésta tiene la forma de una ciispide,

hecho que esta en concordancia con lo que se sabe para n=1.

En nuecstro trabajo retomamos la idea de Rabier de estudiar los sistemas de la

forma (0.3) » llegamos a dar una lista de formas normales que describen los com-
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portamientos locales genericamete posibles ¢n el caso de que H nunca se anule. Uti-
lizando esta informacion, también damos formas normales para (0.1) en una vecindad

de algunos tipos de puntos singulares.



Capitulo 1
Las ecuaciones fz=—H

En cste capitulo estudiaremos las ecuaciones de la forma
J(2)z = H(z)

donde f es una funcién de 2V a R, (con NV arbitraria) y H es un campo de RV que
no se anula. Ambos cntes los tomarernos C'*°.

Nos interesa el comportamiento de las imdgenes de las soluciones en la cercania de
un punto cn donde [ se anula. El resultado al que llegamos es que genericamente estas

imdgences son difcormorfas, localmente, a las imdgenes de alguna de las ecuaciones
frz = e,
donde A < NV, z =(z,22,...2n8), € =(1,0,...,0)y

Jr (2) = =} 282y b 20y 4 2z ok

1.1 Egquivalencia

L.as soluciones cldsicas a este tipo de ecuaciones estdn bien definidas, siempre y
cuando sus imdgenes no toquen los ceros de f. Ademds sus imdgenes estidn contenidas
en las curvas integrales de H, por lo que, si H nunca se anula, la \inica patologia que

pude tencer una solucion z definida en un intervalo ({,,24;) ¥y acotada, cs que no se
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pueda extender para i < {, (o ¢ = ). En este caso lime—., z(1) existe y estd en los
ceros de f y limi—, ||Z(2)|| = oco.

Buscando que se conserven estas propiedades y tormando en cuenta que nos interesa
el comportamiento local, daremos la siguiente relacién de equivalencia en el producto
del espacio de gérmenes de aplicaciones de Y a R por el espacio de gérmenes de

campos de RV,

Definicién: Diremos que (f, H) ¢n 2o ¢s equivalente a (f, H) en 2, ,y lo denotare-
mos (f, H, zo) ~ (f, H, 20), si existe un germen de difeomorfismo W : (RV, zo) —(RY, 20)
v germencs de funciones a y A que no se anulan y que cumplan

Ff oW =
S of (1.1)
dVPH =\ H oW

De aqui en adelante denotaremos a los ceros de f por §

Bajo la hipdtesis de que df(zo) % 0 vy df(Zo0) 5% 0 la rclacién de equivalencia que
definimos equivale a que en una vecindad de zo se cumpla que v es la imagen de
una solucidn clisica de la ecuacion original si y solo si W(+) lo es, de la ecuacidn
equivalente, y que ¥(S) = §

Noétese que con esta rclacién de equivalencia no estamos tomando en cuenta la
forma cn que debe estar parametrizada una solucién, ni siquiera su direccidn, esto lo
hacemos asi pucs, como veremos mas adelante, esto no es relevante para el andlisis

de las ccuaciones de la forma (0.1).

1.2 El caso mas sencillo.
Ejemplo 1: La ccuacién mas sencilla de la forma (0.3) para la cual f se anula en

algin punto es

In este caso e; no cs tangente a S, y de hecho esta propiedad la caracteriza. Mads

precisamente:
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Proposicién 1: Si f y H cumplen que f(2Zo) =0 y df(Zo)H(zZo) #0, entonces
(/. H,2zo) ~ (21, €1,0).

Demostracion: Sea S = f~'(0)y §$ = {z |z, =0} y A(2) = VSf(2) - H(z). En
una vecindad de zo, H es transversal a S y en una vecindad de O Ae; es transversal
a S, por lo que ¢l teorema de caja de flujo para campos vectoriales garantiza la
existencia de un difeomorfismo W : (RY, z,) — (7V,0) cuyo germen cumple

U(S)=§ (1.2)

d¥(z)H(z) =)\(z)e, (1.3)

Sca f = foWw—!. Con csto tenemos que (f, H, zo) ~ (f',el,O). Veremos que j(z) ==
en una vecindad de ze.

De (1.2) sc sigue que localmente f(0,z2,...,5n) = 0 y de (1.3) se obtiene que
aﬁ:-’:—(z) = 1 por lo que f(z) = .0 )

Comentario: Otra forma de demostrar ¢l teorema de Rabier, mencionado anteri-
ormente, ¢s dado 2z, un punto singular estandar de (f, H), construir un difcomorfismo
local W que cumpla que W o z sea una solucién cldsica a z,%Z = e, para cualquier
solucidn cldasica z a (0.3). Esta propicded se puede expresar como:

foV¥ d¥v H=/HoW (1.4)

donde f = =#z, vy H = e;. Aqui lo haremos para ¢l caso en que df(zo) H(zo) >0.

Proposicion 2: Si f(zo) = 0 y df(zo) H(zo) >0, entonces sc cumple (1.4) donde
f(z) =z y H(z) = e,.

Demostracién: Sca ¢ : (RV,z0) — (£2¥,0) un germen de difcomorfismo que

cumpla
&(S) = {z |=» = 0}
do H = e,
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y € dela forma £(=,, 22) =(&1(2),2,), Posteriormente diremos quien es §;. Sea W = £ 0 ¢
Tenemos que

P, d¥ H=£ 00 %oé e,
<1

por lo que para que se cumpla (1.4) basta que

o sca

Sea .
3
&1(z) = signo(z1) [2/0 Jop! (s,zz)tls] (1.5)

Notese que signo( fod=1(2)) = signo(z) pues d(fog™1)(0) e; = df(zZo) H(Zo) >0
por lo que £, esta bien definida.
Veremos que & es suave. Como f o ¢~'(0,z2) = 0, entonces existe un germen de
funcién suave, fi, tal que
S oo™ (2) = = fi(=)
Sustituyendo esta igualdad en (1.5) y expresando la integral en términos de la

variable 7 = T se obtiene que

£ (2) == [2/0' f.(-r:,,zz)zlr]%

FEsta funcién es suave y ademds £ es un difcomorfismo pues

o] - [s=) -

)

= [4df (20) H(za)]* # 0

a
Ji(0)
Con esto queda demostrada la proposicién.$

1.3 Los conjuntos S!

Empezarcmos analizando algunos cjemplos.
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Z.

Z,

A 55D

z,Z=€, (zirz =€, (22+2, 2422 =€,

Ejemplo 2: Consideremos la ecuacién
(2 +z2) 2=e
En este caso el campo H = e, cs tangente a § para puntos de la subvariedad
St={ze S|z =0}

La proposicién 1 ascgura que para z € S — S! csta ccuacién es equivalente en z a

= e; cn O.
Noétese que en este cjemplo ¢l campo H no es tangente a St.

Ejemplo 3: Analizaremos la ccuacidn
(3 +z1z2+ 7)) Z=ey
Sean
S'={z€ 5|32} + 2 =0}
5*={ze S|z =0}
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H cs tangentc a S en puntos de §' y también lo es a S! en puntos de S2. Ademas

H no es tangente a S2.

Estos cjemplos muestran una forma en que se pucden ir haciendo mas complejas
las ccuaciones que estudiamos. Aqui juegan un papel clave los conjuntos S! dados

por la siguiente

Definicion: Llamarcmos el conjunte l-singular de una pareja (f, H) al conjunto
St dado por
S° =5
(1.6)
St={z e S |H(z) € T,.5'~'}
S esta bien definida en el caso de que S'~! sea una variedad.

Los conjuntos l-singulares son respetados por ecuaciones equivalentes, o sea

Proposicién 3:5i (/,H,20) ~ (/, H,2,) y ¥ ¢s un germen de difeomorflismo que

realiza la cquivalencia, entonces (localmente) W(S!) = S,
La demostracién es inmediata.

Ejemplo 4: Para & < N consideremos la funcidn definida por:
Je(2) = =F + 2F 22 + 282y 4+ iz + o2 (1.7)

y tomemos H = e,.
In este caso los conjuntos S! estdn dados por los ceros del mapeo
z af o'f
T BEN
Si I < k este mapeo se anula en O y 0 es un valor regular de él, por lo que S¢ es
localmente una (/N — ! — 1)-variedad que conticne a cero {(de hecho ¢n este caso cs

global). Ademis 5;,—‘;-?&(0) # 0 por lo que S% = 0.
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1.4 Los operadores &, y los puntos singulares k-

regulares.

Para cada 1 definiremos un operador &; tal que, localmente, los ceros de Si(f, H)
seca S'~!' y en términos de estos se caractcrizarin a los puntos singulares que llamare-

mos k-regulares de (f, H)

Veremos mas adelante que las parcjas (f, H) genéricas estan representadas en sus
puntos singulares por alguna de las mencionadas en el cjemplo 4 en la cercania del

cero, por lo que daremos la siguiente

Definicién: Diremos que z ¢s un punto singular, k-regularde (f, H) si (f, H,2) ~ (fx,e,0),
donde fi estd definida por (1.7).

Denotaremos por DY, f a la elésima derivada de fen la direccidn del campo H.
Iista queda definida por
Dyf=df H
Dy f = d(Di7' NHH

Definicion : Llamaremos Sp al operador

Si: C=(RN, R) x x*(RV) — R!
(- H) — (f, Dy, ... DITY)

Nétese quesi 2z, € S'' y Si(/f, H) es una submersion en z,, entonces restringiéndonos

a una vecindad de zo, Slesti dada por las ecuaciones

S/, H)(z) =0
d(S(f, H))(z) H(z) =0

las cuales son equivalentes a

Spea(f, H)(z) =0
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con lo que tenemos que en condiciones genéricas (y localmente)

§' = Sp4y (fL,H)T'(O)

Nétese que ademds que si z€ S5¥~! — Skentonces D¥, f(z) # O.

De estas observaciones se sigue que

Proposicién 4: Si se cumple

D} f(zo) /=0
S (S, H)(z20) =0 (1.8)
Sk(f, H) es una submersién en zo

cntonces restringiéndonos a una vecindad de za,se cumple que
a) Paral < k& S' es una subvaricdad de dimensién N-1-1.
b) Sk = 0.

De hecho las condiciones (1.8) caracterizan a los puntos singulares k-regulares
Teorema 5: z cs un punto singular k-regular de (f, H) si y solo si se cumple (1.8)

Antes de demostrar este teorema se demostrard el siguiente

Lema 6: Scan f y f funciones definidas en un abierto U de RY y H y H campos

en U. Si ¢ es un difeomorfismo tal que

d¢ H = Ho ¢
F=fo &

cntonces

SHH) =S(f iAo
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Demostracién : Basta que demostrar que bajo las hipétesis del lema se tiene
que

Diyf =(Diyf) oo

Esto es inmediato para [ = 0. Suponiéndolo vdlido para ! — 1 se tiene que

Dif(z) = d(D; f) o ¢] H(z) =(D}; f) (¢(=))

Este lema permite asegurar que los resultados que aqui damos para parejas (f, H)

definidas en abiertos de RV son validos también en variedades.

Demostracion del Teorema 5: En el apéndice A se definen lo que son las
deformaciones d-versales y se dan algunas de sus propiedades. De la proposicién 1, cl
teorema 2 y cl corolario 4 de ese apéndice se sigue que son equivalentes las siguicntes
propizdades.

A) S (g.e1)(0) =0 y fo‘g(O) # 0 y Si(g,e1) es una submersién en cero.

B) Existe un difeomorfismo local £ : (RVY,0) — (RY,0) y una funcién que no se
anula i tales que g = fi o § ydfe, = pe,

Con este antecedente demostraremos ¢l teorema. Supongamos que se cumple(1.8).
Sca ¢ : (RN,2z) — (17V,0) tal que

déo H= e (1.9)
y sca
g=J[0o¢ © (1.10)
por el lema tenemos que
Sk(f s H) = Si(g.e1) o0 @

por lo que g cumple la propicdad A y por tanto B. El difeomorfismo 1 = £ 0 ¢ realiza
la equivalencia (f, H,2z) ~ (fx,e;,0)
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(7,0)
VO '] -
7N,z — (RV,0) — (RY,0)
¢ 3
Ahora supongamos que (f,H,z) ~(fi,e1,0). Otra vez tomemos ¢ que cumpla
(1.9) y tomemos g como e¢n (1.10), por el lema basta demostrar que g cumple con la

propiedad A.

S

(RN,z) — (R,0)

ol ¢ T B NI

(RM,0) — (RV,0) — (RM,0)

P 7
13
Nétese que (g, e1,0) ~ ([, er,0) por lo que existe uu difecomorfismo v : (ZV,0) —
(RN, 0) tal que

dip e, = e,
9=afiow
Sea # = a o p~! Claramente S (B fx,e1)(0) = 0 y D:‘,I(ﬂfk)(o) #0 La matriz
jacobiana de d(Sy(B fre1))(0) s de la forma

0 .0 0'B(0) 0 --- O
V] (k =2)38(0) =.. * 0 --- 0
k!,@(o) * .. * o --- 0

por lo que (B fk,e1) cumple A y por tanto existe un difeomorfismo local 77 tal que
dn ei =very 8fc = fron

Tomando £ =nofy p= X v oz, tenemos que s¢c cumple B y por lo tanto A.$
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En el siguiente corolario se describen las propiedades de los conjuntos Lsingulares

en la cercanfa en un punto singular k-regular.

Corolario 7: En una vecindad de un punto singular k-regular se cumple
a) Sil < k, 5!'es una variedad de dimensién N-L1y S¥ =0

b) El conjunto de puntos singulares Lregulares es Si—! — 5!

Demostracion: El insciso a) se sigue de la proposicidn 4 y del teorema 5. El

insciso b) es consecuencia de la proposicion 3 y de que ésto se cumple para (fx,€)
El siguiente corolario se usara en el capitulo 2

Corolario:8

a) z cs un punto singular l-regular de (f, H), si y solo si f(z) =0, y Dy f(z) #0.

b)z es un punto singular 2-regular de (f, H) si y solosi f(z2) =Dy f(2) =0 D%} f(z) #
0 vy df(z) # 0.

Demostracién: a) cs inmediato, también es inmediato que si z es singular 2-
regular se cumplen las condiciones dadas sobre { y sus derivadas.
Para demostrar (b) solo hace falta ver que estas son suficientes, de hecho basta

ver que §; (/. H) es submersion en z. Nétese que

d(S, (/. H))(z) H(z) = ( g::iif; )
hf(=

por lo que

0
( D, 7(=) ) € Im d(S(J,H))(=2)

Tomando v € gen H(z) tenemos que df(z)v # 0, por lo que también
df(z)v

( d( Dy [H(=)v

por lo que df(z) # 0 y D% f(z) # 0 implican que S (f, H) es submersién en z$

) € Im (S, (J,H))(z)
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1.5 Genericidad

El siguiente teorema garantiza que los puntos singulares k-regulares sean los que

aparecen en parejas (f, H) genéricas.
Sea U un abierto de 2V y sea A el subconjuntode C*= (U, R) x x*°(U) formado por

las parejas (f, H) tales que todos sus puntos singulares sean k-regulares para alguna

k< N.
Teorema 9: A es un abierto y denso con la topologia fina de Whitney.?

Demostracién:Primero veremos que A es un ablerto. Sea A, el subconjunto de
C>(U, R) x x> (U) formado por las parcjas (f, H) tales que Sy ; (f,H) nunca se

anulan en U
Para k € {1, ..., ¥V} sea A, el conjunto de parejas (f, H) tales que Sy (f, H) nunca

se anula en U o que O sea valor regular Sy (f, H).

Tenemos que

A =N A

Veremos que A ecs un abierto. Para & = 1 consideremos el operador O :

C=(U, ) x x>=(U) — C*>=(U, R) que a cada (f, H) le asocia la [uncién dada por

Sy S/, 1) 1*
Sy + 5 [ GRS )
= Dzi,.700)
donde =~ __ dcnota el determinante de la matriz formada por las columnas ¢,...éix

3=, o2eg)
de la matriz jacobiana de G.
Este operador es continuo con la topologia fina CV y adernas Ay es la imdgen
inversa bajo Oy de las funciones que nunca sc anulan en U, este conjunto es un
abierto, por lo que Agx también lo es.

Andlogamente se ve que A, es un abierto.

1De hecho es un abierto con la topologia fina CV y denso con la topologia fina C°°.
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DENSIDAD: Se demostrard que si H es un campo de U cuyos ceros son puntos

aislados, entonces cl conjunto
B ={feC>U;R)|(f,H) € A}

es denso en C*(U; R). Claramentec esto garantiza la densidad de A en C=(U, ) x
x(U) pues la propiedad que se le pide H es densa en x°°(U/).

AFIRMACION 1: Se puede suponer sin péridida de generalidad que H nunca se

anula en U.

Demostracidon: Supondremos que ya se demostrd la densidad en este caso. Sca
W un abierto de Y y H un campo que solo se anula en los puntos {Zzi}ica ¥ cstos
puntos son aislados.

Sea f € C=(W, R) y\ una vencindad de f. Se puede suponer que f(z;) #0.

Sea U = W — {z;},.,, - Como H no se anula e¢n U, podemos escoger g € C°(U, R)
arbitrariamente cercana a f v que este en 3}, también podemos supouner que z; no es
punto de acumulacidn de g='(0).

Noétese de que las condiciones de que g € 3} solo depende de los gérmenes de
£ cn los puntes de ¢g7!(0), por lo que se puede perturbar g en una familia de bolas
{3:},e. tales que 23 € 13, que no se intersecten por parcjas y quc no intersecten a
g~ '(0). Esta perturbacidn de g, se puede hacer de tal forma que se pueda extender
a una funcién C° en W, que esté en Ay que no sc anule en U/3;. Claramente una
perturbacién con estas caracteristicas esta en £3}Y.

La técnica para realizar esto ¢s escoger, para cada i, una funcién \; € C*~(1V, [0, 1])
con soporte contenido en £3; y que valga | en una vecindad de z;, y tomar la pertur-

bacién mencionada como

G=D_AiS+(1—A)g
=
El hecho de que g sea suficientemente cercano a f garantiza que § € V' y que

g71(0) = g~'(0)



21

AFIRMACION 2. Para cada z € U existc una vecindad de 2, V tal que B} es
denso en C*°(V, R).

Demostracién: Por la afirmacién 1 podemos suponer que H no se anula por lo

que para cada z €U existe una vecindad de z, V' y un difeomorfismo
¢ :(V,z) — (¢(V),0)

tal que

d¢ H=e1

Noétese que f € C*°(V, ) estda en 3}] siy solo si fo ¢! es una deformacidn d-versal
en cada punto (f o ¢~1)71(0).

Consideremos el operador

O :C=(V, B) — C=(8(V), 12}
S foa™!

Este operador es un homeomorfismo con la topologia fina de Whitney[9], por lo
que preserva la densidad. En el apéndice A, se demuestra que las deformaciones que

son d-versales en sus ceros forman un conjunto denso por lo que B}, tambien lo es.

AFIRMACION 3: Para cualquier compacto K, contenido en U, cl conjunto de
funciones g € C*=(U, R) tales que g | € Bff es denso en C=®(U, R).

Demostracidn: Sea N un abierto de C*°(U, ). K sc puede cubrir con un niimero

m

finito de abiertos {Vi}[, tales que cada B)} sca denso en C°°(V;, ). Tomemos { K;}

m
i=1

una coleccidn de compactos que cubran a A7 y tales que A; C V;

Sea W, un abierto tal que Iy C W, C W; ¢ W .

Del hecho de que B}} es denso en C®(V;, 1) se sigue que existe g; € C°(U; R)
tal que gs € NV y g1 |uw, € B}

Construiremos g € C=(U/, ) tal que g € N y g1 [nyun€ BiUR=
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Sea A € C*(U,[0,1]) una funcién con soporte compacto contenido en V, tal que

A lep= 1. Escogercmos g, € C(U, R) tal que g2 |r, € B}}? de tal forma que la funcién
g={1— Mg + Agz

cumpla las propiedades enunciadas.

Nétese que g — g1 = A(g2 — ¢1), por lo que para que g € A basta que?

Il 92 ~ g1 lrisepa< o1 ©(1.11)

para algin real positivo o adecuado.
. . ey ~30pAYUR2 .
IZs inmediato que g |(x) —sopA)unz € 13”‘ 10PNUK2  Tonemos que B} es un abierto,

por lo que para que g1 |k un, € B;‘,‘ UKz hasta que

g2 — g1 I+ kysopa< @2 (1.12)

para alguna a2 adecuada.

Como B;;’ os denso, siempre se puede escoger g; € B)7 de tal forma que se cumplan
(1.11) y (1.12).

Este proceso sc¢ puede repetir un nimero finito de veces hasta construir g € A tal

que g v € Bfy.

DEMOSTRACION DE LA DENSIDAD: Dec la afirmacién 3 y usando ¢l mismo
argumento que se usé en el apéndice A para demostrar que V s denso, se sigue que

B también lo es.$

2En ¢l apéndice A se puede ver ésto con mas detalle.
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Capitulo 2

Fcuaciones diferenciales

implicitas.

En este capitulo trabajaremos con algunos sistemas de ecuaciones implicitos de
primer orden. Los que cumplen que sus soluciones geométricas dan una foliacidn de
la ecuacidn.

A través del andlisis que hicimos para parcjas (f, H), caracterizaremos localmente
los dos primeros tipos de singularidades, dando formas normales para estos.

Es interesante notar que los resultados que hay para ecuaciones escalares, no se
generalizan para sistemas. Por ejemplo, en el caso del primer tipo de singularidad se
tiecne que cunalquier ecuacidn escalar de este Lipo, es equivalente a la ecuacién dada
por

pP4+t=0
a travds de un difeomorfismo en J?. Veremos que para sistemas esto no ocurre. Es
mads, st s¢ quisiera clasificar de esta forma, habria demasiadas clases.

Nosotros usamos una relacion de equivalencia mds débil, a través de cierto tipo
de difcomorfismos ¢n J!'. A pesar de esto, si podemos obtener alguna informacidn de

lo que ocurre en J°.
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2.1 Acerca de la relaciéon de equivalencia.
Como dijimos en la introduccién, Rabier asocia a cada ecuacidn E dada por
F(t,x,p)=0 (2.1)

una ccuacion de la forma
f(z)z = H (2)
donde
J
S =detF, y H= p (2.2)
—FL(F,+Fxp)
yz=({,x,p)

Daremos una relacidn de equivalencia para ccuaciones de la forma (2.1) adaptada
de la correspondicente para parcjas (f,H) bajo la cual ya describimos ¢l compor-
tamiento de casi cada clase en el caso de que H no se anule.

Nétese que dadas las ccuaciones £ = F-1(0) y £ = F~1(0), no basta pedir que
(f+ H) ~(f, H), pues esto solo garantiza que cada solucién geométrica de F~'(c) sea
mapeada por un difeormorfismo a una solucién geométrica de F~'(k) para alguna k
que depende de la primera solucidn mencionada. En la seccidn 2.3 darcmos un ejemplo
cn el cual las parcjas (f, H) correspondientes a dos ecuaciones son cquivalentes, sin
embargo ningiin difcomorfisrno que realice la equivalencia manda una ecuacidén en la

otra.

Definicién: Diremos que la ccuacidn £ es equivalente cn zo a la ccuacion I2 en

Zo y lo denotaremos ([2,25) ~ (Ii‘, Zo) si
i) Existen submersiones locales tales que £ = F~Y(0) y £ = F-'(0) y (/, I‘i, 20) ~(f  H, 20)-
ii) Existe un difeomorfismo ¥ que realiza esta equivalencia y que cumple (local-

mente) que W(L) = E.
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De aqui ¢n adelante, supondremos que E es foliada por sus soluciones geométricas,o
sea dim(7T 2 N K (z)) = 1 ! lo que equivale a que T, E AK(z). Veremos que esto es
lo mismo que pedir que H no se anule. También veremos que este comportamiento

se puede caracterizar dentro de J°. Sea n la proyeccidn natural de J! a J°.

Proposiciéon 1: Las siguientes propiedades son cquivalentes

a) H(z) # 0

b) T, E NK(z)

c) dmw(z) (T2E£)+ R(1,p) = T(ex)J° o N

Demostracion:

a<>b) Tenemos que T, £ N /X (z) queda caracterizado por

(F: + Fxp)ét + Fpép =0
Sx — pbét=0

por lo que, para demostrar la proposicién basta dermostrar que H(z) % O si y solo si
(F, + Fxp,Fp) = n. Esto ¢s inmediato si z €S.

Se puede ver que si A es una natriz de n x n entonces que r(A) = n — 1 equivale
a que A* # 0 y r(A) < n. En cuyo caso ker A* = [m(A).

Si z €5, H(z) #£ 0 si y solo si FL(F, + Fxp) # 0, lo que cquivale a que F, +
Fxp €im(Fp)y r(Fp) =n — 1. O sea r(F; + Fxp,Fp) = n.

ce>b) Nétese que dr(z) K(z) =R(1, p), por lo que ¢) equivale a

dr(z) (TLE + K(z)) = Tux)J°
lo cual es cquivalente a
kerdn(z) + T, E + K(z) = TyJ!

Como kerdn(z) CK(2), ésto altimo equivale a b).{$

1z +— N (%) denota la estructura de contacto natural de J'. Ver la introduccidn.
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Comentario: Varios autores como Arnold y Chaperon utilizan equivalencias
dadas a través de contactomorfismos que son difeomorfismos de J! que conservan
la estrutura dec contacto natural de J!'. Mas precisamente, un contactomorfismo es

un difcomorfismo W : J! — J! tal que
dW®(z) KN (z) =K (¥(z)) (2.3)

Cualquier difcomorfismo de J°, induce un contactomorfismo en un abierto de J!.
A este tipo de contactomorfismos les llamaremos propios.

Un contactomorfismo propio es de la forma
w(t,x,p) = (T(,x),X(t,x), P(t,x,p)) (2.4)

donde (7', X) es un difcomorfismo de J° y

X X

St =P (2.5)
t + T'xp

Sin> 1 cualquier contactomorfismo es un contactomorfismo propio. Si n=1 hay

P =

mas contactomorfismos.

Se puede ver esto mais ampliamente en {3], [6], [7],[1].

Los difcomorfismos de J! que realizan la equivalencia con la cual nosotros tra-
bajamos, es una clase mds amplia que la de los contactomorfismos prupios. Mds

precisamente, tenemos la siguiente

Proposicién 2: Si W : (J',2,) — (J!,2,) ¢s un contactomorfismo propio tal
que, localmente, $(17) = £, entonces (E,20) ~ (E,in) y W cs un difeomorfismo que

realiza esta equivalencia.

Demostracién: Sca F submersién tal que F~'(0) = /£, yscaF = Fo ¥~ '. Para
cada ¢ € R*denotemos e = F~1(c) y £ = FF-'(c). Notesc que W(E:) = Ee.

De la forma de ¥ (ver (2.4))se obticne que E“D = Fpo o~ Pp. Ademds det Pp 7#%0

w,=( °
P,

pues ¥ es un difcomorfismo y



Con esto tenemos que

f =a foy™!
donde a = det Py #£0.

Por otro lado, utilizando (2.3) y que W(E) = £ se sigue que
d®(2)(T2(Ec)NK(2)) =T w @y E)NIK (¥ (2))
Como estamos suponiendo que H{(z) # O la dimensién de estos espacios es igual
al. De hecho HS6 Ho % ' los generan, por lo que existe A que no se anula tal que
d¥H =) How™'

Con esto queda demostrada la proposicién.$

Como veremos en la siguiente seccidn hay muchos casos en los cuales £ ~ E y el

difecomorfismo que realiza esta equivalencia no es un contactomorfismo.
Los difcomorfismos que nosotros usamos conservan sélo la interseccion de la forma
de contacto con la ccuacidn, o sea cumplen que
AW () (T EYNK(2)) =T @@ (LYNK(%(z))

puesto que H 6 H o e generan a los espacios correspondientes.
2.2 Puntos doblez

IEn esta scccidn analizaremos, localmente, el tipo de ecuaciones para las cuales
alguna. de sus parcjas correspondientes (f, H) (de hecho cualquiera) tenga un punto

singular l-regular. Veremos que éstas son equivalentes, en dicho punto a la ecuacién
£, (en ¢l 0) dada por los ceros de

¥, x, p) = (P1,p5 + 1)
donde estamos denotando p = (p1.pn).
Vercmos también que las curvas entegrales de una ccuacién con estas carac-

teristicas son cispides, cuyos vértices se encuentran en una hipersuperficie de J°,
pero que la estructura que pueden tener es muy diversa.
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¥

msnt)

(n=1)

2.2.1 La forma normal y las curvas integrales

Su

Al principio de este trabajo, ya vimos esta ccuacidén para el caso escalar.
comportamiento para mas dimensiones lo podemos resumir asi :

Sca 7 la proycccidn natural de J'(R, R™) a J°(R, R™).

i) 7 |z ¢s un doblez cuyos puntos singulares son SN E = {z €J! |l = 0,p. = 0}.

ii) Las curvas integrales de £ son cuspides contenidasen n(£) = {(¢,x) €J° | ¢ < 0}

con vértices en w(8§ N £) = {(¢,x) €J° | ¢t =0} . Estas estin contenidas en las super-

ficies dadas por x1 = c.

Definicién: Diremos que £ tienc un punto doblez en 2z, si 2o es un punto sigular,

1-regular de alguna de sus parejas (f, H) correspondicentes.
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Esta definicién rcalmente no depende de la pareja (f, H), sino es algo intrinseco

de £, como veremos en la siguiente

Proposicién 3: Si z, ¢s un punto doblez de £ y F es una submersién tal que

F-1(0) = E, entonces z, es un punto singular l-regular de (f, H).

Demostracién: Sea [ una submersién tal que 2z, sca un punto singular, 1-regular
de (f,H) y que £ = F~1(0).
Por otro lado tenemos que ,para z € /2, tanto H(z) como H(z) generan a T, E N

K(z) por lo que existe A : £ — R que no se anula tal que
H(z) =A(z) H(z) (2.6)
La primecra entrada de esta igualdad es
f(2) =A(2)f(=z) (2.7)

De estas dos igualdades se sigue que st (f, H) cumple f(zo) = 0y df (z6) H(z,) # O
entonces tambidén (f, H) lo cumple, por lo que usando ¢l corolario 8 del capitulo 1 se

sigue lo enunciado.$
Teorema 4: /7 tiecne un punto doblez ¢n ze si y solo si (£,25) ~ (IE’,O).

Demostracion: La equivalencia de las ecuaciones claramente implica que z, sea
punto doblez de £. Veremos que también ¢s una condicidn necesaria.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z, = 0 . Sino fuese asi ., podemos

componer con cl contactomorfismo dado por
(t,x,p) — (L — loyX — Xo — Po(! — £0), P — Po) . (2.8)

Como ya vimos que los contactomorfismos conscrvan las equivalencias, esto no

afecta el resultado.



30

Notese que si logramos construirnrom germen de difcomorfismo que realice la equiv-
alencia de (f,H,2,) con (f, H,0)1a™h que (L N S) = £ N 5, éste cumplird que
(L) = £, pues H y FI son, respediv—~amate, campos tangenies a £ o E y transver-
sales a S o 5.

Del hecho de que 0 sea un puntod_ecble tenemos que dim S = 2n y H(0) €To(S),
como ademds H ¢s un campo tangena—=xec a [2, se sigue que £ MNS en 0. Isto iltimo
implica que £ N S es localmente unn ~varikdad de dimensidén n.

Lo anterior garantiza que exisle v n grmen de difeomorfismo 1 :
que cumpla que (SN E) = S L

Este lo podemos extender a otro

(5,0) — (5,0)

xernen de difcomorfismo W 1 (J!,0) — (J1,0)
que cumpla

(W H= Flo ¥ (2.9)
definiendo W de la siguiente manera ..

Denotemos Ex (7, Zo) ¢l flujo del campo K al tiempo 7

Restringicndo E a 2 x S, s =cobtime un difecomorfismo local de (R x 5,0) a
(J',0) pues H(0) & T,(S5).
Sca W definida por
T(Ep(r—t0) = En (7% (206))
Claramente se cumple (2.9).

Por otro lado, como S csta daulcos porla ecuacidn p, =0, y ¥(S5) = S, entonces
Jo =M, >x. p1,0) =0

por lo que existe g € C*°(J', R)cuaszo gerrmen cumple
Jov= =38 f

Diferenciando, aplicando a H(0 " p v ulilizando (2.9) se obtiene que #(0) = —df(0)H(0)
Esto es distinto de 0,pues 0¢s  —un pinito doblez de E.$O

Veremos que a pesar de tene —tanatelacidon de equivalencia a través de difecomor-
fismos ¢n J', La ccuacién moddoo

[z da informacion acerca de las curvas integrales
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de 2. Esta informacidn es transmitida a través del mapeo 7 o ¥, donde ¥ realiza la
equivalencia de £ con E.

Teorema 5: Bajo las condiciones del teorema 4, si ¥ realiza la equivalencia de

(£,0) ~ (E, zo) entonces el germen de mapeo = o ¥ |z es un doblez.

Demostracién:

AFIRMACION 1:

1) 7 |sne es un difeomorfismo local sobre su imdgen

ii) Sea wx :J° — R™ la proyeccién dada por (¢{,x) — x.. Si0 €L NS, wx |Eas cs
un difcomorfismo en una vecindad de O sobre su imdgen.

Demostracion: En la demostracion del teorema anterior se viéd que £ NS, por lo
que

drn(Tyo(2 N S)) = dn(Tro ) N dr(TroS)

Como T, S + RH(26) =T 2oJ' y H(zo) € kerdn(Zo)NT 4oL, entonces
dr(Too(L£ N S)) = dr (T2 L)

Por la proposicién 1, estos espacios tienen dimensién igual a n, de donde se siguce
).

Tomando z, = 0, y usando la misma proposicidn se obtienc que
To(m(ENS)) + R(1,0) = ToJ®

de donde se sigue (ii).

AFIRMACION 2:

Sea W =(7,X,P) un germen de difeomorfismo que realiza la equivalencia de E
con F tal que ¥(0) = 0O, se ticne que

i) Xx(0) ticne rango n.
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ii) z:Z(O)—"T(O) = 22(0) df(0)H(0) #0.
iii) apz (0) - )l((o) =0

Demostracidon:
i) tenemos que se cumple que W(S5 N £) = S N E, por lo que, utilizando que
S$NE ={z|t =0y p =0} se obtiene que

Ta(m(S N E)) = I'm dx(T, X)(0)

Del inciso (ii) de la afirmaciéon anterior se sigue (i).

ii) y iii) Sabemos que se cumple
d¥(z)H(z) =\(z) H(®(2))
Derivando csta igualdad con respecto a p., cvaluando e¢n O y utilizando que
H(z) = (P~, pnp, —e,), sc obticne que

()L ( )— (') ‘I’( )————(0) H(0)+A(0) dH(O)g‘I’ (0) (2.10)

Ademads tenemos que
_%(o) =d¥(0)H(0) =)\(0) H(O)

y utilizando que (#,,H2) = (f, /p) sc obtiene que
if (O
d(H,, Ha)(0) = ( v )

Sustituyendo estas dosiltimas igualdades en las 14-n primeras entradas de (2.10)

se obtiene lo enunciado.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA: Sin pérdida dc generalidad podemos suponer
que zo = O si no fuese asi , tomemos ® = (¢, P) ¢l contantomorfismo dado por (2.8).
Simo® oW |z cs un doblez, como T o oW = gor o W y ¢ es un difeomorfismo,

cntonces w o W |- es un doblez.
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Sea
_(—Pa
a(x,pn) = (T,X,O,pn)

o es una parametrizacion de £, por lo que w o W |z es doblez si y solo si el mapeo
definido por D =n o Woa lo es.

Sea 6§ = detdD. Una caracterizacidn de un germen de un mapeo doblez es que el
germen de (D,§) sea una inmersién.

Se puede ver que la mitriz jacobiana de D es

dD = Txoa —p.Tioa+T,, o«
a Xxoa —p.Xioa+X,, oa

Y la de (D,6) en O es

T'x(0) 0
d(D,6)(0) = | Xi(0) o
Sx 25(0)
donde

Tx(0) 2T(0)-2L(0
;96 (0) = det =(0) 9,)2,,;(( ) :;(( )
9pn Xx(0) 5z (0)—3+(0)

Utilizando la afirmacidn 2 se sigue que 7(d(D, 6)}(0)) =n + 1 por lo que w o W |
es un doblez.$

Teorema 6: Si zo = ({,,X0,Po) cs un punto doblez de £, entonces las curvas
integrales de la restriceidn de £ a una vecindad de 2z, son cdspides.

Estas estan
dispuestas de la siguiente manera

(S N [£) es una n-variedad formada por los vértices de dichas ciispides. Esta
varicdad divide a una vecindad de ({,,%6) en J? en dos regiones, por cada (£,x) en
una de cllas pasan dos curvas integrales de f£, mientras que por la otra no pasan
curvas integrales.
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Demostracién: Dec el teorema 5, tenemos que 7 [ es un doblez cuyo conjunto
singular es S N £. De aqui que 7 (5 N /2) sea una n-variedad que divide a J° en dos
regiones: la formada por los puntos donde 7« [z tiene dos preimdgenes y la que no
tiene preimagen. De esto se sigue la segunda parte del tcorema.

Veremos que las soluciones geométricas de £ que pasan por SN £ se proyectan a
cuspides.

Supongamos que O€ SM £ y que v = ({,x,p) es una parametrizacicn de una
solucion geomdtrica tal que 4(0) = 0 y +4/(0) # O (Esto se puede hacer pues las
soluciones geormdtricas son curvas lisas en nuestro caso).

Como «/(0) es paralela a H(0) y 0 S N £ se tiene que (¢{,x)’(0) = 0. Usando
esto, que x’(s) = ¢’(s)p(s) y que p(0) = O se obticne que

(¢, x)'(0) =0
(¢, x)"(0) = (¢7(0),0)
(¢, x)"(0) = (£7'(0),2p’(0)£"(0))
IEn el apéndice B es ve que el orden por curvas de un mapeo doblez es 2, por lo que
t"”(0) # 0, adermds p’(0) # 0, pues ¥ (0) 5% 0. Esto implica que (¢, x)”(0) y (¢,x)"(0)

son linealmente independicentes por lo que la imagen de (¢,X) es una cispide.$

2.2.2 Complejidad de la estructura de las curvas integrales

Como mencionamos al principio de este capitulo, en ¢l caso de una ecuacién escalar
Z que tenga un punto doblez, hay un resultado mads fuerte.[8], [5],[2]). En cste caso se
garantiza la existencia de un contactomorfismo propio que transforma, localmente, la
ccuacidén p? + { = 0 en F£. Este contactomorfismo se proyecta a un difecomorfismo de
J° que manda las curvas integrales de p® 4+ = 0 en las curvas integrales de £.

Esto no se pucde generalizar para mas dimensiones. [Z] problema radica en que
las curvas integrales de la ecuacidn £ estdan contenidas en las hojas de una foliacidn
bidimensional de ./®, ¥ como veremos este fendmeno no ocurre en general.

Consideremos una ecuacidon £ con un punto doblez. Sabemos que por cada punto
de 7 (/7 — 5) pasan dos curvas integrales de la ecuacidn, las cuales son ciispides con

vértices en (SN L£).
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Dada una de estas ciispides, consideremos las cdspides que la intersectan, las que
intersectan a estas ltimas, y asf sucesivamente.

Mediante este proceso, en ¢l caso de la ecuacién E se forma una cadena unidi-
mensional dada por las cispides con vértices en una recta.
Sin embargo la forma en que estdan entrelazadas las curvas integrales de £ puede ser
mas compleja. Asociemosle a cada punto de una cispide dada la otra cispide que pasa
por ¢él. Veremos que no necesariamente se intersectan entre si las cispides asociadas
a dos puntos de la cispide original. Si este fendmeno se repite obtendremos que la
cadena formada como describimos arriba serd una familia 2 méds de un pardmetro de
cuspides.

Nétese que es imposible que exista un difeomorfismo (ni siquiera una biyeccidn)

que mande las curvas integrales de £ en las de una ccuacion con cstas caracteristicas.

Para formalizar lo anterior haremos la siguiente construccidn.

Para cada y €x(S5 N E) sca xy la curva integral de £ que pasa por y y sea By ¢l
conjunto definido por

By = {y’' en(SN L) | ky Nky 5 0}

By cs una curva (no necesariamente lisa) pues por cada punto de ky distinto de
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Y, pasa una sola ciuspide distita de xy.
En el caso del modclo By es la recta que pasa por y =(0,) con direecién 0 x e,.
Claramente si existicse un difeomorfismo ¢ de J° que conserve curvas integrales

de las ecuaciones, éste deberia cumplir que

#(Box) = Bapx) 2y

Construiremos ejemplos de ecuaciones para las cuales la familia de curvas By
determina una red mucho mas compleja que la del modelo, de tal forma que no existe
ni siquiera una biyeccidn que cumpla (2.11).

Consideremos una ccuacién para n=2 con un punto singular doblez en 0 y supong-
amos que w(S N £) = {({,x) € J° |t = 0}. Supongamos también que la ecuacién no
depende de la variable espacial x. En este caso las curvas B(ox), que para abreviar
denotarcemos By, viven en f2? y son traslaciones de Bg,.

Ademis Bg ¢s simétrica con respecto a 0 por lo siguiente: Tomemos x € B, ésto
significa que xo N rx #O por lo que 0 € Byx. Como Bx = x + B, cntonces —x € Bo.

Veremos que dentro de estas restricciones todas las familias {Bx} de curvas lisas?
cn 22 con las propiedades

i) Bo s una curva simétrica con respecto a 0, que contiene a O.

it) Bx = x + B,

son rcalizables por una ccuacion.

En la demostracidn se supondrd que By pucde ser parametrizada a través de una
funcién de la forma y — (x2(y),¥), en caso de que no sea asi se puede modificar un

poco la ccuacién de tal forma que lo anterior siga siendo valido.

Proposicién 7: Sca x : (,0) — (2,0) una funcién impar.
Si A : (R,0) — R cumple que su parte impar estda dada por
h(p2) — h(—p2)

2
5 = p2z'(3p3)

2Se pucede pedir algo menos que ser lisas,
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entonces la ecuacidn
p1— h(p2) =10
B4t=0

cumple que

o) (0,0,0, £(0)) es un punto singular doblez

DA(SNEYy={(t,x)eJ°|t=0}

ii) Bg es la imagen de y — (a(¥),v).

iii) Bx = x + B,

Demostracién: Tomando . arbitraria, se cumplen (o), (i) y (iii).
Para checar (ii) haremos lo siguiente:

Tomemos la parametrizacion de x(,,xo) dada por &x, = (¢, %, p) donde

2

t(p2) = — 5B

x(p2) = €0, + [ d—;?'d'lT;(lpg = o, — [P? h(s)sds
1‘2(]’2) = Tag — Ef

i

Una parametrizacion 8 de B(,,x,) queda definida implicitamente por
Kapa(—P2) = fxo(p2)
Despejando se obtiene que
P2 2 a
B(p2) = Xo — (/ h{s)sds, qu)
—pa :

Otra paramelrizacion de B, xq) ¢s de la forma xo+(xz(y), y), donde = queda car-
acterizada por
2 3 P2
z(5p3) = / h(s)sds
3 .
Lo que equivale a que

2 L) — h(—
pz;,_-’(épf‘;) = ’_‘(ﬂ)_z’iﬁ) v xz(0) =0

Con lo que queda demostrada la proposiciéon.$
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De lo anterior se sigue que hay mads de una clase, médulo contactomorfismos®
dentro de las ecuaciones con un punto singular doblez. De hecho una clasificacién de

este tipo no seria mancjable pues hay demasiadas clases.

Teorema 8: Hay un cspacio de dimensidn infinita formado por ecuaciones que

no son cquivalentes bajo contactomorfismos.

Esto se debe a que la geometria de la red formada por las curvas By es muy rigida.

El teorema es una consecucencia inmediata de la proposicién anterior y del siguiente

Lema 9: Scan B, y B, curvas lisas en f22, que conticnen a 0, simdtricas con
respecto a 0 y con curvatura que no se anula en una vecindad agujerada alrrededor
de 0.

Scan Bx = x4+ Bo y By = x + Bo

Si existe un difcomorfismo ¢ : (f22,0) — (£22,0) tal que ¢(Bx) = ﬁ¢(x) entonces

@ cs lineal.

Demostracién:

AFIRMACION 1: Sive 7, B, y V#0 y Xo € Bo y W €1'x,Bo cntonces:
i) do(x)v =v(x)dp(0)v

i1) dep(x)w = £(x)dP (X + Xo)W

para alguna v : 22 — R — {0} y alguna £ : 2 — 2 — {0} .

Demostracidn:

)dg(x)v es tangente ﬁ¢(x),eL(Jclnds Box)=0(x) + Bo, por lo que la direccidn dé(x)v
es independiente de x, de donde se sigue (i)

ii) Tenemos que X + Xo € Bx y W €T3 xoBx. Ademads por la simetria de Bo :

X € Bxixo ¥ W €TxBxixes por lo que dé(x)w €1%x(By(x+xo0)) ¥ por cl argumento

anterior dé(x)w cs paralelo a dé(x 4 Xo)w, 0 sea se cumple (ii)

4in mas de una dimension todos los contactomorfismos son propios.
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AFIRMACION 2: Bajo cambios de variables lineales en ¢l dominio y contrado-
minio se tiene quc

i)doi(z,y) =dx + AMy)dy

ii)dgz(x,y) =pn(y)dy

Demostracién: Haciendo cste tipo de cambios de variables, podemos suponer que
v =e1 ¥y quc dé(0) = id.

des cs miiltiplo de dy puces dé(x,y)er =Xz, y)er ¥y i solo depende de y pues do,
es exacta. Con esto queda demostrado (ii).

Para demostrar (i) observemos lo siguiente:

¢ manda rectas horizontales en rectas horizontales, por lo que By, es una
traslacién horizontal de By, Por lo que si tomamos (o, ¥o) € Bo ¥ WE Tiwu.y0)Bo,

cntonces:
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wr, “
o (xe3°%.) (ZM"‘ %)
B(o <%(‘ "s>

dp(ay iy w b Gt
¢(o y) ¢(’u

*// /v(x,,)

dP(z + Tory + yo)W =c(z, y)dd(20, y + yo)w

Ahora, aplicando (ii) de la afirmacién 1 tenemos que:

dg(z,y)w =&(x, ¥)déd((2,y) + (Zo, yo))W =
(=, y J)C(I "/)dd’(zm Y+ Yo)W =
ﬂmd¢(0 y)w

£(0,v)
Por el inciso (ii) de este lema tenemos que la segunda entrada de esta ultima
igualdad ecs:

£z y)e(z, y)

r(y)w, = £(0. 1) n(y)ws,

por lo que

dé(z,y)w =de(0,y)w (2.12)
Ademds, como B, no es una recta, podemos escoger otro punto (zo,Jo) de B,
y w' GT(I,'!/,)BO tales que w’ y w sean linealmentc independientes. Claramente la

propiedad (2.12) también se cumple para w’ por lo que

do(x,y) =da(0,y)
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con lo que

dér(z,y) =v(y)dz + A(y)dy

como esta es una forma exacta entonces v es una constante, de hecho v = 1 pues
dp(0) =id

AFIRMACION 3: Con las coordenadas de la afirmacidn anterior, A =0 y pw=1.

Demostracidn: Utilizando la propiedad (ii) de la afirmacién 1 y expresandola en

las coordenadas dadas por la afirmacidn 2, se obtiene que si w = (1,w2) € T(z,,y,)Bo,
entonces se cumple que

wa (MY + ¥o) — AWy + ¥0)) = n(y + yo) — p(y)* (2.13)

Substituyendo y = 0 y utilizando que A(0) = 0 y 1(0) = | se obtiene que

waA(yo) = n(y.) — 1 (2.14)

Sea y, suficientemente pequena de tal forma que u(y,) 7% 0. Substituyendo y = v,
en (2.13) y utilizando (2.14) se obtiene

waA(2y0) = n(2y,) — 1 (2.15)

Como B, ticne tangente horizontal en 0 y curvatura no nula fuera de 0, entonces
localmente Bg es la grifica de una funcién y = y(z) tal que y”’(x) # 0 fuera de 0. De

aqui que para y, > 0 y suficientemente pequefia quede definida w2 como una funcién
inyectiva y no nula de y,.

Expresando (2.14) para yo y (2.15) para fy, se obtiene que
wa(ya)Myo) = 11(yo) — 1
w2 (§5e) M yo) = #{yo) — 1

Como w, es no nula y mondtona para Yy, > 0 sc obtiene que

Alya) =0 ¥ ulyo.) =1

Claramente esto también se cumple para y, < 0 suficientermente pequena.$

1 Noétese que wz no depende de y, sélo de y,.
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2.3 Puntos cuspide.

En esta seccion estudiaremos las ecuaciones cuyas parejas asociadas, (f, H), ten-
gan un punto singular, 2-regular. Daremos una forma normal, la cual es equivalente
localmente a casi todas las ecuaciones de este tipo y veremos que consecuencias tiene

esto en J°.

2.3.1 La forma normal

Veremos que la forma normal esta dada por el germen en O de la ecuacién £
definida por
p1=0
%])‘;"+-‘L’np"+l=0
donde estamos denotando x = (x,,Zn) = (Z1, -2 Zn) ¥ P = (P1,Pn) = (P11 .+, Pn)
[ tiene las siguientes propiedades
i) S M £ es una n-variedad determinada por las ecuaciones
m =0
Pi+an=0
423 —9¢2 =0
la cual se proyecta en un cilindro cuspidal.

ii) $' N £ es la n-1-variedad dada por

p=0
t=0
r, =0

cuya proyecccion a J° es un difeomorfismo.

ili)7 |z es un mapeo cuspide.

iv) Las soluciones gecométricas que pasan por (§—SYNE se proyectan a cuspides
y las que pasan por SN £ se proyectan a curvas que llamaremos curvas (3,4). Estas
son curvas difcomorfas en una vecindad de su punto singular a la imagen de s —
(s3,5%) cn una vecindad de 0. (En el apéndice B se da una caracterizacidon de estas

curvas).
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14

En este caso ¢l hecho de que las parejas (f, H) correspondientes a dos ecuaciones
sean equivalentes, no implica que las ecuaciones lo sean, pues un difeomorfismo puede

mandar soluciones gecométricas de e = F~'(c¢) en soluciones geomdtricas de £y =

EF-'(k) sin conservar la estructura de Fe.

Ejemplo 1: Considercmos las ccuaciones £ = /~'(0) y £ = [~!(0) donde
F(t,z,p) = %a-—i-:cp—}—l
Ft,z,p) = B +tp+¢t
Usando ¢l corolario 8 del capitulo 1 se ve que 0 es un punto singular, 2-regular
para las parejas (f, H) asociadas a ambas ecuaciones, por lo que estas parejas son
cequivalentes en O.
Veremos que sin embargo E no ¢s equivalente a E ¢n 0.
Esto se debe a que de la equivalencia de parcjas (f, H) se sigue que si ¥ es un

difcomorfismo que realiza esa cquivalencia, ecntonces ¥(SY) = S! por lo que si fuesen
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equivalentes se cumpliria que
T(S'NE)Y=S'"NE

Sin embargo esto s imposible pues 51 N £ = {0}, mientras que S'N E es la
l-variedad dada port =0y p=0.

Sin embargo,veremos que, si aumentamos la hipdtesis de que S y E se intersecten

transversalmente, entonces la equivalencia de parejas si implica la equivalencia de
ccuaciones. Por lo que daremos la siguiente

Definicién: z, cs un punto cispide de E si para alguna pareja (f, H) asociada a
E sc cumple que S AFE en z, y éste es un punto singular 2-regular de (f, H).

Al igual que pasa para los puntos doblez, la definicién anterior no depende de la
pareja (f,H) cscogida.

Proposicidén 10: Si z,
(f, H) asociada a
(f, H).

es un punto cuspide de E entonces para cualquier parcja

se tiene que 5§ MNE y que 2o es un punto singular,2-regular de

Demostracién: Sean F y F dos submersiones tales que ,Jocalmente F—1(0) =i‘“(0) =/,
cen la proposicién 3 se vio que existe XA : (£,2z0) — R — {0} tal que en una vecindad
de zo y para z €L sc cumple
f(z) =X=) f(z)
H(z) =)\2z) H(=2)
De aqui se siguc que (f,H) cumple

f(Zo) =Duf(Zo) =0, Dhf(2o) #0 y df(zo) # 0O

si y solo si también lo cumple (f,H) lo cual implica, por el corolario 8 del capitulo 1

que 2z, ¢s un punto sigular 2- regular de (f, H) si y solo st lo es de (f,ﬁ).
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Nétese que la condicién de que £ AS en Zo cquivale a que d(f |g)(2Zo) # O, por
lo que también cs cierto que £ /S en z4 si y solo si £ NS en 2,.O

I es una forma normal para las ecuaciones con punto cispide en el siguiente
sentido

Teorema 11: z, es un punto cispide de £ si y solo si (E, zo) ~ (£, 0).

Claramente (£,2,) ~ (E,O) implica que Zo sea punto cspide de E. La idea para
demostrar la otra implicacidn es tomar cualquier difcomorfismo ¢ que realice la equiv-
alencia de (f, H) con (f,H) y construir otro difeemorfismo ¢ que haga (f, H) equiva-
lentec a si mismo y que ademds cumpla que ¢(¢(E)) = £. Tomando Y = ¢ o { obten-
emos lo deseado.

La construccién de ¢ equivale a resolver un sistema de ecuaciones formado por
una ecuacion {uncional y un sistema de ccuaciones parciales, con datos dados por el
hecho de que ¢(((£)) = L. Este problema se puede transformar en un problema de

Cauchy para un sistema de ecuaciones parciales. Para hacerlo usaremos lo siguiente
Proposicién 12: Si zo ¢s un punto cuspide de ££ entonces ££ NSS! en ze.

Demostracién: Sin pdérdida de generalidad supondremos que O es un punto sigu-
lar 2-regular de (f, H), de aqui que S sea una 2n-variedad y S! una 2n-1-subvariedad
de S, ademds H(0) € TS — T oS!, por lo que '

ToS = T6S' + RH(0) (2.16)
Como H(0) €T E se tiene que
Toll + ToS' = ToE+RH(0) + T,5!

Usando (2.16) y que S AL en O sec obtiene lo enunciado.$
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Lema 13: Sea S = {y € ™ | y1 = 0}. Si V es una k-variedad en R™ que cotiene
a O y transversal a S en 0, entonces existe un germen de difeornorfismo £ : (£™,0) —
(R™,0) tal que

) EV) ={y €™ | (yk+1, -, ¥m) = 0}

ii) £&1(y) = 1

Demostracién: Sea G una submersidn tal que G~!(0) = V. La transversali-

dad de V y S equivale a que el mapeo (G, 1) sea una submersién en 0, por lo que

ac a6 3
(52, 'ay_...)(o) =m— k.
Sean yi,,..., Yi, Una permutacion de las entradas de y, con y;, = y; tales que
aG oG
r( Buer " B (O) =m — k.

De aqui tenemos que V esta determinado localmente por ecuaciones de la forma

Yivgr = Yiat (Uiys ooos Yis)
Yim = Yo (¥irs -5 Yin)
Sea £ definido por
£ = yi, si J <k
U vi, — Y; st g >k

Claramente £ es un difcomorfismo que cumple con lo enunciado.$

Demostraciéon del Teorema 11: Sin pérdida de generalidad supondremos que
zo = 0. Sea ¢ :(./',0) —(.J',0) un germen de difeormnorfismo tal que d¢ H = Hocy
/ = af o ¢ para algunas \ y o [unciones que no se anulen.

Para demostrar el tcorema basta que exista un germen de difeomorfismo ¢ :(J1,0) —(J',0)

tal que
i)do H=Ho ¢
iy f=/foo

iii) S(C(E)) = £
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pues tomando 1 = ¢ o { obtenemos que £ ~ E mediante P.

Usando que ‘H= (f, f‘p,‘flg) y denotando ¢ = (@1, Pzy4---y P2,0; P3ys +--5 H3,), las
ecuaciones (i) y (ii) toman la forma

Vér-H=foo
Vée,-H=fod ¢
Vs -H =H, 0 ¢

f=Ffo¢d
Tenemos que f = z, + p2 y Ha = —(1 + p?)e, por lo que las funciones ¢z, = z,
Y ¢a, = pn son soluciones a las ecuaciones correspondientes, con esto eliminamos la
ecuacién funcional y nuestro problema se reduce a resolver el siguiente sistema de
ecuaciones parciales lineales para 7 € {1,...,n — 1}
V¢ -H=Ff
Vo, - H = f ¢
Vs, - H =

Estc tiene una solucién udnica que es suave si se dan datos de Cauchy en una
variedad no caracteristica (o sea una 2n-variedad transversal a FI).

Sea W = {({,x,p) € J! | pn» = 0} . Esta es una variedad no caracteristica. Dare-
mos los datos de Cauchy sobre W dc tal mancra que se cumpla que ({(E) N W) =
Enw.

Sean V =C(E)NW y V=FENW ={({,x,p)eJ! |t=0y p =0}

Usaremos cl lema 13 para asegurar que existe un germen de difeomorfismo £ :
(W,0) — (W,0) tal quec (V) =V y £z, = z4.

Como 5! = {(¢t,x,p) € J! | Tn = 0 y p. = 0}, basta checar que §! y V , vistas
como subvariedades de W, son transversales en 0. (A este hecho la denotaremos por
St A V).

Por la proposicin 12 , f£ AS!, por lo que (£ N (7' (W)) Ne—any(ST N E—1(W)).
Como ¢ conscrva las propiedades de transversalidad y ¢(S!) = S!, entonces S' fAip V,

por lo que existe £ con las caracteristicas mencionadas.
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Tomemos los datos de Cauchy definidos por

é1(t,x, p;,0) = &ty x,py)
#2,(¢, %, p;,0) = &2,(¢,x, py)
¢3-(l7x’ p,,O) = 63.(l7x1 pl)

parai € {1,...,n—1}.

Sea ¢ definida por ¢z, = Zn, ¢a, = pn y sus otras coordenadas dadas por la
solucion al problema de Cauchy mencionado. Claramente ¢ |, = £ x 0 y como
d¢s,, = dpn, entonces ¢ es un difecomorfismo; ademds ¢((E£) N W) = £ N W. Veremos
que esto 1iltimo implica que ¢(¢(£)) = £ con lo que quedaria demostrado el teorema.

Esto se sigue de que ((£) N W y E N W son subvariedades de ((E) y £ -
respectivamente- de codimensidn 1, las cuales no ticnen como vector tangente a H.
Ademas las curvas integrales de H son una foliacidn de C(E) y de £. Como ¢ preserva

estas curvas entonces ¢(C(F)) = £.O

2.3.2 Curvas integrales y su relacién con E

En esta parte estudiaremos las curvas integrales de una ccuacidn £ en la cercania
de la proyeccidn de un punto cispide.

Veremos como s¢ puede transmitir la informacidn que se tiene en J! acerca de las
relaciones entre la ecuacién £ y cl modclo £, al espacio J°. Para esto analizaremos

las propiedades que tiene el mapeo
#=moW |z

donde ¥ ¢s un difcomorfismo que realiza la equivalencia de la ecuaciones (con W(£) =
E).

Las curvas integrales de £ son las imdgenes bajo # de las soluciones geométricas
de f£2. Utilizando una caracterizacidn de los mapeos cispide dada en el apéndice
B, veremos que # cs un mapeo cispide. Este hecho y algunas propiedades de las
soluciones gecométricas implican que las curvas integrales de £ sean curvas regulares,

ctispides o curvas (3-1).
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Los conjuntos !

Empezaremos por ver cuales son las propiedades de las restricciones a I de los
conjuntos 5! definidos por (1.6) en la seccién 1.3, asi como de sus proyecciones a J°.
Sea .
S=5nE
Nétese que una de las propiedades que pedimos para que Zg sea un punto singular
cispide es que S MNE en 2o, en cuyo caso S! también es transversal a E (Ver la
proposicién 12) lo que garantiza que ¥ y £! son, localmente, subvariedades de £ de

dimensiones n y n-1 respectivamente. Ademds como z, es un punto singular, 2-regular

de (f, H), tenemos que X2 = ), (Ver el corolario 7 del capitulo 1).

Ahora caracterizaremos a los conjuntos £! a través dec propiedades relacionadas

con 7 {gz. Paraze [ — X, m | es una inmersidén en z, pues f = det Fp, de hecho se
cumple que

Y ={z€f |7 |g noesinmersién en 2}

El campo H juega un papel relevante en tanto a dicha proycccidn, pues para z€ T

RH(z) = kerd(m |g)(=) (2.17)

Esto se debe a lo siguiente: Claramentc en ¥, H € kerd(w |g) pues H €T E y cs
de la forma *‘H =(f, /*p,'H3).. Ademds vimos en la proposicién 1 de 2.1 que
dr(z) (T2E) + R(1,p) = Tx(J?) (2.18)
por lo que 7 | s de corrango | en ¥, lo que garantiza (2.17).
Se puede ver usando (2.17) y propicdades de la transversalidad de S y S! que
z €¥ si y solo si kerd(w |g)(z2) C T»(X'71), por lo que para I € {1,2}, denotando
Yeo=1%
u = {z €X' | # |z no es inmersién en z}
Como ¥?

= ), tenemos que 7 |x1 es una inmersidn, en particular #(X') es una
(n-1)-variedad.



Resumiendo algunos de los puntos que acabamos de ver, tenemos la siguientes

Proposicién 14: Si z, es un punto cispide de £y & = S/ N E, entonces
a) ¥ y £! son variedades de dimensién n y n-1 respectivamente y 32 = (.

b) 7 |£ es un mapeo de corrango menor o igual que 1. En particular paraze %

RH(z) = kerd(w |g)(z)

c) 7 |z no es una inmersién y = |y si lo es.

iQue tan singular es #7

Como dijimos anteriormente el mapeo
F=moW | (=-19)

manda las soluciones geomdtricas de la ecuacion modelo en las curvas integnles=sde
la ccuacién F= W(E).

De las propiedades de W se sigue que el campo H genera al kerds, cuando -seste
dltimo es distinto de {0} (o sea en £), por lo que s de esperarse que una me=clida
de que tan singular sea #, esté dada por la forma en que se anula d# H. .

El hecho de que f y dWH secan, respectivamente miiltiplos no nulos de fo ¥y
H o ¥ implica que

di¥l =uf(1, ¥a)
donde g es un germen de funcién no nula.

Notese que sabemos explicitamentce los valores de £ por lo que la expresién  zmnte-
rior nos permite estimar que tan fucrtemente se anula da#H )

En la segunda parte de la siguiente proposicién traducimos esta expresicSmm en
términos de la expresion de # bajo un determinado sistema de coordenadas e E

para ¢l caso especifico con el que estamos trabajando.
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Proposicién 15: Si (E‘,O) ~ (£,20) y # estd dada por (2.19), entonces existe

una funcién no nula u tal que
dirH =pf(1, ¥3)
Si ademds £ es la ecuacidn modelo, y 7 es la parametrizacidn de £ dada por

»3
n(x,pn) = (—?" — TnPn,X, 0,pn)

y definimos el mapeo
(T, X)=#so0on - (2.20)
se cumple que

AT X) (x pn) = (2 + @n) (@(%,5n)-B(,Pn))

Ip,
donde «(0) # 0.

Demostracidon: La primera parte se demostré cn el texto. Consideremos cl
campo ¢ determinado por
dnG =Hony

Por la primera parte de este lema, se cumple que

d(T,X)C'=#on j'or) (1,%3 o) (2.21)
Utilizando que
S
f=Pi+z.yH= jp

—(1 + pl)en
se obtiene que

‘G = (0,...0, (P2 + .)pn, —(1 + p2))

por lo que

(T, X)
Ox,

T, X)

AT, X)G = (P} + zn)Pn — L+ ) ==

Utilizando (2.21) se puede despejar

a(T,X) >
—— = (pn + &n N
G = (P + wa)(e )
donde o = 2rZea_#27 por lo que a(0) = x(0) # 0.

14p%
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7 es un mapeo ciispide.

Para demostrar que # es un mapeo cispide usaremos una caracterizacidn de este

tipo de mapeos, la cual involucra la siguiente

Definicién: Sea M una variedad y G : (M, z,) — R™. El orden por curvas de G
en z,, que denotaremos og(z,) es el miaximo de los ordenes en 0 de las curvas de la

forma G o «, donde « es cualquier curva en M que cumpla que a(0) = z, y a’(0) # 0.

La caracterizacion de la que hablamos se demuestra en el apéndice B y es la

siguiente

Teorema: El mapco G : (™,z,) — ™ ecs cuspide si y solo si se cumplen las
siguientes condiciones

i) G es de corrango 1 en z,.

ii) det(dG) es submersién en z,.

iii) og(2z.) = 3.

Teorema 18: Si z, cs un punto cuspide de £, entonces # (definido en 2.19) es

un mapeo cispide.

Demostraciéon: La demostracidn la haremos primero en un caso particular y
despuds veremos que este caso implica los demads.

CASO 1: Supondremos que
#(0,x,0) = (0,x) (2.22)

En este caso demostraremos que el mapeo (7', X) definido en (2.20) es un mapeo
cuspide en O.

Claramente (T,X) es de corrango 1 en O, pues 7 lo es en zo. (Ver proposicién
14), por lo que basta demostrar las condiciones (ii) y (iii) de la caracterizacion que

acabamos de mencionar.
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Primero traduciremos las condiciones (ii) y (iii) en términos de las parciales de
(T',X) y después checaremos que (7, X) las cumple.
AFIRMACION 1: Si (x,pn) — (7', X) define cualquier mapeo que cumple

(T, X)p.(0) =0 (2.23)
Tx(0) =0 y Xx(0) = id (2.24)

entonces se tiene que

a) det d(T,X) es una submersién en O si y solo si % lo es también en O.

b) o(rx)(0) = 3 si y solo si

ar
op?

"

o3T oT 92X
© =0y ZL©~ (F5) x5 (2:25)

Demostracién:

a) Desarrollando por menores respecto a la tiltima columna se ticne que

det (T, X) = gTF det X+ Z %%'-6,-

donde §; es el determinante del menor correspondiente.
Utilizando (2.23) se tiene que

aT
OyOpn

Tx OF)ZT
-_— s yOpn
= det x pesH (0)

X Dydpn

——a—(dct d(T,X))(0) = (0)det X (0) + S L""".(0)5-(0)
9y ’ * 7 OyOpn '

Por lo que, usando (2.24), se obtiene que

a*T T J*Tr o
dz0p," " Bx,Op," Op? (©)

V det d(T, X)(0) = (

con lo que sc demuestra (a).
b) Nétese que ker(7, X)(0) = en41 por lo que o(r,x)(0) =1 y ademds para medir

el orden de (7T, X) basta usar curvas de la forma

a(pn) = (x(pn), pn) donde x'(0) = O (2.26)
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pues si una curva es tal que o’(0) % 0O y ((7,X)o a) (0) = 0, entonces a'(0) =
(0, a,) # 0, por lo que se puede reparametrizar de la forma (2.26).

Expresaremos ((T,X) o a)” (0) y ((7,X) o &) (0) en términos de las parciales de
(T,X). Para esto usaremos que si h : R™ — Ry a: (R,0) — (™,0) cntonces

(h o @)"(0) =d*h(0)(’(0), &'(0)) + dh(0)a"(0)

(h 0 @)"(0) = d*h(0)(a’(0), &*(0), &'(0)) + 3d*h(0)(a’(0), a(0)) + dh(B)a"(0)

Aplicando esto a las entradas de (7°,X) y utilizando (2.23), (2.24) y (2.26) se

obtiene que

2
(%) 020" (0) = (520, 5K @ +x0)
(%) 20y 0 = (520 + (Z2) x (0) - x(0),5 +x"(0))
para algin 8 € R™. Por lo que o7, x)(0) >2 si y solo si g;;’:(O) =0 y bajo este supuesto
o(r,x)(0) =3 si y solo si ‘?);,:(0)— %) x (0)-2;3:(0) #0. £l ”si” es inmediato, el ”solo
si” se debe a que si no fuese asi , entonces cualquier curva a de la forma (2.26) tal
que x"(0) = —-Z’:,: (0) y x'"(0) = —f cumpliria que cl orden de (T,X) o o en 0 seria

mayor que 3.

Ahora vermos que el mapeo (7', X) definido en (2.20) es cispide. Por la hipétesis
(2.22), (T,X) cumple (2.23) y (2.24), por lo que basta checar que V%(O) #0y
(2.25). Esto es una consecuencia inmediata de la proposicién 15.

Tenemos que

S () = (P2 + ) ex(3%, )
donde a(0) # 0.
De aqui que la curva
— ——aT (] )
Pn 3pm +Pn
tenga orden 2 en 0, lo que garantiza que
o
op2

(0y =0y c;Sf:;(o)#o (2.27)
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Anilogamente, usando tambidén el lema 4 se obtiene que

o*T g
Te (O £ 0y G (0) =0

lo que aunado a (2.27) implica Vgp—’;(o) # 0 y (2.25), con lo que queda demostrado
el caso 1.

CASO 2. (El complemento del caso 1). Notese que ¢l teorema es vialido para una
ecuacion E particular si y solo si lo es para una de la forma £’ = Cy(E), donde Cy es

el contactomorfismo propio inducido por ¢. Esto se debe a la proposicién 2 y a que
el siguiente diagrama conmuta

b 4 Cys
E — D —_—
N\ 17 l=
Je — J°

@

por lo que # es cispide si y solosi mw o (Cp o W) lo es.

De aqui que para demostrar cste caso basta checar que dada cualquier ec;xacién E
equivalente a 2 en {2z, 0} existe un difeomorfismo ¢ : (J2, (£, %)) — (J°,0) tal que
o7 sea como en el caso 1 y ademas se pueda levantar a un contactomorfismo definido
en una vecindad de zo. Esto tltimo queda garantizado por que @} (2o)+#%(Zo) * Po #0-
(Ver (2.4) y (2.5) en la seccidn 2.1).

Construiremos ¢ con esas caracteristicas. Sin pérdida de generalidad supondremos
que Zo = 0. Sca R = {({,x,p) € J' |t =0,p = 0}. R es una subvariedad de £ que
cumple que cumple que H no cs tangente a R,y utilizando el lema 3, obtenemos que en
¥, gen {H} = kerdf, por lo que # {5 cs una inmersién en 0. Ademds usando (2.18)
v que estamos suponiendo que pp = 0, sc obtiene que #(/f2) se puede parametrizar de
la forma

X —(T'(X), X)
y através de esta paramctrizacion la inversa local de # |r se puede expresar de la

forma

(7 {r)™" (T(X), X) = (0,%(X),0) (2.28)
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donde x: (R",0) — (2", 0) es un difeomorfismo local.
Sea ¢ definida por '
#(T,X) = (T — T'(X), x(X)) (2-29)
Como X +— (0,x%x(X).0) es una parametrizacion local de R, usando (2.28) y (2.29)
se sigue que $o 7(0,x,0) = (0,x) ademds ¢! = 1, por lo que ¢ se puede levantar a un
contactomorfismo definide en una vecindad de 0. Con esto tenemos que la ecuacidn

£’ = Cy(F£) entra dentro del primer caso y por tanto # es un mapeo ctispide.$

Propiedades de las curvas integrales.

El siguiente teorema da algunas propiedades referentes a las curvas integrales de
una ccuacidén que tiene un punto singular cispide. Unas son en torno a su compor-
tamiento rnicroscépico individual y otras en tanto a la forma en que estdn estruc-
turadas en J°

Teorema 17: Si zo es un punto ciispide de £ entonces, restringiendo £ a una
vecindad de z, sc ticne

a) 7(£') es una (n-1)-variedad y #(X) es difeomorfo a un cilindro cuspidal.

b) 7 (¥) divide a una vecindad de J° en dos regiones, por cada punto de una de
cllas pasa una Unica curva integral, la cual es lisa, y por cada punto de la otra pasan
tres curvas integrales, también lisas. Por cada punto de n(X — ©!) pasan dos curvas

integrales: una ciispide y otra lisa y por cada punto de #(X!') pasa una curva (3,4).

Demostracién: Sabemos que 7 [ es un mapeo cispide en zo y por tanto un
mapco doblez en puntos de ¥ — X!, De csto se siguen las propiedades enunciadas

a excepcién de la referente a la forma local de las curvas integrales que pasan por

().
Sin pérdida de gencralidad podemos suponer que zo = 0. Sea v = (¢,x,p) la
parametrizacidn de la solucién geometrica que pasa por 0 que cumple v = Ho vy y

¥(0) = 0. Por la forma de H se tiene quec

(t,x) = fo~ (1,p)
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Como 0 es un punto singular, 2-regular de (f,H) el orden de f o+ en 0 es dos,

(ver el corolario 8 del capitulo 1) por lo que derivando la expresién anterior se obtiene

(¢,%)"(0) =0
(¢, %)"(0) = (J o 7v)"(0) (1,0)
(¢, x)V(0) = (f o ¥)"(0) (1,0)+3(Sf o7)"(0) (1,p’(0))

Como ademads p’(0) 7# 0 los dos iltimos vectores son linealmente independientes,

por lo que (¢,x) es una curva (3,4),como lo garantiza el teorema 1 del apéndice B.$

Dentro de las limitaciones impuestas por este tecorema, puede haber una gran
variedad de comportamientos distintos de las curvas integrales, esto se debe a que el
tipo de relacidn de equivalencia que estamos usando no induce un difeomorfismo en
J°. Veremos algunos ejemplos que muestran la diversidad que hay en la estructura de

las curvas integrales de una ecuacidén en la cercania de un punto cuspide.

Una de las caracteristicas de la ecuacién modelo es que sus curvas integrales estan
contenidas en los planos dados por x; = ¢, esto determina una foliacidn de J°, cuyas
hojas contienen a las curvas integrales de la ecuacién. El hecho de que la dimensidén
de las hojas sea dos es atipico.

El espacio tangente a cada una de las hojas de una foliacidn como la mencionada
debe contener a los vectores de la forma (1,p) donde (¢, x,p) es un punto de la
ecuacidn. En cl caso de que £ tenga un punto cispide, hay una regién de J° donde

7 [g es 3 a 1 por lo que es de esperarse que, en general, las hojas de dicha foliacién
sean al mcnos tridimensionales.

Analizaremos algunas ecuaciones de la forma

p1 — P(f,x.p.) =0

(2.30
E‘-j‘* + prnxn +L =0 )

las cuales ticnen un punto singular en O si P(0) = 0.
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Ejemplo 2: Sea £ como en (2.30) donde P(¢,x,p.) = P(p.). Veremos que en
general las curvas integrales de £ no estdn contenidas en las hojas de una foliacién
bidimensional. ’

En este caso, si £, < 0 entonces (0,x, p) €F si y solo si
(1,p) € {(1,0),(1,P(q),9), (1, P(—q), —q)}

donde 931 “+ zr, = 0.
Se puede ver que el generado por este conjunto tiene dimensién 2 si y solo si todas

las entradas de P son funciones impares, lo que es un comportamiento inestable.

Ejemplo 3: Ahora tomaremos £ como en (2.30), con n=2 y P(¢,x, p) =a(t)p2-

En este caso para (t,x) que cumplan 9¢2 4 4x3 < 0, el espacio generado por

{(L,p) | (t,x,p) € E} (2.31)

tiene dimensién 2. Sin embargo esto no garantiza que las curvas integrales de la
ecuacidn estén contenidas en una foliacidn bidimensional.

Para ver esto construircmos una unoforma G tal que su nucleo sea el espacio
generado por (2.31). una condicién equivalente a que la estructura inducida por ker 8
sea integrable es que df |kerg Sca nula.

En nuestro caso se puede ver que el nucleo de la unoforma
B = dz, — a(t)dz2

contiene a (2.31). Ademads
df = —a'(t)dt N dx,
la cual evaluada en vectores del nucleo de g da

diE ((8t, abza, 6x3a), (6t', abzh, xh)) = (6t'6xa — &téxy) a'(L)

Con esto obtenemos que una condicién necesaria y suficiente para que las cur-
vas integrales de las ecuaciones de este ecjemplo estén contenidas en una familia de

superficies bidimensionales es que a sea constante.
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.
Con el siguiente ejemplo se muestra que ni siquiera cada curva integral vista
individualmente es homeomorfa a alguna curva integral del modelo en vecindades

que contengan a un punto ciuspide.

Ejemplo 4: Tomemos la ecuacién (2.30) con n=2 y P(¢,x,p2) = p3 + z2.
Las soluciones geométricas de la ecuacién se pueden parametrizar por pz, puesto
que H- (0,0,e;) # 0. Sea p2 +— (¢(p2), T1(p2), z2(p2)) una parametrizacion de una

curva integral de la ecuacién. Tenemos que

dz, dt (P} 4 z2)?

dp: ~ "'dps P+ 1

Como esto siempre es menor o igual que 0, las curvas integrales de esta ecuacién no

se autocruzan, mientras que todas las del modelo que pasen por puntos de 7r(2 — i')

si lo hacen.

Finalmente daremos un ejemplo de una ecuacidn cuyas curvas integrales estidn
contenidas en las hojas de una foliacidn bidimensional y sin embargo no existe un

homeomorfismo que las mande a las curvas integrales del modelo.

Ejemplo 5: Sea F la ecuacién dada por
p1 =0

3

231 +zTi1p2+ ¢t =0
Se puede ver que O es un punto cispide, y que

7(2) = {(¢t,x) |9¢%2 + 423 = 0}
T(E) ={(¢t,x) |t=0 y x, =0}

Ademas las curvas integrales de £ estin contenidas en los planos =y = ¢ y un

esquema de éstas es como se rmuestra en la figura. Es claro que no puede existir un

homecomorfismo que mande las curvas integrales de F en las del modelo £.
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Apéndice A
Deformaciones versales

En este apéndice daremos una idea intuitiva de lo que son las deformaciones

versales de un germen g : (R,x,) — R y mencionaremos los resultados acerca de este
tema gue necesitamos para nuestro trabajo.

Consideremos una funcién g y una familia a m pardmetros, {g.} a la cual pertenece
g, digamos que g = g,,. Esta familia la tomaremos suave en el sentido de que la
funcién definida por G(z, ) = g.(x) es suave. Al germen de G basado en (z,, to) se
le llama una deformacidn de g.

Una deformacidn versal corresponde a una familia mdaxima en el siguiente sentido:
Consideremos el espacio de funciones definidas en un intervalo que contiene a z, y
una accidn,por ejemplo la de componer por la derecha con un difeomorfismo !. Una
de las condiciones que se pide para la versalidad de G, es que la unién de orbitas de
gu cubran una vecindad de g. Si ocurre esto, cualquier otra familia suave debe poder
poncrse en términos de {g.} a través de una familia de cambios de variable en el
dominio y modificando de forma adecuada los pardmetros, de hecho se pide que esto

se realice suavemente en alguna vecindad de (zo, to).

!Otra accidn puede ser la de componer por la derecha y por la izquierda con dos difeomorfismos,
en este caso hablaremos de deformaciones d,i-versales.
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Definicién: Se dice que una deformacidn G de g es d-versal si para cualquier

otra deformacién de g, G', existen un germen ¢ : (R x R!,(z,,X,)) — (R, z,) de una

funcidn tal que ¢(x, X,) = = y un germen de mapeo & : (R, ),) — (R™, u,) tales que:

G'(z,A) = G (¢(z, A), £(N))

Ejemplo 1: Cualquier funcién cercana a r? estid en la érbita de z2? 4 ¢, para
alguna c.

Veremos que G(z, ) = z? + p es una deformacidn d-versal de z2. Sea
G’ otra deformacidn de z2? y supongamos que G’(xz,0) = z2. Para A pequefio existe
una funcién A— z(X) tal que ZZ°(x(A), A) = 0. Sea ¢ el difeomorfismo definido por
P(xz, A) = (z — (X)), A) y definamos H = G’ o ¢¥~!. Se cumple que H(z,0) = z2 y que
8H (0, \) = 0; de aqui que H(z,\) — H(0,\) = z2H,(z, \) para alguna funcién suave
H, que no se anula en una vecindad de 0, por lo que H(z, A) — H(0, A\) es el cuadrado
de una funcién suave ¢. Con esto tenemos que G’'(x, A) = Glé(xz — = (X)), G'(z(N), A)],
o sea G es una deformacidn d-versal.

Poner un dibujo

Ejemplo 2: La deformacién de z? dada por G'(z, \)

= z? + A3, a pesar de que
toda funcidn cercana a x2? esti cn la érbita de G’(-, A) para alguna A, no es d-versal,
va que si G es la deformacidn del ejemplo anterior, claramente no se puede poner G
en términos de G’, con £ suave.

Ejemplo 3: G(z,\) = z? + Az no es una deformacidén d-versal de z? pues los

valores criticos de g, son no-positivos, por lo que a pesar de que € sea arbitrariamente
pequefio, z2 4+ €® no es d-equivalente a ninguna ga.

Ejemplo 4: G(z, u) = 2 + p1x + p2 es una deformacion d-versal de z? pues la

deformacicon del primer ejemplo es d-versal y "estd contenida” en ésta.
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Observacién: Aunque la definicidn de d-versalidad estid dada en términos de
gérmenes, el hecho de que G sea una deformacidn d-versal de g, no significa que si G’
-es una funcién cuyo germen es otra deformacidn de g, entonces exista un mapeo local
£ entre los espacios de parametros, tal que el germen de g} en z, sea d-equivalente al
germen de gg(a) en .

Esto lo podemos interpretar como que los gérmenes de {ga} en z, no son suficientes

para completar, médulo d-equivalencias, el espacio de los gérmenes de funciones cer-
canas a g.

Ejemplo 5: Sea g(z) = 2% y G(x, g1, #2) = = + 1z + 12 mas adelante de-
mostraremos que G es una deformacién d-versal de g.

Notese que para p 7 0, los gérmenes de g, en cero, son de orden 1 y para g = 0,
es de orden 3. Consideremos la familia dada por gi(x) = x3 + Az?, si A # 0, éstas
son de orden 2 en cero, por lo que sus gérmenes en 0 no pueden ser equivalentes al
germen en O de ninguna g,.

A continuacidn se definird lo que significa que una deformacidn sea infinitesimal-
mente d-versal, y como veremos mas adelante, quedara caracterizada en términos mas
sencillos y se verd que es equivalente a la d-versalidad.

La idea es definir adecuadamente lo que es el espacio tangente a la orbita y a una
deformacion de g, si la deformacidn es d-versal, es de esperarse que estos espacios
sumen ¢l total.

Definicién: Las velocidades iniciales de una deformacidn G, en g y en z,, son los
gérmenecs cn z, dados por:

_8G

Gy = P *s Ha)

donde G(x, po) = g(x).

Definiciéon: FEl espacio tangente a la 6rbita de g (en ¢ y en x,) es el R-espacio
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vectorial formado por las velocidades iniciales de las deformaciones de g, de la forma

g © ¢, donde ¢ es una deformacién a un pardmetro de la identidad.

Observacion: Aqui cuando hablamos de la érbita de g, nos referimos a ésta en el
espacio de funciones definidas en un intervalo, en este sentido, si ¢ es un representante
de una deformacion de la identidad, entonces para g = y,, la familia g, = g o &(-, &)
esti en la orbita de g. Con la definicién dada el espacio tangente a la 6rbita de g es
una aproximacién lineal de ésta. Sin embargo el espacio tangente esti contenido en

el espacio de gérmenes; mas adelante veremos por que se define ahi .

Definicién: Una deformacidn de g es infinitesimalmente versal si el espacio tan-

gente a la érbita de g junto con las velocidades iniciales de la deformacidn generan al
espacio de gérmenes.

Las deformaciones infinitesimalmente d-versales se pueden caracterizar de la sigu-
iente manera

Proposicién 1:Los siguiuentes enunciados son equivalentes:
i) G es una deformacidn infinitesimalmente d-versal de g.
ii) Cualquier germen en z,, a, se puede representar de la forma
hisd -
a=gh+3 caG;
i=1
donde h es algtin germen y ¢; € R.

ces . ~ k1 ..
iii) g es de orden finito en z, y (G, 22, ..., 3z5=%) es una submersién en (z,, ),

donde k es el orden de g en z,.

Demostracion: La equivalencia entre (i) y (ii) es inmediata.
Si se cumple ii), entonces g es de orden finito, puessi g fuese plana, entonces la serie

de Taylor de cualquier a serfa una combinacidn lineal de las series correspondientes
a Gy, lo que es imposible.
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Sea k el orden de g en z, y sean P; gérmenes de los polinomios de Taylor centrados
en z, de orden k-2 de (5; y r; gérmenes tales que:
Gi(z) = Pi(z) + (z — x. ) 'ri(z)
Analogamente, para cada a, sean P y r tales que:
a(z) = P(z) + (z — z.)F ' r(z)
Sea g; tal que:
§(z) = (z — )" g1 (=)

Con esta notacidn tenemos que G es infinitesimalmente d-versal si y solo si para

cualquier P y para cualquier r, existen nimeros reales, ¢;, y un germen h tales que:
P = Z c; P;

r=g1h+ Z CiTy
Como la segunda igualdad siempre se cumple para cualquier ¢;, pues g1(z,) # 0,
entonces es equivalente que G sea infinitesimalmente d-versal a que los polinomios P;
generen, como espacio vectorial a los polinomios de grado menor o igual que k — 2.

Esta iltima condicidn equivale a que la siguiente matriz, evaluada en z,, tenga

rango k-1

G 26
I Bum
k1@ k=G
Burdzk—2 **°  Bumdzk—2

Como g es de orden k en x,, esto cquivale a que se cumpla (iii). <

Es fdcil ver que cualquier deformacidn d-versal es infinitesimalmente d-versal,
ahora daremos un cjemplo que muestra que si se hubiese definido el espacio tangente

a una érbita como un subconjunto del espacio de funciones definidas en un intervalo

I, esto no seria cierto.
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Ejemplo 6: Sea I=(—a,a) y g(z) = z2 + 2z3, G(=, ) = g(x) + .

Verernos que G es una deformacion d-versal de g, en =z, = 0 :

Nétese que la d-versalidad es una propiedad de gérmenes, por lo que a ese nivel,
g = {? para algiin germen de difeomorfismo ¢. Por otro lado es facil ver que si F es
una deformacion d-versalde f y ¢ es un germen de difeormorfismo, entonces F({(x), ¢)
es una deformacidn d-versal de fo (. Aplicando esto, tomando como F(z,u) = 224 pu
se obtiene lo enunciado.

Sin embargo no es cierto que cualquier funcién «, definida en el intervalo 1, se
pueda representar de la forma

a = gh+ cG

donde h es una funcidén definida en I, y ¢ una constante, pues como g(—%) = 0, las

funciones representables de esa manera cumplen que a(0) = a(—%).

Las deformaciones d-versales reflejan la forma en que se “desdobla” un punto
singular de una funcidn, por lo que se refieren a propiedades locales. Sin embargo no
se ha trabajado exclusivarmente en el espacio de gérmenes, al menos en la discusién,
pues las transformaciones admisibles para la d-equivalencia en este espacio son muy
pocas. Por otro lado, el espacio de funciones definidas en un intervalo, es demasiado
grande para poderlo cubrir con la suma de los espacios tangentes a la Srbita de g
y a una deformacidn d-versal de g, si es que éstos se piensan como subespacios de

C=(I, R), pues, como dijimos, las deformaciones d-versales, se refieren a propiedades
locales.

Dos teoremas importantes, que usaremos son: el que se refiere a la equivalencia
de los conceptos de d-versalidad y d-versalidad infinitesimal, y el que se refiere a la
d-equivalencia de deformaciones d-versales de funciones d- equivalentes (a un niimero

fijo de pardmetros). Las demostraciones se pueden veren [ 3 .
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Teorema 2: Una deformacidén G es d-versal en (z,, o) si y solo si es infinitesi-

malmente d-versal en (x5, to).

Ejemplo 7: La deformacidn de z*, a m pardmetros, dada por:

Gi(z, p) = 2% + pr_ox® % 4+ pe_32* 3 + ..+ gz + pie

es d-versal. Esto se puede ver checando que para toda ! < k, (Gk,...%‘,—f,h) es sub-

mersién y G, (-, #) no tiene puntos de orden mayor que k.

Teorema 3: Si g, en x, es d-equivalente a fen y,, y G y F son deformaciones
d-versales a m parametros de fy g respectivamente, entonces existen gérmenes ¢ :
(R x R™, (zo, o)) — (R, 90) ¥y & : (R™, pto) — (R™, v,) tales que:

i) (#,&) es un germen de difeomorfismo.

ii) G = Fo($,8)
Una consecuencia de estos teoremas cs el siguiente

Corolario 4: Si G e¢s una deformacidon d-versal de ¢ y el orden de g en z, es igual

a k, entonces existen ¢ y £ como en ¢l tecorema anterior tales que

G =Cko(s,8)

donde Gy esta definida en el ejemplo 7.

El concepto de deformacicon versal depende de la accidn que se escoja. Hasta ahora
se tomd como la accidén el componer por la derecha con un difeomorfismo. En el caso
de que la accidén sea componer con difeomorfismos por la derecha y por la izquierda,

se obtienen resultados similares, los que utilizamos en este trabajo son los siguientes.



69

Definicién: Se dice que una deformacion G de g es d,i-versal si para cualquier

otra deformacidn de g, G" se tiene que

G'(z,A) = ¢ (G(8(z, A), £(N)), A)

donde¢: Rx R - R, &:R — R™, ¢:RxR — Rycumplen que ¢(z,0) =z,
P (y,0) =y y £(0) = 0.

Teorema 5: Sea g : (R,0) — R con orden k£ en 0 y G una deformacidon de g,

entonces

A) G es d,i-versal si y solo si el mapeo definido por

oG o1G
(I,;t) — E—,...,m (2,/1)

es una submersidén en O.

B) Para £k < m — 2 sea G : R x R™ — R definida por
Gz, p) = o 4+ ppe2x® % + pp_3z* 3 + . 4+ iz

Si G es una deformacidn a m parametros de g entonces G es d,i-versal si y solo si

a nivel de gérmenes se cumple

¥ (G(d(z, 1), E(1)), ) = Gu(z, p)

donde ¥ : (£ x R™,(g(0),0)) — (R,0), ¢é: (R x R™,0) — (R,0), &:(R™,0) —
(R™,0), y ¥(-,0) y (#,£) son difeomorfismos.

Genericidad.

Sea U un abierto de R", diremos que una propiedad de funciones en C*® (U, R) es
gendérica si las funciones que la cumplen forman un abierto y denso de C*°(U, R) con

alguna de las topologias C™ de Whitney (finas).

by,
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Estas topologias se contruyen de la siguiente manera. Dado ¢ € C°(U, R*),una
(e,7)—vecindad de f es el conjunto de g € C°°(U, R) tales que

JirtHin f Birtoting
2310z () z3...0z% (2)] < e(=2)

para todo z € U y i4,...,in tales que 3 ¢; < 7.

Si r es finito, una base de la topologia fina C7 es la formada por las (e,r)-

vecindades. La topologia fina C°° es la generada por las topologias C™ con r en
los naturales.

Un resultado que necesitamos en este trabajo es el siguiente:
Sea U un abierto de 2 x R™ y denotemos por V al subconjunto de C° (U, R) de las

funciones F’ que cumplen que para todo (zo, o) € F~1(0) el germen de F en (x,, to)
es una deformacidn d-versal de  — F'(z, o)

Teorema 6: V es un abierto y denso con la topologia fina C*?2

Demostracién: Aquri solo demostraremos la densidad. Para ver que V es un
abierto se puede hacer algo andlogo a lo que se hizo en el capitulo 1 para demostrar
que A es un abierto.

DENSIDAD Dado ¥ € C*°(U, R) daremos una deformacidon de F’ a m—+2 parametros,
F (x, p, @) de tal forma que para valores de o arbitrariamente pequeiios la transfor-
macién (z, u) — F (z, u, ) este en V.

Veremos cque esto permite asegurar que para cada compacto K contenido en U,
hay clementos de V que son arbitrariamente C°-cercanos a I en puntos de K. Esto

junto con el hecho de que V es un abierto permitird garantizar la densidad de V con
la topologia fina

2De hecho V es un abierto con la topologia fina C™+!, lo que implica que también lo es con la
topologia fina C” con r = m + 1 y denso con la topologia fina C* por lo que también es denso con
cualquier otra topologia fina
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Para cada a = (a1, ..., m42) € B™+? denotaremos por

P, 1) = o) + 5 oz

i=1

Afirmacién El conjunto de a € R™+2 tales que F'* ¢ V tiene medida cero.

Demostracién: Denotaremos por M al conjunto de @ € R™*?2 tales que para
algun (x, u) € U se cumple que

(Fo, ... 325" ) (=,n) = © v
(F"', veey %’;,"_’f ) no es submersién en (x, u)

Claramente V¢ = U, M. Demostraremos que M, tiene medida cero.
Tomemos primero el caso en que k< m +1
Sea i : B x BR™ x R™*?2  RF definido por
ok
bz, 0) = <F° S )(z )

En términos de este mapeo a € My si y solo si para alguna (x, p)

Pz, p,a) =0
r(Yeum)(z, o a) < k

y

donde estamos denotando por (,) a la submatriz de la matriz jacobiana de
correspondiente a las variables (x, i)

Ndétese que los cero de ¢ estan dados por las ecuaciones

F(z,p) + oq + a2z + ... + Qg™+ =0
Fe(z,pn) + az+ ... 4+ (m + 1}amiexz™ =0

Fooi(z, p) + (b — Dlag + ... + 25 ampz™ k42 =0

Por lo que se puede despecjar (a;...a) como funcién de (z, y, k41
notemos por oy = (@r...ak) y oz = (Opyi...

los ceros de i se pueden caracterizar por

<y @) De-
s Gm42). Con esta notacidn tenemos que

oy = ¢(x, p, a2)
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Veremos que la siguiente transformacién tiene como valores criticos a lis eeme M &
Sea

&(z, pya2) = (@(=, p, 2), x2)

Se tiene que (a1, a2) es valor critico de £ si y solo si

ar = ¢(z, u, az)

S (Fs poa2) < K
Para estimar el rango de ¢(,,,) usaremos que

¥z, 1, ¢, g, 2), 002) =0
por lo que

11’(1:.;4)(2’ By @y a2) + Yo, (T, gy P, 2) ¢(:,u)(z, H,2) =0

Se puede ver que ,, es una matriz invertible, por lo que

Yz, HTH 14 s az) = r(P@.m)(z, 1, a2)

Con esto se Liene que o es un valor critico de £ si y solo si @« € M, Porle que
M tiene medida cero

. pk—1 pa
VSRS

El analisis del caso k& 2 m+2. Primero observemos que en este caso{f~ ¢

no es submersidn por lo que M, 42 D M, de aqui que basta tomar k= -an-42.
En este caso se puede hacer la misma construccién, solo que ahonloo--sceos de ¢
estdn dados por la ecuacidn

a = ¢(x, i)

Nétese que ¢ estd definido en un abierto de R™+! y su imagen csld —e=n " +2, por
lo que M +2 también tiene medida cero.

Nota: La afirmacidn anterior garantiza la densidad de V si o d-.«omiiico de las

funciones e¢s un compacto K, pues en este caso dada cualquier (¢} ascindad de F
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se puede escoger « fuera de un conjunto de medida cero de tal forma que .42 sea
(e, ) cercana a cero en K, lo que garantiza que F'™ esté en V interseccidn la vecindad
dada.

Demostracién de la densidad: Sea F € C~(U,R) y A una vecindad de F
construiremos una funcidcn G € VNN
Denotaremos por
Vi =

HeC=(U,R)| Vze€H'(0)N K,el germen de H en z es una
deformacién d-versal

Sea {C:} una sucesién de compactos tales que C; C Ciy1 y USPC; = U.
Construiremos una sucesion {G:} de funciones de U tales que G € V., NN y para

1>2
Gi-1(z) si z €Ci_s

F(z) siz€ U — Ci4a

Esto permite que la funcién GG definida por

Gi(z) = { (A.1)

G(2) = Jim Gi(2)

cumple que G € VNN

Sea K, =C, yparai =1 K;=C;—intC;_,
Tomemos A; € C*(U, [0, 1]) con soporte contenido en K;—1UK; UK, que cumplan
Ai [mur,=1y parai > 1 A; |[g,=1 ’
Para cada compacto A° denotaremos por
Gir+etimer ff

Oz ... 0z

(2)

I H lrc= max
Z€E
i1t imyr ST

Sea ¢ € C°U,R*) y r en los naturales tales que la (¢,7)-vecindad de F esté
contenida en A

Dada cualquier funcién A, € V, la funcién

G = (1 — A)F + A H,
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estd en Vg, ,uk, Y coincide con F fuera de C,. Veremos que se puede escoger H; tal

IGs = Fllyay < S22

que

z

2 .

Para estimar esto usaremos que si k es un compactoy a 'y 8 € C*(U, R) entonces
existe un nimero positivo A tal que

lleBllrre < A el &l Bll-x (A-2)

De aqui que, como G; — F = A(H; — F) basta escoger H, € V tal que

1 . e(z)
H, — F - - - —_— —
” 1 ”r.l\gul\,u!\z Al A ”r.Koul\]UK: Knl-rleylelle 2

Escogeremos H, € V adecuada de tal forma que definiendo

G2 = (1 — A2)G1 + A2 H

se tenga que G; € N N Vi uruks

Noétese que G2 coincide con Gy en K, y con F fuera de Cj.

Aqui se utilizard que V es un abierto y como Gy € Vi,, existe §; > 0 y r’ tal que
st ||G1 — H|r+,r, < 61 entonces H € Vy,.

Utilizando (A.2) se puede ver que se puede escoger H; € V tal que

. <«(z)
G — Gallmax(rs).myunauk, < min {51,1\,131'{,!21'}”(3 7y }

Esto garantiza que G2 € M N Viur,uks
En general se escoge H; € V adecuada de tal forma que

Gr=(1 —A)Giy + M H,

esté en N M Vi,..ux, ¥y cumpla con (A.1), con lo que se dermuestra la densidad de

v <
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Apéndice B

Curvas (3-4) y mapeos doblez y
cuspide.

En la primera seccidn de este apéndice caracterizaremos a las curvas que son
difeomorfas a la imagen de la curva parametrizada por ¢ +— (t3,¢%). En la segunda
seccién lo haremos para los mapeos doblez y cispide; esto tltimo se hara en términos
de tres propiedades invariantes bajo (d-i)equivalencias: el corrango, la suavidad del

conjunto singular y lo que llamaremos el orden por curvas de un mapeo.

B.1 Curvas (3-4)

En este trabajo hemos llamado curvas (3-4) a aquellas que son difeomorfas (local-
mente) la imagen de t — (¢3,¢%) y hemos usado que si una curva esti parametrizada
por una funcién suave de orden 3 en 0, «, la cual cumple que su tercera y cuarta
derivada en 0 son linealmente independientes, entonces se trata de una curva (3-
4). Como cualquier curva de estas caracteristicas estd contenida en una variedad de

dimension 2, el siguiente teorema garantiza lo dicho anteriormente.

Teorema 1: Sca o : (f,0) — R? una funcién suave. El germen de o es

d-i)equivalente al gérmen en 0 de t — (¢3,1%) si y sdélo si o'(0) = (0
g

= 0 Yy
{a’(0), '"’(0)} son linealmente independientes. ’
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Demostracién:

AFIRMACION 1: Bajo las hipétesis del teorema el germen de o es (d-i)equivalente
al germen de

t— (3,85 + ri(2)) (A.1)

par algin 72 que cumpla que o(rz) = 5.}

Demostracién: Componiendo por la izquierda con una transformacidon lineal ade-
cuada se obtiene que o es i-equivalente a

t— (z(2),¥(2))
donde o(x) =3 y o(y) = 4.

Como z es d-equivalente a s — s3, componiendo por la derecha con un difeomor-

fismo que realice esta equivalencia y por la izquierda con una transformacidn lineal
adecuada se obtiene este resultado.

AFIRMACION 2: El germen de (A.1) es (d-i)equivalente al germen de

S (s"’ + ra(s), s* + r;;(s)) (A.2)

donde o(rz2) > 5 y o(r3) = 6.

Demostraciéon: Tomemos 7 la funcién de orden mayor o igual que 6 y a € R tales
que

i (t) = at® + 7()

Haciendo ¢l cambio de variable t = s — 25?2 se ticne que (A.l1) es d-equivalente a

una de la forma
5 — (53 — %as" -+ 7"2(.5),5“ -+ ra(s))
donde o(72) = 5 y o(r3) = 6.

! Aqui denotaremos al orden de r en 0 por o(r).
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Componiendo ésta tltima por la izquierda con la transformacién dada por

(u,v) — (u + %av, v)

se obtiene lo desado.

AFIRMACION 3: El germen de (A.2) es d-equivalente al germen de
T — (1'3, T+ r(-r))
para alguna r que cumple o(r) = 6
Demostracidon: Sea ¢ un difeomorfismo cuyo germen cumple

($(T)° + r2(g(7)) = 7°

(A.3)
¢ lo podemos expresar de la forma
H(T) = arT + ax7? 4 7(71)
con o(7) = 3. Veremos que a; = 1 y az = 0. Elevando al cubo esta ultima expresidn
se obticne

(#(T))® = a? 73 +3alas T+ F(7)
donde o(#) = 5. Como o(rz o ¢)

= 5, usando (A.3) se obtiene que a; =1 y a2
Por otro lado, usando (A.3) se tiene que (A.2) es d-equivalente a

T — (7% (BT + s (£(7)))

Esta ltima expresidn es de la forma enunciada pues a1 = 1 y a;, = 0.

AFIRMACION 4: Si o(r) = 5, entonces existe S : (22,0) — R tal que dS(0)e;
0 y que para ¢ suficientemente pequefia se cumple que

r(t) = S(3,t)
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Demostracidon: El lema de las funciones pares garantiza que cualquier funcién, en
particular r se puede expresar localmente de la forma

(1) = bo(t?) + tb:1(t?)
Aplicando esto mismo a b, y a b, se obtiene una expresién para r de la forma
(1) = ao(t*) + tai(t*) + 2 aa(t?) + t2 as(t?)

Nétese que los coeficientes de la serie de Taylor de r correspondientes a los términos

t*"+i son los coeficientes de la serie de Taylor de a;. Como o(r) = 5 entonces

a%(0) = 0
ay(0) = aj(0) =0 (A.4)
a2(0) =0

por 1o que

ai(s) == s2d,(s)
az(s) = sdz(s)

Con esto tenemos que para ! pequeifia se cumple que
r(t) = ao(t*) + t° @y (t*) + t® @2 (t*) + % as(t?)
Tomemos

S(u, v) = as(v) + v ai(v) + u? a2(v) + v aa(v)
Nétese que dS(0)e; = al,(0) = 0 (Ver (A.4)).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA: Usando las afirmaciones anteriores tenemos

que el germen de a es (d-i)equivalente al germen de una funcién de la forma

T — (T:’,T" 4 S(+3, T“))
donde %—3—(0) = 0.
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Sea ®(u.v) = (u,v + S(u,v)). ¢ es un difeomorfismo en 0 pues 22(0) = 0.Se tiene
que
O(r3, 7)) = (1'3, Tt + S(+2, T“))

con lo que queda demostrado este tecorema.O

B.2 Mapeos doblez y cuspide
Ejemlos y definiciones.

El mapeo doblez estandar ecn R™ es el mapeo definido por

D(z,y) = (z2,y)
donde (z,y) € R x R™'.

Este mapeo dobla al espacio por su variedad singular dada por x = 0. la imdgen
de esta variedad es suave.

El mapeo cispide estandar estd definido por

xS
Cle,y) = (5 +=y1,¥)

donde (z,¥) = (z,¥1, ..., Ym—-1) € R™.
C es un difeomorfismo local fuera de su variedad singular ¥, dada por 2+, = 0.

La imdgen bajo C de ¥ es el cilindro cuspidal dado por la ecuacién 9z2 + 4y3 = 0.

A todos los mapcos que sean (d-i)equivalentes en 2o a D (6 C) en O se les llama
mapcos doblez (6 cuspide). [istos forman parte del conjunto de mapcos entre var-
iedades de la misma dimensién que tienen corrango menor o igual que 1, y son los

”menos singulares” de este conjunto.
Una forma de medir el grado de singularidad local de un mapeo es a través de

orden de las imdgenes de curvas regulares. Mas precisamente, Si M es una m-variedad

y G : (M,2zo) — ™ c¢s un mapeo, daremos la siguiente
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Definicién: El orden por curvas de G en zo es el maximo de los ordenes de Goa

en 0, donde a ¢s una curva regular tal que a{0) = zs. A este orden lo denotaremos
por 0c(za)-

Caracterizacion de los mapeos doblez y ciispide.

Estos mapeos estin caracterizados por las siguientes propiedades

Teorema 2:
1. G: ™ — R™ es un mapeo doblez en z, si y solo si se cumple
i) El corrango de G en 2o es iguala 1.
ii) oc(zo) = 2
2. G: R™ — R™ c¢s un mapeo cispide en zo si y solo si se cumple (1.i) y ademds
ii) og(2zo) =3

iii) det(dG) es submersién en zo.

Demostraciéon: Se puede checar facilmente que el orden por curvas del mapeo
clispide estandar es 3 y el del doblez estandar es 2 y usando sélo cdlculo, que estos
son invariantes bajo (d-i)equivalencias. También las otras condiciones las cumplen
los mapeos doblez o cispide; por lo que demostraremos que dichas condiciones son
suficientes.

Primero sc vera que cualquier mapeo G de corrango 1 en un punto es (d-i)equivalente
a uno de la forma ff(z,y) = (h(z,y¥),¥), en este caso las propiedades enunciadas en el
teorema son equivalentes a que A, vista como una deformacion de A(x, 0) sea d,i-versal

donde ¢l orden de A(-,0) es 2 6 3 respectivamente. Llevando & a su forma estandar
obtendremos lo enunciado.

AFIRMACION 1: El corrango de (G en z, es menor o igual que 1 si y solosi Ges (d-
i)equivalente ¢n Zo a un mapeco H : (R™,0) — R™ de la forma H(z,y) = (h(z,¥),y)
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Demostracién: El corrango es un invariante bajo (d-i)equivalencias, por lo que
basta mostrar la suficiencia.

(G, G%) :

Bajo (d-i)equivalencias se puede suponer que G
(R x R™',0) —(R x R™"',0) y que cumple que el rango de dyG?(0)
es m-1, por lo que el mapeo ¥ definido por ¥(z,y) = (z, G*(z,y)) es un difeomor-
fismo local.

Sea H = Goy~'. Hes de laforma (k(z,y),y) pues pop~! = ((p~')},G2 o yp™?),
por lo que G2 o ¥~} (z,y) =y.

AFIRMACION 2: Si H(z,y) = (h(z,¥),Y) entonces oy (0) coincide con-el orden
de h(-,0) en O.

Demostracidn: Es ficil ver que ¢l orden por curvas de un mapeo no depende de
la forma de paramétrizar la curva en el dominio del mapeo, ademas si o/(0) # 0 y
(H o a)'/(0) = 0, entonces o} (0) # 0, por lo que reparametrizando se puede suponer
que a(z) = (z,y(=))-
En este caso se puede ver que si y es de orden mayor o igual que ! en 0, entonces
(h o a)(0) = §2(0D),....(h 0 )U~1(0) = $7=2(0)
(h o @)D(0) = ZH(C) + (£, ... 5:25)(0) - y(0)

Supongamos que h(:,0) tiene orden &k en 0.

Sea y cualquier funcidn de orden mayor que &, entonces el orden de h o & en cero
es k, por lo que oy (0) = k.

Sea a tal que H o o tenga orden mayor que k-1, entonces y también tiene orden
mayor que k-1, por lo que

6h

(H o a)¥(0) =

2 ) @y W), y®I(0)) 0
o sea o (0) < k.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA: Solo demostraremos la parte del teorema
correspondiente a mapeos ciispide, pues para el doblez se usan los mismos argumentos

Para esto usaremos las propiedades de las deformaciones d,i-versales que se encuentran
cn el tecorema 5 del apéndice A.
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Noétese que las propiedades (2.ii) y (2.1ii) equivalen en el caso de mapeos de la forma
H = (h(z,y),y) a que el orden de A(-,0) en 0 sea tres y que (%, 82k

s Bmage—T)(0) % O
lo cual a su vez equivale a que (%, %‘;) sea submersién en O y el orden de A(-,0) en

0 sea tres, o sea h vista como deformacién es (d-i)-versal en 0, por lo que existen
gérmenes 3y : (R™, H(@)) — (R,0); & : (R™!,0) - (R™"',0) y ¢ : (R™,0) —

(£™,0) tales que (z,y) — (¢(z,¥).£(¥)) v ¥(-,0) son difeomorfismos y se cumple
que

 (h ($(2, )£ ¥) = 5+ am (A.5)

Veremos que esto implica que H es (d-i)equivalente a C.

Tomemos el difeomorfismos definido por

E(X,Y) = (% (X, £71(Y)) ,671(Y))

Usando (A.5) se obtiene que Zo H o (¢$,£) =CO
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