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Introducción 
Con este trabajo se busca dar una presentación del importante tema del Movimiento 

Browniano, que logre ser a la vez rigurosa. desde el punto de vista mateffiático y lo más 

accesible posible, de tal manera que éste pueda ser leído no sólo por especialistas 

en el área sino por un amplio sector de personas interesadas tales como estudiantes 

de los años finales de las carrera de Matemáticas, Física y Actuaría, a.si como por 

ec;:onomista.s e ingenieros, haciendo hincapié en que es necesaria una sólida base de 

análisis Itlatemático para su lectura. 

En el primer capítulo, se exponen las herramientas de probabilidad que se utilizarán 

a lo largo de toda ·1a tesis. Estas herramientas comprenden el concepto de esperanza 

condicional y algunas de sus propiedades más importantes, el concepto de probabilidad 

condicional y el Teorema 11 - A del cual se enuncian otras versiones y se demuestra 

Ja equivalencia con respecto a una de estas versiones, versión que se utilizará en la 

presente tesis. 

En el segundo capítulo se desarrollan los conceptos fundamentales del Movirrúento 

Browniano asi como algunas de sus propiedades elementales. Para tal efecto, se 

comienza dando una pequeña. motivación. Después se da una primera definición del 

Movimiento Browniano y se demuestran cuatro propiedades importantes inmediatas 

de la definición dada, para inmediatamente después dar otras definiciones y señalar 

su relación. En la parte media y final del segundo capítulo se desarrollan dos impor

tantes propiedades del Movimiento Browniano: la Propiedad de Markov, de la cual se 

derivan algunas de sus consecuencias, y la Propiedad Fuerte de Markov, que relaciona. 

al Movimiento Browniano con el concepto de tiempos de paro. 

En el tercer capítulo se desarrollan más propiedades del Movimiento Browniano. La 

primera de estas propiedades, conocida como el Principio de Reflexión, se demuestra 

como una consecuencia de la Propiedad Fuerte de Markov. En segunda instancia, se 

presenta el Movimiento Browniauo restringido al intervalo de tiempo [0, 1) .y bajo la 

condición de que alcance el mismo valor en los extremos. Este Movimiento Browniano 

restringido se conoce con el nombre de Puente Browniano. Por último, se demuestran 

algunas de las propiedades de tiempos de entrada y las Leyes de Arco Seno. 

En el cuarto capítulo se dan cinco variantes del Movimiento Browniano, incluyendo 

en éstas el caso en que el Movimiento Browniano tenga ya una tendencia. 

Finalmente en el quinto capítulo se desarrollan cuatro aplicaciones, de las cuales 



dos emanan de la Propiedad de Invarianza del Movimiento Browniano y otros dos de 

suponer que la tasa de cambio del precio de un cierto arÚculo se ComportC como un 

Movimiento Browniano. 

¡,;: 
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Notación 

En la presente tesis se adoptará la siguiente notación: 

XB(w) = { ~ siweB 
siwenc 

!R representa al conjunto de los números real~s. 

!R" representa a el conjunto de los reales extendidos. 

B(!R) representa a el conjunto de los Borclcanos en !R. 

~ representa convergencia en distribución. 

N representa al conjunto de los números naturales. 

Q representa al conjunto de números racionales. 



Capítulo 1 

PRELIMINARES 

1.1 Esperanza Condicional 

Dcflnici6n 1.1.1 Sea (rl,l,P} un espacio de probabilidad. Sea A El y BE t. En

tonces la probabilidad condicional de A, dado B, se define como: 

siempre~ cuando P {B) > O. 

P{A 1 B) = P{AnB) 
P{B) 

Una vez que se ha. dado la definición de probabilidad condicional, se pueden hacer 

a1gunas observaciones importantes: 

- Para BE l tal que P {B) >O se cumple que P {· I B) = .;f¡}¡ es una medida de 

probabÚidad sobre (!l,l}, de tal manera que (!l,t,P {· I B)) es un espacio de probabi

lidad. 

- Si X es una variable aleatoria en (!l,t,P) y E{X) existe entonces X es integrable 

con respecto a P {· I B). 

Deftnici6n 1.1.2 Sea X una variable aleatoria definida en {rl,l,P} tal que E{X) 

eziate y B E l tal que P {B) > O. Entonces se define la esperanza condiciona/ de X 

dado B como: 

fnxdP{·IB) 

y la denotamos como E {X 1 B). 



Proposición 1.1.1 Sea X una variable aleatoria en (fl,l,P} tal que E{X} existe y 

sea Bel tal que P {B} > O. Entonces, 

Demostración: 

E{X /B} 

E{X / B) = E{X XB} 
P{B} 

foxdP{·/B) 

f XdP{·/B)+fxdP{·/B} 
Ín\B Ís 

Nótese que si H e fl \ B => H n B = 0, por ta.nto, se tiene que< 

de donde, 

De esta manera se tiene: 

P{H/B}=O 

f XdP{·/B)=O 
Ín\B 

E{X / B} LxdP{· /B} 

f8 XdP{·} 
J>(B) 

f0 X xsdP{·) 
P{B} 

E{Xxs) 

~ 

Corolario 1.1.l Si en particular se toma X = XA con A E F se obtiene que, 

P {A / B) =E {xA / B) 

[J 



U na vez que hemos definido la Esperanza de una variable aleatoria condicionando 

a un evento, es natural preguntarse por la Esperanza de una variable aleatoria condi

cionando a una a-á)gebra. Para ta) efecto, se considerará en primer Jugar la u-álgebra 

generada por BE l, es decir, se considerará a la11-álgebra U= {B, B',0, 0}. Definase 

entonces la siguiente función: 

{ 
E{X 1 B} 

E {X I U}(w) = E {X I B'} 
siwE B 
siwe Be 

Esta f¡mción es U medible y por tanto, l medible, es decir, es una variable aleatoria 

en (O,l,P). 

Observación: 

E{X 1 B}P{B} +E{X 1 B'}P{B'} 

E {X XB} +E {X XB•} 

fo X XBdP +fo X XB•dP 

fo Xxsus 0dP 

foxdP 
E{X} 

9 



Generalización: 

Consideremos ahora U como la a-álgebra generada por B., ... , Bn E l con 

B¡ n B; = 0 para toda i "'j, U7=1 B, = !1 y p {B;} > o para toda i E r,n. En

tonces, en una analogía con la definición anterior, se define la Esperanza Condicional 

de una variable aleatoria X en {!1, f, P) dada la u-álgebra generada por las B¡ con 

i eT:n como: 

E{XIU)(w)=E{XI B¡) siweB, 

De igual manera a el caso de n = 1 se puede demostrar que E {X 1 U} es una función 

l medible, es decir, que es una variable aleatoria en (!1,l, P). 

Obsei-vaciones: 

n n 

LP{B;)E{X 1 B;} LE{Xls,} 
i=l i=l 

fo XdP 

laE{XIU}dP 
n 

Ll'. {B;}E{X 1 B¡} 
i=l 

faxdP 

Por tá.nto, se tiene que: 

Nótese que si la variable aleatoria X es U medible entonces, 

E {X 1 U} = X a.e.( Pu) 

donde Pu es la medida inducida de P en la suba-álgebra U. 

10 



De una manera todavia más general, sea { Bn 1 n ~ 1} una partición numerable de 

n con P.{B.} > O para n ;:: 1, y U la u-álgebra generada por las B •. Sea X una 

variable aleatoria con cs¡)cranza. finita. Entonces la expresión 

00 

E {X 1 U} = E E {X 1 B.} lB. 
i=t 

define la esperanza condicional de X dado U. Como antes, E {X 1 U} es una vari

able aleatoria que toma un conjunto numerable de valores {E {X 1 B.}, n ;:: l} y que 

cumple con: 

En muchas aplicaciones prácticas se necesita el concepto de esperanza condicional 

de una variable aleatoria X, dada la u-álgebra generada por una variable aleatoria 

Y, o más generalmente, por una colección fija de variables aleatorias {YA 1 A E A). 

Para este propósito es necesario extender la definición de esperanza condicional de una 

variable aleatoria a el caso en que se condicione con una a-álgebra. cualquiera. Para 

poder extender el concepto de esperanza condicional dada una u-álgebra cualquiera, se 

necesita de un importante resultado de Teoria de la Medida conocido como el Teorema 

de Radon-Nikodym, el cual es enunciado después de dar un par de definiciones. 

Definición 1.1.3 Sea (X,M) un espacio medible y seaµ una medida definida en este 

espacio. Entonces, se dirá que µ es una medida u-finita si existe una sucesión {A.} 

de conjuntos en M con la propiedad de que X= UneN A. y que µ(A.) < oo para todo 

neN. 

Definición 1.1.4 Sea (X, M) un espacio medible y sean v yµ dos medidas con signo 

definidas' sobre este espacio. Entonces, se dice que v es absolutamente continua con 

respecto a µ, y lo denotamos como v -<-< µ, si y solo si para cada E E M tal que 

µ(E) = O se cumple que v(E) =O. 

11 



Teorema 1.1.1 Radon-Nikodym 

Sea (X, M) en espacio medible yµ una medida con signo uefinita sobre este espacio. 

Entonces, para cada medida v en (X,M) tal que v -<-< µ existe f integrable ( f : 

X-+ lR1 ) tal que v(E) = JEfdµ para E E M. Además, la función fes única, en 

el sentido de que cualquier otra función g : X --+ !RI que tenga esta propiedad cumple 

que f(x) = g(x) a.e.(µ) 

Co.mentario del Teorema de Radon-Nikodym 

El teorema de Radon-Nikodym para el caso de medidas positivas, nos da el reciproco 

de la proposición que a continuación se enuncia, con el supuesto adicional de qu~ µ ~ea 
u-finita. 

Proposición 1.1.2 

S~a (X, M) un espacio medible y seaµ una medida en este espacio. •Sea f : X--+ IRª 

integrable no negativa. Definase v(A) como: 

v(A) = i fdµ para todo A E D 

Entonces, v es una medida positiva en (X, M) y además v -<-< µ. 

Habiéndose enunciado. el Teorema de Radon-Nikodym se extenderá el concepto de 

esperanza condicional de la siguiente manera. 

Sea (fl,t,P) un espacio de probabilidad y sea D C l una u-álgebra. Sea Pn la 

medida inducida de P sobre D, es decir, Pn(A) = P(A) para A E D. Sea X una 

variable aleatoria definida en (fl,t,P) tal que E {X} existe. Entonces para cada A E D 

definase: 

Qx(A)= i XdP = f x1 .. dP 
: A ~ 

Es claro que Qx(A) es una medida con signo finita sobre D tal que Qx(A) =.O 

para cad~ A E D que cumpla que Pn(A) = O , es decir, Qx -<-< Pn y por tanto, en 

vista del teorema de Radon-Nikodym existe una función D-medible definida sobre íl, 

la cual denotaremos como E {X J D}, que cumple con la relación: 

12 



1E{X1 D}dPo Qx(A) 

1XdP 

para toda A E D. 

Delinici6n 1.1.5 La función D medible asi definida E {X 1 D} es llamada la Espe· 

ranza Condicional de la variable aleatoria X dada la u álgebra D. Aquí, E {X 1 D} esta 

definida de manera única excepto para conjuntos D medibles de Po medida cero. 

Nótese que hasta el momento se han trabajado la probabilidad 'y esperanza condi· 

cional dapo un evento bajo el supuesto de que éste tiene una probabilidad positiva. Sin 

embargo, si nos queda.semos con esta definición se restringuiría el espacio de eventos 

en una gran proporción. Por tanto, se buscará definir la probabilidad y esperanza 

condicional de tal manera que se pueda condicionar sobre cualqui~r evento. Para tal 

efecto, sea X una variable aleatoria tal que, 

X : (fl, l, P) _, (!R, B(!R)) 

Defínanse sobre (ie, B(!R)) las siguientes medidas para B E B(!R)' y A E l: 

Q.t(B) 

Í'(B) 

Clar~ente, Q,t(B) -<-< P(B). 

P {An X-1(B)} 

P {X-1(8)} 

Por el Teorema de Radon·Nikodym se sabe que existe 1/>(x) Borel medible tal que, 

Q,t(B) =Is ,P(x) Í'(dx) para BE B(!R) 

Esta función es única en el sentido de que cualquier otra V>' que satisfaga la igualdad 

anterior cumple que.¡,=,¡,' (c.s.) 

13 



Deflnici6n 1.1.6 Sea X: (íl,l,P)-> (!1,B(!R)) una variable aleatoria. Entonces la 

probabilidad condicional P {A 1 X = x} con A El es definida comq una función Borel 

medible que satisface la igualdad : 

p {An x-1(B)} =Is p {A 1 X= x} P(dx) para todo BE B(!R) 

donde 

P(B) = P { x-1(B)} 

Observaciones:"' 

l. fa(): (!R,B(!R))-> !R recibe el nombre de probabilidad inducida de la variable 

aleatoria X. 

2. La definición dada de P {A 1 X= x} esta en términos de una medida (P) sobre 

(!R, B(!R)). Sin embargo, en algunas ocasiones es necesario trabajar con la probabilidad 

condicional como una variable aleatoria en (O, l, P). Para tal efecto, nótese que por el 

Teorema de Cambio de Variable en la Integral de Lebesgue se cumple que, 

J. !/J(x)P(dx)= f 1/JoXdP paraBEB(!R) 
. B. ÍX-l(B) 

donde 

!/i(x) = P {A 1 X,.~.:} 

Por tanto, lo más natural sería definir P {A 1 X} como 1/> o X. 

Definición 1.1.7 Sea X : (O, l, P) -> (!!, B(!R)) una variable aleatoria. Entonces la 

probabilidad condicional de A E t dado X se define como cu/aquier variable aleatoria 

en O, a(X)-medible tal que, 

P {A n x-1(B)} = f P {A 1 X} dP para todo Be B(!R) 
Íx-•(B) · 

14 



Para definir el concepto de esperanza condicional considcrensc a X y Y dos variables 

aleátorias en (!l,C,P) y definanse las siguientes dos medidns sobre (!R,B(!R)): 

Q(B) f Y dP 
Íx-•(B) 

P(B) = P{X-1(B)} 

para B E B(!R) 

Asúmase E {I Y 1} < oo (*I Q(B) 1< oo). 

Claramente Q(B) -<-< P(B) para todo BE B(!R) . Por tanto, por el Teorema de 

Radon-Nikodym, existe una función ~(x) Borel medible tal que, 

Q(B) =Is ~(z) P(dx) para todo Be B(!R) 

De esta manera se da la siguiente definición: 

Deflnici~n 1.1.8 Sean X u Y dos variables aleatorias en (fl,t, P) tal que 

E{I Y I} < oo. Entonces, se define la esperanza ~ondicional de· Y. dado X = x 

{ E {Y 1 X = x} }, como cualquier función Borel medible que satisface la aiguiente 

igualdad: 

!. E{YIX=x}dP(x)= f Y(w)dP{w} 
B lx-•(B) 

con Be B(~) 

De manera análoga a la. probabilidad condicional, la esperanza condicional puede 

ser definida como variable aleatoria de (O, t, P) componiendosele con X o de manera 

más directa se da la siguiente definición: 

Definición 1.1.9 Sean X y Y dos variables aleatorias en (!l,t, P) tal que E {I Y I} < 
oo. Entunces, se define la esperanza condicional de Y dado X (E {Y 1 X = "'} }, como 

cualquier función a(X)-medible que satisface la siguiente igualdad: 

15 



con A Ea(X) 

Propiedades Elementales 

Proposición 1.1.S Sea X una variable aleatoria definida sobre {fl,l, P) tal que E {X} 

eziste y sea D C l una a-álgebra., 

(a) Sea X D medible. Entonces E {X 1 D} =X (Po) c.s. 

(b) Sea X= c(P) c.s., donde c se una constante. Entonces E {X J D} = c(Po)c.s.! 

(e) Sea X ?: O (P) c.s .. Entonces E {X J D} ?: O (Po) c.s. 

(d) Sea Y otro variable aleatoria en (fl,F,P) tal que E{Y} existe. Sean a,b E !R. 

Entonces, 

~ {GX + bY J D} = aE {X J D}+ bE {Y J D} (Po) c.s. 

(•)Si X$ Y entonces E{X J D} $ E{Y J D} 

Demostración: 

La demostración es inmediata si se observa que todo se ~educe a probar la propiedad 

correspondiente para cada E E D. Por ejemplo: 

pero, 

1
E{XID}dPo=1XdP?:O VAeD 

A A · 

y esto implica que: 

E{X J D}?: O 
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Proposición 1.1.4 Teorema de Convergencia Monótona Condicional 

Sea {Xn} una sucesión no decreciente de variables aleatorias no negativas en (n, f, P) 
tales que convergen casi seguramente en n a una variable aleatoria X. Suponga que 

E {X} existe. Entonces, 

Demostración 

O 5 J!..'!!, E {X. 1 D} 

E{X 1 D} 

Ante todo, por el inciso (e) se tiene que: 

E {Xn 1 D) 5 E {Xn+I 1 D} 5 E {X 1 D} 

Por tanto, para cada w E fi se tiene: 

,!!..'!!,E{X. 1 D} (w) = Y(w) 5E{X1 D} 

Como E {Xn 1 D} son D-medibles, el limite puntual Y(w) es también D-medible. 

Además por el Teorema de Convergencia Monótona se tiene que para cada A E D 

1E{Xn1 D}dPD LYdPD 

y 

¡x.dP ¡xdP 

Además, 

1E{Xn1 D} = 1 X,;dP VA E D 

Por tanto, 

1YdPD= ¡xdP VAeD 

Por lo que, 

Y=E{XID} (PD)c.s. 
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Proposición 1.1.5 Sean X y Y dos variables aleatorias tales que E {XY} y E {X} 

existen. Supongamos que X es D-medible. Entonces, 

E{XY JD} =XE{Y J D} (PD)c.s. 

Demostración 

Se demostrará en primera instancia para funciones indicadoras. Sea X = XF, donde 

F E D. Entonces para todo A E D se tiene: 

L E{xFY J D}dPD 

{ E{YJD}dPD 
JAnF 

L XFE{Y 1 D}dPD 

Dado que cualquier función simple D-medible se puede escribir como una com

binación lineal finita de funciones indicadoras de eonjuntos D-medibles y siendo la 

esperanza un operador lineal entonces la proposicióO también se cumple para funciones 

simples. 

Ahora supongase que X ;:: O, Y ;:: O c.s. Entonces existe una sucesión {X.-} no 

decreciente de funciones simples D-medibles tal que O :5 Xn l X (P) c.s. Ahora, si 

formamo's la sucesión {X.Y} es evidente que O :5 X.Y l XY c.s. (P), de donde 

utilizando el teorema de convergencia monótona se concluye que: 

E{XY J D} J!..~E{X.YJD} 

J.!_~ X.E {Y J D} 

XE{YJD} 

Finalmente para demostrar que es válido para X y Y v.a. cualesquiera se realiza 

la siguiente igualdad: X = x+ - x- y y+ - y- y se se utiliza la linealidad de la 

esperanza condicional. o 
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Corolario 1.1.2 Sean D1 ,D2 dos suba-álgebras de l tales D 1 e D,. Sean X y Y 

variables aleatorias tales que E {XY) y E {Y) existen y X es D,-medible. Entonces, 

E{XY 1 Di}= E{[XE{Y 1D,)]1 D,) c.s. (Po) 

Demostración 

Sean PD1 y Po2 las restricciones de P en D1 y D2 , respectivamente. Entonces para 

AeD1 

1 E{[XE {Y 1D,)]1 D,)dPo, 1XE{Y1 D,)dPo, 

1E{XY1 D2}dPo, 

LxYdP 

1E{XY1 Di} dPv;' 

Nótese que E {XY 1 D1} es D1-medible y por tanto D2-medible. 

Corolario 1.1.3 Sea D 1 e D2 el dos suba-álgebras. Si E {Y} existe, entonces 

E {E {Y 1 Di} ] D,} 

E{E{Y 1D,}1 Di} c.s. (Po,) 

Demostración 

o 

De la observación del corolario 1 se sabe que E { XY 1 Di} es D, Y D, medible y 

por tanto se tiene que: 

E{E{XY 1Di}1 D,} E{XY ID,) 

E {[XE {Y 1 D,}] 1 Di} c.s. 

Ahora simplemente tomese X = 1 c.s. para obtener el resultado. 
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Lema 1.1.1 Sea (íl, l, P) un espacio de probabilidad y sean F, Ge l a-álgebras tales 

que F C .G y E {X 1 G} es F-medible. Entonces, se cumple que: 

Demostración 

E {X 1 F} =E {X 1 G) 

E{X 1 F} E{E{X IG} IF} 

E{X 1 G} 

o 

Proposición 1.1.6 Sea D C l una a-álgebra ·y sea X una variable aleatoria tal que 

E {X} existe y a(X) y D son independientes. Entonces, 

E {X 1 D} =E {X} (Po) c.s. 

Demostración 

Dado que D y a(X) son independientes, las variables aleatorias XA y X son inde

pendientes para cada A E D. Por tanto se tiene que: 

.rE{XID}dPo = fxdP 
ÍA ÍA 

fnxAXdP 

E{xAX} 

E{XA} E{X} 

P(A)E{X} 

L E{X}dP 

de tal manera que E {X 1 D} = E {X} c.s. 

Observación 

De esta proposición se sigue que, si X y Y son variables aleatorias independientes, 

E{X I Y}= E{X} c.s. 
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La Desigualdad de J ensen 

Otra importante propiedad de Esperanza Condicional es la desigualdad de Jensen. 

Para poder demostrar la desigualdad de Jensen se hará uso de la siguiente lema. 

Lema 

Sea g una función definida sobr~ ~ que es continua y convexa. Entonces, 

g(x) - g(y)?: k(y)(x - y) para x, y E !R, x <y 

donde, para y E lR fija: 

Demostración 

k(y) = limh(x) 
•1• 

y 

h(o:) = g(x) - g(y) 
x-y 

Puesto que g(x) es una función convexa y continua se sabe que para O <. a < 1 y 

x,y E R se cumpie: 

g(ax + (1 -a) y)$ a g(o:) + (1-.;,)g(y) 

Hagase z = a x + ( 1 - a) y, En este caso tenemos: 

a .:..::..! 
x-y 

1-a 
x-z 
x-y 

Por tanto, 

g(z) 5 :..=.!!.g(x) + =-=-:_g(y) 
x-y x-y 
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z-y z-x 
~g(x)- x-v9(y) 

Z -y g(x) _ Z - X+ y - y g(y) 
x-y x-y 

=-=..!!.g(x)- z-yg(y)+ x-yg(y) 
x-y x-y x-y 

z-y 
X - y {g(x) - g(y)} + g(y) 

De donde, 

g(z) - g(y) $ z - y {g(x) - g(y)) 
x-y . . 

o sea, 

g(z) - g(y) > g(x) - g(y) 
z-y - x-y 

De este hecho se desprende que para y fija, h(x) cumple con: 

h(x) $ h(z)six < z 

Es decir, h(x) es una función no decreciente que, además esta acotada.superiormente, 

por lo cual converge cuando x l y al supremo de {h(x) 1 x <y}. Denominemos~ este 

supremo·k(y). Para este supremo se cumple que: 

que es equivalente a 

porser{x-y)<O. 

k(y);:: g(x) - g(y) 
x-y 

(x -y)k(y) $ g(x) - g(y) 

o 

Proposici6n J.1.7' Sea (fl,l, P) un espacio de probabilidad tal que E {X} existe. Sea 

g una función continua convexa sobre !R tal que E {g(X)) existe. Sea D C l una 

u-dlgebra. Entonces 

g(E{XID})$E{g(X)ID} c.s. 
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Demostración 

Aplicando el lema anterior reemplazando ax por X y a y por E {X ! D} se tiene: 

g(X) - g(E{X 1 D}?: k(E {XI D})(X - E {X 1 D}) c.s. 

Dado que g es una función continua y k es el supremo de funciones D-medibles se 

sabe que g (E {X 1 D}) y k (E {X 1 D}) son funciones D-medibles. Se sigue entonces 
que: 

E{g(X) 1 D} -g(E{X 1 D}) E {[g(X)-g(E{X 1 D})] i D} 

?: E{k(E{X\D})(X-E{X\D})ID} 

k(E{X 1 D}) E{(X-E{X 1D})1 D} 

o c.s. 

Corolario 1.1.4 Si g es conv0<a y E {X} y E {g(X)} existen, entonces 

g(E{X}) :5 E{g(X)} 

Demostración 

o 

Tómese D = {0, fi}. Entonces para todo A que se encuentre en los boreleanos en 

R se cumple que: 

P {x-1(A) n D} { 
P {X-1(A} n 0} si D = 0 
P {X-1(A} nn} si D = n 

{ 
P{0} si D= 0 
P {X-1(A)} si D = n 

{ 
P {X-1(A)} P {0} si D = 0 
P{X-1(A)}P{fi} siD=n 

Es decir, X y D son independientes y por tanto, se cumple que E {X 1 D} = 
E {X} c.s. y que E {g (X) 1 D} = E {g (X)} c.s. de donde se concluye de inmediato 

utilizando la desigualdad de Jensen. O 
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Corolario 1.1.5 Sea p;:: !, y supóngase que E ((1 XI)') < oo. Entonces, 

IE{X 1 D}I' :5E{IXI'1 D) c.s. 

Demostración 

Simplemente tómese g(x) =!xi' o 

1.2 Probabilidad Condicional 

Sea (íl,l, P) un espacio de probabilidad, y sea D C luna sub17·álgebra. Sea A E t. 
Entonces, la función indicadora XA es una función simple e-medible y por tanto E Ü:A) 

esta bien definida. 

Deflnici6n 1.2.1 La probabilidad condiciona/ P {A 1 D) de un evento A Et, dado D, 

esta definido por 

P {A 1 D) = E {XA 1 D) 

Observación 

Para cada C E D se cumple que: 

L P{A 1 D)dPo = fcxAdP = P(An C) 

Nótese que P(A 1 D) es una función D-medible que esta determinada de manera 

uuica excepto por conjuntos de medida cero. Además es relativamente sencillo verificar 

que oe cumple: 

a) :5 P {A 1 D) S 1 c.s. y que P {O I D) = l i:.s. 

b) Si A1 , A., ... son conjuntos disjuntos en t, entonces 

Debe enfatizarse que la ecuación (*) se satisface tán sólo casi seguramente y que 

consecuentemente la probabilidad condicional P {A 1 D) (w) no se le puede considerar 
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como una. medida. de A dado w E n fijo. Uno podría suponer que excepto para 

un conjunto N de medida cero, P {A 1 D}(w) sería una medida para w E fl \ N. 

Sin embargo, este no es el caso en general por la siguiente razón. Sea N(A 1,A2 , • •• ) 

el conjunto de los puntos muestrales w E n tales que (*) no se cumple para estos 

A1, A2, . .' .. Entonces, el conjunto N se puede expresar como 

N = LJ N(Ai, A., ... ) 

donde la unión es tomada. sobre todos los A., A., ... en l. Esta unión es de hecho 

no numerable por lo que, la medida de probabilidad de N puede no ser cero. 

Sin embargo, sería. muy conveniente que la. probabilidad condicional P { · I D} (w) 

fuese una. medida para. cada w E fl, ya. que, el cálculo de E {X 1 D} podría expresarse 
como, 

E{XID}= fox(w)P{tfu>ID} c.s. 

De esta manera se introduce la siguiente definición. 

DeflniciCSn 1.2.2 Una función P definida sobre fl x l es //amada la función de pro

babilidad condicional regular, dado D, si satisface las siguientes condiciones: 

(i) Para cadaw fija, la función de conjuntos P {w,.} definida sobre tes una medida 

de probabilidad sobre l. 

(ii} Para cada A El fijo, la función Í1 {·,A} es una función D-medible sobre fl 

(iii} Para cada A e l y C E D se mantiene la relación: 

i P {w,A}dP0 (w)"' P{Afl C} 

Comentario 

Nótese que de la. observación y definición dada con anterioridad es claro que no 

siempre existe la. probabilidad condicional regular. 

Distr,ibución de Probabilidad Condicional 

Sea. (fl, l, P) un espacio de proba.bilida.d y sea. D C l una. u-álgebra. S.,.-. X ur.::. 

va.ria.ble aleatoria. definida sobre n. 
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Definición 1.2.3 Una función Px definida sobren x B se dice que es una distribución 

condicional regular de X, dado D, si satisface las siguientes condiciones: 

(i) Para cada w e n fijo, la función Px { w,.} definida sobre B 

es una medida de probabilidad. 

{ii) P~ra cada B E B fijo, la función Px {-. B} es una función sobre n D-medible. 

{iii} Para cada BE B y A E D, se mantiene la relación 

1 Px {w,x-1(B)) dP0 (w) =P {An~r'(B}) 

Observación: 

En particular, si la función regular de probabilidad condicional P, dado D e><iste, 

se tiene que: 

Px {w,B} = P {w,X-1 (B)} c.s. 

Definición 1.2.4 Con la misma notación de la definición anterior, h~gase 

Fx {:e 1 D} = Fx {:e 1 D} (w) = Px(w,(-oo,x]) c.s. con" E !R 

La función Fx definida así sobre !R x n es llamada la función de distribución condi

cional de X, dado D. 

Observación 

Una función Fx definida sobre !R x n es una función de distribución condicional de 

X, dado D, si satisface las siguientes condiciones: 

(i) Para cada w En fijo, la función Fx {· 1 D} es una función de distribución en !R. 

(ii) Para cada " E !R fijo, la función Fx {:e 1 D} ( •) es una función D-medible sobre 

n. 
(iii) Para cada :e E !R y A E D, la relación 

1Fx {:clD} (w)dPo(w)=P{AnX- 1(-oo,:cJ) 

se mantiene. 
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1.3 Teorema 11- >. 

Definición 1.3.l Sea íl un conjunto distinto del vacío y sea A un~1amilia de subcon

juntos de íl. Entonces, se dice que A es un I1 sistema si es cerrada ·bajo intersecci~nes 
finitas y contiene a O. Es decir, si cumple con la condición: 

CnDeA V C,D EA 

Definición 1.3.2 Sea íl un conjunto distinto del vacío y sea C una familia de sub

conjuntos de íl. Entonces, decimos que C. es un ..\. sistema si satisface las siguientes 

propicdailes: 

i) íl E C. 

iiJ Si e, D e r. y e e D ==> D \ e e r.. 
iiiJ s; c. e e u c. r e ==> e e r.. 

Teorema 1.3.1 Si 'P es un II sistema y g es un,\ sistema tal que 'P C {]. Entonces, 

cr('P) e g 

Demostración 

La idea central de la demostración se fundamenta en demostrar la siguiente relación: 

u ('P) e C('P) e ¡; 

donde: 

L ('P) es el ,\ sistema generado por 'P · 

O' ('P) es la cr-álgebra gen~rada por 'P 

La primer contención de derecha. a. izquierda. (L ('P) C {])es cierta. por hipótesis, ya. 

que, por definición L ('P) es el >. sistema más pequeño que contiene a 'P y por hipótesis 

ges un ,\sistema que contiene a 'P, por tanto, g :::> C('P). Por tanto, básicamente la 

demostración se concreta a demostrar que: 

L ('P) :::> u ('P) 

Para lo cual bastaría demostrar que L ('P) es una u-álgebra, ya que, u ('P) es la 

u-álgebra más pequeña que contiene a 'P. 
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Para demostrar que L ('P) es una u-álgebra basta demostrar que L ('P) es cerrada 

bajo intersecciones finitas. 

Sea RA = { B E f! 1 A n B E L ('P)) para A E 'P 

Afirmación 

Si A E 'P =? n.A. es un .\ sistema. 

Demostración 

Por demostrar que: 

i) neR,.. 

ii) D, e E R,. = D \e E R,.. 

iii) Si'E; C E;+iconE; E R,.. Entonces 

= 
LJE;=,!~i:!,En=AER.t 
j=l 

Demostración de cada punto: 

i) 11 E R.t =? A E L ('P), lo cual es cierto por que A E 'P .• 

ii) Por hipótesis sabemos que: 

CnAe L('P) 

DnAe L('P) 

(DnA) ::> (CnA) 

Por tanto, . (D n A)\ (C n A) E L ('P) 

Pero por otro lado, se tiene que 

(DnA)\(CnA) (DnA)n(CnA)' 

Dn An (C'UA') 

(D n An C')U (D n A nA') 

DnAnC' 

(D\C)nA 
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Por lo que, 

(D \ C) n A EL ('P) 

iii) Puesto que E; E R,. =? E; n A E L ('P) por lo que se cumple entonces que: 

F; = E; n A t A n A E L ('P) 

Ademºás, 'PE °RA (A E 'P ). Luego entonces, se tien.e que R,. ::> L ('P), es.decir, 

se tiene que si B E L ('P) =? 8 n A e C ('P) con A e 'P. O de otra manera, esta 

expresión nos esta diciendo que: 

si B e L ('P) =? ns ::> 'P 

Por tanto, 

Bn A EL ('P) con 8,A EL ('P) 

D 

El teorema que se demostró con anterioridad es uno de los teoremas denominados 

de la clase monótona y es conocido como el Teorema de Dynkin. Esto~ teoremas se 

encuentr~n dentro de los resultados más útiles en Teoría de la Medida y sirven para 

extender ciertas relaciones que son fácilmente verificables por úna clase especial de 

conjuntos o funciones a una clase mayor o más grande. A continuación se enunciarán 

otras dos versiones del teorema existentes de clases monótonas, de los cuales sólo se 

demostrará el segundo, ya que, será esta versión, la que se utilizará a menudo durante 

la presente tesis. 
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Teorema 1.3.2 Sea:;¡ un álgebra, ;¡: la m(nima u-álgebra que contiene a :F, y C una 

clase monótona de conjuntos que contiene a :F,. Entonces C ::::>:F. 

Teorema 1.3.3 Sean un espacio métrico separable, .A un Il sistema y1t ~na colección 

de /unciones tales que cumplen con las siguientes condiciones: 

1) Si B E A. Entonces XB E 'H. 

!J) Si/, g e 'H. Entonces f + g y e/ e 1l para todo ce !R. 

9) Si J. e 1l y o ::; /. i /. Entonces fe 'H. 

Entonces, 1i contiene a todo el canjunto de funciones cr (.A)-medibles. 

Demostración 

La idea central consiste en demostrar que g = { 8 e. n 1 XB e 1!} es un .\-sistema 

que contiene a A para después aplicar el teorema de Dyokin y concluir que Q ::> cr (A), 

lo que significaría que todas las funciones indicadoras de conjuntos en cr(A) están en 'H. 

Ahora bien, puesto que toda función simple se puede escribir como combinación lineal 

de simples entonces, por (2), toda función simple u (A) medible está en 1{, Además,. 

como toda función no negativa cr (A)·medible se puede aproximar por una sucesión no 

decreciente de funciones simples entonces, po~ (3), se concluye que todas las funciones 

no negativas u (A)-medibles están en 'H. Por último, puesto que toda función cr (A)

medible se puede escribir como la diferencia de su parte po~itiva y su parte negativa 

(ambas resultan u (A)·medibles no negativas) entonces, por (2), se concluye que toda 

función u (Aj-medible esta en 'H. Se verá que g es un .\ sistema que contiene a .A. 

Por demostrar que: 

i) neg 

ii) Si D, E e g y D ::> E. Entonces D \E e Q. 

iii) Si B. l B con Bn e g, Entonces Be Q. 

iv) AcQ. 

Demostración de cada punto: 

i) Puesto que .A es un Il sistema, se tiene que ne .A y por tanto, por (1) se tiene 

que xn e 1{, 
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ii) Basta notar que si D ::>E=} XD\E = XD - XE, para después aplicar (2). 

iii) Basta notar que si Bn-i e B. e Bn+i V n EN. Entonces, 

Por tanto, J~1!!, XBn = XB 

y como por hipótesis, B E g para toda n E N {XB-n} nEN es una sucesión cre

ciente de funciones no negativas de ?í.Por (3) se concluye que XB E 1í y en 

consecuencia B E g. o 
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Capítulo 2 

MOVIMIENTO BROWNIANO 

2.1 Motivación 

Supóngase que una cierta partícula se mueve sobre la recta real Y, que es igualmente 

probable que en CMa unidad de tiempo (ilt) se mueva una unidad de distancia (llx) 

a la derecha o a la izquierda y que <Ma uno de estos movinúentos sea independiente 

de cualquier otro. ¿ Cuál es la posici6n de la partícula al tiempo t ? 

Para responder a esta pregunta definase la variable aleatoria X; como: 

X; = { +l si el iésimo paso de longitud ll:r fue a la derecha 
-1 en otro caso 

Para esta variable aleatoria X; se sabe por hipótesis que: 

De donde: 

P{X1 = l} =P{X1 = -1} = !_ 
2 

X; es independienle de X; para i 1' j 

E{X;} 

Var{X;} 

o 
E{X?}-(E{X;})' 

Si se define X(t) como la posici6n de la partícula al tiempo t. Entonces 

[ir] 
X(t) = ilx LX; 

i=l 
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de donde X(t) es claramente una variable aleatoria (es suma de variables aleatorias), 

cumpliéndose además que: 

E{X(t)} 
{ 

[ir] } 
E Ax~X; 

(ii] 
Ax LE{X;} 

i=l 

Var {X(!)} 
{ 

[i;]. } 
Var Ax ~X¡ 

Lt.J 
(Ax)' ¿ var {X;} 

i=l 

(Ax)' [fil 
Una pregunta natural en este momento, sería que forma tomaría X(t) si se acelerara 

el proceso, es decir, si Al -+O pensando en que Ax= g(tÚ)'. Posiblemente, la primer 

función g(x) que se propondría fu~se g(x) = x, la identidad, lo cual implicaría que: 

E{X(I)} =O-+ O si Al-+ O 

y que 

Var(X(t)} = (At)' [fil-+ O si Al-> O 

es decir, se tendría un proceso trivial. Por tanto, se tiene que pensar en otra forma 

funcional de g(x) distinta a la identidad db donde, se nos deja en principio ante una 

infinidad de posibles elecciones de ésta. Elección que se puede simplificar si se toma 

algún criterio. Por ejemplo, este criterio pudiese ser que en el limite X(t) adoptase una 

distribución de probabilidad conocida, es decir, que X(t) convergiese en distribución a 

una distribución conocida. Bajo este criterio y ante la expresión de X(t) como suma 
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de variables aleatorias independ~entes e idéntic:&mente distribuidas, salta a la vista el 

Teorema. de Limite Central que, como se recordará enuncia lo sigtiiente: 

Teoremp. 2.1.1 Sean X11 ••• 1 Xn 1 ... una sucesión de variables aleatorias independi· 

entes e idénticamente distribuidas que tienen media y varianza común µ, u2 respecti· 

vamente. Entonces 

L:?=1 X;-nµ 
. a,fñ 

converge en distribución a una normal estándar cuando n-+ oo. Es decir, 

p •=I 1 :5 a -+ - exp -- d:c { E~ X--nµ } 1 1" { x
2

} 
u..¡ñ 21' -oo 2 

cuando n -+ oo 

Nótese que para el problema particular que nos atañe, 

(¡/¡] 
X(t) Ax ¿x; 

i=l 

Ax J[ t ] ¿;\~l X; - [;i¡J E {X;} 
At y'[t.r 

A¿;\~] X; - (t,J E {X;} 

Ax y'[t.r 

donde: 

A= (Ax)' J[~t] 
dililx.-(..L] E{X·} 
¿_,;=t ' '" ' ~ Z ~ N(O, 1) 

Axy'[iJ 
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·. ' · .. 
por el Teorema del Limite Central. 

Entonces, si ya se tiene convergencia en distribución de uno de los factores a una. 

normal estándái-, ·es lógico buscar que el otro factor, Ax /fiJ, de ser posible ·converja 

a una constante k que sólo altere los parámetros de la normal estándar. Es decir, se 

buscaría que: 

(Ax)
2 J[~t] = g(At) v[~i] _. k 

cuando Át _.O 

Por último, se buscaría que k involucre al tiempo ( t), involucramiento que puede 

ser de un sin fin de maneras y de los cuales se adoptará por simplicidad una lineal. 

Adopción que a sabiendas de que [f.] t>t ..; ! cul\ndo Át _. O nos orilla en cierto 

sentido a tomar g(At) = ../fil. Decisión que conlleva. a que se cumpla 

X(t) Ax~Í:~; 
L[i;] X 

= _E!._.}_ _.Y ~ N(O, t) 

V1t.r 
y si se quisiera tener una mayor libertad en la varianza se podría tomar g(At) = c../fil 

con e > O. Con lo que se tendría: 

X(t) 
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En conclusión, se ha llegado a que la posición de la partícula al tiempo t dadas 

su forma de limite de suma de variables aleatorias independientes e idénticamente 

distribuidas asi como el criterio de involucrar de una manera lineal al tiempo en los 

parámetros de su distribución, conlleva a tomar Ax = e ,/fil. De tal forma que 

X(t) ~ N(O,é' t). Cabe señalar que el desarrollo dado hasta aquí no es más que una 

motivación para la definición del Movimiento Browniano. 

2.2 Definición 

Definición 2.2.1 Un proceso estocástico real X= {X1 1 t E [O, T]) definido en (O, l, P) 

es una familia X1 : O-> !R de variables aleatorias, con indices en [O, T]. 

Definición 2.2.2 Dada w E O, " la trayectoria de w " del proceso estocástico { X1 1 t E [O, T]) 

es la aplicación 

t -> X,(w) = w(t) 

definida en [O, T] y con valores a !R. Se le denota a veces como w: [O, TI !:+'!R con 

w(t) =X,(w) 

Definición 2.2.3 Se dice que un proceso estocástico es continuo si para /;-casi toda 

w E O se cumple que la trayectoria de w es continua como función de [O, T] ·en' !R; · · 

Definición 2.2.4 Sea {B(t)}1~0 un proceso estocástico continuo definido en (O,l,P). 

Se dice que {B(t)},e11 es un Movimiento Browniano definido en O que comienza en :ro' 

si para cada O $ 11 < ... < In y A E !R" se tiene que: 

P {(w1,, ••• , w,.) E A} = µ.,, .. ,,. (A) = 

donde 

. { T.;¡ exP{-~} 
p(t,x) = l 

o 
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Cabe hacer notar que en particular cuando el Movimiento Browniano comienza en 

O recibe el nombre de Movimiento Browniano Estándar. 

Los Teoremas de Kolmogorov1 aseguran que existe un proceso con estas carac

teristicas y donde !l se puede tomar como qo,T], que es el conjunto de todas las 

funciones reales y continuas en [O, TJ, l como la u-álgebra generada por los cilindros 

finito dimensionales y P queda determinada por la igualdad (*) 

Recuérdese que H E C [O, TJ es un cilindro· finito dimensional si existen 

t., .. ., t. E [O, TJ y A,, ... , An E B(R) tales que: 

En to'do lo que sigue se trabajará en este espacio base (!l, l, P) y se le llamará 

espacio de Wiéner. 

Hay muchas otras maneras de definir el Movimiento Browniano. Aquí sólo se verán 

algunas de ellas como consecuencias de la definición dada. 

A continuación se enunciarán algunas propiedades elementales derivadas de la defi

nición dada. Para tal efecto, se hace notar que F, denotará a la información acumulada 

del proceso hasta el tiempos y se calcula como F, = u(B(t) 1 t :5 s). Cabe señalar que 

mas adelante, en la sección 2.4 se ahondará un poco más al respecto. 

Propiedades Elementales 

Proposición 2.2.1 Sea {B(t)},~0 un Movimiento Browniano Estdndar definido en 

(!l,t,P). 

(1) PfY!piedad de Markov. 

Para O :5 s < t y A E B(R) so cumple que: 

P{w, E A 1 F,} = Lp(t-s,z-w,)dz 

ó 

E{f(w1) 1 F,} = j f(z)p(t - s,z-w,)dz para toda f: R-+ R, Borel medible 

1 Ver Apéndit.e 
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En conclusión, se ha llegado a que la posición de la partícula al tiempo t ,dadas 

su forma de limite de suma de variables aleatorias independientes e idénticamente 

distribuidas así como el criterio de involucrar <le una manera lineal al tiempo en los 

parámetros de su distribución, conlleva a lomar Ax = c ,f'Ki, De tal forma que 

X(tj ~ N(O, é' t). Cabe señalar que el desarrollo dado hasta aquí no es más que una 

motivación para la definición del Movimiento Browniano. 

2.2 Definición 

Definición 2.2.1 Un proceso estocástico real X= {X1 1 t E [O, T]} definido en (n, i, P) 

es una familia X, : !l-+ !R de variables aleatorias, con indices en [O, Tj. 

Definición 2.2.2 Dada w E n, " la trayectoria de w " del proi:esd'éstocásticÓ {X, 1 t E [O, T]} 

es la aplicación 

t ..... x,(w) = w(t) 

definida en [O, TI y con valores a !R. Se le denota a vece~ c~~o w ; [O, T] ~ !R c~n 
. • ¡ . 

w(t) =X1(w) 

Definición 2.2.3 Se dice que un proceso estocástico es continuo si para .!'·casi toda 

w e n se cumple que la trayectoria de w es continua como función· d'e [O, T] 'en' !R: · · 

Definición 2.2.4 Sea {B(t)},~0 un proceso estocástico continuo' definido en (n,t; P). 

Se dice que {B(t)}1eR es un Movimiento Browniano definido en !l que comienza en ·x;' 

si para cada O $ t1 < ... < tn y A E !R" se tiene que: 

P {(w1,, ... ,w,.) E A}= µ,1, .• .,1. (A)= 

1 p(t.,x1 - x0 ) p(t, ,- t., X> - X1) ... p(tn -!n-1,Xn - Xn-1) d,, .•. d,. (*) 

donde 

. p(t,x)= { 
1 { •'} ~exp -u . 

1 
o 
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Cabe ha'cer notar que en parUcular cuando el Movimiento Browniano comienza en 

O recibe el nombre de Movimiento Browniano Estándar. 

Los Teoremas de Kolmogorov1 aseguran que existe un proceso con estas carac

teristicas y donde !l se puede tomar como qo,T], que es el conjunto de todas las 

funciones reales y continuas en [O,TJ, l como la u-álgebra generada por Jos cilindros 

finito dimensionales y P queda determinada por la igualdad (*) 

Recuérdese que H E C [O, T) es un cilindro finito dimensional si existen 

ti, ... , In E [O,Tj y A1, ... , A. E B(~) tales que: 

U= {X,, E A., ... ~X,. E 1n} 

En to<lo lo que sigue se trabajará en este espacio base {!l, t, P) y se le llamará 

espacio de Wiener. 

Hay muchas otras maneras de definir el Movinúento Browniano. Aquí sólo se verán 

algunas de ellas como consecuencias de la definición dada. 

A continuación se enunciarán algunas propiedades elementales derivadas de la defi

nición dada. Para tal efecto, se hace notar que F, denotará a la información acumulada 

del proceso hasta el tiempos y se calcula como F, = u(B(t) 1 t :S s). Cabe señalar que 

mas adelante, en la sección .2.4 se ahondará un poco más al respecto. 

Propiedades Elementales 

Proposición 2.2.1 Sea (B(t)},~0 un Movimiento Browniano Estándar definido en 

(O,t,P). 

(J) PfY!piedad de Markov. 

Para O :S a < t 11 A E B(!R) se cumple que: 

P{w, E A 1F,}=1p(t-a,:z:-w,)d:z: 

ó 

E {/(w,) 1 F,} = f f(:z:) p(t - ••" - w,) d:z: para toda f: IR.--+ R, Bore/ medible 

'Ver Apbidice 
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(IJ) Pata todo s < t, B(t) - B(s) es independiente de F, 

(B(t)- B(s)) tiene distribución N(O, t - s). 

c7(B(t) 1 t $ s) y 

(9) Para todo O< u$ s < t, B(t)- B(s) es independiente de B(s) - B(u). 

(4) Cov{B(s),B(t)} =min{s,t). 

Demostración 

(1): 

En efecto: la. familia {w., e A,, ... ,w,. E A.} con o < s, < ... < Sn < s y A; E 

B(!R) genera a la. cY-álgcbra. F, y es 11"-sistema, por lo tanto basta. mostrar que se cumple 

la. igualdad 

P {w1 E A,w,, e A11 •• .,w,. E An} = f f p(t ~ s,x-w,) dx dP 
l{w,1EA1 0 ... ,w,nEAn} ÍA 

paras< t 

Pa.ra. ta.! efecto, nótese que: 

P{w1 E A,w,, E A11 .. .,w,. E An} = 

f p(s.,x1)p(s2-s1, X2-x1) ... p(sn -sn-hXn -Xn-i)p(t-s.,x-x.)dxdX 
JA1xA2x ... An 

donde 

dX = dx • ... dx1 

Defina.se f.: !J1•+1 -t !R como: 

f(x:,. . .,x.,x)= ITxA,(x;) 1p(t-s,y-x)dy 
j=l A 

De donde 

f f p(t-s,x-w,)dxdP 
Í{""•1EA11···""•nEAn}· JA 

E {f(w,., .. .,w,.,w,)} 
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j /(:r,,. . .,:r.,:r)p(si,:r1) ... p(sn-Sn-i.:rn-:rn-t)p(s-sn,:r-:rn)d:r,[J{ 

X l p(t- s,y- :r)dy p(si,:r1) •.. p(sn - Sn-1,:rn - '"n-1)p(s - Sn,:r- :rn) d:r,[J{ 

J.···!. ITxA,(:r;)p(si.:r1) ... p(sn -•n-i,:rn -:rn-1) 
~j=l 

x J. { p(t - s,y- :r)p(s - s.,:r - :rn)dyd:r,[J{ RlA · . 

x L J. p(t - s,y- :r)p(s - s.,:r - :r.dyd:r,[J{ 

Es fácil demostrar que: 

J. p(t - s,y - :r) p(s - Sn,:r - :rn) d:r = p(t- s.,y - :rn) 

Por tanto, 

{••·f. { ITXA¡(:r;)p(s1ix1) · • .p(sn - •n-h:rn - Xn-1) 
·~j=ir:l 

n 
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{ p(si, X1)p(s, - S1,x2 - X¡) .. . p(sn - •n-1,Xn - Xn-1)p(t - Sn, x - Xn)dxdX 
iA1XA1x ... An 

P {w, E A,w., E A,, ... ,w,. E An} 

(2): 

En este caso, nuevamente basta probar la igualdad: 

(l p(t - s,x) dx) P {w,1 E A ..... ,w,. E An} 

para todo O < 81 < ... •n < s y Ah ... , An E B(lR) 

Definase f : lR"+' --> lR como: 

De donde, 

n 

f(x ..... ,x.,x,y)= IIxA1(x;)XA(y-x) 
j=l 

P {w1 -w, E A,w,1 E Ati··. ,w,. E An} 

J. ... J. f(X1 x,y)p(si,x1) ... p(sn - Sn-1,Xn - Xn-1) 
~ 

n+2 

Xp(s- s.,x- xn)p(t - s,y- x)dydxdX 

r p(si. X1)dx1 ... r p(Sn - Sn-l&Xn - Xn-1)d:tn 
ÍA 1 JA,. . 

x J. XA(Y - x)p(s - s.,x - x.)p(t - s,y- x)dydx 
R' 

X!. p(s - s.,x - x.)dx { p(t - s,y- x)dy 
R lA+:r 
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P {w,1 E A¡, .. .,w,. E A.) (1 p(t - s,x) dx) 

donde: 

X= (x¡, .. .,x.) 

Nótese que en particular se cumple que: 

P{w,-w, E A}= 1p(t-s,x)dx 
A. . 

es decir 

B(t)-B(s)-N(O,t-s) 

(3): Es consecuencia directa de (2) por ser B(s) - B(u) F,-medible. 

(4): 

Primeramente, 

Seas< t. 

E{B(s)B(t)} 

E{B(t)) =O 

E {B(s) B(t)- B(s)2 +B(s)2
} 

E {B(s) (B(t)- B(s))} +E .{B(s)2
} 

E{B(s)) E{B(t)-B(s))+s 

D 

Gracias a este Teorema podemos entender porque también se dan las siguientes 

definiciones del Movimiento Browniano. 
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Definición 2.2.5 Un proceso estocástico { B(t)} 1e11+ definido en (O, l, P) es un Mo

vimiento Browníano que comienza en O si cumple con las siguientes condiciones: 

i) P {B(O) =O} =l. 

ii) {B(!)}1e11+ tiene incrementos estacionarios e independientes. 

iii} Para cada t > O, B(t) ~ N(O, t) . 

Definición 2.2.6 Un proceso estocástico {B(t)}1e11+ se dice que es un movimiento 

Browniano si cumple con las siguientes condiciones: 

i) Si para lo < 11 < t2 < ... < t. con t; E¡¡¡+ v n E N se cumple que: 

B(to),B(t,) - B(to),B(t,)- B(t,), ... ,B(tn) - B(ln-1) 

son independientes 

ii} Paras ;?: O, t ;:: O se cumple que: 

P{B(t+s)-B(s) E A}= l ~ exp{-~} dx 

iii) Con probabilidad 1, t ..!.. B(t) es continua. 

Observaciones: 

Nótese que en ambas definiciones se pide la condición común de. que B(t) sea un 

proceso estocástico de incrementos independientes. Asi mismo, la condición iii y el he

cho de que sea estacionaria (definición 2.2.5) es equivalente a la condición ii (definición 

2.2.6). 

Movimiento Browniano como un Gaussiano 

El Movimiento Browniano es un proceso estocástico continuo que, forma parte de la 

familia de los procesos estocásticos gaussianos, procesos que se definirán a continuación. 

Definición 2.2. 7 Un proceso estocástico {X(t)}1e11 es llamado un proceso estocástico 

Gaussiano si para t,,t,, .. .,t. con t;;?: O se cumple que X(t 1), ••• ,X(tn) tiene una 

distribución normal mullivariada. 
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Observáciones: 

i) Una distribución normal multivariada queda determinada por los valores medio 

y las covarianzas. 

ii) Sea {B(t)}1eR+ un Movimiento Browniano. Entonces paras< t se cumple que: 

Cov {B(s), B(t)} Gov{B(s),B(s)+ B(t)- B(s)} 

Gov{B(s),B(s)} + Gov {B(s),B(t) -B(s)} 

Var {B(s)) +O (independencia) 

= 8 

Por la observación anterior también sepucde visualizar a un Movimiento Browniano 

{B(t)}1e11<+ como un proceso estocástico Gaussiano definido en (n,f, P) que tiene como 

caracteristicas: 

para s,t e jR+ 

E{B(t)} 

Cov{B(s),B(t)} 

o 
min{s,t} 

2.3 Más Propiedades del Movimiento Browniano 

Proposición 2.3.1 (Relación de Escala) 

Sea {B(t)},eri+ un Movimiento Browniano definido en el espacio de Wiener. En

tonces, para t > O se cumple que: 

B(st) 4 ../i B(s) paras fija 

· Demostración 

Sea A et 

P{B(c2 a)eA} /, 1 {"''} --exp --- dx 
A y'2'i'S 2 c' s 

-
1 f exp{-~} dx ../fiS }A 2 c2 s 

44 



~ 1 exp{-(~)' 2ls} 

_c { exp {-~} du 
..¡¡:;s lt A 2 S 

P{ B(t) E ~A} 
P {cB(t) E A} 

En particular si se toma c = ,/i. se cumple que: 

P {B(st) E A}= P { ,/i. B(s)} 

o 

Proposición 2.3.2 Sea (fl,l,P) un espacio de probabilidad y {B(t)}1eR+ un Movi

miento Browniano. Entonces, la distribución condicional de B(s) dado B(t) = b, para 

s < t, es normal con media y varianza dadas por: 

E {B(s) 1 B(t) = b} 

Var{B(s) 1 B(t) = b} 

Demostración 

Ante todo se tiene que: 

/8(•)18(1) (x 1 b) 
/9¡,),8(1) (x, b) 

/8(1) (b) 

fB(•) (x) /8(1)-8(.) (b- x) 
/8(cj(b) 

Ahora se desarrollará Ja expresión obtenida: 

/s(•)/8(1) (x 1 b) 
/B(•) (x) /8(1}-B(o) (b- x) 

f8¡11(b) 

{ 
x2 (b-x)'} 

K1 exp -2. - 2 (t _ •) 
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Nótese que: 

donde: 

../l {b'} J(, = exp -
y'2ir (t - s)s 2 t 

z 2 (b-z)2 
-2.;"-2(t-s) 

-z2 (t - s) - s (b- z)2 

2s(t -s) 

-z2 t + z2 s - s (b2 - 2bz + z2) 
2s(t-s) 

-z2 t + 2bzs - sb2 

2s (! -s) 

t {-z2 
- 'f. + 2bx Í} 

2s(t- s) 

b' ~s(t-s) 
2i 2s(t-s) 

b2 (í)(t-s) 
2• (t-s) 

1{i¡;(1-sJ} 
2s(l-s) 

t {b'i-b2¡;} 
2s(t-s) 

t {~ - (b i>2} 
2s(t-s) 

Conjuntando se tiene que: 
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x 2 (b-x) 2 b2 

-----+-2s 2(t-s) 2! 

Por tanto, 

t {!t!-(b•)2 +2bx•- ~-x2 } 
·' ' t t 

2s(t -s) 

-t {x2 +~-2bxf+ (bf) 2
- ~} 

2s (t-s) 

-t {x2 -2bxf+(bt)2
} 

2s (t-s) 

-t {x-bf}' 
2f(t-s) 

1 { {x-b•}'} 
/s¡.JIB(t) (x \ b) = J21r (t - s)¡ exp -~ 

o 

Luego entonces, la distribución condicional de B(s) dado B(t) =Bes normal con 

media y varianza dadas por: 

E {B(s) \ B(t) = B} 

Var{B(s) \ B(t) = B) 

Bf!. 
t 

!!. (t-s) 
t 

2.4 Otra Forma de la Propiedad de Markov 

La propiedad de Markov, es una de las propiedades del Movimiento Browniano más 

importantes y encierra básicamente la idea de que" si s ~ O, entonces B(t + s) -

B(s), t ~O, es un Movimiento Browniano que es independiente de lo que sucedió antes 

del tiempo s ". El primer paso para establecerla, será. precisar de manera má.s formal 

la idea enunciada con anterioridad. Para tal efecto, se definirá lo que se entendenderá 

por la información acumulada hasta un cierto punto en el tiempo de un Movimiento 
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Browniano y por el futuro de una cierta variable aleatoria con respecto a un cierto 

punto en el tiempo. 

En primer lugar se definirá la información acumulada del Movirrüento Browniano 

hasta un punto en el tiempo. Para. llevarlo a cabo, es necesario recordar que en gran 

medida la. a~álgebra generada por una variable aleatoria recoge la información de ésta, 

de tal manera que, es natural definir como 

F: =u (B(r) 1 r :=; s) 

a la información del Movimiento Browniaoo basta el tiempo s. Sin embargo, nótese 

que si se define de esta manera, la familia {F:l ,eR+ no cumple con la propiedad de ser 

continua por la derecha. Por tanto, se reemplazará F: por F,+ definida como: 

Nótese que {F,+} cumple con: 

o(cv:) 
ílF: 
•>• 
F,+ 

Es decir, la familia {F,+},e11+ tiene la propiedad de ser continua por la derecha. La. 

continuidad por la. derecha., esta diciendo que para un punto s en el tiempo, es lo 

mismo conocer la información acumulada ha.sta s, puede conocerse con la información 

acumulada. hasta t, para toda t > s. 

Por último, se definirá lo que se entenderá por el futuro de una variable aleatoria. 

con respecto a un punto en el tiempo. 

Definición 2.4.1 Sea {B(t)},eR+ el Movimiento Browniano definido en (l'l,l,P). Asi 

mismo, denótese B(t) como B, y B.(w) como w, para cada w fija. Entonces, para cada 

s ~o definase la función de.translación 8, : n _, n como: 

(0, w) (t) = W,tt 

8, es conocida como la transfoN11ación de translación del proceso. 
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Proposici6n 2.4.1 Propiedad de Markov Sea Y una variable aleatoria acotada. 

Entonces, para todo x E !R .se cumple que 

Er {Y o O, I F.+} = EB(•) {Y} 

donde 

Er {·} denota que la se toma la esperanza de un Movimiento Browniano que comienza en x 

Demostraci6n 

Se demostrará el resul:ado para Y de la forma 

n 

y = n fm(w(tm)) (a) 
m=l 

con O < 11 < ... < In y fm : !R-+ !R son funciones acotadas y continuas 

para después extender el resultado utilizando el Teorema de Clases Monótonas. 

Sea O < h < t., O < s 1 < ... < s; :S s + h y sea A = {w,, E A1,. .. ,w;, 'e A;} 

donde A; E B(!R)con j = 1,. . ., k. 

De la definición del Browniano se tiene que: 

donde 

rp(u. h) = f du1 P1,-h(U.Y1) /¡(y¡) ... J dy; P,,_,._.(u>-hUk) Í•(U•) 

y 

l ·{ (b-a)'} P1(a,b) =(2 .. W• exp --
2
-t -

Por tanto, 

Er {Y o 8,¡ A} = E {v>(B,+h• h)¡ A)' 

Sea 

~ = {BE p 1 E, {Y o 8,; B) =E {rp(B,+h• h); B)) 

2 La Esperanza tomada únicamente sobre el conjunto A 
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y 

p={A JA= {w,, E A1s .. .,w,, e A,}, A;EB(!!)j=l, ... ,ky O <s1 < ... s, ~s+h} 

Observese que: 

i) ¡:> es un .. -sistema. 

ii) 9 es un A-sistema 

iii)9::>p. 

Por lo que, por el Teorema ,,. - A, se cumple 

9 ::> u(p) = F:+• ::> F,+ 

Luego entonces para todo A E F,+, 

E. {Y o O,; A}= E {<¡>(B,+•• h); A} 

Ahora bien, si / es acotada y continua entonces, por el Teorema de Convergencia 

Dominada, 

:z: -+ j dy P,(:z:, y) /(y) es continua 

Ahora puesto que, 

• 
'1'(11,h) =ni dy, l'i;-•;-,(Y;-1sY;)/;(Y;) J dy, P1,-•(Y,Y1)/t(y1) 

J&2 

se sigue que <¡>(y, h) es continua. Por tanto, 

Por tant9, 

Sean: 

E{'l'(B.,O);A} 1~E{<¡>(B,H,h);A} 

1~E. {Yo9,;A} 

E,{YoO,;A} para A e F,+. 

E {Yo O,; A}= E{<¡>(B,+o,O);A} con A E F,+ (*) 

Ó ={Y acotadas JE {Yo O,; A}= E{<¡>(B,+o,O);A}} 
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p = {w En 1 w., E A; con A; abierto para j EN } 

Se busacará demostrar que (l ::> u(p) = e utilizando el Teorema de Clases Monótonas 

(TCM). 

Por propiedades elementales de Esperanza se cumplen las condiciones ii) y iii) del 

TCM. Por tanto, basta demostrar que si 

O E p entonces Xc E Ó. 

Sea O E p. Por tanto, O 

luego entonr..es, 

{ w E íl 1 W1; E A; para A; abierto y j = 1, ... , r} 

' 
xc = IIxA; 

j=t 

Claramente xc es acotada. Por tanto, basta demostrar que: 

E{xooO,;A} =E{<¡>(B.,O);A} (•) para A E Fi 

Para tal efecto, se demostrará que cada XA; es el limite de una sucesi6n no decre· 

ciente de funciones continuas y acotadas, es decir, se demostrará que: 

XA¡ = }~i:!,fl(x) (• • •) 

donde 

fl son acotadas y continuas para toda k E N y j = 1,, .. , r 

De tal manera. que: 

xc 
' 

lim IT!l(x) 
k-oo 

j=t 
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donde 

r 

ª•<"'> = II1~<xi 
.j=l 

Puesto que ya se demostró la igualdad(*) para Y de la forma (a) se tiene que: 

Ez {G• o 8,; A)= E {'l'(B.,O); A) para A E F,+ 

Y por el Teorema de Convergencia Monótona concluir que 

Ez {xc o 8,; A)= E {'l'(B.,O); A) para A E F,+ 

Por tanto, sólo resta demostrar (***). · Para tal efecto, definase 

f.(x) =mio {l,k d(x,Aj)}. 

Nótese que: 

i) f•(x) :5 Í•+i(x). 

ii) li~-"' füz) = XA;(x). 

Demostración 

Sea•>O 

P.D. existe NE lR tal que si k 2: N '* Jf•(x) - XA¡(xJI < • 

Si :t E Aj=> d(x, Aj) =O => füz) =O para toda k E N y que XA¡(:t) = O de donde 

se deduce claramente que: 

JJ.Cx) - XA;(:t)J <' 

Si :t E (Aj)' =A; claramente existe NE lR tal que N d(x, Aj) > l. Por tanto, 

A(x) = 1 para toda k 2: N =} J¡.(x)- XA;(x)J =O<• para toda k;::: N 

o 
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2.5 Consecuencias de la Propiedad de Markov 

Proposición 2.5.1 Sea Z una variable aleatoria acotada definida en (fl, e, P). En

tonces, para todo x E ~ se cumple 

E, { Z J F.+} =E, {Z J F:} { .. ) 

Demostración 

La demostración básicamente esta fundamentada en dos hechos: 

i) Basta demostrar la proposición para Z de la .forma íl~=I fm (B(tm)) (*). 

B(tm) : fl -+ !R 

/m : !R-+ !R 

donde: 

es una variable aleatoria N(O, tm) 

es una función acotada y l-medible 

ii) Si Z es de la forma(*) existen X F:-medibley Yl-medible tales que Z = X(Yo9,). 

Estos dos hechos se probarán después de hacer ver como se utilizan en la de· 

mostración. Por tanto, se supondrán ciertos por el momento, con Jo que se tiene 

que la igualdad (**) es válida para Z de la forma (*). En efecto, 

E.{X(YoO,) J F.+} 

XE,{Yo9,jF,+} 

X Es¡.¡{Y} 

Nótese que X Es¡.¡ {Y} = E, { Z J F,+) es F:·medible. Por tanto, por el lema 1.1.1., 

se cumple que: 

con lo que.quedaría demostrada la proposición. 

Ahora se demostrarán los dos hechos supuestos. 
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Primer Supuesto: Si la igualdad (**) es válida para toda Z de la forma (*) 

entonces es válida para toda Z variable aleatoria acotada. 

Sea A el conjunto de los cilindros finito dimensionales, de tal manera que u(A) = e 
y sea.~ el conjunto de todas las funciones l-medibles y acotadas que cumplen con(**). 

Se demostrará que se cumplen las tres condiciones siguientes: 

i) Si B E A entonces XB E ~. 

ii) Si f, g E \l' entonces >. f + µ g E ~ con µ, >. E ~. 

iii) Si fn T f, con fn E \l' y f acotada, entonces f E \l'. 

Las condiciones ii) y iii) son inmediatas de la propiedad de linealidad de laeÓperanza 

y del teorema de convergencia monótona. Por taitto, has.ta demostrar la. condición i). 

Sea B = {B,, E A,,. .. .,B,. E An} E A. 

Por tanto 

n 

XB = IIxA,"" 
k=l 

Por tanto, si se loina J. = XA,, en (*) se tiene que: 

XB EH 

de donde: 

\l' ::> u(A) = l.Por el Teorema de las Clases Monótonas 

Segundo Supuesto: 

Demostración 

Sea Z(w) = rr::,=, /m (Btm(w)). Se verá que existen X F,°-medible y Y l-medible 

tales que 

Z(w)=X (YoB,) (w)wen 



Sea w e n fija. Por hipótesis se sabe que: 

n 

Z(w) = fi fm(B1m(w)) 
m=l 

Escójase k tal que 14 = min { t; 1 t; ~ s}. Por tanto, 

n 

Z(w) fi Ím (B1m(w)) 
m=I 

1:-1 n 

11 Ím (B1m(w)) 11 /m (B1m(w))· 
m=l m=k 

n 

A fi Ím (B,m(w)) 'i.'. 

m=k 

n 

A fi Ím (B,+[<m-•J(w)) 
m=k 

n 

A 11 Ím (w,+[lm-•J) 
m=l-

n 

A 11Jm(O,w(tm-s)) 
m=k 

n 

A fi fm o 8,w(t,. - s) 
·.·.Í' 

m=k 

A ((ft1 .. )oo,) (w1m-•l 

A (ft /m o o,) B1m-• (w) 
m=k 

... -l 

A (YoO,) 

donde: 

·-· X=A= flt .. (B,m(w)) y 
m=I 

55 



n 

Y= II Ím (B1m-•(w)) 
m=l: 

D 

Proposici6n 2.5.2 Ley O - 1 de Blumenthal Si A E F0+. Entonce8 para todo 

:z: E R, P, {A} vale O ó 1. 

Demostración 

Puesto que A E F0+ se cumple que XA es F,+ -medible, además, se cumple que 

u (XA) es independiente de F.f por tanto, E {XA 1 F.f} = P, {A} Por tanto, utilizando 

el ejercicio anterior se cumple: 

XA =. E.{XA 1 F.+} 

E.{XA 1 F;} 

P,{A} c.s. 

Proposición 2.5.3 Si T = inf {t;::: O J B(t) >O}, entonces Po {T =O}= l. 

Demostración 

En primera instancia nótese que se tiene: 

{w E fl 1 B,(w) >O} C {w E fl 1 r(w) $ t} 

Por tanto, 

Po { T $ t} '=:Po {B, > O} 

Puestó que B, ~ N(O, t), se cumple: 

1 
Po{B, >0} = 2 
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Luego entonces, 

De donde, 

1 
Po{r5t}~2 

Po {r =O}= limPo {r < t} > ~ 
110 - - 2 

Ahora.se demostrará que {w E !l 1 r(w) =O} E F0+ para.aplicar la.ley de Blumentha.1 

.y concluir que Po {r =O}= l. 

A:flrmación 

{w E !l l r(w) =O} E Fl 

Demostración 

{w E !l 1 r(w) =O} n {w E !l l r(w) 5 t} 
1)0 

íl {w E !l l r(w) > t}' 
1)0 

íl {w E !l 1B,(w):50,0:;; s < t}' 
l>O 

Claramente, 

{w E !l 1 B•(w) :5 O}' E F¡ 

Por tanto, 

íl {w E !l 1 B•(w) 5 O} E F1º 
O~k<t . 
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Luego entonces 

n ( n {w E fl f B;(w) :5 O}') E Fl 
t>O OSk<t 

De donde finalmente se tiene que, 

{w E fl f T(w) =O} E F0+ 

o 
Observación 

Nótese que de manera totalmente análoga, se puede demostrar que 

P{f=O}=l 

donde 

f = inf {t !:: O j B1 <O} 

Proposición 2.5.4 Si T0 = inf {t >O f B 1 =O}, entonces se cumple que: 

Po {To= O} =; 1 

Demostración 

Para la demos,tración, se utilizará la proposici6n anterior. DeCínase 

Ts, = inf {t >O f B, E B,} 

donde 

B, = {11 E !R f -< :5 11 $<,E> O} 

Obsérvese que por la continuidad de t - B., 

{w E ll f T,(w) =O}= n {w E fl f Ts,(w) =O} 
•>• 
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De donde 

P {w En 1 T.(w) =O) P{íl {w en 1 Ta.(w) =oi} 
•>• 

lim P { {w E n 1 Ta,(w) =O}) ·-· 
Sin embargo, 

P {{w En 1 Ta.(w) =O)) = 1 (por la proposicion anterior'.). · 

Por tanto, 

P { {w E n 1 To(w) =O)) = 1 

o 

2.6 Propiedad Fuerte de Markov 

En esta sección se establecerá otra importante propiedad del Movimiento Browniano: 

La Propiedad Fuerte de Markov. Para tal efecto, se definirán algunos conceptos que 

está.n involucrados en esta propiedad. 

Definición 2.6.1 Sea (n, l, P). Se dice que una familia { t,) 1~0 de sub-11-álgebras .de 

t es una filtración en (n, l, P) si se cumple 

l, e l, para toda s < t 

Definición 2.6.2 Sea (n,t,P). Se dice que una variable aleatoria Ses un tiempo de 

paro con r<specto a la filtración {l,)1~0 si 

{w E n I S(w) :5 t} E l1 para t ;:: O 

Definición 2.6.3 Sea (n, t, P) y S un tiempo de paro definido en este espacio. De

fínanse las dos u-álgebras ls y ft por: 

ls ={A E loo 1 (An {S :5 t)) Et, para t;:: O} 

et= {A E loo 1 (An{S<t}) el, parat;::o} 
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toma~do la filtración {l1} 1~0 con t, = u(B(a) I • :5 t). Por cierto que ls es conocida 

como la u-álgebra parada de S. 

Proposición 2.6.l Sea (O, t, P) y S un tiempo de paro definido en este espacio. En

tonces 

(1) ls et;. 
{!!} S es is-medible. 

Demostración 

(1): 

Sea A els => 

An{S:St}et, y {S<t}Elt=> 

An{S<t}Elt=>Aet; 

(2): 

Simplemente nótese que: 

{ 
{S <a} 

{S:Sa}n{S:St}= {S$t} si a< t } Et, para toda t ~O 
si a~ t 

o 

Proposición 2.6.2 Sea (!l,i, P) el espacio de Wiener, G un conjunto abierto en éste 

y T =in( {t ~O 18, E G}. Entoncu, Tea un tiempo de paro. 

Demostración 

Puesto que t -+ 8 1 es continua se sabe que imagen inversa de un conjunto abierto 

es abierto. Por tanto, {w En 1 T(w) :5 t} es abierto luego, 

{w En 1 T(w) :5 t} = U {w E íl 1 B,(w) E G} E F, 
9<l,9EQ 

a 
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Proposición 2.6.3 Sea (fl, e, P) el espacio de Wiener y (TnlneN una sucesión de tiem· 

pos de paro tales que T. ! T. Entonces T es un tiempo de paro. 

Demostración 

Simplemente nótese que: 

{w En 1 T(w) < t} = LJ {w En 1 T.(w) < t} E Fe 
nEN 

o 

Proposición 2.6.4 Sea (n, e, P) el espacio de Wiener y (TnlneN una sucesión de tiem· 

pos de paro tales que T. j T. Entonces T es un tiempo de paro. 

Demostración 

De manera análoga. a la. proposición anterior obsérvese que: 

{w En 1 T(w) :5 t} = n {w E n 1 T.(w) < t} E Fe 
nEN 

o 

Proposición 2.6.5 Sea (fl,e, P) el espacio de Wiener, [( un conjunto cerrado en éste 

y T = inf { t ;::: O 1 Be E K}. Entonces, T es un tiempo de paro. 

Demostración 

La idea de la demostración será construir una sucesión monótona {T.} neN de tiem· 

pos de paro, que converja a T. Para tal efecto, deünase Gn = U.eK { (x - ~' x + ~)} 
y sea T.= inf {t ;::: O 1 Be E G.}. Por tanto, 

T. :5 Tn+I para toda n E N 

y puesto que Gn es abierto para toda n EN, Tn es un tiempo de paro. 

Además, Tn ::; T para toda n E N, luego entonces 
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Por otro lado, definase a = lim.-~ T •. Puesto que Br. E Gn para toda n E N se 

cumple por la continuidad de t -+ B(t) que: 

Br.->B0 EK 

cuando n -+ oo 

de donde 

T :S <> 

de donde finalmente se tiene 

o 
Finalmente, para establecer la Propiedad Fuerte de Markov se generalizará la defi· 

nición de función de transformación Os y la información acumulada hasta e) tiempo t, 

F,. 

Definición 2.6.4 Sea (0,l,P) el espacio de Wiener y sea {B(t)}1eii+ un movimiento 

Browniano definido en éste. Asimismo, denólese B(t) como B 1 y B 1(w) como w, paro 

cada w fija. Entonces, para cada s 2: O definase la función de translación (), : O -+ O 
como: 

(9, w) (t) = { ~+• sobre {S < oo} 
sobre {S = oo} 

donde ~ C8 un punto eztra que se anadirá a n. 
(), es conocida como la transformación de translación del proceso. 
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Proposici6n 2.6.6 Sea (!l, l, P) el espacio de Wiener y sea (Tn)neN una sucesión de 

tiempos de paro del Movimiento Browniano tal que T. ! 7'. Entonces, 

Demostración 

donde 

FT. es la a-dlgebra parada del tiempo de paro T. 

FT es la a-álgebra parada del tiempo de paro T 

De la definici6n de a-álgebra parada y de la hip6tesis de que Tn ! T se sigue que 

FT. ::> FT para todo n E N. 

Por tanto, 
· .• ",¡ 

Sea A E ílneN FT.· Por lo que 

A n {Tn < t} E F1 con n EN 

De donde 

u An{T. < t} eF, 
nEN 

Y utilizando el hecho de que {T < t} = UneN {Tn < t) se sigue que: 

A n {T < t} = u A n {T. < t) E F, 
neN 

. Por tanto, 

An{T < t} E F1 

Por lo que, 
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Luego, 

Finalmente, 

o 

Propo•foi6n 2.6.7 Propiedad Fuerte de Markov 

Sea (O,l,P) el espacio de Wiener, (s,w)-+ Y(s,w) acolada y B(!R) x t-medíb/e, Sí 

S es un tiempo de paro, enlonces para toda :i: E !R se cumple 

E. {Ys o Os 1 Fs} =Ese.¡ {Ys) sobre {S < oo} 

Demostración 

La idea de la demostración esta fundamentada en demostrar el resultado para Ys 

de la forma 

n 
Y.(w) = J,(w) IT f.,(w(tm)) 

m~I 

donde 

O< ti< ... t. y fo,/1,. . .,/. funciones acotadas y continuas 

Para después extender el resultad<> utilizando el Teorema de Clases Monótonas. 

Sea S un tiempo de paro. Se demostrará el resultado primeramente para el caso en 

que exista una sucesión (tn)neN tal que tn f oo y que 

P.{S<oo)= LP.{S=t.) 
neN 
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Para este caso definase Zn = Y,n(w) y A E Fs . Entonces, 

E. {Ys o Os; A n {S < oo}) = L E,{Zn o o,.;An {S = tn}) 
n=I 

Puesto que A E Fs =>A n {S =In} E F, •. Por tanto, por la propiedad de Markov 

se deduce que: 

00 

¿E. {Zn o 01"¡An {S =In}) Í:E• {EB11.¡ {Zn} ¡A n {S = tn}} 
n=l n=l 

E, {EB¡s¡{Ys} ;An {S < oo}} 

Ahora, en general supóngase que S es un tiempo cualquiera .. Lo que se hará será 

definir una sucesión (Sn)neN de variables aleatorias tales que Sn ! S y aprovechar 

después la continuidad del Browniano y de <p(:r, t) =E. {Y,} (para la forma particular 

de Y con la que se esta trabajando ) para probar el resultado. A saber, definase 

Sn = n•·,~+ll. 

De esia definiCióo, se desprenden varios resu!tados: 

i) Sn = Cl•",W+t) ~ (>"~:!)+•=S. 

Resultado del que se deriva que s. sea un tiempo de paro. 

{Sn = t} = {S $; t} E F, 

ii) s.-+ S cuando n __, oo. 

Resultado que aunado a la continuidad de B(t) y <p(:r, t) se tiene que 

B(S.) __, B(S) 

cp(B(S.), Sn) -+ <p(B(S), S) 

iii) Puesto que la composición de funciones continuas es continua, se deduce que: 
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De i) se dedujó que s. es un tiempo de paro y claramente cae dentro del caso 

particular para. el que se demostró ya. cierta. la. propiedad, por tanto se tiene que: 

E, {Ys. o Os.; A n {S < oo}};:, E. {l'(B(S.),S.); A n {S < oo)} 

Como Ys. o Os. es acotada y B(1R) x l-medible se cumple, por el Teorema de Con

ver8,encia. Dominada, que: 

E,{Ys. o Os.;An {S < oo}}-> E, {Yso Os;An {S < oo}} 

y como 

E, {<p(B(S.),S.);An {S < oo}} - E. {<p(B(S),S);An'{S < oo}} 

se cumple que: 

E, {Ys o Os; An {S < oo}} = E,{<¡>(B(s),S);An {S < oo)} 

con lo que queda demostrado el resultado. C1 

',. . i 

'• ··,, 
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Capítulo 3 

Propiedades del Movimiento 
Browniano 

·r .• 

En este tercer capítulo se expondrán propiedades importantes del Movimiento Browniano. 

La primera de estas propiedades es el Principio de Reflexión, el .cual se enuncia como 

una consecuencia de la Propiedad Fuerte de Markov enunciada en el capítulo 2. Después 

se estudia el proceso estocástico resultante de restringir al MovimientC? Browniano al 

intervalo [O, l] y pedirle que en los extremos alcance el mismo valor, re~ibiend~ ~te pro

ceso el nombre de Puente Browniano. Fi~almente se desarrollan algunas propiedades 

sobre l~ tiempos de entrada. asi eomo las Leyes de Arco Seno para el Movimiento 

BrownianO. 

3.1 Principio de Reflexión 

Proposición 3.1.l Principio de Reflexión Seo (0,l,P) el espacio de Wiener, a> 

O y T0 = inf {t 2!: O 1 B1 =a}. Entone.a, 

Po{T.<t}=2Po{B,2!:a} 

Demostración 

Definase una variable aleatoria Y, de la siguiente manera: 

Y,(w) = { ~ si•.< t,w(t - s) >a 
en otro caso 

67 



Por tanto 

si T. < t y (llr. w) (t - T.) >a 
en otro caso 

si T.< t y B(t) >a 
en otro caso 

La Propiedad F\ierte de Markov implica que: 

Eo {Yr. o llr, 1 Fr.} = E. {Yr.} sobre {T. < t} 

Por tanto, para cada A E FT. se tiene que: 

.Eo {Yi. o Br.; A n {T. < I}} E.{Yr.} 

P. {T.< t,w(t-T.) >a} 

P, {T. < Í, B1-T. > Br.} 

P. {B1-T. > Br, 1 T.< t} P. {T.< t} 

1 
2P.{T. <t) 

Por otro lado 

Po{T. < t,B, >a} 

Po{B1 >a} 

De donde finalmente se concluye que 

Po{T.<t} =2Po{B1 ~a) 
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3.2 Puente Browniano 

Definición 3.2.1 Sea (fl, e, P) el espacio de Wiener y sea {B(l.)},e~+ el Movimiento 

Browniano definido sobre éste. Entonces el proceso {Z(t)}1e¡o,t) definido como Z(t) = 
B(t) - tB(l) es conocido como un Puente Browniano. 

Propiedades 

i) 

ii) 

E {Z(t)) 

Cov {Z(s), Z(t)} 

E {B(t)} - E {t B(l)} 

o 

Cov {B(s) - sB(l),B(t)- tB(l)} 

Cov {B(s) - sB(l),B(t)} + Cov {B(s) -sB(l),-tB(l)} 

Cov {B(s) - sB(l), B(t)) - Cov {B(s) - sB(l),tB(l)} 

Cov {B(s), B(t)) - s Cov {B(l), B(t)) - t Cov {B(s),B(l)} + st Cov {B(l), B(l)} 

s-st- st +st 

s(l -t) 

El Puente Browniano juega un papel importante en el estudio de las funciones de 

distribución empírica, las cuales serán definidas a continua.Ción. 

Sean X1, .. .,Xn variables aleatorias independientes que se distribuyen con,.dis· 

tribución F(x) y sea Nn(s) el número de las primeras n variables aleatorias que son 

menores o iguales que s, es decir, Nn(•) es de la forma: 

n 

N.(s) = Ll;(s) 
i=l 

donde 

L(s) _ { 1 si X;~ 1 
• 

1 
- O en otro caso 
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Definase 

Fn(s) = Nn(s) 
n 

F.(s) es conocida como la distribución empfrica. A continuación se analizarán las 

propiedades de Fn(•) en el limite. 

Por la Ley Fuerte de los Grandes Números se tiene que: 

Nótese que: 

Por lo tanto, 

P v~'!, (I:i=~/;(•)) = E{J;(s)}} = 1 

E {l;(s)} p {/;(•) = l} 

P{X;:5s} 

F(s) 

= • 

F.(•)-+ F(s) cuando n-+ oo con probabilidad 1 

De hecho, se demuestra que la convergencia es uniforme casi seguramente1, es decir, 

i;cm probabilidad 1 se cumple que 

1up 1 F.(•) - • 1-+ O cuando n -+ oo 
0<1<l . 

Proposición 3.:1.1 Si se define an(•) = .¡ñ (F.(s) - s). Entonces 

J~'! a.(s) = <>(•) ~ N(O,s(l - •)) 

1Teorem•-de Glivenko-Cantelli (Chung, 1974 pag 133) 
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Demostraci6n 

Ante todo, n6tese que Nn(s) - B(n, F(s)) (es la suma de n variables aleatorias 

Bernoullis independientes). Por tanto, por el Teorema del Limite Central se tiene que: 

Observese que: 

Por tanto, 

lim Ej=,I;(s)- ns ~ N(O, 1) 
·-~ y'ñy's(l-s) 

Ej=1 l;(s) - ns 

y'ñ y's(l - s) 
N.(s)- ns 

v'ñ y's(l -s) 

nF.(s)-ns 

v'ñ v's(l - s) 

~(F.(s)-s) 
y•(l - s) 

1 
o(s) r.:;-;--:; - N(O, 1) 

ys(l -s) 

o(s) ~ N(O,s(l -s)) 

o 

Proposici6n 3.2.2 Sea o(s) = limn-~<>n(s). Entonces {o(s)}0<•<• es un Puente 

Browniano. 

Demostraci6n 

En primer lugar, es claro que o(•) es un Proceso Gaussiano, por lo que bastaría 

demostrar que: 

i) E{?(•)} =O. 
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ii) Gov {o(s),a(t)} = s(I - t) paras < t 

El inciso i) es claro del hecho de que <>n(•) - N(O, s(I - s)). Para la den.10stración 

del segundo inciso, se hará notar el siguiente hecho: 

{(N.(t) - N.(s)) 1 N(s) = j} - Y (/3) 

donde 

Y es una variable aleatoria binomial con parámetros n - j y probabilidad de éxito p = (:::)) 

Justificación de (/3) 

•Es claro que es una binomial del hecho de que Nn(k) es suma de variables aleatorias 

Bernoulli independientes, luego basta demostrar que la probabilidad de éxito de esta 

variable aleatoria Bernoulli es :::. Claramente la probabilidad de éxito es 

P {s :5 Xi :5 t 1 X;;;:: s} 
P{s <X;< t,X¡ > s} 

P{X¡;;:: s} 

P{s :5 Xi :5 t} 
P{X¡ ;::s} 

P {Xi :5 t} - P {Xi :5 s} 
1-P{X¡ :5 s} 

{!..::::..!} 
1-s 

Una vez demostrado este hecho se tiene que: 

Gov {a.(s),a.(t)} Gov { ./ñ (F.(s) - •), ./ñ (Fn(t) - tl} 

n Cov{F.(s) - s,F.(t) - t} 

n Cov {F.(s), F.(t)} (Invarianza bajo translaciones) 

.; Gov{N.(s),N.(t)} 
n 

.!_ Cov{N.(s), N0 (t)} 
n 
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~ {E {N.(s)N.(t)} - E {N.(t)) E {N.(t))} 

.!_ {E {E {N.(s)N.(t) 1 N.(s)}} - n2st} 
n 

1 ñ {E {N.(s) E {N.(t) 1 N.(s))} - n2st) 

Antes de proseguir, se obtendrá E {N.(t) 1 N.(s)}. 

Sea G(k) =E {N.(t) f N.(s) = k} = k + (n - k) <:::),luego entonces 

E {N.(t) f N.(s)} 

(
t-s) N.(s) + (n - N.(s)) ¡-=-:; 

Una vez obtenido E {N.(t) 1 Nn(s)} se deduce que: 

.!_ {E {N.(s) E {N.(t) f N.(s)}} - n'st} 
n 

~ {E { N.(s) [N.(s) + (n - Nn(s)) G = :) ] }- n
2
ts} 

~ {E { N.(s)' + G = :) [N.(s)n - N.(s)'] }-n2st} 
l{ ( t-s) t-s } ñ E{N.(s)') 1-~ +nt=sE{Nn(s)}-n'st 

1 { (1-t) t-s } - E{Nn(•)') -- +n-
1
-ns-n'st 

n 1-s -s 

;, {ns(ns+(l-s)) G=!)+n's (G=:)-1)} 
;, {ns(ns+(l-s)) G=!)+n's e:~:)} 

1 { (1-t) n's } - ns(ns+(l-s)) - +-(-s)(l-t) 
n 1-s 1-s 

.!. - 1
- {[ns(! - t)J [ns+ (1 - s)] +[ns(! - t)J (-ns)) 

nl-s 
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l 1 n ~ {[ns(l - t)] [(l - s)]} 

s(l -t) 

o 

3.3 Tiempos de Entrada, Variable Máxima y Leyes 
de Arco Seno 

En secciones anteriores, se definió la variable aleatoria T. = inf {t <:O 1 B(t) =a} a 

la que se denominó tiempo de entrada. en a del Movimiento Browniano de hecho, se 

demostró que Ta es un tiempo de paro y que además cumple con la propiedad de 

reflexión, la cual, como se recordará, afirma que: 

P{T. :5 t} =2P{B(t)<: a} 

A continuación, se demostrarán otras propiedades interesantes de T4 • 

Proposición 3.3.1 Sea (O,l, P) el espacio de Wiener y sea T.= inf{t <:O 1 B(t) =a} 

donde {B(t)}1e11 es el Movimiento Browniano en el espacio de Wiener. Entonces 

P{T.<co}=l 

Demostración 

P{T. :5 t} 2P{B(t)~a} 

2 J.~ { '"'} ,/27r1 a exp -;t dx 

_ 2 J.~ exp {- [..:...] 
2 ~} dz 

,/27r1 a ,/i 2 

-- exp -- dy 2 J~ { y'} 
,/fi .,. 2 

De donde, 

P{T. < oo} 11~~ P {T. :5 t) 
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2 ¡= { y'} lim ~ exp --
2 

dy 
t-00 v2 1(' CI 

"" 
2 ¡~ { y'} -- cxp -- dy 

,,,l2ii o 2 

Se afirma que: 

2 f { y'} -- exp -- dy = 1 
.jfi o 2 

2 1= { y'} -- exp -- dy=l V2íf o 2 -
[~]' [/.=cxp{-~}f =l -

2 
[[' exp{-~} dx] [f exp{-~} dy] = 1 -.. 

(2) f ¡~ { x'+y'} ; 
0 

. 
0 

exp ---
2
- dx dy = 1 -

(;) t f0

rexp{-~} drdO=l -
(;) J.' J.~rexp{-u) dudO=l -

(;) t dO=l 

Por lo tanto, 

P{T.<oo}=I 

o 

Proposición 3.3.2 Sea (fl,l, P) es espacio de Wiener y sea {B(t)}1ell!+ el Movimiento 

Browniano en éste y T. el tiempo de entrada en a del Movimiento Browniano. Entonces 

E{T,) <'.: oo 

Demostración De Probabilidad Elemental se sabe que para una variable aleatoria 

Y ~ O se cumple que 

E{Y} = fº P{Y >y} d11 
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Por lo que, 

E{T,) !."' P{T, > t) dt 

!."' (1-P{T, $ t)) dt 

f (1- vh J;, exp{-~} dy) dt 

Se analizará f0"' (l. -# J;, exp { - ~} dy) dt. Con anterioridad se demostró que 

-- exp -- · dy = 1 2 J."' { y'} vz;;t o 2 

Por otr.o lado se sabe que: 

Por lo que, 

P{T, $ t)+P{T. > t) = 1 

k /.'° exp{-~} dy = P{T. $ t) +P{T, > t) 

~ 

P{T,$t}+P{T,>t) 2 J.* { y'} -- exp -- dy+ vrz;¡: o 2 

2 1'° { y•} .-- exp -- dy 
vrz;¡: * 2 

Se recordará además, que ya se demostró que, 

2 ('° { y'} P {T.::; t} = .jf; }'7; exp -2 dy 

De donde 

2 /.* { y'} P{T. > t) = .jf; 
0 

exp -2 dy 
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Por Id tanto, 

2 ~ s { y
2

} --1 1' exp -- dtdy ./2io o 2 

2 1~ { y2} (ª2) -- exp -- - dy 
,/2i o 2 Y2 

2a2 ¡~ exP{-f} Vfi lo __ Y_
2 
__ dy ;:: 

2·a2 J.' exp {-f} 
,/fi o y2 . dy ;:: 

2a2 f'exp{-H 
./2i J. --y-2 - dy ;:: 

2a
2 

{ l} 1' 1 -- exp -- -dy 
./2i 2 o Y2 

2a
2 

{ l} 1' 1 -- exp -- lim - dy ,/fi 2 m-o m y2 
-- exp -- hm - - 1 2a

2 
{ 1} . ( 1 ) 

,/2i 2 m-o m 

00 

Por tanto, 

o 

Comentario Es decir, con probabilidad 1 el movimiento Browniano even.tualmente 

le pegára a a pero su tiempo medio es infinito. 
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:Variable Máxima 

Definición 3.3.1 Sea (0,l, P) el espacio de Wiener y {B(t)}1eR+ el Movimiento Browniano 

en éste. Entonces defínase M(t) = ma.XQ~,9 B(s) como la variable máxima en el in

tervalo [O, t]. 

Distribución 

Para obtener la distribución basta observar que 

{w E íl [ M(t)(w) 2:: a} = {w E O 1 T.(w) ::5 t} 

Hecho que es cierto de 

{w E O 1M(t)(w)2:: a} C {w E O 1 T,(w) ::5 tl 

por la continuidad del Movimiento Browniano 

y claramente 

{w E íl 1M(t)(w)2:: a}::> {w E !l 1 T,(w) ::5 !} 

Por tanto, 

{w E íl 1 M(t)(w) 2:: a} = {w E !l 1 T,(w) ::5 !} 

De donde, 

P {M(t);::: a} P(T, ::5 t} 

2 P {B(t) 2: a} 

Proposición 3.3.3 Sea (O,l, P) el espacio de Wiener , {B(t)}ieR+ y sea O(t., t,) 

el evento de que el Movimiento Browniano tome el valor O al menos una vez en el 

intervalo (!11 12). Entonces 

2 ~ 
P {O(t11 t,)} = 1 - ; angseny !; 
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Demostración ESTA 
SALIR 

TEStS 
OE LA 

NO DEBE 
B\SUOTECA 

P {O(ti, t2 )} 

¡: P{O(t1,h) 1 B(t1) =x) P{B(t,) =x) 

1 1"" { 2 .J2 t P{O(t.,t2)IB(t1)=x)exp --=-}ax 
71" 1 -oo 2 ti 

~ j"" P {T¡,¡ S t, - ti} exp {-.::._} dx 
V'- 71" "1 -oo 2 t1 

2 j"" /"" { 2 } 2 .J2'i11 J2 ir (t, - tl) -oo }¡,¡ exp -2(t:n_ tl) dm exp {-2"t1} dx 

1 j"" /"" { 2 } 2 
ir v't1 (!, - ti) -oo }¡,¡ exp -2 (t~-¡1) dm exp {-;t1} dx 

,,. ~ 1: 1"" exp {-2 (t~~ ti)} dm exp {-;:1} dx (simetria del integrando) 

Antes de proseguir, se hará la siguiente observación: 

_!(~+=:) 
2 t, - t, tl 

_! (!1m
2 + x2(t2 - ti)) 

2 tl(t2-t1) 

_! (am2 + bx') 
2 ab 

donde 

a =t1 

b=t2-t1 
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2 ¡00 1"" { m' } { x' } exp ---- dm exp -- dx 
"y't¡(t, - 11) -oo z 2(t, - 11) 211 

2 ["" 1"" { 1 (am2 + bx
2
)} 

ir ./O.b 1-oo " exp -2 __ a_b_ dm dx 

; f J.~exp{-~(u2 +v2)} dudv 

; t f r exp {-~ r 2
} dr d8 

2 J.f !."" - r exp{-u} dud8 
" • o 

; [i-k] 

; [i- angsenJffi 

2 ~1 1- - angsen -
" t, 

a 

Corolario 3.3.1 Sea (O,l, P) el espacio de Wiener, {B(t)}1e11+. Entonces para todo 

x E (0, 1) se cumple 

P { No haya ceros en (xt, t) } = ~ angsen../X 

" 
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Capítulo 4 

TIPOS DE MOVIMIENTO 
BROWNIANO 

En este capítulo, se estudiarán cinco de las principales variantes del Movimiento 

Browniano. Estas variantes estudian por un lado, al Movimiento Browniano bajo 

dos situaciones de especial interes para un proceso estocástico: 

i) Cuando el proceso es absorbido en un valor. 

ii) Cuando.al proceso no se le permite ser negativo. 

Por otro lado, se estudia al movimie.nto Browniano bajo una versión geométrica, 

una versión integrada y cuando éste tiene alguna tendencia. 

4.1 Browniano Absorbido en un Valor 

Definición 4.1.l Sea {X(t)) un movimiento Browniano y sea, 

T, = inf{t >O 1 X(t) = x} con x >O. 

Definase Z(t) como: 

Z(t) = { ;(t) sit < T, 
si t <::, T, 

entonces {Z(t),t <::,O} es un proceso estocástico que se comporta como un movi

miénto Browniano que cuando alcanza x se mantiene en ese nivel para siempre. 
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Distribución 

La variable aleatoria Z(t) tiene una distribución que tiene una parte discreta y 

otra continua. La parte discreta se da cuando se calcula la probabilidad del evento 

{w En 1 Z(t)(w) = x} y la parte continua cuando se calcula la probabilidad del evento 

{w En 1 Z(t)(w) :S y} para y< x. 

Parte Discreta 

De la definición de Z(t) se desprende que el evento {w En 1 Z(t)(w) = x} sucede si 

y sólo si sucede el evento {w En 1 T,(w) :S t}. Por tanto, 

P{Z(t)=x} 

Parte Continua 

P{T, :SI} 

2P{X(t)<:'.x} 

k { exp {-:i•} dy 

De manera análoga a la parte discreta se obtendrá un evento equivalente para la 

parte continua. A saber, ac :ifirma que {w En 1 Z(t)(w) :S y} sucede si y sólo si sucede 

{w En 1 X(t)(w) :S y, maxos•S• X(a) < x}. Por tanto, se tiene que: 

P{Z(t) :S y} P { X(t) :S y,~~X(s) < x} 
P{X(t) :s y}-P {x(t) :S y,~~X(s) > x} 
P{X(t) :s y}-P {x(t) :S y 1 ~~X(s) > x} Pfo~ > x} 

Ahora: bien, el hecho de que X(!) :S y dado que el maxo5,5, X(s) > x sucede si y sólo 

el Browniano alcanzó en el momento T. < 1 el nivel x y en el resto del tiempo (t - T,) 

tuvo que disminuir en (x - y). Pero esta disminución, es equivalente en probabilidad 

(por simetría del Browniano) a un incremento de (x -y), es decir, si en T, se alcanzó 

un nivel :e, entonces en 1 se llegaría a un nivel x + (x -y)= 2x - y. Por lo tanto, se 

tiene que: 
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P {x(t) $y 1 max X(s) > x} P { max X(s) > x} 
0.$•:5'.t 0$•.$l 

P {x(t);:: 2x - y 1 max X(s) > x} P { max X(s) > x} 
0.$•9 0.$•9 

P {x(t);:: 2x - y, max X(s) > x} 
DS•:St 

Nótese que si X(t) ;:: 2x - y = x + (x - y), entonces maxos•S' X(s) > x por ser 

y < x. Es decir, el evento {w E fl 1 maxos•S• X(s) > x} C {w E fl 1 X(!) ;:: 2x - y}. 

Por lo que, 

P {x(t) <y, max X(s) > x} 
- OS•St 

P {x(t) > 2x - y, max X(s) > x} 
- 0.$1.$t 

P{X(t);:: 2x-y} 

De donde finalmente se concluye que: 

P{Z(t)$y} P{X(t) $y} -P{X(t);:: 2x-y} 

P {X(t) $ y} - P {X(t) $y - 2x} (por simetría de la normal) 

1 J.' {-u2} -- exp - du ,¡;¡;¡, ,_,, 2t 

Esperanza y. Varianza 

Z(t) se definió como: 

Z(t)={ ;(t) 

. de donde se puede escribir a Z(t) como: 

si t<T, 
si t;:: T, 

Z(t) = X(t) X(t<T,) + x X{l~T,) 

al cual se le aplica el operador esperanza para obtener: 
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E{Z(t)} E {X(t) X{«T.J} +E {x X{1~T.J} 

E {X(t)} E {X•<T.} + x E {x¡1~T.1} 

xP{t ~T,} 

2x P {X(t);::: x} 

Por lo tanto, 

E {Z(t)} = 2x P {X(t) ~ x} 

Ahora se obtendría la varianza, para lo cual, se obtendrá antes E {Z(t)'}: 

E{Z(t)'} E { X(t)' Xl•<T.J + x' X{•~T.J} 

Var{Z(t)} 

E { X(t)'} E {X{•<T.)} + x' E {X¡1~T.J} 

Var{X(t)} P{t<T,}+x'P{t;o:Tr} 

de donde, 

E {Z(t)'}- (E{Z(t)})' 

Var {X(t)} P {t < T,} + x' P {t ~ T,} - x' P {t ~ T,}' 

Var {X(t)} P {t < T,} 

Por lo tanto, 

Var{Z(t)} = Var{X(t)} P{t < T,} 
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4.2 Browniano Reflejado en el Origen 

Definición 4.2.1 Sea {X(t)} un movimiento Brow11iano. Definase Z(t) corno: 

Z(t) =I X(t) 1 con t ~O 

entonces Z(t) es un movimiento Browniano y se le conoce como Browniano reflejado 

en el origen. 

Distribución 

Para y;:: O, 

P{Z(t):5y} P{IX(t)1:5Y} 

P{X(t)::; y}- P {X(t)::; -y} 

P {X(t) :5 y} - {1- P{X(t) :5 y}} 

2P{X(t) ::;y}-1 

{ _
2 ¡• exp {-x2

} dx}-1 
,/21r'i _., 21 

Para y< O se tiene que P {Z{t)::; y}= O. 

Esperanza y Varianza 

Antes de obtener la esperanza y la varianza de Z(t) haremos notar que: 

Fz(I) (y}= 2 Fxc•l (y) -1 para y;:: O 

Por lo tanto, 

fzc1¡ (y)= 2 fxco (y) para: y;:: O 

E{Z(t)) E{IX(t)I} 

2 f y~exp{i/}dy 
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Var{Z(t)} 

~f ~cxp{-;1 [7ir}dy 
~ f Vtw exp{-;

1 w•} dw 

~ fwcxp{~1 w2 }dw 

~J."° exp{-u} du 

~ 
E {Z(t)'} - {E {Z(t)}}2 

E {(I X(t) 1)2
} - {E {I X(t) I}} 2 

E{X(t)2}-~ 
" 

Var {X(t)} - ~ 
" 

21 
t--

" 
1(1-~) .. 

4.3 Browniano Geométrico 

Definición 4.3.1 Sea {X(t)} un movimiento Browniano. Definase Y(t) como: 

Y(t) = exp {X(t)} 

entonces Y(t) es un movimiento Browniano. Y. recibe el ~ombre de movimiento Browniano 

Geométrico. 

Distribución 
Para y~ O, 

P {Y(t) :5 y} P {exp{X(t)} $y} 
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P {X(t) :5 lny} 

1 fin" {-"''} -- exp - dx 
,/2irt -oo 2t 

Para y< O se tiene P{Y(t) :5 y}= O. 

Esperanza y Varianza 

Para obtener la esperanza. y la varianza de Y(t) se utilizará Ja. función generadora de 

momentos de X(t), que sabemos se distribuye normal con media cero y varianza t. Por 

tanto: 

E {exp {s X(t)}) {
ts'} exp 2 

Luego entonces, 

E {Y(t)) E {exp {X(t)}} 

Var {Y(t)) E {Y(t)'} - (E {Y(t)})' 

E {exp {2 X(t))} - exp {t} 

exp{2t} -exp{t} 

4.4 Browniano Integrado 

Definición 4.4.1 Sea {X(t)) un movimiento Browniano. Entonces Z(t) definido 
como 

Z(t) =J.' X(s) ds 

es llamado movimiento Browniano Integrado. 
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Esperanza y Varianza 

E{Z(t)} 

Gov{Z(s),Z(t)} 

E {f.' X(s) ds} 

J.' E {X(s)} ds 

= o 

E {Z(s)Z(t)} 

E {[ X(y) dy J. X(u) du} 
E {[J.' X(y)X(u) dy du} 
[J.' E{X(y)X(u)}dydu 

[J.' Gov {X(y)X(u)} dy du 

1' J.' min(y,u)dydu 

J.' J.' udy du + fo' J." ydy du 

[ {J.' udy + [ ydy} du 

J.' {u(t-u)+~}du 
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4.5 Movimiento Browniano con Deriva 

4.5.1 Motivación 

Retómese el ejemplo de motivación del movimiento Browniano. Como se recordará se 

suponía que se tenia una cierta partícula que se movía sobre la recta real con igual 

probabilidad cada unidad de tiempo (t.t) una unidad de distancia (t.x) a la derecha 

o a la izquierda. y que asi mismo cada uno de estos movimientos era independiente 

de cualquier otro. Mantengase la misma pregunta de aquél entonces formulada: ¿ 

Cuál es la posición de la partícula al tiempo t ?. Pero ahora, no se supondrá que es 

equiprobable ir hacia la derecha o hacia la izquierda, a saber , supondremos que se 

tiene una probabilidad p de ir hacia la derecha y una probabilidad de 1 - p de ir hacia 

la izquierda. 

Para responder a esta pregunta se definirá la variable aleatoria l'j como: 

Y·-{+l ,- -1 
si el j-ésimo paso de longitud l>x fue a la derecha 
en otro caso 

De esta variable aleatoria Y; se sabe que: 

De donde: 

P{Y; =+l} P 

P{Y;=-1} 1-p 

Y; es independiente de V. para toda k # j 

E{Y;} 

Var {Y;} 

2p-l 

1- (2p- l)' 

Si se define X(t) como la posición de la partícula al tiempo t entonces 

[ii] 
X(t) =l>x ¿:x; 

j=l 
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de donde X(t) es una variable aleatoria (es suma de variables aleatorias ) para la 

cual se cumple: 

E{X(t)} 
{ 

[iT] } 
E Ax~X; 

Ax [~,] (2p- l) 

y que además 

Var{X(t)} 

{
[ir]} 

(Ax)2Var ~ 

[ir] 
(Ax)'¿; Var{X;} 

;~1 

(Ax)' U,] (l -(2p- 1)2
) 

De manera totalmente análoga a la motivación dada del Movimiento Browniano 

en la sección 2.1, se desarrollará de una manera no formal, la forma que asume X(t) 

al acelerar el proceso (At -+ O), suponiendo que Ax es una función de .ó.t, es decir, 

.ó.x=g(At). 

En el ejemplo de motivación se llegó a escoger g(At) = cv'Ki bajo el criterio de que 

X(t) adoptase en el limite una distribución de probabilidad, a saber, el de una normal 

con media cero y varianza c2 t, utilizando el Teorema del Limite Central. 

Ahora, en el caso de un Browniano con Deriva no nos apartareffios de este criterio 

manteni~ndo así que en el limite X(t) se distribuya como una variable aleatoria normal. 
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Sin embargo, ahora los parámetros deberán reflejar que el movimiento esta probabilis

ticamente "cargado" hacia un lado. Esta noción de que el movimientQ esta.~cargado" 

hacia un lado, se traducirá geométricamente a que oscile alrededor de una cierta curva, 

curva para la cual adaptaremos una forma lineal µt dondeµ es una constante positiva. 

Esta. condición geométrica se traduce a pedir que en el limite E {X(t)} = µt para 

t;::: o. 
Por otro. lado se. desea que la varianza se mantenga igual (c2, t). Entonces para. 

encontrar a la función g se harán las siguientes observaciones~ 

se había obtenido que: 

E{X(t)} e,,, [ih] (2p-l) 1 ~· !•• 

Var{X(t)} (Ax)' ¡~·ti (1-(2p- l)') 

'Nótese que se puede reescribir a la Varianza de la siguicnte'm.a'.nCi'i: !, p
1·'•Í ..•.• ¡;,,¡, ~ 

Var {X(t)} (Ax)'[~,] (1-(2p-1)') 

(Ax)' [~i]- (óx)' [~t] (2p-1)' 

(Ax)' (_!_]- (Ax (f,] 1(2p - 1))' 
Al (1"] 

Observese que si en particular p =~.debe seguirse cumpliendo que Var{X(t)}-+ 

e' t. Pero si p = ! la. Var {X(t)} se reduciría a. (Ax)' [f,] independientemente de 

cual sea la expresión de .tl.x, que ~mo se recordará es la varianza del movimiento 

Browniano sin Deriva, para. el que se tomó Ax = e$!. Por tanto, se esta obligado a 

tomar óx =e$!. De donde se deduce que para que E {X(t)} -+ µ t cuando ól-+ O 

se debe cumplirse entonces que 2p - 1 = µ $1. 
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De esta manera se ha llegado a que la posición de la partícula al tiempo t nos 

lleva a seleccionar nuevamente ti. x = c ./Al. De tal manera que en el limite X(t) ~ 

N(µt,c 2 t). 

4.5.2 Definición 

En esta subsección se darán dos definiciones del Movinúento Browniano con Deriva. 
Una de ellas completamente análoga a la definició 2.2.:i y otra en términos del Movi· 

miento Browniano Estandar. 

Delinici~n 4.5.1 Un proceso estocástico {D(t)}reR+ definido en (O, t, P) es un Mo

vimiento Browniano con deriva que comienza en O si cUmple con lú siguientes condi

ciones: 

i) P{D(O) =O}= l. 

ii) { D( t)}1eR+ tiene incrementos estacionarios e independientes. 

iii) Para cada t >O, D(t) ~ N(µ t,c2t) con c >O 1J µE R. 

Definición 4.5.2 Un proceso estocástico {µ(!}] 1eR+ definido en (O, e, P) como µ(t) = 
B(t) + µ t do.nde B(t) es un Movimiento Browniano Estándar, µ E R y t ~O. 

!.'.· 
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Capítulo 5 

Aplicaciones del Movimiento 
Browniano 

En el presente capítulo se exponen cuatro aplicaciones del Mo_vimiento Browniano. 

Las dos primeras de estas aplicaciones se sustentan en la Propiedad de. Invarianza 

del Movimiento Browniano y consisten en el cálculo de la distribución límite del 

tiempo de espera del n-ésimo cliente para empezar a ser atendido . en un Modelo 

G-G-1 de Teoría de Colas1 y en el cálculo de la distribución limite de la Estadística 

de Kolmogorov - Smirnov. Las otras dos aplicaciones que se enuncian se encuentran 

en el terreno de las finanzas y emanan por el supuesto de considerar que la tasa de 

crecimiento de los precios se comporta, en términos de dislribuci6~ ·de pr~babilidad·, 
como una variable aleatoria. log~ormal. 

5.1 El Modelo G-G-1 

5.1.1 Descripción del Modelo G-G~l 

Este Modelo supone que las llegadas ocurren de acuerdo a un proceso de renova· 

ción, que los tiempos' de servicio de atencióñ a clielltes .Sucesivos son: indepenClie"ntes 

e idé1.1ti~mente distribuidos y que se cuenta con un sólo supcrv!sor. Se adopta la 

s.iguient~ no~~ión para la de~cripción del mecariis~?: 

i) D'n+i : Tiempo entre la llegada del n-ésimo y el n + 1-ésimo. 

1el cual ae deacribirá en la primera sección del presente capítulo , 
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ii) t. : Tiempo en el que el n-ésimo cliente llega y se define como: 

n 

tn= Lu; 
j=I 

iii) v(t) : La función de renovación de conteo y se define como: 

v(t)=LX<••SIJ 
•=• 

iv) 'l"n : Tiempo de atención del n-ésimo cliente. 

v) w. : El tiempo de espera del n-ésimo cliente para empezar a ser atendido. 

vi) a : Tasa de llegada. 

vii) b : Tasa de Atención. 

viii) p : Intensidad de Tráfico, que se define como: 

a 
p= ¡; 

Se hacen los siguientes supuestos: 

i) {u.JneN son independientes e idénticamente distribuidos, con distribudón común 

A(x) y E {u1} ·= ! < oo. 

ii) {'1"n}neNu{o} son independientes e idénticamente distribuidos, con distribución 

común B(x) y E{'l"o} = ! <·oo. 

5.1.2 Aplicación del Movimiento Browniano 

La aplic~ción del Movimiento Browniano al modelo G-G:1 radica en la obtención de la 

distribución límite de w •. Para tal efecto, se hará ver que Wn se distribuye como una 

función de sumas parciales de X; que e8 continua casi seguramente sobre la trayectoria 

del Browniano para concluir, por el Teorema de Invarianza, que esta función converge 

en distribución a la función compuesta con el Browniano Estándar. 
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Para hacer ver que Wn se distribuye como una función de sumas parci8.les de Xi s~ 

hace primero notar la siguiente relación de recurrencia: 

donde: 

Definase para n ;::: O 

donde claramente de los supuestos del modelo se cumple que: {Xn+i.ln~D es uO.a sucesión 

de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidaÍ; que tiene media 

G) (ª;b) 
G) (p-1) 

Con esta definición, se puede escribir la. relación de recurrencia como: 

Proposición 5.t'.l Sea Wn el tiempo de espera del n~és.imo cliente para empezar a ser 

atendido en el modelo G-G-1. Entonces 

n 

~ ys; 
j=I 

donde: 

n 

s.= ¿x; 
i=l 
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Demostración 

La Demostración se hará por inducción: 

Para n = 1 se cumple trivialmente. 

Supóngase cierto para n. 

( { 

n+I n+I })+ 
max Xn+1,Xn+1+Xn1···1¡:X¡,¡:X¡ . 

•=2 •=1 

{ 

n+I n+I } 
max O,Xn+hXn+t +Xn, ... ,~X¡,~X¡ 

Ahora se demostrará que: 

"'• ma~ { o,x.,x. + x._,, ... ' t,x;, ~ x,} 

!!, max{o.x,,x,+x ..... ,fx,,tx.} 
i=l i=l 

max {O, s,, S., ... , s._,, S.} 

n 

vs; 
j=I 
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Proposición 5.1.2 Para el tiempo de espera Wn del modelo G-G-1 se cumplen las 

siguientes afirmaciones: 

iJ Si p = 1 y Var {Xi)= u< oo, entonces para x >O se cumple que 

P{u~sx}..., P{maxo~1~ 1 B(t) $ x} 

iiJ Si p < 1, entonces w~ = Vj.,, S; y además se cumple que: 

P{Wn$x}->P{W~$x} 

. iii} Si. p > !, entonces 

Wn p-1 
-;- -+ µ = -.- c.s. 

Demostración 

i): 

El hecho de que p = 1 => µ = O, por tanto, Sn es la suma de variables aleatorias 

independientes e idénticamente distribuidos con media cero y varianza finita., lo {iue 

hace aplicable el Teorema de Invarianza. 

En primer lugar, de la proposición anterior se tiene que: 

P{~ $ x} = P{Vj.,S;S x} 
u..¡ri u..¡ri 

Sea x<nl(t) = ~· Entonces, 

P { max xCnl(t) < x} 
099 -

P { max B(t) < :r} (Por el Teorema de·Invarianza) · 
oscs1 -

donde 

B( t) es un Movimiento Browniano Estándar 
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ii): 

Por hipótesis p < l :> µ < O. Por la Ley Fuerte de los Grandes Números se cumple 
que: 

Por tanto, 

De donde, 

iii): 

s. Lf=iX; 
~ = n -+ µ < O c.s 

00 

Sn-+ -00 c.s. => W00 =,Es;< 00 

j=l 

P{W.::;:i:} P{Yis;sx} 
-4 p{2 S; $ :i:} 

P{Woo $ :i:} 

Por hipótesis p > l :> µ > O. Por la Ley Fuerte de los Grandes Números se cumple 
que: 

Por tanto, 

Sn.-+ oo c.s. 

De donde w. -4 00 c.s. cuando n -4 00 (W. ~ s.). Luego entonces, existe V = 
sup{n EN 1 W0 =O} tal que P {v < oo} =l. De donde para k !! l se debe.cumplir 
que: 

i} W,+• > O para k ~ l 

ii} W,+• = S,H - S,. 

Luego entonces 

l
. w. 
1m

n-oo n 
lim W.+• 
•-oov+k 
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l. (s.+< s. ) 1m -----
•-;~ v+k v+k 

µ 

D 

5.2 Estadística de Kolmogorov Smirnov 

5.2.1 Descripción de la Estadística de Kolmogorov-Smirnov 

Supóngase que se tiene una muestra aleatoria de tamaiio n y se desea pro~.ar 1~ ~ipóte~is 

simple H, de que la muestra proviene de una función de distribución F(x) versus la 

hipótesis alternativa que afirma que JI, es falsa. La idea para realizar esta prueba de ' 

hipótesis es buscar un estadístico que en algún sentido se asemeje de manera significa

tiva a la función de distribución verdadera a medida que la muestra aumente de tamaño. 

Seguramente, bajo esta idea, el estadístico que se propondría en primera instancia sería 

precisamente la distribución empírica. de la muestra. que, como se recordará, tiene la 

notable J?ropicdad de converjer de manera uniforme a la distribución verdadera con

forme la muestra aumenta de tamaño. Asumiendo la distribución ~mpírica come_> el 

estadístico que se adoptará para la prueba, el criterio que se tomarápara la prueba de 

hipótesis será el grado de discrepancia entre la distribución empírica y la distribución 

que se asume en H0 , de tal manera que si esta discrepancia es significativamente grande 

se rechaza H0 y si no es asi se acepta . 

. La discrepancia entre la función de distribución empírica y la distribución asumida 

bajo H, se puede medir de muy diferentes maneras. Una de las más populares es la de 

medirla como: 

3UPzER 1 Fn(x) - F(x) 1 

valor al que se le denota. como Dn y que se le conoce como la estadística de 

Kolmogorov-Smirnov. 

5.2.2 · Aplicación del Movimiento Browniano 

La Estadística de Kolmogorov~Smirnov es una estadística que presenta propiedades 

interesantes que involucran la aplicación del Movimiento Browniano. A continuación 
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se expondrán estas propiedades, para las que por cierto, se tomará no precisamente la 

Estadística de Kolmogorov Smirnov, sino una transformación biycctiva de la misma a 

saber ,/ñ Dn, que claramente no altera. la prueba de hipótesis. 

Antes de exponer la primera de estas propiedades se definirá el concepto de intervalo 

de estabilidad que se utilizará en la demostración de la primer proposición. 

Definición 5.2.1 Sea I C lR un intervalo y {Y.J.~ 1 variables aleatorias independi

entes e idénticamente distribuidas. Se dice que I es estable con respecto la distribución 

F(x) si f! {Y E/}= O para Y con distribución F(x) y para todo M ::> I se cumple que 

P{Y¡ E M} >O. 

P~oposición 5.2.1 Sea D~ definida como D~ = ,/ñ sup,.,. 1 F.(x) - F(x) 1 con 

F(x) función de distribución y {Y•h~ 1 variables aleatorias independientes e identica

mente distribuidas. Entonces, D~ tiene la mi8ma distribución para cualquier función 

de distribución F(x) continua. 

Demostración 

Sea B = { I C lR 1 I es intervalo estable } . 

En primer lugar, se hacen dos observaciones importantes: 

i) D~ = ,/ñ SUP•eB• 1 Fn(x) - F(x) l· 
ii) {Yi <x}={F(Y,,) < F(x)} paraxe B'y k?:l. 

Sea U. = F(Y,,) y G.(y) = L.i ••• xu¡<•. Entonces de las observaciones i) y ii) se 

cumple que: 

D~ ,/ñ 8UPzeB• 1 G.(F(x))- F(x) J 

../ñ SUPzeR 1 Gn(F(x))- F(x) 1 

,/ñ sup,e(o,111G.(y)-y1 

../ñ sup,e¡o,1¡ l G.(y) -y 1 c.s. 

Manteniéndose la última igualdad debido a que P { U1 = O} = P {U, = 1} = O. 

Nótese que si x =in/ {k 1 F(k) =y} se tiene que: 
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P{U1 <y} 

Por tanto U1 es uniforme [0,1]. 

Luegoº entonces, 

P {F(Y1) < F(x)) 

p {Yi <x) 

F(x) 

y 

D~ = v'ñ sup,e¡o,t] 1 G.(y) -y 1 .c.s. 

'tiene la misma distribución para todo F(x) continua, ya que, se reduce a considerar 

el caso en que se tengan variables aleatorias uniformes (0,1). 

Considérense pues U1, ••• 1 Un variables aleatorias independientes e idénticamente 

distribuidas uniformes [0,1]. Defínanse las Estadísticas de Orden de la siguiente man

era: uin) como la más pequeña, uJ2
> como la segunda más pequeña y asi sucesivamente. 

Claramente, el máximo de j G.(y)-y 1 debe ocurrir en alguno de los escalones de G.(y), 

que son los puntos u!•l y para los cuales se sabe que: 

_De .do
0

nde, 

D 

El hecho de que el Teorema de Invarianza sea aplicable radica en que u/•l, ... U/¡"l 
se comporta como una suma de variables aleatorias independientes e idénticamente 

distribuidas. Esta afirmación se demuestra en la siguiente proposición. 

Proposición 5.2.2 Sean Wi, ... , Wn, .. , variables aleatorias independientes e identi· 

camente distribuidas con distribución exponencial con parámetro .X = 1 y sea Zn .= 

Ei=1 Wj. Entonces, u!") con k = 1, ... 'n tiene la misma distribución conjunta que 

~con k = l, ... 1 n. 
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Demostrnción 

Primeramente, se obtendrá la distribución conjunta de Z1, ••• Zn para O $ X1 ••• $ 

x •. 
/z1, ... ,Z"+1(x1, · · • 1 Xn+t) 

lim n•+~ P{x;<Z;$x;+.ó.x;i=1, ... ,n} 
.6 z¡-O i=l A. X¡ 

lim nn+~ P{:r¡-:c¡_1<W1Sx¡-x¡_1+Ax¡i=l, ... ,n} 
.6 z,-O í=l A. X¡ 

. l n+t 
hm -n·+i II p {x¡ - ,,,_, < W¡ $X¡ - X¡_¡+ .ó. x¡} 

Az¡-O i=l Ax¡ i=t 

lim IT F(x¡ - x¡_1 + t:. :t¡)- F(x¡ -.x¡_1) 
.6.z¡-D i=l A X¡ 

n+i 
II f(:z¡ - X¡_¡) 
i=I 

exp{-x1} exp{-(x,-x,)} ... exp{-(Xn+i -Xn)} 

exp {-:tn+i} 

De probabilidad elemental, se sabe que Zn+l se distribuye Gamma(n+l, !), es decir, 

Por tanto, 

1 n y" exp{-y} 
fz • .,(y) = r(n +l) y exp{-y} = n! 

si O $ X¡ :;; ..• $ Xn+i 
en otro caso 

De donde utilizando el Teorema de Cambio de Variable, se concluye que: 

J ( ) { 
n! para O $ y¡ $ ... Yn $ 1 

Y11 .... YnlZn+1=z .. t1 !/h.,. tYn1Xn+1 = O en otro caso 
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Por tanto, 

donde 11: = i!i" 

{ 
n! 

fy,,. .. ,y.(y., ... ,y.) = o para. O :5 Y1 S ... Yn :5 1 
en olro caso 

Por otro lado, de resultados básicos sobre Estadísticas de Orden se concluye que: 

¡, ( ) { n! Ili-i /(y;) para O :5 v1 ••• :5 v0 

vfn> .... ,vJn> vi, '· • , Vn = O - en otro caso 

donde /(x) es la distribución de la variable aleatoria V 

y V(k) es la k·ésima estadística. de orden 

Por ta.nto en particular se cumple que: 

De donde, 

para OS Yl .. • :5·Yn, · 
en otro caso 

.jñ k -z max><n 1 Zk - (-)(Zn+i) 1 
n+I - n 

103 



Nótese que debido a que E {Wi} = 1 y que Var {Wt} = 1 se cumple, por la Ley 

Fuerte de los Grandes Números, que z:+i ~· 1 y por otro lado qi.te Z1c - k es una suma 

de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media. cero y 

varianza uno. Sea Sk = Zk - k y x<•>(t) = ~e ignórense el término z:+i y los de 

términos de orden -}n' entonces D; se puede expresar de la forma: 

Claramente •uPos•:9 1X(t)-tX(l)1 es una función continua, en particular sobre la 

trayectoria. del Movimiento Browniano. Por tanto, aplicando el Teorema de lnvarianza 

se concluye que: 

D~ !. SUPoS•SI 1 X(t)- t X(l) 1 

o 

5.3 El Modelo Black-Scholes 

5.3.1 Descripción 

Una opción es un instrumento financiero que brinda el derecho, más no la obligación, de 

comprar o vender una cantidad determinada de un bien (bien subyacente) a un precio 

preestablecido ( precio de ejercicio ) dentro de un periodo determinado y su función 

primordial es la de proteger al dueño de la misma contra fluctuaciones desfavorables 

del precio del bien sobre el que se contrata la. opción. 

Existen fundamentalmente dos clasificaciones de opciones: 

l. Por el tipo de derecho que se ejerce ( compra. o venta ). 

2. Por el momento en que se permite ejercer la. opción. 

Con respecto al primer criterio de clasificación se tienen: 

i) Opciones call ( de compra. ) . 

ii) Opciones put ( de venta). 

Con respecto al segundo criterio de clasificación se tienen: 

i) Opciones tipo europeo ( sólo se pueden ejercer en la fecha. de vencimiento ) 
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ii) Opciones tipo americano ( se pueden ejercer en cualquier momento hasta la fecha 

de vencimiento ). 

Como se mencionaba en la definición las opciones tiene como función primordial la 

de proteger al tenedor de la misma contra fluctuaciones desfavorables del precio del 

bien subyacente. Por ejemplo: si se compra un call europeo se ejercerá éste si el precio 

del bien subyacente esta por arriba del precio del ejercicio ( se compra más barato que 

en el mercado ) y si se compra un put europeo éste se ejerce siempre y cuando el precio 

del bien subyacente esta por abajo del precio del ejercicio ( se vende más caro que en 

el mercado ). 

Para la determinación del precio de una opción existe una relación importante entre 

el precio de un call y el precio de un pul bajo ei supue~to de un mercado eficiente'. 

Esta relación, denominada como de paridad, establece básicamente que a. través de 

la combinación de distintos instrumentos ( opciones, bonos, valores, etc.) se puede 

duplicar el patrón de pago de un cal! en términos de un pul y viceversa. A saber la 

relación de paridad que se establece es: 

e 
p 

V 

s, 
1' 

T 

C-P=S,-KV' 

Precio del Call 

Precio del Pul 

1 

(l+R)' 

donde 

Precio del Bien subyacente al tiempo t , O :5 t :5 T 

T-t 

La fecha de vencimiento 

De esta manera, bajo el supuesto de estar trabajando en un mercado eficiente, 

basta obtener el precio de un tipo de opción (compra/venta) para obtener el otro 

2Mercado Eficiente: aquél en que los precios de los valores reflejan por completo toda la. información 

disponible 
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(venta/compra). Ahora. bien, normalmente los modelos que se utilizan para determinar 

el valor de una opción lo hacen para una opción de tipo caU. 

Entre los modelos de valuación de opciones que existen, el más aceptado en el medio 

financiero ee el modelo de Black-Sholes, el cual modela el logaritmo de la tasa de retorno 

del precio del bien eubyacente como un Movimiento Browniano con Drift. 

5.3.2 Aplicación del Movimiento Browniano 

Supuestos 

El modelo de Black-Scholes que se desarroUará aquí contempla únicamente el caso 

de las opciones europeas y parte de los siguientes cuatro supuestos: 

l. Los mercados de opciones, bonos y acciones operan continuamente y en ausencia 

de costos de transacción, impuestos o controles. 

2. La. Tasa de interés ( libre de riesgo ) es constante a lo largo de la vida de la opción 

opción. (r) 

3. El Instrumento subyacente no paga dividendos. 

4. El precio del bien a. vencimiento de la opción se distribuye lognormal de la sigu

iente manera: 

ln{
8 '+"''} =µ6.t+u..;'Klz . s, 

donde 

S1 Precio del bien al tiempo t 

u• 
µ Media. del logaritmo del retorno por unidad de tiempo (µ = a - 2) 

a Media del retorno por unidad de tiempo 

u Desviación estándar del logaritmo del retorno por unidad de tiempo 

Z Variable Aleatoria Normal Estándar 
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Comentario 

Nótese que ("') se puede escribir como: 

donde 

z, Variable Aleatoria Normal con media cero y varianza u' t 

t:.z, Z1+t.1-Z1 

Por tanto, 

ln{5·;~·} ~N(µt:.1,u't:.1) 

Desarrollo 

De los supuestos del Modelo se demuestra3 que se puede construir un portafolio que 

involucre a la opción y al bien subyacente de tal manera que se pueda reproducir un 

instrumento libre de riesgo, supuesto bajo el cual se cumple que: 

C, =E {CT) e><p {-rT} 

Puesto que Cr = max {O, ST - K} se cumple entonces que, 

C, =E {max{O,ST- K)) exp {-rT} 

E {max {O, Sr - K)} 

donde 

E{max{O,ST- K) \Sr> K} P {Sr> K) + 
E {max{O,Sr - K) \ ST :> K) P {Sr:> K) 

3Ver Option Pricing (Jarrow, Rudd) pag 100 
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Cálculo de P 

Cálculo de Q 

P{ST > K} 

E {max {O, ST - K} 1 ST > K} P {ST > K} 

E {ST - /( 1 ST > J\} P {ST > I<} 

E{ST 1 ST > J(} P{ST > K}-

E {/( 1 ST > K} p { ST > J(} 

E{STIST>K} P-E{J(IST>l(} P 

donde 

P = P{ST > K} 

{ ln{f.}-µT} 
p Z> rr,fi 

p{ Z >-[ln{!~µT]} 

p{ z < ln{~YrµT} 

Sea Q = E {ST i ST > K} P 

("" { "''} d:e JK S, exp µ T + rr,/i"' - 2 ,¡r:¡r 
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Para ~implificar esta última expresión se hará notar lo siguiente: bajo el supuesto 

de neutralidad al riesgo que se esta trabajando se demuestra4 que: 

Por tanto : r = µ + rf. 
Por tanto, se cumple que: 

Q=S,exp{rr} f exp-n-ªf}' J;-;r 

5.4 Un Problema de Bandas 

Existen una gran diversidad de problemas financieros que se pueden representar en 

términos del comportamiento de una cierta variable entre dos o más 'b3.~das a saber, , 

el comportamiento de los tipos de cambio se puede plantear de esta manera. Si para 

estos problemas se supone además que el comportamiento de la variable sigue a un Mo

vimiento Browniano Estándar se pueden obtener resultados interesantes. Por ejemplo, 

considérese el siguiente problema: 

5.4.1 Problema 

Calcular la probabilidad de que un Movimiento Browniano Estandar le 

pegue primero a A que a -B, con A, B >O 

De!ínase F( x) como: 

F(x) = P {X(t) alcance A antes que -B 1 X,= :i:} 

Para calcular esta probabilidad se definirán primeramente: 

T, 

F{.) 

E'{.} 

inf {I <':O 1 X(t) =a} 

medida de probabilidad sobre un Movimiento Browniano que comienza en x 

esperanza de un Movimiento Browniano que comienza en x 

4 Ver Option Pricing (Jarrow1 Rudd) pag 90 
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Además se partirtá el espacio de probabilidad n de la siguiente manera: 

!1 {w E O\ h < TA(w)} U {w E fi \ h?; TA(w)} 

uuv 

donde: 

U {w E fi ! h < TA(w)} 

V {w E O ! h ?; TA(w)} 

De esta manera. se cumple que: 

F(x) P' {TA < T-e} 

P"{TA < T_e,U} +P'{TA < T_e, V} 

P' {h <TA< T-e} + P' {TA< T-e, V} 

E' { Ez {Xh<TA<T-B 1 xh}} + p• {TA < T-e. V) 

E' { Ez {xT.oS,<T-ao•· 1 xh}} + p• {TA < T_e, V) 

E' {Ez, {TA < T_e)) + P' {TA< T_B, V) Por la Propiedad de Markov 

E' {F(Xh)) + p• {TA < T_B, V) 

Ahora nótese que: 

P' {TA < T_B, V) $ P' {V) 

P' {TA$ h) 

2 P' {Xh <!: A} Por el Principio de Reflexión 

2 1"° {-u'} v'2;/i A exp 2h du 

De donde haciendo el cambio de variable u2 = h' :' se cumple que: 
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Por tanto, 

2 ["' {-u'} ../'I7r7i JA exp 2h du 2 ./h J.' r. · 1 , {-A'} -- vhA(--)y-•exp - dy 
,ff1ih o 2 . 2y 

A./hf.' _, {-A'} /21i 
0 

y • exp 2Y dy 

Observese ·que: 

. (-ª) y-i 
hm 2 

,_. ( A') {A'} -~ exp r; 

o 

Por tanto, 

Por lo que, 

P" {TA< T_9, V} :5 ~ [ exp{ ~~'} du 

Akhi 
:5 /21i 
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Puesto que ~es un o(h) se cumple que p• {TA < T_8 , V} es un o(h). De esta 

manera _se puede escribir 

F(x) =E' {F(Xh)} + o(h) 

Ser. Y.= X(h) - X(o) (X(h) = X0 +Y). Por tanto, 

E' {F(X(h))} + o(h) =E {F(Y + x)} + o(h) 

Expandiendo F(Y + x) en series de Taylor alrededor de x se tiene que: 

F(Y + x) = F(x) + F'(x) Y+ F"(x) Y'+! ¡x• (x - !)2 Fl3l(t) dt 
2 2 J. 

Por tanto, 

E' {F(Y + x)} 

donde 

Y= X(h) - X(o) ~ N(O, h) 

F(x) + F'(x) E {Y}+ F"(x) E { ~} +En t• (x - t)' Fl3l(t) dt} 

F(x)+F"<xl [~] +EU["(x-t>2 F<3l(t)dt} 

F(x) + F"(x) [~]+E U ["ex -t)2 Fl3l(t) dt} 

Se puede demostrar que: 

De donde, 
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Por tanto, 

F(x) E {F(Y + x)} + o(h) 

F(x)+F"(x) [ii] +o(h) 

F(x) = F(x) + F"(xÍ [~] + o(h) 

F"(x) [ii] = -o(h) 

F"(x) [.!.] = -o(h) 
21 h 

<:.: .. 

de donde al tomar el límite cuando h-+ O se cumple que 

F"(x) =O 
2 

Integrando esta ecuación se obtiene 'que~ '· í ~ "·· .:.· · '·· > :!,. 

F'(x),: G, con e,· E lR 

F(x) =e, x +e,. col\ e, e !R 
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Ahora se obtendrán 0 1 y G, de las condiciones de frontera: 

i) F(A)=l. 

ii) F(-B)=O. 

Por tanto, se cumple el siguiente sistema de ecuaciones: 

G1 A+C, 

O -C1B+C2 

l-G1A=G1B 

ª• 
De donde finalmente se tiene que: 

F(z) 

1 
A+8 

B 
A+8 

., 8 
A+B+A+B 
z+B 
A+B 
z-(-8) 
A-(-8) 
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De manera similar, si se a.sume un comportamiento de un Movimiento Browniano 

con derh;a con parámetro ¡t se llega a que: 

Observación 

F(x)= exp{2¡tB}-exp{-2¡tx} 
exp {2 ¡• B) - exp {-2 µA) 

Dada la expresión anteriormente obtenida, se pued~ calcular la probabilidad del 

evento de que el Movimiento Browniano con deriva D(t) con parámetroµ sea mayor o 

igual que A > O. Para tal efecto, defínanse: 

Entonces, 

Por tanto, 

G {w E 11 / D(t)(w);:: A,D(O) =O} 

Hs {w E 11 / TA(w) < T_s(w),D(O) =O} 

G = LJ Hs y que Hs e Hs+, para<> O 
B>O 

.P{G) P{U ns} 
B>O 

lim P{Hs} 
s-~ 

r [ exp {2 µ B} -1 ] 
B~ exp{2µ B}- exp {-2µ A} 

exp{2µA} 

5.4.2 · Una Aplicación 

Sopóngase que se tiene la opción de comp;ar, en un Üe~po e~ eÍ fut~~o, .una unidad 

de un cierto bien a un cierto precio fijo A, independientemen_te 4e1 valor que tenga en 

el mercado. El precio actual de la unidad del bien.se asum'irá:de.cero y supóngase que 
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éste se comporta como de acuerdo a un Movimiento Browniano con deriva -d(d >O). 

La pregunta es: ¿ En qué momento se debería hacer uso de este derecho de manera 

que se oDtenga el máximo de ganancia esperada ? 

Solución 

Si el poseedor de la opción ejerce su derecho cuando el precio del percado es x su 

ganancia esperada (E.) es: 

P.(x-A) 

donde 

P. es la probabil)dad de que el proce•o alcance el precio x 

De la observación anterior se cumple que: P. = exp {-2 d x ). 

Por tanto, 

E.= exp {-2d'x} (x-A) 

Resolviendo el problema de optimización: 

i) Dedvando e igualando a cero: 

~E. 
d:t 

exp{-2dz}+(:t-A) exp{-2dz} (-2d) 

exp{-2dz} (l+(z-A)(-2d)) 

Por tanto 

d 
dz•E.=0 -(1'+ (z' -A)(-2d)) =O 

ii) Utilizando el criterio de la segunda derivada: 

~:.·=-2dexp{-2dz} (.z+2-A) 
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Puesto que -2 d exp {-2 d x} < O para toda x ?: O se cumple entonces que: 

x+2-A>O 

x> A-2 

Claramente x• = A + ~ > A - 2,por lo que en x• se alcanza el máximo valor 

esperado de ganancia. 

Nótese que x• = A + -tJ > A lo cual es natural de esperarse, ya que, se busca 

comprar lo más barato posible con respecto al mercado. 

117 



.,·,, 

1; ,.· 

. 118 



Apéndice 

Definición 5.4.1 Variable Aleatoria 

Sea (n, t) un espacio medible. Se dice que una funci'on X: n-+ !R es una variable 

aleatoria si 

x-1(E) = {w E n 1 X(w) E E} E e 

para E E B(!R) 

-donde B(!R) es la u-álgebra generada de Borel en ~. es decir, X es una función 

medible de (n, l) a (!R, B(!R)). 

Definición 5.4.2 Vector Aleatorio 

Sea (fl,l, P) un espacio de prababilidad. Se dice que una función X : n -+ !Rn es 

un vector aleatorio si 

x-'(E) = {w E f! 1 X(w) E E} Et 

pam E E B(!R") 

donde B(!R") es la u-álgebra de Borel de !R". 

Definición 5.4.3 Distribución de Probabilidad 

Dada una variable aleatoria X en (!l, t, P) se define una medida sobre B(!R) como: 

Px(E) = P { x-1(E)} para E E B(!R) 

Px es una medida de probabilidad y se le conoce como medida inducida por X. 

Así mismo, dado un vector aleatorio X se define una medida sobre B(!R") como: 

Px(E) = P { x-1 (E)} para E E B(!R") 

siendo Px conocida como la distribución de probabilidad del vector aleatorio X. 
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Definición 5.4.4 Dada una variable aleatoria X en (fl, l, P) y su distribución de pro

babilidad l'x ( ·) se define la función de distribución de una variable aleatoria X como 

Fx(x) Px((-oo,x]) 

Px({wefllX(w):5x}) conxelR 

De igual manera para un vector aleatorio X = (Xi. .. ., Xn) definido en (!l, el/, P) 

con d!8tribución de probabilidad Pg(·) se define la/unción de distribución conjunta del 

vector aleatorio X como 

F(x¡, ... ,.r.) = Pg ({w E fl j X;(w) :5 x; j E l,n}) con .r; E lR 

Definición 5.4.5 Se dice que una medida inducida de una variable aleatoria X es 

absolutamente continua si existe f x : ~ -+ a? no negativa tal que, 

Fx(x) = l: fx(x) dx 

A esta función f x se le conoce como la función de densidad de X. 

De manera análoga se define la función de densidad de un vector aleatorio X como 

aquella función f Jt : lR" -+ lR tal que 

f.. ¡·· FJt(x¡, ... ,x.) = ... fx(u 11 .. .,u.)du .... du1 
-oo -oo 

Definición 5.4.6 Sean X, Y dos variables aleatorias en (fl,l, P) tales que tienen /un· 

ción de 1ensidad conjunta f(.r, y), la función de densidad de probabilidad condicional 

de X, dado que Y= y esta definida para toda y tal que fy(y) >O por 

f(x 1 y)= f(.:;y) 
fy(y) 
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Principio de Invarianza '··" .. 

Definición 5.4.7 Sea D la clase de todas las funciones X(t) con O ::; t ::; 1 y tal 

que lim,710 X(t) exista para todo t0 E (O, l) y que tanto lim1_ 0+ X(t) = X(O) como 

lim1-1-X(t) = X(l). Defínase p(X(·),Y(·)) sobre D como: 

sup \ X(t) - Y(t) \ 
O~t~l 

Definición 5.4.8 Para H(X(·)) definida sobre D, sea G el conjunto de todas las fun

ciones X(-) en D tales que H es discontinua en X(·) en la métrica p. Si existe un 

conjunto G 1 E B([O, l]), la C1-dlgebra de Borel en .el interu_alo .[0, 1] tal que G C G y 

que para un Movimiento Browniano estdndar {X(t)}, P {X(·) E G1} =O entonces se 

denominará a H como B continua casi seguramente. 

.._,,. 
Proposición 5.4.1 Principio de Invarianza 

Sea H definida sobre D tal que es B continua casi seguramente, Considerese 

cualquier proceso del tipo 

donde Sn es la suma de la primeras n variables aleatorias {Y¡} 1~1 las cuales. son 

independientes e idénticamente distribuidas con media cero y varianza u 2 . Asúmase 

que H(X(nl(·}) son variables aleatorias. Entonces 

H(X<"l(·)) .!. H(X(-)) 

donde {X(t)} es un Movimiento Browniano Estándar. 
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Teorema de Kolmogorov 

Proposici6n 5.4.2 Sea {Fl,, .... 1.(x1,. • .,x.)} con t; E T C ~ y t1 < ... < tn una 

familia de funcionf3 de distribución finito dimensionales que satisfacen la condicón de 

consistertcia siguiente 

;~~ F,1, ... ,r .. (x1, ... ,xn) = F,1, ... ,cl, ... ,r 11 (x1, .. . ,:i10 ... ,xn) 

donde 

el simbo/o : indica que la coordenada f3 omitida 

Entonces, existe un espacio de probabilidad (O, l, Pi y un proceso 

estocástico {X(t)},eT tal que 

P {w E O j X(t1) :5 x,, .. .,X(tn) :5 xn} = F1,, ... ,1.(x1,. • .,x.) 
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