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Introduccién

Con este trabajo se busca dar una presentacién del importante tema del Movimiento
Browniano, que logre ser a la vez rigurosa desde el punto de vista matemdtico y lo més
accesible posible, de tal manera que éste pueda ser leido no sélo por especialistas
en el drea sino por un amplio sector de personas interesadas tales como estudiantes
de los afios finales de las carrera de Matemdticas, Fisica y Actuaria, asi como por
economistas e ingenieros, haciendo hincapié en que es necesaria una sdlida base de
andlisis matemdtico para su lectura.

En el primer capitulo, se exponen las herramientas de probabilidad que se utilizardn
a lo largo de toda la tesis. Estas herramientas comprenden el concepto de esperanza
condicional y algunas de sus propiedades mds importantes, el concepto de probabilidad
condicional y el Teorema IT — A del cual se enuncian otras versiones y se demuestra
la equivalencia con respecto a una de estas versiones, versién que se utilizard en la
presente tesis,

En el segundo capitulo se desarrollan los conceptos fundamentales del Movimiento
Browniano asi como algunas de sus propiedades elementales. Para tal efecto, se
comienza dando una pequefia motivacién. Después se da una primera definicién del
Movimiento Browniano y se demuestran cuatro propiedades importantes inmediatas
de la definicién dada, para inmediatamente después dar otras definiciones y sefalar
su relacién. En la parte media y final del segundo capitulo se desarrollan dos impor-
tantes propiedades del Movimiento Browniano: la Propiedad de Markov, de la cual se
derivan a'lgunas de sus consecuencias, y [a Propiedad Fuerte de Markov, que relaciona
al Movimiento Browniano con el concepto de tiempos de paro.

En el tercer capitulo se desarrollan mds propiedades del Movimiento Browniano. La
primera de estas propiedades, conocida como el Principio de Reflexién, se demuestra
como una consecuencia de la Propiedad Fuerte de Markov. En segunda instancia, se
presenta el Movimiento Browniano restringido al intervalo de tiempo [0,1] y bajo la
condicién de que alcance el mismo valor en los extremos. Este Movimiento Browniano
restringido se conoce con €l nombre de Puente Browniano. Por dltimo, se demuestran
algunas de las propiedades de tiempos de entrada y las Leyes de ArcoSeno.

En el cuarto capitulo se dan cinco variantes del Movimiento Browniano, incluyendo
en éstas el caso en que el Movimiento Browniano tenga ya una tendencia.

Finalmente en el quinto capitulo se desarrollan cuatro aplicaciones, de las cuales



dos emanan de la Propiedad de Invarianza del Movimiento Browniano y otros dos de
suponer que la tasa de cambio del precio de un cierto articulo se éonipoﬂé como un
Movimiento Browniano. »




Notacién

En la presente tesis se adoptard la siguiente notacién:

1 siweB
X =0 siwepe

R : representa al conjunto de los nimeros reale's.
R¥ . representa a el conjunto de los reales extendidos.
B(R) : representa a el conjunto de los Boreleanos en .
4 representa convergencia en distribucién.
N : representa al conjunto de los niimeros naturales,
Q

representa al conjunto de mimeros racionales,



Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1 Esperanza Condicional -

Definicién 1.1.1 Sea (,¢,P) un espacio de probabilidad. Sea A € £ y B € L. En-
tonces la probabitidad condicional de A, dado B, se define como:

P{An B}

P{4|B}=~prp

siempre y cuando P {B} > 0.

Una vez que se ha dado la definicidn de probabilidad condicional, se pueden hacer
algunas observaciones importantes:

- Para B € ¢ tal que P {B} > 0 se cumple que P{- | B} = % es una medida de
probabilidad sobre (2, ), de tal manera que (Q,¢, P { | B}) es un espacio de probabi-
lidad.

- §i X ¢z una variable aleatoria en (2,4, £) y E {X} existe cntonces X es integrable
con respecto a P {-| 8}.

Definicién 1.1.2 Sea X una variable aleatoria definida en (0,¢,P)} tal que E{X}
eziste y B € € tal que P{B} > 0. Entonces se define la esperanza condicional de X
dado B como:

anp 18

y la denotamos como E {X | B).



Proposicién 1.1.1 Sea X una variable aleatoria en (Q,€,P) tal que E{X} eziste y
sea B € ¢ tal que P {B} > 0. Enlonces,

Bix| 5y = 2
Demostracién:
E{X|B} = /nXdP{-_|B}

/ XdP{.|B}+/XdP{-|B} ;
11¥. ] B

Nétese que si H € 2\ B = H N B =0, por tanto, se tiene que:
P{H|B}=0

de donde,
/ XdP{|B}=0
(Y:]

De esta manera se tiene:

E{X|B}

/ XdP{| B}
B

o XdP )
“FET

- Jo X xsdP {}
T M3 BRI

_ E{Xxs}
- P{B}

Corolario 1.1.1 Si en particular se toma X = x4 con A € F se obtiene que,

P{A| B} =E{x4| B}



Una vez que hemos definido la Esperanza de una variable aleatoria condicionando
a un evento, es natural preguntarse por la Esperanza de una variable aleatoria condi-
cionando a una o-dlgebra. Para tal efecto, se considerard en primer lugar la o-dlgebra
generada por B € ¢, es decir, se considerard a la o--dlgebra U = {B, B, 2, #}. Definase

entonces la signiente funcidn:

s { £12 1222

Esta funcién es U medible y por tanto, £ medible, es decir, es una varjable aleatoria

en (Q,¢,P).

Observacién:

E{X|B}P{B}+E{X|B?}P{B°}

/E{XlU}dP
13

E{X xs8}+ E{X x5}

/andP+/Xx5‘dP
o 1]

it
S~

=
bl

]

c

a
A
h]

It
x
=1

1
&
=2
2



Generalizacién;

Consideremos ahora U como la o-dlgebra generada por Bl,..;,B,. € ¢ con
BinB; = B para toda i # j, UL, Bi = Qy P{B:} > 0 para toda i € T,n. En-
tonces, en una analogia con la definicidn anterior, se define la Esperanza Condicional
de una variable aleatoria X en (Q,¢, P) dada la o-algebra generada por las B; con

i€ T,n como:
E{X|U)(w) = E{X| B} siw € B;

De igual manera a el caso de n = 1 se puede demostrar que £ {X | U} es una funcién

£ medible, es decir, que es una variable aleatoria en (9,4, P).

Observaciones:
iP{B;}E’{Xl B} = Z":E{Xla;}
= /XdP
a
/E{xw}dp = iP{B.-}E{XIB.'}
[} b

i=1

"

/Xd’P
[+

Por tanto, se tiene que:

/E{XlU}dP:/XdP

0 n

Nétese que si la variable aleatoria X es U medible entonces,
E{X|U}= X a.e(Py)

donde Py es la medida inducida de P en la subo-algebra U.



De una manera todavia mis general, sea {B, | n 2 1} una particién numerable de
Q con P{B,} > 0 paran > 1, y U la o-dlgebra generads por las B,. Sea X una

variable aleatoria con esperanza. finita. Entonces la expresién : .

E(X|U}=§:E{X|Bn}la..

i=t

define la esperanza condicional de X dado U. Como antes, E {X | U} es una vari-
able aleatoria que toma un conjunto numerable de valores {E {X | Bn},n > 1} y que

cumple con:

/nE{xw}dP;/nx.xé

En muchas aplicaciones pricticas se necesita el concepto de esperanza condicional
de una variable aleatoria X, dada la o-4lgebra generada por una variable aleatoria
Y, o més generalmente, por una coleccidn fija de variables aleatorias {Y) | A € A}.
Para este propdsito es necesario extender la definicién de esperanza condicional de una
variable aleatoria a el caso en que se condicione con una o-3lgebra cualquiera. Para
poder extender el concepto de esperanza condicional dada una g-adlgebra cualquiera, se
necesita de un importante resultado de Teoria de la Medida conecido como el Teorema
de Radon-Nikodym, el cual es enunciado después de dar un par de definiciones.

Definicién 1.1.3 Sea (X, M) un espacio medible y sea p una medida definida en este
espacio. Entonces, se dird que pu es una medida o-finita si eziste una sucesién {A,}
de conjuntos en M con la propiedad de que X =,y An ¥ que #(A,) < 00 para todo
neN.,

Definicién 1.1.4 Sea (X, M) un espacio medible y sean v y u dos medidas con signo
definidas’ sobre este espacio. Entonces, se dice que v es absolutamente continua con
respecto a p, y lo denotamos como v << p, si y solo si para cada £ € M tal que
#(E) = 0 se cumple que y(E) =0.

11



Teorema 1.1.1 Radon-Nikoedym

Sea (X, M)} en ? dible y p una medida con signo o-finita sobre este ecspacio.

P

Entonces, para cada medida v en (X, M) tal que v <~ p eziste [ integrable { [ :
X — 8 ) tal que V(E) = [y fdp para E € M. Ademds, la funcidn f es tinica, en
el sentido de que cualguier otra funcidn g : X — RY que tenga esta propiedad cumple

que f(z) = g(z) a.e. ()

Comentario del Teorema de Radon-Nikodym
El teorema de Radon-Nikodym para el caso de medidas positivas, nes da el reciproco
de la proposicién que a continuacién se enuncia, con el supuesto adicional de que y sea

o-finita.

Proposicién 1.1.2
Sea (X, M) un espacio medible y sea i una medida en este espacio. +Sea f : X — R

integrable no negativa. Definase v(A) como:

v(A) = / Jdu paratodo A€ D
A

Entonces, v es una medida positiva en (X, M) y ademds v << p.

Habiéndose enunciado el Teorema de Radon-Nikodym se extendera el concepto de
esperanza condicional de la siguiente manera.

Sea (0,¢,P) un espacio de probabilidad y sea D C ¢ una o-dlgebra. Sea Pp la
medida inducida de P sobre D, es decir, Pp(A) = P(A) para A € D. Sea X una
variable aleatoria definida en (@, ¢, P) tal que E {X} existe. Entonces para cada A € D

definase:

:Qx(A)'= /.4 XdP = A XI4dP

" Es claro que Qx(A) es una medida con signo finita sobre D tal que @x(A) =0~
para cada A € D que cumpla que Pp(A) = 0, es decir, Qx << Pp y por tanto, en
vista del teorema de Radon-Nikodym existe una funcién D-medible definida sobre ,

la cual denotaremos como E {X | D}, que cumple con la relacién:

12



Qx(A)

/ xdp
A

/Az:{xw}dpp

]

paratoda A€ D.

Definicién 1.1.5 La funcidn D medible asi definida E {X | D} es llamada la Espe-
ranza Condicional de la variable aleatoria X dada la odlgebra D. Aqui, E {X { D} esta

definida de manera tnica excepto para conjuntos D medibles de Pp medida cero.

Nétese que hasta el momento se han trabajado la probabilidad ’y esperanza condi-
cional dado un evento bajo el supuesto de que éste tiene una probabilidad positiva. Sin
embargo, si nos quedasemos con esta definicién se restringuiria el espacio de eventos
en una gran proporcién. Por tanto, se buscard definir la probabilidad y esperanza
condicional de tal manera que se pueda condicionar sobre cualquier evento. Para 'tal
efecto, sea X una variable aleatoria tal que,

X :(R,4,P) — (R, B(R)
Definanse sobre (R, B(R)) las siguientes medidas para B€ B(R)y A€ &

Qa(B)
P(B)

P{An X-Y(B))
P{x 8}

n

i}

Claramente, Qa(B) << P(B).
Por el Teorema de Radon-Nikodym se sabe que existe |l:(:) Borel medible tal que,

OA(B) = /8 ¥(z) P(dz) para B B(R)

Esta funcién es umca en el sentido de que cualquier otra ¥’ que sahsfaga la igualdad

anterior cumple que p =9’ (cs8.) -

13



Definicién 1.1.6 Sea X : (2,4, P) — (R, B(R)) une variable aleatoria. Entonces la
probabilidad condicional P {A| X =z} con A € £ es definida como una funcidn Borel

medible que satisface la igualdad :

P{ANX-\(B)} =[BP(A|x=z} P(dz) para todo B € B(R)

donde

P(B)=P{Xx~(B)}

. .
Observaciones:

1 f’(:) : (R, B(R)) — R recibe el nombre de probabilidad inducida de la variable

aleatoria X. .

2. La definicién dada de P {A | X =z} esta en términos de una medida (#) sobre
(®, B(R)). Sin embargo, en algunas ocasiones es necesario trabajar con la probabilidad
condicional como una variable aleatoria en (2, £, P). Para tal efécto, nétese que por el

Teorema de Cambio de Variable en la Integral de Lebesgue se cumple que,

/ (=) Bdz) = / Yo XdP para B B(R)
Js X-1(5)

donde
¥(z)=P{A]| X.=1)
Por tanto, lo més natural seria definir P {A | X} comﬁ YolX. ‘
Definicién 1.1.7 Sea X : (2, ¢, P) — (R, B(R)) tna variable aleatoria. E;ltonces la

probabilidad condicional de A € £ dado X se define como culaquier variable aleatoria
en {1, o(X)-medible tal que,

P{ANX-Y(B)} = /x vy PUAI X} 4P para odo B & B®)

14



Para definir el concepto de esperanza condicional cousidercnse a X y Y dos variables
aleatorias en (R2,¢, P) y definanse las siguientes dos medidas sobre (R, B(R)):

a(B) /x ¥ 9P

P{X-Y(B)}

P(B)

para B € B(R)
Astimase E {| Y |} < oo (= Q(B) |< ). B
Claramente Q(B) <~ P(B) ‘paratodo B € B(R) . Por tanto, por el Teorema de
Radon-Nikodym, existe una funcién ¢(x) Borel medible tal que,
a(B) = / #(z) P(dz) para todo B ¢ B(R)
-]
De esta manera se da la siguiente definicidn:

Definicién 1.1.8 Sean X y Y dos variables aleatorios en (0,8,P) tal que
E{|Y |} < oo. Entonces, s definc Ia esperanza condicional de'Y, dade X =
(E{Y|X ==z} ), como cualquier funcién Borel medible que satisface la siguiente

igualdad:
/E(y|x=z} dﬁ(z');/ Y(w) dP {w}
5 x-18)

con B € B(R)

De manera andloga 2 la probabilidad condicional, la esperanza condicional puede
ser definida como variable aleatoria de (2,¢, P) compomendosele con X o de manera

mds directa se da la siguiente definicién:

Definicién 1.1.9 Sean X yY dos variables aleatorias en (Q,¢, P) tal que E{| Y |} <
o0. Entonces, se define la esperanza condicional de Y dado X ( E{Y | X = x} ), como

cualquier funcidn o(X)-medible que satisface la siguiente igualdad:

15



/AE{Y|x) dP=]AYdP
con A € o(X)

Propiedades Elementales

Proposicién 1.1.8 Sea X unc variable aleatoria definida sobre (@, ¢, P) tal que E {X}
eziste y sea D C £ una a'-a'lycbra.
(a) Sea X D medible. Entonces E {X | D} = X (Pp) c.s.
(b) Sea X = c(P) c.s., donde c se una constante. Entonces E {X | D} = c(Pg)c,s
(c) Sea X 2 0(P)c.s.. Entonces E{X | D} > 0(Pp)c.s.
(d) Sea Y otra variable aleatoria en (02, F, P) tal que E{Y} eziste. Sean a,be R.

Entonces,
F1aX 4 bY | D} = aE {X | D} + bE{Y | D} (Pp)ec.s.
() Si X S Y entonces E{X | D} < E{Y | D}

Demostracién:
La demostracién es inmediata si se observa que todo se reduce a probar la propxedad
correspondiente para cada E € D. Por ejemplo: ‘

X20=>/XdP20 vaeD
A
/E{xlD}de=fde20 VAED
A A : )
y esto implica que: : SR

E{X|D}20

16



Proposicién 1.1.4 Teorema de Convergencia Monétona Condicional

Sea {X,} una sucesidn no decreciente de variables aleatorias no negativas en (8, ¢, P)
tales que convergen casi seguramente en 2 @ una varigble aleatoria X. Suponga que
E {X} existe. Entonces,

o
IN

lim E{X, | D}
Nn=00

It

E{X|D}

Demostracién

Ante todo, por el inciso (€} se tiene que:
E{Xa| D} SE{Xui1 | D} S E{X | D}
Por tanto, para cada w € {1 se tiene:

lim E{X, | D} (w) = ¥(uw) £ (X | D)

Como E {X, | D} son D-medibles, el limite puntual Y(w) es también D-medible.
Ademds por el Teorema de Convergencia Mondtona se tiene que para cada A € D

/E(X,.lD}dPn - /Y.m;
A A

y .
/X,.dP — /xap .
A A

Ademis,
[(E(X,.]D}:_/;X.;d}’ VAeD
Por tanto,
/YdPD=/XdP YAe D
A A
Por lo que,

Y = E{X | D} (Pp)ec.s.
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Proposicién 1.1.5 Sean X y Y dos variables aleatorias tales que E {XY)} y E{X}

ezisten. Supongamos que X es D-medible. Entonces,
E{XY |D}=XE{Y | D)} (Pp)cs.

Demostracién
Se demostrard en primera instancia para funciones indicadoras. Sea X = xr, donde
F € D. Entonces para todo A € D se tiene:

[ xsvaes
A

YdPp
AnF

/ E{Y |'D}dPp
AnF

[ Bt | DY do

/A xrE{Y | D} dPp

Dado que cualquier funcidn simple D-medible se puede escribir comoe una com-
binacién lineal finita de funciones indicadoras de conjuntos D-medibles y siendo la
esperanza un operador lineal entonces la prcposiciéh también se cumple para funciones
simples,

Ahora supongase que X > 0, Y > 0 c.s. Entonces existe una sucesién {X,} no
decreciente de funciones simples D-medibles tal que 0 < X, T X (P) c.s. Ahora, si
formamos la sucesion {X,Y'} es evidente que 0 < X,¥' T XY cs. (P), de donde
utilizando el teorema de convergencia mondtona se concluye que: ‘

E{XY | D}

lim E{X.Y | D}

lim X.E{Y| D}

XE{Y|D}

Finalmente para demostrar que es valido para X y Y v.a. cualesquiera se realiza
la siguiente igualdad: X = X* — X~y Y* — Y~ y se se utiliza la linealidad de la

esperanza condicional. o



Corolario 1.1.2 Sean Dy,D, dos subo-dlgebras de € tales Dy € Dy, Sean X y Y
variables aleatorias tales que E {XY} y E {Y} ezisten y X es Dz-medible. Entonces,

E{XY | Di} = E{|XE{Y | D3}]| D1} es. (Pp)

Demostracién
Sean Pp, y Pp, las restricciones de P en D, y D;, respectivamente. Entonces para
Ae D,

[ EQXE (¥ 102011 Di}apo, [ XEW 1D} ar,
A , A .

/E{XY | D;} dP,
A

/ XYap
A

[y 1Dyary
A

Nétese que E {XY | D} es D;-medible y por tanto Dy-medible. . [n}

Corolario 1.1.3 Sea Dy C D; C £ dos subo-dlgebras. Si E{Y'} eziste, entonces

E{Y [ D1}

E{B{Y [ D1} | D4}
E{E{Y | Dz} | D\} C.8. (PD’)

Demostracién
De la observacién del corolario 1 se sabe que E{XY | D1} es Dy y Dy medible y

por tanto se tiene que:

E{E{XY |Di} | D;} = B{XY|Di}

E(XE{Y | Do}l | D1} c.s.

il

Ahora simplemente tomese X = 1 c.s. para obtener el resultado.



Lema 1.1.1 Sea (,£, P) un espacio de probabilidad y sean F\, G C € a-dlgebras tales -
que ' C.G y E{X |G} es F-medible, Entonces, se cumple que:

E{X|F}=E{X |G}

Demostracién

E{X|F} = E{E{X|G}|F}

E{X|G}

u]

Proposicién 1.1.6 Sea D C £ una o-dlgebra 'y sea X una variable aleatoria tal que
E {X} eziste y o(X) y D son independientes. Ent s

/4

E{X | D} = E{X) (Pp)e.s.

Demostracién
Dado que D y ¢(X) son independientes, las variables aleatorias x4 y X son inde-

pendientes para cada A € D. Por tanto se tiene que:

_/ XdP
A

A xaXdP
B {xaX}

E {xa} E{X}

P(A)E{X}

/AE{X}dP

: ./E(XID}JPD
A

de tal manera que E {X | D} = E {X} c.s.
Observacién

De esta proposicion se sigue que, si X y Y son variables aleatorias independientes,
E{X|Y}=E{X}cs.
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La Desigualdad de Jensen

Otra importante propiedad de Esperanza Condicienal es la desigualdad de Jensen.
Para poder demostrar la desigualdad de Jensen se hard uso de la siguiente lema.

Lema

Sea g una funcién definida sobre ® que es continua y convexa. Entonces,
9(z)—g(y) 2 Nz - y) paraz, y € R, z <y
donde, para y € R fija:

Ky) = limh(z)

Az) = y(:: ::(y)

Demostracién
Puesto que g(z) es una funcién convexa y continua se sabe que para 0 <a< Iy

)y € 32 se cumpie:
glaz+(1-a)y) Saglz)+(1 ~a)gly)

Hagase 2 = az 4 (1 - a) y. En este caso tenemos:

a = 2°¥
-y

l-a = x-z
z-y

Por tanto,

-y
-y

g(z) < . g(z) + :—:;y(y)
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2 —-

= o= yg(z

_ i=y . —z+y-y ,

= y.l\"‘) T—y 9(y)

= 220 - T gt + Tty
-y -y
-y

= Ty {9(z) — 9(v)} + 9(v)

De donde,

o) = gl) S T= {s(=) = glo)}

o sea,

9(2) = glu) , 9(z) = 9(0)
z-y ~ z-y

De este hecho se desprende que para y fija, (z) cumple con:
h(z) Sh(z)siz <z
Es decir, h(z) es una funcién no decreciente que, adem4s esta acotada_supetiorméiite,

por lo cual converge cuando z 1 y al supremo de {h(:) | z < y}. Denominemos l—a.fe‘s.te

supremo-k(y). Para este supremo se cumple que:

gl(z) —gly)
ky) = =Ty

que es equivalente a
(z - y)k(y) < 9(=) — g(v)
por ser (z —y) < 0. a

Proposicién 1.1.7" Sea (Q,€, P) un espacio de probabilidad tal que E {X} existe. Sea
g una funcid b sobre R tal que E {g(X)} eziste. Sea D = £ una

o-dlgebra. Entonces

g(E{X | D))< E{g(X)|D} cs.
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Demostracién

Aplicando el lema anterior reemplazando a x por X y a y por E{X | D} se tiene:
9(X) - g(E{X | D} 2 k(E{X | D))(X - E{X | D}) cs.
Dado que g es una funcién continua y k es el supremo de funciones D-medibles se

sabe que g(E {X | D}) y k(E{X | D}) son funciones D-medibles. Se sigue entonces
que:

E{g(X}| D} -g(E{X | D})

E{ls(X) - g(E{x| D})]| D}
E{k(E{X|D})(X - E{X | D})| D}
k(E{X|D}) E{(X - E{X | D})| D}
0 cs.

0 v

Corolario 1.1.4 Si g es conveza y E {X} y E {g(X)} existen, entonces

9(E{X}) < E{g(X)}

Demostracién

Témese D = {§, 1}. Entonces para todo A que se encuentre en los boreleanos en
R se cumple que:

P{X-(4)n D) { P{X-YA)n®} siD=9

P{X(A)nN} siD=Q
{ I 20)) s D=0

P{X-{A)} siD=9

{ P{X-{A)} P{§) siD=0
P{X-(A)} P{N} siD=0Q

Es decir, X y D son independientes y por tanto, se cumple que E {X | D} =
E{X} cs.yque E{g(X)|D} = E{g(X)} cs. de donde se concluye de inmediato
utilizando la desigualdad de Jensen. [a]
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Corolario 1.1.5 Sea p > 1, y supdngase que E {(| X |)’} < oo. Entonces,
[B{X| D} < E{IXP|D} cs.

Demostracién

Simplemente témese g(z) = |z|” =]

1.2 Probabilidad Condicional

Sea (Q,£, P) un espacio de probabilidad, y sea D C € una subo-dlgebra. Sea A € £
Entonces, la funcién indicadora x4 es una funcién simple £-medible y por tanto E {x4}

esta bien definida.

Definicién 1.2.1 La probabilidad condicional P {A | D} de un evento A € ¢, dado D,
esta defirido por

P{A| D} =E{xa|D}

Observacién
Para cada C € D se cumple que:

/P{A!D}dPD=/x,1dP=P(AnC)
c c .

Nétese que P(A | D) es una funcién D-medible que esta determinada de manera
Unica excepto por conjuntos de medida cero. Ademads es relativamente sencillo verificar
que se cumple:

a) SP{A|D}<lecs.yque P{Q|D} =1 ¢cs.

b) Si A, Az,... son conjuntos disjuntos en ¢, entonces

P { D Anl D} =\i P{An| D} es.(%)

n=l n=1

Debe enfatizarse que la ién (*) se satisface tdn sélo casi seguramente y que

consecuentemente la probabilidad condicional P {A | D} (w) no se le puede considerar
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como una medida de A dado w € € fijo. Uno podria suponer que excepto para
un conjunto A de medida cero, P {A | D}{w) seria una medida para w € R\ N,
Sin embargo, este no es el caso en general por la siguiente razén. Sea N (A, As,...)
el conjunto de fos puntos muestrales w € Q tales que (*) no se cumple para estos

Ay, Az, .... Entonces, el conjunto A se puede expresar como
N =] N4y, 4,,..)

donde la unién es tomada sobre todos los Ay, As,... en £. Esta unién es de hecho
no numerable por lo que, la medida de probabilidad de A puede no ser cero.

Sin embargo, serfa muy co: iente que la probabilidad condicional P {-| D} (w)

fuese una medida para cada w € §2, ya que, el clculo de E {X | D} podria expresarse
como,

E(X[D}:/X(w)P{dw]D} cs.
n
De esta manera se introduce la siguiente definicidn.
Definicién 1.2.2 Una funcién P definida sobre Q % £ es llamada la funcién de pro-

babilidad condicional regular, dado D, si satisface las siguientes condiciones:

(i) Para cadaw fija, la funcion de conjuntos P {w,} definida sobre £ es tna medida
de probabilidad sobre &. : o .
(i) Para cada A € & fijo, la funcidn P {-, A} es una funcién D-medible sobre Q
(iii) Para cada A € £ y C € D se mantienc la relacidn: o

/ B {w, A} dPp(w) = PAANC)
c

Comentario

Nétese que de la observacidn y definicidon dada con anterioridad es claro que no
siempre existe Ja probabilidad condicional regular. ! -

Distribucidn de Probabilidad Condicional

Sea (Q,C,P) un espacio de probabilidad y sea I} C £ una o-dlgebra. “Sea X una

variable aleatoria definida sobre Q.
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Definicién 1.2.8 Una funcién Py definida sobre Ox B se dice que es una distribucidn
condicional regular de X, dado D, si satisface las siguientes condiciones:

(i) Para cada w € Q! fijo, la funcién Px {w,-} definida sobre B

€s una mgdidn de probabilidad,

(ii) Para cada Be B fijo, la funcidn Px {-,B} es luna Juncidn sobre @ D-medible.
(iii) Para cada B € B y A € D, se mantiene la relacion

/A Px {w,X"Y(B)} dPp(w) =P {4 nk"(a)}

Observacién:

En particular, si la funcién regular de probabilidad condicional P, dado D existe,
se tiene que:

Py {w,B} =P {w,X"(B)} cas.

Definicién 1.2.4 Con la mi tacidn de la definicion anterior, hagase

Fx {z | D} = Fx {z| D} (W) = Px(w,(~00,2]) c.s. conz€R

La funcidn Fx definida asi sobre ® x Q es llamada la funcidn de distribucidn condi-
cional de X, dado D.

Observacién
Una funcién Fy definida sobre ® x @ es una funcién de distribucié dicional de

X, dado D, si satisface las siguientes condiciones:
(i) Para cada w € 2 fijo, la funcién Fx {- | D} es una funcién de distribucién en R.

(ii) Para cada = € R fijo, la funcién Fx {z [ D} (°) es una funcién D-medible sobre
Q.
(iii) Para cada z € R y A € D, la relacién

/A Fx {2 | D} (W) dPp () = P {AN X~(~s0, ]}

se mantiene,
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1.3 Teorema Il - A.

Definicién 1,3.1 Sea Q un conjunto distinto del vacio y sea A uné‘famih‘a de subcon-
juntos de Q. Enlonces, se dice que A es un Il sistema si es cerrada bajo intersecciones

[finitas y contiene a Q. Es decir, si cumple con la condicidn:
CnDeAVvV C,DeA

Definicidén 1.3.2 Sea @ un conjunto distinto del vacio y sea £ una familia de sub-

tos de 1. Ent , deci| que L es un X sislema si satisface las siguientes

propicdades:
i) Qe L.
4)8iC,DeLyCcD = D\CEeL.
iii) SiCa€LyCutC =>CeL.

Teorema 1.3.1 Si P es un Il sistema y § es un X sistema tal que P C G. Entonces,
o(PYC @G

Demostracién

La idea central de la demostracién se fundamenta en d trar la siguiente relacién:

s(P)CL(P)CG
donde:
L (P) es el A sistema generado por P
o (P) es la o-ilgebra generada por P

La primer contencién de derecha a izquierda (L (P) € §) es cierta por hipétesis, ya
que, por definicién L (P) es el A sistema més pequefio que contiene a P y por hipétesis
G es un X sistema que contiene a P, por tanto, G D L£(P). Por tanto, bisicamente la

demostracién se concreta a demostrar que:
L(P)D>o(P)

Para lo cual bastaria demostrar que L (P) es una o-ilgebra, ya que, o (P) es la

o-dlgebra més pequeiia que contiene a P.
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Para demostrar que L (P) es una o-ilgebra basta demostrar que L (P) es cerrada

bajo intersecciones finitas.
Sea Ra={Be€Q|ANB€L(P)}para AcP
Afirmacién
Si A€ P= R, es un ) sistema,
Demostracién

Por demostrar que:

i)Ne R

i) D,C € Ry => D\C € Ra.
iii) 8i'E; C Ejs1conkE; € R4. Entonces ' Lo

U&= )im E.=AeRa

=

Demostracién de cada punto:
i) Q1€ Ry => A € L(P), lo cual es cierto por que A € P.

i) Por hipétesis sabemos que: cel

CnAeL(P)
DnAeL(P)
_(DnA)D(CnA)_

Por tanto, (DN A)\ (CN A) € L (P)

bPerq por otro lado, se tiene que ‘

(DAAN\(CN A

(DnA)n(CnA)*
DNAN(C°UAY)
(DNANCHU(DNANAY)
DnAnce

(D\C)NA
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Por lo qué,

(D\C)nAeL(P)
iii) Puesto que E; € R4 = E; N A € L (P) por lo que se cumple entonces que:

F;=E;nAtAnAeL(P)
Por tanto,

AGRA

Ademés, P € R4 { A € P ). Luego entonces, se tiene que R4 O L(P), es decir,
se tiene que'si B € L (P)=> BN .A € L(P)con A € P. O de otra mancra, esta -

o2 9

exp nos esta dici

que:

sBeL(P)=RgDP
Por tanto,

BnAeL(P)con B,A € L(P)

=]

El teorema que se demostré con anterioridad es uno de los teoremas denominados
de la clase mondtona y es conocido como el Teorema de Dynkin. Estos teoremas se
encuentran dentro de los resultados mis dtiles en Teorfa de la Medida y sirven para
extender ciertas relaciones que son facilmente verificables por una clase especial de
conjuntos o funciones a una clase mayor o mds grande. A continuacién se enunciardn
otras dos versiones del teorema existentes de clases mondtonas, de los cuales gélo se
demostrard el segundo, ya que, sera esta versién, la que se utilizard a menudo durante

la presente tesis,
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Teorema 1.3.2 Sea F, un dlgebra, F la minima o-dlgebra que contiene ¢ Fy yC una

clase mondtona de conjuntos que contiene a Fi. Entonces C D F.

Torpid:

Teorema 1.3.3 Sea N un espacio métrico separable, A un I1 sist yH una

de funciones tales que cumplen con las siguientes condiciones:
1) 8i B € A. Entonces xg € H.
2) 8i f,g € H. Entonces f+gycf €H paratodoc€R.
3)SifacHy0< fuTf. Entonces f € H.

Entonces, H contiene a todo el conjunto de funciones o (A)-medibles.

Demostracién

La idea central consiste en demostrar que § = {B€ @ | xa € H} es un )-sistema
que contiene a A para después aplicar el teorema de Dynkin y concluir que G D o (A),
lo que significaria que todas las funciones indicadoras de c,onju;ltos en o(A)estinen H.
Ahora bien, puesto que toda funcién simple se puede escribir como combinacién lineal
de simples entonces, por (2), toda funcién simple o (.4) medible estd en . Ademds,
como toda funcién no negativa o (A)-medible se puede aproximar por una sucesién no
decreciente de funciones simples entonces, por (3), se concluye que todas las funciones
no negativas o (A)-medibles estin en H. Por iltimo, puesto que toda funcién o (A)-
medible se puede escribir como la diferencia de sit parte positiva y su parte negativa
(ambas resultan o (A)-medibles no negativas) entonces, por (2), s concluye que toda

funcién o (A)-medible esta en H. Se verd que G es un ) sisterna que contiene a A.

Por demostrar que:
i)yReg
ii) SiD,E€Gy DD E. Entonces D\ E € G.
iii) Si B, t B con B, € G. Entonces B€ §.
iv) ACG.
Demostracién de ;uda punto:

i) Puesto que A es un II sistema, se tiene que © € A y por tanto, por (1) se tiene

que xg € H.
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i} Basta notar que si D O E == xp\g = Xp — XE, para después aplicar (2).
ii1) Basta notar que 8i By C B, C Byy1 V n € N. Entonces,
XBn-y S XBa S XBass S X8

Por tanto, lim x5, = xa
n—oo

y como por hipétesis, B € G para toda n € N {xB-n},en €8 una sucesion cre-
ciente de funciones no negativas de M.Por (3) se concluye que xp € H y en

consecuencia B € G. o
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Capl'tulo 2
MOVIMIENTO BROWNIANO

2.1 Motivacién

Supéngase que una cierta particula se mueve sobre la recta real ¥, que es igualmente
probable que en cada unidad de tiempo (At) se mueva una unidad de distancia (Az)
a la derecha o a la izquierda y que cada uno de estos movimientos sea independiente
de cualquier otro. ; Cuil es la posicién de la particula al tiempo ¢ 7

Para responder a esta pregunta definase la variable aleatoria X; como:

X = { +1 si el iésimo paso de longitud Az fue a la derecha

—1 en otro caso

Para esta variable aleatoria X; se sabe por hipdtesis que:

PXi=1)=P{X;=-1}=3

Xi es independienle de X; para i £ 5

De donde:
E{X;} =0
Var {X;} = E{X}}-(E{X:})}
=1

Si se define X(t) como la posicién de la particula al tiempo £. Entonces

[}
X(t)= 4z Y X
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de donde X(t) es claramente una variable aleatoria (es suma de variables aleatorias),

cumpliéndose ademis que:

(2]
B{X(t)} = B{azd X
. & . T
- = AzZE{Xi} .
= ‘0
[
Var{X(#)} := Var{Az in
i=1
(&}

(A2 Y Var (X} :

o ]

Una pregunta natural en este momento, seria que forma tomarfa X (t) si se acelerara

it

el proceso, es decir, si Af — 0 pensando en que Az = y(Ai)’. Posiblemente, la primer
funcién g(x) que se propondria fuese g{z) = z, la identidad, lo cual implicaria que:
E{X(1)}=0—~0 siAt—0
Y que

Var (X(0)} = (at)? [Zti] S0 si At 0

es decir, se tendria un proceso trivial. Por tanto, se tiene que pensar en otra forma
funcional de g{z) distinta a la identidad dt donde, se nos deja en principio ante una
infinidad de posibles elecciones de ésta. Eleccién que se pucde simplificar si se toma
algiin criterio. Por ejemplo, este criterio pudiese ser que en el limite X'(¢) adoptase una
distribucién de probabilidad conocida, es decir, que X(t) convergiese en distribucion a

una distribucién conacida. Bajo este criterio y ante la expresion de X(¢) como suma
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de variables aleatorias independientes e idéntic

te distribuidas, salta a la vista el
Teorema de Limite Central que, como se recordara enuncia lo siguiente:

Teoremp 2.1.1 Sean Xi,...,X,,... una sucesidn de variables aleatorias independi-

entes e idénticamente distribuidas que tienen media y varianza comtn p,0% respecti-
vamente. Enionces

Dig Xi—np

avm

converge en distribucidn a una normal estdndar cuando n — co. Es decir,
ZA-I X‘ np L /u {_1_2,
{ o/n <ap -~ el expy =5 dz

cuando n — oo

Nétese que para el problema particular que nos atafie,

(4
Az 3 X;
i=1
ony[5 ]zféﬁ‘X—[A.]E{X}
& Jisl
JSlEx - 14 B

Az [[4]

donde:

= (a2’ [Att]

8 x - 18] Ex) .
Az f[2]

X

il

2, 7~ N(O,1)
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por el Teorema del Limite Central,
Entonces, si ya se tiene convergencia en distribucién de uno de los factores a una
normal estinda, es 1égico buscar que el otro factor, Az (/[ £], de ser posible converja

" a una constante k que sélo altere los pardmetros de la normal estindar. Es decir, se

buscaria que:

@2 [ 2] =900 [[] -+

cuando At — 0

Por iiltimo, se buscarfa que k involucre al tiempo (t}, involucramiento que puede
ser de un sin fin de maneras y de los cuales se adoptard por simplicidad una lineal.

Adopcidén que a sabiendas de que [K"-] At — t cuando At — 0 nos orilla en cierto

sentido a tomar g(At) = v/At. Decisién que conlleva a que se cumpla

X(t)

fl

{2
Vi

(%]
T X =Y ~ N(0,1)

At] \/'U:(?

y i se quisiera tener una mayoi' libertad en la varianza se podria tomar g(At) = c VAL

At [
con ¢ > 0. Con lo que se tendria:

X()

]

137)
=&

At [m] EL’] X LU N(0,¢%)
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En conclusién, se ha llegado a que la posicién de la particula al tiempo t dadas
su forma de limite de suma de variables aleatorias mdependlentcs ¢ idénticamente
distribuidas asi como el criterio de involucrar de una manera fineal al tiempo en los
parametros de su- distribucién, conlleva a tomar Az = ¢ VAL De tal forma que
X(t) ~ N(0,6t). Cabe seiialar que el desarrollo dado hasta aqui no es més que una
motivacién para la definicién del Movimiento Browniano. . S

2.2 Definicidon

Definicién 2.2.1 Un proceso estocdstico real X = {X; | t € [0, T} definido en (22,4, P)

es una familia X, : @ — R de variables aleatorias, con indices en [0,T}].

Definicién 2.2.2 Dadaw € 2, " la trayectoria dew ” del proceso estocdstico {X |teo,T)}

es la aplicacidn S
t = Xe(w) = w(t)

definida en [0,T] y con valores a R. Se le denota a veces coma w: [0 T] = §R con
w(t) = Xi(w) '

Definicién 2.2.3 Se dice que un proceso estocdstico es continuo si para P-cast toda

w € Q se cumple que la trayectoria de w es continua como funcidn dé [0,T) ‘en'R

Definicién 2.2.4 Sea {B(t)},,, un proceso estocdstico continuo definido en (R, £,P).
Se dice que {B(t)},oq €s un Movimiento Browniano definido en (1 que comienza en o™

siparacada 0 <t <... <ty y A € R" se tiene que:
Pl{wy,. . we) € A} = py s (A) =

/ plt, 31 — x0) plta = i, 22 — 1) « oo Pltn = tnaty Tn — Tn-1) dey ... dey ()
4

donde
thxp{-f‘-} sit>0yzeR
p{tbz)=11 sit=0yz=0"
0 sit=0yz#0

37



Cabe hacer notar que en particular do el Movimiento Browniano comienza en

0 recibe el nombre de Movimiento Browniano Estdndar,

Los Teoremas de Kolmogorov! aseguran que existe un proceso con estas carac-
teristicas y donde € se puede tomar como C{0,T], que es el conjunto de todas las
funciones reales y continuas en [0, T, £ como la o-4lgebra generada por los cilindros
finito dimensionales y P queda determinada por la igualdad (*)

Recuérdese que H € C [0,T] es un cilindro' finito dimensional si existen
t1yeeortn €[0,T] y Ayy..., An € B(R) tales que:

H= {Xg. € Al,.u-!Xt. 6{1..}

En todo lo que sigue se trabajari en este espacio base (2,4, P) y se le llamard
espacio de Wiener.

Hay muchas otras maneras de definir el Movimiento Browniano. Aqui sélo se verin
algunas de ellas como consecuencias de la definicién dada,

A continuacién se fardn algunas propiedades el tales derivadas de la defi-

P

nicién dada. Para tal efecto, se hace notar que F, denotara a la informacién acumulada
del proceso hasta el tiempo s y se calcula como £, = ¢(B(t) | t < s). Cabe seialar que
mas adelante, en la seccidn 2.4 se ahondara un poco mis al respecto.

Propiedades Elementales

Proposicién 2.2.1 Sea {B(t)},50 un Movimiento Browniano Estindar definido en
Q,¢,P).

(1) Propiedad de Markov.
Para 0 < s <t y A€ B(R) se cumple que:

P{w,eAlF.}:[.p(t—a,z—w,)dz

3
o

E{f(w) | F}= /f(z) p(t ~ s,z —w,) dz para toda f : R — R, Borel medible

1Ver Apéndice
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En conclusién, s ha llegado a que la posicién de la particula al tiempo ¢ dadas
su forma de limite de suma de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas asi como el criterio de involucrar de una manera lineal al tiempo en los
pardmetros de su distribucién, conlleva a tomar Az = ¢ VAL De tal forma que
X(t) ~ N(0,c* t). Cabe sefialar que el desarrollo dado hasta aquf no es mas que una

motivacién para la definicién del Movimiento Browniano.

2.2 Definiciéon

Definicién 2.2.1 Un proceso estocdstico real X = {X, | t € [0, T|} definido en (2, ¢, P)
-e8 una familia X, : 0 — R de variables aleatorizs, con indices en [0,T].

Definicién 2.2.2 Dadaw € €, " la trayectoria dew ” del proceso estocdstico {X‘ |t € [0 T}

ot

es la aplicacidn
t - Xi(w) = w(t)

definida en {0,T] y con valores a R. Se le denota a veces como w : 0,7} ->§R cén_
w(t) = X{w)

Definicién 2.2.3 Se dice que un proceso estocdstico es continuo si para P-casi loda

w € Q se cumple que la trayectoria de w es continua como funcidni dé [0;T)ien' R,

Definicién 2.2.4 Sea {B()},5, un proceso estocdstico continuo definido en (Q,¢;P). "
Se dice que {B(1)},ep €3 un Movimiento Browniano definido en @ que comienza en 'z, '

sipara cada 0 <ty < ... <t, y A € R" se liene que:
P ((wln o »“’In) € A} = By entn (A) =

-/Ap(t‘,:h —:t,) p(h bl il, 3 — Z\) e p(t“ —jn_l‘z"v—x,‘_l) d,l o d,,‘ (’)

donde
B R 727‘- xp{ } sit>0yzeR . .
pltz)=41 sit=0yz=0
0 sit=0yzs#0
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Cabe hacer notar que en particular cuando el Movimiento Br fano comi en
Movimiento Browniano Estdndar.

0 recibe el nombre de

Los Teoremas de Kolmogorov' aseguran que existe un proceso con estas carac-
teristicas y donde € se puede tomar como C[0,T, que es el conjunto de todas las
funciones reales y continuas en [0,T], £ como la o-dlgebra generada por los cilindros
finito dimensionales y P queda determinada por la igualdad (*)

Recuérdese que H € C [0,T} es un cilindro finito dimensional si existen
ty.ooitn € (0,T] y Ayy...y As € B(R) tales que:

H= (_X‘I € Al)-'-r_xt- E@n}

En todo lo que sigue se trabajari en este espacio base (Q,¢, P} y se le llamard
eapacio de Wiener.

Hay muchas otras maneras de definir el Movimiento Browniano. Aquf sélo se verdn
algunas de ellas como 1as de la definicién dada.

A conti i6n se fardn algunas propiedades el tales derivadas de la defi-

nicién dada. Para tal efecto, se hace notar que F, denotard a la informacién acumulada
del proceso hasta el tiempo s y se calcula como F, = o(B(t} | ¢ < s). Cabe sefialar que -
mas adelante, en la seccién 2.4 se akondar4 un poco mds al respecto.

Propiedades Elementales

Proposicién 2.2.1 Ses {B(t)),20 un Movimiento Browniano Estdndar definido en
.¢,P).

(1) Propiedad de Markov.
Para0 < s <t y A€ B(R) se cumple que:

P{w.EAIF,}=/Ap(t—a,z—w,)dz

*
(]

E{fw)|F} = /f(:t) plt — 3,2 —w,) dz pera toda f : R — R, Borel medible

'Ver Apéndice
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(2) Para todo s < t, B(t) — B(s) es independiente de F, = o(B(t) | t < s) y
(B(t) — B(s)) tiene distribucién N(0,t — s).
(3) Pura todo 0 < u <3 <, B(t)— B(s) es independiente de B(s) ~ B(u).
(4) Cov {B(s), B)} = min {s,1}.
Demostracién
(1)
En efecto; la familia {w,, € A1,...,0,, € Au} con0 < 51 < ... < 8. <3y A; €

B(R) genera a la o-dlgebra F, y es r-sistema, por lo tanto basta mostrar que se cumple

la igualdad

Plun€ A, € Auy..orwi, € Ar) =/

fonea eA}'/Ap(t'—:J,:J:—w,)da:dP
Wy €14 on EAn

paras <t
Para tal efecto, nétese que:

Plw € Aw, € Ayy...yws, € AR} =

/ p(s1,21) p(sa—s1,22~21) « .. P(Sn = Sn-1, T = Tno1) Pt — Sy T — Z4) dzdX
A1X A2 XoAn
donde
dX =dzy, ... d5y
Definase f : R*+! — R como:
. n )
San vz =TT xa(@) [ ple-sy-2)dy
=1

De donde

: /; e e} ~/;p(t—s,:x:--—z;.»,)dzdP
E{f(wiy, .+ s s}
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/f(wn--~,=n,¢)x’(31,zl) ver P(Sn = 8nm13%n — Tne1 )P(s — 8,7 — 73} dzdX =

/ f J EZNED)

& IR
x LP(‘ = 8,y = 2)dy ps1,%1) . . B(30 = 3n=1,Zn — Zu-1)P(8 — 8, 7 — 7)) dzdX =

/ / [1xaitzi)p(srs1) - -p(sn — 0-1, 2 = Zas)

_,——dl'l
x A/ p(t — 8,y — 2)p(8 — 30,2 — 2,)dydzdX =
R

A.../!:le,qj(z;)p(s.,zl)...p(s,.—-.9,._1,::., —241)

n

x /A/‘p(t — 8,y — z)p(s = 8,2 — TpdydzdX
Es facil demostrar que: '
/lp(t — 8,y — 3) (3 = 8n,& — Tn) dz = p(t — sn,y — &n)
Por tanto,

n

/ / IIXA[(E:)P(-‘I)::I) (5'! = 81y T — xn—l)

)"‘l

/ _/p(t ~ 8,y = Z)p(3 = 30, T — To)dydzdX

. / HXA;(zJ)p(slvzl) (-’n — 8n-1yTn — zn-l)

::l
n

X / Pt — 3,y — z,)dzdX
A
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/ P31, 21)P(32 ~ 81.T2 = 21} .+ . P(Sn — Sn1sTn — Tac1)P(E = Sny T — Tn)dTdX =
A1 %A% An
Pluw € Aw, € Ay,...,w,, € Ay}

(@)

En este caso, nuevamente basta probar la igualdad:
Plw —w, € A,w, € Ayy...,w,, € An} ="
(/ plt —s,::)dz) P {wy, € Apyvvywy, € An}
A

para todo 0 < 3; < ...3, < 8y Ay,...,An € B(R)

Definase f : R"+? = R como:
. n
fans ooy zm 3,0} = [ xa;(25) xaly — 2)

i=1

De donde,

Plw —w, € Aw, € Ayy...\w,, € Ar} =

E {f(“’n yors y“’nmwnw‘} =

fu' .. /;f(Y,z.y)p(sl.:1) oo B(Sn = Sn1yTn — Tn1)
< L

n+2

Xp(s = 8ny & — Ta)p(t — 8,y — z)dydzdX

/ p(sy, 21)dzy .. / (80 — 8n-1y Zn — Tn-1)dZ,
Ay © JAn .

x /w xA(y = x)p(s = 8n, & — zn)p(t — 8,y — z)dydz =
/ P(s1,21)..-p(Sn — Spety Tn — Tn-1)dTa. . . dzy
Ay Xedin

x/p(s —s,.,:—:c..)d:/ p(t~s,y—z)dy =
® Atz
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Plun € Aoy € ) [ lt = 0,2 de)
A

donde:

X = (z1,..01%n)

Nétese que en particular se cumple que:

P {w ~w, € A} =‘/;ptt—s,z)dr

es decir

B(t)— B(s)~ N(0,2~ 3)

(3): Es consecuencia directa de (2) por ser B(s) — B(u) F,-medible.

(4):

Primeramente,
E{B(t)}=0

Sea s < 2.

E{B(s) B(t)}

E {B(s) B(t) - B(s)? + B(s)}
E{B(s){B(t)— B(s})} + E {B(s)*}
E{B(s)} E{B(t)~ B(s)} +s

= 3

It

=]

Gracias a este Teorema podemos entender porque también se dan las siguientes

definiciones del Movimiento Browniano.
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Definicién 2.2.5 Un proceso estocdstico {B(t)}ex+ definido en (Q,¢, P} es un Mo-

vimiento Browniano que ienza en 0 si cumple con las siguientes condici

i) P{B(0) =0} =1.

i) {B(t)}iex+ tiene incrementos estacionarios e independientes.

iti) Para cada t > 0, B(t) ~ N(0,t) .

Definicién 2.2.8 Un proceso estocdstico {B(t)}ex+ se dice que es un movimiento

Browniano si cumple con las siguientes condiciones:

i) Siparato <tj <tz <...<ly cont; ER* yn € N se cumple que:

B(to), B(t) - B(to), B(tz) - B(t1), ., B(ts) — Bta-1)

son independientes

#) Paras >0, t > 0 se cumple que:

P{B(t+3) ~ B(s) € A} =/“/2"'IT_¢ exp{—;——:} dz

iii) Con probabilidad 1, EX B(t) es continua.

Observaciones:

Nétese que en ambas definiciones se pide la condicién comun de que B(t) sea un
proceso estocdstico de incrementos independientes. Asi mismo, la condicién iii y el he-
cho de que sea estacionaria (definicién 2.2.5) es equivalente a la condicién it (deﬁmcmn
2.2.6).

Movimiento Browniano como un Gaussiano

El Movimiento Browniano es un proceso estocdstico continuo que, forma parte de la

familia de los procesos estocdsticos gaussianos, procesos que se definirdn a continuacion,
Definicién 2.2.7 Un proceso estocdstico {X(t)}ien es llamade un proceso estocdstico

Guaussiano si para ty,t3,...,t, con t; > 0 se cumple que X(t1),...,X(ln) tiene una

distribucidn normal multivariada.

43



Observaciones:
i) Una distribucién normal multivariada queda determinada por los valores medio

y las covarianzas.

ii) Sea {B(%)}iex+ un Movimiento Browniano. Entonces para s < ¢ se cumple que:

Cov {B(s), B(t)}

Cov {B(s), B(s)+ B(t) - B(s)}
Cov{B(s), B(s)} + Cov {B(s), B(t) — B(s)}
Var {B(s)} + 0 ( independencia )

= s

Por la observacién anterior también se puede visualizar a un Movimiento Browniano
{B(t)};,¢pe+ como un proceso estocdstico Gaussiano definido en (ﬂ,_l, P) que tiene como

caracteristicas:

[
o

E{B(t)}
Cov{B(s), B(1)}

I

min{s, t}

para 8,t € R*

2.3 Ma4ds Propiedades del Movimiento Browniano

Proposicién 2.3.1 (Relacién de Escala)
Sea {B(t)}eps un Movimiento Brouniano definido en el espacio de Wiener. En-

tonces, para t > 0 se cumple que:

B(st) £ ViB(s) parss fija

* Demostracién
-Sex A€l

I
o~
]

-
3§
[
e
g
©
r—t—
|
X3
BIH
@
—
.
H

P{B(c*s) € A}




= _1_/ex - 1
- V2rs Ja P c/ 2s
= ¢ / { ul d
= = %Aexp 23

= P{B(t) € %A}

= P{cB(t) € A}

En particular si se toma ¢ = / se cumple que:

P {B(st.) eay=p{viB@}

a

Proposicién 2.3.2 Sea (9, £, P) un espacio de probabilidad y {1‘3(1.‘)}“3,H un Movi-
miento Browniano. Entonces, la distribucién condicional de B(s) dado B(t) = b, para
8 < t, es normal con media y varianza dadas por:

k]

E{B(s)| B)=b} = b3

1

Var {B(s) | B(t) = b}

D)

Demostracién

Ante todo se tiene que:

Seme (z18) = fa (}’,;':f,')(g’ s

= Jow () fopy-5ta (b —=)
Fa(y (b)

Ahora se desarrollara la expresién obtenida:

faeysw (x| b) = fauy ) ';Z::;_(Z;) -

2 (b—2z)?
l{l exp{-——z—s - ——z(t —3)}

i
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donde:

N S
= V2 (t—s)s exp{2t}

Nétese que:

___.11__(1)—:!:)2 —z2(t—3)—s(b—2z)?
25 2(t-s) 2s(t~3)

~23t 4 2% 8 — 3 (B ~ 2bz + 2?)
2s(t~3)

~z2 t 4 2bzs — sb?
23 (t~3)
¢ {-—:’—!%'-+2bz %}
= 2s(t-3s)

[
[ Ss(t—a3)
2¢ 2s(t—3s)

B (2) (t—s)
2s(t~s)

)

25(t—3)

t {b2 ¥4}

Tas(t-s)

_ {6}

23(t-—-3)

Conjuntando se tiene que:
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o? (b—zf B t{f#-(b%)’ﬂbr%—#—r’}

T2s 2(t-s) "2t 23(l—9)
' —t {2+ & ot 4 ()" - 8]

- 2s(t—s)

o {z’—‘zbz%+(b§)2}

- 2s(t—3s)
—t{z—b)
759

Por tanto,

I {z—b3)"
fa(-)w(r)(ﬂb)—\/“(,_g). eXP{ 2%(,_3)}

t
a

Luego entonces, la distribucién condicional de B(s) dado B(t) = B es normal con

media y varianza dadas por:

B

E{B(s) | B(t) = B}

o[t

Var {B(s) | B(t) = B}

-9

2.4 Otra Forma de la Propiedad de Markov

La propiedad de Markov, es una de las propiedades del Movimiento Browniano més
importantes y encierra basicamente la idea de que " &i s > 0, entonces B(t -+ s) —
B(s), t 2 0, es un Movimiento Browniano que es independiente de lo que sucedié antes
del tiempo s ". El primer paso para establecerla, serd precisar de manera mds formal
la idea enunciada con anterioridad. Para tal efecto, se definira lo que se entendenderd

por la informacién acumulada hasta un cierto punto en el tiempo de un Movimiento
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Browniano y por el futuro de una cierta variable aleatoria con respecto a un cierto
punto en el tiempo.

En primer lugar se definir la informacién acumulada del Movimiento Browniano
hasta un punto en el tiempo. Para llevarlo a cabo, es necesario recordar que en gran
medida la o-dlgebra generada por una variable aleatoria recoge la informacién de ésta,

de tal manera que, es natural definir como
Fl=0 (B(r)|r<s)

a la informacién del Movimiento Browniano hasta el tiempo 3. Sin embargo, nétese
que i se define de esta manera, la familia {F}'}, .54 no cumple con la propiedad de ser

continua por la derecha. Por tanto, se reemplazard F? por F; definida como:

Fr=(\F¢
>

Nétese que {F;}} curnple con:

n= - n(r)

> > \u>t .

0
AL
u>e

= Ft

Es decir, la familia {F;/},.q+ tiene la propiedad de ser continua por la derecha. La
continuidad por la derecha, esta diciendo que para un punto s en el tiempo, es lo
mismo conocer la informacién acumulada hasta s, puede conocerse con la informacidn ‘
acumulada hasta ¢, para toda ¢ > s.

Por iltimo, se deﬁnir& lo que se entenderd por el futuro de una variable aleatoria

con respecto a un punto en el tiempo.

Definicién 2.4.1 Sea {B(t)},cp+ €l Movimiento Browniano definido en (Q,¢,P). Asi
mismo, dendtese B(t) como B, y B(w) como w, para cada w fija. Entonces, para cada

3 2 0 definase la funcidn de.translacicn 6, : 2 — Q como:
(00 w) (1) = wise

@, es conocida como la transformacidn de translacién del proceso.
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Proposicién 2.4.1 Propiedad de Markov Sea Y una variable aleatoria acotada.
Entonces, para todo = € R se cumple que

E, {YO 0, | F;"} = EB(!) {Y}

donde

E;{} denota que la se toma la esperanza de un Movimiento Browniano que i enz

Demostracién

Se demostrara el resuliado para Y de la forma
¥ = [[nlwlta)) (@)
m=1

con 0<t; <... <ty ¥ fm : R —= R son funciones acotadas y continuas

para después extender el resultado utilizando el Teorema de Clases Monétonas.

Sea0<h<t;,0<s<...<sx Ss+hysea A= {w, €A1...,wi, €A}’
donde A; € B(R)conj=1,...,k

De la definicién del Browniano se tiene que:
E.{Y 00,A} =/'1 dzlP,,(z,::l)..../; dxi Py, _,, (Ek—hIk)/4!I_P:+h--;(2ky!/)‘ﬁ(yy k)
1 a oL,

donde

(v, )= / dys Po-n(t90) i) - / dyk Poyctys (yto3) Fi(9s)

y
_al?

Pfab) =@xt)} exp{-(-”-m—“)}
Por tanto,

E.{Yob,;A)=E {V(Bﬂ-ln k); A} 2
Sea

S ={Beg| E{Y o0, B} = E{w(Bsh); B}}
?La Esp tomada Gni sobre el conj A
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y

p={AlA={w, € Ayy...,w,, €A}, A;€BR)j=1,...,ky 0<s; <...80 <s+h}

Observese que:

i) p es un 7-sistema.

ii)  es un A-sistema

iit) S O p.

Por lo que, por el Teorema 7 — A, se cumple

SDV(P)=F:+A3F:

Luego entonces para todo A € F},

E: (Y 00,; A} = E {(B, s, h); A}

Ahora bien, s f es acotada y continua entonces, por el Teorema de Convergencia

Dominada,

T — fdy Pi(z,y) f(y) es continua

Ahora puesto que,

[ ' :
ew.h =]] _/ dyn Pty (-1, 95) £3(05) / dy1 Py-n(v, 1) fiwn)

j=3
se sigue que p(y, ) es continua, Por tanto,

E {ip(B,,0); A}

lim E {¢(Buss, b); A}
= lmE. (Yo0;A)}
= E.{Y 00,;A} para A€ F}.

Por tanto, .
E{Y 00,;A} = E {p(B.+0,0); A} con A€ F} (%)
Sean: ‘
& = {Y acotadas | E{Y 00,; A} = E {¢(B,+0,0% A}}



p={we|w, € A; con A;abierto paraj € N }

Se busacard demostrar que § D o() = £ utilizando el Teorema de Clases Mondtonas

(TCM).

Por propiedades elementales de Esperanza se cumplen las condiciones ii) y iii) del

TCM. Por tanto, basta demostrar que si
C € p entonces xc € 9.
Sea C € . Por tanto, C = {w € Q|w, € A; para 4; abiettoy j =1,...,7}

luego entonces,

r
xe=]]xa;

j=1
Claramente x¢ es acotada. Por tanto, basta demostrar que:
E {x000,; A} = E {¢(B,,0); A} (+) para A € F}

Para tal efecto, se demostrara que cada x4, es el limite de una sucesién no decre- .-

ciente de funciones continuas y acotadas, es decir, se demostrara que;
x4y = Jim fi(e) (s%%)
donde
0< @) < finle)

f{ son acotadas y continuas parateda ke Ny j=1,...,r

De tal manera que:

Jim T] fi(=)

i=t

Xc

klix?o Gi(z)
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donde

Gu(z) = [] (=)

st

Gi(z) € Gipa(z) VRN
Put.asto que ya se demostré la igualdad (*) para Y de la forma (a) se tiene qtixe:
E.{Gi00,; A} = E {¢(B,,0); A} para A€ F}
Y por el Teorema de Convergencia Mondtona concluir que
B {xc 00.; A} = E {¢(B,,0); A} para A€ F}

Por tanto, sdlo resta demostrar (***).- Para tal efecto, definase
fi(a) = min {1,k d(z, A9}

Nétese que :

i) fu(=) £ finr(2).

i) liMgaco fi(2) = x4,(2).

Demostracién

Seae>0

P.D. existe N € R tal que si k> N = |fu(z) - x4;(z)| < €

Siz € A = d(z, A%) = 0 = fi(z) = 0 para toda k € N y que x4,(z) = 0 de donde

se deduce claramente que:
[filz) = xay(=)] < e
Si z € (A%)° = A; claramente existe N € & tal que N d(z, A) > L. Por tanto,

fi{z)=1paratoda k2 N = |fi(z) —x,‘j(t)l =0<eparatoda k= N
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2.5 Consecuencias de la Propiedad de Markov

Proposicién 2.5.1 Sea Z une variable aleatoria acotada definida en (,¢,P). En-

tonces, para todo z € R se cumple
E{Z|F'}=EAZ|F} (")

Demostracién
La demostracién bdsicamente esta fundamentada en dos hechos:

1) Basta demostrar la proposicién para Z de la forma [I7._, fm (B(tm)) (*). -

donde:

B(ty): 2 — R es una variable aleatoria N(0,¢)

fmiR—oR es una funcion acotada y £-medible

ii) §i Z es de la forma (*) existen X F?-medibley Y'-medible tales que Z = X (¥ 08,).
Estos dos hechos se probaran después de hacer ver como se utilizan en la de-
mostracién. Por tanto, se supondran ciertos por el momento, con lo que se tiene

que la igualdad (**) es vilida para Z de la forma (*). En efecto,

"E{Z|F}} = E.{X(Yod)|F})
= XE. {Yod,|F}}

X Bpy (Y}

Notese que X Ep(;) {Y} = E- {Z | F}'} es F¢-medible. Por tanto, por el lema 1.1.1.,

se cumple que:
EAZ | F})=EAZ|F}}

con lo que quedarfa demostrada la proposicién.

Ahora se demostrardn los dos hechos supuestos.
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Primer Supuesto: Si la igualdad (**) es vélida para toda Z de la forma (*)

entonces es vilida para toda Z variable aleatoria acotada.

Sea A el conjunto de los cilindros finito dimensionales, de tal manera que o(A)=¢

y sea & el conjunto de todas las funciones &-medibles y acotadas que cumplen con (**).
Se demostrard que se cumplen las tres condiciones siguientes:
iySiBe€ A entonces xB €.
ii) §i f,g € S entonces A f+pugeQconp, AER.
iii) Si fo T f, con fn € S y f acotada, entonces f € Q.

Las condiciones ii) y iii) son inmediatas de la propiedad de linealidad de la'esperanza

y del teorema de convergencia mondtona. Por tanto, basta demostrar la condicién i).

Sea B={B, € Ay,..., B, € A} € A.

Por tanto

n
x8=J] xa,
k=1

Por tanto, si se toma fi = xa,, en (*) se tiene que:
xp€eH
de donde:

S D o(A) = £ Por el Teorema de las Clases Monétonas

Segundo Supuesto:

Demostracién

Sea Z(w) = [Ty fin (Bi,(w)). Se verd que existen X Ff-medible y ¥ {-medible
tales que

Zw)=X (Y08, (wwe
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Sea w € Q fija, Por hipétesis se sabe que:
n
Z(w) = [ fu(Binle))
m=1

Escdjase k tal que £ = min {t; | ¢; > s}. Por tanto,

Z(w)

IT fo (B
m=1

k=1 n

= [I s (Ben(@)) I] fin (Bim(w}):
m=1 m:

=k

= A JT fo (Benlw))

m=k

= A H I (E.ﬂc...—:](“’))

m=k

=4 H fm (Wc+[fm-l])

m=k

= A ] fn (8s(tr ~ 5}
m=k : .
m=k

= () o) o

= A (ﬁ fm 00.) Bippes (w)

m=k

= Aﬁfmoo.w(t,,.—s) i ety

= A(Yod,)
donde:

k-1

X=A=]] fu(Binlw)) ¥

m=1
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¥ = I fon (Bromal)

m=k

a

Proposicién 2,5.2 Ley 0 - 1 de Blumenthal Si A € F}. Entonces para todo
z€R, P, {A} vale 06 1.

Demostracién .

Puesto que A € F;} se cumple que x4 es F}-medible, ademds, se cumple que
o (xa) es independiente de Fg por tanto, E{xa | F§} = P: {A} Por tanto, utilizando
el ejercicio anterior se cumple: )

.ES{XA IF:}

E {xa | F3)
P, {A} cs.

Xa

Proi)osicién 2.5.3 Si v =inf {t > 0] B(t) > 0}, entonces Po{r=0}=1.

Demostracién

En primera instancia nétese que se tiene:
weR|Bw) >0} Clwen]|rw) <t}
Por tanto,
Py{r<t}2PR{B >0}

Puesto que By ~ N(0,t), se cumple: .
1
Po {B| > 0} = 5 )
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Luego entonces,

Po{‘r S t}

v
8ol =

De donde,
. 1
Pu{f=0}=l:IgPo{rSt} > 3

Ahora se demostrara que {w € 2 | 7(w) = 0} € F para aplicar la ley de Blumenthal
.y concluir que Po{r =0} = 1.

Afirmacién
{we|r(w)=0}eF
Demostracién

we|rw) =0 = weirw st}

>0

= r]{a.veﬂl1'(¢..v)>t}c

>0
= {we]Bw) <0,0<s<t)
0
= n( n {wGQIEA(u))SO}‘)
150 \0gk<t
Claramente,
{w€ Q| Bilw) <0} e F?
Por tanto,

) wer|Bfw) <0} e F?

0<k<t
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Luego entonces

ﬂ(ﬂ {weﬂlﬂk(w)sor) eFf

130 \o<k<t
De donde finalmente se tiene que,

{we|r(w) =0} € FF

Observacién

Nétese que de manera totalmente andloga, se puede demostrar que

donde
#=inf{t>0]B <0}
Proposicién 2.5.4 Si T, = ff {t‘> 0| B, = 0}, entonces se curﬁple qde:
P,{To=0}=1

Demostracién

Para I.a demogtracién, se utilizard la proposicién anterior. Definase
Ty, =inf{t > 0| B, € B}
donde
B={yeR|—eSy<ee>0)
Obsérvese que por la continuidad de t — By,

{w e Q| Tw) =0} = [} {w e | To,(w) =0}

0
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De donde

Plwe Q| Tw) =0

P{ﬂ{uen ng,(w):O}}

o0

lim P {{w € 0] Tafu) = 0}}
Sin embargo,
P{{w e 2| Tg(w)=10}} =1 ( por la proposicion anterior:) . - : - -

Por tanto,
P{{we|Tw)=0)} =1

2,6 Propiedad Fuerte de Markov

En esta seccidn se establecers otra importante propiedad del Movimiento Browniano:
La Propiedad Fuerte de Markov. Para tal efecto, se definirdn algunos conceptos que

estdn involucrados en esta propiedad.

Definicién 2.8.1 Sea (Q,£, P). Se dice que una familia {£1} 5, de sub-o-digebras de

¢ es una filtracidn en (R, ¢, P) si se cumple
£, C & para todas <t

Definicién 2.8.2 Sea (2,4, P). Se dice que una variable aleatoria S es un tiempo de

paro con respecto ¢ la filtracidn {&i} o 57
{weﬂ.|5(w)5t}E£¢ para t >0

Definicién 2.8.3 Sea (2,4, P) y § un tiempo de paro definido en este eépa}:io; De-

finanse las dos o-dlgebras &5 y €% por:

ts={A€ls |(AN{S<t}) €l parat20}
€ ={Actn|(AN{S<1t)) €l parat >0}
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tomando la filtracidn {€s},, con & = o(B(s) | s £ t). Por cierlo que L5 es conocida

como la o-dlgebra parada de S.

Proposicién 2.6.1 Sea (2,4, P) y S un tiempo de paro definido en este espacio. En-
tonces

(1} és C l;:
(2) S es Ls-medible,

Demostracién
(1)
Sea A €8s =
An{S<tiet y {S<ilet=
Anf{S<tlet=> Act}
(2):

Simplermnente nétese que:

{SSG}H{SSt)={g§:I}} ::Z:: }EE.puratodut?_O

o .

Proposicién 2.8.2 Sea (1, P) ¢l espacio de Wiener, G un conjunto abierto en éste
yT=inf{¢t > 0| B, €G)}. Entonces, T es un tiempo de paro.

Demostracién
Puesto que t — B; es continua se sabe que imagen inversa de un conjunto abierto
es abierto. Por tanto, {w € 2 | T'(w) < ¢} es abierto luego,

wea|Tw<ti= |J (wedl|BweGleFR

<t 9€Q
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Proposicidn 2.6.3 Sea (Q,¢, P) el espacio de Wiener y (T,), g una sucesion de tiem-

pos de paro tales que T,, | T. Enlonces T es un tiempo de paro.

Demostracién

Simplemente nétese que:

wel|Tw<tt=J weR|Tw) <t} eF
neN
a

Proposicién 2.8.4 Sea (,¢, P) el espacio de Wiener y (Tn), o una sucesidn de tiem-

pos de paro tales que T,, T T. Entonces T es un tiempo de paro,

Demostracién

De manera andloga a la proposicién anterior obsérvese que:

we|TwW) st} =N {we | Tw) <t} eF
nEN

a

Proposicién 2.8.5 Sea (2,4, P) el espacio de Wiener, K un conjunto cerrado en éste
yT=inf{t 20| B, € K}. Entonces, T es un tiempo de paro.

Demostracién

La idea de la demostracién serd construir una sucesién monétona {Tn},,cn de tiem-
pos de paro, que converja a T. Para tal efecto, definase G = {J i {{z = L,z + &)} 7
y sea T, = inf {t > 0| B; € G.}. Por tanto, o

Ty & Tpyy paratodan€ N

y puesto que Gy es abierto para toda n € N, T, es un tiempo de paro.

Ademds, T, < T para toda n € N, luego entonces

imT,<T
n—eo
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Por otro lado, definase a = lim—oo Ty,. Puesto que By, € G, para toda n € N se
cumple por la continuidad de t — B(t) que:

Br, — B, e K
cuando n — oo

de donde

T < «

lim Ty
sy

de donde finalmente se tiene

T 1T

. [w]
Finalmente, para establecer la Propiedad Fuerte de Markov se generalizard la defi-

nicién de funcién de transformacién s y la informacién acumulada hasta el tiempo t,
F.

Definicién 2.6.4 Sea (2,4, P) el espacio de Wiener y sea {B(t)},ens un movimiento
Browniano definido en éste. Asi mismo, dendtese B(t) como By y By(w) como wy para

cada w fija. Entonces, para cada s > 0 definase la funcién de translacion 0, : @ —~ Q
como:

@ue={ e wreiice)

donde A cs un punto extra que se anadird a {2.

0, es conocida como la transformacidn de translacidn del proceso.
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Proposicién 2.8.6 Sea (2,4, P) el espacio de Wiener y sca (Tn)nen una sucesidn de
tiempos de paro de! Movimiento Browniano tal que T, | T'. Enlonces,

Fr = n FT,‘
neN
donde
Fr, es la o-dlgebra parada del tiempo de paro T,
Fr es la o-dlgebra parada del tiempo de paro T
Demostracién

De la definicién de g-dlgebra parada y de la hipdtesis de que T, | T se sigue que
Fr, D Fp para todone N.,

Por tanto, B
N Fr. > Fr
ney
Sea A € (,en Fr,. Por lo que
AN{T, <the F conneN o ot

De donde

UAn{Tu<t}eFi

neN

Y utilizando el hecho de que {T' < t} = U, en {Tn < t} se sigue que:

An{T<t}=|JAn(T. <t}eF
neN

.. Por tanto, .
An{T <t} e R
Por lo que,

A€ Fr
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Luego,

v ﬂ Fr, € Fr
neN
Finalmente,
N fr="Fr
neN

Proposicién 2.6.7 Propiedad Fuerte de Markov
Sea (0,2, P) el espacio de Wiener, (s,w) — Y(s,w) acotada y B(R) x £-medible. Si
S es un tiempo de paro, entonces para toda z € R se cumple

E, (Ys ofg I Fs} = EB(,) (Ys} sobre {S < oo}

Demostracién
La idea de la demostracién esta fund tada en d trar el resultado para Ys
de la forma
n
Yo(w) = fu(w) H Jm(w(tn))
m=l
donde‘
0<ti<...tay fo,J1,..., fu funciones acotadas y conti

Para después extender el resultado utilizando el Teorema de Clases Monétonas.
Sea S un tiempo de paro. Se demostrard el resultado primeramente para el caso en

que exista una sucesién (,)}nen tal que ¢, T 0o y que

P{S<oo} =) P {S=tn}
neN



Para este caso definase Z, = Vi, (w)y A € Fs' . Entonces,

E {Ys005AN{S<0}} =Y Ee{Zn00,; AN {S = tn}}
n=1
Puesto que A € Fs = AN {S =1,} € F,. Por tanto, por la propiedad de Markov

se deduce que:

S E 200 A0 (S =ta}) = 3B {Boty {20540 {5 = 1)}

n=1 n=1

E. {Eps){Ys}:AN{S < 0}}

Ahora, en general supéngase que S es un tiempo cualquiera. Lo que se hard serd
definir una sucesién (Sp)aen de variables aleatorias tales que S, | S y aprovechar
después la continuidad del Browniano y de ¢(z,t) = E: {¥:} ( para la forma particular
de Y con la que se esta trabajando )} para probar el resultado. A saber, definase
Sn= ﬂ"'xﬂ““) .

De esta definitién, se desprenden varios resultados:

i) Su= '(l:"gﬂn+1) > (2"5;:1)+1 =8

Resultado del que se deriva que S, sea un tiempo de paro.
{Sa=t}={S<t}eF

ii) Sy — S cuando n — o0,

Resultado que aunado a la continuidad de B(t) y ¢(z,t) se tiene que

B(S,) - B(S)

@(B(5n),Sn) - w(B(S),S)
iii) Puesto que la composicién de funciones continuas es continua, se deduce que:

¥s, 00s, =+ Ys00s
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De i) se dedujé que S, es un tiempo de paro y claramente cae dentro del caso

particular para el que se demostrd ya cierta la propiedad, por tanto se tiene que:
Be {¥s, 005, AN {S < 00}} = Ex {4(B(Sw),Sn)i AN {5 < o0}

Como Y, 0 0s, es acotaday B(R) x £-medible se cumple, por el Teorema de Con-

vergencia Dominada, que:

E.{Ys, 005, AN{S < e0}} = E. {¥s00s; AN {5 < 00}}
¥ como
E {p(B(5.),SaYs AN{S < 00}} — E: {¢(B(5),8); AN{S < o0}}
se cample que:

E:{Ys00s; AN {S < o0}} = E- {p(B(s),5); AN {§ < o0}}

con lo que queda demostrado el resultado, ]
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Capitulo 3

Propiedades del M0v1m1ento
Browniano '-

Loty
(AN

En este tercer capftulo se expondrin propiedades importantes del Movimiento Browniano,
La primera de estas propiedades es el Principio de Reﬂexién,‘el “cual se enuncia como
una consecuencia de la Propiedad Fuerte de Markov enunciada en el capitulo 2. Después
se estudia el proceso estocdstico resultante de restringir al Movimiento Browniano al
intervalo [0, 1] y pedirle que en los extremos alcance el mismo valor, recibiendo este pro-
ceso el nombre de Puente Browniano. Finalmente se desarrollan algunas propiedades
sobre los tiempos de entrada asi como las Leyes de Arco Seno para el Movimiento

Browniano,

3.1 Principio de Reflexién

Proposicién 8.1.1 Principio de Reflexién Sea (22,4, P) el espacio de Wiener, a >
0 yT,=iof {t> 0| B, = a}. Entonces,

P{T.<t}=2F{B:>a}

Demostracién

Definase una variable aleatoria ¥, de la siguiente manera:

_J1 sis<tw(t—s)>a
Yo(w) = { 0 en otro caso
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Por tanto

{
A

La Propiedad Fuerte de Markov implica que:

siTa<ty (fr.w) (t—T)>a

Yr, 00r,(w) = Yz, (0r.(w)) en otro caso

o -

siT, <ty B(t)>a
en otro caso

o -

Eo{Yr, 00z, | Fr,} = E, {Y1.} sobre {T, < t}

Por tanto, para cada A € Fr, se tiene que:

B {YnetnAn{Ta<t)}) = E{tn)
= P {T, <tw(t-—T)>a}
= P{T.< Bz, > Br.}
= P.{Bi1,>Br, |T. <z}P{T.<t)

= 51?0{7.;<t}

Por otro lado

Ey{Yrob,;4n{T. < t}} = R (T.._. <t,B; > a}
Po {Bg > a}

De donde finalmente se concluye que

Pu{T.<t}=2Po{B|ZG}
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3.2 Puente Browniano

Definicién 3.2.1 Sea (,¢, P) el espacio de Wiener y sea {B(t)}eq+ €l Movimiento
Browniano definido sobre éste. Entonces el praceso {2(t)} ¢ definido como Z(2) =

B(t)‘—‘ tlj(l) es conocido como un Puente Browniano.

Propiedades
i)
E{z@t)} = E{Bt)}-E{tB()}:
=0
i)
Cov{2(s), Z(1)}

= Cov{B(s)-sB(1),B(t)-tB(1)}

= Gov{B(s) - sB(1), B(t)} + Cov {B(s) — sB(1),~tB(1)}

= Cov{B(s) —3B(1), B(t)} — Cov {B(s) —sB(1),tB(1)}

= Cov{B(s), B(t)} — s Cov {B(1), B(t)} —t Cov {B(s), B(1)} + st Cov { B(1), B(1)}
= s—~st—at4st A

= s(l-t)

El Puente Browniano juega un papel importante en el estudio de las funciones de
distribucién empirica, las cuales serén definidas & continuacién.

Sean Xi,...,Xn variables aleatorias independientes que se distribuyen con’dis-
tribucién F(z) y sea Ny(s) el nimero de las primeras n variables aleatorias que son

menores o iguales que 3, es decir, Ny(s) esdela forma:

Np(s)= i Ii(s)

i=1
donde
0 en otro caso

[;(s):{l siX;<1
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Definase

Fufs) = 2ele)
Fo(s) e c ida como la distribucién empirica. A conti i6n se analizardn las

propiedades de F,(s) en el limite.

Por la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros se tiene que:

p{ i (E2lD) - g} =1

=00

Nétese que:
E{l(s)} = P {I;(s) =1}
= P{X;<s}
= F(s)
Por lo tanto,

Fo(s) = F(s) cuando n — oo con probabilidad 1

De hecho, se demuestra que la convergencia es uniforme casi seguramente!, es decir,
1] i 1

con probabilidad 1 se cumple que

sup | Fo(s)—s|—+0 cuandon — o
0<ect :

Proposicién 3.2.1 Si sc define an(s) = /i (Fu(s) — s). Entonces

“llrga,.(a) = afs) ~ N(0,s(1 — s))

ITeorema-de Glivenko-Cantelli (Chung, 1974 pag 133)
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Demostracién
Ante todo, nétese que Nu(s) ~ B(n, F(s)) (es la suma de n variables aleatorias

Bernoullis independientes)., Por tante, por el Teorema del Limite Central se tiene que:

lim E,_ I;i(s)-ns
MR

~ N(G,1)

Observese que:

z;:: Ii(8) — ns - Na(s) ~ ns | -
VEVall=s)  VEJ/s(1=-3) e

nFy(s)—ns e i e

\/_\/a(l—-s
m— (Fu (3) 3)

Por tanto,

~ N(0,1)

a(8) ——=———= ‘/_

a(s) ~ N(0,s(1 - s))
‘ a
Proposicién 3.2.2 Sea a(s) = lima—osan(s). Entonces {a(8)}o¢ser €8 un Puente

Browniano,

Demostracién
En primer lugar, es claro que a(s) es un Proceso Gaussiano, por lo que bastaria

demostrar que;
i) B (f"(’)} =0.
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iiy Cov{a(s),a(t)} = s(1 —t) paras < ¢
El inciso i) es claro del hecho de que an(s) ~ N(0, s(1 ~ s)). Para la demostracién

del segundo inciso, se hard notar el siguiente hecho:

{(Na(t) = Nu(8)) | N(s) = j} ~ Y (B)
donde

Y es una variable aleatoria binomial con parimetros n — j y probabilidad de éxito p = (=2))

=2

Justificacién de (8)

=Es claro que es una binomijal del hecho de que Ny,(k) es suma de variables aleatorias
Bernoulli independientes, luego basta demostrar que la probabilidad de éxito de esta
i~s

variable aleatoria Bernoulli es {=2. Claramente la probabilidad de éxito es

f >
P{s< X <t| X2 s} 5{’—5,:%,5—;'—'3@

P{SSX;SI}
P{X;>s}

P{X:<t}-P{X:<s}
1—P{X,'$s}

- {2

~ Una vez demostrado este hecho se tiene que:

Cov{an(s)han(®)} = Cov{v/ (Fu(s) - 8), VA (Fult) = 1)}
= nCov {Fa(s) — s, Fult) — £} : :
= nCov{Fu(s), Fu(t)} (Invarianza bajo tfanslacionee) .

. = :—sz{Nn(s).Nn(t))

- -’I:CW{Nu(s).Nn(‘)}
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{E {Na(s)Na(t)} - E {Na(t)} E{N.()}}

]

{E {E {Nu(s)Na(t) | Na(s)}} - n’s!}

[

Il
Sl 2j— 3~

{E {N,.(s) E (Nn(t) ' N,.(s)}} - "’51}

Antes de proseguir, se obtendra E {N,(t) | Nu(s)}.
Sea G(k) = E{Nu(t) | Na(s) = k} = & + (n — k) (=), luego entonces

E{Na0) | Mu(s)} = GoNa(t)

M)+ n = Nago) (£

)

Una vez obtenido E {Ny(t) | Nn(s)} se deduce que:

L (B {Ns) B{Nu(t) | Na(o))} = st}

L {E {mta [N )+ (= o)(123)]} -
2 {{mr+ (£22) (o - e} - o
%{E{N(s)’ ( )+ni E{Ny(s)} — st

)
}
)
;{E{Nn(s)’} (1::) i ’t}
)
)
)}

1

L fnsms 1= (122) 10 ((£22) -0
%{na(ns-f-(l—’))( :)-{-n’ ('8 3)

% {ns(ns+(l—s)) (11:3)

L (ot~ )] [ms + (1= 5)] + [ms(1 ~ ] (=)}

]

el
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7= (st - 0] (1= o))} =
s(1 - t)

BN

3.3 Tiempos de Entrada, Variable Maxima y Leyes
de Arco Seno

En secciones anteriores, se definié la variable aleatoria T, = inf {t >0 | B(t) =4} a
la que ge denomind tiempo de entrada en a del Movimiento Browniano de hecho, se
demostré que T, es un tiempo de paro y que ademds cumple con la propiedad de
reflexién, la cual, como se recordara, afirma que:

P{I, <t} =2P{B() 2 a}
A continuacién, se demostrardn otras propiedades interesantes de T,.

Proposicién 3.8.1 Sea (Q,¢, P) el espacio de Wiener y sea T, = inf {t 2 0 | B(t) = a}

donde {B(t)}cx € ¢l Movimienlo Browniano.en el io de Wiener. Entonces

P{T, <o} =1
Demostracién

P{T. <t}

2 P{B(t) 2 a}

7l {5

{
R ¥ {

2 y
exp § — =
27 p{ 2

o)
)

Y

i

De donde,

P{T.<oo} = Jim PIT <)
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]

Vi

L2 had y?
r’-lfg X _/. exp{—?} dy

2 o0 yz
—_ )
Var ./., °"p{ 2} y
Se afirma que:

2 [ {5}
[ {5

5 =t =
H {5} o [[onl5) oo e
@) [ [ oo{-222) = o

(;—2r) _/olé '/u.wrexp{—;—?} drdd=1 <=

(72.-') L.i Am"exp{—u} dudf=1 4=

§
. (-2-) / di=1
*/ Jo
Por lo tanto,

P{T.<o0}=1

=}
Proposicién 3.8.2 Sea(,¢, P) es espacio de Wiener y sea {B(t)},cps el Movimiento
Browniano en éste y T, el tiempo de entrada en a del M tento Br

, oo
E{T,}2 00

Demostracién De Probabilidad Elemental se sabe que para una variable aleatoria
Y > 0 se cumple que

E{Y};/:P{Yw} dy
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Por lo que,

E{T.}

]

/:P{T,n} dt

/ (L-P{T, <t} dt
a
o ) 00 . yi}
1— — —=-1 dy | dt
[ (- {5
Se analizard fy° (1.— 7;—; f; exp {—%} dy) dt. Con anterioridad se demostré que

2 oo y'JA
\72?./; expi—3 dy=1

Por otro lado se sabe que:

P{T. <t} +P{T, >t} =1

Por lo que,

2 /:exp{-%} dy =P (TS }+P{T.> 1}

—

P{L<t} 4+ P(Ti>1) = —‘/-%‘/oaexp{—y;-} dy +

s ool 5}

Se recordard ademds, que ya se demostrd que,

PiT.<1) =‘%; /_:exp{—?zi} iy

)

De donde

P{T.>t}= \/_ *exp {—!—121} dy
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Por lo tanto,

202 o0 €Xp { ﬂ}

>
v27r y? =
2a? 1exp{—"}}
== —=dy 2
Ver ¥ .
2a% flexp{-1
24 [EiTabg 5
2z b 7 Yy 2

L {_1} /‘_1_,,, -
ver P 2 o ¥ Y
247 'ex {—l} fim 1—1—d =
zr P\ T2 wn [ 7Y T

RLI 'S G
V2r xp 2 mg}) m

Por tanto,

E{T,}2»

=]
Comentario Es decir, con probabilidad 1 el movimiento Browniano evexx_tua.lmente"'
le pegéra a a pero su tiempo medio es infinito.
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Varisble Maxima

Definicién 3.3.1 Sea(Q,¢, P) el espacio de Wiener y {B(t)},cq+ ¢l Movimiento Browniano
en dste. Entonces definase M(t) = maxog,<t B(s) como la variable mdzima en el in-

tervalo [0,1].

Distribucién

Para obtener la distribucién basta observar que
{wed | MO)W) 2 a) = {w e R T(w) S 1)
Hecho que es cierto de

{wen | Mt)w) 2 0} € {w e Q| Tufw) S0
por la continuidad del Movimiento Browniano’
y claramente

{we | ME)w) 2 a} D {we | Tulw) <t}

Por tanto,
{wel | M(t)(w) 2 a} = {w € N Tu(w) < 1}
De donde.
P{M(t)2a} = P{T.<1}
= 2P{B(t)2a}

Proposicién 3.8.3 Sea (R,¢, P) el espacio de Wiener , {B(t)},cp+ ¥ sea O(t1,t3)
el evento de que el Movimiento Browniano tome el valor 0 al menos una vez en el

intervalo (ty,12). Entonces

P{O(ty, )} =1 - 2 an_qaen\/E
T ta
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Demostracién . ESTA IES‘S Ha DEBE
SALUR DE LA BIBUDTECA

P {O(th t'l)}

[ " {0, 1) | B(w) =) P{B(1) =)
[ POt 13 =1 o)
i [ rTst-t)en{-5) e =
e DS e EEUC O
e L e e -
ﬁ [ o {—5_(.5;73} dm exp {—%} dz (simelria del integrando)

Antes de proseguir, se hara la siguiente observacion:

I

]

m? z? 1/ m? z?
_—— e = e —— =
Tty 2h AUTTRET

B 1(t,m’+m’(t,—t.))
= s\

4tz —ty)
1 fam?+bat
T2 ab
. donde
a=1
b=1t-1,
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m/ / e""{ 2(tz—tu)}"'"exp{ }da: -
= [ [eo{ -3 (=)} dmee =
e [ oo (@) () ome -
L peel-aeee ) e -
[ [ron{-te}aw -
2 [ it v =
G-
2[5 - anaoeny/2] =

o 1—%angaen\/:—3

o

Corolario 3.3.1 Sea (,¢, P) el espacio de Wiener , {B(t)} g+ . Entonces para todo
z €(0,1) se cumple

P { No haya ceros en (zt,t) } = %angsen\/;
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Capitulo 4

TIPOS DE MOVIMIENTO
BROWNIANO

En este capitulo, se estudiarin cinco de las principales variantes del Movimiento
Browniano. Estas variantes estudian por un lado, al Movimiento Browniano bajo

dos situaciones de especial interes para un proceso estocdstico:
i) Cuando el proceso es absorbido en un valor.
i) Cuando al proceso no se le permite ser negativo.

Por otro lado, se estudia al movimiento Browniano bajo una versién geométrica,

una versién integrada y cuando éste tiene alguna tendencia.

4.1 Browniano Absorbido en un Valor

Definicién 4.1.1 Sea {X(t)} un movimiento Browniano y sea,
T.=inf {t > 0] X(t) = z} con = > 0.
Definase Z(t) como:

_fX@) sit<T:
Z(t)_{z sit>T:

entonces {Z(t),t > 0} es un proceso éstocdstico que se comporia como un movi-

“miento Browniano que cuando alcanza T s¢ mantiene en ese nivel para siempre.
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Distribucién

La variable aleatoria Z(t) tiene una distribucién que tiene una parte discreta y
otra continua. La parte discreta se da cuando se calcula la probabilidad del evento
{w € Q| Z(t)(w) = =} y la parte continua cuando se calcula la probabilidad del evento
{we| Z(t)(w) <y} paray < z.

Parte Discreta

De la definicién de Z(t) se desprende que el evento {w € Q | Z(t){w) = z} sucede si
y 86lo si sucede el evento {we 0 | Te(w) < t). Por tanto,

P{zZ(t)= =z}

I

P{T- <t}
2P {X(t) 2 =}

_g_/wex i} d
Vent /s P 2t v

Parte Continua

De manera andloga a la parte discreta se obtendréd un evento equivalente para la
parie continua. A saber, sc afirma que {w € | Z(t){w) < y} sucede si y sdlo si sucede
{w € 92| X(t)(w) <y, maxocuct X(3) <z}, Por tanto, se tiene que:

P{zZ(t) <y}

P {X(t)s y,grslf.xS‘X(s) < 1}

P{X(t)<y}-P{X(t) Sy, max X(s) > z
0ge<t

P{X(t)Sy}-P{X(t) Syln"g‘.a_qu(s) >z} P{éxsxfxxs‘> z}

Ahora bien, el hecho de que X(t) < y dado que el maxog,<¢ X(8) > z sucedesi y sélo
el Browniano alcanzé en el momento T < ¢ el nivel 2 y en el resto del tiempo (¢ — T%)
tuve que disminuir en (z — y). Pero esta disminucidn, es equivalente en probabilidad
(por simetria del Browniano) a un incremento de (z — y), es decir, si en T se alcanzé
un nivel z, entonces en ¢ se llegaria a un nivel z 4 (z — y) = 2z — y. Por lo tanto, se
tiene que:
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It

P{X(t)Sylég?é(‘X(s) >:r} P{ér(lftx«X(s)>z}

P{X(t) 221—y|‘§x_<1‘axS‘X(s) >z} P{égf.xs‘z\’(s)>:}

P{X(t) 22z~ y,grsl;'tng(s) > :c}
Nétese que si X(1) > 2z —y = z + (= — y), entonces maxqg,<t X(s) > = por ser

y < 2. Es decir, el evento {w € | maxpg,ce X(5) > 2} € {we Q| X(t) > 22 —y).
Por lo que,

P{X(t) Sy,‘{r(xzaé(‘X(s) > z} = P{X(t) 22z —y,élg'aqu(s) > z}

]

P{X(t) 2 2z -y}

De donde finalmente se concluye que:

PZ(t) <y} = P{XW)<y)~P{X(0)22 -y}
P{X(t) <y} - P{X(t) <y—2z} (por simetria de la normal)

)

1 v ~u? d
— xpd ——
Vnt /,-z,e p{ 2t } “
Esperanza y Varianza

Z(t) se definié como:

X(t) sit<Ty
Z(t)={z :;tZT,

_ de donde se puede escribir a Z(t) como:
Z(t) = X(t) Xqeers) + T Xee212)

al cual se le aplica el operador esperanza para obtener:
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E:{Z(‘)} = E{X(t) xicr} + E {7 X411}
= E{X(t)} E{xicr.} + = E {xge210) }
= zP{t>T:}
= 2 P{X()= =)

Por lo tanto,

E{2()} =2 P (X() 2 =}

Ahora s¢ obtendria la varianza, para lo cual, se obtendrd antes £ {Z(t)*):

CE{Z01) = B{X( Xuer + 7 x(om)
= E{X@)} E{xpcra} + 2" E {x(ra} }
= Var{X(1)} P{t<T}+2* P{t 2Tz}
de donde,
Var{Z(t)} = E{2(1)} - (E{z()})’

Var{X(t)} P{t< T} +2* P{t 2 T:} -=* P{t 2 o}’
Var {X(t)} P {t < T;} ' :

- " Por lo tanto,

Var{Z(1)} = Var {X(t)} P{t < T.}
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4.2 Browniano Reflejado en el Origen
Definicién 4.2.1 Sea {X(t)} un movimienlo Browniano. Definase Z(t) como:
20t =| X(1)| cont>0

entonces Z(t) es un movimiento Browniano y se le conoce como Browniano reflejado

en el origen.

Distribucién
Para y > 0,

P{zZ@t) sy} = P{X() ISy}
= P{X() <y} - P{X(t) < -y}
= P{X(t)<y}—{1-P{X(t)<y}}
= 2P{X(t)<y} -1

2 [ el R O
{m -J""{T} ‘}"

Para y < 0 se tiene que P {Z(t) <y} = 0.

Esperanza y Varianza

Antes de obtener la esperanza y la varianza de Z(t) haremos notar que:

Fry (y) =2 Fx(g(y) -1 paray 20

Por lo tanto,

[z (¥) =2 fxy{y) paray>0

E{z()) = E{X@®)1}

Lo (F)e
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&L am ()

= J—%Amﬁwexp{%wz} dw

\/-fr—‘—-/omw cxp{:ilw’} dw

\/%TAwexp{-u} du

\/Z?
T

E{2(2} - {E{2(1)})
E{0x® )} -{E(x®) 1Y
B{xwr}-2

Var {Z(t)}

Var {X(t)} ~ %rf

2t

1-=

L3

o1 - %)

4.3 Browniano Geométrico

Definicidn 4.3.1 Sea {X(t)} un movimiento Browni Defi Y(t) como:

¥(t) = exp {X(4)}

t Y(t) es un movimiento Browniano y recibe el nombre de movimiento Browniano

Geomeétrico,

Distribucién
Paray 2 0,

P{Y(t) <y} = P{exp{X(1)} <y}
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I

P{X(t) <Iny}
1 Iny —z? d
= Vart ./_.,° exP{T} o
Para y < 0 se tiene P{Y(2) <y} =0.
Esperanza y Varianza

Para obtener la esperanza y la varianza de Y(t) se utilizara la funcién generadora de

momentos de X (¢}, que sabemos se distribuye normal con media cero y varianza ¢, Por

e {‘_33
P12
= exp{%s’}

Luego entonces,

tanto:

E {exp{s X(1)}}

CE(Y®) = Ef{exp{X(®}}}
. t
= exp{i-}

Var{Y()} = E{Y(t)*}-(E{Y()})
= E{exp{2X()}} —exp{t}
= exp{2t} —exp{t}

4.4 Browniano Integrado

Definicién 4.4.1 Sea {X(t)} un movimiento Browniano. Entonces Z(l) definido
como

20 = /o ' X(s)ds

es llamado movimiento Browniano Integrado.
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Esperanza y Varianza

E{2(t) = E {/’J‘X(a) ds}

= /:E{X(s)} ds
=0 '

Cov{Z(s),2(t)} = E{2(s)Z(t)}
= E‘{/:X(y)dy /nX(u)du}
- VE'{/:/:X(y)X(u)dydu}

= /o \/O‘E{X(y)X(u)}dydu
-/ .' [ o ixtxtay du
= /' /‘min(y u)dy du
Ty
= [{ [ vtor [[varfas



4.5 Movimiento Browniano con Deriva

4.5.1 Motivacién

Retémese el ejemplo de motivacién del movimiento Browniano. Como se recordard se
suponia que se tenia una cierta particula que se movia sobre la recta real con igual
probabilidad cada unidad de tiempo (At) una unidad de distancia (Az) a la derecha
o a la izquierda y que asi mismo cada uno de estos movimientos era independiente
de cualquier otro. Mantengase la misma pregunta de aquél entonces formulada:
Cudl es la posicién de la particula al tiempo t ?. Pero ahora, no se supondrd que es
equiprobable ir hacia la derecha o hacia la izquierda, a ssber , supondremos que se
tiene una probabilidad p de ir hacia la derecha y una probabilidad de 1 — p de ir hacia
la izquierda.

Para responder a esta pregunta se definird la variable aleatoria Y; como:

Y= +1  si el j-ésimo paso de longitud Az fue a la derecha
77 =1 en otro caso

De esta variable aleatoria Y; se sabe que:

I
-

Pl =+1)
P{Y;=-1)

1-p

Y; es independiente de Y; para toda k # j

De donde:

Y} = 2p-1
Var{¥;} = 1-(2p-1)

Si se define X(t) como la posicién de la particula al tiempo ¢ entonces .

[#]
X(t)=Az) X;

j=1
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de donde X(t) es una variable aleatoria { es suma de variables aleatorias ) para la

cual se cumple:

{#]
E{Azd> X;

i=1

E{x(0)}

1

Az [Ze] @2p-1)

¥ que ademds

(&) ‘ 1
Var { Az Z X;

=1

Var {X(1)}

{1
(A:z:)2 Var Z

i=1

&)
(Azf" ) Var {X;)

=1

(o [5] a-@-17)

De manera totalmente aniloga a la motivacién dada del Movimiento Browniano
en la seccién 2.1, se desarrollard de una manera no formal, la forma que asume X(t)
al acelerar el proceso (At — 0), suponiendo que Az es una funcidn de A, es decir,
Az = g(At).

En el ejemplo de motivacién se llegé a escoger g{At) = cv/Al bajo el criterio de que
X (t) adoptase en el limite una distribucién de probabilidad, a saber, el de una normal
con media cero y varianza ¢? ¢, utilizando el Teorema del Limite Central.

Ahora, en el caso de un Browniano con Deriva no nos apartaremos de este criterio

manteniendo asi que en el limite X (2) se distribuya como una variable aleatoria normal.
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Sin embargo, ahora los pardmetros deberdn reflejar que el movimicnto esta probabilis-
ticamente "cargado” hacia un lado. Esta nocién de que el movimiento esta ”cargado”
hacia un lado, se traducird geométricamente a que oscile alrededor de una cierta curva,
curva para la cual adaptaremos una forma lineal ut donde ¢ es una constante positiva.
Esta condicidn geométrica se traduce a pedir que en el limite E {X(t)} = pt para
t>0
Por otro. lado se desea que la varianza se mantenga igual (c? t). Entonccs para

encontrar a la funcién g se hardn las siguientes observaciones: | -

se habia obtenido que: ) . Dot

E{X()} = &z ['At_t] (@p-1) LTl

Var {X(t)}

i}

@[] 0--1r) -

" Nétese que se puede reescribir a la varianza de la siguiente:manéra; & =i i3

Var {X(1)}

@ 5] 0 -o-17)

(Az)’[ |- @[] Co-op

(D) [7;":] _(as [,%,[] #EQP— 1)

Observese que si en particular p = %, debe seguirse cumpliendo que Var {X ()} —
t. Perosi p = } la Var {X(t)} se reduciria a (Az)? [4] independientemente de
cual sea la expresién de Az, que como se recordard es la varianza del movimiento
Browniano sin Deriva, para €l que se tomé Az = cV/At. Por tanto, se esta obligado a
tomar Az = ¢vAl. De donde se deduce que para que E {X ()} — ¢ cuando At — 0
ge debe cumplirse entonces que 2p — 1 = p VAL,
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De esta manera se ha llegado 2 que la posicién de la particula al tiempo ¢ nos
lleva a seleccionar nuevamente A z = ¢ VA {. De tal manera que en el limite X () ~
N(pt,c*t).

4.5.2 Definicién

En esta subseccién se dardn dos definiciones del Movimiento Browniano con Deriva,
Una de ellas completamente analoga a la definicié 2.2.3 y otra en términos del Movi-
miento Browniano Estandar,

Definicién 4.5.1 Un proceso estocdstico {D(t)}en+ definido en (R,¢, P) es un Mo-

vimiento Browniano con deriva que i en 0 si cumple con las siguientes condi-
ciones;

i) P{D(0)=0} =1.

1) {D(t)}iens tiene incr tos estacionarios e inde; dient

1ii) Para cada t > 0, D(t) ~ N(ut,%t) conc>0 ypeR.

Definicién 4.5.2 Un proceso estocdstico {s(1)},cps+ definido en (Q,€, P) como u(t) =

B(¢t) + ut donde B(t) es un Movimiento Browniano Estindar, n€R y¢>0.
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Capitulo 5

Aplicaciones del Movimiento
Browniano

En el presente capitulo se exponen cuatro aplicaciones del Movimiento Browniano.
Las dos primeras de estas aplicaciones se sustentan en la Propiedad de Invarianza
del Movimiento Browniano y consisten en el cilculo de la distribucién limite del
tiempo de espera del n-ésimo cliente para’ empezar a ser atendido en un Modelo
G-G-1 de Teoria de Colas® y en el cdlculo de la distribucién limite de la Estadistica
de Kolmogorov - Smirnov. Las otras dos aplicaciones que se enuncian se encuentran
en el terreno de las finanzas y emanan por el supuesto de considerar que la tasa de
crecimiento de los precios se comporta, en términos de disiribuciéﬁ'de'préba!‘:ilidad‘,

como una variable aleatoria lognormal.

5 1 El Modelo G-G-1

5.1.1 Descnpcxén del Modelo G- G 1

i
Este Modelo supone que las llegadas ocurren de acuerdo a un proceso de renova-
cién, que los tiempos de servicio de atencién a clientes ucesivos son: independientes
e idénticamente distribuidos ¥y que se cuenta con un sélo superv:sor Se adopta la

7 s:gunente notaaon para. la descnpc:on del rnecamsmo‘ N

i) 0ny1 ¢ Tiempo entre la llegada del n-ésimo y el n + 1-ésimo.

1el cual se describira en la primera seccion del presente capitulo
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it) ¢, : Tiempo en el que el n-ésimo cliente llega y se define como:
. n
i, = Z a;
i=t
iii) ¥(t) : La funcién de renovacién de conteo y se define como:

ORI T
k=0
iv) 7, : Tiempo de atencién del n-ésimo cliente.
v) wy, ¢ El tiempo de espera del n-ésimo cliente para empezar a ser atendido.
vi) a : Tasa de llegada.
vii} b: Tasa de Atencién.

viii) p : Intensidad de Trafico, que se define como:

p=

ol a

Se hacen los éiguientw supuestos:

i) {@a),cn son independientes e idénticamente distribuidos, con distribucién comiin
Alz)y E{n} =1 < oo,

ii) {T"}neNu(o) son independientes e idénti te distribuidos, con distribucién

comiin B(z) y E {r} = } < o0,

5.1.2 - Aplicacién del Movimiento Browniano

La aplicacién del Movimiento Browniano al modelo G-G-1 radica en la obtencién de la
distribucién limite de w,. Para tal efecto, se hard ver que w, se distribuye como una
funcién de sumas parciales de X; que es continua casi seguramente sobre la trayectoria
del Browniano para concluir, por el Teorema de Invarianza, que esta funcién converge

a la funcién ta con el Browniano Estindar.

en distrib p
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Para hacer ver que w, se distribuye como una funcién de sumas parciales de X; se

hace primero notar la siguiente relacién de recurrencia:
Wni1 = (Wn + Tn — Ong1)” paran>0
donde:
+ = max{0,z} z€R
Definase para n 2 0
Xn+1 = Tn — Onga
donde claramente de los supuestos del modelo se cumple que, (X,.+l}n>° es una sucesién

de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas que tiene media

Q|

e
& o

Con esta definicién, se puede escribir la relacién de recurrencia como:

u

wapt = (Wn + Xap1)t paran>0

Proposicién 5.1.1 Sea wy, ¢l tiempo de espera del n-ésimo cliente para empezar a ser

atendido en el modelo G-G-1. Entonces

max{O,Xan + Xn-h-‘j’zxiyzxf}

i=2 ri=1

£
I

e
&

donde:

n=ixi

i=1
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Demostracién
La Demostracién se hard por induccién:
Para n = 1 se cumple trivialmente.

Supéngase cierto para n.

Wnir = (wn +Xn+l)+

.
n n
(max {o,xu.xn +x"-1,....2x;,):x;} + xm)
i=1

=2

ndl nl +
= (max{Xn-H;XnH+Xn|---'zxiyle'}) ’

i=2 i=1 Y

n+l nt1
max {01Xn+hxn+l + X, --ythzxi}
=2

i=1

Ahora se demostrard que:

wn = max {0,X,.,X,.+ X,._],...,ix,',i)ﬂ}

=2 i=l

n-1 n )
£ max{O,Xl,X,+X3,...,2X.~,EX.-}

=] =1

= max{0,51,5,.+, 501,50}

Vs

=1
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Proposicién 5.1.2 Para el tiempo de espera W, del modelo G-G-1 se cumplen las
siguientes afirmaciones:

i)8ip=1yVar{X(} =0 < oo, entonces para z > 0 se cumple que

W,
P{a 7n < :J:} « P {mazogic1 B(t) < 2}

ii) Si p < 1, entonces Woo = /32, S; y ademds se cumple que:
P{Wy<z} > P{Wex<z)

-iii) 8i p > 1, entonces

LSNPS
n

Demostracién

i):

El hecho de que p = 1 = y = 0, por tanto, S, es la suma de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidos con media cero y varianza finita, lo que

hace aplicable el Teorema de Invarianza,

En primer lugar, de la proposicién anterijor se ticne que:

()t o)

Sea X0 (¢) = g{"j} Entonces,

VLS,
P{ \/_ :}

It

P {max X" g z}
0gt<l

1

P {max B(t) < :r} (Por el Teorema de'Invarianza)’

05eLl

donde

B(t) es un Movimiento Browniano Estdndar
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i)
Por hipdtesis p < 1 => p < 0. Por la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros s¢ cumple
que:
s, 1 Xj
R aE=l L s
n n
Por tanto,
o0

Sp — —00 c.5.=> W, =Zs,- <
=1

De donde,

P{W, £ z} P{\“/S,'Sz}

i=1
-~ P {V 5 < x}
y=1

= P{WwS-‘ﬂ}

iii):
Por hipétesis p > 1 = g > 0. Por la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros se cumple
que:

" x..
ﬁg:————z"ﬂ lep>0cs
n n

Por tanto,
Sp — 00 c.a.

De donde W, — o0 c.9. cuando n — oo (W, 2 S,). Luego entonces, existe v =

sup{n € N | W, =0} tal que P {v < oo} = L. De donde para k > 1 se debe cumplir
que:

iy Woue >0parak>1 .
i) Woir = Supie — So-

Luego entonces

. Wn " Wv«bk
Jim = = lim oo
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R Sy Sy
kll'_?e(u-n-k—u+k)

’

]

5.2 Estadistica de Kolmogorov Smirnov

5.2.1 Descripcion de 1a Estadistica de Kolmogorov-Smirnov

Supdngase que se tiene una muestra aleatoria de tamaiio n y se desea pr.o\gar ]§ hipétg;;is .
simple H, de que la muestra proviene de una funcién de distribucién F(z) versus la
hipdtesis alternativa que afirma que H, es falsa. La idea para realizar esta prueba de :
hipdtesis es buscar un estadistico que en algin sentido se asemeje de manera significa-
tiva a la funcidn de distribucién verdadera a medida que la muestra aumente de tamadio.
Seguramente, bajo esta idea, el estadistico que se propondria en primera instancia serfa
precisamente la distribucién empirica de la muestra que, como se recordari, tiene la
notable propiedad de converjer de manera uniforme a la distribucién verdadera con-
forme la'muestra aumenta de tamafio. Asumiendo la distribucién empirica cémo el
estadistico que se adoptari para la prueba , el criterio que se tomaripara la prueba‘ de
hipdtesis serd el grado de discrepancia entre Ja distribucién empirica y la distribucién
que se asume cn H,, de tal manera que si esta discrepancia es significativamente grande
se rechaza H, y si no es asi se acepta.

La discrepancia entre la funcién de distribucién empirica y 1a distribucién asumida
bajo H, se puede medir de muy diferentes maneras. Una de las mds populares es la de
medirla como: o

supsex | Fulz) — F(z) |

valor al que se le denota como D, y que se le conoce como la estadistica de

Kolmogorov-Smirnov.

5.2.2 ~ Aplicacién del Movimiento Browniano

La Estadistica de Kolmogorov;Smirndv es una estadistica que presenta propiedades

interesantes que involucran la aplicacién del Movimiento Browniano. A continuacién
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se expondran estas propiedades, para las que por cierto, se tomara no precisamente la
Estadistica de Kolmogorov Smirnov, sino una transformacién biyectiva de la misma a
saber /i D, que claramente no altera la prueba de hipétesis.

Antes de exponer la primera de estas propiedades se definird el concepto de intervalo

de estabilidad que se utilizard en la demostracién de la primer proposicién.

Definicién 5.2.1 Sea I C R un intervalo y {Yi};,, variables aleatorias independi-
entes e idénticamente distribuidas. Se dice que I es estable con respecto la distribucidn
F(z)si P{Y €I} =0 para Y con distribucidn F(z) y para todo M D I se cumple que
P{Yye M}>o0.

Pl;oposicién 5.2.1 Sex D definida como D} = /i supren | Fu(z) = F(z) | con
F(z) funcidn de distribucién y {Yi},,, variables alealorias independientes e identica-
mente distribuidas. Entonces, D}, tiene la misma distribucidn para cualguier funcidn

de distribucién F(z) continua.

Demostracién

Sea B ={I CR® |1 es intervalo estable }.

En primer lugar, se hacen dos observaciones importantes:

i) D} = /it stpzepe | Fu(z) - F(z) |-

if) {Yx <z} = {F(W) < F(x)} paraze B°yk2>1,

Sea Ur = F(Yi) y Ga(y) = -Z:%"ﬂ Entonces de las observaciones i) y ii) se

cumple que:

124 Vi supzes: | Ga(F(2)) - F(z) |
Vi supzer | Ga(F(2)) - F(2) |
\/EGUPye(o,x) | Guly) -y

Vi supgeion | Galy) =y cs.

Manteniéndose la iiltima igualdad debido a que P{U; =0} = P{U, =1} =0.
- Nétese que si z = inf {k | F(k) = y} se tiene que:
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P{Ui' <y}

P{F(}) < F(z)}
P{Y <z}

F(z)

=¥

Por tanto Uy es uniforme [0,1].

Luego entonces,

D} = Vrsupeian | Galy) -y | cs.

‘tiene la misma distribucion para todo F(z) continua, ya qué‘ s€ réducc a considerar
el caso en que se tengan variables aleatorias uniformes (0,1].

Considérense pues Uy,...,U, variables aleatorias independientes.e idénticamente
distribuidas uniformes [0,1]. Deffnanse las Estadisticas de Orden de la siguiente man-
era: U,(") como lamds pequefia, U,(’) como Ja segunda mds pequeiia y asi sucesivamente.
Claramente, el méximo de | Gu(y)—y | debe ocurrir en alguno de los escalones de Gn(y),
que son los puntos U,S") y para los cuales se sabe que: :

k-1
n

Gu(UM) =

para k2> 1
De donde,

k
Do = v max | U - ()]
Q

El hecho de que el Teorema de Invarianza sea aplicable radica en que U{"),‘ . U.(.")
se comporta como una suma de variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas, Esta afirmacién se demuestra en la siguiente proposicién.

Proposicién 5.2,.2 Sean Wy, ..., W,,... variables aleatorias independientes e identi-
camente distribuidas con distribucidn exponencial con pardmetro A = 1 y sea 2, =
¥i=1 Wi Entonces, U™ con k=1,..,n tiene la misma distribucién conjunta que

2 =
geonk=1,..,n
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Demostracién

Primeramente, se obtendrd la distribucién conjunta de 2;,...2, para0 < X;... £
Xa.

fZ: o A (-’rn ... 1 In+1)

. 1 .
= Al;?-"ﬂl'[_:.‘:,‘__A_z_.-P{n<Z‘ SI;-}-AI.‘;:I,...,ﬂ}

. 1 :
= Algx_l‘oﬁ—?::—AI—‘P{m,-—:;_l <W;Lpi—ziny+Azii=1,...,n})
n+l

1
= lim —f—o Pl{zi—zia<WiSzi—zia+Ax;
Azi—m0 n:":llA:i |I=! {1‘ Ti-1 Ty — Ti x,)

= lim ’ﬁ F(zi — ziey + A 20) — Flzi —2ia1)

azi—0 fabey A x;
e " Fzi — i1+ A z) — Flzi — i)
= im

L A 10 A T

=1

n+l

= H Flzi = ziy)

i=1 .
= exp{—=z1} exp{—(z2~=1)}...exp {—(Xpt1 - )}

= exp{~Znni}

De probabilidad elemental, se sabe que Zn4y se distribuye Gamma(n+1,1), s deéir,

Jzan(y) = F(-nl-i-_—ﬁ y" exp{~y} = ¥ ex:!{-y}

Por tanto,

. nlr;? 8021 <. .S 2o
S 2 vZnlZag1 (12000 1 20y Tngr) = { 0 n+t en otro caso "

De donde utilizando el Teorema de Cambio de Variable, se concluye que:

nl para0<y <.y St
,ﬁ'.--.Ynlzn+|==nn(ylv . |!/m3n+l) = { 0 enotro caso "
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donde Yy = 2 75 - o,

Por tanto,

n! para0<y <.y, <1
Frrlynsatn) = { en otro caso

Por otro lado, de resultados basicos sobre Estadisticas de Orden se concluye que:

] <
fv‘")mv(")(uhm‘u")={ a [I5, fu) para 0 <o

en otro caso
donde f(z) es la distribucién de la variable aleatoria V' %
y V(k) es la k-ésima estadistica de orden
" Por tanto en particula-r se cumple que:

para0<yr... Syn - .

n!
st")---nU-(-")(y“ “eakn) = { 0 en otro caso”

De donde,

Tle-

D, vr ma:k(nl"'—_ -—)I

= Vmamg | 2 ok )(ﬁ"ﬁ)l

k
= —Z‘%mmsn 12k = (C)(Zart) |

Zn+ mazign | ‘/——( )(Z‘y—lﬂ

= Z:“ azk<..| \/_ _,( )(Zn+\1/:Z“+Z':/_'_?,vl)|

= meng Bk (M) _(k )(—\75—")1 Ly
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Nétese que debido a que E{W1} =1 y que Var {Wi} = 1 se cumple, por la Ley
Fuerte de los Grandes Niimeros, que = =¥ 1y por otro lado que Zi — k cs una suma
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media cero y
varianza uno. Sea 8y = Z; — ky X(t) = %’n-'l e ignérense el término 3= y los de

términos de orden #, entonces D}, se puede expresar de la {orma:

D}, = supogecy | X™(2) -t XM)(1) |

Claramente supogi<1 | X(t)~t X (1) | es una funcién continua, en particular sobre la
trayectoria del Movimiento Browniano. Por tanto, aplicando el Teorema de Invarianza

se concluye que:

D 4 supgear | X(8) - £ X(1) ]

5.3 El Modelo Black-Scholes
5.3.1 Descripcién

Una opcidn es un instrumento financiero que brinda el derecho, més no la obligacién, de
comprar o vender una cantidad determinada de un bien (bien subyacente) a un precio
preestablecido ( precio de ejercicio ) dentro de un periodo determinado y su funcién
primox;dial es la de proteger al duefio de la misma contra fluctuaciones desfavorables
del precio del bien sobre el que se contrata la opcidn.

Existen fundamentalmente dos clasificaciones de opciones; - '
1. Por el tipo de derecho que se ejerce { compra o venta ).

2. Por el momento en que se permite ejercer la opcidn.

Con respecto al primer criterio de clasificacién se tienen:

i) Opciones call ( de compra ) .

ii) Opciones put ( de venta ).

Con respecto al segundo criterio de clasificacidn se tienen:

i) Opciones tipo europeo ( sélo se pueden ejercer en la fecha de vencimiento )
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il) Opciones tipo americano ( se pueden ejercer en cualquier momento hasta la fecha

de vencimiento ).

Como se mencionaba cn la definicién las opciones tiene como {unx;ién primordial la
de proteger al tenedor de la misma contra fluctuaciones desfavorables del precio del
bien subyacente. Por ejemplo: si se compra un call europeo se ejercera éste si el precio
del bien subyacente esta por arriba del precio del ¢jercicio ( se compra mds barato que
en el mercado ) y si se comnpra un put europeo éste se ejerce siempre y cuando el precio
del bien subyacente esta por abajo del precio del ejercicio ( se vende mds caro que en

el mercado ).

Para la determinacién del precio de una opcién existe una relacién importante entre
el precio de un call y el precio de un put bajo el supuesto de un mercado eficiente?,
Esta relacién, denominada como de paridad, establece bdsicamente que a través de
la combinacién de distintos instrumentos ( opciones, bonos, valores, etc.) se puede
duplicar el patrén de pago de un call en términos de un put y viceversa, A saber la
relacién de paridad que se establece es:

C-P=8—-KV"

donde

C : Precio del Call
P Precio del Put

_1

(1+R)"
S : Precio del Bien subyacente al tiempo t, 0 < ¢t <T
r = T-1 ‘
T : Lafecha de vencimiento

De esta manera, bajo el supuesto de estar trabajando en un mercado eficiente,

basta obfener el precio de un tipo de opcién (compra/venta) para obtener el otro

?Mercado Eficiente: aquél en que los precios de los valores reflejan por completo toda la informacién

disponible
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(venta/compra). Ahora bien, normalmente los modelos que se utilizan para determinar

el valor de una opcidn lo hacen para una opcién de tipo call.

Entre los modelos de valuacién de opciones que existen, el mis aceptado en el medio
financiero es el modelo de Black-Sholes, el cual modela el logaritmo de la tasa de retorno

del precio del bien subyacente como un Movimiento Browniano con Drift.

5.3.2 Aplicacién del Movimiento Browniano

Supuestos

El modelo de Black-Scholes que se desarrollard aqui contempla dinicamente el caso
de las opciones europeas y parte de los siguientes cuatro supucstos;

1. Los mercados de opciones, bonos y acciones operan continuamente y en ausencia

de costos de transaccién, impuestos o controles.

[

. La Tasa de interés ( libre de riesgo } es constante a lo largo de la vida de la opcién

opcién. (r)
3. El Instrumento subyacente no paga dividendos.

4. El i)recio del bien a vencimiento de la opcidn se distribuye lognormal de la sigu-

iente manera:

In{%}=pAt+a\/AtZ
. t
donde

St : Precio del bien al tiempo ¢

. 2
4 @ Media del logaritmo del retorno por unidad de tiempo (p = a — %)

a : Media del retorno por unidad de tiempo
¢ : Desviacidn estindar del logaritmo del retorno por unidad de tiempo

1 Variable Aleatoria Normal Estdndar
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Comentario

Nétese que (*) se puede escribir como:

1n{——3'““} =pAt+AZ
Sy
donde

Zy : Variable Aleatoria Normal con media cero y varianza o? ¢

AZi = Zipat— 2

Por tanto,
In {5‘—;:%} ~N( AL A L)
t

Desarrollo

De los supuestos del Modglo se demuestra® que se puede construir un portafolio que
involucre a la opcidn y al bien subyacente de tal manera que se pueda reproducir un

instrumento libre de riesgo, supuesto bajo el cual se cumple que:
Ci= E{Cr} exp {-r7}
Puesto que C7 = max {0, Sp — K} se cumple entonces que,

C: = E {max {0,5r — K}} exp {—r 7}

donde

E{max{0,5r - K}} = E{max{0,Sr—K}|Sr> K} P{Sr> K} +
' E {max{0,Sr — K} | St < K} P{Sr < K}
3Ver Option Pricing (Jarrow, Rudd) pag 100
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= E{max{0,57 — K} |Sr> K} P{Sr > K}

= E{Sr—K|Sr> K} P{Sr> K}

= E{Sr|Sr>K} P{Sr> K} -
E{K|Sr>K) P{Sr> K}

= E{Sr|{Sr>K} P-E{K|S5r>K} P

donde

P=P{Sr>K}

Célculo de P

P{Sr>K} = P{Z>1_n_{_%}l} |
e )

- In {5} +ur
= P{Z< Py
SeaQ =E{S7|Sr > K} P

Ciélculo de Q

O
[

/“5 exp{izr+v\/;z} exp{—i} dz
x 2) VZn
bad 2] dz
_/K Stexp{[lf-f-o‘\/;z:—-z—}—-\/ﬁ
bad f a? 2 o dr
AS:EXP{—?T+#T+UJ;I—?+?} ord

a? bl z o7\’ dz .
S‘exp{yr+—2-r}/xexp—{-i— 2 } T
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Para simplificar esta tdltima expresién se hara notar lo siguiente: bajo ¢! supuesto

de neutralidad al riesgo que se esta trabajando se demuestra® que:

E{S‘%‘M} =exp{(p+%ﬂ)At}

Por tanto ; r=;4+’,—7

Por tanto, se cumple que:

had z
= 5, P S
Q :exp{fr}/K exp {2 >

5.4 Un Problema de Bandas

Existen una gran diversidad de problemas financicros que se pueden representar en
términos del comportamiento de una cierta variable entre dos o ‘més ‘bandas'a saber, .
el comportamiento de los tipos de cambio se puede plantear de esta manera. Si para
estos problemas se supone ademds que el comportamiento de la variable sigue a un Mo-
vimiento Browniano Estindar se pueden obtener resultados interesantes. Por ejemplo,

considérese el siguiente problema:

5.4.1 Problema

Calcular la probabilidad de que un Movimiento Browniano Estandar le
pegue primero a A que a —B, con A,B>0

Definase F(z) como:
F(z) = P {X(t) alcance A antes que -B | X, =z}

Para calcular esta probabilidad se definiran primeramente:

T, = Wwf{t>0[X() =a)
P*{.} = medida de probabilidad sobre un Movimiento Browniano que comienza en z -
E={} = esperanza de un Movimiento Browniano que comienza en z

4Ver Option Pricing (Jatrow, Rudd) pag 90
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" Ademds s partirts el espacio de probabilidad Q de la siguiente manera:

Q = (welh<Tu(w)}U{we Q| A2 Ts(w)}
= Juv
donde:
U = {well|h<Tyw)
V = {we|h>Tu(w)}

De esta manera se cample que:

F) = P*{Ts <T-p} _
= P*{Tx <T-p,U} + P {Tsx<T-5,V}
= P*{h<Ta<T.g}+ P°{Ty < T_p5,V}
= E*{E" {Xnemuecris | Xa})} + P*{Tu < T_p,V}
= E*{E" {XTrotn<T_poty | Xn}}+ P*{T4 < T_p,V} .
= E*{E:,{Ta < T_p}} + P*{T4 < T_p,V} Por la Propiedad de Markov
= E{F(X\)}+P {Ta<T-5V} .

Ahora nétese que:

PE{Ty < T5,V} € P*{V)

= P*{Tu<h}

= 2P7{X; > A} Por el Principio de Reflexién
2 bt —u? ‘

= \/ﬁ[‘ exp {W} du

X

De donde haciendo el cambio de variable u? = "

se cumple que:
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du=hA(~5)ydy

Por tanto,

A?
{2y}dy

A\/E =ex{A}d '
\/Z_ﬂ' y P 2y Y

Observese que:

-§ —3)y-%
xlci—Tv % a2y H-E% A 0L AL
ep{ff} (- e {f3}
-t
= 1,m_._._§l’__
V=0 A2 exp{ }
_3yyt
= gy (-3)y
v (-4 )exp{ 21
=0 :
Por tanto,
A 2
' -1 {-A—} dy<kh
/;!l €xp 2y Yy =S
Por lo que,

P*{T4 < TV}

2 °°e {-:u—z} du
VerhJa ® 2h
Ak R}
v2rm



Puesto que "7"2"—3— es un o{ k) se cumple que P {T4 < T_g,V} es un ofh). De esta

manera se puede escribir
F(z) = E* {P(X)} + o(k)
Sea Y. = X(h) — X(0) (X(h) = X, + ¥). Por tanto,
E* {F(X(h)} +o{h) = E {F(Y +2)} +ofh) .

Expandiendo F(Y + z) en series de Taylor alrededor de z se tiene que:

Y? 1 Xn
F(Y +x)= F(z}+ F'(z) Y + F'(z) K3 + 5/ (z — )2 FOXt) dt

donde
Y = X(h) - X(0) ~ N(0, 4)

Por tanto,

E*{F(Y +2)) = F(z)+F(z) E{Y}+F"(z)E {l’;} +E {% f x"(; —1)? FBY(1) dt}

F(z) + F'(z) [%] +E {% j; e — 1) FOY) dt}

F(z) + F'(z) [;‘—,] +B {% /= @ - 19 PO dt}

Se puede demostrar que:

E {%/:x"(x — 1y FO)) dt} =0

De donde,
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F(x) = E{F(Y +2)}+o(h)

F(z) + F"(x) [i’},] +o(k)

[l

Por tanto,

F(s) = F(s) + F'(z) [-é'—l] +o(h)

A )
P [5] = o).
=
", l_ - —o(h)
Fi(z) [2!] ="
de donde al tomar el limite cuando h — 0 se cumple que

FII(I) .
2 =0

Integrando esta ecuacidn se obtiene ‘quer
F(z) %Cl con C;G R ...
=
Flz)=Ciz+ é, ,‘ coan eR
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Ahora se obtendran C, y C; de las condiciones de frontera:
i) FlA) = 1.
i) F(~B) =0,

Por tanto, se cumple el siguiente sistema de ecuaciones:

= CiA+C:
0= -CiB+C;
=
C; =1~-CA
C: = CiB
>
1—01A=015
>

A+ B
B
G = A7E
De donde finalmente se tiene que:
z B
P& = 3735+ a+s

- =tB

A+B
_ 2=(=B)
A-(-B)



De manera similar, si se asume un comportamiento de un Movimiento Browniano
con deriva con pardmetro j se llega a que:

(@) = exp {2 4 B} —exp {2 pz}
T exp{2p B} —exp{-2pAd)

Observacién
Dada la expresién anteriormente obtenida, se puede calcular la probabilidad del
evento de que ¢l Movimiento Browniano con deriva D(t) con pardmetro gz sea mayor o

igual que A > 0. Para tal efecto, definanse;

fw € Q| D(t)w) 2 4, D(0) =0}

G =
Hp = {we|Ta(w)<T-p(w),D(0) =0}
Entonces,
G= UHB y que Hp C Hpye parac>0
B>0
Por tanto, '
P{G} = P { U Hs}
' B850
= P ita)
= lim exp{2u B} ~1
Beeco [exp {2 B} —exp {-2u A}
= exp{2ua)

5.4.2 ~ Una Aplicacién

Sopdngase que se tiene la opcién de cdmi)far, en un -tie;npo enel futuro, una unidad
de un cierto bien a un cierto precio fijo A, independientemente d_el valor que tenga en
el mercado. El precio actual de la unidad del bien se asumira'de. cero y supdngase que

115 .



éste se comporta como de acuerdo a un Movimiento Browniano con deriva —d(d > 0).
La pregunta es: } En qué momento se deberia hacer uso de este derecho de manera
que se obtenga el maximo de ganancia esperada ?

Solucién

Si el poseedor de la opcién ejerce su derecho cuando el precio del percado es z su
ganancia esperada (E;) es:

P (z - A)
donde
P; es la probabilidad de que el proceso alcance el precio =

De la observacién anterior se cumple que: P. = exp{—~2dz}.

Por tanto,

> =exp {~2d’z} (z — A)

Resolviendo el probl de opti

i) Derjvando e igualando a cero:

EE, = exp{—2dz}+ (z—~A) exp{-2dz} (-2d)

exp{~2dz} (14 (z - 4)(—24))

Por tanto

d
E_-E,-O

>
(14 (2" - A)(-2d)) = 0
=

1
" = 2d +A
i) Utilizando el criterio de la segunda derivada:

%=—2d exp{—~2dz} (z+2~A)
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Puesto que ~2d exp{—-2d z} < 0 para toda z > 0 se cumple entonces que:

d' B,
el <0

z+2—-A>0

> A—-2

Claramente z° = A+ 34 > A~ 2,por lo que en z* se alcanza el méximo valor
esperado de ganancia.
Nétese que z* = A + ﬁ = A lo cual es natural de esperarse, ya que, se busca

comprar lo mas barato posible con respecto al mercado.
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., .
Apéndice
Definicién 5.4,1 Variable Aleatoria

Sea (2, £) un espacio medible. Se dice que una funci'on X : @ — R es una variable
aleatoria si

XYE)={wef|X(w)eE}ee

para B € B(R)

-donde B(R) es la g-dlgebra generada de Borel en R, es decir, X es una funcidn
medible de (9,£) a (R, B(R)).

Definicién 5.4.2 Vector Aleatorio

Sea (8,4, P) un espacio de probabilidad. Se dice que una funcidn X:0 R es

un vector aleatorio si

XY Ey={weQ|XWw)eE)et

para E € B(R")
donde B(R") es la o-digebra de Borel de R",

Definicién 5.4.3 Distribucién de Probabilidad
Dada una variable aleatoria X en (Q,€, P) se define una medida sobre B(R) eomo:

Px(B)= P {X-Y(E)} pera E € B(R)

Px es una medida de probabilidad y se le conoce como medida inducida por X.

Asi mismo, dado un vector aleatorio X se define una medida sobre B(R") como:
Pe(E)=P {)?-‘(E)} pare E € B{R")

siendo Py conocida como la distribucidn de probabilidad del vector aleatorio X.
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Definicién 5.4.4 Dada una variable aleatoria X en (Q,¢, P) y su distribucidn de pro-

babilidad Px(-) se define la funcidn de distribucidn de una variable aleatoria X como
Fx(z) = Px((~o0,z))

Pr{wef|X(w)<=z}) conzeR

]

De igual manera para un vector aleatorio X = (Xy,...,X,) definido en (Q,ell, P)
con distribucion de probabilidad Pg(-) se define la funcidn de distribucidn conjunta del

vector aleatorio X como
F(z1,...h2a) = Pp ({w € Q) Xj(w) < z; j€TR}) conz;€R

Definicién 5.4.5 Se dice que una medida inducida de una variable aleatoria X es
absolutamente continua si eziste fx : R — R no negativa tal que,

Fy(z) = /_ " fele)dz

A esta funeidn fx se le conoce como la funcion de densidad de X,
De manera andloga se define la funcidn de densidad de un vector aleatorio X como

aquella funcidn fg : R* — R tal que

Zn

Fx(zl....,:,.)=/_m /_:f,;(u.,...,u,.)dunt..dm.

Definicién 5.4.8 Sean X,Y dos variables aleatorias en (Q,£, P) tales que tienen fun-
cidn de densidad conjunta f(z,y), la funcién de densidad de probabilidad condicional
de X, dado que Y =y esta definide para toda y tal que fy(y) > 0 por

_ J=zp)
flzly)= )
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Principio de Invarianza

Definicién 5.4.7 Sea D la clase de todas las funciones X(t) con 0 <t <1 y tal
que limey, X(t) ezista para todo L, € (0,1) y que tanto limy.o+ X(t) = X(O) como
limey- X(t) = X(1). Definase p(X(-),Y(-)) sobre D como:

Sup | X(@)y =Yty |

Definicién 5.4.8 Para H(X(:)) definida sobre D, sea G el conjunto de todas las fun-
ciones X(-) en D tales que H es discontinua en X(-) en la mélrica p. Si eziste un
conjunlo Gy € B([0,1]), la o-digebra de Borel en el intervalo [0,1] tal que G C G y
que para un Movimiento Browniano estdndar {X(t)} , P {X(-) € G1} = 0 entonces se
denominard @ H como B continua cast seguramente.

Proposicién 5.4.1 Principio de Invarianza

Sea H definida sobre D tal que es B continua casi seguramente, Considerese
cualguier proceso del tipo

donde S, es la suma de la primeras n variables alealorias {Y;},,, las cuales. son
independientes e idénticamente distribuidas con media cero y varianza o?. Asimase

que H(X(")(-)) son variables aleatorias. Entonces

H(X™()) S H(X()

donde {X(t)} es un Movimiento Browniano Estdind
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Teorema de Kolmogorov
Proposicién 5.4.2 Sea {Fy,,. 4.(T1y..-,Zn)} conti e TC Ry ty < ... < t, una
Jamilia de funciones de distribucidn finito dimensionales que satisfacen la condicdn de

consistericia siguiente

0 Fopta@100e120) = Fopfin 10 1B )

donde

el simbolo * indica que la coordenada es omitida

Entonces, eziste un espacio de probabilidad (n,t,P) y un proceso

estocdstico {X(t)},cp tal que

Plwef|X(t:) € z1y..., X(th) S xn} = Foyontn(Z1, .oy 20)

122



Bibliografia

[1] Breiman, Leo. (1968).
"Probabilitry”.
Addison-Wesley.

[2]

L

Chung, K-L. (1968).
"A Course in Probability Theory”.
Harcourt, New York.

3

-_

Durret, R. (1985).
"Probability: Theory and Examples”.
Pacific Grove, California,

[4

—

Laha, Rohatgi. (1979).
"Probability Theory”.
Wiley, New York.

Resnick, Sidney . (1992).

"Adventures in Stochastic Processes”.

(5

—_—

Birkhduser.

)

Ross, Sheldon M. (1983).

"Stochastic Processes”.
John Wiley and Sons Inc.

{r

—

Rudd and Jarrow. (1983).
»Option Pricing”.
Irwin.

123



	Portada
	Índice
	Introducción
	Notación
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. Movimiento Browniano
	Capítulo 3. Propiedades del Movimiento Browniano
	Capítulo 4. Tipos de Movimiento Browniano
	Capítulo 5. Aplicaciones del Movimiento Browniano
	Apéndice
	Bibliografía



