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1 Introduccién

Gran parte de los problemas de OpTiMIzZACION DisCRETA efcuentran un camino hacia su
solucién cuando sc reformulan como problemas de: Ruta Mis Corta (RMC) o Fruso
en Repes. De hecho, los algoritmos para resolver el problema de FLuso En REDES
utilizan como parte de su solucion algoritmos para resolver el problema de la RMC, y, en
realidad, la mayoria de los algoritmos para OrTimizacién los usan como una operacién o
instruccion mas. Esto nos indica que el algoritmo de la RMC es fundamental en el drea de

OpTIMIZACIGN Discrera [19].

Por lo anterior, ¢l andlisis y disefio de algoritmos eficientes para el problema de la RMC ha
constituido, por mas de treinta afios!, en una importante irea de investigacién en el campo
de OpTimizacién [2). Como resultado, el algoritmo de DisksTra ha sido considerado
como el mejor para resolver el problema de la RMC [19]. En los tltimos aiios, diferentes

variantes han propuesto mejoras a su Desempeiio Computacional.

El objetivo principal de este trabajo s mostrar la Adaptabilidad o No-Adaptabilidad del
algoritmo de DksTra (Y sus variantes) haciendo recomendaciones para su implantacion.
Concentraremos nuestro andlisis en el MoDELG CoMPUTACIONAL D2 COMPARACIONES
y estudiaremos diferentes estructuras de datos como implantaciones concretas del mismo
tipo de datos abstracto, Cola de Prioridades. Como consecuencia, podremos indicar que

variantes del algoritmo de DisskTra, englobadas en ¢l mism: delo computacional, tienen

la capacidad de aprovechar la estructura del ejemplar® del problema. En consecucncia estas
variantes adaptivas consumen menos recursos de cémputo, en particular la ejecucién es mas
rapida que en el peor de los casos o en el caso promedio.

Como primer, y bdsico, acercamiento de nuestro objetivo, haremos uso de una Repuc-
c16¥ del problema de OrRDENAMIENTO a una variante del problema de la RMC. Esta
reduccién requiere tiempo lineal en ¢l namero de datos de entrada, y por conocerse cotas
minimas para el problema de ordenamiento, bajo el modelo de comparaciones, establece la

mejor cota minima conocida para los requerimientos de tiempo, tanto en el caso promedio

L Dijkstra presenta su algoritmo para resolver el problema de la ruta mas Corta, en 1959 [5]. De manera

independicnte, en 1960, p algoritmon similares Dantsing {4] y Hillicer & Whiting [£3).
?E usando el término gjemplar de un problema como traduccidn a i of a problem y enten-
d que es la definicidn de un problema y datos especificos de entrada.

viii



como en el peor de los casos, de todo algoritmo que resuelve el problema de la RMC {16).

Una modificacién del algoritmo de D1sksTRA, que lamaremos DusksTRAM , resuelve la
variante del problema de 1a RMC y un andlisis del peor caso y del caso promedio establece

que el DuxsTRAM es 6ptimo para ambos casos (16].

Denominaremos DuskstraSort al algoritmo de Reduccién que resuclve el problema de
ordenamiento utilizando el algoritmo D1sksTRA M que soluciona una variante del problema

de 1a RMC.

El problema de ordenamicnto ha sido ampliamente estudiado, en la litcratura, mds alld
del tradicional andlisis del peor caso y del caso promedio. Existen resultados concretos del

problema de ordenamiento sobre sus algoritmos, cotas, implantaciones y adaptabilidad [8].

De esta forma, tenemos una plataforma tedrica sdlida sobre la cual podemos apoyar y

comparar nuestros resultados.

El contenido del presente trabajo se distribuye de la siguiente manera:

- Se inicia con una semblanza general sobre el ANAuists DE ALGoRiTMOs donde

se incluye una introduccién a 1a ADAPTABILIDAD.

« El capitulo II describe el problema de la RMC haciendo énfasis en el algoritmo
de DUSKTRA.

La tercera parte, describe un marco tedrico del planteamiento central de 1a tesis
¥ la manera como serd desarrolfada su solucién.

- El capitulo IV prescnta el algoritmo DuKSTRASORT.

- En los capitulos V y VI se realizan ANALisis DE ApaPrasiLipap de los algo-
ritmos DIJKSTRASORT y DWKSTRA, para diversas implantaciones y diferentes
tipos de graficas.



Los apéndices que compl tan este trabajo son:

P

Se describen detalladamente los diferentes métodos para resolver la RMC.

- B. Se describen diferentes Tipos de Datos Concretos del Tipo de Datos Abstracto
Cola de Prioridades,

- C. Seintroducen conceptos bisicos de la Programacién Orientada a Objetos.

+D. Se introducen conceptos bisicos sobre adaptabilidad y medidas del desorden,
ademas se presentan resultados concretos del andlisis de adaptabilidad en el prob-
lema de ordenamiento.

- E. Se presentan ideas para el analisis de adaptabilidad del Algoritmo de Dijkstra
usando Radix Heaps.



I

Analisis de Algoritmos

Para aprovechar al maximo el los recursos que ofrece la tecnologia de las maquinas actuales
es indispensable el desarrollo de algoritmos que tomen ventaja de tales recursos. El campo

de las Ciencias de la Computacién que estudia la eficiencia de algeritmos es conocido como

Analisis de Algoritmos [16).

En esta seccion introduciremos conceptos y notacidn sobre ¢l analisis y adaptabilidad de
algoritmos, los cuales serdn utilizados durantc el desarrollo de este trabajo.

1

Panoramica General

Antes de iniciar, con una semblanza general sobre el andlisis de algoritmos, definiremos

formalmente algunos conceptos basicos.

*

*

*

»*

Un problema es una cuestién a resolver, generalmente, posee varios. parimetros. - Por

ejemplo, encontrar ¢l maximo en un conjunto finito de niinteros naturalcs.‘

Un ejemplar de un problema (fastance of a problem) es ‘es una asngnauén de va]ures

para los pardmetros. Por ejemplo, encontrar el méximo en { 3, 7 5, 8, 1 }

Un algoritmo para un problema es una descripcion del procedimiento paso a paso para la
obtencién de la solucién del problema. Un Algoritmo es tal que, al tomar un cjemplar
cualquiera del problema produce la respuesta correcta para tal ejemplar. Si muchas respues-
tas son equivalentementemente correctas el algoritmo serd capaz de producir cualquiera de

ellas o generatlas todas.

Un algoritmo es correcto si garantiza la creacién de una respuesta correcta para cada

cjemplar del problema.

K,

Un ejemplar de un pr de optimizacidn es una pareja (F,¢), donde F es cualquier
conjunto, el dominio de puntos factibles ,y ¢ es la funcidn decosto, ¢ : F — R. El
problema es encontrar f € F parala cual’ e(f)Sc(y) Yy €F, a f selellama solucién

Sptima global para el ejemplar dado.

Un probl

de optimizacion es un conjunto E de cjemplares de un problema de opti-
mizacién.

Un algoritmo eficiente cs aquel para el cual el tiempo de ejecucién, en el peor de los casos,

estd acotado por una funcidn polinomial que depende del tamaiio del ejemplar del problema.



* Informal un ejemplar es el conjunto de datos suficientes para obtener alguna solucién

de un p Y un probl €5 un conjunto de ejemplares,

Al intentar resolver un problema se podrian tener varios algoritmos que los solucionen,
entonces surgen algunas preguiitas como:

t> ;Cudl es el correcto?, ;Cudl es el mejor?, ;Cuél es ef mis rapido?

B ;Cudl es el que gasta menos espacio de almacenamiento?

> {Cual es el més ficil de ...
& ... entender? b ... programar? o ... implantar?
& ... adaptar a los sistemas ya programados?

> ... modificar? > ... aplicar a mds casos?

Pero muy pocas veces se hace referencia a preguntas como: )
t zqué tan ripido, cficiente y eficaz resulta ser un algoritmo para un problema en
particular?;
> zqué tan bueno es para un tipo especifico de maquina?;
b gqué tan eficiente resulta ser un algoritmo si se implanta en un lenguaje de progra-
macién en particular?;
B jqué tan eficiente resulta ser si se utiliza un compilador en particular?;

porque su respuesta es demasiado especifica.

Generalmente, sc intenta responder a las preguntas del tipo:

> § Qué tan rapido es o Algoritmo .., para solucionar el Problema ... ?

4

Y se obtienen respuestas que no dep ni de la mdquina ni del problema.

De esta manera, Udi Manber [21] afirma que:

“ ... el propésito del andlisis de algoritmos es predecir el comportamiento de un algo-
ritmo sin implantarlo cn una maquina especifica .. ™

Para lograr independencia sobre el tipo de computadora, concebimos a ésta como una

simple maquina de oper. J tales. Luego, si un algoritmo usa menos operaciones
P 8

elementales que otro serd més rapido. Al cilculo de operaciones elementales se le llama

tiempo de ejecucién del algoritmo.

Una importante y préctica razon para justificar el andlisis de algoritmos es descrita por
Goodman {10]



4 .. se requiere obtener estimaci o cotas sobre el almacenamiento y el tiempo
que toma en ejecutarse el algoritmo, ya que la memoria y el tiempo de cdlculo de la

mdquina son recursos, generalmente, escasos y, sobre todo, costosos ... "

Asi pues, el anélisis y comparacién de algoritmos, tradicionalmente, se ha basado en el
tiempo de ejecucién y tamafio de memoria utilizado para almacenar los datos sobre todos
los ejemplares del problema.

Para estudiar la eficiencia de algoritmos necesitamos un modelo computacional [45].
Un Modelo Computacional es un conjunto de suposiciones que se asumen acerca de .
la médquina (virtual o real) sobre la cual serd ejecutado el algoritmo. En el presente frébajd;
usaremos el Modelo Computacional de Comparaciones . Este modelo, divide un ejemplar.
L en dos partes: una libre, f, y otra restringida r; de esta forma, -E —< f,r >, Se

permite que un algoritmo use f de la forma en que lo desce, pcro re umcamentc podra

usarse en operaciones de comparacién. {16, 45]

Tarjan{45], nos indica que una vez elegido el modelo cbmputé.cional' s‘ic débé‘ sélcccionar

una medida de desempefio. Tomaremos al tiempo de ejccucmn como medlda de dcscmpeno

Formalmente, el tiempo de ejecucién de un algontmo Ay apllcado ‘un ejemplar E, esel

ntimero de pasos a efectuar en A para encontrar la solucnon para
Ta(E),en particular, el valor de T4 ( E ) reoresenta al manos cl numero e comparacmncs

realizadas para enconlrar la solucién del cjemplar” £,

El analisis de un algoritmo A en todos lo casos, xmphcana dccu' para. cada ejemplar £ de
un problema, el tiempo de cjecucién T4 £) que toma A en nsolvcr E Como usualmente
el conjunto de todos los cjemplares £ es muy grande, sélo traba]a.rcmos con familias de
ejemplares de un mismo tamafio. Un ejemplar £ es de tamafio n si tiene n datos o
alguna medida natural del tamaifio, y se denota por |E|. "De esta forma, més adelande
definiremos T4 (n) como el desempeiio para la clase de ejemplares de tamaiio n. Miés
atin, sélo nos interesa el orden de magnitud de T4 (n ) , pues la implantacién particular se
afecta Ginicamente por un factor constante.

Si T(n) estd asintoticamente acotada por g(n) decimos que T'(n) es de orden g(n}
y lo denotamos por T'(n) es O(g(nr)). Mas formalmente, Si f y g son funcioncs de
variables no negativas n;,na,..,n¢ se dice que:



> f es O{g) si 3Ie, e constantes positivas tales que

F(myenng) < c-g(mynz,eany) + 2 Vo

{ representa una cota superior para f }
> fles R(g)siges O(f). { representa una cota inferior para f'}
. bifesO(g) s S es O(3)y R

El’deéém;iéﬁo com;iutacional de un algoritmo puede ser analizado como una funcién del

peor de los casos, del caso promedio o amortizada [10,9, 16, 45, 43].
Como una funcion para el peor de los casos, T4 (n) se defince de la siguiente forma:
Ta(n) = T4 (E") donde Tx(E") =max{Ta(E) /E es detamaiion}.. -

El andlisis del peor de los casos nos proporciona una ejecucion garant_iiédq del algoritnio.
Esto es, el algoritmo nunca requerird mas tiempo (o espacio) de que ha sido especificado por
la cota dada. Resulta ser muy pesimista. T

El anilisis del caso promedio, nos proporciona una funcion que depende de la esperanza

de Ty(n),estoes E[T4(n)}= 3 Prob{E] - T4(E), donde Prob{E] esla
v [Bl=n

probabilidad de que ocurra E.

El analisis del tiempo amortizado ¢s un promedio sobre el tiempo [44]; csto cs, se toma
T4 (E) para diferentes instantes sobre la ejecucion del algoritmo y después se calcula el
promedio sobre esos valores. Sea T4 (E)y, = Ta(E) enelinstante i. Sitomamos

T4 ( E) para 1 instantes diferentes, entonces el tiempo amortizado queda definido por:

T4(E)s

-

ACIEES

Ventajas de los Tipos Analisis de Algoritmos

. Analizar un algoritmo permite observar varias alternativas de desarrollo e im-
plantacién del mismo o partes de €1,

- Resulta mds conveni establecer medidas simples para evaluar la eficiencia de

un algoritmo gque implantarlo y probar que tan eficiente es cada vez que algiin
parametro bisico de la computadora cambie.



2 Adaptabilidad

El analisis del peor de los casos, del caso promedio y del tiempo amortizade, nos proporcionan

informacion sobre las virtudes de un algoritino y nos ayudan a elegir entre varios de ellos.

Actualmente ha surguido otra panoramica para proporcionar mayer informacién, evaluar,
analizar y disefiar algoritmos, denominada adaptabilidad de algoritmos:

Se dice que un algoritmo es adaptivo 2, si para cada ¢jemplar dado, 1a realizacién de
operaciones elementales resulta ser una funcién no decreciente que depende del tamaiio
v dificultad del ejemplar del problema [7].

Informalmente, diremos que un algoritino es adaptivo si es capaz de aprovechar las ca-
racteristicas del ejemplar del problema a solucionar. Mds formalmente, un algoritme cs
adaptivo si la informacién sobre T, { £) no sélo se expresa como Ty ( |E] ), sino como
una funcién Ty ( |E|, dif (E) ), donde dif (E) es una funcién que mide la dificultad del
ejemplar{8].

En general, la mayoria de los algorimos son glotones, csto es, utilizan o barren toda la
estructura del ejemplar para intentar solucionarlo. Se tiene, entonces, que la adaptabilidad

es una propiedad que poseen algunos algoritmos.

En este trabajo deseamos mostrar si existe adaptabilidad en algunas implantaciones de

los algoritmo de Lo Teoria pe REpES, en especial los que resuclven el problema de la
RMC y mis especificamente del algoritmo de DuKsTRA.

Adaptabilidad en Redes

Ditemos, de manera informal, que un algoritmo en redes es adaptivo si es capaz de
ajustarse o amoldarse, por si mismo, a la estructura especifica de la red, disminuyendo

el desempend computacional del algoritmo para tal cjemplar.

3Nos referiremos a algoritmo adaptive como traduccién de adeplive algorithm.




II Ruta Mas Corta

Esta seccién describiremos el problema de Ia Ruta Mds Corta, presentaremos, de manera

general, modelos y algoritinos que resuelven este problema, haciendo énfasis en l algoritmo
de DITKSTRA.

1 El Problema de la Ruta Mds Corta

RMC: Dada una red G con n vértices, el problema consiste en encontrar la
Ruta MAs Conra (longitud) o mds barata (costos) entre dos o més

vértices.

E! Problema RMC es bésico para los problemas de OrTiMizacién COMBINATORIA ¥
FLuJo En Repes. Algoritmos que resuelven estos problemas lo utilizan como una operacién
més que los complementa [18]. Este tipo de problemas tiene aplicaciones en modelos de
distribucién y asignacién de recursos, entre otras aplicaciones dela Teoria pe REDEs. Su
aplicacién mis importante sucede cuando se combinan problemas de flujo méximo en redes

a costo minimo, csto es el problema de Flujo Méximo a Costo Minimo en una red [36].

1.1 Modelos para la Ruta Mas Corta

El problema de RMC puede agruparse en los siguientes modelos:
i) Encontrar la RMC desde un vértice a todos los demdés vértices de G cuando las
longitudes de los arcos son no negativas.
ii) Encontrar la RMC desde un nodo z a todos los otros nedos de la Red G sin
importar si las longitudes de los arcos son positivas o no.

iii) Encontrar la RMC entre todo par de vértices.

iv) Otras generalizaciones de la RMC.

Para resolver (i) y (ii) se cuenta con algoritmos que consisten de métodos de etiquetacion
cuando las longitudes de los arcos son no negativas y métodos de correccién de etiquetas
para el caso en que las longitudes pueden ser negativas. En este trabajo nos concentraremos

en resolver (i).



1.2 Algoritmos para la Ruta Mas Corta

Los algoritmos para RMC se pueden clasificar, segiin su construccién, basicamente en dos
tipos:
* Algoritmos que construyen Arboles de RMC

los cuales encuentran la RMC del origen, s. 2 cada uno de los otros vértices.

(RMC entre dos vértices especificos)

*« Algoritmos auxiliados por Matrices
que localizan la RMC entre cada par de vértices,
{RMC entre todo par de vértices)

Los algoritmos de RMC entre dos vértices especificos basan su solucién andlitica en las
Ecuaciones de Beliman. - La multiplicacion matricial constituye una herramienta funda-
mental para los algoritmos que resuelven la RMC entre todo par de vértices. La descripcion
detallada de estos algoritmos se encuentra en ¢l Apéndice A, [14, 46, 18, 19].

1.3 Notacién

En el.presenie trabajo denotaremos por:

G = (N, A,é) =aunared con costos en los arcos, donde
N es ol conjunto, no vacfo y finito, de nodos o vértices;
A esel conjunto de arcos o aristas A CN x N; y

§:A-— Y esla funcién de costo sobre los arcos.
no= IN] - es el mimero de nodos o vértices.
m ="]A| esel nimero de aristas o arcos.
(ir, 7). eselarcodei a j.
a;; s lalongitud o costo del arco (%, 7).
s, d  representan a los nodos origen y destino, respectivamente. -
d{v) eslaetiquetade v.
Pow representa una rutade v a w; paratoda v,w € N.

RMC(s, w) representa la ruta més corta entre los vértices s y w.



A(s) = (N;AVE,) " es una arborescencia de G donde A’ CA y

5|A,. es'1a funcién de costo & restringida a A’.

A*(s) es una’Arbbresdmcia‘ A(s) de G para la cual cada ruta P, es inica y representala
RMC(s,z), pafa toda re A.

La Longitud o Costo de una ruta es la suma de las longitudes o costos de los arcos que la
constituyen. -

2 Algoritmo de Dijkstra

El Algoritmo de DusksTRA s uno de los més eficientes para resolver ¢l Problemna de RMC,
de un nodo fuente s a cada uno de los otros nodos en una Red G para la cual las longitudes -
de los arcos, aj;, son no negativas. Es considerado el algoritmo basico de etiquetamiento
[19]. T

En esta seccién daremos una panéramica general del algoritmo, asi como una justificacién

matematica que nos garantiza que el algoritmo ¢s correcto.

2.1 Panordamica General del Algoritme

> Cada nodo i poseec una etiqueta d{i) donde:

o d( i) es permanente si representalaRMCde s a i.
> d (1) es temporal si aiin no representa la RMC de s a i;

es decir, estd por encima de la minima longitud posible.

p El algoritmo inicia etiquetando los vértices:

o El origen s, serd permanente con d(s) = 0
o Los demds tendrdn etiqueta temporal, dada por:

. _Joy s 3 (s)ea;
d(fjemin} = { o s A (s.d) €A

b Se busca entre los nodos con ctiqueta temporal al nodo k cuyactiqueta, d(k ), resulta ser
la mfnima.

Si d(k) # o0
o Tal d(k) se convierte en permancnte.



o Sc revisan las etiquetas temporales de los nodos j ;tlyu:t;nhs al vértice k,
actualizando de la sigui forma sus etiquetas:

dG) — | min () dk)tay )

t> El proceso termina cuando todos los nodos han sido Lthuetados dc maucm perm.menle o

cuando todas las etiquetas. d{ k), tienen como valor mfmmo a mﬁm\o
El algoritmo queda determinado, en forma general, de la siguienle xﬂancra:] o

ALGORITMO DE DIJKSTRA

I Definicién inicial de etiquetas.
II Mientras existan Etiquetas Temporales Finitas
1. Seleccién del nodo, k&, con etiqueta temporal minina
2. Si d( k) es finita
a) d( k) se convicrie en etiqueta permancnte
b) Actualizacidn de las eti t /|

q Y

de los nodos adyacentes a k.

2.2 Justificacién del Algoritmo

Resulta claro que el algoritmo es finito, ya que exisie un niimero ﬁmto dc \'crtlc(s, por tanto
hay un nimero finito de etiquetas temporales y por consecuencia se tlene un miimero finito
de ctiquetas temporales con valor finjto, Esto es: '

{ Etiquetas temporales con valor finito } C { Etiquetas temporales } C N\ {s} CIN.

Observamos que el algoritmo termina cuando ocurre una de las siguientes condiciones:

1. Todas las etiqueta han sido clasificadas como permanentes. Mostraremos que
entonces existe una arboreseencia A* (s ), de rutas més cortas.
2. Yano hay etiquetas temporales con valor finito, pero aiin existen etiquetas tem-

porales. Demostraremos entonces que no existe una arborescencia A*{s).

Caso 1. Supongamos que ¢l algoritino termina cuando todas las etiquetas han sido
marcadas como permanentes. Por demostrar que la arborescencia, A* (s), encontrada es
de rutas mas cortas. Demostraremos por induccién que después de n iteraciones del paso
11, para cada vértice que



A) Si v tienc ctiqueta permanente, d{ v}, entonces ésta representa la RMC( s, v).
B) Siun vértice w tiene etiqueta temporal, d( w) es la longitud de una ruta P,

para la cual, los vértices que la forman ticne etiquetas permanentes, excepto w.
Base de la Induccién. Sea n=1.
- Despuds de reallzar el paso I. la ehquela d{s) =0 y es permanente. La etiqueta

d(J) es tcmporal pam tnda J € N\{s} ademas d(j) = a,; siempre que 3(s,5) € A.
: Parael paso 1.

d(w) = ag ylaruta Py, estd foﬁnad;i’ﬁni&a.m ite por dos vértices, s y.w, donde

8 es permanente y w no. o

Paso de Induccién.
Supongamos que para n = k las aﬁrmacnones (A) y (B) son vélidas. Por demostrar que
también son vilidas para n =k 4 1.

Sea v el vértice que acaba de ser elegido como minimo, entonces

d(v) = i’ mwu{ d(7)} v d(v) eslanueva etiqueta permanente.

Por demostrar que d{v) representala RMC( s,v).

Supongamos que d(v) no representa la RMC(s,v).

Sea Py laruta desa v con longitud d{v). Como P,, no representa la ruta de
s a v con minima longitud, entonces existe una ruta, digamos R, , para la cual la
fongitud de R, es menor que d( v}, Figura 1. Esta ruta debe contener al menos un
vértice con etiqueta temporal finita. Sea § el primer vértice apartir de & con etiqueta
temporal finita. Entonces Ia longitud de la subruta de s a §, R);, debe ser menor
que la longitud de R,y. Perolasubruta Rjg sdlo contiene un vertice temporal finito,
porlotanto: d{6) < d(v). Esto contradice la cleccion, & debio ser elegido antes
que v, por lo tanto tal R,, no existe.
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Por dé.xnost;a;,'ahof !
representa la longitud de. unaruta: Py
excepto w . Dol :

Subongi‘mos‘que tal proposicion es falsa. Esto es,: exlste un v U ;
temporal finitay una ruta P,, dé longitud r, en lacual ‘'w es c] tdnico verhce cuu .

ctiqueta temporal finita, donde ademés r < d (w).

nodo que estamos revisando. Si r # v entonces, por hipotcéis' d

determinada (hecha per ) despuds de la k-dsima iteracion, ent

lo cual contradice el hecho de que r < d(w).

valldapa.ra n=k+1.

Caso 2. Supangamos que el a]gornmo termina cifand
con valor finito, pero aun ex:sben ethuet‘ :

arbormcznc:a, con- ralz s; de mtas mas cortas :

. Tenemos que e)uste a.l menos un' vértice = para el cual d ( z)

que no existe unan\taqueunaascon r,estoesi’ 3 zeN'’ RN ﬂ'P.,.

no existe una arborescencia para G, por lo tanto, no existe una a:borcsu:ncxa, A‘ ( 3),
de rutas mds cortas con rajz s.

Con lo cual queda demostrado que el algoritmo es cotrecto.
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III Marco Tedrico

En este capitulo iniciamos presentando formalmente el concepto de Tipo de Datos Abstracto
(TDA), especificando €] TD A Cola de Prioridades ¢ introduciendo el Paradigma Orientado
a Objetos. Después se plantea un Marco Tedrico, con los conceptos definidos, que nos
permitira desarrollar los objetivos de este trabajo, Finalmeate, se describen los principales
T'DA para el Algoritmo de DuuksTra y se describe éste en términos de las operaciones de

tales tipos de datos.

1 Tipos de Datos Abstractos

El desempefio computacional de un algoritino dependeré de la forma como se representen
y manipulen los datos de entrada (ejemplares) y las estructnras auxiliares que permiten la
realizacién del mismo. A la forma especifica de representar datos iniciales, temporales,
auxiliares y finales, le llamaremos Estructuras de Datos. En particular, el Algoritmo de
DuskTrA basa su desempeiio computacional en la forma corno se reprenta, almacena y

opera su Ejemplar, la Red y las Etiquetas Temporales.

Las estructuras de datos, como nos indica J.J. Martin [15), sirven para implantar datos
(objetos) complejos, los cuales se clasifican en tipos de acucrdo a la manera como serdn
usados. Asi que, dependiendo del punto de vista, un dato puede ser caracterizado por su

tipo (para su uso) o por su estructura (para su implantacién).

La Abstraccién de Datos consiste en separar las-estructuras de datos del algoritmo,
lo cual nos permite el estudio de cada estructura por separado y nos provee una manera de
organizarlas y simplificarlas. Dc csta forma conlameos, con una gran variedad de medios
que no dependen de un algoritmo en particular para representar y estructurar datos, pero
que poseen operaciones sobre tales estructuras. La unidn de un conjunto de estructuras y

las operaciones que las manipulan se ven englobadas en una Entidad Matemdtica [16].

Desde una panorimica mis abstracta, sabemos que el concepto de entidad matematica no
obliga a una representacién especifica y posec una serie de axiomas y operaciones particulares

(ejemplos: conjuntos, espacios vectoriales).

Un Tipo de Datos Abstracto es, basicamente un conjunto de objetos y un conjunto



de operaciones que manipulan tales objetos {15}  De mancra similar JH. Kingston [16},

define, Tipo de Datos Abstracto (TDA) come una entidad tematica con op

propias definidas sobre la entidad: < adt , operaciones . ‘Dzv: esta forma, los objetos
manipulados por un algoritmo se conciben como objetos matemdticos a través del concepto
de Tipo de Datos Abstracto. e

La importancia de este concepto ha sido rec ido muy. recient te, aunque se ha

usado desde el inicio de la computacién.

J.J.Martin [15], nos dice que:

Crear e implantar nuevos tipos de datos se ha convertido en una fuerte herramienta -
para saparar niveles clave en programas grandes. Para exploti; esta herramienta, se |

debe aprender a .

- reconocer los objetos candidatos a formar nuevos tipos de datos;
» identificar las operaciones bisicas para tales objetos;
« especificar con precisién las operaciones bdsicas; y

- seleccionar una buena implantacion,

La mejor opcién de implantacion de un TDA es la Programacién Orientada a Objetos
(P0OO). La cual, ha venido a ser consecuencia de la evolucién de los Ienguajes de progra-
macién. B. Eckel [0}, nos da una buena panorimica de la evolucién de los lenguajes de
programacion:

Usando e! lenguaje ensamblador, €l programador podfa evitar la codificacién de ni-
meros y, en su lugar, pensar en palabras. Los lenguajes procedurales escondian la
complejidad de las operaciones sobre los datos. Los lenguajes orientados a objetos
{LOO) esconden la complejidad del programa en si mismos.

Un LOO enfatizalos tipos de datos y sus operaciones. En la POO, los datos no fluyen

abiertamente alrededor del si son protegidos de modificaci accidentales. Los

Mensajes, cn vez de los datos, son los que se mucven en cf sistema. Ya no se tiene un

acceso procedural, en los LOO se manda un mensaje 2 un objeto.

En la POO, los objetos y sus operaciones bisicas se describen conjuntamente. A las

operaciones se les denomina Mensajes o Caracteristicas!. A la definicién conjunta

de un objeto y sus caracteristicas se le lama Clase. Las caracteristicas van asociadas al

*En este trabajo las lamaremos Caracteristicas, pues usarcmos la tecnologia QO de Eiffel [24]



abjeto. Por cjemplo, si un objeto ¢ dela clase Nimeros Complejos tiene, en particular dos
caracteristicas: la parte Real y la parte Imaginaria la forma de invocar a la parte real es
c.Real.

Denominaremos por Tipos de Datos Concretos (T'DC) a la definicién concreta de cual-
quier TDA. Los LOO son la tecnologia mds avanzada para dar una especificacién de los
TDC mediante definiciones de clases.

1.1  Colas de Prioridades

Una Cola de Prioridades es un TDA con muchisimas aplicaciones. Su nombre provienede
una aplicacién en sistemas operativos: el mantenimiento de una cola de procesos los cuales
serdn ejecutados segiin su prioridad; en realidad éslas son usadas diariamente en varias
actividades cotidianas, tales como La sala dec espera de un hospital, donde cada paciente
sera atendido segin la gravedad de su caso,

Recordemos que en el Algoritmo de D13ksTRA , nos interesa recuperar la ctiqueta temporal
minima, asi pues requerimos manipular un conjunto mediante operaciones que facililen cosas
como, agregar un elemento, encontrar y borrar el minimo elemento.

Especificaciones

Una Cola de Prioridades de tipo T con prioridades reales, es un TDA cuyeos objetos
son los conjuntos Q de objetos en T. Cada uno de los elementos en Q tiene asociado un
nimero real, k, al cual se le denomina lave de! objeto. Las operaciones vilidas sobre un

conjunto Q € 2T son las siguientes:
Inserta (2 :objeto, k:llave) .- Incluyeunnuevoobjetoz,conllavek a lacoleccién
de objetos Q.

EncuentraMin : objeto .- Encuentray regresa el objeto cuya llave es mfnima en la
coleccién Q.

BorraMin ( z :objeto) .- Borra un objeto z, cuya llave es minima en la coleccion
de objetos Q.

Inicia .- Crea una nueva estructura de tipo Cola de Prioridades.
Vacio .- Indica si la coleccién de objetos Q es o no vacia,

Elimina ( z :objeto) .- Elimina un objete = de la coleccion de objetos Q.
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DecremcntaLlnvc(z.obJeto, k:Llave) .- Toma al objc'.u z deQy cambna el

valor de sullave a &, slosi k es mener que el valor de la lla\e anterior.

Formalmente, una cola de prioyidad‘ es una Vn-a\(_ia.v de o_l:j:ctos detipo T y pr_ioridndes
en los niimeros reales, R. Estoes: 27 x (T —"rl[l)," doﬁ&ez -
A X B esel producto cartesiano de” A con B -
2T es el conjunto potencia de T';
T —TR es el conjunto de funciones de’ T en. IR. :

Por cjemplo, la operacién Inserta queda forma]mem.é definida, de la siguiente manera:
Inserta:[2T x (T —»R)]x[TxR] — [2T x (T - R)]

donde.

S$iQe2l, preT—MR, € T.y ke R cntonces,
§i (Q', pr') = Inserta((Q, pr) (2. k), z € Q 'y pr'(z) k.

Un cjemplo de axioma:

Sila llave & del nuevo elemento insertado & es menor a todas 1as que ya habia en Q,

entonces z es el nuevo elemento minimo de 1a cola Q. Esto es:

Si Vy €Q, pr{y) 2k == EncuentraMin({Inserta({Q,pr), k)) = z.

2 Descripcion del Marco Teérico

A mediados de la década de los 70°s, Wirth {48] sugiere una relacion entre Yos algoritmos,

las cstructuras de datos y los programas:

Algoritmos + Estruciuras de Dalos = Programas. - R

Para el presente trabajo, esta refacién nos proporciona una interesante forma de ver las
diferentes versiones o implantaciones de un algoritmo en un programa.

Si fijamos un Algoritmo A y variamos las estructuras de datos, tendremos, seguramente,
diferentes programas, y en consecuencia diferentes desempeiios y tiempos de ejecucion.
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Si en la relacion 12 fjamos el algontmo de DIJKSTRA , tenemos yue
Algorn(mq ': Eatrucluraa S S
Codel L cde = [ Programas ]
Dijkag;qz S ES _Dntoa " SR

Tomando en cuenta que, las cstructuras de datos pucden'scr venglobadas en un TDA

. "Alg‘iari_tmo: ¢ -
Sdes b ] Ty =."|"" Orientada
Dijskta-j - 7} Clases. a Objetos -

Ahora bien, la especificacién conaeta de los objetos y las Clases nos det.ermmdra un

Sistema:
Algoritmo Especificacién Concreta
de 4 de = [ Sistema]
Dijskta Objetos y Clases

La siguiente tabla, nos mucstra los Desempefios Computacionales, conocidos en la liter-

atura para el peor caso, para diferentes versiones del algoritmo DisksTra [1, 2}

Tipos de Datos Concretos

Conjunto de Desempeiio
RED ETIQUETAS Computacional
Listas Ligadas 0 (n?)
Listas Heap-Binarios O{m-logan)
de d-Heap O{m-loggn)

Adyacencia || Fibonacci-Heaps O(m+ n-logan)
Radix-Heaps O (m+n-loga(nC))

Matriz de Cualquiera de

Incidencia las anteriores O(n-m)
Matriz de Cualquiera de
Adyacencia {| las anteriores 0(n?)




Para el presente trabajo. describiremos una Conceptualizacion Abstracta de! algoritmo
de DuksTra. utilizando notacion de POO, sobre la cual calcularemos el Desempeiio
Computacional para el peor de los cases. Después iremos especificando los TDA. Para
cada implantacién concreta refinaremos. de ser posible, el desempeiio computacional, tanto
para ¢ peor de los casos como para el caso promedio, y finalmente, realizaremos el analisis
de adaptabilidad.

3 TDA’s en el Algoritmo de Dijkstra

Al intentar implantar un algoritmo, debemos decidir la miejor representacion de los datos y
surge. entonces, el balance de factores no todos alcanzables simultaneamente. Analicemnos
un poco al algoritmo de D1ksTra, sus ejemplares y demds estructuras auxiliares, necesarias
para llevar a cabo su ejecucién. Un cjemplar para el problema de la RMC. es una red con
costos en los arcos. En particular, el Algoritmo de DisksTra, 5¢ efectia eficientemente sobre

una red con costos positivos,

TDA para la RED G

Representaremos a la red G como una Lista de Adyacencias, las opcraciones bésicas
requeridas para identificar el Tipo de Datos Abstracto RED, son:

CreaRed.- Genera un objeto de tipo RED.

AccesaAdyacentes (v: Vértice ) .- Regresa la lista de los vértices adyacentes a v,
GuardaAreo (a: Arco; ¢: Tipo_Costo ) .- Afade e} arco a con costo ¢ en la red.
PrimerVertice.- Regresa el primer vertice de la red.

PrimerArco.- Regresa cl primer arco en la red.

VerticeFinal (a: Arco) .- Regresa el vertice final del arco a.

ImprimeRed .- Muestra los datos contenidos en la red.

TDA para las ETIQUETAS TEMPORALES ‘

Las etiquetas temporales resultan ser una estructura auxiliar de almacenamiento funda-
mental en el desarrollo del Algoritmo de DuksTra, por ello la forma como sc representen
serd crucial para el cilculo del desempefio computacional. Las etiquetas temporales tienen
operaciones especificas que dan prioridad a las etiquetas con el minimo valor. Eutonces,
podemos englobarlas en el TDA definido anteriormente como Colas de Prioridades, al cual
denominaremos PQ.



TDA parala RUTA

Durante la ejecucidn del algoritmo de DisksTrA, cada vértice de la red pasa de la situacion
de no-revisado a ya-revisado: el valor de su etiqueta puede ir disminuyendo. En el cilculo
de rutas minimas el predecesor de un vértice en la arborescencia puede cambiar. Por otra
parte. queremos tener acceso diréctq ‘a la etiqueta del vértice en la cola de prioridades,
pues teniendo esta informacién se puejde fiéébrjstruir" la RMC de un vértice a otro, 0, bien,
se puede ‘reconstruir’ la arbore‘spen't;:igi' de R\{C _Rdr esto, para cada vértice en la red G
declaramos un Estado que alm}icgné ,i‘a‘l informacién. las operaciones basicas para el TDA
ESTADO 'son: R T

Visit.- Caracterfstica que indica si el vértice ha sido o no visitado.

Padre.- Caracterfstica que indica cudl es el vértice predecesor en la Arborescencia.

Dist.- Caracteristica que indica cuél es el valor de Ja RMC encontrada.

CreaEstado.- Crea un objeto de tipo ESTADO.

ActualizaVisit (vi: Légico ) .- Modifica la caracteristica visit con el valor de vi.

NvoPadre (N P: vértice) .- Cambia el predecesor en la Arborescencia de RMC,

NvaD (NvaD: T.Costo ) .- Modifica la Distancia del vértice.

MuestraEdo.- Desplicga los valores de Visit, Padre y Dist.

AsignaStatus (vist: Logico.pre: vértice, NvaD: T_Costo ) .- Actualiza los valores
de Visit, Padre y Dist.

Ahora bien, a todos los Estados, uno por vértice, los organizamos cn una estructura de
tamaiio i, que denominaremos RUTA. Finalmente, las operaciones basicas para el Tipo de
Datos Abstracto RUTA son:

CreaRuta .- Crea un objeto de tipo RUTA.

Status (v: Vértice) .- Muestra el estado actual del vértice v,

ModificaEdo (v: Vértice; visita: Logico; pa: Vértice; dv: Tipo_Costo ) .~
Cambia los valores del estado para el vértice v en la RUTA.

Distancia (v: Vértice ) .- Dado un vértice v indica cual es su distancia actual.

CambiaDist (v: Vértice; dv: Tipo.Costo) .- Modifica la distancia del vértice dado.

SuPadre (v: Vértice ) .~ Dado un vértice v, indica cudl vértice es su padre ( vértice
predecesor en la RMC). )

CambiaPadre (v, NvoPa: Vértice } .- Dado un vértice, modifica su predecesor.

FueVisitado (v: Vértice ) .- Indica si el vértice ya ha sido revisado.

CambiaVisitado (1: Vértice: NvoV: Légico) .- Modifica la situacién de visitado,
por Nvol', para el vértice dado v.
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ActivaEnQ (¢: Vértice } .- Dado un vértice v. manticne un apuhlador asu_ etiqueta
temporal en Ia cola de prioridades. )
DesActivaEnQ (v: Vértice ) .- Desactiva el apuntador del vértice r en Q
ImprimeRuta .- Muestra los datos almacenados en RUTA. :
ImprimeRMC .- (vs, vt: Vértice ) .~ Despliega la RMC cntrcl‘o-s‘ \'érljtes syt

Algoritmo de Dijkstra :
A continuacién describiremos el algoritmo de DuksTRA apllcando las opcrac:ona dc
los TDA’s definidos anteriormente y utilizando la notacién de POO. qu paraﬁequs
requeridos por el algoritmo son: G, red para la cual se buscard la arborescencia de:RMC:
8. nodo raiz de la arborescencia: n mimero de vértices cn la red; P, estructura .Ll‘c;ndc‘se

almacenaran los estados para cada vértice.

Dijkstra (G: Red, 8: Vertice, n : Entero, P: Ruta)

Variables
Q: PQ; { Cola de P'rioridades }
vt Vertice: { vertice a recisar}
NvaD: Tipo.Costo; { Nueva Distancia encontrada }
Inicio
P.IniciaRuta; { Da valores initiales el vector de Estados }
P.ModificaEdo(s, —-1.0); { Valor inicial para s
Q.Create; { Crea Cola de Prioridades }
Q.Inserta( s . P.Distancia( s 3); { Anide la etiqueta de s en @ }
Mientras — Q.vacio
v -— Q.DorraMin; { Borra de @ al clemento cuya llave sea la minima }

Para cada arco e Adyacente a ¢ { Revisa los vertices Adyacentesa v }
e - v.0ObtenArco
w +— e. VerticeFinal
NvaD —— P.Distancia{v) + e.Costo

Si - P.Visitado{ w) { Si no ha sido visitado }
P.ModificaEdo{w, v, NraD); { modifica los datos de w en P e }
Q.Inserta{w, NvaD); {inserta w ecn Q}

EnOtroCaso { i ya fue visitado y }

Si NvaD < P.Distancia{ w) { Ia distar:cia encontrada es menor }

P.ModificaBdo(w, v, NvaD}); { modifica los datosde w en P y }
Q.DecrementaLllave(w, NvaD);  { decrementa lalavede w en Q }
Fin Si NeaDd < ..
Fin Si - P.Visitado...
v .SiguienteArco
Fin Para cada arco ¢ ..
Fin Mientras = Q.vacio
Fin Dijkstra
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IV  Algoritmo DijkstraSort

1 Reducciones

Sean P y P’ dos problemas. Supongase que un ejemplar arbitrario E de P puede ser
solucionado conviertiendo E en un ejemplar E' de P’ resolviendo para E' y reduciendo

la solucién 8’ en la solucién S para E. La Figura 2 jlustra graficamente este proceso.

Convertir
Ejemplarcs

Algoritmo Algoritmo
Apara P A’ para P
nvertic
s ! S l s

Figura 2: Reducciénde P en P’

Definicién
Si existen algoritmos para conviertir Een E' y S’ cn S, sc dice entonces que

existe una reduccion de P en P’ y se denota por P oc P’ [16].

Generalmente, se realiza una reduccién de P en P' cuando P es muy dificil de resolver
de manera directa y P’ es mis facil. Por ello, en cémputo, al proceso que efectiia
una reduccién se les denomina Algoritmo de Reduccién o Simplificacién y puede ser

d ati .
p O esq ti te como:

Algoritmo de Simplificacién ( E: ejemplar )

Inicio
E' — Coavertirl (E} { Convertir Ejemplar }
§' - A'(E') { Resolver para P’ }
S — Couvertir§ (§') { Transformar Resultados }
Regresa (S)
Fin

Ejemplo: Sean los problemas:



(orr e von ) ——[BE = B _{an,e0 i)
media . * Secucncia

:"Sf =({a},....al)

Figura 3: Reduccion [Encontrar Media] o [Ordenar Secuencia]

P: encontrar la media en un conjunto de n nimeros

P': ordenar una lista de n nimecros

El problema P es equivalente a buscar el [3] -ésimo elemento més pequeiio del conjunto
de datos. Si el conjunto estd ordenado resulta muy facil encontrar tal elemento, entonces
podemos reducir P < P’ . la Figura 3 muestra graficamente la reduccién.

Los dos algoritmos de conversién son triviales. ya que E = E' y S sélo extrae el [3]-

ésimo elemento de la secuencia ordenada §'. A continuacién describimos el algoritmo de

simplificacién:
Algori de SimplificaMedia ( E: cjemplar)

Inicio
E' —E { Convertir Entrada }
§' «— Ordenar (E') { Resolver para P’ }
s — s ([31) { [5] -ésimo elemento de la secuencia }
Regresa (S)

Fin

Necesitamos alguna forma de garantizar ¢l desempedio computacional del algoritmo de
simplificacién para P, considerado que ya sabemos cual es el tiempo requerido para efectuar
cada conversién y para resolver P!, Esta ‘garantia’, nos la da Kingston [16] en el Teorema 1
(TLB), el cual se ilustra en la Figura 4.
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R (¥ () :
o Convertir - |.——
- lﬂ' |

Algoritmo

Algoritmo n tn

Convertir
s

fa2(n)

W.(n) W(n)

Figura 4: Teorema (Transformation Lower Bound)
Teorema 1 (Transformation Lower Bound - TLB) .

Suponga que P x P! y que los desemperios, en el peor de los casos, para los
algoritinos que convierten E en E' y S en 8§ son fi{n) y fa(n)

respectivamente, donde n es ¢f tamaiio de E.  Enlonces

a) Por cada algoritmo con d peiio computacional W' (n) que solucione

P’ existe un algoritimo para P con desempcefio:
W) = fi(n) + W(n) + f2(n)

b) Si g(n) esuna cota minima (lower hound) sobre la complejidad de P, en
el peor de los casos, enfonces une cota minima sobre la complejidad de P’
resulla ser:

g'(n) = g(n) = (fi(n) + f2(n))

Nétese que cl algoritmo para P, que s¢ menciona en el Teorema 1 (TLB), es ¢l Algoritmo de
Simplificacién descrito anteriormente, ver Figura 5. Asi que, el algoritmo de simplificacién,
para ¢l peor de los casos, requiere un niimero de operaciones del orden de:

Wi(r) = filr) + W(n) + La(n} + (1)

filn) + W(a) + fo(n)

/]

que ¢s lo que indica ¢l Teorema 1 (TLB) en el inciso (a).
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Algoritmo de Simplificacién Desempeiio Computacional

Inicio .
E' —— ConvertirtE (E) Siln)
s — A(E) Win)
S ~— ConvertirS (§') Ja(n)
Regresa (S) a(1)
Fin

Figura 5: Algoritmo Simplificacion General

El segundo aspecto relevante de las reducciones, nos la da el inciso (b). Este aspecto
sive para obtener cotas inferiores en cuanto a los algoritmos que resuelven un problema.,
Mis especificamente, el inciso (b) nos permite decir que no es posible hallar algoritmos mas

rapidos a una cota previamente establecida.

En particular, si sabemos que no existen algoritmos mas rapidos que una cota g{n} para
P que g’'(n) = g(n) — (fi(n) + f2(n)) vaque si existiese un algoritmo mas rapido
para P’ entonces ¢} algoritmo de transformacion. serfa un algoritmo para P mas rapido

que g(n), locual es una contradiccion.

Ui esta t formacidn para obtener cotas inferiores que nos indiquen que tan

eficiente puede ser el desempeiio computacional de los algoritmos para RMC.

2 Reducciéon del Problema de Ordenamiento al Problema de
RMC

Sea G una grifica dirigida con pesos en los arcos (red) y con un vértice distinguide v,

{nodo fuente), Considerese el siguiente problema

P’ Determinar para G el drbol de rutas mds cortas enraizado en v, , y encontrar
una secuecia de todos los vértices de G ordenados segin sus distancias a partir

de v,.

Al parecer, P’ puede dividirsc cn dos subproblemas:
P’, Determinar la arborescencia de rutas mas cortas enraizada en v, .

P’, Ordenar los vértices de acuerdo a sus distancias.



{

En realidad el subproblema P3 es lto por el Algoritmo de DisksTRA, pues éste va
eliminando los vértices para los cuales la distancia desde v, resulta ser la minima; es decir,

va sacando de la cola de prioridades las distancia de los vértices en orden no-decreciente.

Sélo se requiere hacer pequenos cambios al Algoritmo de DuksTra, para obtener un
algorilmo que resuelva P’:

+ almacenar en una cola, LI, los nodos que sc extraen de la cola de prioridades, Q;
+ regresar la cola LP una vez que Q sea vacio.

De esta forma tencmos un algoritmo que resuelve P’.  Estas modificaciones no alteran el
desempeiio computacional del algoritmo, ya que insertar un elemento en LP requiere tiempo
costante. Mostrat todos los elementos de LP tarda O(n). Llamenos a este algoritmo

modificado: DisksTRAM. A continuacién mostraremos que el algoritmo DuksTRAM es
Sptimo en ¢ modelo de comparaciones.

Sea P ( Problema de Ord fento) Ord los e}

de una secuencia de datos.

Denominemos por Sort a cualquicr algoritmo de ordenamieunto que resuelva P.
Sea €= {d,d;,...dsa} uncjemplar para P. Un ejemplar para P’ debe ser una red:
G = digrifica con pesos en los arcos.

Para transformar £ en G ‘se define
v, : vértice distinguido. (Nodo fuente);
(o, ve1di) son los arcos de G y tienen costo; dy, V& € [1..nd}

Resulta claro que este proceso requicre tiempo 6 (n ), en el modelo de comparaciones,
Entonces, si €= {d), dy,...dna}, laredes: G = (V, A, §) donde:

V esel conjunto de vertices y [V = nd4+1 =n

A esel conjunto de aristas  y |A] = nd

§ es la funcién de costo, &: V — It

La Figura 6 trala red G obtenida de esta transformacion. A este tipo de graficas se
les denomina estrellas, denotaremos por £, a una grafica estrella con n arcos y n+1 vértices.
La Figura 7 muestra la reduccién del probl de ord

Finalmente, sea el algoritmo DukstaaSort el algoritmo de simplificacion para P que
usa DIJKSTRAM:
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Algoritmo DuksTrASorT (£: S iaDatos, n: integer)

Inicio
G~ ConvertirE (€, n) { Transformar de £ a G }
S — DUKSTRAM(G, 5,0 ) { Resolver para P’ }
S «— ConvertirS (S') { Convertir Solucién }
Regresa (S)

Fin

K. Mchlhorn (23] dc_niu‘ggtra que, tanto para el caso promedio como para el peor de los
casos, ¥ (nlogn) es un'i oota minima para el problema de OwDENAMIENTO. Aplicando
el Tcorerma 1 (TLB), inciso (b):

g'(n) = Q(n-logrn) — (O(n) + O(n)) = A(n-logn).

Entonces Q (n-logn) tepresenta una cota minima para el DuksTraM. Por lo tanto
cl algoritmo DuksTRAM s 6ptimo en ¢l modelo de comparaciones, tanto para el caso
promedio como para el peor de los casos.

El objetivo de esta tesis es mostrar que con esto no se ha dicho todo y que se pueden
realizar estudios y andlisis de adaplabilidad que dan mas informacion sobre cémo implantar
el algoritmo de DuksTrA.  Es decir, pueden existir ejemplares para los cuales el algoritmo

de DuksTRA realice menos de 2 (n-logn ) operaciones elementales.

3  Andlisis General del Algoritmo

En csta seccién desglosaremos cl algoritmo DissxTraM, suponiendo que G es una grifica
estrella de tamano n, £,. Enfocaremos nuestro analisis en ¢l DISKTRAM  yA que éste
representa la parte fundamental del algoritmo DuskTrASoRT ¥y las conversiones tienen
costo O (n), el cual existe cn todo ejemplar de ordenamiento.  La Figura § ilustra

detalladamente la forma como se van aplicando las operaciones.

3.1 Tiempos de Ejecucién
Definiciones.

b Sea t(rutineg, ¢ ) el ticmpo que tarda cr efectuarse, en ¢l peor de los casos, la

operacién rutina sobre und Estructura de tamaiio ¢q.
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DijkstraM (G: Red, s: vértice, n : entero, P: Ruta)
Inicio
Da Valores Iniciales al Vector de Estados

Asigna valores para s { Padre = Nil, Distancia = 0, Visitado = True}

Crea Lista de Etiquetas Permanentes
Genera la Cola de Prioridades
Inserta a s en @

Mientras - Q. vacio ( * Recorre 1a Cola de Priondadcs }

1¢ Iteracion
v — Q.BorraMin; { Se aplica con #Q -1 = Q
LP. add{ v) { Sc aplica’con #LP = 0 }
* Revisa los vertices Adyacentesav: v=s = v, tiene mi vecinos -
Desde vy — vy hasta v = v,y L
€ — [vs,ti]
w +—— e VerticeFinal = v
NuvaD —- P.Distancia{ v) + e.Costo
Se tiene que - visitado(w)
P. ModificaEdo(w, v, Nva D);

Q. Inserta(w, NvaD); {Se :apli;_; cox;_‘-'#qeik -1}

Pasa_Siguiente_vecino
{Alsalir #Q = nd}
2° Tteracion : :
v «~— Q.BorraMin; T {Se aplu:a con #Q
LP. add(v) . {Se aphca con #LP
{ * No hay vecinos } . :

k—esima Iteracion { k > 1 }
v —— Q.BorraMin;
LP.add(v)

{ » No hay vecinos }

n-esima lteracion {n=nd+1} S : !
v — Q.BorraMin; o ¢ Se aplica con #Q = 3
LP. add(v) Sl :'.{ Se apln:a con #LP ml )
{ + No hay vecinos } : '
Fin Mientras -~ Q.vacio
Fin DijkstraM

. Figura 8: Ejecucién general del DukstraM
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TDA | Operaciones ] Tiempo de Ejecucién
Coln de Prioridades Q

Genera Q (1)

Inserta t(Q.Inserta, q)

BorraMin t(Q.BorraMin, q)
Ruta P (Vector de Estados)

Dar Valores Iniciales a P e(n)

Demds operaciones

(Crea, ModificaBdo, Visitado ... ) | ©(1)

Lista de Eliquetas Permanentes LP
Crear LP o(L)
Insertar (add) (1)

Tabla 3: Descmpeiio Computacional del Algoritmo DuskTRAM

P Denotemos por Tg(n) al descxﬁpeﬁo computacional del algoritmo DIIKSTRAM
aplicado a una grafica estrella de tamaiio n,E€,.

> Sea T¢(n) el desempefio computacional del algoritmo DisksTRASORT aplicado

a una secuencia £ de n datos.

De acuerdo con la notacidn anterior, describiremnos el tiempo que requiere ¢l algoritmo
D1skSTRAM, para efectuarse.  Descamos obtener un resultado general que nos de infor-
macién sobre la implantacidn abstracta del algoritmo DuskTraM. Trataremos de llegar a
una férmula general que no dependa de una implantacién concreta sino, reiteramos, de la
implantacién abastracta donde estamos manejando los diferentes TDA's.  Posteriormente,

obtendremos la férmula particular para cada implantacién concreta.

La Tabla 1 nos muestra los tiempos de ejecucién, para el peor de los casos, de las operacio-
nes utilizadas por los TDA’s del algoritmo DusskrraM. La Figura 9 muestra los tiempos
efectuados al aplicar esta notacién.

Sumando los tiempos anteriores, tenemos que:
Te(n) = O(n)+3:-0(1) + t{Q.Inserta,0) { iniciacién }

+ t{Q.BorraMin,1) + t( LP.Inserta,0) { iteracién 1 }
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DijkstraM (G:Red, s: vertice, n : entero, P: Ruta)
Inicio
Da valores iniciales el vector de Estados
P, ModificaEdo{ s )
Genera la Lista de Etiquetas Permanentes
Crea la Cola de Prioridades
Q. Inserta( s )
Mientras - Q. vacio
{ 1° Iteracion }
v — Q. BorraMin;
LP.add(v)
{ * Revisa los vertices Adyacentesa v }
n=g=uv, ticne nd vecinos
(1} e — (vo.m1)
w +— e.VerticeFinal = v,
NvaD «— P Distancia{ v) + e.Costo
Se tiene que -~ P.visitado{ w)
P. ModificaEdo{ w, v, NvaD);
Q. Inserta{w, N vaD);
Pasa_Siguiente.vecino
[2] e~ (vo,12)
w +—- e, VerticeFinal = v
NvaD «~— P.Distancia(v) 4 e.Costo
Se tiene que - visitado( w)
P. ModificaEdo(w, v, NvaD);
Q. Inserta{w, NvaD);
Pasa Siguiente.vecino

[nd]e = {VayUnd)
w «— e VerticeFinal = v,y
NvaD «— P.Distancia( v) + e.Costo
Se tiene que - visitado( w)
P. ModificaBdo(w, v, NvaD);
Q. Inserta(w, N vaD);
{ 2° Iteracion }
v — Q. BorraMin;
LP.add(v)
{ * No hay vecinos }

{ n-ecsima Iteracion { n=nd+1 }
v «— @.BorraMin;
LP.add(v)
{ & No hay vecinos }
Fin Mientras - Q.vacio
Fin DijkstraM

Figura 9: iteracién general del DisskTRAM
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{ Recorre a Cola de Prioridades }

6(n)

e(1)

9(1)

0(1) -
t{Q.Inserta,0) -

{(Q.Borralin,1)
t(LPadd,0). .

o(1) o
t(Q.Inserta,0)

(1) . .
t(Q-Inserta,1) -

O SR
l(,Q.lnalcrtla. nd =1 )

*1(Q.BorraMin,id)

t(LP.ddd,1)-
e(1)

t(Q.BorraMin,1)
‘t(LPadd,n~1)
6(1)

con tiempos de ejecucién



nd nd-t
+ 2 t{ ActualizaEstado,n) 4 z t(Q.Inserta,i) { visita ady }
=1 i=0

nd nd
+ Y t(Q.BorraMin,i) + Y t(LPinserta,i). { nd iteraciones }
i=t i=1
Pero, bajo el modelo computacional de comparaciones, tenemos que:

Insertar en una estructura de tamafio 0 o 1 toma tiempo constante.
Borrar en una estructura de tamaifio 1 toma tiempo constante.
n=nd+1 = nd=n-1 = O(n) = 0(nd).

nd
S t(LP.Inserta,i) = B(n).

i=1
Entonces,

Te(n) = 0(n) + 5 t(QInsertai) + 3 t(Q.Borralingi).
i=1 't

i=t
Hemos probado cl siguiente resultado:

Teorema 1 El algoritmo DuksTRaAM aplicado a una grdfica esirella &,
tiene, en el peor de los casos, desempeiio compulacional de,

Te(n) = O(n) + “dilt(Q.Inscrta,i) + “Zdt(Q.BormMin,i).
i=1

Analicemos ahora ¢l algoritmo DuKsTRASORT:

Algoritmo DuitksTRASORT ( £: SecuenciaDatos, n: integer)

Inicio
G' — Convertirl (¢, n) ©(n)
S' «— DijkstraM(G, v, ,n) Te(n)
S «—— ConvertirS (§') O(n)
Regresa (S) e(1)
Fin

Entonces el d pefio computacional del algoritmo DusksTRASORT es:
p &

Ti(nd) = O(n) + Te(n) + O(n) + 6(1) = O(n) .+ T(n)
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sustituyendo el valor de Tg(n)

T.(nd) = O(n) + (e(n) + "}E‘:(Q.rnsena.n +"zdt(Q.BorraMin,i))

= O(n) + 5 t(Qnserta,i) + 3 t(Q.Borrabin,§) = Te(n)
i=1 .

i=1

De donde obtenemos el siguiente resultado:

s

Teorema 2 El algoritmo DuxsTrRASoRT, aplicado u una secuencia de n datos,

tiene desemperio compulacional en el peor de los casos de:

T(n) = 8(n) + nilt(Q.lnserla.i) + nzdt(Q.BorraMiu,i)

i=1 i=1
Finalmente, observamos que:
Caorolario 3 Los algorilmos DUSKTRASORT y DIIKSTRAM, en redes esirella,
tienen el mi d P putacional en el peor de los casos. :
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V  Adaptabilidad en el Problema de la Ruta Mas
Corta

1 Andlisis e Ilustracién Experimental

Para cada una de las implantaciones concretas, del mismo TDA Cola de Prioridades, analiza-
remos el comportamiento de los algoritnios DksTraM y DuKsTRASonT, descritos en el
capitulo anterior. En el andlisis de algoritmos, trabajaremos con la implantacién abstracta
descrita anteriormente, la especificacion de los TDA para las etiquetas temporales se hard en
diferentes cstructuras de datos: Listas Ligadas, Listas Doblemente Ligadas con apuntador,
Colas Binomiales y Fibonacci-Heaps.

Con el objetivo de ilustrar nuestros teoremas obtenidos mediante el anélisis matematico
de algoritmos, implantaremos la reduccion del problema dec OrRDENAMIENTO utilizando el
algoritmo DisksTRAM, denominada DIUKSTRASORT y analizaremos ¢l comportamiento de
los programas.

Efectuaremos un anilisis sobre los Heaps Bi iales y Colas Bi iales, pero no la

implantacién.  Todas las demds fueron programadas como implantaciones concretas del
mismo TDA Cola de Prioridades,

Reali

experil

en los cuales cjemplares de secuencias £ para DuksSTRASORT
y grficas £, para DIIKSTRAM.

En particular, para ilustrar el comportamiento adaptivo {o su inexistencia) realizaremos
cl analisis de algoritmos o corridas empiricas en cuatro tipos de secuencias €: '

1. Secucncias € donde los elementos estdn totalmente ordenados.
II. Secuencias ¢ donde los el tos estdn ordenados d d
III.  Secuencias ¢ con distintos niveles de desorden.
IV. Secuencias donde ¢ es una lista obtenida aleatoriamente bajo una
distribucién uniforme.

En lo que sigue, £ es una secuencia de elementos pertenccientes a un orden total, | €}
denota el niimero de elementosen € ysi {€] = nd, entonces [V (cl niimero total de

vértices en la red) es (nd+1) y por sencillez denotaremos |V | =n.
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En cada seccidn compararemos los resultados obtenidos en tos andlisis teéricos con varias
ejecuciones de las implantaciones concretas programadas en ¢l Lenguaje Orientado a Objetos
EAFFEL [24, 25, 26. 28, 27} ¥ ejecutadas sabre una red de estaciones de trabajo Sun Sparc
station [40. 39, 41. 38},

Cabe mencionar que la descripcion detallada de los tipos de datos concretos manipulados
en este capitulo se encuentra en el Apendice B.

2 Monitoreo

Para medir el consumo de recursos de cémputo (en particular. el tiempo de ejecucién) de
nuestros programas, realizamos un monitoreo para revisar el comportamiento del algoritmo
DursTRASORT Y contar el nimero de operaciones elementales que se efectdan en el pro-
grama tanto en Q, la cola de prioridades; como en LP, la cola de vértices v G, la red.
Definimos los siguientes contadores de operaciones clementales:
Contador  para

Koe PQ  la Cola de Prioridades, Q;

Koe LP  la cola de vertices, LP;

Koe .G la Red, G; .

KOE el algoritmn, KOE = Koe PQ + KoelP 4+ KoeG

Para ilustrar el comportamiento de la ejecucion del algeritmo, en distintos ejemplares con
diferentes niveles de dificultad desde el punto de vista de ordenamiento, elegimos una familia
de secuencia de dates, la cual denominamos secuencia de datos organizada en forma zig-zag
que se define de la signiente manera:

Definicién

Sea £ = { z),73,...,2, } unasecuencia ordenada de n datos.
La secuencia de datos organizada en zig-zag para ¢ cs:

1]
' = {z(pyse. 123y Taoty T1y 20}

Ejemplo 1

Sea £ = {1,2,3.4,5,6,7,8,9 }, entonces la secuencia de datos organizada
enzig-zagpara £ est ' = [5,4,6,3,7.2,8,1,9}
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Ahora bien, ;por qué no pensar ¢n hacer un 2ig — zag mis global?; esto es, en lugar de

ir intercalando un elemento, ;por qué no int t un bloque de el

o8, ordenados,
de tamaiio d?  Esto nos lleva a la siguiente definicién.
Definicién.

Sea £ = { by, by,....bx, B,f1,B2,.... 8k } una secuencia de bloques ordenados
donde el tamaiio de cada blogue &, 3; ¢s d y cl tamaiio del bloque B es,
|Bl = (n mod d), con n=]f]. Diremos que £' esti organizada en la
forma zig-zag-d si: €'= {B,bx,Be...,b202,01,0,}

Otra forma de definir este tipo de secuencias zig-zag-d cs:

Definicién.

Sea ¢ = { z4,23,...,2, } una secuencia de datos ordenados de tamafio n.
La secuencia de datos organizada en forma zig-zag-d para £ es:

= {eee Tdgty e T2db 1 Tne2ddlee o o s Tneds T13 T2y 0 oo s Tdy Enedddy o o o+ Trml o T }

Ejemplo 2

Sea £ = {1,2,3,4,56,7,8,9,10 } y d=2 entonces la sccuencia de datos
organizada en zig-zag-2 para £ es: £' = {5,6,3,4,7,8,1,2,9,10 }

Ejemplo 3
Sea ¢ = {ze€N/1<2<20}y d=3 entonces la secuencia de datos
organizada en zig-zag-3 para { es: -
= {10,11,7,8,9,12,13, 14, 4, 5,6, 15, 16, 17,1, 2,3, 18, 19,20 }.
La Figura 10 muestra grificamente la distribucién de los datos.

Ejemplo 4 .
Sea £ = {reN/1£2<20}y d=1 entonces la secuencia de datos
organizada en zig-zag-1 para ¢ es:

U = {1011912813714615516417318219120}
La Figura 11 muestra la distribucién de los datos.
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Esta familia de sccuencias tiene caracteristicas muy especiales:

1) Sid=1 una ia organizada en forma zig — zag.

2) Cuando d =1 la secuencia ¢’ estd muy desordenada, de hecho, resulta ser uno
de los peores casos para los tipos de datos concretos que hemos implantado en
Erwrer [24, 25, 26, 28, 27).

38) Cuando d =n la sccuencia ¢’ queda ordenada, estoes: €= ¢’

Asi que, tenemos una familia de ¢jemplares {acil de construir con la que podemos revisar

el desempeifio computacional de nuestros programas para el algorilmo DuksTraSorT ¥
diferentes niveles de desorden en la secuencia de datos de entrada.

3 Listas Simplemente Ligadas

En esta seccidn desarrollaremos el andlisis para DuksTrRaASoRT y DisksTRAM, utilizando,

para las etiquetas temporales, la versién mds simple de Colas de Prioridades con Listas

Ligadas. A esta implantacidn concreta la denominamos, en ¢l Apendice B, clase pq.lsl.

Iniciamos dando una breve explicacién de las operaciones en una cola con i elementos.

Descripcidn de Ias operaciones cn una lista con i elementos, para la clase pq_sl.

MinH .- Apuntador al clemento con llave minima.

" Inserta .- Afiade un nuevo elemento al final de la Lista, si el nuevo clemento es

menor que ¢l minimo, modifica MinH. Requiere tiempo 0(1).
EncuentraMin. Pregunta por el apuntador MinH , requiere tiempo ©(1). .

BorraMin .- Almacena en una variable temporal al elemento minimo, lo elimina de
la lista, después busca en toda la cola al nuevo clemento con minima etiqueta y
regeesa el clemento que fuera el minimo. Requiere tiempo: O ().

Decrementa LLave .- HRecorre toda la lista hasta encontrar el vértice a cambiar,
le dectementa la lave y verifica si el elemeanto minimo se medifica.  Requiere
tiempo: O(¥).

Elimina .- Borra un elemento de la cola, supone conocida la posicién de tat elemento.
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3.1 Tiempos de Ejecucién

Aplicando el Teorema 1 y evaluando <l tiempo que gastan las operaciones, tenemos:

nd— n
Te(n) = ©(n) + 2‘ T(Q.Inscrta,i) + ZJT (@.BorraMin,i)
= i

i=1

nd
=+ Te(n) = ©(n) + O(nd—-1) +0 (2 i)
i=1
= Tz(n) = ©(n) + O(nd) + O(2aH)
=3 Tg(n) = O(n) + ©(nd) + O(nd?)
=» Tg(n) = ©(n) + O(n) + O(n?) = 0(712).

Entonces, obtenemos los siguientes resultados.

Teorema 4 El algoritmo DuksTrRAM implantando conyla k_cln.sc pq.sl 'y apli-

cado a una grdfica estrella €,, requiere ticmpo O (n®) -en cl peor de los casos.

Corolario § El algoritmo DuxksTraSorT implentando con la clase pasl y

aplicado a una secuencia de datos €,, requiere tiemp_b 0 (n?), en el peor de los
casos,

3.2 Anilisis de Adaptabilidad
Observamos que:

1) El desempeiio computacional del DiiksTnaM, utilizando este TDC, depende
dnicamente de t(Q.BorraMin,i)

2) Al almacenar ¢ en la cola Q los datos quedan organizados de la misma manera en
que se cncontraban en £.

Ejemplo: Si &= {di, dz, ..., dn } entonces,

Q:

Caso I. Si ¢ estd ordenada en forma ascendente =+ Q esta ordenada.



Cuando la operacién BorraMin ee ejccuta, el nuevo elemento minimo queda en la
primera posicién de la cola, pero el algoritmo lo busca en todo Q. Entonces, 6i la
lista tiene i datos, la operacién BorraMin cs (i ). Por otra parte, sabemos que
Q tiene al menos nd elementos { nd = O( n)) ademds esta operacidn se ejecuta n
veces, y como § vadel a nd, finalmente tenemos que el tiempo de ejecucion de este
algoritmo es O (n?).

Es claro que el algoritmo DisksTRASORT no es adaptivo pues en este caso, por ejemplo,
no aprovecha que la lista ya estd ordenada.

Caso II. Si ¢ estd ordenada en forma descendente = Q también esta ordenada.

Una vez que la operacién BorraMin se efectiia, el nuevo minimo queda en la itima
posicién de la lista, posicién i. El algoritmo lo busca desde el inicio de Q. De
manera similar al caso anterior, se tiene que el desempefio computacional del algoritmo

es O(n?).
Caso III. Si £ ha sido obtenida aletoriamente bajo una distribucién uniforme.

El comportamiento esperado del algoritmo es:

E[T(n)] = E [9 (n) + n.dz-l’f (Q.Inserta,i) + i’f (Q.BorraMin,i)

1=t i=1
Sabemos que: E[3(-)] = L(E[]), por loque
nd—1 nd
E[T,(n)]=E[0(n)|+E|XT (Q.Inscrta,i)] +E [ZT (Q.BorraMin,i)

i=t

—E[6(n)]+ ";\i:l E|T (Q.Inserta, i) + i_d; E{T (Q.BorraMin, )]
nd-1 nd
=E[O(n)]+ ; E[9(1)1+§E[9(i)]

= E[T(n)]=0(n) +8(n) +8(x') = O(n?).

Por tanto, ¢! desempeiic computacional del algoritmo en el caso promedio es @ (n?)
operaciones elementales.
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Operaciones
Numero | Nombre Costo
n+l | Inserta e(1)
ntl BorraMin | 9(#Q)
n+l Vacio? a(1)
1 Principio | 9(1)
1 Crea.PQ | 6(1)

Tabla 2: Ntimero de Operaciones para Q usando pq.isl.

Podemos concluir los siguientes resultados:

Teorema 6 El algoritmo DuksTrAM aplicado a una grdfica estrelle £, ¢

implantado con la clase pqlsl, requiere tiempo © (n?®).

Corolario 7 El algoritmo DuksTraSorT i{mplantado con la clase pgsi y

aplicado a una secuencia £ de n elementos, requiere liempo © (n?).

Afirmacién 8 El algoritmo DuxsTrASORY implantado con la clase pq.dsl no
es adaptivo.

3.3 Resultados Empiricos

Antes de pasar a los resultados obtenidos al ejecutar una implatacién concreta del algoritmo
DuKsTrRASORT, implantado con la clase pqJsl, observemos que podemos refinar los resul-
tados anteriores en términos del andlisis del mimero de operaciones elementales, no sélo en
¢l modelo tedrico de comparaciones. Revisaremos, nuevamente, el coinportamiento general
del algoritmo DuksTrAM, aplicado a una grifica cstrella &,.

Para Q, la cola de prioridades, el algoritmo requiere un niimero de operaciones como se
indica en la Tabla 2, donde #Q representa el nimero de elementos en Q.

La operacién Inserta, Figura 12, realiza dos operaciones clementales y si la llave del
nuevo elemento es menor que la del minimo, se actualiza el MinH, lo cual requicre otra
operacion clemental. En cl mejor de los casos, ¢l minimo no se actualiza, entonces Inserta
requiere dos operaciones clementales. En el peor de los casos, €l minimo se modifica en cada

insercién, entonces Inserta requicre de tres operaciones elementales.
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{nserta(x: dato)
InicioProceso
Add(x);
Si Llave(x) < EncuentraMin
Entonces CambiaMin;
Fin-Si
FinProceso

{ agrega dato cn la ultima poscion }

{ Actualizamos el minimo }

Figura 12: Proceso Inserta.

BorraMin: Vertice

variables
VerticeMin : Vertice;

InicioProceso
VerticeMin := VerticeMinimo;  { lo guardamos para no perderlo }
Elimina; { Quita el nodo que contiene al minimode H }
BuscaNvoMia; { Actualizamos el minimo }
Result := VerticeMin; { y regresamos el minimo anterior }

* FinProceso

Figura 13: Proceso BorraMin

En realidad, la operacién BorraMin (Figura 13) se realiza cn tiempo (i), donde i esel
tamafio de la lista. Las operaciones VerticeMinimo y Elimina gastan tiempo constante,
al igual que la operacion que regresa el valor de la funcién. Cada BuscaNvoMin efectia
un Principio y un CambijaMin, ambos requicren tiempo constante, pero BuscaNvoMin
recorre toda la cola para garantizar que ha encontrado el VerticeMinimo, por lo tanto,

cada BorraMin realiza (i 4 4) opcraciones clementales.

Contemos ahora, el total de opcraciones clementales que realiza el proceso BorraMin en
el algoritino DikisTRaAM. Al empezar el ciclo principal del algoritmo, G tiene 1 dato, para
la segunda iteracién G tienc n datos, después va disminuyendo en uno el niimero de datos

en la cola. Finalmente, tenemos que el niimero total de operaciones clementales se ejecutan

en ol proceso BorraMin son, Koe BMin = 1 + 288 4 4.(n41).
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Entonces tenemos que, en ¢l mejor de los casos:

Koc PQ w

]

(n+1)-2+(n+1).1+2+(1+ + 4 (n+l))

n-(n2+l) +3 '=’ ne (n+l) + 7 n + 10

T-(n41) +

Para el peor de los casos; -
KoePQ = (n+1):3 +i(n+

=T-(n+1) + .10 '-!-:;(n,-l-l»). )

Podemos decir que:

ne{n+1)

Koe PQ = 2

+T-a+ K donde: 0< K< (n+1)

Para LP, la cola de vértices, el algoritino realiza (n+ 1) Inserta y un Crea LP. Cada
una gasta un nimero constante de operaciones clementales, asi que:  Keo LP =n + 2.

Para la Red G, el algoritmo sélo lee los costos de las aristas, asi que Keo. G =n.

Finalmente,

KOE = KoePQ + KoePQ + Keo LP + Keo G

_ [rntl) _n(ntl) o
—[ ) ——-———2 +%n+ C

+ 7n + K] + (n+2) + (n)

donde: 12 <C S (n+1).

Los resultados obtenidos de la ejecucion del programa nos indican que el algoritme

DisksTaAM efectua un nimero de operaciones clementales dado por:

KOE =

wa)n-u\ K > 10
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Asi que, t que el nil de operaciones el tales, KOE, cs del orden de 8(n?),
lo cual concuerda con el Teorema 5.

La grafica de la Figura 14 mucstra el crecimiento de niimero de operaciones elementales
del algoritmo D1sksTRASoORT programado con listas simplemente ligadas, como TDC para
la cola de prioridades, con respecto al tamaiio de las secuencias a ordenar.

Para la grifica de la Figura 14, se tiene que el eje X representa el tamaiio de la se-
cuencia a ordenar, el ¢je Y representa el nimero de operaciones elementales que requiere el
DuksTrASORT para ordenar la secuencia, ademas:

+ koe(x) = KOE = =zl 4 9.7 4 19,

+ “koe.dj” son los KOE's obtenidos al ejecutar el D1yksTRASORT en unasecuencia
de datos organizada en forma zig-zag- j, j=1,2,..,n.

La gréfica de la Figura 15 muestra el crecimiento del niimero de operaciones elementales,
para la cola de prioridades, Q del algoritmo D1aksTRASORT con respecto al tamafio de las
secuencias a ordenar. Estos resultados fueron obtenidos en nuestros programas al implantar

el DusksTRASORT con la clase pq.isl.

Para la gréfica de la Figura 15, el eje X representa el tamaiio de la secuencia a ordenar, el
eje Y es el nimero de operaciones elementales que utiliza Q al ¢jecutar ¢l DUKSTRASORT,
ademas:

4+ koepq(x) = KOEPQ = =t 4 7.2 4 10,
2

+ “ko_pq.dj” son los KOE_PQ's obtenidos al ejecutar el DIIKSTRASORT en una
ia de datos organizada en forma zig-zag- j, j =1,2,...,n.

Se ilustra con estds graficas, Figuras 14 y 15, el crecimiento cuadrético del nimero de
operaciones clementales, con respecto al niimero de datos en la secuencia a ordenar, inde-

pendientemente de la forma de los datos, como lo establece el Teorema 5.

42



200000

Figura 14: KOE para el Dliggrﬁ')tsb nr'r‘[‘m,il‘iz'audd palsl.
4

-
e
“ko_pqdn’ +

11

:

@ g
@ g e o e

400, €00
0 = Numero de Elamentos

Figura 15: KOE_PQ para el DukstraSont utilizando pqist.

13



4 Listas Doblemente Ligadas con apuntador

En esta seccidn desarrollaremos cl andlisis para los algoritmos DuksTRAM y DuKSTRA-
Sort. utilizando, para las etiquetas temporales, la estructura de datos Listas Doblemente
Ligadas con Apuntador e implantando una operacién de insercién local. En el Apendice B,
a esta implantacién concreta la denominamos clase pqJtdl. Empezamos dando una breve

explicacion de las operaciones en una cola con i clementos.

Descripcién de las operaciones en una lista con i elementos , para la Clase pq_ldi:

ui .- Apuntador al 1iltimo elemento insertado.

Inserta( z : dato) .- Busca en Q el lugar que le corresponde al dato de acuerdo a
su llave, a partir de ui. Inserta depende del niimero de elementos que hay entre
ui y la posicién correcta de z,sea d; tal distancia. Por tanto, Inserta gasta
tiempo O (d; ). Nétese que en el mejor de los casos d- = 0 y en el peor de los
casos d- =1.

BorraMin «~ El minimo elemento siempre estd al principio de la cola, la operacién
requiere tiempo constante: @(1).

DecrementaLLave .- Debe buscar el vértice para el cual se hard el cambio, decre-
mentar la lave y verificar si Q queda en orden, si no es asf debe reubicar el dato
que ha quedado en desorden. Requiere tiempo ©({).

EncuentraMinimo .- Como el primer elemento de la cola serd sicmpre el elemento

minimo, esta operacién se ejecuta en tiempo constante, 0 (1).

4.1 Tiempos de Ejecucién

Al aplicar el Teorema 1, tenemos que, utilizando esta clase, ¢l desempeiio computacional del
Algoritmo D1skSTRAM  est ‘

Te(n) = O(r) + “{:lc(q.[nsarta,i) +v§§‘(Q‘30_TNMi"-i)
= R SRS
= Tg(n) =
— Te(n) = 0
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=>‘Ts(.n) = O(n) + “_‘z—lt(Q.lnacrta,i).

i=t

Corolario 9 El Algoritmoe DuksTRAM aplicado a una grdfica estrella £, ¢

- +

fmplantendo con la Clase pq.Id] tiene d 1 putacional, en el peor de

los casos, de:

Te({n) = O(n) + “Z-l t{Q.Inserta,i).
=1

4.2 Anilisis de Adaptabilidad

Caso I Si ( estd ordenada en forma ascendem.e = d, = 0 V z YA

Cada nuevo = 2 insertar se afiade exactamente a la derecha de ui', entoces" R

t(Q.Inaertu.x) ; 'Q('l : é/ll -

Por tauto: Te(n) = e(n) +- Z t(Q Inacrta,:)
l—-O
= Te(n) = O(n) + G(ud)' = T(n). = S(n).
Corolario 10 El Algoritmo DuksTraSonT aplicado a une secuencia £ de n

dalos, ordenados en forma ascendenle, ¢ implanlado con el TDC pq.ldl requiere

liempo ©(n).

Caso II  Si £ estd ordenada en forma descendente == d, = 0 v z et

Cada nuevo = a insertar se afiade exactamentea la xzqmcnla de m entonm

t{Q.Inserta, i) = 9(1) -

Por tanto: Te(n) = e(") +: Z

t(Q. Inserta.t)
=0

= T(n) = 0(n) -i-'fe(nd)‘ = Ti(n) = 6(n).

Corolario 11 " El algoritmo DuksTRASort aplicado a una ta de n

datos en orden descgridcnlc ¢ implantado con el TDC pqlddl requicrc tiempo
Q(n).



Caso III Si ¢ ha sido obtenida aletoriamente bajo una distribucién uniforme.

El comportamiento esperado del algortimo es:

nd- nd
EB[Te(n)] = E[e(n) + zlt(Q.Inserln.i) + Zl(Q.BorrnMin.i)]

i=1 i=1

nd— nd
= E[O(n)] + zlE[t (Q.Inserta,i)] + EE[! (Q.BorraMin,i))

i=1 i=1

ndet - E i ”  N
= 0(n) + 3, O(i)+:3-6(1) =-0(n) + 6(n?) + 8(n)

e\
“debe taseriarme en 15—kl
e poddén &

id 1y 1 ) o
= ) {— — k] = O(i).
)=lkz=;)(l) (1+1 li l ()
Corolario 12 El desempenio computacional del algoritmo DukstraSort apli-

cado a una secuencia de n datos y obtenida aleatoriamenic de una distribucion

uniforme e implantado con el TDC pq.ldl es: ©(n?).

Teorema 13 (Desempeiio Computacional del DuskTrRASoRT) Etalgoritmo

DuskTRaSonT aplicado a una secuencia de nd dates, ¢, e implantado con la

clase pq.ldl tiene d peiio computacional, en el peor de los casos de:
T,(n) = O(n) 4+ 2.min{ Inv~ (&), Invt ()}

donde: €, = {z1,Z2,...,%0}

5

Inv* (£, representa el nimero de inversiones 3 en orden creciente, esto es:

Invt (€,) = | {(i,j)/1 <i <4j <n y x>zl

$ I'mv cs una medida del desorden, la cual se describe con mas detalle en el apéndice E.
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Inv~ ((,) representa el nimero de inversiones en orden decreciente:

Inv™ (&) = [{(EN/L 28> j2ny o < 35}

Demostracién.

Supongamos que &, = {Ti, T2, +.. s ZTict, Liy Tig1y +o- » In} Y que &, €sla gréﬁca .

estrella que resulta de transformar el ejemplar €, al aplicar el algoritmo DuksTrASORT.

Tenemos que el desempeiio computacional del DuskTrRAM, en el peor de los i:é.fms,a:

nd— ) e :
Te(n) = 6(n) + Elt(Q.Inaerta,i) + fL(Q.Bb'rmMin,i)
i=t

B .

ycomo t(Q.BorraMin,i) = 1 = ¥ t(Q.BorraMin,i} =-0 (n),

i=1

nd-1
entonces: Tz(n) = O(n) + Y t(Q.Inscrta,i).
i=1
Pero Insertar el i-ésimo elemento, z;, en Q depende de d;, que es la distaucia entre cl
dltimo elemento insertado y la posicién correcta de z;, ¥ aqui tenemos dos casos: cuando

z; ¢s mayor que el iltimo elemento insertado o cuando es menor. Analizaremos ambos.

Caso 1
Si z; es mayor que cl iltimo elemento insertado. Esto es: z; > zi_; .

La siguiente figura nos da una representacion grifica de este caso.

u;_anlerior w;.aclaal
Q: /
d,

Sea Xy (i) el conjunto de todos los elementos que llegaron antes que z; y que son
mayores que ;. Estoes: X;(i) = {z;/1 <j <i—1.y z; > z;}. La cardinalidad
de X;(i) es una medida del desorden denominada Inv (z;) [7, 8, 35].

Sea X (i) el conjunto de todos los elementos que llegaron antes que z;, que son menores

que z; y mayores que z;—;. Estoest Xy(i) = {z; /1 £j<i-1ly =z, < 75 < z:).
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Esclaroque d; < | X4 (i) | < | Xg(i) | = Inv(x) = & < Inv(2zi).
PR _
Ademds, sabemos que,  Inv(6,) = Y Inv(x;),
=

por lotanto: d; < Inv(zin) => Ed.- < lnv(l,.)._

Caso 2
Si z; es menor que el dltimo clemento insertado. Esto es: z; < z;—;.

La siguiente figura nos muestra una representacién grafica de este caso.
uj.actual u;.anterior

Q:

d;

Sca X;(i) el conjunte de todos los clementos que llegaron antes que z;, que son mayores

que z; y menores que zi—y. Bsdeci: Xg(i) = {z; /1 <j<i=-1y zm > z; > x3}.

Esclaroque: d; < || X4(i)ll S I Xs(i))] = Inv(:t;) = d; < Inv(z:).
Sabemos que, Jnv(¢,) = zu:lmr(:c,-).
=1

Por lotanto: d; < Inv(z) = 2:1; < Inv(é).
=1

Como d; y las inversiones son nimeros positivos: d; < Inv(z;) + Inv(zi)

entonces, i d; zn:[ Invlzi) + Inv(zia)]

i=1 i=1

= 3 d < 2 Inv(t).

=1

IA

Regresando al anailisis de la operacién Inserta, y denotando inversiones en el orden

ascendente como Inv*(¢), tenemos que:

it(Q.lnscrta,i) < Z":d: < 2":2-1710"‘(2). )

i=1 i=1 i=1
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Redefiniendo inversiones en el orden descendente como Inv~(€), smularmcnte, se obticne

que z di £ 2. Inv”(&,) vy que z t (Q.Inserta, ) 22‘ lnu (C )

i=1 i=1 Liz=l

Finalmente, 7Te{(n) = ©(n) + 2.min{ Inv~ (¢, ) lnyv*([u‘)‘}.'" '

Como ejemplo de que el Teorema 13 es, en realidad, mformatwo apllcable, re‘venﬁquc-

mos que los resultados 10, 11, 12 son derivables de el

Para el Corolario 10:

Aplicando el Teorema anterior: T (n), =

(8 ok (B}
Las Invt(€,) = Oy Inv™ (E,.)«= » B

Ti(n) = ©(n) + 2

Para el Corolario 11:

Aplicando el Teoreina lﬁ :
Las Inv*(6,) = O(n?) ¥

Te(n) = O(n) +2-0 = O(n)

Para el Corolario 12;

Como E[Invi({,)| =
entonces: E[Te(n)] = ©(n) + 2: e(nQ/l
= E[T(n)] = O(n?).

Teorema 14 El algoritmo DukstrASorT implantado con el TDC péJdl es”
adaptivo con respecto a la medida del desorden denominada Inversiones.
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4.3 Resultados Empiricos

Nuevamente, los resultados anteriores seran refinados en términos de operaciones elemen-
tales. para ilustrar los resultados tedricos con resultados empiricos de nuestros programas.
Obscrvemos el comportamiento general del algoritmo DuksTrRaM, implantado con Listas
Doblemente Ligadas con Apuntador, aplicado a una grifica estrella &,.

"Para Q, la cola de prioridades, el algoritmo requiere un mimero de operaciones como se
indica en la Tabla 3, donde d; es la distancia que hay entre ui y la posicién correcta del
dato x a insertar.

Operaciones
Nimero | Nombre Costo
a+1 Inserta O(d;)
n+1 | BorraMin | ©(i)
n+l | Vacio? o(1)
1 Principio | ©(1)
1 Crea.PQ | 6(1)

Tabla 3: Nimero de operaciones para Q usando pqldi

En el mejor de los casos, la secuencia estd ordenada, no hay datos que reubicar, entonces
cada inserta gasta dos operaciones elementales. Por lo tanto,

KoePQ = (n+1)-2+ (n+1) 4 (n+1) +2 = 4(n+1) + 2 = 4n + 6.
=>Koe = (dn + 6)+n+(n+2) = 6-n + 8
Al aplicar la implantacién del DuksTRASORT sobre una secuencia {; organizada en

forma :ig-zag-n, se tiene: Koe PQ = 4n + 7 y KOE = 6-n + 9, que resultan ser,
también, de orden lineal, como indicamos en los analisis anteriores.

Para el peor de los casos, el algoritmo DusksTrRAM tiene desempeiio computacional de:
n-1
Te(n) = ©(n) + Y t(Q.Inserta,i)
=1

como podemos observar, el DuaksTRAM sélo depende de la operacién Inserta, la cual
puede requerir tiempo © (1) hasta @(n). Lo intercsante, ahora, es descubrir el tipo de

secuencias para las cuales se gasta tiempo © (n) en cada insercién.
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lega 5 Q

NIEAN

beat Q: [FITE]
tsre Q: [HETHICT
1]
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legn? . '
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. : ni

Uega 2 ’ :
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Uega 8
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1
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£2% Q: [HEMHEHHEHIEHETHEHTET

Figura 16: Ejemplo de Inserta aplicada a una secuencia en forma xig-zag-1.

Sabemos que Inserta depende del nimero de clementos que hay entre ui y la posicién
correcta del dato x ainsertar, d.. Es facil ver que: 0 < d. < i, donde i es ¢l tamaiio de Q.

Asi que en el peor de los casos, requerimos una sceuencia de datos donde para cada insercién

dr = ©(t). Una secuencia de datos organizada en forma zig-zag-1 tiene tal caracteristica,

la Figura 16 muestra un ejemplo dc csta situacién, sea £ = {5, 4,6,3,7, 2, 8, 1, 9}.



Asi pues, la operacidn inserta requiere, en total

Numero de elementos Numero de saltos
Koe_Inserta = por Insertar a = para Reubicar
la cola Q el dato

KoelInserta = (n+41) + Zt = (n41) +

(r—1)-(n—2)
—_—

Asi que,
KoePQ = [(n+1) + w]}f (ff."l'_l‘) Antl) 42
————-——("’1) (n—2) 3 n +5
Luego,

KOE = [(L:ﬂ'ii'iﬂl +8n+8]+n+ (n+2)

______(n—-l)-(n-—Z) +5n+ T

2

La Figura 17 nos ilustra el crecimiento de Koe.PQ con respecto al nimero de datos, n.

Estos datos son ¢l resultado de monitorear un programa con la implantacién concreta de
Listas Doblemente Ligadas con Apuntador.

Para la grafica de la Figura 17, el eje X representa el tamaiio de la secuencia a ordenar,
n, el eje Y es ¢l nimero de operaciones elementales, Koe PQ, que requiere la cola de
prioridades y “ko_pq.d;” son los Koe . PQ’s obtenidos al cjecutar el DisksTrA SO‘RT en una
secuencia de datos organizada en forma zig-zag-j, j=1,2, ...,n

Ahora, lizaremos el d peiio para cual

qui ia de datos de tipo zig-zag.
Para facilitar un poco los cilculos de las operacioes el tales, | 3 que 1 o= 2

y BU

yd=2, Vi,r €N. La Figura 18 es la representacién grafica de los datos, para una
secuencia de datos tipo zig-zag-d.

Si ¢ es una secuencia organiza cn forma zig-zag-d, con |} = n = 2' y d = 27, entonces

el nimero de operaciones clementales que requiere 1a operacion Inserta es:
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" Figura 17: Comparacién de Koe PQ's para ¢, en zig-zag-1 y zig-zag-n.
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Figura 18: Grifica para ¢, zig-zag-dcon n=32=2%y d=2=2
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nf2d
KoeInserta = 2[(2L—1) d+d) + 2(2& d+d)

nfad nf2d

2((01-1) d+d] +d + Z(ZL d+d)

nfid

=d+ E[((2k—l) did) + (2k-d+d)]

nf2d

d -+ Z[(Zk d-¢ +d 4+ (2k-d+d)

wiad LU T ajd nfad

=d +_,Z(4k d +_.d) = d ):(u d) + Ed

k=1;

(n+ 23)1;

S (n+2d)-n
=d+n+4'ﬂ'(m) 2d
o _
‘d+"+2l+"2d “2d+2"+d

—» KoeInserta = %[n (-3)] + 2+ d

Denotemos al niimero de bloques por 3, enlonces, tenemos que # = [n/d]. Podemos

redefinir el nimero de operaciones elementales para Inserta en términos de 8 como:
KoelInserta = con-f+ O(n) +d, c=1/2

Nétese que si =1, cntonces d = n y la funcidn que describe s¢ Koe_Inserta es lineal
en n: Koelnserta = (1/2):n + 2n + d, (recordemos que una lista organizada en
forma zig-zag-n, es una lista ordenada en forma ascendente). Si d =1 la funcién sc vuelve
cuadratica: Koe Inserta = (1/2)-n? 4 2n + d, que resulta ser el peor caso para este
tipo de datos abstracto.

La Figura 19 muestra la variacién del crecimiento del contador de operaciones elementales

de PQ paradiferentes d’s. Nuevamente son los valores monitoreados en nuestros programas.

54



800 1000 200 1400 1800 1800 2000
n = Nimero de Elamenios ¢

Figura 19: Comparacién de Koe PQ para pgJd]

Para la grifica de la Figura 19, el eje X representa el tamaiio de la secuencia a ordenar,
varn, el eje Y es el nimero de operaciones clementales que requiere la cola de prioridades,
Koe.PQ y “ko_pq.dj” son los Koe_PQ’s obtenidos al ejecutar € DIaksTRASORT en una
secuencia de datos £ organizada en forma zig-zag- j,= 1,2, ..,n.

La Figura 20 muestra la variacién del crecimiento del contador de operaciones elementales
para cola de prioridades G, para diferentes d’s. Ademds incluye las funciones:
(z=1)=z-2)

2

ko_pq.dn(x} = +3+5 y kopgdl(x) = dn'+ 7.

Luego, el niimero total de operaciones clementales que gasta el DuksTRA es:

42t

¥ en gencral podemos decir que:  KOE' = [—;— n ﬂ‘ + 2] (n )]+ k: .
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““Figura 20; Comparacién de Koe.PQ para pq.ld!
Nétesequesi' d=1 == f=n == KOE = B(n?).

Pero, sabemos que si d =1 la secuencia £ se encuentra muy desordenada, de hecho es
el peor caso, y el nimero de inversiones es O (n®). Por lo tanto, de acuerdo con el

Teorema 13 el algoritmo D1ssTRASORT es del orden © (n?)
Ahora bien,si d=1 == f=n =y KOE = O(n?).

Sabemos que si d= O (n) la secuencia ¢ sc encuentra ordenada ascendentemente y
el niimero de inversiones es Inv*(€) =0. Entonces, de acuerdo con el Teorema 13 el

algoritmo D1IsTRASORT es delorden ©(n ).

Con las estas iiltimas observaciones volvemos a reafirmar nuestros resultados tedricos con
los empiticos.
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5 Level Linked Trees

En esta seccidn desarrollaremos ¢l analisis para los algoritmos DiskstraM ¥y DuIKSTRA-
SorT. utilizando. para las ctiquetas temporales, la estructura de datos Level Linked_Trecs

[23]. Empezamos dando una breve explicacién de las operaciones.

Descripcidn de las operaciones en una lista con i elementos,
ui .- Es un apuntador a alguna de las hojas del drbol, en especial al iiltimo elemento
insertado.
Inserta( z ) .- Utilizando Concatena, toma tiempo O ( log,{max{1,i})).

BorraMin .- Sesigue e apuntador dela rajz al minimo elementoy se elimina. Cam- -
bal

inamos de regreso hacia la rafz r

do ¢l arbol y lizando of minimo
¥ los apuntadores sobre ¢l camino. Requiere tiempo O (log,i). k

EncuentraMinimo .- El minimo se encuentra en la rafz del arbol, asi que accesar

al minimo se realiza en tienpo constante.

5.1 Anélisis de Adaptabilidad

Para la estructura de datos Level Linked.Trees, Mehihorn {23] demuestra los siguientes re-

sultados

Lema 5: [23] Insertar un clemento z en un (a,b)-rbol para un conjunto var§ tiene

despeiio computacion»' #n el peor de los casos de O (log; |S])-

Lema 7: [23] Sea p un Indicador en T. La biisqueda de una llave -k que se

encuentre a d llaves de p requiere O ( 1+ logd) comparaciones.

La demostracién del Lerna 5 se basa en que buscar el lugar c;)rrecto para T en una
secuencia S toma tiempo O (log; [S}). Asi que si consideramos ¢l Lema 7, la bisqueda
del lugar correcto toma tiempo O (log,d}. Por lo tanto, inserlar un clemento -z en
un LLT, con un apuntador ui que indique cual fue ¢l Gltimo elemento insertado requiere
© (1 +log;d,) comparaciones, donde d; representa la distancia entre ui y la posicién

correcta de x.

57



Retomando el Teorema 2 tenemos que cl algoritmo DuksTrRASoRT, aplicado a una se-

cuencia de n datos, tiene desempeiio computacional en el peor de los casos de:

Te(n) = O(n) + Z t(Q.Inserta, i) +Et(QBorraMm,:)
= . =1
Pcro

nd—1 nd=t - i nd=1
Z t(Q. I'nserta, i) E t( llotJnaerla l) + 2 t( Compara.Inserta,i),

i=1 : =t i=1

¥y
nd=1 - o e ,.d..
Y ¢(Q.Borrak i ( Y t(Campara.BMm i).
i=l EEE o i=1
Por'lo timlo,' ke
T ( n)
=1
+ z t(Rol.BMm,z) + Z t(Compﬂra..BMm i).
. =T L=t
Adémés, de acuerdo con Mehlhorn [23):
..a_} , nd—1
Y t(Rotinserta,i) + Y t(Rot.BMin,i) es B(n)
i= i=1
Verificar donde se encuentra el proximo minimo es inmediato, ya que la secuencia se
nd-1
encuentra en una lista ordenada, entonces: Y t(Compara.Bmin,i) es 0 ( n)

i=1
Tenemos que, insertar un elemento = en un LLT, con un apuntador previo, ui, requiere
O (1+logd) comparaciones. Mas especificamente:  ¢(Q.Inserta,i) < log, d;.
n
Peroentonces: Y log,d; = n-~ Zlogzd y como Ja suma de los logaritmos es el

i=l =t

logaritmo de los productos:

Lioe (T AL Sheds
n- —Elog, i =n-log e} = n-log{I]d) < n-log, s=
i=1 =]
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ya que la media gcométrica es mayor que la media aritmética.

< 2-min{ Inv* (£), Inv=(€)}.

|

En la seccién anterior, Teorema 13, obtuvimos que 3 d;

Por lo tanto,

s
e < etg L2 e o 61

< n-log2 + rpl‘égz

Por tanto,

It

Te(n)

Finalmente,

Te(n)

Se ha demostrado que esto comc1de con la Cota Mmlma [22,',8],’:1531‘3 el ‘problema de

ORDENAMIENTO, lo que implica el siguiente rcsultado,

Teorema 15 El algoritmo DuxsnuSon’r un))[rmladn con la estructura de
datos Level Linked Trees es Optimamente Adaptlvo con respecto a la medida

del desorden denominada Inversiones.
Esto implica, de acuerdo a (22, 8], que

" Corolario 16 " El algoritmo DuxsTraSonrt ¢s Optimamente Adaptivo para las

medidas del desorden Max y Dis.
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6 d-Heaps

Pasamos ahora a analizar DuksTra M, cuando la implantacion concreta del TDA Cola de
Prioridades es la estructura de datos conocida como d-Heaps.  Las operaciones para un

d-Heap que representa una cola con  elementos son:

siftup(x) .- Intercambia + con su predecesor mientras z no sea un nodo rafz y la
lHave de z sea menor que la llave de su predecesor. Requiere tiempo O (logyi).

siftdown(x) .- Intercambia z con M infl{z),cl nodo con la menor llave en SUCC(x),
mientras ¥ no sea un nodo hoja y lallave de z sea mayor que la llave de MinH(z).
Requiere tiempo O {d-log,i).

Inserta .- El nuevo clemento r se agrega en la iiltima posicién del heap. Después
se aplica el proceso siftup(x) Requicre tiempo O (loggé).

EncuentraMin .- El nodo raiz del Heap contiene al ¢l ini R

tiempo constante, ©(1).

BorraMin .- Por construccién, el nodo minimo, =, es la raiz del Heap. Sea y ol

nodo almacenado en la iltima posicién del arreglo.  Se ejecuta un Intercambio

entre = y y, después se climina z, después se aplica un siftdown(y) para
restaurar el orden en ol Heap. Se realiza en tiempo O (d-logyi).

Decrementa_Llave .- Decrementa la llave de z y se aplica ¢l proceso siftup(z)

para restaurar el orden del Heap. Requiere tiempo O (loggi).

6.1 Tiempos de Ejecucién

Al aplicar en el Teorema 1, los tiempos de €j ion para las operaci dela clase - pq.dh,

tenemos que el desemperio computacional del algoritmo D1I3KsSTRAM es:

T=(n) = O(n) +"§l t(Q.Inserta, i) +§t(Q.BorraMi‘n.zf)‘.'b

=1 i=1
Pero

nd=1 ]
t(Q.Inserta, k) es O(loggk) => Y t(Q.Inserta,i) es O(nvlogd‘r;)._

i=1 .

nd—t ER T
t(Q.BorraMin,k) es O(d-log,k) == Y -t(Q.BorraMin,i). es O(n-d-logsn).
it )
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Entonces
Te(n) = ©(n) + O(n-logyn) + O(n-d-loggn) = O(n-d-loggn).

De donde obtenemos los siguientes resultados:

Corolario 17 El algoritmo DuksTrRaM aplicado a unae grifica estrella £, ¢

d.

implantado con la clase pq.dh tiene fie computacional de

P

Te(n) = O(n-d-loggn).

Corolario 18 El algoritmo DuakstraSorT aplicado a una secuencia £, de n

elementos e implantado con la clase pq_dh, requiere tiempo

Te(n) = O(n-d-loggn).

6.2 Andlisis de Adaptabilidad

El procesv siftdown aplicado en la operacion BorraMin requiere de O{d-logg i) operaciones,
ya que al intercambiar el elemento rafz, z, con el dltimo elemento del heap, y, que esti en el
Gltimo nivel del arbol (es una hoja), obliga a recorrer todos los niveles del heap, h = Oflog, ).

La Figura 21 muestra un ejemplo de Ia operacién BorraMin.

Caso 1. Si £ estd ordenada en forma ascendente.
La funcién Inserta siempre afiade el nuevo elemento, x, ala dltima posicidn del Heap,
como Z es mayor a todos los elementos que previatnente se han insertado, entonces el
proceso siftup(x) se realiza en tiempo constante, ya que sélo verifica la condicién del
While y como ésta no se cumple termina.cl proceso.  Por tanto: Inserta(z). ~ 0(1).
Retomando el Teorema 1:
nd
Te(n) = ©(n) + Z t(QInserla.x) +Zt(QBorraMm,!)

= Te(n) = O(n) + O(n) + e(n'-d-logui) f'e(u-d-ldg,,’n)-f

Teorema 19 El algoritmo Duxs'nuM apl:cad a_una grdfica’ csln:lla E.. e
implantado con la clase pq-dh, requicre tlempo. :

Te(n) = O(n-d-log;n.;
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Figura 21: Ejemplo de la Opcracién BorraMin.

Corolario 20 El algoritmo DuxsTrRASORT aplicado a une ia de n

clementos, €, , ordenada en forma ascendente e implantado con la clase pq.dh,
requicre tiempo:  T,(n) = O(n-d-logyn)

Nétese que para el Caso |, el algoritmo DuksTRAM no aprovecha que la lista ya esta
ordenada.

Caso II. Si ¢ estd ordenada en forma descendente

Para este caso, la operacién Inserta resulta ser un tanto ingenua, ya que agrega en la
tltima posicién del Heap a z, siendo z menor a todos los elementos antes insertados.
Asf que el Proceso siftup(i) se efectuard h veces, donde k es la altura del Heap, pero

tencmos que h = O (logyn), entonces, Inserta requicre tiempo O (loggn).

Teorema 21 El algoritmo D BksTRASORT aplicado a una secuencia de n ele-

menlos, ordenada en forma d dente e implantado con la clase pq.dh, requicre

tiempo: Te(n) = O(n-d-log;n).
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Por lo tanto, para el caso I, el algoritmo requiere el tiempo calculado para el peor de los
€asos,
Caso ITIL.  Si ¢ ha sido obtenida aletoriamente bajo una distribucién uniforme.

El comportamiento esperado del algortimo DuKsTRAM es:

nd—1

nd
E[e(n) + Y t(Q.Inserta,i) + Ez(Q.BorraMin,i)]

i=1 i=1

E{7(n)]

nd—1 nd
E{Q(n)] + Z Et(Q.Inserta,i)] + EE[t(Q.EorraMin,i)]
=1

=1

O(n) + O(n-loggi) + O(n-d-loggi} = ©(n-d-log,;i).
Entonces obtenemos e siguiente resultado,

Teorema 22 El algoritmo DusksTRASoRT aplicado a una secuencia € de n
elemenlos, obtenida aleatori te, e implantado con la clase pq-dh, requiere
tiempo: Ty(n) = O(n-d-loggn).

Resulta ser el mismo desempeito computacional que se tiene para esta implantacion en el
peor de los casos. Por tanto obtenemos el siguiente resultado,

Corolario 23 El algoritmo DuksTRASORT aplicado a cualqui ia

de datos ¢ no es adaptivo.

Los Heap Binarios son un caso particular de los d-Heaps, para d = 2.  Por tanto,
considerando los resultados anteriores con, d =2 se tiene que el desempeiio computacional
del algoritmo DuxsTtraM, aplicado a graficas estrella &, , en el peor de los casos, es
O(n-log; n). '

7 Colas Binomiales

Ahora, pasaremos a revisar la estructura de datos denominada, Colas Binomiales, iniciarernos
dando una breve descripcion de las Operaciones para una cola de prioridades Q con i

elementos, utilizando la clase pq_bq, descrita en el Apéndice B:
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MinH .- Apuntador al Nodo Minimo.

Funde .- (CB: Cola Binomial) [Meld] Une CB con Q. Une los elementos de
CB y Q, mientra existan arboles binomiales con igual indicc en Q. Requiere
tiempe OQ( loge ), donde ¢ es el nimero de el en la cola I

Inserta{x) .- Crea vna cola binomial CB consistente de un sélo objeto, el nodo
z. Despues efectiia Funde CB con Q. Requiere tiempo O (logi}.

EncuentraMin .-  Regresa el "valor” de MinH . Requiere tiempo ¢ e
e(1).

BorraMin .- Primero se asigna nmin «— AinH . Después elimina el nodo minimo,

esto incrementa el niimero de arboles en la cola, los cuales hay que reorganizar

plicando funde, finalmente regresa nmin . Requiere tiempo O (logi).

Decrementa_LLave(x,k) .-  Decrementa el valordelalavede z a k y después
aplica el proceso S5iftup(x) para restaurar el orden del &rbol, Requiere tiempo
O(logi).

Siftup(x) .- Intercambia z con su predecesor mientras z no sea un nodo rafz y la

llave de = que la llave de su predecesor.  Requiere tiempo O (logi).

7.1 Tiempos de Ejecucién

El desempeiio computacional del algoritmo DuksTraM utilizando la Clase pq_bgq, de
acuerdo al Teorema ! es:

i=1 i=1

Te(n) = 6(n) + "flt(q.lnserla,i) +§:t(Q.Barraan,i). R

Tenemos que:

nd=1 R
t(Q.BorraMin,k)) es O(logk ) == 2 t(‘Q.Bnrr.dMi

t(Q.Inserta k) es 0(logk i

Entonces,

Te(n) = e(n’)v;"d('



Corolario 24 El Algoritmo DusksTRAM aplicado a una grdfica estrella £, ¢
implantando con la Clase pq.bq tiene desemperio computacional. en el peor de

los casos. de: Te(n) = O(n-logyn).

7.2 Analisis de Adaptabilidad

Caso I.  Si { esta ordenada en forma ascendente

La operacién Inserta va construyendo los arboles bi jales ind di de

que la cola ya este ordenada o no, por tanto su desempeiio computacional es 8{logan).
Aunque Inserta deje el Nodo Minimoen el dtbol mds pequeio. la operacién BorraMin
debe restaurar MinH, lo cua! requiere tiempo ©(logzn ).

Por lo cual podemos concluir los siguientes resultados:

Teorema 25 El algoritmo DuksTRAM aplicado a una grdfica estrella €, ¢

implantado con la clase pq.bq, requiere tiempo: T;(n) = O(n-logn).

Corolario 26 El algoritmo DisksTRASORT uplicado @ une secuencia { de
n elementos, ordenada en forma ascendente e implantado con la clasc pq by,
requiere tiempo: T;(n) = O(n-log,n).

Asi pues, para el Caso |, el algoritmo DisksTraSorT no aprovecha que la lista ya esta
ordenada.

Caso II. Si ¢ csta ordenada en forma descendente

Para este caso, la operacién Inserta deja el nodo minimo en el drbol mas grande,
con mayor rango, la operacién BorraMin debe realizar varios procesos Meld para
reorganizar la cola binomial, por lo tarto la operacion BorraMin requieren tiempo

O(logzn).
Entonces, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 27 El algoritmo DuksTRaSorT aplicado a una secuencia de n ele-

tos, ordenada en forma d dente e implantado con la clase pq_dh, requiere

tiempo: T(n) = O(n:.log,n).




Caso IIL.  { ha sido obtenida aletoriamente bajo una distribucién uniforme.
E! comportamiento esperado del algortimo es:

nd-1 ad
E[Ti(n)] = B[O( n) + 2 t (Q.Inserta,i) + zt(Q.BorrnMr'n’i)]

nd- nd
E[O(n)] + dz:lE[t(Q.lnurta,i)] + Y E[t{Q.BorraMin,i)]

nd-1 nd
O(n) + 3 O(logyi) + ) O(logai)

i=1 =1

It

]

©(n) 4+ O(n-logan) = B(n-logyn).
De donde obtenemos el siguiente resultado,

Teorema 28 El algoritmo DukstrASorT aplicado a una secuencia de n
elementos, oblenida alcatoriamente, e impluntado con la clase pq.dh, requiere
tiempo: Ty(n) = O(n-logn).

Para los tres casos anteriores se ha obtenido el mismo desempefio computacional que se
tiene para esta implantacién en el peor de los casos.  Por tanto, obtenemos el siguiente
resultado.

Corolario 29 El algoritmo DUKsTRASORT aplicado a cualquier secuencia de
datos € no es adaptivo,

8 Fibonacci Heaps

Realizaremos ahora, el anailisis de los algoritmos DisksTrAaSorT y DuksTRAM para la
estructura de datos llamada Fibonacci Heaps (F-Heaps).  Iniciamos dando una breve

descripcion de las Operaciones para una cola de prioridades, Q, con i el o0s, utilizando

la clase pqfh, definida en el Apéndice B.

Inserta .- Agrega un nuevo el al Heap. Requiere tiempo ©('1).



EncuentraMin .- Regresa el nodo cuya llavees la minimadel Heap. Por construc-
cién. el F-Heap tiene un apuntador al Nodo Minimo. por tanto esta operacién
gasta tiempo ©(1 ).

BorraMin .- Almacena en -+~a variable: auxiliar el Nodo Minimo. lo elimina de la
lista de raices. integn; lo- iijos del Nodo Mininoe a la lista de raices. finalmente.
“reorganiza’ los arboles del F-Heap. utilizando Ja operacion Link.  Gasta en
total tiempo amortizado de O{ log,i}.

DecrementaLlave(i. A ) .- Decrementa la llave de i en \ unidades. Requiere

desempeiio computacional amortizado &1 1 ).

8.1 Tiempos de Ejecucién

Al aplicar Teorema | obtenemos que el desempeio computar:onal de] Dln.s‘rn..\ \l
utilizando la Clase pq_fh es:

nd—=1 L
Tein) = Oin}) + Z t(ancertar)

Tenemos que:

iy ca:.‘O(l;).

Entonces.

Te(ny) = O(n) + O(n) + O(n“lugz‘ny"=..10(h-viég,n).

Por lo tanto. obtenemos los siguientes resuha-dos: b

Teorema 30 El Algoritmo Duxsrn.\ M  a;
implantando con la Clase pq.fh tiene desempeno compulacmnnl en el peor dr los

casos, de: Tg(n) = O(n- log,n)

Teorema 31 El Algoritmo DIJRSTRASORT aphcado a una secuencia { de n

datos ¢ implantando con la Cla.sw pq_!h lxenc rlesempeno compulacional. tn el

peor de los casos, de: .’I’eln) = Q(n~log,n).




8.2 Analisis de Adaptabilidad

Caso L. Si [ estd ordenada en forma ascendente.

La operacion BorraMin debr rocraurar el F-Heap. auxiliandose del arreglo de apun-

tadores. que es de tamaiio {} .lo . requiere tiempo © (logyn ).

Por lo cual podemos concluir los siguientes resultados:
Teorema 32 El algoritmo DisksTrRAM aplicado a una grdfica estrella £, ¢
implantado con la clase pqth. rgquierf tiempo: Tp(n) = O(n-logn).
Corolario 33 El algoritmo DUhSTR.\SDRT aplicado a una secuencia € de
n elementos. ordenada en ]or-ma ascendenle e implantado con la clase pq_fh,
requms tiempo: . Tl( n ) ; 0( n log,n)

Asi pues. para el Caso I. el a!gommo DUSKSTRASORT no aprovecha que la lista va esta
ordenada.

Caso IL, Si { estd ordenada en forma descendente.

De manera similar al caso anterior. concluimos:

Teorema 34 El algoritmo DuxstraSorT aplicado a una secuencia de n ele-
mentos, ordenada en forma descendente e implantado cor la clese pq_fh, requiere

tiempo: Te{n) = O(n-log;n).
Caso III 5i { ha sido obtenida aletoriamente bajo una distribucién uniforme.
El comportamiento esperado del algortimo DUKSTRAM es:

nd-1

E{Ti(r)] = [G(n) + Y t(Q.Inserta i) + Z:(Q.Barm.‘.ﬁn,i)]

=1

E[6(n)] + Z E[1(Q. [nserta.l)] + ZE[I(Q BorraMin.i)]

S =1

ndl e
e(n) +. zeu) +Ze(|og,x)
=1

st

- o(n) 4+ 0(n) + O(n-logyn).
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Por lo tanto concluimos el siguiente resultado:

Teorema 35 El algoritmo DuksTRASORT aplicado a una sccuencia de n cle-
mentos. obtenida aleatoriamente e implantado con la clase pq_fh, requiere tiempo:

Te(n) = O(n-log;n).

Para los tres casos anteriores se ha obtenido el mismo desempeiio computacional que s
ticne para esta implantacidn en el peor de los casos. Por tanto concluimos los siguientes
resultados:

Corolario 36 El algoritmo DUKSTRASORT licado a cualqui ia de

{4 9

datos € de tamaiio n tienc un desempenio computacional de © (n-logyn ).

Corolario 37 El algoritmo DiskstraSort aplicado a cualquier sccuencia de
dalos ¢ dec tamasio n no es adaplivo.

8.3 Resultados Empiricos

A continuacidn refinaremos, en términos de operaciones elementales los resultados tedricos
obtenidos anteriormente ilustrandolos con los resultados empiricos de nuestros programas.

De acuerdo con el Teorema 1 ¢l DisksTRAM Liene un desempeiio computacional
nd
Te(n) = O(n) + Y t(Q.BorraMin,i)
=1

es decir, depende especificamente de la operacién BorraMin, la cual se describe esquema-
ticamente en la Figura 22.

Las operaciones 1, 2, 5 y 7 gastan tiempo constante. La operacién 3 depende del nimero
de hijos que tenga el NodoMinimo, ya que primero hay que desligar a cada nodo de su padre,
pues pasan a ser raices y unir la lista de hijos de NodoMinimo a la lista de raices se efectua
en tiempo constante. Para la operacién 4 tenemos que cada Link gasta ticmpo constante,
pero en el peor caso se tienen (logi) drboles en Q, por tanto esta operacidn es O (logi ).
Para la operacién 6, se debe recorrer todo el arreglo de apuntadores, el cual es de tamafio

(logi), por tanto la operaciénes O (logi).



BorraMin
InicioProceso
1. MinAux —— NodoMinimo
2. Elimina NodoMinimo de 1a lista de raices
3. Si NodoMinimo tiene Hijos Entonces
Agrega los hijos del NodoMinimo a la lista de raices
Fin-Si
4. Almacena los arboles del F-Heap, en el arregloy
los va ligando como van llegando al arreglo
si tienen el mismo rank.
5. Reinicializa Q.
6. Vacea el contenido del arreglo en Q.
7. Regresa el MinAux
FinProceso

Figura 22: Proceso BorraMin

n N L 2 "

00, S0 600
1w NiSmee 6 Elamentos ™ o

1
‘
¢
° w0 200 0

Figura 23: Comparacién de KOE para pg-FH



Finalmente, tenemos que Te{n) = ©(n-log,n) y por tanto reconfirmamos que
el algoritmo no es adaptivo.

La grafica 23 muestra el desempeiio computacional del DuksTraSoRrT aplicado a listas
de datos organizadas en forma xig-zag-d. El eje X representa el tamano de la lista, vacn, y el
eje Y el niimero de operaciones elementales, KOE. que gasto el algoritmo. Como podemos
observar, crecimiento del nimero de operaciones elementales, con respecto a el numero de

datos. varia sdlo en una constante.



VI Qtras evidencias de Adaptabilidad en RMC
1 Rutas

Consideremos la gréfica de la forma:

L: v, (va,t1), 1y, (v2,03), va, .0y Unsyy (U1, U0),y Vne

es decir, esta grifica ya es un camino, ver Figura 24.

Si la grafica tiene n aristas, diremos
que se trata de una £, .

_... @_. @__. 060 —0 @ —080 e @
U Figura 94 Ruta £ .

Afirmacién 38 Sea Q la cola de prioridades que utiliza el algoritmo de D1IK-

sTra para almacenar las etiquetas temporales finitas,

Supengamos que G se
almacena como una lista de adyacencia.

Si G es una grifica L, , enlonces
al aplicar el DusksTRA sobre G se liene que, en todo momento, el mimero de
elementos ¢n Q es a lo mds uno.

Justificacién.

Sea G una grifica £,, para la cual c; representa el costo del arco (j—1,5), V1 <j <n.

Tenemos que G es de la forma:

Figura 25: Lista de Adyacencias para la Grafica G

Siguiendo el algoritmo de DisksTRA,
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Q: [t 0] borm v, =Q = ¢,

Revisa los vecinos de ¢, , es 86lo uno: [ ¢y, ¢y | con etiqueta infinito;
modifica la etiqueta e inserta vy en Q.

Q:[vie;] borma vy =Q = ¢.

Revisa los vecinos de v , es s6lo uno: [ vz, 2] con etiqueta infinito;
modifica la ctiqueta e inserta 3 en Q.

En el k-ésimo vértice:

Q: (v, Tholej)] bormu =Q= 4.

Revisa los vecinos de vk, es s6lo uno: [ vey,Ceqq | con etiqueta infinito, entonces
modifica la etiqueta e inserta tryy en Q.

Enel (n — 1)-ésimo vértice:

Q: ['v'(n-l):):;':xl(ci)] borm v(n_y) =Q=o0.

Revisa los vecinos de t(n..1), ©5 56lo uno: [ va,cn ) con etiqueta infinito;
modifica la etiqueta e inserta v, en Q.

Enel n-ésimo vértice: Qi vn Xjoy(cj)] borma v, =2Q = 0.

Revisa los vecinos de vy, : no ticne, entonces termina el algortimo.

L, representa una familia de gréficas, para las cuales, la cola de prioridades tiene a lo
mas un elemento luego, para cada uno de lo TDC anteriores las operaciones se realizan en
tiempo constante. Observemos ahora, el comportamiento de las implantaciones concretas
del DuksTRA aplicado a esta familia de graficas,

Listas Simplemente Ligadas.
Para la clase pqsi, tenemos que cada BorraMin realiza (i4+4) operaciones elementales,
pero { ¢s a lo mas uno, entonces:

Koe.,PQ = (n+1)BorraMin + (n + 1) Inserta + (n + I) Vacio
+ 1. Principio + 1-CreaPQ.

KoePQ < 5-(n+1) + 2:(n+1) +1-(n+1) + 2 £ 8-n + I0.
o(n).

= KOE < (8:n+10)+(n+2)+n £ (10-n 412}
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Listas Doblemente Ligadas.

Como Q ticne a lo mas un clemento, cuando se inserta un nuevo dato, se hace Ia operacion
sobre una cola vacfa, por lo que cada inserta gasta tiempo constante en efectuarse.  Por

tanto: Koe PQ es O(n) = KOE es O(n).
Fibonacel Heaps.
.~ Ya que la cola de prioridades Q tiene a lo mis un elemento, borrar el minimo en un lista

de un dato, gasta tiempo constante. Por tanto: Koe PQes 8(n) y KOE es O(n).

La figura 26 ilustra grificamente el comportamiento de tas implantaciones concretas apli-

cadas sobre la familia £,. El eje X representa la variacién en n y el eje Y el nimero de
operaciones elementales, KOE.

400 500 800 700 800 900 1000
= NGmaro de Véitices

Figura 26: D1sskTrA aplicadoa £, .

Con el anilisis previo, hemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 39 El Algoritmo de DusksTrA aplicado a una grifica £, e implantado
con las clases pqlsl, pg.ldl y pq.fh requiere ticmpe ©(n).

De hecho, tenemos que:



Teorema 40 Sea G una grdfica £, y sca Q la estructura donde se almacenen

las cliquetas temporales finitas que genera ¢l algoritmo de Drskstra. Cualquier
implantacion concreta del DuksTra. en el modelo computacional de compara-
ciones, que rcpresente a G como una lista de adyacencios y a Q como una cola

de prioridades. tiene un de i tacional de ©(n).

P P

Justificacién.

Como la cola de prioridades G siempre tiene a lo mas un clemento ¥, en el modelo

[

P ional de comparaci insertar o borrar un elemento en una estructura

de tamaiio menor o igual que uno gasta tiempo constante. Entonces la ejecucién total

del algoritmo, requiere tiempo lineal.

2 Arboles Ty,
b b 1
/( " )W—..._.m :

\

( UK ’ vk vk ._.

Figura 27: Gréfica Ty

Definicién.

Sea Tin un arbol cuya raiz tiene k& hijos, todos los demés nodos tienen un sélo
hije y cada rama tiene profundidad .

La Figura 27 representa un arbol Ty, y la Figura 28 representa la lista de adyacencias.
Afirmacién 41 Sea Q la cola de prioridades que uliliza el algorilino de Duk-

sTRa pare almacenar las etiquetas temporales finitas.  Supongamos que G se

almacena como una lista de adyacencia. Si G es una grdfica Tk, , entonces al
aplicar el DuksTRA sobre G se tiene que el nimero de elementos en Q es a lo
mds k.
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Figura 28: Lista de Adyacencias de la Gra'.ﬁg';a'- T, -



Justificacién,
Sea G una grifica Ty, para la cual ¢; representa el costo del arco (j.j+ k) paratodo
jtalque 0 j < kth—1)
Siguiendo el algoritmo de DisksTRrA.
Q:{t,.0} borma v, =Q= o.
Revisa los vecinos de t,.s0m k: [v.er ] [t2.c2) oo Jf thoci ] todos con etiqueta
infinito; medifica la etiqueta e msena ] .. Uko€nQ.
= Q:{ene]{wme} - [vee]” JE
borra el minimo. supongamos, sin pérdida de generahdad que el mmlmo ‘es tl .
=Q: .2} o - [rreek].

Revisa los vecinos de vy, es solo uno: [ tesr. C(k+1)] ¥ uene euquera ml'nn O

modifica la etiqueta ¥ lo inserta en Q.

al borrar el
vértice vy se agrega a la cola unicamente un dato. = Es decir, cada vez qué_ se borra

un dato. éste es reemplazado por su vecino, si lo tiene, ¥ si no tiene vecino la cola de

Nétese que, como cada vértice ¢ tiene solo up vecino, V'1:

prioridades disminuye en uno su tamafio. Por tanto, G tienc a lomas k elementos.

Las graficas T, representan una familia de graficas, para las cuales, la cola de prioridades
tiene a lo més k elementos y ademds el ndmero total de vértices en la graficaes n= k-h+41.

estoes. n es ©(k-h). Obhservamos que, en especial, las grafias £, son Tiy.

Ahora. analicemos el comportamicnto de las implantaciones concretas del algoritmo
DuksTra aplicado a la familia de graficas Ty,
Listas Simplemente Ligadas.

Tenemos que cada BorraMin realiza (i+4) operaciones elementales, pero 1 es a lo mas
k , entonces:

Koe PQ = (n+1)BorraMin + (n+1)Inserta + (n+ 1) Vacio

+ 1-Principio + 1- CreaPQ - :
KoePQ < (k+4)n+1) 4 3-(n+1):+2
=+KOE < ((k+7)-(n+1)) + (n42) %
pero n=k-h41. :

LT+ +
’(4-+9)j:g.1+1).

X}

=KOE < (k-+9)-(k- h+2) ,-1( : ‘(l’:+'9‘/).:-}-:_‘.?;(k‘-}-9).




Nétese que si k= 1 la funcién del lado derecho de la desigualdad. se vuelve cuadritica
en k. que es el caso de las grificas estrella analizadas en el capitulo anterior, ya que una

grifica & esuna Tiy. Asiquee. KOE = ©O(n) siempreycuando & >>k.

Listas Doblemente Ligadas.

Como Q tiene a lo mis k elementos. cuando se inserta un nuevo dato, se hace la operacién
sobre una cola de tamaiio k& — 1. por lo que cada insercion se efectiia, en el peor de los casos,
en tiempo O k). Cuando h =1 el desempefio computacional del algoritmo es de orden

cuadratico, pero si h tiende a ser mis grande que k. esto es h >> k, el algoritmo serd
lineal en n. Formalmente,

Koe PQ es O(n) = KOE es O(n} siempre y cuando  h >> k.

Fibonacci Heaps.

Ya que la grifica Q tiene a lo mas & eclementos, borrar el minimo en una lista de k datos,
gasta tiempo O (log, k), que tiende a ser constante cuando h >>k  Por tanto:

KoePQ es O(n) = KOE es O(n) siempreycuando 4 >> k.

Las Figuras 29,30,31 ilustran grificamente el comportamiento de las implantaciones conc-
retas aplicadas sobre la familia Ty, , para los TDC, pqsl, pgldl, pq-fh, respectivamente
El eje X, en cada una de las Figuras, representa la variacién en n y el eje Y el niimero de
operaciones clementales, KOE.

Teorema 42 El Algoritmo de DiskstrA aplicado a una grdfica Tiy e im-
plantado con las clases pq.lsl, pg.ldl y pg_fh requicre tiempo © (n ), siempre que
ko> k.

De hecho. tenemos que:

Teorema 43 Sea G una grdfica Ty, y sea Q la estructura donde se almacenen
las etiquetas temporales finilas que genera el Algoritmo de D1SKSTRA. '
Ei Algoritmo de Dukstra aplicado a una grdfica Ti requiere tiempo ©(n),
siempre que h >> k. )

Sélo para ejemplificar, analicemos con detalle las grificas Tay ¥ Tay -

7®



1.480408 r
Ay ——
. Yo o
120006 - 80 -
a2nT .-
10608 ~
800000 -~
W
o
¢
600000 ~
009 - _—
200000 - Pt
oy ‘ —
800 2
h = Altura et Aol 120
Figura 29: DuskTra aplicado a Ty usando pqdst
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600 . 800 1000 1200
h = Altura del Arbot

Figura 31: DuskTraA aplicado a T, usando pgJfh

Arboles Ton

G)/@-—’@ —©—©
SO —Q ——®

Figura 32: gréifica Tau

Ahora, consideremos la grafica de la Figura 32, ésta es un arbol cuya raiz tiene dos hijos
y cada rama tienc profundidad cuatro, ¢s decir es una grifica Ty La Figura 33 representa
las listas de adyacencia para las graficas Ty, y Toy.

Las graficas Ty, representan una familia de graficas, para las cuales, la cola de prioridades,
Q, tiene a lo mas dos elementos, para cada uno de los TDC anteriores, las operaciones se
realizan en tiempo constante.  Observemos, detalladamente, el comportamiento de las

implantaciones concretas del algoritmo Dukstra aplicado a esta familia.
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Listas Simplemente Ligadas ) .
Tenemos que cada BorraMin realiza (i44) ope
dos. entonces: i
Koe PQ = (n+1)BorraMin + (n+ l)insér
+ I-Principio + 1-CreaPQ i
KoePQ < 6-(n+1)+3-(n+1)+2 < ,_9_- o+ 11

= KOE < (@-n+11)+(m+24n < (1:n+13) = O(n).

Listas Doblemente Ligadas

Como @ tiene a lo mas dos elementos, cuando sc inserta un nuevo dato, se hace la
operacién sobre una cola de tamaiio uno, por lo que cada inserta se efectua en tiempo
constante Por tanto: Koe PQ es B{n) = KOE es 6(n).

Fibonacci Heaps

Como Q tiene a lo mds dos elementos, botrar el minimo en una lista de tamaio dos.

requiere un mumero constante, de operaciones elementales. Por tanto:

Koe PQ s ©(n) = KOEes O(n}.
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Arboles Ty,
@ —@—a
@_.‘@ — @ ——
T~ —e—@
V Figura 34: Grifica Ta,.
Consideremos la grafica de la figura 34 que representa a la grafica T3, ésta es un drbol
cuya raiz tiene 3 hijos v cada rama tiene profundidad 4. La Figura 35 representa la lista de

adyacenciaspara esta grafica,

T34:

T[T
i

EEEE

E

=
-

w2

BE

Figura 35: Lista de Adyacencias de la Gréifica Tay.

Las gréficas Ty representan una familia de grificas, para las cuales, la cola de prioridades
tiene a lo mds tres elementos. observemos el comportamiento de Jas implantaciones concretas
del Dukstra aplicado a esta familia.



Listas Simplemente Ligadas.

Tenemos que cada BorraMin realiza (i+4) operaciones elementales, pero i es a lo mds
tres, entonces:
Koe PQ = (n + 1) BorraMin 4 (n + 1) Inserta 4+ (n+1) Vacio
+ 1 Principio + 1- CreaPQ
KoePQ < 7-(n+1)+3-(r+1)+2 < 10:n + 12

=+KOE < (10-n+11)+(n+2)+n < (12-n+14) = O(n).

Listas Doblemente Ligadas.

Como Q ticne a lo mas tres elementos, cuando se inserta un nuevo dato, se hace la
operacién sobre una cola de tamafio dos, por lo que cada inserta se efectia en tiempo
constante Por tanto: Koe PQ es 0 (n) = KOE e O(n).

Fibonacci Heaps.

Como Q tiene a lo mas tres el tos, borrar ¢l minimo en una lista de tres datos requiere

un niimero constante de operaciones clementales. Por tanto: Koe PQ y KOE son & (n).

La Figura 36 ilustra grdficamente ¢l comportamicnto de las implantaciones concretas:
pq-Isl, pqldl, pq'th, aplicadas sobre la familia de graficas Tap. El cje X representa la

variacién en n y €l eje Y el nimero de operaciones elementales, KOE.

3 d-Arboles

Un d-4rbol es un 4rbol balanceado para el cual cada nodo tiene d hijos, a excepcién de
las hojas, las cuales no tiepen hijos. La Figura 37 representa un d-drbol, para d = 3.

Nétese que si G es un d-drbol con profundidad h, entonces el niimero total de nodos en G

h R dht -1
es: n = th = = ncs 0((1").
=0 d-1
Afirmacién 44 Sea Q la cola de prioridades que utiliza el algorituo de Duk-
sTRA pare almacenar las etiquetas temporales finitas. Supong que G se

almacena como una lista de adyacencia. Si G es un d-drbol con profundidad
h, entonces al aplicar el DuaksTRA s0bre G se tiene que el némero de elementos

en Q es alomds d* .



la afirmacidn es validapara b=k 4 L

L.

L O

e L

B

o

Figura 36: Compﬁrék:ién de[ D;.is'x’nh aplicad'b a Ton:”

Justificacién. La demostracién se hara por mduccwn sobre b

Base de la Induccién. & = 1 implica que tenemos una graﬁca. cst.rella con d arcos.
Figura 38 muestra un d-irbol con profundidad h=1.

Signiendo el algoritmo de DuksTraA,
Q:[v,,0] bormu, = Q= ¢.
Revisa los vecinos de v,, son d: [vya,en], [012,612], .. S[1d5€1.4] todos con etiqueta
infinito; modifica la etiqueta e inserta vy ... 14 en Q.
=Q [nnen}{ug el . fngae] = [Q=d=d' =d*.
Como cada v ; V j = 1,...,d son hojas, entonces ya no cs posible insertar mis datosa Q
en las signientes iteraciones del algoritmo de Disksrra. Ademis, para cada unade las
siguientes iteraciones del algoritmo el némero de el tos en Q ira dec dose

en uno. Por lo tanto, el tamaio maximo de la Cola de Prioridades es d.

Paso Inductivo.  Suponga que la afirmacién es vilida para & = k. Por demostrar que
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Esto es: si un d-arbol tiene profundidad (k4 1)

entonces la Cola de Prioridades tiene a lo mas d*+! clementos.



" Figura 38: d -érboyl'con :pro(undidéd h=1.

Demostracién
Como la afirmacién es vilida para k se tiene qué sila pmfundida;i del &rbol es &
entonces el tamaiio de Q es a lo mds d*.  Nétese que como el drbol es balanceado,
estos d* clementos de Q estan en el nivel k del drbol. Al considerar los elementos
del nivel (k4 1), supongamos, sin pérdida de generalidad, que los d* clementos de Q
tienen d-hijos. cada uno de ellos. Al aplicar un BorraMin a la Cola de Prioridades,
si el elemento minimo es vértice del nivel k del drbol. entonces se insertan a lo mis sus
d hijos en Q. Pero esto sucede para cada uno de los d* elementos del nivel k del

arbol, entonces se insertan, en total, a lo mis: d.d* = d*+! elementos.

Notese que si d =1 el d-arbol es una ruta. De acuerdo con la afirmacién 44, el tamario

de la cola de prioridades Q es Q| = 1* = 1, por lo tanto el desempeiio computacional del

algoritmo es lincal, como habiamos descrito anteriormente.

Ejemplo 1. Consideremos el d-arbol de la Figura 39. es irbol binario con profundidad
h = 3. siguicndo el algoritmo de DuKsTRA.

@&
-t



: F‘igl;ra 39 Ejelixplq

1 "\rb;)_l Biriéijio;

Q [v,,.O]

Re& isa los xecmos de .

El minimoes r13. . Los

infinito. ambos; modlfca'
= Q: [ 22,2} ['-22v
Borra el minimo, supong

Revisa los mcmos de’ 'y

) =’Q ["23‘2][124-2][”3h3] ["az-”[kl.l-"][lfah

Borra el mlmmo. toxucmm como minimo a Lz_;. Rcusa los \ecm 5 dc ‘tz3. son dos: -
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{i55.1] ¥ [6. l] con eliqu(ﬂa‘ inﬁnim. aﬁbm’ modiﬁca etiquetas y los inserta en Q.
=>Q: [ r24.2] [!’31.3] [t&u»3] [03,1.3] [”3,«'3] [Va.s.3] [VMJ] ='IQ}=

El minimo os 34 Revisa los vecinos de £24. 500 dos. [!’:,m 1] ¥ [vasr l] ‘con

etiqueta mﬁnxto, ambos;  modifica et:quelas ¥ los mscna en Q.

=Q: [1»3.1-31(1'33,3]["3.3.3] [1‘3«3]['-‘3.5-3)["38:3] lva.7.3][vu.3l
= |Q|=8. T

Borra el minimo, tomemos camo mxmmc a ua 1, ElLvérti

= Q: [132.3} [03,3-3] [ v34. 3] [015.3] [”3.613]'

Borra el minimo, tc como "‘v ;

(573 H s3] => QI =1

2’ o tiene vecinos.

Borra et minimo, tomemd; cqmp‘ minimo
=5 Q: [137,3H 14,3] = (Q]
Borrael minimo, tomemds}orﬁo mi
(mad] = lQI=1

El minimo es vy yno tmne vecinos

Como podemos obscrva.r en este cjemplo, el tam

IIQH - _—"“ 2.

0 de la cola deiprliori(vi‘ade‘s es

Ejemplo 2. Consideremos el d-arbol de la F'_iglir itio con profundidad
h=3. Siguiendo el algoritmo de Di1zksTRA, : y
Q: [v,0] borre el minimo =Q'= é.

Revisa los vecinos de vy, son 2 [vy,,1], [01,1,8)’ambos con éﬁqucta'inﬁnim; modifica
ctiquetas e inserta vy y vz en Q.



El minimo es v;u R.eusa Ios vecinos de’v337 no Liene vecinos,
= Q: [na28} 03.4,;7] = Q=2 2,
El minimo es_vgq  Revisa los vecinos de v3;:.n0 tiene vecings, -

= Q:[na2.8] = IQ]| =1.

w
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El minimo es 1.2 Re\lsa los \ccmo< de L4501 dos {L”.l] [r;,... l] con rtiqueta

infinito, ambos. modlﬁca enquelaa e msena los ﬂnlces el

: s;_

=Q: [124.121 [m,;,lo] [t:m 111 =. llQlI

El minimo es ¢35 ! Re\ isa los \ecmos de r:.,s né uene vecinos.
= Q:[r24.12 M 2. 11] = IlQll— -

El minimo o5 34 Ilevisa los wctpo; de r36: nd tiene ‘\'ecinos‘.
=Q(n.02] =liQl=1 ’

El minimo es 2.4 - Revisa los vecinos de ray. son dos: {raz 1} ¢ {ras.2] con etiqueta

ie b

infinito, ambos:. ‘modifica etiquetas e inserta los vértices en' Q.

= Qi[r27. 13 irse 1] = Qli=2.

El miniino es ¢3z Revisa los vecinos de 351 no l'i{.‘nu \'gcipé&.
=>Q"[Lm 141 =. :IQH =1 O
B !IQH =

El minimo es :33 ¥ no ur-ne \ecmos. Pn‘onces

Para este ejemplo !ehcmo_s qi;e el)&mﬁﬁo méximo do Q es: IIQH = 4 <23

Ahora. eahzarc os analxsls sobre el comporlamwmo de las 1mplamacmnes concrctas del

.cada‘mserta gasta dos ¥ cada BorraNlm requiere (i +4) operaciones elementales,’ pero
por la :\ﬁrmacmn 44. i s a lo méds 4%, por lo tanto:
Koe.PQ = (n4 I)BorraMm + (n+1)Inserta + {n+ 1) Vacio
+ 1. Prmcnplo-& 1- CreaPQ. .
KoePQ < (n+1)-d" + 3-(n+1) +#2 < n+ligdh + 3) + 2



Por lo tanto. tenemos que el mimero de operaciones elementales. para esta implantacion
es lineal en n. pero sustituyvendo el valor de r tenemos:

A+1 _
Koe.PQ < (d" + 3)-("7_—-1—1“) +2= 0(d*).

Asf que. el nimero de operaciones el ales para esta implantacién es polinomial en

d . nimero de hijos en cada nodo. Pero d* es el nimero maximo de elementos que existe
en el 4ltimo nivel del d-arbol de profundidad h. asi que podemos decir que el algoritnio es
cuadritico en el nimero maximo de hojas de un d -drbol.

Listas Doblemente Ligadas.

n

De acuerdo a la demostracion del Teorema 13: Z HQ. ]userta 0} £ Y di. donde d;
i= =1

s distancia entre la posicién correcta de i, el nuevo glemqn!o a’insertar, y ut, la posicién

del dltimo elemento insertado. pero esta distancia es’a lo més. d*. asi que:

Z t(leerla"z) es O(n d") "peroy nes O(dvy

F=1

*ser!ju‘.i)‘_=> T:(n) = G(n) + 0‘(:{"').“

. i’érti_ce.

Flbonacu Heaps.

Gah

que el L‘ peiio Computacional del Algoritmo DuskTRA. para esta im-
plantacién concreta de F-Heaps. depende especificamente de la uperacion BorraMin v va
habiamos demostrade que ésta requiere tiempo & (log, i) . donde i esel tamafio de la cola.

Por otra parte. sabemos que el tamaiio de la cola es a lo mas d* por lo que: i < d%. entonces:

log,i < log,d* < h-logyd. por lotanto: Zt(Q.Inserla.i) = 6(n;l:log,d).
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KOE
g

3 4«
h = Altura get Arbok
F igura 41: Desempeifio Computacional del D1iksTra aplicado a d -rhol, usando F-Heaps.
Finalmente. tenemos que el Desempeiio Computacional del algori;uio,pjafgu ,&l;i‘mpiam
(n “hlogd).

Esta funcién es lineal en n, ndmero total de nodas, y polinoii\ial_e_n d; _numgrﬁ 'de hijos por

tacién de F-Heaps, en el peor de los casos, es  Te (n) = 0 {n)-

vértice.

La Figura 41 muestra ¢l comportamiento del algoritmo de Dlhxéjrkn, utilizando F-Heaps.

aplicado a graficas cuya estructura representa un _d -arbol. ,l_"_‘_ua'sta grifica, e cje X

representa a h, la altura del 4rbol y el eje Y indica el nimero de operaciones clementales

realizadas por ¢l algoritmo,

91



Pu Pr Py Pw Piaas
ﬂsll’uol’ull’snpn 1 Pru F-nl”clf": Fb l'a:annanlf’un I‘hil’nn

\@5/ \49/ \4)/ \4)/ \4)/ \é/ \L/ \éf \jg/
NN N

Figura 42: Coloracién de caminos en un arbol.

4 Coloracién de Caminos

Regla para Colorear Caminos.

Sea Ia grafica G un drbol.  Supongamos que tenemos todos los colores dispo-
nibles. Si un vértice v tiene k-hijos, sc pintan las aristas de (k' = 1) caminos
desde ¢ hasta un vértice terminal hoje. Cada camino de diferente color. El
k -ésimo camino de un vértice v tiene e} color de algin camino que fue coloreado
con anterioridad, esto es. tiene ¢l color de un camino que pertenezca a un vértice

antecesor a v. No sc permite que una arista tenga mas de un color.

Notese que si el numero de hojas (vértices terminales) en un irbol es H, entonces el

numero de colores utilizados para iluminar los caminos es a lo mds H.

La Figura 42 nos muestra un ejemplo de este tipo de coloraciéon.  La notacion F;;
representa la ruta que inicia en el vérticei y tiene el color j. Por ejemplo. la ruta Py, es
la ruta que inicia en cl vértice v, y tienc el color 1, en particular, esta ruta esta formada
por los vértices: g, vz, vq, U2, ’

Definicién.

Diremos que w es un descendiente en ruta de v si w estd en Ia ruta del

mismo color que v, esto es: w Liene el mismo color que v.



Ejemplo 1.  Regresando ala Figura 42 tenemos que

+ mg es descendiente‘c‘vn ruta de

+ o, tiene dos rutas coloreadas
Los descendientes en u

Los descendientes en otra riita on: v, Vo ¥ va

Ejemplo 2.  Considerese una grafica / 7k , observamos que:

4 hay exactamente & rutas;

4 todos los vértices w con w # v, son descendientes en ruta de v, .

Teorema 45 .

Sea 6~(v) el grado exterior de v, el mimero dc aristas que

‘salen’ de v. Sea d{s,v) el costo de lurula que va de s a v.

Si |1Qllu es el tamasio de la cola Q al ingresar u en ella, entonces

all. = LA

vEVY

donde V, = (Q'/ ) > 2y d(s,v) < d(s u) } :

y W, = {w/w csdescendxentecurutude v y d(s,w)> d(s v) }

HQ”,, representa el nimero de vcrtlcm con ehqueta temporal quc l'ucron clcgldos antcs
que u.
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Fibonacci Heaps

Analicemos ahora este resultado para la implantacién concreta de Fibonacci-Heaps hemos

venido manejando en este trabajo.

Nétese que el nlimero operaciones que se aplican sobre Q es de orden logaritmico, entonces
n n
S tog il = tog [T ol ...«
=1 k=1

la suma se esta aplicando sobre ¢l orden topolgico en que el Dukstra elige los vértices,

Si @ ticne tamafio constante, como en las grificas L, y Tip, b >> k, tenemos que

* = log[J]C = logC* = nlogC

con lo que reafirmamos que el algoritino de D1y peiio computacional

de orden lineal.

Si hay una una u tal que [|Q}].

IQllurs 2 |

W
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VII Conclusiones

Durante la investigacion de este trabajo hemos encontrado que el Desempefio Computacional
del Algoritmo de DuksTra depende en gran medida de la estructura de la red y de la forma

como se tepresenten las etiquetas temporales en la implantacin del algoritmo.

. Hemos notado que la dificultad de la red depende del grado externo (out degree) de los
vértices, del nimero de ciclos existentes en la red y del grado de desorden con que se le
presenten los costos de las aristas al algoritmo,

De esta forma, tenemnos evidencias concrctas sobre la adaptabilidad del Algoritmo de

DuksTRA, incluso hasta encontrar Adaptabilidad Optima. Estas versiones adaptivas del
algoritmo se logran mediante estructuras de datos sofisticadas para la implantacion de la

cola de prioridades, Ia cual representa las etiquetas temporales en el algoritmo.

Las versiones adaptivas del Algoritmo de DusksTia consumen menos recursos de cédm-
puto, en particular su Desempeiio Computacional es mejor que en el peor de los casos y en
el caso promedio. Por ello, aplicar estas variables adaptivas en algoritmos de Optimizacién
Combinatoria y Flujo en Redes, que utilizan ¢l Problema de 1a Ruta Mas Corta como una

operacion, mejorara el desempefio computacional de los mismos,

Consideramos que cl Andlisis y, en especial, la Adaptabilidad de Algoritmos en el drea
de Optimizacion Combinatoria y Teoria de Redes es un campo muy amplie por explorar.
Explorarlo nos llevard a descubrir, modificar y disefiar algoritmos que no sélo mejoren su de-
sempefio computacional, sino que ademis sean capaces de aprovechar la estructura particular
de los datos de entrada.

Los Andlisis de Adaptabilidad para ¢l Problema de la Ruta Mds Corta, descritos en este
trabajo, son los primeros en efectuarse en esta area y son apenas una evidencia de lo que

hay por realizar en ¢l campo de la Teoria de Redes.

El Analisis de Adaptabilidad para el Problema de la Ruta Mds Corta, como hemos visto

en el pr te trabajo,

quiere establecer medidas que cuantifiquen la dificuliad de la red;
identificar entre los algoritmos que resuelven Ja Ruta Mas Corta cuales son adaptivos y cuales

no; revisar entre los algoritmos que no son adaptives cuales pueden Hegar a serlo medi-
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ante modificaciones; disefiar algoritmos adaptives y establecer propiedades que gnrantlccn
maxima adaptabilidad.

Estamos concientes de que atin falta formalizar medidas de complejidad ‘de la red y que
nuestros analisis de adaptabilidad dnicamente estan enfocados en el Algoritmo de DUKSTRA,
el cual resuelve el problema de la Ruta Mds Corta de un vértice a cada uno de los otros
vértices en una red con costos positivos, pero existen mas algoritmos. por in\'cstig&r, por
cjemplo algoritmos que permitan arcos con l;mgitudes negativas o algoritmos que resucivan

la Ruta Mds Corta entre todo par de vértices.

Debido a que el problema de Ruta Mas Corta es basico para el problemas de Teoria de
Redes, resulta interesante saber, con exactitud, cual es el comportamiento de losﬂlgortimos
de Teoria de Redes que utilizan Ruta Mds Corta cuando emplean versiones adaptivas. - Por
otra parte, debemos ampliar mis el irea de investigacidn hacia todo tipo de Algoritmqs,
no sélo en Teoria de Redes u Optimizacién Combinatoria, sino en todos los campos de
aplicacién. '

Como trabajo futuro, también consideramos interesante estudiar la adapta.bxhdad de'al-~
goritmos en el modelo de cémputo en paralelo.
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VI A péndices

A Algoritmos para la Ruta Mas Corta

1 Ruta Mas Cortades a t

Los algoritmos que resuelven la RMC entre dos nodos especificos, s — ¢ se auxilian del
método que busca la RMC del origen a cada uno de los otros nodos en G. En esta seccién

presentamos algunos de los métodos més tradicionales para resolver éste problema.

1.1  Ecuaciones de Bellman.

Las Ecuaciones de Bellman representan una solucién analitica para resolver

el problema de encontrar 1a RMC entre dos nodos especificos.

Se enumeran los vértices de 1 a n,con s =1y d==n.
Sea u; = Longitud de Ja RMC del nodo 1 al nedo j.

Sea a;; = Longitud del arco (,5):

oo e.o.c.

o= { ai s 3(i,j)€ A

Las Ecuaciones de Bellman indican que la longitud de la RMC satisface

n: ..,.={°. ' i=!

mingg; {ue + ax;} ji=2, 3,....11

Estas ecuaciones se cumplen siempre que la red no contenga ciclos negatwos. Nétese
que la longitud de la RMC esti bien dcﬁmdn, pues cada a@;; es un niimero ﬁmto, por-lo

cual si la solucion existe es iinica. Al resolver (7) sc obtiene un arbol dirigido v enraizado,
con raiz s, tal que la longitud de la tinica ruta del nodo s al j es u;, siexiste, a tal sele

conoce coma Arbol de RMC.

1,2 Redes Aciclicas.

Las Ecuaciones de Bellman resultan mas faciles de resolver si se tiene una red aciclica,

ya que los arcos pueden ser numerados. Lo cual estd fundamentado en ¢l siguiente teorema
de la Teorin de Grdficas:
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Teorema. Una grafica dirigida es aciclica si y sélo si sus nodos pueden ser numerados

de tal forma que para cada arco (i,j) sc tieneque i < j.

La prueba constructiva de este teorema muestra que al numnerar G se ubtiene un algoritmo
cuya complcjidad es O (n?).

Al asumir que los nodos han sido numerados las Ecuaciones de Bellman se transforinan

o 0 : i=1
(AN): ui:{ min,,<5( Hk-{-ai-j} i=23, ....n
Resolver las ecuaciones (AN) requiere de una simple sustitucién, pues:

=0
up=f(wm)

g = flwyu)

- “depende de u; -
“depende de Hisuy

o bien:

Uipr = minfui Han} V., Hea

Solucionar las n ecuaciones anterity)rev:‘;: requiere:
0+1+2+3+...+(n-—l)én(n—l)/Q' sutas y
040414+2+...4+(n-2)=(n-1)(n—2)/2 comparaciones

Por lo que, resolver el problema de la RMC en tna red aciclica tiene desempeiio computa-
cional de O(n?). Como la red es aciclica, resulta obvio que no contiene ciclos negativos,
entonces no hay que preocuparse por las longitudes de los arcos, las cuales pueden ser neg-

ativas, Los calculos se realizan, en este caso, sin complicacién alguna.

1.3 Algoritmo de Dijkstra.

El AvrcoRrITMO DE DIKSTRA es uno dc los mds eficientes para resolver el
problema de la Ruta Mis CorTa, en unared G con longitudes de arco no

negativas. Enel Capitulo Il de este trabajo se desarrolla detalladamente.

99



1.4 Mdétodo de Bellman-Ford.

Una generalizacion del algoritmo de DuisksTra para grificas donde las longitudes de arco
pueden ser negativas. pero sin contener circuitos negativos. fue hecha por Ford y es de-
nominada Método de Bellman-Ford, consiste en resolver las ecuaciones de Beliman por
aproximaciones sucesivas.
Se define:
(%)

D u;’ = longitud de una ruta mis corta del origen 8 a j

de tal forma que la ruta contiene a lo mis & arcos.

nodo _/ ysin rcpctu— nodos.

de- (n - 1) arcos por lanto: 1, = ("'” Vi E A Estc‘algori mo_t

computacional de O (n*).

1.5 Modificaciones de Yen.

Como un mejoramiento en eficiencia a las ecuaciones de Bcllman-Ford son eonslderadas las

Modificaciones de Yen. Las aproximaciones u .de Bcllman-[‘ord no hacen uso de Ia. mejor
informacién disponible en cada iteracién. Porejemplo, se calcula u}"'“ = f(u{", ul v, ul)

aunque las  uft' k=1,2.. (-1), yahayan sido evaluadas.

Se define:
B (i,7) va hacia adelante st i < j.
B (.7} vakacin atrds si i > j.

© Una ruta tiene un cambio de direccidn cuando un arco hacia atrds
s seguido de uno bacia adelante o viceversa.
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”') longnud de Ia RMC de s a j detal forma que hay

a lo mas (t ) c.unbxo; de direccion.

ada una de las ecuaciones, en (Y) se resuelve sobre n/2 upcronea, en vez de n. Ahora
se rcalizan a lo més n’/" sumas v ‘n3f2 comparac:onm, ‘por tanto este metodo reduoe el

desempeiio computacxonal del ‘algoritmo en una razén dedos. Una \'entaja cxtra &5 que el

almacenamiento puede reducirse en un orden de dos, pues una vez que u("'+”

ésta reemplaza a uf !

es calculada,

2 Ruta Mas Corta entre todo par de nodos.

Para este problema, se desca calcular la RMC de cada nodo v de la grifica’a cada uno de

los otros (r — 1) nodos, teniendose en total n-(n —1) rutas.

2.1 Multiplicacién Matricial
Se define:

u;; = Longituddela RMCde i a j.
i =

= Longitud de la RMC de i a j,tal que la ruta no ticne mds de m arcos. |

aij = Longitud del arco (i,5).

Sia;=0V i

W@ ol T
© SR RPN #
MM) : Ui o T2 : i
(ara) ."i(::'n“) = m’ﬂ{".k + ﬂu} Yok
(n=1);

i = . rutaﬁnal
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* El desempeiio computacional del algoritmo se espera que sea a lo mas. O (#* ) al aplicar

n veces el algoritmo de Bellman-Ford.
Se difine la operacion: P = [pi;] = A @ B.coup;; = min{a; + bij} V.
Sean:

rm = [uf-;"'] = matriz de aproximaciones de orden m, y

A = [ai;] = la matriz de longitudes de arco,
entonces: ym =y g A -
U =y g A..(U“”@A)@A) E
U(:'—l) ; U(n—!) ®A b

((..: (U @A)

Observamos que la multiplicacion es a.social,iw entonces tericmos:

in-1) yin-2) ® A
((... (U
(U“” ® A
(M@ A6

Ahora, como U es la matriz identidad: - U‘!”y @A=A

Este método requi log,n mulliplicaci de matrices cada una de las cuales ticne
complejidad O ( n®), por tanto se ticne que el desempeiio computacional resulta ser

O (n®log,n) ). Esficil ver que el Algoritmo de BeLLman-Forp puede ser implantado
utilizando este método matricial.

Sea: ul™ = (u{™, W™ .., u™) ¥y u® = (0,00, 00,...,00),

entonces ul™¥l = ytm) 3 4 = O G A™,
2.2 Maétodo de Floy-Warshal

("" = Longitud de la RMC de i a j detal forma. que la ruta no pase por los nodos

m,m+1l,...,mn, excepto i yj.

En una ruta del nodo i al j que no uselosnodos m+1,m+2, ..., nsucede que:
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1.~ Nopasa porel nodo m == u('"“’ ' ""’.

2.- Sipasaporclnodo m = =» u("'“‘ (-:' + uf,',';.’.

Entonces L0
= ajj.
(FW): d"“’ =min { ul*. ol + 7).
= ™D,
"ii =uy

Se observa que en las igualdades (FW) hay exactamente n(n —1)(n ~2) ecuaciones
s cada una de ellas requiere una suma y una comparacién para ser resueltas (i, j, m =
1.2, ...n35i#j:i#m; j#m). Entonces, el algoritmo Floy-Warshal, tiene el mismo
desempeiio computacional del algoritmo de Bellman-Ford.

Si las longitudes de los arcos son positivas y sc aplica el algoritmo de Dikjstra n veces

para n origenes, se observa que se requicren el mismo nimero de sumas y comparaciones

que el método original.

2.3 Método de Spira

Spira [42] propone un algoritmo para resolver el problema de la RMC entre cualquier par de

vértices. En el peor de los casos el d I computacional esti acotado por O(nlogn),

sin embargo, Spira muestra que el nimero esperado de operaciones es de O ( n?(logn)? ).

Fredman [30] en 1976 publica que el nimero de comparaciones puede ser reducido a
O(n%logn).

2.4 Método de Fredman

En 1976, Fredman [30] muestra que para n fija el problema, con arcos no negativos, puede
ser resuclto en un tiempo O (n*®).

Su procedimicnto utiliza una {abla pre-compilada la cual es usada para todos los problemas
de un tamaiio n dado, pero el mejor método para compilar la tabla requiere un tiempo
O (n*log(logn)/logn ). Dado el desemped computacional del algoritmo y su prueba no

muy convincente, este resultado es mas tedrico que préctico.
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2.5 RMC en una Red con Arces No Dirigidos
Sea G una gréfica no dirigida. Se consideran dos casos:

1. Las Longitudes del arco son no negativas.

Para cada arco { i. j } sin direccién sc generan los arcos: (i,j) ¥ (4,i) con

a;j = aji. En este caso se resuelve nor te con lquier implantacién del

algoritmo de DUSKTRA.

2. Las Longitudes del arco negativas,
> No se pueden generar dos arcos dirigidos ya que formarian un circuito negativo.
o Es posible plantear este problema como un Acoplamiento no-bipartito con
pesos.  Los arcos de longitud no negativa son permitidos. pero no asi los
circuitos negativos.

3 Algoritmos de Descomposicién

Dado que los Algoritmos de RMC entre todo par de vértices en una red resultan dificiles
de implantar en una computadora electrénica cuando G resulta ser muy grande y densa, se

proponen algoritmos de Descomposicidn que facilita el anélisis de la red.

3.1 Algoritmo de G. Mills

G. Mills [29] propone un algoritmo de Descomposicién para el problema de la RMC que
facilita el analisis de tal red y, ademas, optimiza el almacenamiento de la misma.
Definiciones y Notacién.
> S csecl conjunto de todos los nodosen X y Y.

& El conjunto de arcos, red, asociado con S esti formado por todos
los arcos cuyos nodos pertenecen 2 S.

b T como el conjuntode los nodosen X y Z.

> El conjunto de arcos, red, asociado con 7' se forma por todos los arcos cuyos
nodos estin en T.

t Sea V la red coneza, que posee todos los arcos asociado con §.

v

Sea W la red coneza. que contiene todos los arcos asociado con 7.

v

Sea U la interscecion, de V' y W,
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t Barrera:
Conjunto X de nodos que divide 2 N en dos conjuntos, ¥ y Z, de tal forma
que resulta imposible ir de un nodo y € ¥ a un = € Z (o viceversa) sin pasar
al meuos por un nodo r € X, Es decir. no es posible construir un camino de

cualquier y € Y a cualquier 2 € Z que no contenga nodos de X.

Panoramica intuitiva del algoritmo
La Barrera X divide la red en dos partes: § y T, se construyen las redes V' y W.
Se aplica por separado un método de RMC, auxiliado por matrices esperando abtener
1a RMC entre cualquier par de nodosen S yen T. Por definicion de S yen T se
tiene que los z € X son nodos en comin para ambas pastes, por lo tanto se puede
construir una ruta de algin y €Y aun z € Z que utilice al menos un z € X, resta

encontrar al node r que minimiza la suma para las dos longitudes obtenidas antes.

3.2 Algoritmo de T.C. Hu

T.C. Hu [14] asegura que si: m < n-(n—1), estocs, si G tiene menos de n-(n —1)
arcos, entonces es posible descomponer 1a red y obtener entre cada parte la RMC entre todo .
par de nodos.

Este algoritmo de descomposicién disminuye tanto la cantidad de operaciones como los

requerimientos de almacenamiento de una computadora.
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B Tipo de Datos Concretos

En este anexo describiremos detalladamente los TDC  Listas Ligadas. Colas Binomiales,
Fibonacci Heaps y. Radix Heaps, para el TDA Colas de Prioridades.

Considerando que estamos usando la notacion de POO, llamaremos a las implantaciones

concretas, una vez i

T adas sus operaciones, T'DC o Clase. La implantacién concreta
de estos tipos de datos ha sido hechaen el LOO Erren (24. 25].

1 Listas Ligadas

Implantaciones concrelas de las Listas Ligadas son ampliamente conocidas en la literatura
19, 12, 16, 21, 15, 24]. Para el presente trabajo describiremos como implantar una cola de
prioridades ulizando listas simpl te ligadas, y listas doblemente ligadas ambas auxiliadas
con un apuntador de acceso directo al elemento con menor prioridad en la cola. También,
describiremos una implantacién de una cola de prioridades con Listas Ligadas para la cual
se tenga acceso directo a cualquier clemento en la cola.  Denominaremos Q a la cola de

prioridades.

1.1 Listas Simplemente Ligadas

Para esta implantacién se mantiene un apuntador, lamado MinH, al elemento con minima
prioridad en la cola Q. Llamemos a esta implantacién concreta Clase pgisl.
Descripcién de las operaciones. '
Inserta.~ Afade un nuevo elemento en cualquier lugar de la lista. Digamos que lo

agrega en la ultima posicién, de esta forma los datos quedan almacenando de

acuterdo a la forma en que fucron Hegand Requiere tiempo de ejecucién ©(1).

EncuentraMin.- Como la cola Q tiene un apuntador al nodo minimo, esta operacién

sdlo indica el nodo al cual esti apuntando. El tiempo de ejecucién es de ©(1).

BorraMin.. Guarda en una variable auxiliar el nodo minimo para lucgo regresarlo,
quitarlo de la cola y buscar en toda la Cola al nuevo elemento minimo. Requiere
tismpo de ejecucién O (n ).

Decrementa_Llave.- Busca, en toda la lista, el vértice al que se le har el cambio,
lo decrementa y verifica si e} elemento minimo se modifica, en tal caso actualiza
el apuntador del mini Requicre tiempo de ejecucién O(n).
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1.2 Listas Doblemente Ligadas

Esta implantacién mantiene ordenados a los elementos de la lista segiin su prioridad en la
cola Q. Denominamos a esta implantacién concreta Clase pqldi.

Descripcidn de las operaciones
Inserta( z: dato).- Debe buscaren Q el lugar quele corresponde al dato de acuerdo
a su llave. El proceso puede resumirse de la siguiente manera:
Sea ui un apuatador al 4itimo elemento insertado.
Si llave(ui) < llave(z) Entonces
busca a la derecha de ut la posicién correcta de £ e insertalo;
En otro caso
busca a la izquierda de ui el lugar correcto de z e insertalo.
El tiempo de cjecucion de esta operacion depende del nidmero de elementos que

hay entre ui y la posicidn correcta dex. El despl iento de la posicién de

la operacidn anterior a la posicién actual es d;, 1a Figura 43 ilustra este hecho.
Por tanto, Inserta gasta ticmpo O (dz).

EncuentraMin.. Regresa el primer elemento de la Cola.  Requiere tiempo @(1).
BorraMin.- Regresa y elimina al primer elemento dela cola. Gasta tiempo 8(1).
Decrementa_LLave.- Debe huscar ¢l vértice para ol cual se hari el cambio, decre-

mentarlo y verificar si Q queda en orden, si no ¢s asi debe reubicar el dato que

ha quedado en desorden. Requiere tiempo O (n ).

Un ¢jemplo de la operacién Inserta para € = {5,4,3,2,1} scpresentaenla
Figura 44.

1.3 Listas Ligadas con apuntadores externos

En las versiones anteriores de los TDC para la cola de prioridades, la operacion Decre-
menta_Llave, requiere tiempo de ejecucion de O( n ), ya que buscan sobre toda la cola al
vértice a modificar. Para estructuras de datos mas complejas, buscar un vérlice cualquiera
en toda la cola podria resultar muy costoso. Resulta ideal tener acceso directo a cualquier
vértice de la cola.

En el capitulo 111 se describen los TDA's para el algoritino de DusksTia, en particular

se ticne una estructura, llamada Ruta, de n Estados cn la cual se almacena la situacion
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Figura 44: Ejemplo Operacién Inserta.
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actual de cada vértice.  Mds especificamente, esta estructura es un arreglo de n Estados.
Cada vértice, con etiqueta temporal finita, puede tener en su Estado un apuntador activo a
su etiqueta en Q. De esta forma, dado un vértice z . la manera de accesarlo en Q resulta

inmediata. Una vez hecho este cambio, la operacion Decrementa.Llave se realiza, en
general, mas rapido:

Utilizando listas simplemente ligadas la operacién se realiza ahora en tiempo
costante, las demdas operaciones no cambian.

Llamemos a esta nueva implantacién Clase pq.sl.ap.

Si empl listas dobl e ligadas que conserven el orden de los elementos
segiin su prioridad en la cola, el tiempo de ejecucién de la operacién Decre-
menta.Llave depende del proceso que rubica al dato en Q y tal queda en
funcion del el nimero de elementos que hay entre z y su posicién correcta en Q
después de haber hecho el decremento, sea d. tal distancia. Por tanto, Decre-
menta Llave requiere tiempo O (d: ). Nétese que en el mejor de los casos
dz =0 y en el peor de los casos d; = g, donde ¢ es el tamafio de la cala. Las
otras funciones no cambian.

Denomitiemos como Clase pq.Jdl_ap a esta implantacién.

Estas clases no alteran el comportamiento observado en los andlisis hechos para el al-
goritmo D1IKSTRASORT, ya que este algoritmo se aplica a graficas estrellas, las cuales no
tienen ciclos y por ello no se efectuan operaciones Decrementa_Llave. Pero si mejoran
el comportamiento general del algoritmo de DisksTRA.

La Tabla 4 muestra el desempeiio computacional de las implantaciones concretas uti-
lizando listas ligadas.

Operacién Tiempo de Ejecucién

Clase past pq.ldl | pglslap | pqldl.ap
Inserta (1) | 0(d:) | ©(1) | O(d:)
EncuentraMin e(1) | O(1) o(1) o)
BorraMin o(n) | 0(1) O(n) a(l)
Decrementallave || O(n) | O(n) 0(1l) j§ 0(d:)

Tabla 4: Desempeiio Computacional para Listas Ligadas
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Bt — a3
Figura 45: Ejemplo de Level Linked Tree.
2 Level Linked Trees v
Los Level Linked_Trees (LLT) son una generalizacién de los (a,b)-Arboles, los cuales son
usados para representar listas ordenadas [23]. ’
Definicién

Se dice que T ¢s un (a,b)-Arbal si
a) Todas las hojas de T ticne la misma profundidad.

b) Para todonodo v en T setieneque §{v) <b.
c) Para todo nodo ¢ en T, excepto la raiz, se tieneque é(v) 2a.
d) La rajz r, al menos que sea una hoja, safisface que §(r) > 2.

* El valor de § () representa e} rimero de hijos que tiene ¢l nodo v.

Mehlhorn [23] nos proporciona el siguiente resultado:

Teorema.- Si un conjunto § de tamafio n es representado por un (a,b)-Arbol, en-
tonces las operaciones Inserta, EncuentraMin, Elimina y BorraMin toman
tiempo O (logyn ).

En un LLT todos los arcos del drbol son transitables en ambas direcciones, entre padres
e hijos, ademas cada nodo tiene apuntadores a sus nodos vecinos del mismo nivel.  Sila
lista se representa como las hojas de un (a‘b)-ﬁ’.rbol, entonces un indicador (finger) es un
apuntador a una hoja. Los LLT permiten bisquedas muy rapidas entre las vecindades de

los indicadores. La Figura 43 representa un LLT paralalista ¢ =< 1,3.7,8.9.'10.15.20 >.
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Se define un Finger-Tree como un LLT con apuntadores (indicadores) a algunos de sus

hojas.

Descripeitn de las operaciones

Indicador Es un apuatador a alguna de las hojas del drbol.

Split{ y : dato; S5;.52,53: Secuencias.Datos) Separa la secuenciz §) en dos, a

partir de y, estoes: Sz = {x € S1/z <y} y Sa={r€ Si/z>y}. Finalmente
destruye la secuencia Sy. Toma tiempo O (logy{max{]$1},|52]}) ).

Concatena( 5y, 52,53 : Secuencins.Datos). Une dos secuencias de datos, 51 y Sz

v las deja en §3. Esta funcién se lleva a cabo sélosi max.§; < min §;. Finalmente

destruye las secuencias Sy y §;. Toma tiempo O (log,|5:f).

Inserta( z: dato; S: Secuencias_Datos) Utilizando Concatena, toma tiempo

O (logy{max{1,1S1}) ).

BorraMin( 5 : Secuencias_ Datos). Se sigue el apuntador de la raiz al minimo

1 o y se elimi Cami de
4rbol y actualizando el minimo y los apuntadores sobre el camino.  Requiere
tiempe O (log, 15]).

g hacia la rafz re-balanceando el

EncuentraMinimo. El minimo se encuentra en Ia raiz del drbol, asf que accesar al

minimo se realiza en tiempo constante.

3 d-Heaps

Se considera un d-Heap como un 4rbol enraizado, para el cual los arcos representan una

relacion predecesor-sucesor para cada nodo®.  Cada nodo en un d-Heap tiene a lo més

d -hijos.

La raiz de un irbol es almacenada, utilizando los “indices-predecesores™ y los

conjuntos de succsores, como sigue:

pred{ z ) es el predecesor (padre) del nodo z en cl d-Heap. El nodo raiz no tiene

predecesor,

SUCC (z) es el conjunto de sucesores (hijos) del nodo z en el d-Heap. Un nodo
hoja no tiene sucesores,

SEn esta seccion hatemos referencia a nodo como un elemento del Heap, no como un vértice de la red.
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Descripcién de las operaciones.”

Invariante.- Lallavede un nodo i en el heap es menor o igual a Ja llave de cada
uno de sus sucesores.

Proceso siftup(i).- Intercambia i con su predecesor mientras { no sea un nodo
rafz y la llave de i sea menor qur la llave de su predecesor.  El proceso queda
descrito de la siguiente forma:

Mientras i nosea un nodo raiz y LLave(i) < LLave(Pred(i))
hacer Intercambio (i, Pred(i))
En otras palabras, siftup reubica un nodo en el d-Heap, buscando su posicién de
abajo hacia arriba. Requiere tiempo O (logyn )
Inserta.- El nuevo elemento i se agrega en la iltima posicién del heap. Después
se aplica el proceso siftup(i). Requiere tiempo O (loggn).

Proceso siftdown(i).- Sea AMinCh(k) el nodo con la menor llave en SUCC(k).
Intercambia i con MinCh(i), el nodo con la menor lave en SUCC(i), mientras
i no sea un nodo hoja y la llave de i sca mayor que Ja llave de MinCh(i).
Mientras i noseaun nodo hoja y LLave(i) > LLave(MinCh(i))

hacer I'ntercambio (i, MinCh(i))
En otras palabras, siftdown reubica un nodo et el d-Heap, buscando su posicién
de arriba hacia 2bajo. Regquicre tiempo O(d-logyn}.

EncuentraMin.- El nodo raiz del Heap contiene al elemento minimo,

Requiere tiempo constante, ©(1).

BorraMin.- Por construccion, el nodo i es el nodo rafz del Heap. Sea j el nodo
almacenado en la dltima posicién del arreglo. Se ejecuta un Intercambio(i, j ),
se elimina §, después se aplica un siftdown (j ) para restaurar el orden en el

Heap. Se realiza en tiempo O(d-logyn).

Decr ta_Llave.- Decr ta la Hlave de { y después aplica el proceso i flup(i)

para restaurar el orden del Heap. Requiere tiempo O (logyn ).

Llamemos a esta implantacién concreta Clase pq.dh. La Tabla 5 nos muestra los

tiempos de ejecucién de las operaciones para esta implantacién, para un d-heap en general

y para un heap binario {d=2).

Timplantacién descrita por Ahujs, Manganti y Orlin [1], en la cual simulan el heap en un arreglo
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Op i6 Tiempo de Ejecucién
Clase | pqdh HeapBinarios

Siftup 0 (loggn) 0 (logzn)
Siftdown O(d:logyn) | O(logan)
Incerta O (logyn) O (loggn)
EncuentraMin 0(1) (1)
BorraMin O(d-loggn) | O(logyn)}
DecrementaLlave | O (logyn ) O(loggn)

Tabla 5: Desempefio computacional de los d-Heaps.
4 Colas Binomiales

Esta estructura de datos soporta todas las operaciones elementales de las colas de prioridades.
Es presentada en 1978 por J. Vuillemin [47].

4.1 Especificaciones
Las Colas Binomiales estin basadas en un drbol de singular estructura, denominado drbol
binomial B, , el cual se define por induccién de la siguiente manera:

> B, es un iinico nodo y

> B, es creado por la unién de dos copias de B,_;

By B,

P

Figura 46: Definicién de Arbol Binomial.

La Figura 46, ilustra la construccion de un arbol binomial.  Un arbol binomial es un
4rbol de la clase By, para algin entero &£. A k sc le denomina indice del drbol binomial.
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Figura 47: Primeros arboles binomiales.

Para ejemplificar un poco mais, en la Figura 47 se ilustran los cuatro primeros arboles
binomiales, Una forma altcrnativa de construir un drbol binomial /; se muestra en la
Figura 48.

Mark Brown [34] prueba las siguientes propiedades:
* El 4rbol B, tiene 27 nodos.
* La altura del drbol estd dada por: A(B,)=r+ 1.
* La rafz tiene exactamente r hijos.
« B, contiene en cl nivel i exactamente ( . ) nodos, combinacionesde r en i
nodos, el cual es el Coeficiente Binominal.
Definicién
Una Cola Binomial es un bosque de arboles binomiales heap-ordenados.

El total de nodos en la cola binomial, representa su tamafio.

Para facilitar la presentacion de las colas binomiales, cn este anexo, los apuntadores a las
raices de los arboles estrin representados en un arreglo, aunque pueden ser presentados en
una lista ligada. El tamaiio de los arboles binomiales esti determinado por la representacién

binaria de n, el mimero de objetos requcridos en el bosque.
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Biy - " Bia B, bBo

Figura 48: Construccién Alternativa, Arboles Binorniales.

Ejemplo
Suponga que n = ¢ = (1001)3, esto nos indica que se requicren dos arboles binomiales:

B, y B3. La representacidn gn'xﬁc‘a esta dada por la Figura 49,

0—0

Figura 49: Ejemplo: Cola Binomial (n =9 = (1001);).

Descripcién de las Operaciones.

MinH.- Apuntador al Nodo Mfnimo.

Une (T3, T2 : AtbolBinomial).  [Merge]
ordenados con el mismo indice k,genera un nuevo irbol binomial heap-ordenado

Dados dos arboles binomiales heap-



con indice & + 1 para el cual 1a raiz serd el nodo raiz que tenga menor llave.
Es decir, las Haves de 1s dos raices se comparan y la mds chica tendrd como
descendiente directo a la mavor.  Esta operacién requiere tiempo constante.

Funde (CB: Cola.l  nial). “Teld] Ut la cola binomial CB con Q ¥ deja la
cola resultante - -). Est: ra existan arboles binomiales con igual indice
en Q aplica la operacion Une.  ltequiere tiempo O (logn ). donde n es el
nimero & clementos en la cola resultante,

Inserta (i).- Crea una cola hinomial X consistente de un sélo objeto, ¢l nodo .
Después efectiia funde(X). Requiere tiempo O (logn).

EncuentraMin.-  Regresa el ‘valor® de MinH . Requicre tiempo ©(1}).

BorraMin.- Primero se asigna i — Minlf . Después elimina el nodo minimo,
esto incrementa el mimero de arboles en la cola, los cuales hay que reorganizar
aplicando funde. Requiere ticmpo M (logn ).

Decrementa_LLave(i,k) .- Decrementa la llave de z y después aplica el proceso
siftup(z ) pararestaurar el orden del drbol. Toma tiempo O (logn ).

Siftup(x).- Intercambia z con su predecesor mientras z no sea un nodo raiz ¥ la

{lave de z que la llave de su predecesor. Requiere tiempo O (logn }.

Denominemos a esta implantacién concreta, Clase pq-bq.  La Tabla 6, resume el de-

sempeiio computacional para las operaciones de la clase pq.bq.

Clase pq_bq
Operaciones Tiempo
Une, EncuentraMin o(1)
Funde, Inserta, BorraMin, DecrementaLlave [ O (log,n)

Tabla 6: Desempeiio Computacional de la Clase pq_bg.

A continuacién se desarrolla un ejemplo, que nos ilustre el comportamiento de las opera-

ciones anteriores para ver si estas se pueden mejorar.

Ejemplo

Suponga que ¢ = {1.2.3, 4,5}, la Figura 50, muestra, paso a paso, la
forma como sc cjecuta el Algoritmo DuksTraM para £.
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Inserciones:

Minkt \usert, Minti \nsert it

-~ - -~
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Mm ®
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\ BorraMin @ @ \ Mn e
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Minlf

" BarreMin f/ @ @ \ Burru.v."n @ @ N\ Meld
Regresa : X
Mintt Aindl :
\ BorraMin © -~ N\ Borradfin ¢
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Figura 50: Ejecucion del Algoritmo DusksTrAM



Inserciones:

MinH ) Mi~H Minil

@/ \ lasert G?/ \ Insert (f/ @
llega @ llega @ llega @

Minkf MinH' Minll

re -~ \ Inseet ®/

\ ::u;;l(f f \ J'cll
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. Reym@

Sindt o : o M

O/ \ éurrm\ﬁu . -~ v \ BorraMin
- Regresa @ Remﬂa@

MinHl .

Regresa @ Regresa ®@

Figura 51:,0§k£ ejecucion del DisksTRAM'
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Al parecer, o} algoritmo rio aj»- -cha g "1 secuencia € ya se encuentra ordenada,
Supongamos que al g-rardar £ en Ya Listade  Iyacecia en vez de almacenarlos como en una

cola los iremos apilando. El algoritmo se efectiia como lo muestra la Figura 51.

Nétese que. BorraMin no aplica Meld’s y por la forma como van llcgando los datos, el
minimo siempre queda en cl drbol mas pequefio.

4.2 Estructuras de Datos

Estructura V.

Vuillemin suguiere en 1978 [47] una estructura de Datos para manipular las colas bino-
miales, la cual es conocida como Estructura V.

@ o) ® )
71N |
O © e 1]
‘o
? ® O
© Figura 52: Cola Binomial Q.

La explicacidn de ésta se ilustrard con un ejrmplo.  Considerese la Cola Binomial Q
mostrada en la Figura 5°  '.a repre« ntacién \' de Q es ilustrada en la Figura 53. Es
decir, se tiene una lista para las reice:  {’ada raiz apunta a uno de sus hijos. Los hijos a
su vez estdn en una lista ligada. Cada hijo apunta a uno de sus hijos.

@ O ——0—— @
e ]
O—0—® @
N
?~© o)
©

Figura 53: Representacion V de Q.
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Esta estructura tiene un pequeiio problema: no es facil apreciar que un hijo no forma
parte de la lista de padres.  El ejemplo de la Figura 53 estd tramposamente estructurado,
bien pudo dibujarse como en la Figura 54 y con tal representacién no sabriamos si el nodo 2

forma parte de la lista de padres, esto es, que sea hermano del nodo 1, o si es hijo del v-de 1.

¥ e o 0—0
S % o
T8

0O ©0

Figura 54: Otra representacién V de Q.

Estructura Ring (Estructura R).

Esta estructura organiza a los nodos de un mismo nivel (los que son hermanos o las raices)
en una lista circular.

La representacion de Q usando la Estructura R se muestra en la
Figura 55.

En esta representacién ya no se tiene el problema de confundir 2 los hermanos
o padres con los hijos.

¥ (P &6

| g s
(S0
(@040

Figura 55: Estructura R de Q.

Para cada una de las estructuras se recomienda tener un identificador de la cola. deno-
minado Encabezado o Cabeza, el cual puede tener dos campos: Tamaiio, represcatacién

binaria del nimero de nodos y Cola, apuntador a la Cola Binatia. A conlinuacion se

representan los diagramas de diferentes estrucuras que, segiin Brown {34}, permiten cualquicer
tipo de eliminacién, Figura 56 a Figura 61.
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Figura 56: Estructura V.

Figura 58: Estructura V con ap‘lin.t_'avdqrgisr hacia arriba.
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Figura 59: Estructura R con apuntadores hacia arriba.
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Figura 60: Estructura con sélo dos apuntadores por nodo.
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Figura 61: Estructura K.



5 Fibonacci Heaps

Michel L. Fredman y Robert E. Tarjan, en 1987 [31], presentan una nueva estructura de
datos denominada Fibonacci Heaps, la cual mejora et d peiio computacional de los

Algoritmos de Optimizacion en Flujo en Redes, en particular el problema RMC se modifica
enormemertte.

5.1 Especificaciones

Un F-Heap es un hosque de arboles Heap-Ordenados, los cuales no requieren de una forma
o tamarfio especial, es decir, no hay condiciones sobre el nimero de arboles o su estructura,

las @nicas restricciones que existen son acerca de la manera como se manipulan los arboles.

En un F-Heap sucede que:

o Cada nodo puede o no puede estar marcado. Un nodo raiz nunca serd marcado.
o Las raices de los arboles estan en urna Lista Circular Doblemente Ligada.
& Cada nodo tiene un apuntador a uno de sus hijos.

& Los hijos de cada nodo estin en una Lista Circular Doblemente Ligada. Es decir,

cada nodo estd en una Lista Circular Doblemente Ligada con sus hermanos.

o Cada nodo contiene un apuntador a su padre o a NIL (los nodos raiz, no tienen
padre).

© Cada nodo contiene su ranky un bit que indica si esti o no marmdo.

o Existe un apuntador a la raiz que tiene llave mfnima, a tal se le lama Nodo
Minimo. Se accesa al F-Heap por el Nodo Minimo.

o Si el Nodo Minimo es NJL, entonces el F-Heap es vacio.

La Representacion de los F-Heaps requiere espacio para cada nodo de:

t Cuatro apuntadores: Padre, Hijo, Hermano Antecesor, Hermano Sucesor

© Un Entero: Rank o Un Bit : Marcado??

Ejemplo: Considerese el bosque, mostrado en la Figura 62, la representacion de

B como un F-Heap se muestra en la Figura 63.
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Figura 62: Ejemplo de bosque.
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Figura 63: Ejemplo de F-Heap.

Descripcién de las Operaciones
Inserta.- Agraga un nuevo elemento al Heap,  Primero crea un nuevo heap con-
sistente del nodo i. después une los dos Heaps con el proceso Funde. Por

construccién, del proceso Funde, esta operacién gasta tiempo ©(1).

Funde.. Une dos Heaps en uno nuevoe. Combina las raices de los heaps en una lista
sencilla y regresa como Nodo Minimo del nuevo heap a la llave menor de las dos
raices, o a cualquiera de ellas en el caso de que sean iguales. Esta Operacién
gasta tiempo costante.

EncuentraMin.- Regresa el nodo cuya llave es la minima del Heap.  Por con-
struccién, el F-Heap tiene un apuntador al Nodo minimo, por consiguiente esta
funcién gasta tiempo ©(1).

Link.- Dados dos arboles con el mismo rank, r, crea un nuevo arbol con rank (r+1),
donde el nodo-padre serd el nodo-rafz con menor llave,

BorraMin.- Almacena en una variable auxiliar el Nodo Minimo, lo climina de la
lista de raices, integra los hijos del Nodo Minimo a la lista de raices, finalmente,
reorganiza los arboles del F-Heap, utilizando la operacion Link. Al salir de este

proceso, no debe quedar més de un drbo! con el mismo rank.
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Para reorganizar el F-Heap utilizamos un Arreglo donde los indices representan
los diferentes ranks. Cada posicion del arreglo es un lpun'udor a la raiz de un
drbol. Inserta cada drbol del F-Heap en el Arreglo y Jos va ligando como van
llegando. esto significa que en cualqui to que se jnt insertar una raiz

en una posicién ya ocupada, se ejecuta, entonces, la operacién link y se reintenta

insertar la raiz del nucevo arbol en la sigulente posicién. Después de que se han
insertado todas las raices, se re-conatruye ¢l F-Heap, partiendo de que es NIL, se
recorre e arreglo insertando cada rajz en el F-Heap. De esta forma el arreglo
queda vacio y el F-Heap queda bien blad Final te, se regresa el
que fuera el nodo minimo. R. Tarjan y M. Fredman (31}, muestran que esta

operacion gasta en total tiempo amortizado de O (logan).

Decrementallave.- Decrementa la llave de i en A unidades.  Si la llave a
decrementar es una rafz, r, no suceden bios extras en e Heap, al
menos que la nueva [lave de i sea mds pequefia que la llave del Nodo Miaimo,
en este caso, se define i como el nuevo Nodo Minimo. Si la llave a modificar

no es una raiz, efectiia el proceso CascadeCut.

CascadeCut.- Dado un nodo i, quita la liga que une a i con su padre, p{i),
garantiza que i quede desmarcado, decrementa en uno el rank de p(i). padre de
i,eliminaa i dela lista que lo une con sus hermanos, afiade a # en la lista de
raices de! F-Heap. Finalmente,

Si p(i) esth marcado DesMarcar al p(i} y aplicar CascadeCut a pfi).
En otrocaso Si p{p{f}) no es una ralz  Marcar al p(i).

Elimina.- Quita del F-Heap un elemento arbitrario, {. Dado un vértice ¢ para
eliminarlo del F-Heap. Localiza al nodo z que contiene a i, corta la liga que
une a r con su padre, forma una nueva lista de raices al concatenar la lista de
hijos de r en la lista original de raices, finalmente, destruye z.

5.3 Observaciones

4+ Una simple llamada a un DecrementaLlave puede provocar un gran ndmero de cortes en
cascada (CaseadeCut), la Figura 64 ilustra este hecho.

4 El propdsito de marcar los nodos es guardar la huella por dénde se harin los Cortes en
Cascada.
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Figura 64: Cortes en Cascada.

®

+ El anilisis dado por Tarjan y Fredman [31] sobre los F-Heaps d ‘: de-de dos propiedade
cruciales: o e
1. Cada drbol en un F-Heap no necesariamente es un &rbol binomial, pero tiene un tamaiio
al menos exponencial en el rank de su raiz,
2. El nimero de Cortes en Cascada que acontece durante una secuencia de operaciones
Heap es acotado por el nimero de operaciones que realizan DecrementaLLave y

Elimina.

+ Los Cortes en Cascada se introdujeron en la manipulacién de los heaps para preservar la
propiedad 1.  Ademds la condicién para que ello ocurra, es la llamada Regla de la Pérdida
de dos hijos la cual limita 1a f ta de los C deCut descrita en la propiedad 2.

+ La propiedad 1 estd basada en la siguientes afirmaciones:

» Lema.- Sea z cualquier nodo en un F-Heap. Acomodar los hijos de z en el orden
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en que estos fueron ligados a 2. Entonces,el i-&imo hijo de = tiene un rank de al

menos {i -2).
Un nodo con rank % en un F-Heap tiene al menos:  Fiyz > ¢t

* Corolario.-
descendientes, incluyendo el mismo. Aqui Fi es el k—ésimo nimero de Fibonacci:

fo=0A=LF=FRae+F,. k>3 y o=(1+V5)/2
rank (z). El tamafio del

* Teorema.- Sea z unnodo en un F-Heap. Sea &
arbol enraizado en z satisface: & > Fiya.

Los arboles con el minimo tamafo posible dado ua rank en un F-heap son mostrados en la

Figura 65, la cual ademds nos ilustra ¢l Teorema anterior.

Rank
L—aEDI 2 3 4 5
AN RS T
AT ANAL
l
&ma{m2 3 5 8 13 ‘

Figura 65: Arbolcs con el minimo tamaiio posible.
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C Programacién Orientada a Objetos

1 Imtroduccién

La Programacion Orientada a Objetos (POO) ha adquirido gran importancia en los
iiltimos ahnos y las definiciones de los conceptos mis importantes dependen, en cierto sentido,

del punto de vista de cada autor y del lenguaje de programacién orientado a objetos (LOO).

Este apendice pretende dar una definicién de los conceptos mas comunes de la POO
sin particularizar en algiin lenguaje de programacién. Después describiremos, brevemente,
algunas de las especificaciones del LOO Eiffel.

2 Conceptos Basicos de la POO

Abstraccién.- “... es un proceso mediante el cual las entidades se caracterizan por pro-
piedades de interés para un fin especifico” {3].  La abstraccién hace énfasis en los
principales detalles de lo que se desca modelar. Identifica los objetos que interesan y
destaca sus caracteristicas esenciales, La abstraccidn depende del observador.
Ejemplo: A un automévil el conductor lo ve como un medio de transporte cémodo; un
mécanico lo ve como algo que esta integrado por motor, radiador, carburador, elcétera;
un ingenicro disefiador de autos, lo ve como un algo a optimizar: mejorar el sisiema de
locomociédn, sistema de frenado, sistema hidraulico, sistema de calefaccion, carroceria,
ctcétera.

La abstraccién tiene propiedades estiticas y dinimicas. Las primeras no permiten que

el objeto cambie en to a su funci niento. Las propicdades dindmicas son el

cambio en el valor de las propiedades estiticas.

Ejemplo:  En un automévil, se tiene propiedades estaticas como motor, carroceria,
llantas, rines, radiador, tanque de gasolina. Una propiedad dinamica sera cambiar
cualquiera de las propiedades anteriores, como cambiar una llanta o los rines,

Encapsulacién.- “... es el proceso de esconder todos los detalles de un objeto que no
contribuyen a sus caracteristicas esenciales” [3).  La encapsulacién s un concepto
comnplementario de la abstraccién; la primera se enfoca en la vista externa de los
objetos y la encapsulacién impide que se vea su parte inlerna.

Ejemplo: Una radio ticne como caracteristica esencial transmitir sonidos, sin embargo

la mayoria de las personas desconocemos como la radio capta las ondas hertzianas; asi

128



pues, podemos decir que este proceso se encuentra encapsulado.

Modularidad.- “.. es la propiedad de un sistema que ha sido descompuesto en un
conjunto de maédulos con un alto grado de cohesién y ligeramente acopiados entre si”
{3]. Entendemos por médulo a un conjunto de elementos logicamente relacionados.
Ejemplo: A un automévil lo podemos dividir en el Sistema Hidrdulico, Sistema de
Frenado, Calefaccién, Sistema de Locomeocion, entre otros y cada uno de ellos podemos

verlo como un médulo.

Jerarquia.- “.. es una clasificaciion de las abstracciones” [3]. Mediante las jerarquias

se organizan los objetos en distintos niveles de abstraccion.

Concurrencia.- “... es la propicdad que distingue a un objeto activo de uno no activo”
[3]. La concurrencia permite que diferentes objetos actucn al mismo tiempo.
Ejemplo: En un automévil, cl sistema de locomocién y la calefaccion pueden estar
activos al mismo tiempo, cuando eso sucede se dice que son concurrentes. Otro ejemplo,

en un automévil el radiador y la bateria son objetos concurrentes.

Persistencia.- *“... esla propiedad de un objeto a través de la cual su existencia trasciende
en tiempo y/o espacio” [3]. Se dice que un objeto es persistente si no es destruido

cuando finaliza la ejecucién del sistema.

3 <Conceptos Generales de la POO

Objetos.- En términos generales, concebimos un objeto como una cosa, un elemento, una
forma. Desde ¢l punto de vista de los lenguajes de programacién y a nivel elemental
un objeto es un conjunto de propiedades y métodos para operarlas.  Un objeto puede
contener otros objetos, pero un objeto interno no puede ser compartido por otros
objetos. Compartir objetos es necesario cuando varios objetos deben hacer uso de
informacion comdin, esto no s6lo economiza memotia sino que los cambios que se hacen
en el objeto que se estd compartiendo se reflejan simultancamente en todos los objetos
que estdn haciendo uso de él, evitando problemas de inconsistencia.

Ejemplo: Un automdvil esta constituido por otros objetos como: sistema de arranque,

sistema de frenado, el radiador, la suspensién, entre otros.

En la POO, los objetos ticnen estado, comportamiento e identidad. El estado de un

objeto lo determina un conjunto de caracteristicas determinadas por Jas propiedades
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estéticas ¥ el valor de las mismas. El comportamiento, se refiere al funcionamiento
del objeto: para qué sirve. La identidad son las caracteristicas particulares que lo
distinguen de otros objetos similares.

Ejemplo:  En un automévil el estado esti determinado por el motor, el radiador,
la transmision, el sistema de frenado, las llantas, entre otros; al ponerlo en marcha
uno puede transladarse de un lugar a otro, ese su funcionamiento; la identidad del

automovil esta determinada pot su nimero de placas, el cual es inico para cada auto,

Los objetos por si s0los no existen en un sistema, requieren de las relaciones de uso que
hay entre ellos. Los objetos, sirven como operandos sobre los cuales pueden cfectuarse
operaciones y como operadores que recalizan operaciones sobre otros. Al conjunto de

operaciones que un objeto puede realizar sobre otro se e llama protocolo.

Dependiendo de la funcién que realice un objeto sobre otro, un objeto puede ser actor,
servidor o agente. Un actor es un objeto que opera sobre otros, pero ningiin objeto
puede operar sobre él. Un servidor es un objeto que nunca opera sobre otros, peto
otros objetos si pueden operar sobre él. Un agente es un objcto que puede operar y
ser operado por otros objetos,

En la programacién estructurada cuando un procedimiento hace uso de olro proced-
imiento o funcidn se dice que estd hacicndo una invocacién a un proceso, en la POO

cuando un objeto llama a otro se denomina: envio de mensaje.

Clases.- Una clase es una estructura que agrupa un conjunto de objetos que tiencn las
mismas caracteristicas en cuanto a estructura y funcionamiento. “Las clases pueden

verse como moldes para formar objetos{l 1].”

Los objetos son elementos que deben ser creados durante la ejecucién de un sistema,
las clases son descripciones estitaticas de un conjunto de posibles objetos, ejemplares
de la clase.  En tiempo de ejecucion se tienen tnicamente objetos, en ¢l programa
solo sc observan clases.

No todos los componentes de una clase estdn disponibles para cualquier otra clase y
para los usuarios se dividen en dos partes, una interna y otra externa. Enr la parte
externa, llamada interfaz de la clase, se declaran todas las operaciones que se aplican
a los ejemplares de la clase. En la parte interna se implantan todas las funciones que
fueron declasadas en la interfaz.  Las operaciones que se aplican a los cjemplares de

una clase se denominan métodos, el conjunto de métodos es el protocolo.
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La interfaz de una clase estd divida en tres partes: la piblica, la protegida y la privada.
La parte piblica es visible y accesible para cualquier usuario de la clase. La parte
protegida son declaraciones que no pueden ser usadas por cualquier clase; sélamente
las subclases de una clase tienen acceso a la parte protegida. La parte privada es
la representacién del objeto, las declaraciones que se encuentran en esta parte sélo

pueden ser usadas por los métodos de la clase.

La diferencia esencial, entre una subclase y un usuario de la clase ¢s que el usuario de
la clase crea ejernplares de la misma y envia mensajes a esos objetos, mientras que una

subclase crea nuevas clases basandose en la clase de la cual proviene.

Creacién, Iniciacién y Destruccién de objetos.- La creacién implica destinar espa-
cio en memoria para contener un nuevo objeto y asociar ese espacio con un nombre.
Hay dos tipos de variables: dindmicas y automdticas, Una variable dinamica es
aquella en la que el espacio que va a ocupar en memoria debe ser apartado explicita-
mente por el programador. Una variable automaética es aquella que se crea cuando
se encuentra su declaracién en un procedimiento y el espacio que ocupa es liberado
cuando éste termina. Lainiciacion es el proceso que da valores iniciales a los objetos.
La destruccién de un objeto puede ser automatica, cuando el objeto ya no se usa;
o puede llevarse a cabo mediante funciones que proporcione el lenguaje o que cree el
programador.

Herencia Sencilla.- Las clases se relacionan de manera jerirquica. Al agrupar en una
clase un conjunto de objetos con caracteristicas y funcionamientos similares, de ella
puede irse derivando nuevas clases (subclases) que hereden sus propiedades. Estas
nuevas clases son mas especificas.  Una superclase, en general, es toda clase ane
hereda su funcionamiento a otra clase,

Ejemplo:  La clase Automovil, puede derivar las subclases Auto Compacto, Auto

Deportivo, Auto de Carreras. A su vez, la clase Automovil, pertenece a la superclase

denominada Medios de Transporte, para la cual ademds se ticnen clases como Ferro-
carriles, Aeronaves, Barcos, etcétera.  La figura 66 ilustra la jerarquia de la Clase
Medios de Transporte.

Ventajas de la Herencia

a) Reutilizacién de Soft Los métodos de una superclase son heredados, por lo

cual, en general, no hay que re-escribir o re-definir.
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b) Cédige Compartido.  Sucede cuando varios brogramadéres usan la mi

c¢) Consistenciaen la Interfaz. Debidoa que varias_sﬁbcl s
v propiedades de una misma superclase, sc estd seguro de
ejemnplares de las clases herederas es similar.

d) Ocultamiento de Informacién.

de implantacion.

Una funcién puede ser usada con un

Polimorfismo.

ciase-va de un nivel’

propiedades de dos o més clases. Usando ¢l mecanismo'd
general a un nivel particular. "

Ejemplo:  Consideremos la Clase ChoferFérmula Uno, el cual tiene como superclasc a la »
Clase Chofer, que a su vez pertenecc ala supcrclase Pcrsonas, la cual a su \cz perlencce
a la clase Mamiferos. Por otra parte consideremos la Clase Medios de Transparle.
la cual es descrita en la Figura 66.  Para definir la Clase EscudgnaFurmulaUno -
requerimos de un ChoferFérmulal/no y de un Auto de Carreras de FérmulaUno; esto

es, debemos heredar las propicdades de la Clase ChoferFérmulalno y Auto de Carrcras
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de Férmulal’no. . La figura 67 nos ilustra grificamente este ejemblo. v
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Figura 67: Herencia Miiltiple

Asociacién Estatica y Dindmica.- La asociacién es el significado que se da a los
atributos en alguna parte del programa, es el sentido de una construccion particular,
La asociacién puede hacerse durante la compilacién. donde el cédigo del programa es
encontrado por primera vez; durante el ligado, cuando los resultados de las diferentes

compilaciones se combinan; y en tiempo de cjecucion.

En la asociacién estdtica los tipos de todas las variables y expresiones se fijan du-
rante la compilacién. La asociacion de un mensaje con un método esta basada en las
caracteristicas estaticas de las variables. En la asociacién dindmica los tipos de
todas las variables y expresiones se conocen hasta la cjecucién del sistema. Esta aso-
ciacién y ¢l polimorfismo estan muy relacionadas ya que en las funciones polimérficas

el significado que se les asocia se sabe hasta que el sistema se ejecuta.

Polimorfismo Polimorfismo significa “muchas formas™,  En términos de lenguajes de
programacion. un objeto polimérfico es cualquier entidad que permite valores de
diferentes tipos durante la ejecucion de un sisterna. Una funcién polimérfica es

aquella que tiene argumentos polimérficos.

En los lenguajes de programacion la forma mas comiin de polimorfismo es la sobre-
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carga {overloading): cl simbolo + es un simbolo sobrecargado. yva que pucde hacer
la suma de reales y- enteros, en algunos lenguajes se utiliza para concatenar caracteres
(cadenas de caracteres).

El Polimorfismo Puro ocurre cuando a una funcién simple sc le pueden aplicar
argumentos de diferentes tipos.  En el polimorfismo puro se ticne una funcién y un
nimero de interpretaciones diferentes. La sobrecarga es otro tipo de polimorfismo.
también es conocido como polimorfismo ad-hoc, sucede cuando se tiene un nimero
de funciones diferentes denotadas por ¢l mismo nombre, el cédigo a ejecutar depende
de los argumentaos que se den.
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D Implantacién del Dijkstra con Radix-Heaps

En cste anexo, trabajaremos con un modelo de cémputo, denominado Arboles Racionales de
Decisién (Rational Decision Trees) {23]. el cual es muy diferente al modelo que habiamos
estado mancjando. En el modelo de Arholes Racionales de Decision, podemos comparar
funciones racionales de los ejemplares. Esto es, podemos hacer operaciones sobre los bits de
los dalos de entrada.

1 Generalidades del Radix Heaps

Los R-Heaps son un tipo de datos concreto del TDA Cola de Prioridades. Fueron descritos
por Ahuja, Magnanti y Orlin [2}. Los R-Heaps estan formados por Canastas (Buckels} en
las cuales se almacena a los nodos con etiquetas temporales finitas. Considerando que la
ruta mas larga de s a t utiliza, en el peor de los casos, n nodos y (n —1) aristas, la
longitud de esa ruta tendra costo acotado por nC, donde C es el valor maximo de todos
los costos de la red.

Se define K = [log,(nC)] vy se utilizan tinicamente ([ +1) canastas. cnumeradas como:
0,1,..., K= [log;nC]. Sedefine Py, como la ctiqueta del dltimo nodo etiquetado
como permanenie, es decir: P, — min {d(i)}{ tiene etiqueta permanente}. Para cada
canasta se establecen rangos L y H que dependen de la representacién binaria de Pm,,; Jda

cual denotaremos por (Pumaz)2.

El anélisis de una implantacién R-Heap confia en la evalvacién directa del desempeiio
computacional de Jos procesos de BuscaMin y Actualizaf2]. A continuacién se describen
estos procesos.

Regla de Almacenamiento.- Un nodo v se almacena cn la canasta Bj siempre
que: L[j] € d(v) € H[j) (<L{j+1]). Perotomando cn cuenta que si las
canastas se representan en una Liste Doblemente Ligada, el acceso a la canasta
Bj; , no es inmediato, se debe recorrer secuencialmente la lista hasta encontrar
tal Bj.

Proceso BuscaMin.- Hace una bisqueda secuencial sobre las canastas, desde B,
hasta encontrar la primera canasta no vacia, Bg. Después busca secuencialmente

en By al nodo v cuya etiqueta sea la minima. P oo serd ahora d{ v ), modifica
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los rangos L y H: finalmente reubica Ios nodos de Hp . utilizando la Regla de
almacenamiento. .

Rango L.~ Se define el rango L{j}, L;, como el minimo niimero que pueda formarse
al variar los primeros j -bits, de il'ekéé_lla;‘a’izquicrda. de (Ppmer)2 - yuedando en

el j-dsimo bit en un 1 fjo.

eie;t.é manera, L] j ] queda constituido de la

siguiente forma: . :
+ Lj y Pumac coincidenen los bits' &, (K — 1), ..., (j+ 1).
+ El j- esxmo blt d

+ L, tiene' 05 del

un .1,
1) al bit 0.

El R.nngo H Se deﬁ ea HIj), Hj, como el niimero més grande que pueda formarse

- al variar los ‘primer blts de derecha a jzquierda, de (Ppor); . Es decir
queda fo mado )
‘ comcxden en los bits K ,(k—-1),...,(j+1)
+ H[]] tiene umcamente 1% del bit j albit 0.

Ahuja; Magnanti'y erin [2], rea.lizan ‘las siguientes observacioncs: B

Observacién 1.- . ' Las ehquetas de dlstancm que el Algommn de DuksTRA designa
como per tes son no d :

Observacion 2.- b 8i  Pnar < d(i) € d(j) entonces; el vértice { estd en la misma
canasta que cl vértice j, o bicn, el vértice { estd en una canasta anterior (con
indice menor).

> Si el i-ésimo bit de Pmor €5 ‘" entonces la canasta i esta vacia.

Observacién 3.-  Suponga que el nodo con minima etiqueta temporal estd en la
canasta B, después de que el algoritmo actualiza Ppay y efectua la Regla
de Almacenamiento, cada nodo en B serd trasladado a una canasta con indice
menor. Todos los demds nodos permanccen en las canastas que tenfan antes de
ejecutar BuscaMin.

Observacién 4.- Cuando un nodo con etiqueta temporal se mueve de una canasta,

sierpre lo hace 2 una canasta con indice menor.

Una vez calculada la representacién binaria de P, , se puede entonces, calcular los

nuevos rangos Ly H para cada canasta y determinar, por medio de una biisqueda secuencial

la canasta donde el nodo j sera almacenado.
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Descripcién Detallada del Cileulo para los Rangos L y H

La idea principal es ir variando, de derecha a izquierda, los bits de (P,,.;,)g :

[

v

v

v

Ejemplo: Establecimiento de Rangos para las etiquetas

Rango 0.~ No varian los hits. En la canasta B, se almacenan los vértices cuyas ctiquetas

son iguales a (Popqr).

Rango 1.— Cambiael bit 1. En la canasta B

difieren en el primer bit de (Pyaz).

difieren de (Pyar) en los dos primerdé

Rango 3.— Varian los bits 1,2

Rango r.— Varian los bit

etiquetas difieren de (‘P,‘;.V.‘,)fen‘ ‘los

Suponga que: nC =63 = (11111}, ¥y Puar = 18= (010010 Y. La Ta;bl&;t'

ilustra los rangos.

Rango | L (Lower) | H (High)
0 010010 010010

010011 010011
[ 0

010100 0io111
011000 011111
[ 0
100000 111111

S oen it N =

Tabla 7: Establecimiento de Rangos para nC ‘= 03 = l.lllll');,' .‘
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2 Algoritmo de Dijkstra con Radix Heaps
En seguida describimos detalladamente el Algoritmo de DusksTra utilizande R-Heaps.

1. Iniciar
1. Sea K = [logy(nC)].
2. Asignar las Etiquetas:
Cd(1) = d(s) =
d(j)=nC  j=23...n
3. Distribuir los n nodos en lhé ( K ~l;{:l) caﬁasta_s.

8 L va.alaca asla B.,

1L

! b, Buscar en la ca.na..ta L?r al nodo mnu'

chorrer' secuencnalmente Ta canasta B,, hasla encontrar al

" nodo cuya etiqueta sea la minima,” sca i-tal nodo.
ey Actualizar P',....‘,: Pumar — d{i}.
d. Actualizar L’y Hdesde B, hasta Do.
e, Reubica, aplicando la Regla-de Almacenamiento, a los nodos de B, .
2. Actualizar las etiquetas de los nodos adyacentes a i.
Para todo j adyacentea i
Si d(j) > d{i) + @; Entonces
d{j) = d(i) + et
Reubicar al nodo j.



2.1 Tiempos por operacién

Operaciones para una iteracion

Gasto
0. Iniciacién
6 Sca K = log, {nC) . 0 (log, (nC)}
o Distribuir los n nodos en las Canastas O(n)
* 1. Buscar una Canasta, B no vacia - O (lognC)*
2. Buscar en el Canasta B el nodo minimo
o Suponiendo que todos los nodos estdn en la Canasta B of n) ‘
o En otro caso (+) 0 (log nC )2
3. Actualizar P, @_( l‘)‘
4. Actualizar L[] y H[] desde B, hasta By : _p(-m_g nC)t ‘
5. Reubicar cada nodo ' ; 0 (.lovg nC)*

Notas

+ Puede mejorar
+ Puede ser constante
+ Depende del paso 1

A Después de la segunda iteracién -
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Figura 68: R,edG
3 Ejemplo Detallado

Considerese la Red G mostrada en la Fxgura 68. suponga que se desea c‘nconl.rﬂr .
la Ruta Mas Corta entre v, y vr. L '

Tenemos que: |Nj=n=8"|Adl=m= 18 7¢

1. Inicio de! Algoritmo

nC =32 = K. =
== ° se usaran (K+l)

Sea Ppor. = 0, las;hstancxas (ef.lqﬁ é,s)'ép‘n:
40 = ) = 07 ;

raremos, s6lo para |lustrar, 2 las distancias como un arregl !

o D: [orszﬁﬂ_sz[ 32! ;;2] 32[ 32!""‘:’.‘
b 1 2 3 4 5 6 .71

Establecemos los rangos para las canastas:

{L,H] Rango [L,H] Rango

[00, 00} R(0) = Pne- =000000; {08,15] R(4) = 001000 --- 001111;
{01, 01] R(1) = 0G000L; {16, 31) R(5) = 010000 --. O11111;
{02, 03] R{2) = 000010 ... 000011; {32, 63] R(6) = 100000 --- 111111;

fo4, 07} R(3) 000100 --- 000111.
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3@

F_—LLJ——E';LJ—LLF ¥
o |
IR CE

177"“:;:

Figura 69: Lista de Adyacecias de G

Para facilitar la visualizacién del algoritmo, en la representacién grafica del R-Heap,

anadimos a los nodos sus respectivas etiquetas. Distribuimos los n-nodos en las K-canastas:

k] 0 1 2 3 4 _L_‘d v
Lelo 1 2 4 8 [])
Hel O 1 3 7 15 p
Bl | 1 f ) 3
¥ + ] [}
@O F F F ¥ 5
| &

II. Mientras Existan Canastas No Vacias.
Iteracién 1.
1. Busca al nodo cuya etiqueta sea la menor.

La primera canasta no vacia es: Bp.
El nodo de minima distancia en By es: .
Prpgz ~— d{vg) = 0.
Actualizar & y H ‘de By a By,
Reubicar los nodos de By.
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‘Immh:ar- Ins Elzquzlas de Ios nodas adyacenlss a:rg’ y reubrmrlmf

=2
3.
B,.
) . _tyd(y
IR 0} 00
— [i]
o R N B 31| 63 0
Bl P T Y | ! 1 34
] [} | R t 3 4] 32
F ¥ CF S FOF [ K
04{ 32 [JE
g s 32 J
el 32
0,32
Iteracién 2.
1. Busca al nodo cuya ctigueta sea la menor.
La primera canasta no vacia es: B;.
El nodo de minima distancia en Bz es: uy.
Prez — d(wn1) =
Actualizar L y H de By a B,.
[L,H] Rangos
{02.02) R(0} = Puez = 000010;
[03. 03] R(1) = 000011: [-.~] R@2) =
Reubicar los nodos de B3. = ¥z vaala canasta By.

3. Actualizar las etiquetas de los nodos adyacentes a vy .y reubicarlos.

Los vecinosde v sen: vz ¥y vq. .

d(v3) = min{d(v3), d{vy) .+ lila)-,= min{32,2 + 4} = 6;
d{vs) =min{d(uv),d(n) + an} =min{32,2 4+ 3} = &5.
R‘eubicaralos vecinosde v ¢
" oy vaala canasta By v vaalacanasta By,

Las canastas quedan estructuradas de la signiente manera:



k{ 0 1 2 3 4 3 [} eyd(e
L] 2 x | 418 ]16] 32 K 321
Hel 2 | 3| x| 7 15| 31} 63 3103
e | 7 3106
1 SRS
FEE FRE ¥ L1
3

Iteracién 3.

1. Busca al nodo cuya ellquela sea la menor.
La primera canasta - no mqun est By,
El'nodo de xﬂf_ni;né"dis\ahi;ia’ en By es: va.
Pror — d(t‘g) =
Actualizar’ L 'y H de Do a Bl

[L.H] Rangos .
[03. 03] R(0) = P, = 000011: ¢

wv'

Reubicar los nodos de B;. {noh ha quedado’ acxb}
2. Actualizar las ctiquetas de los uodas adyacen{es a‘v ubwnrlas.{- o

Los vecinos de v2 son: 14,
d(r1) =min{d{v), 1l(|.';£) + qg;}‘
Reubicar a los vecinos de vz :
{ Nose modiﬁi:ﬁ ii'\"’etbiquge 1o se géalizé }

Las canastas quedan estructuradas de'la siguiente manera: )

k] 0O die
L] 3 0
x| 8 3
Byl

= ;
F

Iteracién 4.
1. Busca ol nodo cuya ellqueln sea ln menor.

La primera canasta . no tacia esi Bj.
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El nodo de minima distancia en ba es: ng.
Prar — d{vg) =
Actualizar L y H de B a Bs.

[L.H] Rangos

[05,05] R(0) = Ppg; = 000101 [-,~] M1).=9
[06. 07} R(2) = 000110 ... 000111  [=.~] R(3) = @
Reubicar los nodos de 83, = By \'aala canasu va

2, Actualizar las etiquetas de los nodos adyucenles u L4 y mulnmrlob.
Los vecinos de ry som: w5, tg ¥ . Ur. o
d{rs) =min{d(vs). d(va) + ara). =

d(ve) = mm(d(v,.;), d(:.u)

div;) = mm{d(z,).d(v

Iteracién 5.
1. Busca al nodo cuya etigueta sea la menor.
La primera canasta no vacig es; Dy,
El nodo de minima distancia en B; es: .
Pror — d(r3) =
Actualizar L y H de By a B,

[L,H] Rangos
{06.06] R(0) = Pms: = 000110; -
[07.07) R(1) = 000111: [-.=1 Riz) = 0.
Reubicar los nodos de B,. N
v; vaalacanasta Dy rs vaala canisla D,:

rg vaalacanasta By.
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2. Actualizar los etiquetas de los nodos adyacerites a vs y reubicarlos.

Los vecinos de vy son: vy ¥ vg.

d(tg) = min{d(r2). d{3) + a3} =mia{3.5 + 1} = 3
d{ry) = min{d(rs). d{13) + ayx} =min{5.6 + 2} = 5.
Reubicar a los vecinos de v3: { no se reubican. pues no cambiaron }
Las canastas quedan estructuradas de la siguiente manera:
k1l o 1 2 3 4 5 6 d(v)
Lg) 6 7 x X 8 161 32
Hel 6 T x X 15| 31| 63
Bi) ! | T !
[ 3 ¥ ] ¥ )
& E ¥ F OF F T
T

Iteracién 6.
1. Busca al nodo cuya eliqueta sea la menor.

La primera canasta no vacia es: By
El nodo de minima distancia en Bp es: ur.
Prge — d(v7) = G,
Actualizar L y H de By a Bq.
Reubicar los nodos de Bj. { no hay mds nodos en By }
2, Actudlizar las etiquetas de los nodos adyacentes a v; y reubicarlos.
{ v7 no tiene vecinos }

Las canastas quedan estructuradas de la siguiente manera:

k{ 0|1 ] 2|3} 41)5]6 vy d(v)
Lyl 6 | 71 x| x| 8 16| 32 [V g
H| 6| 7 15] 31] 63 3
.Bk I 1 Il ] 1 1 1
| ) 3 LR ¥ L) g
F E ¥ F F F F
7

Iteracién 7.
1. Busca al nodo cuya etigueta sea la menor.
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La primera canasta . no vacia es: By,

El nodo de minima distancia en- By es:’ 5

Py — dfosh =70 0

Actualizar L ¥y H deyﬁu,a“kﬂ,."-
[L.H] Rangos . .o

[07.07) R(0) ‘= F

=1 AU =

va a la canasta’ By .

Iteracién 8. IR
1. Busca al nodo cuya etiquetn sea’

La primera canasta ' no_vacia

El nodo de minima distancia en_, o s
Praz — d(vg). ;
Actualizar -L' y*H

6.y reisbicarlos, :

'nbuu{ 6, ‘7 +:3} =" 6.

Las canastas quedan estricturadas de la‘siguiente manera:
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k-0 2 3 4 3 6 d{v)
Ly 7 x x 8 16| 32
Hel 7 X 41531 63
T 1 1 1 1 1 1 (]
RN KN [}
F F ¥ F F F F
[;

4  Andlisis de Adaptabilidad del Radix Heaps

Lo que nus ocupa ahora es investigar si esta implantacion resulta ser adaptiva o descubrir
si el comportamiento del R-Heap e igual para todo tipo de red. Iniciaremos un analisis
de Adaptabilidad con base en dos ideas clementales, que podrian darnos un panorama del

comportamiento del D1sgsTRaA.

Idea 1. Nuestra primera sospecha, intuitiva, se basa en creer que el desempeiio .
) q pefio

computacional podria variar st el valor de C se modifica.

En efecto, el descmpeiio computacional del algoritmo cambia si C se ve alterado para:
una misma red. pero consideramos que C no es un pardmetro suficicntemente fuerte para

determinar la adaptabilidad del algoritmo. La razdn principal s que C puede representjérsve‘

en diferentes unidades, lo cual no implica que el ¢jemplar ha cambiado.

Idea 2. Otra opcién es observar el trayecto de cualquier nodo. difcrente del

origen, durante la ejecucion del algoritmo.
Observamos que;

a) El vértice v. busca secuencialmente la canasta donde tiene que reubicarse, 'y de acuerdo
con la Observacion 4 de Ahuja, Magnanti y Qrlin (2], cada vez que un vértice se mueve,
lo hace hacia una canasta con indice cada vez menor. Entonces, si ¢l vértice v # s,
viajard de la canasta By a By, ya que su primera ctiqueta temporal lo ubica en By,

despuds ird disminuyendo su etiqueta hasta convertirse en el minimo. .
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b) Por otro lado, se busca secuencialmente una canasta 1o vacia, desde la primera canasta

hacia otra con indice cada vez mayor, entonces se viajard de la canasta By a By.

Estas observaciones dan pauta para pensar que, para algunos ejemplares, ol vértice v no
necesariamente debe recorrer las K-canastas, lo cual disminuiria el desempeiio computacional

del algoritmo.

Justificacion de la Idea 2.

Sea v € N\ {s},estoes v# 3. Supongase queen algin instante del algoritmo v se

encuentra en la canasta B; y v es el nodo de minima etiqueta, entonces

o el vértice v tuvo que recorrer (f —j ) canastas para llegara j; y -

o para encontrar una canasta By no vacia hubo que recorrer j . canastas.

Figura 70: Tlustracion del recorrido de un vértice.

La Figura 70 nos ilustra graficamente el recorrido de un node.  ‘Tenemos, entonces que
para ¢l vértice v hubo que recorrer K canastas hasta encontrarlo como nodo minimo; pero
estosucede Vv € N\ {s}, (r# s). Por tanto, no importa como sca la red, el desempeiio
computacional del algoritmo siempre va ser: @ (m 4+ n-logy(nC) ). Pademos concluir
entonces que cl algoritmo DuksTra  utilizando la version descrita del R-Heap {2] no es

adaptivo.
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Lo queen realidad nos preocupa ahora es saber si esta implantacidn podria ser adaptiva,
o si existe la posibilidad de que esta pueda ser modificada para que el algoritmo resulte ser
adaptivo. Notese que:

1. Madificar L y H gasta ticmpo O (loganC).

+ La Observacidn 3 implica actualizar I ¥ H solo en las primeras B. canastas.

2. Detectamos que las hilsquedas secuenciales, utilizadas en los procesos de Alnacenamiento

y BuscaMin, hacen que el algoritmo sea lento.

Actualizando L y H sdlo en las primeras B. -canastas rcalizaremos un Andlisis de
Adaptabilidad para los procesos Almacenamiento y BuscaMin utilizando otro tipo de
biisquedas.

Modificacién al Proceso de Almacenamiento

Para la Regla de Almacenamiento, cbservamos que:

D> v sc almacena en B;j siempre que [, <d(r) < H; (< L)
= Ilg €L £ Ly... £L; £Lyyy ... S Ly
== Los valores de los rangos L forman una sucesidn creciente.

== Se puede realizar una bisqueda mds sofisticada sobre los indices de los rangos L para

reubicar a v. La busqueda binaria sobre n tos tiene d fio computacional

0{log, n) y la Bisqueda Exponencial [23] sobre n elementos tiene desempeiio O(log; n).

La distancia que recorre cada nodo v para rcubicarse resulta ser fundamental para
el calculo del desempefio computacional del algoritmo. El Analisis de Adaptabilidad que
a continuacién se presenta, estd basado en tal distancia, ademds, usaremos una- Bisqueda
Exponencial |23}, de By a By. Informalmente diremos que fa Adaptabilidad del DisskTra
utilizando ¢l R-Heaps dependerd de los brinquitos que dé cada vértice para reubicarse en las
canastas.

Justificacién del Andlisis de Adaptabilidad

Sea v € N\ {s}. Suponga que, en algin instante del algoritmo B, es la primera
canasta no vacia y en ella se encuentra v, que en ese instante resulta ser el nodo con minima
ctiqueta. Se requicre reubicar a cada nodo w € 3, cntre las canastas B, y B,. Suponga,

ademas, que el lugar de la canasta que le toca al vértice w es la posicién j .
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Sabemos que:
Ho SH, < H, er

el B; sncmpre que- f

busqueda. binana entre:

Sa.lto Anterm

df;tqvn‘cia'(.l,(,'r]»)‘ )

= - é(iv_%l) e
== -1
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donde * . . ) BRI .

wprop=J L ot Ja=Jp .
(L= Ln)s : (Lip L1,

h‘_'i;'~’A - ) :
v(,L.Ia‘_"‘Lp)-. FER - ; ’

*y :‘ p’salvtos‘,:r]_—‘.lbq . : o *s p—1 sa]tés, n—Ja

C(Bapr—Ba) i (By— By

o Figu;-a 71: Recorrido de un nodo para su feubicacién
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Pero esto es para un sélo vértice. tomemoslo para todo vértice n € N,
Sea d(i) = (p—J) V i€ N. entonces:

3 loga (d(i)) = logy [T dti)

i€V

€N

_ NumViajes N log;(n dli))

NumViajes ey

(1 NumVizjea)
(NumViajes) x log, (n d(i))
ieN

A

{NumViajes) x log, (-)\:‘—;e’%i'—ﬁ%);)

Por tanto hemos encontrado una Funcidn No Decreciente que depende sélo del tamafio v
la complejidad del Nimero de Viajes (~brinquitos™). que realizan los nodos para reubicarse
en las canastas.

Propiedades utilizadas

O La suma de logaritmos es equivalente al logaritmo del producto:

n n
Zlog:.- = log (H:i).
i=1 =]
Qlog 2!/ = & logz.

O La media geométrica nunca es mayor que la media aritmética:

)" < (Emn)
= n ’



E Adaptabilidad en el Problema de Ordenamiento

En este Apeéndice se resumen los conceptos ¥ resultados fundamentales sobre el analisis de
Adaptabilidad en el problema de Orpexamiexto. Hemos *omado como material base los
articulos 4 Survey of Adaptive Sorting Algorithms escrito por V. Estivill-Castro y D. Wood
[8] ¥ Measures of Presortedness and Optimal Sorting Algorithms de H. Mannila [22).

1 Introduccion

El Probleria de Ordenamiento. comno es bien sabido. consiste en organizar una secuencia de
elementos en orden ascendente o descendente. Pero, ;qué significa que exista adaptabilidad
en el problema de ordenamiento?, o mas especificamente: jqué significa que un algoritmo
sea adaptivo?. Una respuesta intuitiva nos la da Mehlhorn [23].
“Cuando un algoritmo de ordenamiento toma ventaja del orden existente en los datos
de entrada, ¢l tiempo que toma el algoritmo para ordenar es una funcién suavemente
creciente que depende del tamaiio de la secuencia y del desorden en ella. En este caso
decimos que el algoritmo es adaptivo.”

Una panordmica sobre la importancia de la adaptabilidad en el problema de ordenamiento
nos la dan Estivill-Castro y D. Wood [8].
~El diseiio y analisis de algoritmos de ordenamiento adaptivos, ha hecho importantes
contribuciones, tanto para la teoria como para la practica. Desde el punto de vista
tedrico. las contribuciones son:

- la descripcion del desempeiio computacional del algorit mo de ordenamiento no sélo
depende del tamaiio de un ejemplar del problema sino, también. del desorden que
hay en el ejemplar;

- el establecimiento de nuevas relaciones entre las medidas del desorden;

- laintroduccién de nuevos algoritmos de ordenamiento que toman ventaja del orden
existente en la secuencia de entrada:

- La prucba de que varios de los nuevos algoritmos de ordenamiento son adaptiva-
mente 6ptimos con respecto a miltiples medias del desorden.

“Las principales contribuciones desde el punto de vista practico son:

- la demostracién de que miltiples algoritmos generalmente en uso son adaptivos.
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- el desarrollo de nuevos algoritmos, similares a los cominmente usados que se eje-
cutan competitivamente sobre secuencias aleatorias y son significativamente mis

répidos sobre secuencias casi ordenadas.

*Los algoritmos de ordersmicnto adaptivos son atractivos, porque las secuencias casi

ordenadas son muy comunes en la practica.”

2 Medidas del Desorden

“ Identificar en algin sentido casos ficiles de un problema computacional y utilizar esa

facilidad tiene interés ial, En ordenamient tl [géilidad puede ser identificada con

un orden existente.,” {22]. - )
El niimero de operaciones que un algoritmo de ordenamiento ejecuta, es definido corno la
medida de eficiencia. El nimero de ct.imparaciones proporciona no sélo una estimacién
razonable del tiempo relativo requerido para todas las implantaciones, sino que también
permite cotas minimas bajo el modelo computacional de arboles de decision.
A continuacién describimos algunas medidas para cuantificar el orden existente en una se-
cuencia, las cuales “son usadas en el estudio de adaptabitidad”[8] y las propiedades generales

que deben satisfacer, de acuerdo a H. Mannila [22] las medidas del desorden.

2.1 Medidas Naturales.

Sea X = (z),%2,-+-,2,) lasecuencia de datos a ordenar. Para simplificar, supongamos
que los elementos z; son enteros distintos. Consideremos que cl orden ascendente es ¢l

correcto, esto es, se desea ordenar a la secuencia X en forma ascendente.

Inversi Dada una ia X, las Inversi (X) ref tan el niimero de parejas que

se encuentran en orden incorrecto en X o que estdn en posicidn invertida. Formalmente, se

definen como: [nu(X) = [{(i,7)/1 S i< i<nmy x>z}

El valor de Inv({X) indica cudntos cambios entre cada par de elementos son necesarios
para ordenar X. Setieneque 0 < Inv(X) < n(n~1)/2 para toda secuencia

X, de donde se obticne, més especificamente,

P X) = 0 X esta ordenada en forma ascencente;
no(X) =\ wny 2t X esta ordenada en forma descencente.
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Ejemplo 1 Sea Y =:(3.1, 9, 4,2, lO 5.7, 6,-8). " El clcmenlo en la posxcnon uno
de Y es mayor quc el elemcnto o la posicién dos. entonces la_pareja (1, ) representa una

mversnon de Y : El con'u 0 dex ersxonts o parejas mvcrtldas, para Y ts'

Esta seciiencia ticne un

mds larga de X, y se de!‘me formalmente como:
las(X) = max{t /3 1), i(2), .c.,.i(8) .talcs_
1< i) < i

Como el valor de las(X) representa la longitud inés de ima cortida ascendentc, se ticne
entonces que 1 < las(X) < n, o : R
Ejemplo 5. Para la secuencia Ydel Ejé:mblu'l. las { Y') =9,

Ejemplo 6. Para la sccuencia W del Ejemplo 2, {ns( w ) =n.



Rem Dada una secuencia X. el valor de rem(X) indica cuantos elementos tienen que ser removidos

de la secuencia para dejar la lista ordenada. . Se. define formalente como:

;"‘rem.(‘x )"' na lus: 4 b ):,'

necesarios de elementos arbitrar

Se tiene que: 0'.< E';:q'( X)

Ejemplo 10. Sea Wy /= (n, 1,2

secuenciaes, Ezc(X) =n—1.

Mannila (22], comenta algunas observaciones sobtt estas medidas:

“Comparar estas medidas no es ficil. Inv y Runs son medidas muy bien conocidas

¥ su comportamiento es facil de comprender: las inversi , Inv, cuantifican el pre-

orden global de una secuencia, mientras que la medida Runs cuantica preorden local.

Al parecer el valor de Rem bina estas dos propiedades, mientras que Ezc parece
diferir drasticamente de las otras, a pesar de su definicion natural. Estas diferencias

muestran que el pre-orden puede ser medido en muchas formas. "

2.2 Otra Medidas.

Distancia. Dada una secuencia X, se define Dis(X) como Ja distancia mas grande determinada

por una inversién o una pareja invertida.

Esto hace énfasis en que “...una inversidn, para la cual los elementos estén muy apartados
el desorden es mds significante, que una inversién en la cual los clementos estan muy cerca
el uno del otro” [8].
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Ejemplo 11" Para la secuencia Y del chmplo 1 Du =7, ya quc latiny (3 10). tlene
fa distancia mas gramle entre las” Inu( X)

Viendo]o de olra mancra. el nimero nueve,

clemento de la posxcnon 3. ata a sxclc _posicio del nimero ocho,.clumen;qdc la posncmn

10; y son los f-lemcmos més apartados d

Maxurm Dlstancla. Dada una secuencia X se  define: Max(x) omo la mixima dxstancm que

un clemento debe viajar hasta encontrar su posnuén corrccta.
Esta medida considera que el desorden loca] 1o es tan impoﬂanté como el global [8].

Ejemplo 12. Para la secuencia Y del Ejemplo 1, Maz (Y ) = 6, pues el elemento de la

posicién 3, el ndmero nueve, debe viajar seis lugares para llegar a su posicidén correcta que
es la nueve.

SUS Dada una secuencia X, el valor de SUS(X) indica el mimimo ntimero de subsecuencius

ascendentes en las que podemos particionar X.

La medida SUS es una generalizacion natural de las corridas, su nombre provienc de
Shufflet Up-Sequences.

Ejemplo 13. Para la secuencia Y del chmplo 1,
SUS(Y) = [{{3,9 10); (1,451, 8); {2,6)} =

SMS Dada una secuencia X, ef valor de SMS (X ) indica el miinimo nimero de subsecuencias

(ascendentes o descendentes) en que podemos particionar la secuencia dada.

Esta medida del desorden, SMS ( X } , es una generalizacién de la medida SUS(X).
SMS es abreviacién de Shuffled Monotone Subsequence.

Ejemplo 14. Para la secuencia Y del Ejemplo 1, SMS( Y) =3

Ejemplo 15. Sea W' = (6, 5,8,7, 10,9, 12, 11, 4, 3, 2).

Para esta secuencia de datos W' se tiene que:
Runs(W') 7.
SUS(W') = [{(6,8,10,12); (5,7,9, 11); (4) (8% (2);) | =5
SMS(W') = |{(6,810,12); (5, 7,9, 11); (4, 3,2); }| =
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. Enc bada una secuencia X, el valor de Ene( X ) se deﬁile ébmo él‘ mimcm de listas ordenadas
construidas por MeLsor? al aplicarlo a la becuenci.ardada'.y Efla medida del desorden fué
propuesta por Skiena [37]. ) :

Osc' La Medida Osc (X ) evalua, en algunos casos la Osciléci ol eltinouto mds grande ¥

el "as pequefio de Ja secuencia X. Esta medida de] desorden fué propuesta por Lo\copoulos
¥ Petersson [20],

Reg Esta medida es definida por Moffat y Peterson (32,:33 o0s ‘indica qué'éulalqui;_r algo- :

ritmo de ordenamiento Reg -Optimo es opunmmente adaptive con: respecto a’las medms -
Inv, Dis. Maz. Fzc, Rem.llun.s,SUS.SMS.EncyOac.

2.3 Propiedades Generales.

Condiciones. T sl
1. m(X) = 0. sila secuenicia X est or en'ft for aascendcnle.

2. Sean las secuencias X = (1,2,-- (Jhyu .yn)

=m(Y).

Sixz; <xjsiysélosi y; <y pari lth.; i'y cntonccé.

3. Si X es una subsecuencia de Y enlokgécs. m(X ) < fn( Y ) .
4, Dadas las secuencias X y Y. Si X < Y, eslo es, que cada elemento de X es mds pequeiio
que cada elemento de Y, entonces, m (XY ) < m(XY) + m(Y).

5. Sea a € IN,entonces m({a)X) < |X] + m(X).

Las primeras dos condiciones indican que una lista ordenada ticne desarden igual a cero
v que el valor de la medida m depende inic e del orden de sus argumentos.  La
siguientes tres, son condiciones mds fuertes, de hecho, de acuerdo con H. Mannila [22], son

necesarias para toda medida del desorden.

H. Mannila {22}, da dos puntos de vista sobre el concepto de pre-orden o desorden:
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a) Eldesorden es cuaxmfcndo por el numero dc operaciones de un llpo dado, (.l rual es necesarlo =

para ordenar la secueucm de enlrada (aproxnuadon concrel.a)

h) El deqorde 5 es cuanhﬁcadu por Ia caxmdad de mformacmn de la. fonna r, < z-. ]a cua] e

es ccrrado ha.Jo Ias subsecuencnas Si° podemos ordcnar 1a ‘super-secuencia’ de X con
un cierto ntimero de operacmnes, entonces las restricci cs do tales operaci para X

ordenaran X; si X< Y entonces XY (la concar.endcmn de X con Y) podra ser ordenada
si pnmero ordcnamos X yluego Y, con un total de m(X) + m(Y) operaciones; finalmente
ordenar, {a) X, puede hacerse ordenando X con m (X ) operaciones e insertando a en
su’ lugar correspondicnte en la secuencia, por lo cual a tiene |X| diferentes posibilidades
de ubicarse en la secuencia. De acuerdo con b), que si tenemos suficiente informacién
para identificar una super-secuencia de X, entonces esa misma informacion identifica a X; si
X < Y,entonces XY es identificada por la identificacidn de X y Y; ¥ (a) X, es identificada
al identificar X y después localizar el lugar de a [22].

3 Algoritmos Optimos

La medida de eficiencia de una algoritmo de ordenamiento, es el nimero de comparaciones
que ejecuta, el cual no sélo proporciona una estimacién razonable del tiempo relativo re-
querido para todas las implantaciones, sino que también permite cotas minimas para ser

obtenidas bajo el modelo computacional de Arboles de decision [8].

H. Mannila [22] nos proporciona las siguientes definiciones sobre algoritmos éptimos y

cotas minimas.

Sean X la secuencia a ordenar, m una medida del pre-orden y = un entero positivo. H.
Mannila {22}, define

below/(2.X,m) = {Y € N<N /¥ es una permutacién de {1,...,|X[} yY (<) 2}

donde m{(X) <€ z ¥

below(X,m) = {¥ € NN /¥ e5 una permutacién de {1,...,]X[} ym{ Y) €m(X)}
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El conjunto below’(:,x. m) representa las pefmuléciones de los elementos de X con no
mas desorden que z- con respecto a m-.:Por su parte el conjunto below(X,m) representa

las permutaciones para x cou no mas dmrd i que el que ya se tenfa en X, con respecto a
la medida m. ' ;

Consideramos a” los-algoritmos qu “como: entrada no sélo la secuencia X sino

también una cota superi ) Un algoritmo § que usa Is(X,z

Sea m una; mc(hd'

pasas sobre la sccte

para alguna

op mamente adaptl\'o con

mparat:lones que €3 un

punto de vista algontmlco, si dus medxdas Myy: Mz partxcnonan el conjunto de pcrmutacxones

en exaclamente las mismas clases de conjuntos below, entonces cualqumr algoritmo que es
My -6ptimo ¢s también M, -éptimo y viceversa.,” Ademis, nos proporcionan las siguientes
definiciones:

Definicion, Sean M; y M; dos medidas del desorden. Decimos que:

a) M, es algoritmicamente mdas fina que (algorithmically finer) A, .
denotado por My <, M, siy solo si eualquier algoritmo M, -éptimo es

también M, -6ptimo
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Dis =gy Mar Runs

A continuaci

[22). quieh 1

de parejas se continda hasta que sélo existe una corrida;

Teorema 1 El algoritmo Natural_MergeSort es dplimo_con ;'e.;'lmclq_ al ntimero.

de corridas.
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Demostracién.

Sea X la secuencia de longitud n a ordenary sea = Runs(X) el nimero de subcadenas
ascendentes de X.* Entonces el dcsmper‘io'computacional del algoriuno s proporcional
a u(l + logt), pucs el niimero de fases- mczc]a es acotado por. (1 + log!) y cada fase
toma tiempo lincal. Pam mostrar que cl algontmo es optnmo. falta caleular el tamaiio

Los s)guu.-ntes N'_sultado realizan tal caleulo.

de el conjunto below(x yung. X

Lema 2 Sean n,t eN

siempre quc |X
Demostracidn.

S? 1< (n+ l))2 con Runs(Y_)
tanto laafir.
Wi X nins) contienc

demuostra quo

orolario’3) qucclTeorema Tse

Suponga que. se tlene una estrucl.um de datos para. rcprc;entar hstas nrdenadas, Yy que L.
tal cstructura es capaz de hacer inserciones en tiempo of(1 + log(d + 1)), donde d.es
la distancia del previo elcmcnto insertado. Un algoritmo de ordenammnto que se lmplanta

usando dicha estructura de datos es Hamdo OrpExaAMIENTO DE INsERGI6N Locas’ (Local

Insertion Sort), -El tiempo de ejecucién de este algoritmo es e+ (1+log(d; +1)} donde
i

d; csla distancia desde el clemento anterior:

=1{i/1Si<jy (Fja1 <Ti<zTj 0 T; <z <Tjpi) } |
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Teorema 4 El algoritino de INSERCIGN LocaL es dptimo con respeclo al

niimero de inversiones.

Demostracién

1 cficiencia del algoritmo de INSExGIGN. LOGAL « deprnde de la distaucia ennie inser-

ciones sucesivas.  En un ejemplar que c

inserciones sucesivas debe ser pequeia; ya que cs,acptidﬁ‘ por la’ mayor
el final de la lista de el cntosa
Si tj es la cantidad que describe la distancia del elemenio ;. desde el final dé fa lista,

entonces se tiene que

d,+1 <

< cn+ 2énliug (Zlug(hj + l)/n) € cnlog(] + ’lnb(x)/u).
“\5 i PR

Firialmente, tenemos que:
tog { below (X, Inv)| = © (i log(l + Inr{X)/m) )

lo cual demuestra que el algoritmo es Gplinio con respecto a 1a medida del desorden
denominada inversiones.

Teorema 5 El algoritmo de ordenamiento de Insercion Local es éplimo con

respecto al némero de corrvidas, medida Runs.

Teorema 6 {H. Manaila [22], Teorema &) El algorilmo de nsercién Local ex opltimo

con respeclo a la medida Rern .
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