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1 Introducción 

Gran parte de los problemas de OPTIMIZACIÓN D1scRETA encuentran un camino hacia su 

solución cuando se reformulan como problemas de: RUTA M Ás CORTA (RMC) o FLUJO 

EN REoEs. De hecho, Jos algoritmos para resolver el problema de FLUJO EN REDES 

utili?.a.n como parte de su solución algoritmos para resolver el problema de la RMC, y, en 

realidad, la mayoría de los algoritmos para OrTIMl'ZACIÓN los usan como una operación o 

instrucción más. Esto nos indica que el algorilmo de la RMC es fundamental en el área de 

OPTIMIZACIÓN DISCRETA [19). 

Por lo anterior, el análisis y diseño de algoritmos eficientes para el problema de la RMC ha 

constituido, por más de treinta años1
1 en una importante área de inve5ligación en el campo 

de OPTIMIZACIÓN [2). Como resultado, c1 algoritmo de DuKSTRA ha sido considerado 

como el mejor para resolver el problema de la RMC [19). En los últimos años, diferentes 

variantes han propuesto mejoras a su Desempeño Computacional. 

El objetivo principal de este trabajo es mostrar la Adaptabilidad o No-Adaptabilidad del 

algoritmo de D IJKSTRA (y sus variantes) haciendo recomendaciones para su implantación. 

Concentraremos nuestro análisis en el MODELO COMPUTACIONAL DE COMPARACIONES 

y estudiaremos diferentes estructuras de datos romo únp/antacioucs concretas del mismo 

tipo de datos abstracto, C0la de Prioridades. Como consecuencia., podremos indicar que 

variantes del algoritmo de DIJSKTRA, englobadas en el mismo modelo computacional, tienen 

la capacidad de aprovechar la estructura del ejcmplai' del problema. En consecuencia estas 

variantes adaptivas consumen menos recursos de cómputo, en particular la ejecución es más 

rápida que en el peor de los casos o en el caso promedio. 

Como primer, y básico, acercamiento de nuestro objetivo, haremos uso de una REDUCw 

CIÓN del problema de ORDENAMIF.NTo a una variante del problema de la RMC. Esta 

reducción requiere tiempo lineal en el número de datos de entrada., y por conocerse cotas 

mínimas para el problema de ordenamiento, bajo el modelo de comparaciones, establece la 

mejor cola mínima conocida para los requerimientos de tiempo, tanto en el caso promedio 

1Dijbtra presenta &U algoritmo para. resolver el problema de la ruta más Unta, en 1959 [5}. Oc manera 

independiente, en 1960, preocnt.an algOfilmOA similamt Dant.aing (4] y Uillicrr Ir. WhiLing [13). 
2 Est.amoa usando el término ejemplar de un problema como traducción a imtanec o( a problcm y eoten· 

deremoa que es la definición de un problema. y datoe e1pedficoe de eoLrada. 
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como en el peor de los casos, de todo algoritmo que resuelve el problema de la RMC [16j. 

Una modificación del algoritmo de OUKSTllA, que llamaremos DllKSTllA M, resuelve la 

variante del problema de la R.MC y un análisis del peor caso y del caso promedio establece 

que el OUKSTllA M es óptimo para ambos casos [16J. 

Denominaremos D1JKSTRAS01lT al algoritmo de Reducción que resuelve el problema de 

otdenamienLo utilizando el algoritmo D IJKSTRA M que soluciona una variante del problema. 

de la RMO. 

El problema. de ordenamiento ha sido ampliamente estudiado, en la literatura, más allá 

del tradicional análisis del peor caso y del caso promedio. Existen resultados concretos del 

problema de ordenamiento sobre sus algoritmos, colas, implantaciones y adaptabilidad [8]. 

De esta forma, tenemos una plataforma teórica sólida. sobre la. cual podemos apoyar y 

comparar nuestros resultados. 

El contenido del presente trabajo se distribuye de la siguiente manera: 

· Se inicia. con una. semblanza general sobre el ANÁL1s1s DE A1.ooRITMos donde 

se incluye una introducción a la ADAPTABILIDAD. 

• El cap(tulo 11 describe el problema de la RMC haciendo énfasis en el algoritmo 

de DJJSKTRA. 

· La. tercera. parte, describe un marco teórico del planteamiento e.entra! de la. tesis 

y la manera. como será desarrolla.da. su solución. 

· El capítulo IV presenta.el algoritmo DtJKSTRASORT. 

· En los capítulos V y Vl se realizan ANÁLlsts DE ADAPTABILIDAD de los algo­

ritmos DUKSTRASORT y DuKsTR.A., para diversas implantaciones y diferentes 

tipOB de gráficas. 
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Los apéndices que complementan este trabajo son: 

· A. Se describen detalladamente los diferentes métodos para resolver la RMC. 

• B. Se describen diferentes Tipos de Datos Concretos del Tipo de Datos Abstracto 

Cola de Prioridades. 

• C. Se introducen conceptos básicos de la. Programación Orientada a Objetos. 

·D. Se introducen conceptos básicos sobre adaptabilidad y medidas del desorden, 

además se presentan resultados concretos del análisis de adaptabilidad en el prob­

lema de ordenamiento. 

• E. Se presentan ideas para cl análisis de adaptabilidad dcl Algoritmo de Dijkstra 

usando Radix lleaps. 

. " 



1 Análisis de Algoritmos 

Para aprovechar al máximo el los recursos que ofrece la tecnología de las máquinas actuales 

es indispensable el desarrollo de algoritmos que tomen ventaja de tales recursos. El campo 

de las Ciencias de la Computación que estudia la eficiencia de algoritmos es conocido como 

Análisis de Algoritmos [16). 

En esta sección introduciremos conceptos y notación sobre el análisis y adaptabilidad de 

algoritmos, los cuales serán utilizados durante el desarrollo de este trabajo. 

1 Panorámica General 

Antes de iniciar, con una semblanza general sobre el análisis de algoritmos, definiremos 

formalmente algunos conceptos básicos. 

* Un problema es una cuestión a resolver, generalmente, posee varios parámetros. Por 

ejemplo. encontrar el máximo en un conjunto finito de números naturales. 

* Un ejemplar de un problema (instancc of a problem) es es uu;L asign~ci6n de valores 

para los parámetros. Por ejemplo, encontrar el máximo en { 3, 7, 5, 81 1 }. · 

* Un algoritmo para un problema es una. descripción del p~ocedimicnto paso a paso para la 

obtención de la solución del problema. Un Algoritmo es tal que, al tomar un ejemplar 

cualquiera del problema produce la respuesta correcta para tal ejemplar. Si muchas respues· 

tas son cquivaJcntemcntcmcntc correctas el algoritmo será capaz de producir cualquiera de 

ellas o generarlas todas. 

* Un algoritmo es correcto si garantiza la creación de una respuesta correcta para cada 

ejemplar del problema.. 

* Un ejemplar de un problema de optimización es una pareja. (F,c), donde Fes cualquier 

conjunto, el dominio de puntos factibles, y e es la funci6n de costo, e : F ~IR. El 

problema es encontrar f E F para la cual· e(!) $ c(g) V y e F, a f se Je llama solución 

óptima global para el ejemplar dado. 

* Un problema de optimización es un conjunto E de ejemplares de un problema de opti· 

mización. 

* Un algoritmo eficiente es aquel para el cual el tiempo de ejecución, en el peor de los casos, 

está acotado por una función polinomial que depende del tamaño del ejemplar del problema. 



* Informalmente, un ejemplar es el conjunto de datos suficientes para obtener alguna solución 

de un problema. Y un problema es un conjunto de ejemplares. 

Al intentar resolver un problema se podrían tener varios algoritmos que los solucionen, 

en ton ces surgen algunas prcg~~tas como: 

l> ¿Cuál es el correcto?, ¿Cuál es el mejor?, ;,Cuál es el más rápido? 

l> ¿Cuál es el que gasta menos espacio de aJmacenanüento? 

l> ¿Cuál es el más fácil de ..• 

e> ••• entender? t> ••• programar? 

e> ••• adaptar a los sistemas ya programados? 

~ •.• modificar? e> ••• aplicar a más casos? 

Pero muy pocas veces se hace referencia a preguntas como: 

t> ••• implantar? 

t> ¿qué tan rápido, eficiente y eficaz resulta ser un algoritmo para un problema en 

particular?; 

t> ·¿qué tan bueno es para un tipo específico de máquina?: 

t> ¿qué tan eficiente resulta ser un algoritmo si se implanta en un lunguaje de progra.. 

maclón en particular?; 

t> ¿qué tan eficiente resulta ser si se utiliza un compilador en particular?; 

porque su respuesta es demasiado específica. 

Gcncralmcntc, se intenta responder a las preguntas del tipo: 

r> ¡ Qué tan rápido es el Algoritmo... para solucionar el Problema ... 

Y se obtienen respuestas que no dependen ni de la máquina ni del problema. 

De esta manera, Udi Manber (21] afirma que: 

" ... el prop6sito del análisis de algoritmos es predecir el comportamiento de un algo­

ritmo sin impla.nt~lo en un:l. máquina específica. ... " 

Para. lograr independencia sobre el tipo de computadora, concebimos a ésta como una. 

simple máquina de operaciones elementales. Luego, si un algoritmo usa menos operaciones 

elementales que otro será más rápido. Al cálculo de operaciones elementales se le llama 

tiempo de ejecución del algoritmo. 

Una importante y práctica razón para justificar el análisis de algoritmos es descrita por 

Goodman (10] 
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se requiere obtener estimaciones o cotas sobre el almacenamiento y el tiempo 

que toma en ejecutarse el algoritmo, ya. que la. memoria. y el tiempo de cálculo de la. 

máquina son recursos, generalmente, escasos y, sobre todo, costosos ... " 

Así pues, el análisis y comparación de algorilmos, tradicionalmente, se ha basado en el 

tiempo de ejecución y tamaño de memoria utilizado para almacenar los datos sobre todos 

los ejemplares del problema. 

Para estudiar la eficiencia de algoritmos necesitamos un modelo computacional [45]. 

Un Modelo Computacional es un conjunto de suposiciones que se asumen acerca de 

la máquina (virtual o real) sobre la cual será ejecutado el algoritmo. En el presente trabajo; 

usaremos el "1fodclo Computacional de Comparaciones . Este modelo1 di~i.dc ~n ejemplar 

E en dos partes: una libre, f , y otra restringida r ; de esta form_a,. ·E ;,;< f, r > . Se 

permite que un algoritmo use f de la forma en que lo dcScc, pero ~-·· lini~~Dtc podrá 

usarse en operaciones de comparación. [16, 45) 

Tarjan[45], nos indica que una vez elegido el modelo computacio_nal, se debe _seleccionar 

una medida de desempeño. Tomaremos al tiempo de ejccu~i~~ co~O ~~i1a de .d~cmpeño. 

Formalmente, el tiempo de ejecución de un algoritmo A, ~plié:ado·a un ejemplar E, C. el 

número de pasos a efectuar en A para encontrar la solució~··p·ara ·: É ~,y ·10 ~~~oÍaremos por 

TA (E)' en particular, el \0alor de TA (E) rcorcscnta al ~en~~ cl núm~ro de ;,.,mparacioncs 

realizadas para. encontrar la solución del ejemplar E. 

El análisis de un algoritmo A en todos lo casos, implicaríá decir para cada ejemplar E de 

un problema, el tiempo de ejecución TA (E) que toma. A en ;...~l~cr E'. Como usualmente 

el conjunto de todos los ejemplares E es muy grande, sólo trabajaremos con familias de 

ejemplares de un mismo tamaño. Un ejemplar E es.de taniáño n si tiene n datos o 

alguna medida natural del tamaño, y se denota por JEI . De esta forma, más adelandc 

definiremos TA ( n) como el desempeño para la clase de ejemplares de tamaño n. Más 

aún, sólo nos interesa el orden de magnitud de TA ( n) , pues la implantación particular se 

afecta únicamente por un factor constante. 

Si T ( n) está asintoticamente acotada por g ( n) decimos que T ( n) es dll orden g ( n) 

y lo denotamos por T ( n) es O ( g (n)). Más formalmente, Si f y g son funciones de 

variables no negativas n1, n2, ... , nk se dice que: 
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1> f es O ( g ) si 3 c1, c2 constantes positivas tales que 

/(ni, ... ,n1:) S C1·g(n1tn2, ... ,nk) + Cz 'r/n¡ 

I> fes fi(g) si ges O(/). 

{ representa una cota superior para f } 
{ representa una cota inferior para J ·} 

I> fes 0(g) si fes O(g) y fi(g). 

El desempeño computacional de un algoritmo puede ser analizado como una función del 

peor de los ca..os, del ca..o promedio o amortizada (10, 9, 16, 45, 43]. 

Como una función para el peor de los casos, TA ( n ) se define de la siguiente forma: 

TA ( n ) = TA ( E" ) donde TA ( Eº ) = max{ TA ( E ) / E es de tamaño n }. 

El análisis del peor de los casos nos proporciona una ejecución garant~Zad~ de~ algoritrrio. 

Esto es, el algoritmo nunca requerirá más tiempo (o espacio) de Ql:IC ha sido especificado por 

la cota dada. Resulta ser muy pesimista. 

El análisis del caso µremedio, nos proporciona uua función que depeúde ele la cspt>ran1.a 

de TA ( n ) , esto es E[ TA ( n ) ) = L Prob[ E J • TA ( E ) , donde Prob( E J es la 
VIEl=n 

probabilidad de que ocurra E . 

El análisis del tiempo amortizado es un promedio sobre el tiempo [44]; esto es, se toma 

TA (E) para diferentes instantes sobre la ejecucion del algoritmo y después se calcula. el 

promedio sobre esos va.lores. Sea TA (E)~ = TA (E) en el instante i. Si tomamos 

TA ( E) para '1 instantes diferentes, entonces el tiempo amortizado queda definido por: 

Ventajas de los Tipos Análisis de Algoritmos 

· Analizar un algoritmo permite observar varias alternativas de desarrollo e im­

plantación del mismo o partes de él. 

· Resulta más conveniente establecer medidas simples para evaluar la eficiencia. de 

un algoritmo que implantarlo y probar que tan eficiente es cada vez que algún 

parámetro básico de la computadora. cambie. 
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2 Adaptabilidad 

El análisis del peor de los casos, del caso promedio y del tiempo amortizado, nos proporcionan 

informa.d."m sobre las virtudes de un algoritmo y nos ayudan a elegir entre varios de ellos. 

Actualmente ha surguido otra panorámica para proporcionar mayor información, C\'aluar, 

analizar y diseñar algoritmos, denominada. adaptabilidad de algoritinos: 

Se dice que un algoritmo es adoptivo 3 • si para cada ejemplar dado, la realización de 

operaciones elementales resulta ser una función no decreciente que depende del tamaño 

.V dificultad del ejemplar del problema (7). 

Informalmente, diremos que un algoritmo es a<laptivo si es capaz de aprovechar las ca­

racterísticas del ejemplar del problema a solucionar. Más formalmente, un algoritmo. es 

adaptivo si la información sobre TA (E) no sólo se expresa como TA ( JE[ ) , sino como 

una función TA ( JE[, dif (E) ) , donde dif (E) es una función que mide la dificultad del 

ejemplar[B]. 

En general, la mayoría de los algorimos son glotones, esto es, utilizan ~ barren toda. la 

estructura del ejemplar para intentar solucionarlo. Se tiene, entonces, que la adaptabilidad 

es una propiedad que poseen algunos algoritmos. 

En este trabajo deseamos mostrar si existe adaptabilidad. en algunas implantaciones de 

los algoritmo de LA TEORÍA DE REDES, en especial. los que resuelven el problema de la 

RMC y más específicamente del algoritmo de DUKSTRA. 

Adaptabilidad en Redes 

Diremos, de manera. informal, que un algoritmo en redes es adaptivo si es capaz de 

a.justarse o amoldarse, por sí mismo, a la estructura específica de la red, disminuyendo 

el desempenO computacional del algoritmo para tal ejemplar. 

3 Nos referiremos a algoritmo 1ulaptifXJ como traducción de 11411.ptive. algoritAm. 
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11 Ruta Más Corta 

Esta sección describiremos el problema de la Ruta Más Corta, presentaremos, de manera 

general, modelos y algoritmos que resuelven este problema, haciendo énfasis en el algoritmo 

de DJJl\STRA. 

l, El Problema de la Ruta Más Corta 

RMC: Dada una red G con n vértices, el problema consiste en encontrar la 

RUTA M Ás Co1tTA (longitud) o más barata (costos) entre dos o más 

vértices. 

El Problema RMC es básico para los problemas de OPTIMIZACIÓN CoMBINATOltlA y 

FLUJO EN REDES. Algoritmos que resuelven estos problemas lo utilizan como una operación 

más que los complementa [18]. Este tipo de problemas tiene aplicaciones en modelos de 

distribución y asignación de recursos, entre otras aplicaciones de la T eoRfA DE REDES. Su 

aplicación. más importante sucede cuando se combinan problemas de Rujo máximo en redes 

a costo mínimo, esto es el problema de Flujo Máximo a Costo Mínimo en una red [36]. 

1.1 Modelos para la Ruta Más Corta 

El problema de RMC puede agruparse en los siguientes modelos: 

i) Encontrar la RMC desde un vértice a todos los demás vértices de G cuando las 

longitudes de los arcos son no negativas. 

ii) Encontrar la RMC desde un nodo z a todos los otros nodos de la Red G sin 

impactar si las longitudes de los arcos son positivas o no. 

iii) Encontrar Ja RMC entre todo par de vértices. 

iv) Otras generalizaciones de la RMC. 

Para resolver (i) y (ii) se cuenta con algoritmos que consisten de métodos de etiquetación 

cuando las longitud"" de los arcos son no negativas y métodos de corrección de etiquetas 

para el caso en que las longitudes pueden ser negativas. En este trabajo nos concentraremos 

en resolver (i). 
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1.2 Algoritmos para la Ruta Más Corta 

Los algoritmos para RMC se pueden clasificar, según su construcción, básicamente en dos 

tipos: 

* Algoritmos que construyen Arboles de RMC 

los cuales encuentran la. RMC del oñgcn, s • a cada uno de los otros vérliccs. 

(RMC entre dos vértices específicos) 

* . .\lgoritmos auxiliados por Matrices 

que localizan la RMC entre cada par de vértices. 

(RMC entre todo par de vértices) 

Los algoritmos de RMC entre dos vértices específicos basan su solución a11álitica en las 

Ecuaciones de Bellman .. La multiplicación matricial constituye una herramienta. funda­

mental para los algoritmos que resuelven la IL'vlC entre todo par de vértices. La descripción 

detallada de estos algoritmos se encuentra en el Apéndice A, (14, 46, 18, 19]. 

1.3 Notación 

En el. presente trabajo denotaremos por: 

G = ( N, A, ~ ) a una red con costos en los arcos, donde 

N es el conjunto, no vado y finito, de nodos o vértices¡ 

A ~sel conjunto de arcos o arislas A~ N x N¡ y 

6: A --+lll+ es la función de costo sobre los arcos. 

n IN 1 es el número de nodos o vértices. 

m 1 A 1 es el número de aristas o arcos. 

(i,j) cselarcode i aj. 

a¡; es la longitud o costo del arco (i,j). 

s, d representan a los nodos origen y destino, respectivamente. 

d(o) cslaetiquetade v. 

Puw representa. una ruta de v a w; para toda v, w E N. 

RMC( s, w) representa la ruta más corta entre los vértices a y w. 
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A ( s) = ( N; A', 6¡.,). es una arborescencia de G donde A' !;; A y 

S¡A, es la función de costo ó restringida a A' • 

A• ( s ) es una Arborescencia A ( s) de G para la cual cada ruta P.,, es única y representa la 

RMC( s,:r: ), para toda :re.A. 

La Longitud o Costo de una ruta es la suma de las longitudes o costos de los arcos que Ja 

constituyen. 

2 Algoritmo de Dijkstra 

El Algoritmo de DIJKSTRA es uno de lDll más eficient"" para resolver el Problema de RMC, 

de un nodo fuente s a cada uno de los otros nodos en una Red G para la cual las. longitudes 

de los arcos, a¡, , son no negativas. Es considerado el algoritmo básico de etiquctamiento 

(19]. 

En esta sección daremos una panóranüca general del algoritmo, así ~amo uri~J,U~ti,fiCación 
matemática que nos garantiza que el algoritmo es correcto. 

2.1 Panorámica General del Algoritmo 

t> Cada nodo i posee una etiqueta d {i) donde: 

e> d ( i) es permanente si representa la ll.MC de s a i. 

t> d ( i) eR temporal si aún no representa la RMC de s a. i; 

es decir, está por ericima de la mínima longitud posible. 

p. El aJgoñtmo inicia etiquetando los vértices: 

e.. El origen s, será permanente con d (s) = O 
e.. Los demás tendrán etiqueta temporal, dada por: 

d( ') { •.; 1 jEN\{•) = 00 

si 3 (•,j) e A; 
si /J (s,j) e A. 

I> Se busca entre los nodos con etiqueta temporal al nodo k cuya etiqueta, d ( k ) , resulta ser 

la.mínima. 

Sid(k)-loo 

&> Tal d ( k ) se convierte en permanente. 
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tio- Se revisan las etiquetas temporales de los nodos j adyacentes al vértice k, 

actualizando de la siguiente forma sus etiquetas: 

dU) - .min { d(j), d(k)+a1;} · 
V J •"• ll k , 

t> El proceso termina cuando todos los nodos han sido etiquetad.os de Jnaucra pcnnanente u 

cuando todas las etiquetas. d ( k). tienen como valor mínimo a infiD.ito. 

El algoritmo queda determinado, en fonna general, de la siguiente manera: 

Af,GORITMO DE DIJI<STRA 

1 Definición inicial de etiquetas. 
11 Mientras existan Etiquetas Temporales Finitas 

l. Selección del nodo, k, con etiqueta temporal mCnina 
2. Si d( k) es finita 

a) d( k) se convierte en etiqueta permanente 

b) Actualización de las etiquetas temporales 

de los nodos adyacentes a k • 

2.2 Justificación del Algoritmo 

Resulta claro que el algoritmo es finito, ya que existe un númc~o fi.nitq de vcrtiCes1 por tanto 

hay un número finito de etiquetas temporales y por consecuencia se tiene un número finito 

de etiquetas temporales con valor finito. Esto es: 

{Etiquetas temporales con valor finito}!;;; {Etiquetas temporales}!;;; N\ {s} C N. 

Obsen•amos que el algoritmo termina cuando ocurre una de las siguientes condiciones: 

l. Todas )as etiqueta han sido clasificadas como permanentes. Mostraremos que 

entonces existe una arborescencia A'* (.,),de n1tas miú> cortas. 

2. Ya no hay etiquetas temporales ron valor finito, pero aún existen etiquetas tero· 

poralcs. Demostraremos entonces que no ex.istc una arborescencia .A .. { s). 

Caso l. Supongamos que el algoritmo termina cuando todas las etiquetas han sido 

marcadas como permanentes. Por demostrar que la arborescencia.. A* ( s ) , encontrada. es 

de rutas más cortas. Demostraremos por inducción que después de n iteraciones del paso 

11, para cada vértice que 
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A) Si v tiene etiqueta permanente, d ( t1 ), entonces ésta representa la R.MC( s, v ). 

B) Si un vértice w tiene etiqueta temporal, d( w) es la longitud de una ruta. P,.,, 
para la cual, los vértices que la forman tiene etiquetas pennanentes, excepto to. 

Base de la Inducción. Sea n = 1 • 

Después de re~izar ~l pa.so. l: la eti~u~ta d ( s ) = O y es pcnnaneute. La etiqueta 

d(j)csteruporalparato,da'j E'N\{s),adcmásd(j)=a,; siemprequc3(s,j) E A. 

Si N\{s) ;,'0 ;':'el,3Íg~;.\t;¡éi,icmtli.;,, pues ya no hay etiqueta.• temporales. La 

. ;2ji~jf~[~~~~~~~G~~b~{~¡,r:·~· • 
Ahora bien, para cualquier vértice:~_ C~~-'eti~~-~ta·~~~~º-~:~~-t.a;·::-~~nerrlO~ que·_· 
d (w) = ª- y la ruta 'P- está fo~ad¡-úni.~:~~t~,~~r·d·d~-·~~;~i~~·~ ·s· y:~·, donde 

s es permanente y w no. a 

Paso de Inducción. 

Supongamos que para n = k las afirmaciones (A) y (B) son válidas. Por demostrar que 

también son válidas para n = k + 1. 

Sea v el vértice que acaba de ser elegido como mínimo, entonces 

d ( v ) = , mio { d (j ) } y d ( v ) es la nueva etiqueta permanente. 
dU) temporal 

Por demostrar que d ( v) representa. la RMC( s, v ). 

Supongamos que d ( v) no representa. la RMC( s, v ). 

Sea P 1111 la ruta des a v con longitud d ( v). Como P,11 no representa la ruta. de 

s a v con mínima. longitud, entoncc.i¡ existe una ruta., digamos 'R., 11 1 para la cual la 

longitud de 'Ru es menor que d ( v), Figura l. Esta ruta debe contener al menos un 

vértice con etiqueta temporal finita. Sea 6 el primer vértice apartir de /1 con etiqueta 

temporal finita. Entonces la longitud de la su bruta de s a 6 1 1l.~,s, debe ser menor 

que la longitud de 7?.,,,. Pero la su bruta 'R.~6 sólo contiene un vertice temporal finito, 

por lo lanto: d ( 6) ~ d ( v). Esto conlradice la elección, 6 dcbio ser elegido antes 

que v, por lo tanto tal "R.llV no existe. 
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F~~úi-á'i!'RUL~:~~-~,~~~~-~~:-~s .a'.·u. 

Por demostrar; ahora; q~~ par~ tod;,¡ 12ItiJ"J~~~~::iqueia' ie;nporal finita, d ( w) 

representa la lon~itud de. u~i ruta :P;.., e~ la ~aitod.;.~értic~ tleiic~tÍqucta pcnñancntc, 

excepto w. 

:,-.. · .. ' : 

Supongamos que tal proposición es falsa. Esto cs,·~ste Un V~iiice. ~- ca·n··cuqUCta 
temporal finita y una ruta 'P,w dC longitud r, en la cual u1 ·es'.el único vérLicC. co1i 

etiqueta temporal finita, donde además r < d(w). 

Sea z un nodo con etiqueta penuanente, adyacente a w , Cn la. ~Út~· :P,.w- ··y:-~Ca.? u Cs 

nodo que estamos revisando. Si r ~ 11 entonces, por hipotc~i~· d~ i~d~~~i6U·.,~·( w') f~c 
determinada (hecha permanente) después de la k·ésima itCr.iclón?·~o~~~~:T~:,dé.w) ~ 
lo cual contradice el hecho de que r < d (w). 

Si z = v, entonces d ( w ) = d ( v ) + "vw = " Esto co~t~i~;G¡ he~~ de ~uc · 
r < d(w). Por tanto r no puede ser menor qii~ d( W )·~ ~~t~~iés i~.--~~~O~i~iÓn es-' 

válida para n = k + 1 . 

Caso 2. Supongamos que el algoritmo ~~~n~ ~~:~4f g~~'~;Y·~~f~~~~L.~~poralcs 
coll \•alar finito, pero aún ~xislc~ ~tiq~~tas· tcn1Pp_~a1~,; ·_ P~-~.: ~~lñost~~~ ql:tC _rio .~istc .una 

arborescencia, con·raiz ·S, ~e rutáS m~ cortas; 

Tenemos que exiSte al meno&. un vértice z para el cUai"-d ( z) . ::= co:; Csío·nos llldica·. 

que no~s~e unarutaqueunáa s con z,esto es: 3 ·z e.,N -+~~.-Pu:· -~nt~D~~-,. 
no existe una. arborescencia para G, por lo.tanto, no existe una arborescencia_ .A*(·.,), 

de rutas más corlas con raíz s . 

Con lo cual queda demostrado que el algoñtmo es r.orrecto. 
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111 Marco Teórico 

En este capítulo iniciamos presentando formalmente el concepto de Tipo de Datos Abstracto 

(TDA), especificando e) TDA Cofa de Prioridades e introduciendo el Paradigma Orientado 

a Objetos. Después se p)anlea un Afarco Teórico, con los conceptos definidos, que nos 

permitirá desarrollar los objetivos de este trabajo. Finahnente1 se describen los principales 

7'DA para el Algoritmo de DJJKSTRA y se describe éste en términos de las operaciones de 

tales tipos de dalo". 

1 Tipos de Datos Abstractos 

El desempeño computacional de un algoritmo dependerá de la forma como se representen 

y manipulen los datos de entrada (ejemplares) y las estructuras auxiliares que permiten la 

realización del mismo. A la forma específica de representar datos iniciales, temporales, 

auxiliares y finales, le llamaremos Estructuras de Datos. En particular, el Algoritmo de 

DusKTRA basa su desempeño computacional en la forma. corno se reprcnLa, almacena y 

opera su Ejemplar, la Red y las Etiquetas Temporales. 

Las estructuras de datos, como nos indica J.J. Martin [15), sirven para implantar datos 

(objetos} complejos, los cuales se clasifican en tipos de acuerdo a la manera como serán 

usados. Así que, dependiendo del punto de vista, un dato puede ser caracterizado por su 

tipo (para su uso) o por su estructura (para su implantación). 

La Abstracción de Datos consiste en separar las estructuras de datos del algoritmo, 

Jo cual nos permite el estudio de cada estructura por separado y nos provee una !llanera de 

organi?.arlas y simplificarlas. De esta forma contamos, con una gran variedad de medios 

que no dependen de un algoritmo en particular para representar y estructurar datos, pero 

que poseen operaciones sobre tales estructuras. La unión de un conjunto de estructuras y 

las operaciones que las manipulan se ven englobadas en una Entidad Matemática [16). 

Desde una panorámica más abstracta, sabemos que el concepto de entidad matemática no 

obliga a una representación específica y posee una serie de axiomas y operaciones particulares 

(ejemplos: conjuntos, espacios vectoriales). 

Un Tipo de Datos Abstracto es, básicamente un conjunto de objeto~ y un conjunto 
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de operaciones que manipulan tales objetos (15]. De manera similar J.H. Kingslon (16], 

define, Tipo de Datos Abstracto (TDA) como una entidad matemática con operaciones 

propias definidas sobre la. entidad: < adt , operaciones > . De esta forma., los objetos 

manipulados por un algoritmo se conciben oomo objetos matemáticos a través del concepto 

de Tipo de Dalos Abstracto. 

La importancia. de este concepto ha sido reconocido muy rccicnlemcnte, aunque se ha 

usado desde el inicio de la computación. 

J.J.Marlin (15], nos dice que: 

Crear e implantar nuevos tipos de datos se ha. convertido en una fuerte herramienta 

para separar niveles clave en programas grandes. Para explotar esta- hcrr~icnta, se 

debe aprender a 

. reconocer los objefos candidatos a formar nuevos tipos de datos; 

· identificar las operaciones bá.11;icas }Jara tales objetos¡ 

• especificar con precisión las operaciones básicas¡ y 

• seleccionar una buena implantadón. 

La mejor opción de implantación de uu TDA es la Programacióu Orientada a Objetos 

(POO). La cual, ha venido a ser consecuencia de la evolución de los lenguajes de progra­

mación. B. Eckel (6], nos da una buena panorámica de la evolución de los lenguajes de 

programación: 

Usando el lenguaje ensamblador, el programador podía evitar la codificación de nú· 

meros y, en su lugar, pensar en palabras. Los lenguajes proceduralcs escondían la 

complejidad. de las operaciones sobre los datos. Los lc11guajcs orientados a objetos 

(LOO) esconden la complejidad del programa en sí mismos. 

Un LOO enfatiza.los tipos de datos y sus operaciones. En la POO, los datos no fluyen 

abiertamente alrededor del sistema, son protegidos de modificaciones accidentales. Los 

¿\fensajes1 en vez de los datos, son los que se mucn•n en el sistema. Ya. no se tiene un 

acceso proceduraJ, en los LOO se manda un mensaje a uu objeto. 

En la POO , los objetos y sus operaciones básicas se describen conjuntamente. A las 

operaciones se les denomina Mensajes o Caracteristicas4• A la definición conjunta 

de un objeto y sus cara.cteristicas se le llama Clase. Las caractcristicas van asociadas al 
4 En este trabajo las llamaremos Caraderisticas, pues usare moa la tecnología. 00 de Eiffel [24] 
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objeto. Por ejemplo, si un objeto e de la clase Números Complejos tiene, en particular dos 

características: la parle Real y la parle buaginaria la forma de invocar a la parle real es 

e.Rea/. 

Denominaremos por Tipos de Datos Concretos (TDC) a la definición concreta de cual­

quier T DA. Los LOO son la tecnología más avanzada para dar una especificación de los 

T.DC mediante definiciones de e/ases. 

1.1 Colas de Prioridades 

Una Cola de Prioridades es un TDA con muchísimas aplic.>cioncs. Su nombre proviene de 

una aplicación en sistemas operativos: el mantenimiento de una cola de procesos los cuales 

serán ejecutados según su prioridad; en realidad éstas son usadas diariamente en varias 

actividades cotidianas, tales como La sala de espera de un hospital, donde cada paciente 

será atendido según Ja gravedad de su caso. 

Recordemos que en el Algoritmo de D l.IKST RA, nos interesa recuperar la etiqueta temporal 

mínima, así pues requerimos manipular un conjunto mediante operaciones que faciliten cosas 

como, agregar un elemento, encontrar y borrar el mínimo elemento. 

Especificaciones 

Una Cola de Prioridades de tipo T con prioridades reales, es un TDA cuyos objetos 

son los conjuntos Q de objetos en T. Cada uno de Jos elementos en Q tiene asociado un 

número real, k , al cual se le denomina. llave del objeto. Las operaciones válidas sobre un 

conjunto Q E 2T son las siguientes: 

Inserta ( x :objeto, k :llave} .- Incluye un nuevo objeto x, con Uavek a la colección 

de objetos Q. 

EncuentraMin : objeto .- Encuentra y regresa el objeto cuya llave es mínima en la 

colección Q. 

BorraMin ( x :objeto) .- Borra un objeto z , cuya llave es mínima en la colección 

de objetos Q. 

Inicia •• Crea una nueva estructura de tipo Cola de Prioridades. 

Vacio .- Indica si la colección de objetos Q es o no vacía. 

Elimina ( z :objeto) .- Elimina un objeto :t de la colección de objetos. Q. 
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DecremcntaLlave( z :objeto, k :Llave) .- Toma al objeto z de Q y cambia cl 

valor de su llave a k , sólD si k es menor qué el valor de la lla\'C anterior. 

Formalmente, una cola de prioridades es una n-ada de objetos de tipo T y prioridades 

en los números reales, IR. Esto es: 2T x (T....::, IR), donde: 

A x D es el producto cartcsianó de A con D; 

2T es el conjunto potencia de T ; 

T-Ilt es el conjunto de funciones de .T en. Ill. 

Por ejemplo, la operación Inserta queda formalmente definida., de la siguiente ~ancra: 

lnserta:(2Tx(T-+R)]x(TxR)--> [2Tx(T-oR)) 

donde. 

Si Q E 2T, pr E T -Ill, :i: E T. y k E lll entonces, 

Si ( Q', pr') = lnserta((Q, pr}, ( z, k )), z E Q' y pr' ( z) = k. 

Un ejemplo <le axioma: 

Si la llave k del nuevo elemento insertado z es menor a todas la& que ya había en Q, 

entonces r es el nuevo elemento mínimo de la cola Q. Esto es: 

Si V y E Q, pr(y) 2: k =o- EncuentraMin( Inserta((Q,pr), k)) = :&. 

2 Descripción del Marco Teórico 

A mediados de la década. de los 70's, Wirth (·18) sugiere una relación entre los algoritmos, 

las estructuras de datos y los programas: 

Algoritmos + Estruduras de Datos = Programa.s. ... 'R. 

Para el presente trabajo, esta relación nos proporciona una. interesante forma. de ver las 

diferentes versiones o implantaciones de un algoritmo en un programa. 

Si fijamos un Algoritmo A y variamos la.s estruct.uras de datos, l<>ndremos, seguramente, 

diferentes programas, y en consecuencia. diferentes desempeños y tiempos de ejecución. 
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Si en la relación n fijamos el algoritmo de DIJKSTRA. tenemos que 

[ 

Algoritm~ ]. . [·.Estructura•.] . . . 
de ,,_, . + de = [ Programas ] 

Dij k&{r.(l . · · . Da toa . 

' ' 

Tomando en cuénta que, las c5tructuras:de dat~s'pucdcn·scr e1iglobadas en un TDA, 

po~emos considerar una: coneept~Ítlizac:Íón abstracta d~I aigoritm~, Ía cual rio d;,pende de 
.. ,, ·,.:··., 

ningún TDC, esto es:. ;'.:':· · 

[,Alg~:t"';"] :r [ ifi::iY] t [·.É ..•. :.~.•·.".~.'.·~.· ... ·.~. s.t·1.·~.-".· .. 1:c ... '.6.·.·.•··] .•. : ... 
Dijkst~d ·, . 'Abstr€<i¡;~ 'ii . . . . 

Utilizando. la PÓO; Jos ;¡J>~~:~e··~¡~;~bs;tj;¡~~.}c~n~~teri Rhórá en Objetos y 
Clases: . . ·- _-:.,~: .. _-,,-._.~ --·::i.á:~~".;-:' .~:-'. -~~·:~:;;''.~;..,__... -·.~ ~' .·~, - · 

[ A;iy:~:~J';:(o;z:•] =:[¡ti~:;.~~ª]. 
Ahora bien, la especificación concreta de los objetos y las Clases nos determinará un 

Sistema: 

[ 

Algoritmo ] [ Especificación Concreta ] 
de + de = [ Sistema ] 

Dijskta Objetos y Clases 

La siguiente tabJa, nos muestra los Desempeños Computacionales, conocidos en la liter· 

atura para el peor caso, para diferentes versiones del algoritmo DIJKSTRA [!, 2]. 

Tipos de Daros Concretos 
Conjunto de Deseffipeño 

RED ETIQUETAS Computacional 

l.ll<>HWJ a..Jgad;ut u¡n•¡ 
Listas Heap-llinario.s O(m ·log2n) 

de d-llcap O(m·log,n) 
Adyacencia Fibona.cci-lleaps O ( m + n · log2n ) 

Radix-Heaps O(m+n 

Matriz de Cualquiera de 
Incidencia las anteriores O(n·m) 

Matriz de Cualquiera de 
Adyacencia las anteriores O( 112) 
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Para el presente tra.bajo. describiremos una Concepiualización • .\bsrraclé1 de1 algoritmo 

de DUKSTRA, utilizando notación de POO, sobre la cual calrularemos el Oe>empcño 

Computacional para el peor de los casos. Después iremos especificando los T DA. Para 

cada implantación concreta refinanmos. de ser posible. el desempeño computacional. tanto 

para el peor de los casos como para el caso promedio, y finalmente. realizaremos el análisis 

de adaptabilidad. 

3 TDA's en el Algoritmo de Dijkstra 

.-\1 intentar implantar un algoritmo, debemos decidir la mejor reprt .. 'Scntaci611 de los datos y 

surge. entonces, el balance de factores no todo~ alcanzables simultaneamcnte. Analicemos 

un poco al algoritmo de D JJKSTRA. sus ejemplares y demás estructuras auxiliares. necesarias 

para llevar a cabo su ejecución. Un ejemplar para el problema de la RMC. es una red con 

costos en los arcos. En particular, el Algoritmo de O IJKSTRA, se efectúa eficientemente sobre 

una red con costos positivos. 

TOA para la RED G 

Representaremos a la red G como una Li:;;ta de Adyacencias, las operaciones básicas 

requeridas para identificar el Tipo de Datos Absl racto RED, son: 

CreaRed.- Genera un objeto de tipo RED. 

Accesa.Adyacentes (v: Vértice).- Regresa la lista de los vértices adyacentes a v. 

GuardaArco (a: Arco; e: Tipo-Costo ) .- Añade el arco a con costo e en la red. 
PrimerVertice.- Regresa el primer verticc de la red. 
Primer Arco.- Regresa. el primer arco en la red. 
VerticeFinal (a: Arco) .- Regresa el vcrtice final dcl arco a. 

ImprimeRed .- Muestra los datos contenidos en la red. 

TOA para las ETIQUETAS TEMPORALES 

Las etiquetas temporales resultan ser una estructura auxiliar de almacenamiento funda­

mental en el desarrollo del Algoritmo de DIJKSTR•, por ello la forma como se representen 

será crucial para el cálculo del desempeño mmputacional. Las etiquetas temporales tienen 

operaciones específicas que dan prioridad a las cliquetas con el mínimo valor. Entonces, 

podemos englobarlas en el T DA definido anteriormente como Colas de Prioridades. al cual 

denominaremos PQ. 
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TOA para la RUTA 

Durante la ejecución del algoritmo de D u~ sTRA, cada \'értice de la red pasa. de la situación 

de no·rfr:isado a ya·ret•isado: el valor de su etiqueta puede ir disnúnuyendo. En el cálculo 

de rutas mínimas el predecesor de un \"értice t!D la arborescencia puede cambiar. Por otra 

parte. querernos tener acceso directo a la etiqueta del vértice en la cola de prioridades, 

pues teniendo esta información se pu~dc ~reConstruir~ la R~fC de un \'értice a otro, o, bien, 

se puede ·reconstruir• la arbores.cen~i~·¿e· RMC.· Por esto, para cada vértice en la red G 

declaramos un Estado que ah~~cenc lal informaCión. las operaciones básicas para el TOA 

ESTADO son: 

Visit... Característica. que indica si el vértice ha sido o no visitado. 
Padre.• Característica. que indica cuál es el vértice predecesor en la Arborescencia. 
Dist... Característica que indica cuál es el valor de la RMC encontrada. 
CreaEstado.- Crea un objeto de tipo ESTADO. 

ActualizaVisit (vi: Lógico) •• Modifica la caracteristica. r:isit con d \'alar de vi. 

NvoPadre (N P: vértice).- Cambia el predecesor en la Arborescencia de RMC. 

Nw.D (NuaD: T.Coslo) .- Modifica la Distancia del vértice. 

MuestraEdo.- Despliega los valores de Visit, Padre y Di.si. 

~ignaStatus (vi.d: Lógico.pre: vértice, NvaD: T_Costo) ... Actualiza los valores 

de Visit, Padre y Dist. 

Ahora bien, a todos los Estados, uno por vértice, )os organizamos en una estructura. de 

tamaño n, que denominaremos RUTA. Finalmente, )as opr.raciooes básicas para el Tipo de 

Datos Abstracto RUTA son: 

CreaRuta .- Crea un objeto de tipo RUTA. 

Status (v: Vértice).- Muestra el estado actual del vértice 11, 

ModiflcaEdo (v: Vértice¡ t1isita: Lógico¡ pa: Vértice; dv: Tipo_Costo) ... 

Cambia los valores del estado para el vértice ven Ja RUTA. 
Distancia (v: Vértice ) .- Dado un vértice v indica cual es su distancia actual. 

CambiaDist ( v: Vértice; dv: Tipo.Costo) •• Modifica la distaocia del vértice dado. 

SuPadre (v: Vértice) ... Dado un vértice v1 indica cuál vértice es sn padre (vértice 

predecesor en la RMC). 

CambiaPadre (v1 NvoPa: Vértice).- Dado un vértice, modifica su predecesor. 

Fue Visitado (v: Vértice).- Indica si el \'értice ya ha sido revisado. 

CambiaVisitado (r: Vértice; NvoV: Lógico) .- Modifica la situación de visitado, 

por N t·ol •• para el \'értice dado v. 
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ActlvaEnQ (t.•: Vértice ) .- Dado un \"értice r. mantiene un apun1ador as~ etiqueta 

temporal en l& cola de pñoridades. 

DesActivaEnQ {t.·: Vértice) •• Desacti\'a e1 apuntador del \"értice r en.Q. 
ImprimeRuta .- ~luestra Jos datos almacenados en RUTA. 

lmprimeRMC .- ( ••· vi: Vértic• ) •• Despliega la R~IC entre loS \'Órtices s y t. 

Algoritmo de Dijkstra 

A continuación describiremos el algoritmo de DIJKSTRA aplicando ~as o~aciones de 

los TDA 's definidos aoteriormente y utilizando la notación de POO. LosparlÍmetros 

requeridos por el algoritmo son: G, red para la cual se buscará. la arborescencia de IUIC: 

s. nodo raíz de la arborescencia: n número de \0 értices en Ja red; P, estructura d0nde se 

almacenaran los estados para cada vértice. 

Dijkstra (G: Red, a: Vertice, n : Entero, P: Ruta) 

Variables 
Q: PQ; 
u: Verticc: 
.V vaD: Tipo.Costo¡ 

Inicio 
P.lniciaRuta; 
P.ModificaEdo(s, -1.0); 
Q.Create: 
Q.luserla( s. P.Distancia( s J); 
Mientraa -. Q.vacio 

o - Q.Dorra.Min; 
Para cada arco e Adyacente a. (T 

e - o .ObtenArco 
to - e. VerticeFinal 

{ Cola de Prioridades } 
{ \"ertice a N:l"Ísar} 
{ Nueva Distancia encontrada} 

{ Da \'alore.-. iniciales el \'CCtor de Estados ) 
{ Valor inicial para ~ } 
{ Crea Cola do Prioridades } 
{ Anide la etiqueta de • en Q } 

{ Borra de Q al elemento cuya. lh\\'e sea la ruinima. } 
{ Re\·isa Jos vcrticcs Adyacentes a v } 

NvaD - P.Dist.ancia( v) + 
Si ~ P. Visitado( w) 

e. Costo 

P.ModificaEdo( w, o, N ra D l: 
Q.Jnserta(w,NvaD); 

EnOtroC..so 
Si NvaD < P.Distancia{ w) 

P.ModificaEdo(w,v,NvaD); 
Q.DecrementaLlave( w, N oaD); 

Fin Si NraD < ... 
Fin Si -. P.Visitado ... 
e .SiguicnteArco 

Fin Para cada arco e ·­
Fin Mientras -, Q.\-acio 

Fin Dijkstra 

{ Si nD h~ sido visitado } 
{ modifico¡ los datos de w en P e } 
{ inserta ir en Q } 
{ Si ya fue ,·isitado y } 
{ la dista::cia encontrada es menor } 
{ modifica los datos de w en P y } 
{ decrementa la llave de w en Q } 
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IV Algoritmo DijkstraSort 

1 Reducciones 

Sean P y P' dos problemas. Supongase que un ejemplar arbitrario E de P puede ser 

solucionado com·ierticndo E en un ejemplar E' de P', resolviendo para E' y reduciendo 

la solución S' en la solución S para E. La Figura 2 ilustra gráficamente este proceso. 

Algoritmo 
A para P 

~ 

E' 

l 
Algoritmo 

A' para p• 

s~-s· 

Figura 2: Reducción de P en P' 

Definición 

Si existen algoritmos para conviertir E en E' y S' en S, se dice entonces que 

existe una reducción de P en P' y se denota por P oc P' [16]. 

Generalmente, se realiza una reducción de P en P' cuando P es muy dificil de resolver 

de manera directa y P' es más fácil. Por ello, en cómputo, al proceso que efectúa 

una reducción se les denomina Algoritmo de Reducción o Simplificación y puede ser 

expresado esquemáticamente como: 

Algoritmo de Simplificaci6n ( E: ejemplar ) 

Inicio 
E' Convertir! (E) 
S' A'(E') 
S CouvertirS ( S') 
Regresa (S) 

Fin 

Ejemplo: Sean los problemas: 

{Convertir Ejemplar } 
{ Resolver para P' } 
{ Transformar ll.esultados } 
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(a., ... ,a.J--~(01, ... ,a,,} 

. Ordenar 
Secuencia 

Figura 3: Reducción [Encontrar Media) oc [Ordenar Secuencia] 

P: encontrar la media en un conjunto de n números 

P' : ordenar un~ lista de n n úmcros 

El problema P es equivalente a buscar el fjl -ésimo elemento más pequeño del conjunto 

de datos. Si el conjunto está ordenado resulta muy fácil encontrar tal elemento, entonces 

podemos reducir P ex: P' . Ja Fig1Jra 3 muestra gráficamente la reducción. 

Los dos algoritmos de coD\crsión son triviales. ya que E= E' y S sólo extrae el f~l -
ésimo elemento de la secuencia ordenada S' . A continuación describimos el algoritmo de 

simplificación: 

Algoritmo de Simplific.aMedia (E: ejemplar) 

Inicio 

Fin 

E' -E 

S' - Ordenar ( E' ) 

s - s• <rm 
Regresa (S) 

{ Con\·ertir Entrada ) 

{ Rcsoh•er para P' } 

{ f~] -ésimo elemento de la secuencia ) 

Necesitamos alguna forma de garantizar el d~scmpeño computacional del algoritmo de 

simplificación para P, considerado que ya sabemos cual es el tiempo requerido para efect.uar 

cada conversión y para resolver P', Esta 'garantía', nos la da Kingston (16] en el Trorcma 1 

(TLB), el cual se ilustra en la Figura 4. 
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W(n) 

¡. (n) 

Algorilmo g (n) 
A plllaP 

E' 

l 
g'(n) ~!~~~~ W'(n) 

s~-S' 
/2(11) 

Figura 4: Teorema (Transformation Lower Bound) 

Teorema 1 (Transformation Lower Bound - TLB) . 

Su¡xmga que P ex P' y que los desempeños, en el peor de los casos, para los 

algoritmos que convierten E en E' y S en S' son / 1 ( n ) y / 2 ( n ) 

rrspectiramcnlc, donde n ts rl tama1io de E. Entonces 

a) Por cada algoritmo con fÍC$ernpeño computacional IV' ( n ) que solucione 

P' czistt?. un algoritmo pam P con desempeño: 

W(n) = /1(n) + W'(n) + /,(n) 

b) Si g ( n) es una cota mínima (lowcr bound) sobre la complejidad Je P, en 

el peor de los casos, entonces una cota mínima sobre la complejidad de P' 
resulta ser: 

g' (n) = g(n) - (/i(n) + f,(n)) 

Nótese que el algoritmo para P, que se menciona en el Toorema 1 (TLB ), es el Algoritmo de 

Simplificación descrito antcriormcnle, ver Figura 5. Así que, el algoritmo de simplificación, 

para el peor de los casos, requiere un número de operaciones del orden de: 

W(n) / 1 (n) + W'(n) + / 2 (n) + 9(1) 
/ 1 (n) + W' (n) + /2 (n) 

que es lo que indica el Teorema 1 (TLB) en el inciso (a). 
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Al¡oñtmo de Simplilicaci6n 

Inicio 

Fin 

E' - Con\'ertirE (E) 

S' -A'(E') 

S - Con>"CrtirS ( S' ) 

Regresa (S) 

DesefTlpeño Computaciona1 

Id nJ 
W'(n) 

/,( n) 

0( 1) 

Figura 5: Algoritmo Sirnplificacion General 

El segundo aspecto relevante de las reducciones, nos la da el inciso (b). Este aspr.cto 

sive para obtener colas inferiores en cuanto a los algoritmos que rl.'suclvcn un problema. 

'9tás específicamente, el inciso (b) nos permite decir que no es posible ha11ar algoritmos más 

rápidos a una cota previamente establecida. 

En particular, si sabemos que no existen algoritmos más rápidos que una cota 9 ( n} para 

P' que g' (n) = g (n) - (/¡(n) + /, (n)) ya que si existiese un algoritmo más rápido 

para P' , entonces el algoritmo de tran!'formación. sería un algoritmo para P más rápido 

que g ( n ) , lo cual es una contradicción. 

Usaremos ('Sta transformación para obtener cotas inferiores que nos indiquen que tan 

eficiente puede ser el desempeño computacional de los algoritmos para R.MC. 

2 Reducción del Problema de Ordenamiento al Problema de 
RMC 

Sea G una gráfica dirigida con pesos en los arcos (red) y con un vértice distinguido v0 

(nodo fuente). Considercse el siguiente proble~a 

P' Determinar para G el árbol de rutas más cortas enraizado en v0 , y encontrar 

una secuecia de todQS los vértices de G ordenados según sus dista.ocias a partir 

de V0 • 

Al parecer, P' puede dividirse en dos subproblemas: 

P' 1 Detcrnúnar la arborescencia de rutas más cortas enraizada en v0 • 

P' 2 Ordenar los ,·érticcs de acuerdo a sus dista.ncia.'i. 
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En realidad el subproblema P2 es resucito por el Algoritmo de DtJKSTRA, pues éste va 

elinünando los \'értices para los cuales la distancia desde v0 resulta ser la mínima¡ es decir, 

va sacando de la cola de prioridades las distancia de los vértices en orden no-decreciente. 

Sólo se requiere hacer pequeños cambios al Algoritmo de DUKSTkA, para obtener un 

algorilmo que resuelva P': 

+ almacenar en una cola.. LP, los nodos que se extraen de la cola de prioridades, Q¡ 

+ regresar la cola LP una vez que Q sea vacío. 

De esta forma tenemos un algoritmo que resucke P'. Estas modificaciones no alteran el 

desempeño computacional del algoritmo, ya que insertar un elemento en LP requiere tiempo 

costante. Mostrar todos los elementos de LP tarda O ( n ) . Llamemos a este algoritmo 

modificado: DJJKSTRA M. A continuación mostraremos que el algoritmo DuKsTRA M es 

óptimo en el modelo de comparaciones. 

Sea P ( Problema de Ordenamiento) Ordenar los elementos de una secuencia de datos. 

Denominemos por SORT a cualquier algoritmo de onlcnamieuto que resuelva P. 

Sea l = {di.d2 , ••• J..¡} un ejemplar para P. Un ejemplar pa.ra P' debe ser una red: 

G ::< digráfica con pesos en los arcos. 

Pa.ra transformar l en G se define 
v0 : vértice distinguido. (Nodo fuente); 

(v0 ,••,d.J son los arcoo de G y tienen costo; "•• ll I: E (1 .• nd] 

Resulta claro que este proceso requiere tiempo a ( n ) • en el modelo de comparaciones. 

Entonces, si l = { d1, d,. ... d.,,), la red es: G = (V, A, 6) donde; 

V es el conjunto de verlices y 1 V 1 = nd + 1 = n 

A es el conjunto de ari&las y 1 A 1 = nd 

6 es la. función de eo&to, 6: V - m. + 

La Figura 6 muestra la red G obtenida de. esta transformación. A este tipo de gráficas se 

les denomina estrellas, denotaremos por En a. una gráfica estrella con n arcos y n+ 1 vértices. 

La Figura 7 muestra la reducción del problema de ordenamiento. 

Finalmente, sea el algoritmo DuKSTRASORT el algoritmo de simplificación para P que 

usa DIJKSTRA M: 
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Figura 6: Red G: Gráfica Estrella En 

E= { •1, ... ,a.} _______ _ 

Ordenamiento 
(Son) 

Q 

·~· .·•.· ....... · .. E'.=."º ' 
ª" . . ; 
. - "" 

S'.= 

Figura 7: Reducción SoRT oc OIJKS.TRAM 



Algoritmo Dui.:sT1tASORT ( l: SccuenciaDatos, n: intcgcr) 

Inicio 

Fin 

G - ConvertirE ( t, n ) 

S' - DIJKSTRAM(G, V0 , n) 

S - Con,'CrtirS ( S' ) 

Regresa (S) 

{ Transformar de t a. G } 

{ Resolver para P' } 

{ Convertir Solución } 

K. Mehlhorn [23] de.muefitra que, tanto para el caso promedio como para el peor de los 

casos, n ( nlogn) es una cota mínima para el problema de OltDENAMIENTO. Aplicando 

el Teorema 1 (TLB), inciso (b}: 

g'(n} = fl(n·logn) - (0(n) + 9(n)) = fl(n·logn). 

Entonces n ( n · logn) representa una cota mínima para el D IJKSTRA M. Por lo tanto 

el algoritmo DuKsTRAM es óptimo en el modelo de comparaciones, tanto para el caso 

promedio como para el peor de los casos. 

El objetivo de esta tesis es mostrar que con esto no se? ha dicho todo y que se pueden 

realizar estudios y análisis de adaptabilidad que dan más información sobre cómo implantar 

el algoritmo de D IJKSTRA. Es decir1 pueden existir ejempla.res para los cuales el algoritmo 

de 01JKS1'RA realice menos de fl ( n • logn) operaciones elementales, 

3 Análisis General del Algoritmo 

En esta sección desglosaremos el algoritmo DusKTRAM 1 suponiendo que Ges una gráfica 

estrella de tamaño n, en. Enfocaremos nuestro análisis en el DIJSKTRA M ya que éste 

representa. la parte fundamenta.) del algoritmo DusKTRASonT y las conversiones tienen 

costo 0 ( n ) , el cual existe en todo ejemplar de ordenamiento. La Figura 8 ilustra 

detalladamente la forma como se van aplicando las operaciones. 

3.1 Tiempos de Ejecución 

Definiciones. 

~ Sea t ( rutina, q) el ticm¡>o que tarda en efectuarse, en el peor de los casos, la 

operación rutina sobre una Estructura de tamaño q. 
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DijkstraM (G: Red, s: vértice, n : entero, P: Ruta) 

Inicio 
Da Valores Iniciales al Vector de Estados 
Asigna valores para .s 
Crea Lista de Etiquetas Permanentes 
Genera la Cola de Prioridades 

{ Padre= Nil, Distancia= O, Visitado =True} 

. -
{ • Recorre la Cola de Prioridades } 

Inserta a ·" en Q 
Mientras .., Q. vacio 
1 ci lteracion 

t• - Q. BorraMin: { Se apllca con #Q ,;; l '*. Q = ~ } 
LP. add( v ) { Se aplica _con #LP = O } 
• Revisa los verticcs Adyacentes a v : v = s = v0 tiene nd vecinos 
Desde v1: - V¡ hasta Vk = Vnd 

e -[v,,v;] 
w - e. VerticeFinal = Vk 

N vaD <-- P. Distancia( v ) + e. Costo 
Se tiene que ..., visitado{to) 

P. ModificaEdo( w, t', N vaD); 
Q. lnserta(w,NvaD); 

Pasa..Siguiente_vecino 
{ Al salir #Q = nd } 

2 ª Iteracion 
v - Q. DorraMin; 
LP.add( v) 
{ • No hay vecinos } 

k-esima Iteracion { k > 1 } 
v - Q.BorraMin¡ 
LP.add( v) 

{ • No hay vecinos } 

n-esima lteracion { n = nd + 1 } 
v - Q. BorraMin¡ 
LP.add( v) 
{ • No hay vecinos } 

Fin Mientras ..., Q. vacio 
Fin DijkstraM 

{Se. aplica con #Q = k- l.} 

{ Se aplica con #Q ;;, nd } 
{ Se aplica con #LP = l. } 

' ' ·.· .. \~:·;: .--~::.:_-. . _:·. 

{ Se~plieac?n'#Qiin .,.:k }. 
{Se aplica con#.~~.;. k.,.: 1 } 

{Se aplica con-#Q'~ i' } .. 
{Se aplica con #LP = nd } · 

Figura 8: Ejecución general del OtJKSTDAM 
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T DA 1 Operaciones 1 Tiempo de Ejecución 
Cola de Prioridades Q 

1 Genera Q 1 0( 1) 
lnserla t ( Q.lnser·ta, q) 
BorraMin t ( Q.BorroMin, q) 

/1uta P (Vector de Estados) 
1 Dar Valores Iniciales a. P 1 0 ( n ) 

Demás operaciones 
(Crea, ModificaEdo, Visitado .•• ) 0 ( 1) 

Lista de! Etiquetas Permanentes LP 
1 Crear LP 

Insertar (add) 
1 0( 1) 

0( 1) 

Tabla 1: Desempeño Computacional del Algoritmo DJJSKTRAM 

t> Denotemos por Te ( n) al desempeño computacional del algoritmo DIJKSTRAM 

aplicado a una gráfica estrella de tamaño n, En • 

t> Sea T, ( n) el desempeño computacional del algoritmo 01Jt<S1'1tASORT aplicado 

a. una secuencia f de u dalos. 

De acuerdo con la notación anterior, describiremos el tiempo que requiere el algoritmo 

DIJKSTRA M, para efectuarse. Deseamos obtener un resultado general que nos de infor­

mación sobre la implantación abstracta del algoritmo OJJSKTRA M. Trataremos de llegar a 

una fórmula. general que no dependa de una implantación concreta sino, reiteramos, de la 

implantación abastracta. donde estamos manejando los diferentes TDA 15. Posteriormente, 

obtendremos la fórmula particular para cada implantación concreta. 

La Tabla! nos muestra los tiempos de ejecución, para el peor de los casos, de las opcracio-­

nes utilizadas por los 1'VA's del algoritmo 01JsK1'RA M. La Figura 9 muestra los tiempos 

efectuados al aplicar esta notación. 

Sumando los tiempos anteriores, tenemos que: 

Te(n) = 0(n) +3· 0(1) + t(Q.Jnserta,O) { iniciación } 

+ t(Q.BorraMin,l) + t(LP.Inserta,O) { iteracióa 1 } 
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DijkstraM (G:Red, 11: vertice, n ; entero, P: Ruta) 

Inicio 
Da \'alorcs iniciales el vector de Estados 
P. ~lodificaEdo( s ) 

Genera. la Lista de Etiquetas Permanentes 
Crea. la. Cola de Prioridades 
Q. Inserta( s ) 
Mientras ..., Q. vacio { Recorre la. Cola de Prioridades } 
{ l' ltcracion } 

v - Q. Borra.Mio; 
LP.add( v) 
{ • Revisa. los verticcs Adyacentes a v 
'' = s = v0 tiene nd vecinos 
[l.] e -(v,,VJ) 

w -- c. VerticcFinal = v1 

N vaD - P. Distancia( v ) + e. Costo 
Se tiene que .., P. visitado{ w ) 

P. ModificaEdo( w, v, N vaD ); 
Q. lnserta(ui,NvaD)¡ 

Pasa.Siguiente_vecino 
(2.] e - (v.,v,) 

w -- c. VerticeFinnl = "2 
N vaD - P. Distancia( v ) + c. Costo 
Se tiene que .., visitado( w ) 

P. ModificaEdo( w, v, N uaD); 
Q. ln,.rta(w,NvaD); 

Pasa...Siguiente_vccino 

(nd]e <--(v.,vru1) 
w - e. VcrticeFinal = vru1 
N vaD <-- P. Distancia( v ) + e. Costo 
Se tiene que -. visitado( w) 

P. ModificaEdo( w, v, N vaD); 
Q. lnscrta(w,NvaD); 

{ 2' ltcracion } 
u - Q.BorraMin¡ 
LP.add( v) 
{ • No hay vecinos } 

{ n- csima ltcracion { n = nd + 1 } 
v - Q. DorraMin; 
LP.add( v) 
{ • No hay vecinos } 

Fin Mientras ..., Q.vacio 
Fin DijkstraM 

0( n) 
0(1) 
0(1) 
0(1) 
1 ( Q.Inserla,O) 

t ( Q.BorraMin, l ). 
t ( LP.add, O) 

0( 1) 
l(Q.Inaerta,0) 

0(1) 
t ( Q.Inserta, l) . 

0(1) 
t (Q.Inscrla, nd - 1) 

t.( Q.BorraMin, iid) 
t ( LP.add, 1 )· 
0(1) 

1 ( Q.BorraMin, l) 
t ( LP.add,n-1) 
0(1) 

Figura 9: Itcrnción general del D IJSKTRA M con tiempos de ejecución 
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nd 

+ E t ( Ar.tuali=aE•tado. n) + 
i=l 

nd nd 

111/-1 

E t ( Q.ln•erta, i ) 
;=0 

{ visita ady ) 

+ Et ( Q.Borral\fin,i) + Et ( LP.Inaerta,i). { nd iteraciones ) 
i=l i=l 

Pero, bajo el modelo computacional·dc comparadones, tenemos que: 

Insertar en una estructura de tamaño O o 1 toma tiempo constante. 

Borrar en una estructura de tamaño 1 toma tiempo constante. 

n=nd+l _. nd=n-1 _. O(n) = O(nd). 

"" Et( LP.Jnserta,i) = 0 ( n). 
i=l 

Entonces, 
nd-1 nd 

Te ( n) 0 ( n) + E t ( Q.Inserla,i) + E! ( Q.BorraMin,i). 
i=l i=I 

Hemos probado el siguiente resultado: 

Teorema 1 El algoritmo DJJKSTllA M aplicado a una gráfica estrella E:,. 

tiene, en el peor de los ca.sos, dEJJempeño computacional de, 

nd-1 nd 

Te (n) = 0(n) + E 1 (Q.Inserta, i) + E! ( Q.BorraMin, i). 
i=l i=I 

Analicemos ahora el algoritmo DJJKSTRASORT: 

Algoritmo DuKSTRASoRT ( l: SecuenciaDatos, n: intcger) 

Inicio 
G' - Convertir! ( l, n) 
S' - DijkatraM(G, v0 , n) 
S - ConvertirS ( S' ) 
Rcgreaa(S) 

Fin 

9(n) 
7i: ( n) 
9(n) 
9( 1) 

Entonces el desempeño computacional del algoritmo DuKSTllASORT es: 

Tt(nd) = 0(n) + Tc(n) + 0(n) + 0(1) = 0(n) .+ 'Te(n) 
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sustituyendo el valor de 'Te ( n ) 

T,(nd) 
( 

~-1 d ) 
9 ( n ) + e ( n ) + ~ t ( Q.Inserta, i) + ~ t ( Q.Borrallfin, i) 

nd-1 nd 

e ( n) + L t ( Q.Inserta, i) + L t( Q.BorraMin, i) Te(n) 
j;:::¡ i=l 

De donde obtenemos el siguiente resollado: 

Teorema 2 El algoritmo DIJKS1'RASOR1' 1 aplicado u una secuencia den datos, 

tiene desempeño computacional en el peor de los casos de: 

nd-1 nd 

7i ( n) e ( n) + L t ( Q.lnserla, i) + :L t ( Q.BorraMin, i) 
i=l i=l 

Finalmente, observamos que: 

Corolario 3 Los algoritmos DusKTllASOllT y DtJKSTRAM, en rules estrella, 

tienen el mismo desempeño computacional rn el peor de los casos. 
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V Adaptabilidad en el Problema de la Ruta Más 
Corta 

1 Análisis e Ilustración Experimental 

P_ara cada una de las implantadoncs concretas, del mismo TDA Cola de Prioridades, analiza­

remos el comportamiento <le los algoritmos DIJKSTRA M y DIJKSTRASonT, descritos en el 

capitulo anterior. En el análisis de algoritmos, trabajaremos con la. implantación abstracta 

descrita anteriormente, Ja especificación de los: TOA para las etiquetas temporales se hará en 

diforentes estructuras de datos: Listas Ligadas, Lista.• Doblemente Ligadas con apuntador, 

Colas Binomiales y Fibonacci-lleaps. 

Con el objetivo de ilustrar nuestros teoremns obtenidos mediante cJ análisis matemático 

de algoritmos, implantaremos la reducción del problema de ORDENAMIENTO utilizando el 

algoritmo DJJKSTRAM, denominada OJJKSTRASORT y analizaremos el comportamiento de 

los programas. 

Efect uaremCJs un análisis sobre los lleaps Binomiales y Colas Binomiales, pero no la 

implantación. Todas las demás fueron programadas como implantaciones concretas del 

mismo TOA Cola de Prioridades. 

Realizaremos experimentos en los cuales ejemplares de secuencias l para DuKsTRASORT 

y gráficas E. para DuKSTRA M. 

En particular, para ilustrar el comportamiento adaptivo (o su inexistencia) realizaremos 

el a.ná.lisis de algoritmos o corridas empíricas en cuatro tipos de secuencias l: 

l. Secuencias t donde los elementos están totalmente ordenados. 
11. Secuencias t donde los elementos están ordenados desccndenlt!mentc. 

111. Secuencias l con distintos niveles de desorden. 
IV. Secuencias donde t es una lista obtenida. aleatoriamente bajo una 

distribución unifanne. 

En lo que sigue, l es una secuencia de elementos pertenecientes a. un orden total, 1 t 1 
denota el número de elementos en e y si 1 l I = nd, entonces 1 V ( (el número total de 

vértices en la red) es (nd + 1) y por sencillez denotaremos 1V1 = n. 
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En cada sección compararemos los resultadoo: obtenidos en tos análisis teóricos con varias 

ejecuciones de las implantaciones concretas programadas en el Lenguaje Orientado a Objetos 

E1rr&L [24, 25, :?6. 28, 2i] y ejecutadas sobre una red de estaciones de trabajo Su N SPARC 

STATIOS (40. 39. ~l. 38). 

Cabe mencionar que la descripción detallada de los tipos de datos concretos manipulados 

en este capitulo se encuentra en l'l Apcndicc B. 

2 Monitoreo 

Para medir el consumo de recursos de cómputo (en particular. el tiempo de ejecución) de 

nuestros programas, realizamos un monitorco para revisar el comportamiento del algoritmo 

DllKSTRA.SOttT y contar el número de operaciones elementales que se efectúan en el pro­

grama tanto en Q1 la cola de prioridades; como en LP, la cola de vértices y G, la red. 

Definimos los siguientes contadores de operaciones elementales: 

Contada< 
Koe_FQ 
Koe..LP 
Koe_G 
KOE 

para 
la Colil. de Prioridades. Q; 
la cola de verticcs, LP¡ 
la Red, G; 
el algoritmo, KOE = Koe.PQ + Koe_LP + Koe..G 

Para ilustrar el comportamiento de la ejecución del algoritmo, en distintos ejemplares con 

diferentes niveles de dificultad desde el punto de vista de ordenamiento, elegimos una familia 

de secuencia de datos, la cual denominamos secuencia de datos organizada en forma. zig-zag 

que se define. de la siguiente manera: 

Definición 

Sea f = { x1,x21 ••• ,x"} unasccucnciaordenadade n datos. 

La secuencia de datos organizada en zig-zag para f es: 

Ejemplo l 

Sea t = { \, 2, 3. 4, 5, 6, 7, 8, 9 }, entonces la secuencia de datoo organizada 

en zig-1.ag para e es: e• = 15,4, 6, 3, i, 2, 8, 1, 9} 
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Ahora bien, ¿por qué 110 pensar <'ll hacer un :ig - :ag más global?; <:Sto""• en lugar de 

ir interc.alando un elcmento1 ¿por qué no intercalamos un bloque de elementos, ordenados, 

de tamai10 d? Esto nos lleva. a. la siguiente definición. 

Definición. 

Sea f = { b1,b,,. . .,b.,B,{J1,{J,, •• .,{J.} una secuencia.de bloques ordenados 

donde el ta.maño de cada. bloque b,, {J¡ es d y el tamaño del bloque B es, 

IBI = (n mod d), .ron n = ¡e¡ . Diremos que e, está organizada en la 

forma zig-zag-d si: l' = { B, b•• p., .. ., b,, {J,, bi. {J.,} 

Otra forma de definir este tipo de secuencias zig-zag-d es: 

Definición. 

Sea l = { x 1,r2 1 ••• 1 xn} unasecucnciadedatosordcnadosdctamaño n. 

La. secuencia de datos organizada en forma zig-zag-d para t. es: 

f' = { .. •1Xcf+h•••1Z2d+hXn-2d+l1• • • 1Xn-rltXi,Z21• •• ,Zd,Xn-d+h • • • .Zn-t1Xn} 

Ejemplo 2 

Sea. e = { l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 } y d = 2 entonces la Sl"Cuencia de datos 

organizada en zig-zag-2 para l es: l' = { 5, 6, 3, 4, 7, 8, l, 2, 9, 10} 

Ejemplo 3 

Sea t { :r E N /1 $ :r $ 20 } y d = 3 entonces la secuencia. de datos 

organizada en zig-zag-3 para e es: 

l' = { 10, 11, 7, 8, 9, 12, 13, 14, 4, 5, 6, 15, 16, 17, 1, 2, 3, 18, 19, 20 }. 

La Figura 10 muestra. gráficamente la. distribución de los datos. 

Ejemplo 4 

Sea. e = { :r E N /1 $ :r $ 20 } y d = l entonces la secuencia de datos 

organizada en zig-zag-1 para t es: 

l' = { 10, ll, 9, 12, 8, 13, 7, 14, 6, 15, 5, 16, 4, 17, 3, 18, 2, 19, 1, 20 }. 

La Figura. 11 muestra. la distribución de los datos. 
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Esta familia de secuencias tiene caracteristicas muy especiales: 

1) Si d = l tenemos una. secuencia organizada en forma zig - zag. 

2) Cuando d = 1 la secuencia l' está muy desordenada, de hecho, resulta ser uno 

de los peores casos para los tipos de datos concretos que hemos implantado en 

EIFFEL (24, 25, 26, 28, 27]. 

3) Cuando d = n la secuencia l' queda ordenada, est.o es: l = l' 

Así que, tenemos una familia de ejempla.res [ácil de construir con \a que podemos revisar 

el desempeño computacional de nuestros programas para el algoritmo DtJKSTRASORT y 

diferentes niveles de desorden en la secuencia de datos de entrada. 

3 Listas Simplemente Ligadas 

En esta sección desarrollaremos el análisis para. DUKSTRA.SoaT y DIJKSTRA M, utilizando, 

para las etiquetas temporales, la versión más simple de Colas de Prioridades con Listas 

Ligadas. A esta implantación concreta la denominamos, en el Apcndice B, clase pqJs/. 

Iniciamos dando una. breve explicación de las operaciones en una cola con i elementos. 

Descripción de las operaciones en una lista. con i elentcntos, para. \a clase pqJsl. 

Minll .- Apuntador al elemento con llave mínima.. 

· Inserta .- Añade un nuevo elemento al final de la Lista., si el nuevo elemento es 

menor que el mínimo, modifica MinH. Requiere tiempo 0 { l). 

EncuentraMin. Pregunta por el apuntador M inH , requiere tiempo 0 ( 1) . 

DorraMin .- Almacena en una varia.ble temporal al elemento mínimo, lo elimina de 

la lista, después busca en toda la cola al nuevo elemento con m{nima. etiqueta y 

regresa el elemento que Cuera el mínimo. Requiere tfompo: O ( i } . 

DecrementaJ,Lavc .- Recorre toda. la lista hasta. encontrar el vértice a. cambiar, 

le decrementa la llave y verifica si el elemento mínimo se modifica. Requiere 

tiempo: O ( i). 

Elimina ... Borra un elemento de la cola, supone conocida la. posición de tal elemento. 
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3.1 Tiempos de Ejecución 

Aplicando el Teorema l y evaluando el tiempo que gastan las operaciones, tenemos: 

n4-1 •• 
Te(n) 0(n) + E T(Q.Inscrta,i) + 'ET(Q.BorraMin,i) 

i=t i=l 

=? 'T,;(n) 0(n) + O(nd-1) +O (~ i) 
= 'T,;(n) 0(n) + 0(nd) + O ( nd(n;+t) ) 

=?Te(n) 0(n) + 0(nd) + O(nd') 

=?'T,;(n) 0(n) + 0(n) + O(n') O(n2 ). 

Entonces, obtenemos los siguientes resultados. 

Teorema 4 El algoritmo DuKsTRAM implantando con la clase pqJsl y apli-

cado a una gráfica estnlla En, requieTf. tiempo O ( n1 ) en e~ ¡icor de los casos. 

Corolario 5 El algoritmo DuKSTRASoaT implantando con la clase pqJsl y 

aplicado a una secuencia de datos l., requiere tiempo O ( n2 ). en el peor de los 
casos. 

3.2 Análisis de Adaptabilidad 

Observamos que: 

1) El desempeño computacional del Dlll<STILAM, utilizando csLc TDC, depende 

únicamente de t ( Q .Borra Al in, i) 

2) Al almacenar l en la. cola Q los dalos quedan organizados de la. misma. manera. en 

que se encontraban en t. 
Ejemplo: Si t = { di, d,, ... , d. } entonces, 

Q: 

~[333-···~ 

Caso l. Si f: está ordenada en forma ascendente => Q está ordenada. 
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Cuando la operación BorraMin ge ejecuta, el nuevo clcJDeoto mínimo queda en la 

primera pmición de la cola., pero el algoritmo lo busca. en todo Q. Entonces, si la 

lista tiene i datos, la opcraci6n BorraMin es n ( i). Por otra parte, &abemos que 

Q tiene al menos nd elementos ( nd = O ( n ) ) además esta operación se ejecuta. n 

veces, y como i va de 1 a nd, finalmente tenemos que el tiempo de ejecución de este 

algoritmo es 0 ( n2 ) • 

Es claro que el algoritmo DIJKSTRASORT no es adoptivo pues en este caso, por ejemplo, 

no aprovecha que la lista ya está ordenada. 

Caso II. Si l está. ordenada en forma descendente ~ Q también está ordenada. 

Una vez que la operación BorraMin se efectúa, el nuevo mínimo queda en la tíltima 

posición de la lista, posición i . El algoritmo lo busca desde el inicio de Q. De 

manera similar al caso anterior, se tiene que el desempeño computacional del algoritmo 

es 0(n2). 

Caso 111. Si l ha sido obtenida aletoriamente bajo una distribución uniforme. 

El comportamiento esperado del algoritmo es: 

[ 

nd-1 •• ] 
E[T,(n)] =E 0(n) + tr T(Q.lnscrla,i)+t,;rT(Q.BorraMí11,i) 

Sabemos que: E[E(-)] = E(E[·]), por lo que 

E[T,(n)] = E[0 ( n)]+E [~' T(Q.lnscrla,i)] +E [t.T(Q.BorraMin,i)] 

nd-t nd 

= E[0(n)]+ E E[T(Q.lnscrta,i)]+ L;E[T(Q.BorraMin,i)] 
i=t i=t 

"d-1 nd 

=E[0(n)]+ E E[0(l)J+'EE[0(i)] 
i=l i=t 

~ E[T, ( n)] = 0( n) + 0(n) + 0(n2) 0( n'). 

Por tanto, el desempeño computacional del algoritmo en el caso promedio es 0 ( n2 ) 

operaciones elementales. 
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Operaciones 
Número Nombre Costo 

ntl I.uerta 0(1) 
ntl BorraMin 0(#Q) 
ntl Vacio? 0(1) 

1 Principio 0(1) 
1 Crea_PQ 0(1) 

Tabla 2: Número de Operaciones para Q usando pqJs/. 

Podemos concluir los siguientes resultados: 

Teorema6 El algoritmo DIJKSTRAM aplicado a una gráfica estrella E,. e 

implantado con la clase pqJsl, requiere l.iempo e ( n2 ). 

Corolario 7 El algoritmo D1JKSTRAS01tT implantado con la clase pqJs/ y 

aplicado a una secuencia t de n elementos, requiere licmpo e { n2 
) • 

Afirmación 8 El algoritmo Dur<sTRA5oR1' implantado con la clase pqJsl no 

es adaptivo. 

3.3 Resultados Empíricos 

Antes de pasar a los resultados obtenidos al ejecutar una implatación concreta del algoritmo 

DJJKSTRASonT, implantado con la clase pqJs/, oLser\·emos que podemos refinar los resul­

tados antcriores en términos del análisis del ntimcro de operaciones elementales, no sólo en 

el modelo teórico de comparaciones. Revisaremos, nuevamente, el comportamiento gcneraJ 

del algoritmo DuKSTRAM, aplicado a una gráfica estrella & •• 

Para Q, la cola de prioridades, el algoritmo re<111icr~ un nt1mero clr o¡wraciones como se 

indica en la Tabla 2, donde #Q representa el nlimero de elementos en Q. 

La operación Inserta, Figura 12, realiza dos operaciones elementales y si la llave dd 

nuevo elemento es menor que la del mínimo, se actualiza el MinH, lo cual requiere otra. 

operación elemental. En el mejor de los casos, el rninimo no se actuali1.a, colon~ Inserta 

requiere dos operaciones elementales. En el peor de- los casos, el mínimo se modifica en cada 

inserción, entonces Inserta requiere de tres operaciones c1ementalcs. 



lnserta(x: dato) 
lnicioProceso 

Add(x); 
Si Llave(x) < EocuenlraMin 
Entonces CambiaMin; 
Fin-Si 

Fin Proceso 

{ agrega dato en la ultima posicion } 

{ Actualizam06 el minimo } 

Figura 12: Proceso Inserta. 

BorraMin: Vcrtice 
variables 

VerticcMin : Vcrtice¡ 
InicioProceso 

VerticeMin := VerticcMinimo; 
Elimina; 
Bur;caNvoMin¡ 
Result := VerticcMin¡ 

· FinProccso 

{ lo guardamos para no perderlo } 
{ Quita el nodo que contiene al minimo de H } 
{ Actualizamos el minimo } 
{ y regresamos el miuimo anterior } 

Figura 13: Proceso BorraMin 

En realidad, la operación BorraMin (Figura 13) se realiza en tiempo 0(i), donde i es el 

tamaño de la lista. Las operaciones VcrticeMinimo y Elimina gastan tiempo constante, 

al igual que la operación que regresa el valor de la función. Cada BuscaNvoMin efectúa 

un Principio y un CambiaMin1 ambos requieren tiempo constante, pero BuscaNvoMin 

recorre toda la cola para garantiu.r que ha encontrado el VerticeMinimo, por Jo tanto, 

cada BorraMin realiza (i + 4) operaciones elementales. 

Contemos ahora, el total de operaciones elementales que rcali1.a el proceso BorraMin en 

el algoritmo DIKJSTRA M. Al empezar el ciclo principal del algoritmo, G tiene 1 dato, para 

la segunda iteración G tiene n datos, después va disminuyendo en uno el número de datos 

en la cola. Finalmente, tenemos que el número total de operaciones cJcmcntales se ejecutan 

en el proceso BorraMin son, Koe..BMin = 1 + •·<;+iJ + 4 · ( n + 1 ). 
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Entonces tenemos que, en el mejor de los casos: 

( 
n·(n+l) ) Koe-PQ = (n+1)·2 + (n+l)·l + 2+ 1 + --

2
-- + 4o(n+l) 

n·(n+l) = 7·(n+l) + --2- +. 3 

Para el peor de los casos: 

7·(n+l) + 

Podemos decir que: 

Koe_FQ = n·(~+l) + 7·n + J( donde: 105K5(n+l). 

Para LP, la cola de vértices, el algoritmo realiza (n+ !) Inserta y un Crea..LP. Cada 

una gasta un número constante de operaciones elementales, así que: Keo..LP = n + 2. 

Para la Red G, el algoritmo sólo lee los costos de las aristas, asi que Keo_G = n. 

Finalmente, 

KOE = Koe.PQ + Koe-PQ + KeoJ.P + Keo_G 

[n·(~+l) + 7·n + K] + (n+2) + (n) 

donde: 12 5 e ::; (n + !). 

n·(n+l) + 9·n +e --2-

Los resultados obtenidos de la ejecución del programa nos indican que el algoritmo 

DJJKSTllAM efectua un número de operaciones elementales dado por: 

n • (n + !) 
KOE = --

2
-- + 9·n +K, /( ~ 10. 
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Así que, tenemos que el número de operaciones elementales, KOE,cs del orden de S( n2 ), 

lo cual concuerda. con el Teorema. 5. 

La. gráfica de la Figura. 14 muestra el crecimiento de número de operaciones elementales 

del algoritmo DJJKSTRASORT programado con listas simplemente ligadas, como TDC para. 

la cola de prioridades, con respecto al tamaño de las secuencias a ordenar. 

Para. la gráfica. de la Figura 14, se tiene que el eje X representa. el tamaño de la se­

cuencia a ordenar, el eje Y representa el número de operaciones elementales que requiere el 

DIJKSTRASORT para ordenar la secuencia, además: 

+ koo{x) = KOE = •·C;+i> + 9 .z + 12. 

+ "koc.dj" son los KOE's obtenidos al ejecutar el DIJKSTRASOllT en una secuencia 

de datos organizada en forma zig-zag- j, j = 1, 2, ... , n. 

La gráfica de la. Figura 15 muestra. el crecimiento del número de operaciones elementales, 

para la cola de prioridades, Q del algoritmo DIJKSTRASoRT con respecto al tamaño de las 

secuencias a ordenar. Estos resultados fueron obtenidos en nuestros programas al implantar 

el DJJKSTRASORT con la clase pqJsl. 

Para. la gráfica de la Figura 15, el eje X representa el tamaño de la secuencia. a ordenar, el 

eje Y es el número de operaciones elementales que utiliza Q al ejecutar el DIJKSTRASORT, 

además: 

+ koo_pq(x) = KOE..PQ = •·!;+o + 7. z + 10. 

+ "ko_pq.dj" son los KOE_FQ's obtenidos al ejecutar el OJJKSTRASORT en una. 

secuencia de datos organizada en forma zig-zag- j, j = 1, 2, ... , n. 

Se ilustra con estás gráficas, Figuras 14 y 15, el crecimiento cuadrático del número de 

operaciones elementales, c.on respecto al número de datos en la secuencia a ordenar, inde­

pendientemente de la forma de los datos, como lo establece el Teorema. 5. 
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Figura 15: KOE_PQ para el D1JKST1tAS01tT utilizando ¡iqlsl. 
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4 Listas Doblemente Ligadas con apuntador 

En esta sección desarrollaremos el análisis para los algoritmos DIJKSTRAM y DUKSTH.A· 

So R1·. utilizando, para las etiquetas temporales, la estructura de datos Listas Doblemente 

Ligadas con Apuntador e implantando una operación de inserción local. En el Apendicc B, 

a. esta implantación concreta la denominamos clase pqJdl. Empezamos dando una breve 

explicación de las operaciones en una cola con i elementos. 

Descripción de las operaciones en una lista. con i elementos , para la Clase pqJdl: 

ui •• Apuntador al tíltimo elemento insertado. 

Inserta( x: dato) .- Busca en Q el lugar que le corresponde al dato de at:uerdo a: 
su llave, a partir de ui. Inserta depende del número de elementos que hay entre 

ui y la posición correcta de :z:, sea d~ tal distancia. Por tanto1 Inserta gasta 

tiempo O ( dr ) • N ótesc que en el mejor de los casos dr = O y en el peor de los 

casos dr = i. 

BorraMln .M El mínimo elemento siempre está al principio de la. cola, la operación 

requiere tiempo constante: 0 ( 1 ) . 

DecrementaLLave .M Debe buscar el vértice para el cual se hará el cambio, decre­

mentar la. llave y verificar si Q queda. en orden, si no es así debe reubicar el dato 

que ha quedado en desorden. Requiere tiempo 0 ( i) . 

EncuentraMini~o .M Como el primer elemento de la cola será siempre el elemento 

mínimo, esta operación se ejecuta. en tiempo constante, 0 ( 1 ) . 

4.1 Tiempos de Ejecución 

Al aplica.r el Teorema 1, tenemos que, utilizando esta clase, el desempeño computacional <le] 

Algoritmo DIJKSTRAM es: 

nd-l nd 

Ts(n) = 0(n) + E !(Q.Inserla,i) +.Et(Q.BorraMin,i) 
i=l . . 'i=l.' ' ., 

..,,_, 
= Ts(n) 0(n) + E !{Q.Inserfo,i)+ 0(nd} 

. i=O 

= Ts(n) ec.;¡ 
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nd-1 

==> 'Td n) e< ni + E t <Q.rns•rta, ;¡. 
i=l 

Corol~rio 9 El Algoritmo OtJKSTRA M aplicado a una gráfica estrella E:n t 

implantando con la Clase pqJdl tiene desomperio computacional, en el peor de 

los casos, de: 
nd-1 

e< ni + E t (Q.Inserta, ;¡. 
i=l 

4.2 Análisis de Adaptabilidad 

Caso 1 Si e está ordenada en forma ascendente ==> d, = o V X E e. 
Cada nuevo z a insertar se añade exactamente a la dcrcclie1: de· Ui, cntOccs: 

l(Q.Inserta,i) = .0(.1), t. 
. . . ' . 

.ÍJ-l ·.- ·;: - . ; _'. 

Por tanto: 'Tt(n) = 0(n) + E t(Q:Cnsáta,i) 
i=O . 

==<> 'Tt(n) = 0(~) + 0(nd) ==<> 'Tt(n) = 0(n). 

Corolario 10 El Algoritmo DIJKSTRASOllT aplicado a una secuencia e de n 

datos, ordenados en forma ascendente, e implantado con el TDC pqJdl requiere 

tiempo 0(n). 

Caso 11 Si l está ordenada en forma descendente =lo dz = o V x· E e. 
Cada nuevo x a insertar se añade exactamente": la izquierda d~ ui, ent.onccs: 

t ( Q.In.oerta, i) = 0 ( l) · V· x E 

nd-l 

Por tanto: 'Tt(n) = 0(n) + Et(Q.fnserla,i) 
¡;:;0 

==<> 'T,(n) = 0(n) + 0(nd) =<> 7iln) = 0ln). 

Corolario 11 El algoritmo DIJKsTaASoaT aplicado a una secuencia de n 

datos en 01-den descendente e impla11tado con el TDC pqJdl requiere tiempo 

0(n ). 

1.5 



Caso IIl Si l ha. sido obh."llida a1etoriamente bajo una distribución uniforme. 

El comportanücnto esperado del aJgortimo es: 

E(7i(nl] = E[0(n) + n~
1 

t(Q.In.erto.i) + t.r(Q.BorroMin,i)] 

nJ-1 nJ 
E(0(n)] + I;E[t(Q.fnser!a,i)] + I;E[t(Q.BorraMin,i)] 

i=l i=l 

nd-1 · '·. ni1·' 

0(n) +E 0(i) +,¿0.(1) 0(n) + 0(n2 ) + 0(n) 
i=l ' ·.'. i=1··'· ,'. 

'·;.;~!}'.~l~~S~ll ;0\~~l· 
Porque E[t (Q.T_ns~~ta;i)J =;:0 (Í~~:W'.q~é~\'. 

., •. ;<, 

E[t(Q.In···t~;i)] t.t.(~~tt~±:~?··r~s~r::;:~:~:-::: 1) ·li- k[ 

tt(~) (-. 1 
)·li - kl i=••=• 1 •+ 1 

0(i). 

Corolario 12 El desempeño computacional del algoritmo DllKSTRASORT apli-

cado a una secuencia de n datos y obtenida aleatoriamente de una distribución 

unifom1c e implantado con el TDC pqJd/ es: 0 ( n2 ) • 

Teorema 13 (Desempeño Computacional del DIJsKTllASORT) E/·a/goritmo 

DusKTRASOltT aplicado a una secuencia de nd datos, tn e implantado con la 

clase pqJdl tiene desempeño computacional, en el peor de los casos de: 

'.T, ( n) = e ( n) + 2. min { Tnu- (in), fnu+ (tn)) 

donde: in' = {:z:1,X2, ..• ,xn} 

lnv+ ( tn) representa el número de inversiones 5 en orden creciente, esto es: 

Tné(€n) = [ { (i,j) / 1 $i < j Sn y x¡ > x;} \. 

5 lnu es una medida del desorden, la cual se describe con más delalle en el a.pé:ndicc E. 
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lnt,- ( Cn ) repre.senta el número de inversiones en orden decreciente: 

lnv- (t.) = 1 { (i,j) / l ~ i > j ~ n y z; < :r;} ¡. 

Demostración. 

Supongamos que fn = {xi, x2, ••• , Zi-h z¡, Xi+b ••. , Zn} y que En e.o¡ la. gr~fica 

estrella que resulta de transformar el ejemplar e. al aplicar el algoritmo DIJKSTRASOJlT. 

Tenemos que el desempeño computacional del DIJSK1'RA M 1 en el peor de los casos, es: 

M-t ~ 

1i: ( n ) = e ( n) + E t(Q.lnserta, i) + E t(Q.BorraMin, i) 
i=l i=l 

n4 

y como t (Q.BorraMin, i) = => ¿:t(Q.BorraMin,i) a (n), 
i=l 

nd-t 

enlonces: Te ( n ) a <" ¡ + ¿: 1 (Q.1nscrta, ;¡. 
i=t 

Pero Insertar el i -ésimo elemento, x¡, en Q depende de d¡, <[UC l'"S la distancia entre el 
último elemento insertado y la posición correcta de x¡, y aquí tenemos dos casos: cuando 

x; es mayor que el último elemento insertad.o o cuando es menor. Analizaremos ambos. 

Caso 1 
Si z¡ es mayor que el último elemento insertado. Esto es: x¡ > Z¡_1 • 

La. siguiente figura nos da una representación gráfica de este caso. 

u¡_anltriar u¡_nctaal 

Q: / / 

LFD ... ~ ... D=GFD ... D=CI 
d, 

Sea X r ( i ) el conjunto de todos los elementos que llegaron anlcs que z; y que son 

mayores que z¡. Esto es: Xr ( i) = { z; / 1 ::; j ::; i- 1 'Y z; > x; ). La cardinalidad 

de Xr ( i) es una medida del desorden denominada lnv (x;) [7, 8, 35). 

Sea XA(i) el conjunto de todos los elementos qne llegaron antes que z¡, que son menores 

qucz;ymayoresqucx¡_ 1 , Estoes: XA(i) := {x;/l$j<i-l yz;_1 <x¡<x;). 



Es claro que d; :5 1 XA ( i) 1 :5 1 X, ( i) 1 = lnv ( z¡) => d; :5 lnv ( z;_t). 

Adcntcis, sabemos que, lnv (t.) E lnv(z¡), 
i=1 

" porlo tanto: d; :5 /nv ( z;_i) = Ed; :5 lnv (l.). 
i=l 

Cnso 2 
Si x; es menor que el último elemento insertado. Esto es: ::r¡ < z¡_1 • 

La siguiente figura nos muestra una representación gráfica de este caso. 

U¡.actual u1.anttrior 

Q: / / 

O=O···Ef=D··· ~ ... O=O 

Sea Xs(i) el conjunto de todos los elementos que llegaron antes que z;, que son mayores 

que z; y menores que Zi-1· Es decir: Xs(i) = {z; / 1 :5 j < i-1 y z1-1 > z; > z;}. 

Es claro que: d; :5 11 XA ( i) 11 $ 11 Xa ( i) 11 = lnv ( :r¡) => d; :5 lnv ( z¡). 

" Sabemos que, lnv ( t 0 ) = E lnv ( z¡). 
i=I 

" Por lo tanto: d; :5 lnv ( z; ) => E d; :5 /nv (t. ) . 
i=• 

Como d; y las inversiones son números positivos: d; :5 lnv ( z;) + /nu ( z 1_ 1 ) 

entonces, t d; :5 E [ /nv ( :r;) + lnv ( Zi-1 ) ) 
i=I i=I 

= E d; :5 2· lnv(t.). 
i=l 

Regresando al análisis de la operación Inserta, y denotando inversiones en el orden 

ascendente como fnu+(t), tenemos que: 

t t (Q.lnscrla, i) :5 t d; :5 E 2 · Jnv+ ( t). 
~· ~1 ~1 
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Redefiniendo inversiones en el orden descendente como 1n.,-¡t¡, similarmente, se obtiene 

que 'Í:. d; $ 2 · lm·- ( t 0 ) Y que 'Í:. t{Q.Inserta,i) $ 'Í:.2· lnv~(e.). 
i=l i=l i=l 

Finalmente, Te ( n) = 0 ( n) + 2 • min{ Inv- { C0 ), fnv+ (C~) }; 

C-0mo ejemplo de que el Teorema 13 es. en realidad, informátivo ~'. apÍicabl~, re: verifique­

mosque los resultados 10. 11, 12 son derivables de é1: 

Para el Corolario 10: 

Aplicando el Teorema anterior: 1l ( n). = e(n) +:2; llli,;{ ¡,;~:-(f.); lriv+ (t.)}. 
e'. . - : ~ . -· , . ~. 

Las fn11+ (t.) = o y /m•- (t.J = O( n2 ); :cntoni:es: · · 

'.T,(n) = 0(n) + 2·0 =· 0(n 0(n). 

Para el Corolario 11: 

Aplicando el Teorema 13: 1i ( 11) =· .0 ( 11.) + 2·· min{foii~ (C~J. Jnv+ (t.)}. 

Las fov+(t0 ) = O ( n2 ) y 111v-(C0 ) = O, erii~nces: 

'.T,(n) = 0(n) + 2·0 = 0(n) => ·'.T,(n) 0(11). 

Para el Corolario 12: 

Aplicando el teorema del desempeño computaci~n~I p~a el. Ii1;~-~TRASÓaT: 

1i ( n) = e ( n) + 2. min{ lnv~(i.).\jv;(t.) }. 
Como E[Inv+(t0 )] = 0(n2/4) y E[/nv~(t;.)J,i,/écn~/4). 

entonces: E['.1i ( n)] = 0 ( n) + 2.· 0 ( n'f.l.l 

=> E[ 'T, ( 11)] = 0 ( n2 ). 

Teorema 14 El algoritmo DIJKSTRASORT implantado con el TDC pqJd/ es 

adaptivo con respecto a la medida del desorden denominada Inversiones. 
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4.3 Resultados Emplricos 

Nuevamente, los resultados anteriores serán refinados en términos de operaciones elemen­

tal('S_ para ilustrar los resultados teóricos con resultados empíricos de nuestros programas. 

Obsc~rvcmos el comportamiento general del algoritmo OuKSTRAM, implantado con Listas 

Dob/ement.e Ligadas con Apuntador, aplicado a. una. gráfica. estrella. C.. 

· Para Q, la cola de prioridades, el algoritmo requiere un número de operaciones como se 

indica en la Tabla 3, donde dz es la distancia que hay entre ui y la posición correcta del 

dato x a insertar. 

Operaciones 
Número Nombre Cooto 

n+l Inserta O(d,) 
n+l BorraMin 0(i) 
n+l Vacio? 0( 1) 

1 Principio 0(1) 
1 Crea_PQ 0(1) 

Tabla 3: Número de operaciones para Q usando pqJd/ 

En el mejor de los casos, la secuencia está ordenada, no hay datos que reubicar, entonces 

cada inserta gasta dos operaciones elementales. Por lo tanto, 

Koe_pq = (n+1)·2+(n+l)+(n+1)+2 = 4(n+l)+2 = 4n+6. 

==>Koe = (4n + 6)+n+(n+2) = 6·n + 8 

Al aplicar la implantación del DuKsTRASORT sobre una secuencia ln organizada en 

forma. :ig-zag-n, se tiene: Koe_pq = 4n + 7 y KOE = 6 · n + 9, que r.Sultan ser, 

también, de orden lineal, como indicamos en los análisis anteriores. 

Para el peor de los casos, el algoritmo DJJKSTRAM tiene desempeño computacional de: 

n-1 

T,(n) = 9(n) +}: t(Q.Inserta,i) 
i=l 

como podemos observar, el DllKSTRAM sólo depende de la operación Inserta, la cual 

puede requerir tiempo a ( 1 ) hasta e ( n ) . Lo interesante, ahora, es descubrir el tipo de 

secuencias para las cuales se gasta tiempo 0 ( n ) en cada inserción. 
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u .... 
ds =O 

llqa 4 
dr=O 

u ... e 
d,. = 1 

lll!'g.a3 

"·=2 
lleg11.? 

'· =3 

u,..2 
J.= 4 

/' 
Q: [ill 

/' 
Q : [El]-fEI] 

/' 
Q: [EIJ..[ill-[E]] 

/' 
Q: ~ 

/' 
·q, ~ 

Figura 16: Ejemplo de Inserla aplicada a una secuencia en fonna zig-zag-1. 

Sabemos que Inserta depende del número de elementos que hay cnt"? ui y la posición 

correcta del dato x a insertar, dr. Es facil ver qu~: O :5 da: S i, donde i es cl tamaño de Q. 
Así que en el peor de los casos, requerimos una :;ccucncia de datos donde para cada inserción 

dr = 0 ( i) . Una secuencia de datos organiuda en forma zig·zag·l Liene tal caracteristica1 

la Figura 16 muestra un ejemplo de esta situación, sea l = {5, 4, 6, 3, 7, 2, 8, 1, 9}. 
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Así pues, la operación inserta requiere, en total 

KoeJnserta 
[ 

Numero de elementos 1 
por Insertar a 

la.cola Q 

n-t 

[ 

Numero de salt.oa ] 
para Reubicar 

el dalo 

KoeJnserta (n+I) + L;i (n-1)-(n-2) 
(n+l) + 2 • 

Así que. 

Koe..PQ 

Luego, 

KOE 

i=1 

[(n+l) + (n-l)~(n- 2)] + (n+I) + (n+l) + 2 

(n-l)·(n-2) 
2 +3.·n.+5.· 

[(n-l)·(n- 2) + 3·n + 5] + n + (n+2) 
2 

(n-l)·(n-2) + S·n + 7_ 
2 

La Figura 17 nos ilustra el crecimiento de Koe..PQ con respecto n1 número de datos, n. 

Estos da.tos son el resultado de monitorcar un programa con la. implantación concreta. de 

Listas Doblemente Ligadas con Apuntador. 

Para la gráfica de la Figura 17, el eje X representa el tamaño de la secuencia a ordenar, 

n, cl eje Y es el número de opcradoncs elementales, Koe..PQ, que requiere _la oola de 

prioridades y "ko.pq.dj" son los Koe_PQ's obtenidos al ejecutar el D1J•STRASORT en una 

secuencia de datos organiza.da en forma. zig·zag- j, j = 1, 2, ... , n. 

Ahora, analizaremos el desempeño para cualquier s<."Cuencia de datos de tipo :ig-zag. 

Para. facilitar un poco los cálculos de las operaciocs elementales, supondremos que n = 2r 

y d = 2', V !, r E l'I . La Figura 18 es la representación gráfica de los dalos, para una 

secuencia de datos tipo zig-zag·d. 

Si I es una secuencia organiza en forma zig-zag-d, con lfl = n = 21 y d = 2', entonces 

el número de operaciones elementales que requiere )a operación Inserta es:. 



' -~ ! 

---------·-··--···------·····-··--·--
!5000 eooo 7000 

Figura 17: Comparación de Koe_pQ's para l,. en zig-zag-1 y zig-zng-n . 

. 
1 

10 ¡.. 
¡ 

.~ 
¡ 

D 
D 10 25 35 

Figura 18: Gráfica para l. zig-zag-d con n = 32 = 2' y d = 2 = 21 
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n/2' ,.¡u 
Koe.Inserta E [(2k-1J ·d+dJ + EC2k·d+dl 

.k=l t=o 

n/2d n/2d 

= :E1<2l·-1J·d+dJ + d + :E(2k·d+d} 
k=l kct 

n/Jd 

d + E!((2k-1J·d+dl + c21:-d+dll 
l=l 

n/24 
d + E [(2k. d - 4 + 4 + (21:. d + d)J 

l=l 

n/2d ~/2d n/2d 

d +. EC4k·.d + d) 
k=I ' 7 • .-· 

. ~··~·. 

d.+ }:(4k·d) + Ed 
k=l bl 

d·+ 2; 4SA'É<#[d>~~=·d+ n 

n/2d 

+ 4d· E" 
l=l 

d + n + 4d; ((~+Ir(~)} : d + n +.4d· (~i (~) 

,, :,, . ( (n+Ú¡;, )• ~ d . (n+2d)·n 
d + n +-, .,. 2/ ·4 ·d - + n + 2d 

n2 'U/. n2 

d+n+u+n·2T = u+2n+d 

~ Kotlnserta = ~ [n (j)J + 2n + d. 

Denotemos al número de bloques por fJ, enlonces, tenemos que fJ = fn/d]. Podemos 

redefinir el número de operaciones elementales para Inserta en términos de P como: 

KoeJnserta = e· n · fJ + O ( n) + d, e= 1/2 

Nótese que si fJ = 1, entonces d = n y la función que describe se KoeJnserta es lineal 

en n: KoeJnserta = (1/2) · n + 2n + d, (recordemos que una lista organizada en 

forma zig.zag·n, es una lista ordenada en forma ascendente). Si d = 1 la función se vuelve 

cuadrática: KoeJnscrta = (1/2) · n2 + 2n + d, que resulta ser el peor caso para este 

tipo de dalos abstracto. 

L& Figura 19 muestra la variación del crecimiento del contador de operaciones elementales 

de PQ para diferentes d's. Nuevamente son los valores monitoreados en nuestros programas. 
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Figura 19: Comparación de Koe-PQ para pqJdl 

Para la gráfica de la Figura 19, el eje X representa el tamaño de la secuencia a ordenar, 

varo, el eje Y es el número de operaciones elementales que requiere la cola de prioridades, 

Koe..PQ y "ko_pq.dj" son los Koe..PQ's obtenidos al ejecutar e DIJKSTRASOH.T en una 

secuencia de datos l organizada en forma zig-zag· j, = 1, 2, ... , n. 

La Figura 20 muestra la variación dc1 crecimiento del contador de operaciones elementales 

para cola de prioridades G, para diferentes d 's. ,\demás incluye las funciones: 

ko_pq..dn(x) = (x - l)(x- 2) + 3 + 5 y ko_pq_dl(x) = 4n · + 7. 
2 

Luego, el número total de operaciones clemenLiilt's q~c g~~a-~i'PuKSTh.A es: 

y en general podemos decir que: KOE = [4 ·. n • {:J +· 0 (~ Í] + k. 
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·--

Figura 20: Comparación de Koe..PQ para pqJdl 

Nótese que si d= 1 = /J= n = KOE = 0(n2
). 

Pero, sabemos que si d = 1 la secuencia e se encuentra muy desordenada, de hecho es 

el peor caso, y el número de inversiones es O ( n 2 ) • Por lo tanto, de acuerdo con el 

Teorema 13 el algoritmo DJJSTRASORT es del orden e ( n2 ). 

Ahora bien, si d = 1 ~ /J = n ==i- KOE = e ( n2 ) • 

Sabemos que si d = O.( n ) la secuencia e se encuentra ordenada ascendeniemente y 

el número de inversiones es Inv+(t) =O. Entonces, de acuerdo con el Teorema 13 el 

algoritmo 01JSTRA50RT es del orden 0 ( R). 

Con las estas últimas observaciones volvemos a rea.firmar nuestros resultados teóricos con 

los empíricos. 
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5 Level Linked Trees 

En esta sección desarrollaremos el análisis para los algoritmos DuKSTRA ).1 y DIJKSTRA­

SoRT. utilizando. para las etiquetas temporales, la estructura de datos Lc•'Cl.LinkecLTrees 

[23]. Empezamos dando una breve explicación de las operaciones. 

Descripción de las operaciones en una lista ron i elementos, 

ui .- Es un apuntador a. alguna de las hojas del árbol, en especial al último elemento 

insertado. 

Inserta( z) .- Uliliiando Concatena, toma tiempo O ( log2(max{l,i})). 

BorraMin .- Se sigue el apuntador de la raíz al mínimo elemento y se elimina. .Cam­

inamos de regreso hacia la raíz re.balanceando el árbol y actualizando el míni~o 
y los apuntadores sobre el camino. Requiere tiempo O ( log2 i ) . 

EncucntraMinimo .- El núnimo se encuculra. en Ja. raíz del árbol, así que accesar 

al mínimo se realiza en tiempo constante. 

5.1 Análisis de Adaptabilidad 

Para la estructura de datos LeveLLinked..Troes, ~lehlhorn [23] demuestra los siguientes re­

sultados 

Lema 5: (23} lnsrrlar un elemento z en un (a,h )·árbol para un conjunto varS tiene 

despeño comp .. taci01"'' "n el peor de los casos de O ( log2 ISI). 

Lema 7: (23] Sea p un Indicador en T. La búsqueda de una llave k c¡ue se 

encuentre a d llaves de p requiere 0 ( 1 + log d) comparaciones. 

La demoslr;tdÓn rlel T..ema. 5 se basa en que buscar el lugar correcto para x en una 

secuencia. S toma tiempo O ( log2 ISI). Así que si consideramos el Lema 7, la búsqueda. 

del lugar correcto toma tiempo O ( log2 d) . Por lo tanto, insertar un elemento x en 

un LLT, con un apuntador ui que indique cual [ne el último elemento insertado requiere 

e ( l + lag, d, ) comparaciones, donde d, representa la distancia entre ui y la posición 

correcta de x . 
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Retomando el Teorema 2 tenemos que el algoritmo DuKSTRA.SoaT, aplicado a una se­

cuencia de n datos, tiene desempeño computacional en el peor de los casos de: 

nd'-1 nd' 

'Ií( n) = e (n) + E t ( Q.Inscrla, i) +E t(Q.BorraMin, i) 
i=l i=l 

Pero 

y 

nd'-t nd-1 n.d'-1 

L t ( Q.lns<rla, i) E t(RotJríserta;i¡ + L t(ComparaJnacrta,i), 
i=t :.:;·~:·:.· •=• i=l 

.¡ 

nd'-t · · nd-t -~ nd'-1 

L t(Q.BorraMin,()-:='Lt(RoÜJMin,i) + L t(Compara..IJMin,i). 
i=l '.'.:.i=l: '. . -· ~'~,.". i=I 

Por lo tanto, 

:, ,.,nd'.:.'~,'; ... ~<<~·,.'.: .-;, .. '. __ . nd-1 

'1í ( n) = 9( n) +.'·E t ( RoUnserta, i) + L t ( ComparaJnserta, i) 
i=t:' ' ... . i=l 

nd-1 nd-1 

+. E t ( RoLBllfin, i) + L t ( Compára..BMín, i). 
i=I i=l 

Además, de acuerdo con Mehlhorn (23]: 

nd-1 nd-1 

L t(RotJnserta,i) + L t(Rot..IJMin,i) es 0(n) 
i::l i=l 

Verificar donde se encuentra el próximo mínimo es inmediato, ya que la secuencia se 
nd-t 

encuentra en una lista ordenada, entonces: L t ( Compara..Bmin, i) es 0 ( n ) • 
i=l 

Tenemos que, insertar un elemento x en un LLT, con un apuntador previo, ui, requiere 

0 ( 1 + log d) comparaciones. Más específicamente: t(Q.ln.•erta, i) :5 log2 d;. 

Pero entonces~ 
n ¡ n 

E log2 d; = n · - L log2 d; y como la suma de los logaritmos es el 
i=l n i=I 

logaritmo de los productos: 

1 n 1 ( n ) n·-Elog2 d; = n·-log2 fld; 
ni=t 71 i=l 
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ya que la media geométrica es mayor que I& media aritmética. 

En la sección anterior. Teorema 13, obtuvimos que I:d; :5 2· min{ fnv+ ( l), lnt•- ( C) }. 

Por lo tanto, 

1 [
2 · min{ fnv+(t), .Inv-. (l ) .. }] 2:log2 di :5 n • og2 . . 

n_:.· . .. :· 

Por tanto, 

'1(( n) 

Finalmente, 

T,( n) 

. . . ' ·:~-- ···-: .· .. ·:·:··:·., .. > .. . ' 
0(n) .+O (n·Íog2 [0Í~{l~~(t+~,.lnv-(l)}n. 

..... ·. 
-,. '· 

Se ha demostrado que esto coincide con la Ccitá Mínima [22;:s]; pará Cl problema de 

ORDENAMIENTO, lo que implica el siguicnt~ resultado,· 

Teorema 15 El algoritmo DuKSTRASOnT implantado con la estructura de 

datos [,e,.el.LinkccLTrecs es Optimamente Adaptivo con respecto a la medida 

del desorden denominada Inversiones. 

Esto implica, de acuerdo a [22, 8], que 

Corolnrio 16 El algoritmo DUKSTRASonr es Optimamente Adaptivo para las 

medidas del desorden M a:r; y Dis. 
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6 d-Heaps 

Pasamos ahora a analizar D IJKSTRA M, cuando la implantación concreta del TDA Cola de 

Prioridades es la estructura de datos conocida como d-Hcaps. Las operaciones para un 

d-Heap que representa una cola con i elementos son: 

siftup(x) .... Intercambia .t con su précfocesor mientras z no sea un nodo raíz y la 

llave de z sea menor que la llave de su predecesor. Requiere tiempo O ( JO&i i). 

sindown(x) .- lntercambia.r con Min/l(.r),el nodo con la menor llave en SUCC(x), 

mientras :e no sea un nodo hoja y la llave de x sea.mayor que la llave de J.f inH(z). 

Requiere tiempo O ( d · log,¡ i ) . 

Inserta ... El nuevo elemento x se agrega en la última posición del heap. Después 

se aplica cl proceso siRnp(x) Requiere tiempo O ( log,i). 

EncuentraMin .- El nodo raíz del Heap contiene al elemento mínimo. ReqWere 

tiempo constante, 0 ( l ) . 

BorraMin .- Por construcción, el nodo mínimo, z, es la raíz del Hcap. Sea y el 

nodo aJmaccnado en la última. posición del arreglo. Se ejecuta un Intercambio 

entre x y y , después se elimina x , después se aplica un siftdown ( y ) para 

restaurar el orden en el llcap. Se realiza en tiempo O ( d • logd i). 

DccrementLLlave ... DecrC"menta. la llave de x y se aplica el proceso aiftup ( x) 

para restaurar el orden del Hcap. Requiere tiempo O ( log¿ i). 

6.1 Tiempos de Ejecución 

Al aplicar en el Teorema 11 los tiempos de ejecución para las operaciones de la. clase pq_dh, 

tenemos que el desempeño computacional del algoritmo DJJKSTRAM es: 

nd-1 nd 

Te(n) = El(n) + L t(Q.lnserta, i) + L t(Q.BorraMin, i). 
i=l i=l 

Pero 
ncl-1 

t(Q.lnserta,k) es O(log4 k) ==> L t(Q.Jnserta,i) es O(n•log.¡ n). 
i=l 

ncl-t 

t( Q.BorraMiri,k) es O(d·log,k) ==> L t(Q.BorraMin,i) e.• O(n·d·log, n). 
icl 

60 



Entonces 
'Tt(n) 0(n) + O(n·log,n) + O(n·d·log, n) 

De donde obtenemos los siguientes resultados: 

O(n·d·log,n). 

Corolario 17 El algoritmo DJJKSTRAM aplicado a una gráfica eslrrlla e. t 

implantado con la clase pq...dh tiene desempeño computacional de 

Tc(n) = O(n·d·log, n). 

Corolario 18 El algoritmo DIJKSTRASORT aplicado a una secuencia ln de n 

elementos e implantado con fo clase pq_dh, requiere tiempo 

T,(n) = O(n·d·log, n). 

6.2 Análisis de Adaptabilidad 

El proceso siftdown aplicado en la operación BorraMin rc'<juicre de 0( d·lo!ld i) operaciones, 

ya que al intercambiar el elemento raíz, x, con el último elemento del heap, y, que está en el 

último nivel del árbol (es una hoja), obliga a rc'Corrcr todos los niveles del hcap, h = O(log, i). 

La Figura 21 muestra un ejemplo de la operación BorraMin. 

Caso l. Si t está ordenada en forma asccndcnlr.. 

I~a función Inserta siempre añade el nue\'O elemento, x 1 a la última. posición del Heap, 

como z es mayor a todos los elementos que prc\•i;uncntc se han insertado, entonces el 

proceso sif\up(x) se realiza en tiempo constante, ya que sólo verifica. la condición del 

While y como ésta no se cumple termina el proceso. Por tanto: Inscrta(z) ""'0(1). 

Retomando el Teorema. 1: 

nd-1 nd 

T,;(n) = 0(n) + E t(Q.Inserta,i) +.L;t(Q.BorraMin,i) 
i=t ,i:=1 

= 'Tt(n) = 0(n) + 0(n) + 0(n'·d·IOii'n) = 0(n:d.Jog,;n) 

Teorema 19 El algoritmo DIJKSTR~M aplicad; a un~ ~ráfi~ esÍn:lla e. e 

implantado con la clase pq_d/1, requiere tiempo: 

Tc(n) = O(n·d'log,.n) 
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Figura 21: Ejemplo de la Operación BorraMin. 

Corolario 20 El algoritmo D IJKSTRA SoRT aplicfldo a una secuencia de n 

elementos, ln , ordenada en forma ascendente e implantado con la clase pq_dh, 

requiere tiempo: T, ( n ) = O ( n · d • log, n ) 

Nótese que para el Caso 1, el algoritmo D UKSTRA M no aprovecha que la lista ya esta 

ordenada. 

Caso II. Si l está ordenada en forma. descendente 

Para este caso, la operación Inserta resulta. ser un tanto ingenua, ya que agrega. en la 

última. posición del Hcap a :r, siendo z menor a todos los elementos antes insertados. 

Asl que el Proceso sinup(i) se efcduará h veces, donde h es la altura del llcap, pero 

tenemos que h = O ( log, n) , entonces, Inserta requiere tiempo O ( log, n ) • 

Teorema 21 El algoritmo DUKSTRA.SoRT aplicado a una secuencia den ele-

mentos, ordenada en fonna descendente e implantado con la clase pq..db, requiere 

tiempo: Te( n ) = 0 ( n • d • log, n ) • 
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Por lo tanto, para el caso 11, el algoritmo requiere el tiempo calculado para el peor de los 
casos. 

Caso fil Si t ha sido obtenida aletoriamente bajo una distribución unifomte. 

El comportamiento esperado del algortimo DIJKSTRA M es: 

E('Jé(n)J = E[0(n) + "[¡1

t(Q.lnaerta,i) + ~t(Q.BorraMin,i)] 

nd-1 nd 

E(0(n)J + L E(t(Q.lnscrta,i)J + LE[l(Q.BorraMin,i)J 
i=t i::;l 

= 0(n) + 0(n·log,¡i) + 0(n·d·log,i) 0( n·d·log4 i). 

Entonces obtenemos el siguiente resultado, 

Teorema 22 El algoritmo DJJKSTRASORT aplicado a una secuencia l. de n 

elementos, obtenida aleatoriamente, e implantado con la clase pq_dh, requiere 

tiempo: 1i ( n ) = 0 ( n · d · log, n ) . 

Resulta ser el mismo desempeño computacional que se tiene para esta implantación en el 

peor de Jos casos. Por tanto obtenemos el siguiente resultado, 

Corolario 23 El algont1rw D JJKSTRASORT aplicado a cualquier secuencia 

de datos t no es adoptivo. 

Los lleap Binarios son un caso particular de los d-Heaps, para d = 2 . Por tanto, 

considerando los resultados anteriores con, d = 2 se tiene que el desempeño computacional 

del algoritmo DuKsTRAM, aplicado a graficas estrella En, en el peor de los casos, es 

0(n·log2 n). 

7 Colas Binomiales 

Ahora, pasaremos a revisar la estructura de dalos denominada, Colas Binomiales, inicia.remos 

dando una breve descripción de las Operaciones para una cola de prioridades Q con 

elementos, utilizando la clase pq.bq, descrita en el Apéndice B: 
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MinH •• Apuntador al Nodo Mínimo. 

Funde ,. (C B: Cola.Binomial) [Meld] Une CB con Q. Une loo eloinelltoa de · 

CB y Q, mientra existan arboles binomiales con. igual indice en Q. ltequiere 

tiempo O ( logt), donde t es et número de elementos en la cola. resultante. 

lnserta(x) .- Crea. una cola binomial CB consi1tente de un sólo objeto, el nodo 

z. Dcspuc'S cfoctúa Funde CB con Q. Requiere tiempo O ( logi). 

Encuentra.Mio .- Regresa el "valor" de Mini[. Requiere tiempo constante, 

0( 1 J. 

BorraMin .- Primero se asigna nmin - },finH. Después elimina el nodo mínimo, 

esto incrementa el número de arboles en la cola, los cuales ha.y que reorganizar 

aplicando funde, finalmente regresa nmin • Requiere tiempo O ( log i) . 

DccrementaiLave(x,k) .- Decrementa. el valor de la llave de z a k y después 

aplica el proceso Siftup( x) para rci;taurar eJ orden del á.rbol. Requiere tiempo 

O(logi). 

Siftup(x} .- Intercambia z con su predecesor mientras z no sea un nodo raíz y la 

llave de z que la llave de su predecesor. Requiere tiempo O ( logi). 

7.1 Tiempos de Ejecución 

El desempeño computacional del algoritmo D1JKsT1tAM utilizando la Clase pq.bq, de 

acuerdo al Teorema 1 es: 

~-l M 

Tc(n) = 9(n) +E t(Q./nserla,i) + f;t(Q.BorraMin,i). 
i=l ~l 

Tenemos que: 

nd-1 
t(Q.BorraMin,k)) es O(logk) ~ E t(Q.BorráMin,i) ~. _o(n';'1_;;g n ). 

i=l . ·' 

t(Q.lnaerta,k) ea O(logk). -~ L1
;(G.r;J;;ta,Í) ~~ p(~-l~g n). 

- :e i=t·,: .. - .:;}- · .. -.< _:· .. :-·.>-r:-: ;:,_-'::. 

Entonocs, ';' · .;2c •" <<··=~;'<•: '" 
Te ( n) 0( n) + O( ,;:jog~~l +.'f/c'~.'i~f~;)_',;; '.O(;;·;log~~) .· 
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Corolario 24 El Algoritmo DuKsTRA~I aplicado a una gráfica estrdla E. e 

implantando con la Clase pq_bq tiene dc..sempeño computacional. t:n el peor Jr: 

loscasos.d<: Te(n) = O(n·log,n). 

7.2 Análisis de Adaptabilidad 

Caso l. Si l está ordenada en forma ascendente 

La operación Inserta \"a. construyendo Jos arboles binomiales independientemente de 

que la cola ya este ordenada o no, por tanto su desempeño computacional es 0( log2n ). 

Aunque Inserta deje el Nodo Mínimo en el árbol más pequeño. la operación BorraMin 

debe restaurar MinH, lo cual requiere tiempo 0 ( 1og2 n J • 

Por lo cual podemos concluir los siguientes resultados: 

Teorema 25 El algoritmo DIJKSTRA M aplicado a una gráfica utrella e,. f 

implantado con la clase pq.bq, requiere tiempo: 7; ( n) = 0 ( n • log, n). 

Corolario 26 El algoritmu DIJKsTRASORT oplicado a una .secuencia l de 

n elementos, ordenada en Jorm~ ascendente e implantado con la clase pq_bc¡, 

requiere tiempo: 7; ( n) = 0 ( n • log, n). 

Así pues_ para el Caso I, el algoritmo DIJKSTR.\SORT no aprovecha que la lista ya esta 

ordenada. 

Caso 11. Si l está ordenada en forma descendente 

Para este caso. la operación Inserta deja el nodo mtnimo en el árbol más grande, 

con mayor rango, la operación BorraMin debe realizar varios procesos Meld para 

reorganizar la cola binomial, por lo tanto la operación BorraMin requieren tiempo 

0(log2 n). 

Entonces, obtenemos el siguiente resultado. 

Teorema 27 El algoritmo OJJKSTR.ASORT aplicado a una secuencia de n ele-

mentos, ordenada en forma descendente e implantado con la clase pq..dh, requiere 

tiempo: 1i ( n ) = e ( n . log, n ) . 
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ea.o llL { ha sido obtenida aletoriamente bajo una distribución uniforme. 

El comportamiento esperado del algortimo es: 

E[7il n l) =E[ 0( n) + •t,1

1(Q./1U1erla,i) + t,t(Q.Borrdlin,i)] 

rad-1 nd 

E(0{n)] + L E(t(Q./nserla,i)) + L:E(t(Q.BorraMin,i)] 
i=I i=l 

nd-1 ncl 

0(n) + L O{log2 i) + L O(lag2 i) 
i=I i=l 

0(n) + 0(n·log2 n) 0( n·lag2 n ). 

De donde obtenemos el siguiente resultado, 

Teorema 28 El algoritmo DuKSTRASORT aplicado a una secufncia de n 

E.fcmcntos, obtenida alcatoriamEnte, e impfontado con la clase pq_d/J. rt.quien 

tiempo: 7i ( n ) = O ( n · log2 n ) . 

Para los tres casos anteriores se ha obtenido el mismo desempeño computacional que ee 

tiene para esta implantación en el peor de los casos. Por tanto, obtenemos el siguiente 

resultado. 

Corolario 29 El algoritmo DIJKSTRASORT aplicado a cualquier secuencia de 

datos l no es adoptivo. 

8 Fibonacci Heaps 

Realizaremos ahora, el análisis de los algoritmos D1JKSTRASORT y DIJKSTRA M para la 

estructura de datos llamada Fibonacci Hcaps (F-llcaps). Iniciamos dando una breve 

descripción de las Operaciones para una cola de prioridades, Q, con i elementos, utilizando 

la clase pqJh, definida en el Apéndice B. 

Inserta •• Agrega un n UC\'O elemento al lleap. Requiere tiempo e ('1 , • 

66 



EncuentraMin .- Regresa el nodo CU)'ª lla\''? es la mínima del Heap. Por {onstruc­

ción. el F-Heap tiene un ap11ntador al .\"odtJ .\finimtJ. por tanto es1a operación 

~asta tiempo e ( 1 ¡. 

BorraMin .- Almacena en "'"""' \"ariahl'! auxiliar el .\"odo _\linimo. Jo 1?1imina de Ja 

lista de raices. integres lo· !dj<b del Srxlo .\fl'nimo a Ja lista de raice;. flualme111e. 

·reorganiza' los arboles del f-Hecsp. 11tilizcsndo la opl?ración Link. Gasta en 

total tiempo amortizado de O ( log2 i ) . 

DecrementaLlave( i. _\) .- Decrementa la lla\·e de i en ~ unidades. Requiere 

desempeño computacional amortizado e ( 1 ) . 

8.1 Tiempos de Ejecución 

.-\1 aplicar Teorema l obtenemos que el desempeño computadonaJ del Du~STRA~f 

utilizando la Clase pq.lh es: 

T,;(n) = Elln) + 
r.rJ-J nd · .... 
L: t ( Q.lnmta. i) +. IJ r ( ·Q.BorraJ/in, i). 

i=I .~·~· '.-:,?~\~;~/J,(.:{,,_-. :··~:;~:·:'·: · 
: '-.!~ -'.: , .. · . :..,. Tenemos que: 

~:1:..(>:·>.::.:;·.~.J~):t<'.«~ ---. .- \ 
t ( Q.Borra.llin.k)) ES O ( lc.gk .i =;o , E 'ú if.Boir~.\lin; i 1 •• O ( n • log n ) • 

. ~ ~.:.l,·~;- ... <>::~.·!~: ·:~· .. ~:··:·,:;···. 
r ( Q.In .. rta.k) •• ·o ( 1) =-··~E·~ ~_-rc/j~~i~~~~.~·; ( ea: o ( n}. 

i=I· 

Entonces. 

'Tt(n¡ = 0(n¡ + O(n) + 0(n·log2 n~ 

Por lo tanto. obtenemos lo~ siguientes resulta.dos: 

Teorema 30 El Algoritmo DUKSTRA~I ap(icaáo.ti;.imci gráfica estrella E • 

implantando con la Clase pq.fh tiene des<mp<ño. c~mputacional. <n ti peor d• los 

casos, de: Te ( n ) = O ( n • log2 n ) • 

Teorema 31 El Algoritmo D1i.KsT.RAS¿Rr· aplicado a una s<curncia l d< n 

datos < implantando con la Clasr. pq.lh lierit dtstmpeño mm¡iutacional. <n ,¡ 

ptordt los casos. de: .T,ln f-= ·a(n·log2 n ). 
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8.2 Análisis de Adaptabilidad 

Caso l. Si l está urdenada en forma ascendente. 

La operación Borra..,lin deb,. ..,,~raurar P.1 F-Heap. auxili&.ndose del arreglo de apun-

tadore~. que es de tamaño ll· . lo· ,l requiere tiempo 9 ( log2 n). 

Por lo cual podemos concluir los siguientes resultados: 

Teorema 32 El algoritmo DJJoSTRA ~I aplicado a u11a gráfica u;trella E. e 

implantado con la clas• pq.Jh. n:quirno li<mpo: 'T, ( n ) = O ( n • Jog, n ) • 

Corolario 33 El algoritmo DUKSTRASORT aplicado a una secuencia l de 

n el<mrntos. ordenada <n forma ascendente e im¡1/antado con la clas• pq..fb, 

rcquien: tiempo: 'Tt ( n ¡', = , O ( n • log2 n). 

Así pues. para el Caso l. el algoritmo DIJKSTRASORT no apro\·echa que la lista ya esta 

ordenada. 

Caso II. Si l está ordenada en forma descendente. 

De manera sinúlar al caso antPrior. concluimos: 

Teorema 34 El algon'tmo DrJKSTRASORT aplicado a una secut:ncia de n ele-

mentos, ordtnada <n forma descondente e implantado con la clase pq.Jh, n:quien: 

tiempo: 'Tt ( n ) = O ( n · log2 n ) • 

Caso III Si l ha sido obtenida aleloriamente bajo una distribución uniforme. 

El comportamiento esperado del algortimo DIJASTRA ~ es: 

E[T¡ ( n )] = E [ 0 ( n) t n~l r(Q.Inmta,i) t t.•(Q.Borra.\fin,i)] 

ncl-1 ncl 

E[0(n)] + L E[t(Q.Inserta,i)] + LE(t(Q.Borra.1/in.i)] 
. i=I i=t 

nrl-1 . .. ncl 

0(nl +E 0(1) + Ee(l~2 i) 
i=I i=l 
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Por lo tanto concluimos el siguiente resultado: 

Teorema 35 El algoritmo DJJKSTRASORT aplicado a una sccucn~ia de n ele· 

uu:nlo:J. obtenida aleatoriamcntt e implantado con la clase pqJb, requiert! tiempo: 

T,(n) = 0(n·log2 n). 

Para los trc-s casos anteriores se ha obtenido el mismo desempeño computacional que se 

tiene para esta implantación en el peor de los casos. Por tanto concluimos los siguientes 

resultados: 

Corolario 36 El algoritmo DIJKSTRA.SORT aplicado a cualquier secuencia di 

datos e de tamaño n tiene un desempeño computacional de e ( n · log, n) . 

Corolario 37 El algoritmo OIJKSTRASORT aplicado a cualquier secuencia de 

dalos l de tamaño n no es adoptivo. 

8.3 Resultados Empíricos 

A continuación refinaremos, en términos de operaciones elementales los resultad os teóricos 

obtenidos anteriormente ilustrandolos con los resultados empíricos de nuestros programas. 

De acuerdo con el Teorema 1 el DIJKSTRAM tiene un desempeño computacional 

nd 

Te(n) = S(n) + L t(Q.BorraMin,i) 
i=l 

es decir, depende específicamente de la operación BorraMin, la cual se describe csquemá· 

ticamente en la Figura 22. 

Las operaciones 1, 2, 5 y 7 gastan tiempo constante. La operación 3 depende del número 

de hijos que tenga el NodoMinimo, ya que primero hay que desligar a cada nodo de su padre, 

pues pasan a. ser raíces y unir la Iisl.a de hijos de NodoMinimo a la lista de raíces se cfcctua 

en tiempo constante. Para la operación 4- tenemos que cada Link gasta tiempo constante, 

pero en el peor caso se tienen (log i) árboles en Q, por tanto esta operación es O ( log i ) . 

Para la operación 6, se debe recorrer todo el arreglo de apuntadores, el cual es de tamaño 

(log i)' por tanto la operación es e ( log i). 
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BorraMla 
lnicioProceoo 

l. MinAwc - XodoMinimo 
2. Elimina NodoMinimo de la lista de raices 
3. Si Sodo).linimo tiene Hijos Entonces 

Agrega los hijos del NodoMinimo a la lista de raíces 
Fin-Si 

.t, Almacena los arboles del F-Heap, en el arreglo~· 
los va ligando como van llegando al arreglo 
si tienen el mismo rank. 

5. Reinicializa Q. 
6. Vacea el contenido dcl arreglo en Q. 
7. Regresa el MinAux 

Fin Proceso 
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Figura 22: Proceso BorraMin 
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Finalmente, tenemos que Te ( n ) 

el algoritmo no es adaptivo. 

e ( n · log, n ) y por tanto reconfirmamos que 

La. gráfica 23 muestra el desempeño computacional del DuKSTRASoRT aplicado a listas 

de datos organizadas en forma xig-zag-d. El eje X representa el tamaño de la lista, varn, .r el 

eje Y el número de operaciones elementales, KOE. que gasto el algoritmo. C-0mo podemos 

obsen·ar. crecimiento del número de operaciones elementales. con rcsp<.'Cto a el numero de 

datos. varia sólo en una constante. 
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VI Otras evidencias de Adaptabilidad en RMC 

1 Rutas 

Consideremos la gráfica de la forma: 

es decir. esta gráfica ya es un camino, ver Figura 24. Si la gráfica tiene n aristas, diremos 

que se trata de una C.n . 

Q-Q-G)-···-Q-···-Q 

Figura 24: Ruta C. . 

Afirmación 38 Sea Q la cola de prioridades que utiliza el algoritnw de DIJK-

STllA paro almacenar la.11 etiquetas lemporolts finitas. Supongamos que G se 

almacena como una lista de adyacencia. Si G a una gráfica Cn , entonces 

al aplicar el DIJKSTRA sobre G se tiene que, en todo momento, el número de 

elementos en Q es a lo más uno. 

Justificación. 

Sea G una gráfica r.. para la cual e; representa el costo del arco (j-1,j), V l :5 j :5 n. 

Tenemos que G es de la forma: 

G: 

Figura 25: Lista. de Adyacencias para la Gráfica G 

Siguiendo el algoritmo de DIJKSTRA, 
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Q: (v •• OJ 6orm v, =>Q = (>, 

Revisa tos \"CCÍDOI de t'0 , es só1o uno: [ vt, C1 J con etiqueta. infinito¡ 

modifica la etiqueta e inserta v1 en Q. 

Q: [v,,ci] 6orm v, =>Q = ~. 

Revisa los \'ecinos de 01, es sólo uno: l V:¡,c2 J con etiqueta infiuito; 

modifica la etiqueta e inserta r'J en Q. 

En el k ·ésimo vértice: 

Q: [ v;,L;~=i(c;) J 6orra v; ==> Q = ~. 

Revisa. los vecinos de Vk 1 es sólo uno: [ v.1:+¡,CJ:+i J con etiqueta. infinito, entonces 

modifica la etiqueta e inserta. t'k+t en Q. 

En el ( n - 1) ·ésimo vértice: 

Q: [ t'(•-lJ•EJ;,'(c;) J 6orm "l•-•l ==> Q = q¡, 

Re\•isa los \'ecinos de l'(n-1), es sólo uno: ( Vn 1 Cn} con etiqueta infinito; 

modifica la etiqueta e inserta Vn en Q. 

Eool n·ésimo\·értice: Q:[v.,Ej,,1(c;)] borm v. =Q= o. 

Re\·isa los \'ecinos de l'n : no tiene, entonces termina el aJgortimo • 

.C. 11 representa una familia de gráficas, para las cuales, la cola de prioridades tiene a lo 

más un elemento luego, para cada. uno de lo TDC anteriores las operaciones se realizan en 

tiempo constante. Observemos ahora, el comportamiento de las implantaciones concretas 

del DuKsTRA aplicado a esta familia de gráficas. 

listas Simplemente Ligadas. 

Para la clase pqJsl, tenemos que cada BorraMin realiza (i+4) operaciones elementales, 

pero i es a lo m.is uno, entonces: 

Koe_pq = (n+l)BorraMin+ (n+l)Inserta+ (n+l)Vacio 

+ l·Principio + l·CreaPQ. 

Koe_pq $ 5·(n+l) + 2-(n+l) + l·(n+!J + 2 $ S·n + 10. 

==? KOE $ (8·n +10) +(n +2)+n $ (lO·n+ 12) 0(n). 



Listas Doblemente ligadas. 

Como Q tiene a lo más un elemento, cuando se inserta un nuevo dato, se hace la operación 

sobre una cola vacía. por lo que cada inserta gasta tiempo constante en efectuarse. Por 

tanto: Koe_PQ es 0 ( n ) =? KOE es 0 ( n). 

Fibonacci Heaps. 

Ya que la co)a de prioridades Q tiene a lo más un elemento, borrar el mínimo en un lista 

de un dato, gasta tiempo constante. Por tanto: KoeJ'Q es 0 ( n ) y KOE es 0 ( n ) . 

La figura. 26 ilustra. gráficamente el comportamiento de las implantaciones concretas apli­

cadas sobre la familia r.. . El eje X representa la variación en n y el eje Y el número de 

operaciones elementales, KOE. 

10000 r 
1 ºFH.nº-

9000 - i.et~: :·:.: 
8000 ~ 

1 
7000 r 
.... L ......... ..... 

¡ ~¡ /;~~::~~,,/'/ 
¡ ... ··· 

o . 
700 800 ... 1000 

Figura 26: DusKTRA aplicado a C.n. 

Con el análisis previo, hemos demostrado el siguiente resultado: 

Teorema 39 El Algoritmo de DuKSTRA aplicado a una gráfica C.. e implantado 

con las clases pqJsl, pqJdl y pq_fh requiere tiempo e ( n ) . 

De hecho, tenemos que: 
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Teorema 40 S.a G una gráfica C. y sea Q la estructura dond< se almacenen 

las diquelas temporal" finitas qu< genera ti algoritmo de DuKSTRA. Cualquier 

;mplanlación concnta dd DuKsTRA. en d modelo computacional de compara· 

cionu, quf. rcprescntt. a G como una lista de adyactncias y a Q como una cola 

dt prioridades. tiene un dcsemptño computacional de e ( n ) . 

Justificación. 
Como la cola de prioridades G siempre tiene a lo más un elemento y. en el modelo 

computacional de comparaciones, insertar o borrar un elemento en una estructura 

de tamaño menor o igual que uno gasta tiempo constante. Entonces la ejecución total 

del algoritmo, requiere tiempo lineal. 

2 Árboles Tkh 

/ . C:'.::J~----(••t•-•>+•)1 
~~-··-€3k 

~~-···~ 

Figura 27: Gráfica Tkh 

Definición. 

Sea Tkh un árbol cuya raíz tiene k hijos, todos los demás nodos tienen un sólo 

hijo y cada rama tiene profundidad h. 

La Figura 27 representa un árbol T,. y la Figura 28 representa la lista de adyaceacias. 

Afirmación 41 Sea Q la cola de prion'dades que utiliza el algoritmo de DuK-

sTRA paro almacenar las etiquetas temporales finitas. Supongamos que G se 

almacena como una lista de adyacencia. Si G es una gráfica Tkh , entonces al 

aplicar el DJJKSTRA. sobre G se tiene que el número de elementos en Q es a lo 

más k. 
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l'A-(11-11+ 

l'A-(h-IJ+. 

Figura 28: Lista de Adyacencias de la Gráfica Tu . 
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Justifiación. 

Sea G una gráfica T•h para la cual e; representa el costo del arco (j,j + k) para todo 

j tal que O 5. j 5. k(h - 1). 

Siguiendo el algoritmo de D1J•STRA. 

Q: ¡ .... o] bonu 1·0 =Q = o. 

Re\·isa los \'ecinos de r?. son k ! [ r1.c1 ]. [ r2.c2 ] •...• [ l'k,Cl:] todos con etiqueta 

infinito; modifica la etiqueta e inserta L'1 ••• t'k en Q. 

= Q: [ l'1,c¡ J·[t'2.c2)· .... [l' .. <k) 

borro el núnimo. supongamos, sin pérdida de generalidad, que el miOirUo es r1 

= Q: [ ,.,.c, ]· .... [ , ... <>]. 

Re\·isa los \'ecinos de v1 • es sólo uno: [ l'k+•·C(k+t)] y tiene :~ti~~·e1a iRfi~Í~~: 
modifica la etiqueta y lo inserta en Q. 

:\'ótese que, como cada \'«~rtice t'A: tiene &Ó}o UJl \'Ccino, ·v 1 :,: 5,',k· < _'Íl~. al' borrar e} 
,.• ~. ' - - , 

\'értice VJr se agrega a la cola únicamente un dato. Es decir; ~ada W!Z-quC ~e borra 

un dato. éste es reemplazado por su v&ino1 si lo tii?ne, y si 110 tiene vecino la cola de 

prioridades disminu~·e en uno su tamaño. Por tanto, G tiene a lo más k _elementos. 

Las gráficas T,h representan una fanülia de gráficas, para las cuales, la cola de prioridades 

tiene a lo más k elementos y además el número total de ,·értices en la gráfica es n = k·h+l. 

esto cs. n es 0 ( l.· · h ) . Observamos que, en especial, las gráfias C.n son T1" • 

Ahora. analicemos el comportamiento de las implantaciones concretas del algoritmo 

DJJKSTRA aplicado a la familia de gráficas T•h· 

Listas Simplemente Ligadas. 

Tenemos que cada BorraMin realiza (i+-t) operaciones elementales, pero i es a lo más 

l.· , entonces: 

Koe_pQ (n + 1) BorraMin + (n + lj Inserta+ (n + 1) Yacio 

+ l· Principio+ 1· CreaPQ 

Koe_pQ :5 (k+~)(n+l) + 3·(n+1J + 2. $ (k+i)-(11+1) + 2. 

=i-KOE :5 ((k+i)·(n+l)) + (!1'.+2) ·0.s <k+9)''<11+1i. 

pero n=k·h+I. 

=i-KOE 5. (k+9)·(k·h+2) 5.. (k·h).'(k+9).+2·(k+9). 

7; 



'.\ótese que si h = 1 la función del lado derecho de la desigualdad. se vueke cuadrática 

en k , que es el caso de las gráficas estrella analizadas en el capítulo anteri;,,., ya que una 

gráfica e. es una r., . Asi que. KOE = 0 ( n ) siempre r cuando h >> k. 

Listas Doblemente Ligadas. 

Como Q tiene a lo más k elementos. cuando se inserta un nue\·o dato. se hace la operación 

sobre una cola de tamaño J.· - 1 . por lo que cada inserción se efectúa, en el peor de los casos, 

en tiempo O ( k). Cuando h = 1 el desempeño computacional del algoritmo"' de orden 

cuadfático, pero si h tiende a ser más grande que J.·. esto es h >> k, el algoritmo será 

lineal en n. Formalmente, 

Koe_FQ es 9 ( n ) ~ KOE es 9 ( n ) 5iempre y l'Uando ,, >> k. 

Fibonacci Heaps. 

Ya que la gráfica Q tiene a lo más J.· elementos, borrar el mínimo en una lista de J..· datos, 

gasta tiempo O ( log, k), que tiende a ser constante cuando h >> k Por tanto: 

Koe_FQ es 0 ( n ) ~ KOE es 9 ( n) siempre y cuando ,, >> k. 

Las Figuras 29,30,31 ilustran gráficamente el comportamiento de las implantaciones conc­

retas aplicadas sobre la familia r,. , para los TDC, pqJsl, pqJdl, pqJh, res¡:.cctivamente 

El eje X, en cada una de las Figuras, representa la variación en n y el eje Y el número de 

operaciones elementales, KOE. 

Teorema 42 El Algoritmo de DIJKSTRA aplicado a una gráfica r.h e im-

plantado con las clases pq.lsl, pq.ldl y pq..fh n:quifre li•mpo e ( n)' siempr'f que 

h >> k. 

De hecho~ tenemos que: 

Teorema 43 Sea G una gráfica T•h y sea Q la utruclura donde se almacenw 

las eliquflas temporales finitas que genera el Algoritmo de 0U"5TRA. 

El Algoritmo de DIJKSTRA aplicado a una gráfica r •• requiere tiempo 0(n), 

siempr'f que h >> k. 

Sólo para ejemplificar, analicemos con detalle las gráficas r,. y Ta•. 
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Figura 29: OJJSKTRA aplicado a Tkh usando pqJsl 
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Figura 30: O IJSK TRA aplicado a 1"¡,h usando pqJdl 
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Figura 31: DusKTRA aplicado a Tth usando pqJh 

Árboles T2h 

_........Q-Q-Q-Q 
Q 

-........Q-Q -G-® 

Figura 32: gráfica T.,4 

1200 

Ahora, consideremos la gráfica de la Figura 321 ésta es un árbol cuya raíz tiene dos hijos 

y cada rama tiene profundidad cuatro, es decir es una gráfica T24 La Figura 33 representa 

las listas de adyacencia para las gráficas T,h y T,. . 

Las gráficas T2n representan una familia de gráficas, para las cuales, la cola de prioridades, 

Q, tiene a lo más dos elementos, para cada. uno de los TDC anteriores, las operaciones se 

realizan en tiempo constante. Observemos, detalladamente, el comportamiento de las 

implantaciones concretas del algoritmo DtJKSTRA aplicado a esta familia. 
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T2h: T24: 

'i·1' 

~-GE] 
~-
GE] 
GI2::J 
G.GJ·•···· ¡., ,.,_, . 
. ti~ 1, C.-'f ~ -. -. 

,. ;,; ,. :·.~ ·, ';. ·:. :~Jt/:;. ·, ' 
Figura 33: Listas d~ Adyace~~ia ;!'~;~,: i;ir f;;: 

Listas Simplemente ligadas 

dos. entonces: ... 

Koe.PQ = (n + 1) BorraMin + (n + 1) Insert~ '.;: (n:f:l.) V~~io 
+ J. Principio+ l· CreaPQ 

Koe.PQ s; 6·(11+1)+3·(n+l)+2 s; 9·n + l!. 

==?KOE :$ (9·n+ll)+(n+2)+n :S (1l·ri+I3) = S(n). 

Listas Doblemente ligadas 

Como Q tiene a lo más dos elementos? cuando se inserta un nuc\•o dato, se hace la 

operación sobre una cola de tamaño uno, por 1o <1uc cada inserta se efectua en tiempo 

constante Por tanto: Koe.PQ es 0 ( n) => KOE es 0 ( 11). 

Fibonacci Heaps 

Como Q tiene a Jo más dos elementos, borrar el minimo en una lista de tamaño dos. 

requiere un múmcro constante, de operaciones elementales. Por tanto: 

Koe.PQ es e ( n) :¡. KOE es 0 ( n ) . 
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Árboles T.1h 

Q-Q_.;..Q-Q / · .. ·· ... 
G-Q-Q-®-@ 

"Q-'-o.Q-Q-Q 

Figura 34: Gráfica T,A· 

Consideremos Ja gráfica de la figura 34 que representa a la gráfica To.4 , ésta es un árbol 

cuya raiz tiene 3 hijos y cada rama tiene profundidad 4. La Figura 35 representa la lista de 

adyacenciaspara esta gráfica. 

T34: 

VIO 

L'lt 

"" 

Figura 35: Lista de Adyacencias de la Gráfica To.4 • 

Las gráficas T3 _,, representan una familia de gráficas, para las cuales. la cola de prioridades 

tiene a lo más tres elementos. obsen·emos el comportamiento de )as implantaciones concretas 

del DUKSTRA aplicado a esta familia. 



Listas Simplemente Ligadas. 

Tenemos que cada BorraMin realiza (i+4) operaciones elementales, pero i es a lo más 

tres, entonces: 

Koe..PQ = (n + 1) BorraMin + (n + 1) Inserta+ (n + 1) Vacío 

+ l· Principio+ I· CreaPQ 

. Koe..PQ :5 7 -(n + 1) + 3 -(n + 1) + 2 :5 10 · n + 12. 

=:-KOE :5 (10·n+ll)+(n+2)+n :5 (12·n+l4) = 0(n). 

Listas Doblemente Ligadas. 

Como Q tiene a lo más tres elementos, cuando se inserta uu nuevo dato, se hace la 

operación sobre una cola de tamaño dos, por lo que cada. inserta se efectúa en tiempo 

constante Por tanto: Koe..PQ es 0 ( n ) => KOE es 0 ( n ) . 

Fibonacci Heaps. 

Corno Q tiene a lo más tres elementos, borrar el mínimo en una lista de tres datos requiere 

un número constante de operaciones elementales. Por tanto: Koe_PQ y KOE son 0 ( n). 

La Figura 36 ilustra gráficamente el comportamiento de las implantaciones concretas: 

pq-1sl, pq_/d/, pqJh, aplicadas sobre la familia de gráficas T,. . El eje X representa la 

variación en n y el eje Y el número de operaciones clemcnta1es, KOE. 

3 d-Árboles 

Un d-árbol es un árbol balanceado para el cual cada nodo tiene d hijos, a excepción de 

las hojas, las cuales no tienen hijos. La Figura 37 representa un d -árbol, para d = 3. 

Nótese que si Ges un d-árbol con profundidad h, entonces el número total de nodos en G 

h Jh+i_¡ 
es: n = E d; ==> n es O ( dh ) . 

j=D d=-1 

Afirmación 44 Sea Q la cola de prioridades que utiliza el algoritmo de DuK-

STRA pam almacenar las etiquetas temporales finitas. Supongamos que G se 

almacena como una lista de adyacencia. Si G es un d -árbol con profundidad 

/&, entonces al aplicar el DuKsTllA sobre G se tiene que el número de elementos 

cnQ esa lo más dh. 
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Figura 36: Comparación del DIJSKTIÍA aplicado .. r •• ·. 

Justificación. La demostración se hará por inducción sobre h. 

Base de la Inducción. h = 1 implica que tenemos una. gráfica. estrella con d arcos. La 

Figura 38 muestra un d-árbol con profundidad h = J. 

Siguiendo el algoritmo de OIJKSTRA, 

Q: [v0 ,0] borro •o =>-Q = <J>. 

Revisa los vecinos de v0 , son d: [ v1,1,cu ], [ v1;i.,c12] 1 ... ,[v1,d,C1,J.] todos con etiqueta 

infinito; modifica la. etiqueta e inserta 01,1 ... v1,c1 en Q. 

= Q: [ •1,i.<11 H .,,.,c12 ]- ... -[.,,..,e,,. l = IQI = d = d1 =d •. 

Como cada v1.; V;= 1, ... ,d son hojas, entonces ya no es posible insertar más da.los a Q 

~n la.e; signiPnf(>S iteraciones del algoritmo de DIJf\STltA, Además, para cada una.de las 

siguientes iteraciones del algoritmo el número de elementos en Q ira decrementa.ndosc 

en uno. Por lo tanto, el tamaño máximo de la. Cola de Prioridades es d. 

Paso Inductivo. Suponga. quo la afirmación es válida para h = k. Por demostrar que 

la afirmación es válida para h = k +J. Esto es: si un d-árbol tiene profundidad (k + 1) 

entonces la Cola de Prioridades tiene a lo más d•+I elementos. 

s.i 



000000000000000000000000000 

\!( \!( w \!! .\!!:\11 \l/ \lf \!! 

"V~TY"V 
Figura 3i: d -árbol c:On profundidad h • p~a d = h = 3. 

Figura 38: d -árbol con profu~didad h = 1 . 

Demostración 

Como la afirmación es válida para k se tiene que si Ja profundidad del árbol es k 

entonces el tamaño de Q es a lo más d". ~ótese que como el árbol es balanceado, 

estos dk elementos de Q estan en el nivel k del árbol. Al considerar los elementos 

del ni\'el (/.· + 1). supongamos, sin pérdida de generalidad, que los d• elementos de Q 

tienen d -hijos. cada uno de ellos. Al aplicar un BorraMin a la Cola de Prioridades, 

si el elemento mínimo es vértice del nivel k del árbol. entonces se insertan a lo más sus 

d hijos en Q. Pero esto sucede para cada uno de los dk elcmcnlos del nivel k del 

árbol, entonces s" insertan. en total. a lo más: d · dk = dkH elementos. 

Nótese que si d = 1 el d -árbol es una ruta. De acuerdo con la afirmación 44, el tamaño 

de la cola de prioridades Q es IQI = l" = 1, por lo tanto el desempeño computacional del 

algoritmo es lineal, como habiamos descrito anteriormente. 

Ejemplo l. Consideremos el d -árbol de la Figura 39. es árbol binario con profundidad 

h = 3. siguiendo el algoritmo de DIJRSTRA. 
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Figura 39: · Eien:iplo 1: ..Í.rbol Binario. 

Q:[v •• 01. Elinínimóes:v~.~Q.= <!>. 

R~\·isa los \'cd~~os de-.:-·¡:/, -~~~(~_ci·: -I l't,1~ IJ~--r t·~~~; í 1 a~b~ c.On'· eliquCta infinito: 

modifica etiquetas e iiiSei-ta·. l'i;1·;·~; t•í:2'.~·~n- Q.:· :-

=> Q: [v;.1,\H•1.~.11 :4'1Q\,;2.· S '.··.· 
Borra el 1ñí~mo/s1~'.p_o~1g~~~s.:~~¡-~ :p~~didaAE!."gé~~·ran~1ád.:'ciúC el ·n.1ín·i~io es t·1.1·. 

::~;;.c~o:1:::~~: :~:0:';'.,:!i: ::·ij~.'.~·~·.l,l'~~[ "{'? l >¿Ón ~;lqu~.t~ ¡~fini;~. ·.;. bos; 

==> Q= 1 , ..... 1H ..... ~1-1 •• '. •. 2U:~.:1~r.~_ª:~.· -~_./: ..... . 
El mínimo Cs t'1.2. · Los \'ec_ino~_dc·.,~1.2·1 ~n:dos;_f[ !'2.3~: l} )~_[ l'2.~:.1] con etiqueta 

¡:;,· 1ª,:.:;'1-~·:.~:0;:~;J{;W1~~~J~i'.'si~~t~L'~~.;··.·····:···· 
Borra el mínimo, sup~ng.~~-~<~~~:~_'. P~-~~-i~~/d~:·g~~~~~·~~a~;~~~~·:e~ ·mínim~ ~~ .. t~ 1 

:::;:c~o:t~::~:: :.·1;';::~~~~~'..~;,:1J.i: ! ,.,_;,1 r ~on ciiqile;a infl~t~. amb~s; 
==> Q: ¡.,;,.2H~,3;21-1W~.2f'.i.l;,.~;:i1:1,~ .•. 3j; ;;,;,;.··¡q¡·;: s>·· 
Borra el mfnim~~- ~~-~e~~s ~:~in~·~¡~-¡~~ a ~.~. ·~ ~-~·~. V~ií1D~ '~~~\ij)~~::.d~·=··· ['·~,~. l} 

y [ l·3•4, l]. ·c~n·· ~tiQu-~ta infi~·ito, amb~S~ ~~<Hn.Ca :~ti~iei~ ·~:~·Í~s·i~~~ta·:,~:ri Q~ · .. : 

==> Q: ¡ V2.:i.2H •.•. :.21-i L"3.i.3l-l ·~.2.3H V3~.~¡.¡,.,_,,31 ·' ==> IQI;; 6. 
Barro el n:iínimo. tome.mas como mínimo a t"2;f. Rcvi~a lo~. \"ecin~· de ,'c2.3 •. son dós: 
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[ t':J,s, I] y [ •':IAh 1) con etiqueta infinito, ambos: modifica etiquetas y I°' in&ertaen Q. 

El mínimo es l'2,4 • Re\•isa Jos \·ecinos de r.2,4 • son dos: [ "3,6t l} y [ v:i,r, 1 J con 

etiqueta infinito, ambos; modifica etiquetas y los inserta en Q. 

= Q: [ l'3,t·3 I·[ "3.2,3]·[ t•3.s,31 ·[ l':J,.,3]·[ "3.s.3]·[ ..... ,3] ·[ "3,1,3]-(Í.,,1,31 

= IQI =s. 
Borra el mínimo, tomemos· como mínimo a Va.1 • . El vértice t'3:1 , no tiCne vecinos. 

= Q: [ V:i,,,3J·[V:i.a.3] ·[V:i.•;3¡.¡ V:i,s,3)·[V:i .. :3J ·[•~,;.~Hv3.a.3J = IQI = 1. 

Borra el mínimo, tomemos corno -~íni~o ~- ~~;.,~,·~:: EÍ·.:~é·iti~~··.~~.~ ~no tiene vecinos. 

= Q: [•'3.a.3l ·[V:i.•·3l·[V:i.s.3l ·lV:i.o.~Í-l.t'3.1.aJ-f,;;;:n. = IQI = 6. 

Borra el mínimo, tomemos· como mí~~o /~~·~:~·. :~. EÍ:\~~.t.1~·~:'.· VJ~ no tiCnc vecinos. 

= Q: ¡ V:i,,.3J·l •a,s,3]·[ ,.,,.,3J -l P.i,;,3 J·[ "":;¡,;¡¡ ,,;; IQI = 5. 

Borra el oúnimo, tomemos como mínimo.a -~~ .... ~·;=;h."E(·:~_érti.~~ 1:3:4 .I.10 tiene vecinos. 

= Q: [•a,s,3)·[V:i,o,3] ·[•a,1.3]-[•'3B:3] ~:IQl~t . '·-' .,, 

Borra el mínimo, tomCmos como mínimo¡· ·~a;.·~.~: EÍ: ~~;·Íi¡e:· VJ.s no tittne vecinos . . . -- .... '--·· ,._... . 

=Q: [V:i,s.3]·[VJ,1,3]·[V:i~·3]• '::; IQl·;,,a): .,. 

Borra el mínimo, tomemos como UÚ~~o a',.~:~;~Í e~~~! n~.Íi~~ié<v~rinos. 
=Q: [v,,1,3]-(V:i,1,3] = 191:~(;:-z: .::>·.·:·: 
Borra el mínimo, tomemOs-coni~;i~i'fhi'~~·-~·z:~:;·~·/(~i~:·~·~;~·¡~;,~~ tien'~ vecinos. ==>Q: 

= IQl=l. '·.~:./~·~?~·': .~;;':_;.-·-.. -:·'.~·:>::. 
. ,. ~:~~::., --:·l.'-:·'.>·~~- ;.:;: ;, . 

llQll = 8 = 23 = 2•. 

Ejemplo 2. Consideremos el d-árbol de la Fig{irá.4Ó)e8'~ioól.o.iná~i~ éon profundidad 

h = 3. Siguiendo el algoritmo de DIJKSTRA, 
... ~ ·"· '." " ... . 

Q: ( v,,O] borro cl mínimo = Q = ,¡,. 
Re\•isa los \"ecinos de ~'son 2: (v1,1, 1), [v1.2,8f ambos ca~ ~tiqueta·infinito¡ modifica 

etiquetas e inserta v1,1 y v1,1 en Q. 

Si 
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.. : . 

. . . 

· Figurn,.fo: Ej~;¡;plo\!; Á~~,ol Binario. · 
.·-, .... ,•;e~-·. <J' .. 

~ Q: [ Vt,111 )·( V1,2,8) : .. :·~;~·ÜQÜ ·;/2:~):~~ '._ ·:-,·~., 
.,,._(:O l ..... ~,:·--.~· ( ;.~:. 

El mínimo es· l'_Ú ( ·:~~is~-~-~·_.\'.~~_iri~s-._dé .. --~~~).,":~-;~~ ~~~/ [ ~·_2'.¡.~ l_]·y [ l.'2,'l·-11 con etiqueta 

· ·:~: :=~~~tt;~*i~r~~~,~~~6i·9 < , 
El mínimO es· vJ.Í ,:-.RCvJsa lóS':\·~~iriOs"4c·~j12;i'; Son\_Gós:_:[ v3;t; l]'y_[ v~~ 1 _3] con etiqueta 
in'fi~tO'~:~-bc;~~ ~;J~fi~i'.;~¡~~~,f~'.%·:¡-~~~:it~\~~'.!~~·rii¿~:T~~;,:Q~ ·'<, 

-· ' ... · -:~ :, .': :: :·;~·;',:}~: ~ ~; './~~::_t/f ~-{1.r;::I~~·(,~\~;./ '._·,~5~'.~!~ :)·;:,;.~-1'.~ f.;~:\~:'.~ ;~-/X-~: ; :· ._·, ~ 
=? Q: ¡ v,,2,sJ-[ .,.;:.;s ]'-[i>..J~aJ{V:i2;4J\,:~·11q11 =;'v; . . 

~i~tS~~i~l~~~~10· 
El mínimo es VJ,; Jiu:~~~ í~:~~¡·~~~;~f ;:~ '~ .. ~·~:A.?s~:-·[ ~-~~·-¡-1 ·~~:.t ~;.¡~ 21 ~~etiqueta 
infinito, ambCJSi nlO~i~~~~e~i~~--~t~fC ·j~~~~~:~?~~:_~é-~~-i~~--~q:_ ~!.: "· .,_ · 

= Q: ¡ "'"' s J ·[ v,,a,6·J~[ ~.i~ij ·: ~jÍQÚ ;;;,· :i>'i ·•·· 

El mínimo~ 113,3 ·· Revisá. l~\C~i~~s d~:)i:t.3 -~-~o ~i~l_l~-.vc~D~>:'. 

=? Q: [ "'"' 8 ]·[ "'··· 7] =? llQll = 2. 

El mínimo cs. VJ,t Revisa.los \"ecinos de t'J.i: _no tiene\·~~¡·~:~~-. 
=?Q:[v,,..s] =? llQll=L 
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El minh_noes l'l.2 . Rt\·isa los.\'ecinos: de. r1 . .i·sou dos: [t·2,3. J)y [f-.1..1.-lj con rtiqueta 

infinito. am_bos: m~difica etiq~etas 'e ins:erta los \'~rtice~_eD Q. · 

=Q:[r,.,:Dj·[l",..12] '"=> llQ!1=2. . 

El minimo~s r2.3 Re\·Ísa 1c?s '~·ec"i~O~ de't'i.3/F.on: do~: tt·3.s.lJ y [1'3.6.2] co11 etiquNa 

infinito. a,mbos: ·~odiÍi~~ etiQuetas;:~ inSl!rtá.tos ~·JrÍict:S e~·Q~ 

==>Q: ¡,.,_..12]-[t':l.s,lÍl)-[•':l.•·11] .,;;;,..l\QI\ =' 3. 

El mínimo es l'J.s Re\·isa ios \'eci~os d~ . t"3.s': nO ~iene vecinos. 

==>Q:[l°2.<ol2]-[i"J~oll] ==? llQll=2. 

El mínimo f?S ra."i R'?\'isa los ~·ecinos de ra.li: no tiene \·ecinos. 

=Q:[t·,.,.12] = l\Qll=l. 

El míriirno e$ t·1 . .a Re\·isa los \·ecinos d1! t'2.-1. 'iOll dos: [ r:i.-:-. 1) :• [ t·J~· 2] con r.tiqucta 

infinito. ambos: modifica etiquetas· e inserta fos \'P.rÜcr.s en Q. 

= Q: l .. ,,,.13 H ,., .•. 1~ J = l:QI\ = 2. 

El mínimo es t'3.-;- Revisa' los vecinos d~ t''.1.-:- : no Úene \'ecinos. 

=Q:[•"J.s.1-1] = ilQll= l. 

El mínimo es l'J.8 y no ti'!ne \·ecinos. enton~es.Q~ .0 ~ llQll =O. 

Para este ej~mplo tenemos que el.tamaño máximo de Q es: llQll = 4 ::; 21• 

A_hor!l,: r~~li~~-~c~os an_~~sis sobre el cornporiamiento rle las implantaciones concretas del 

algoritmo DÍ~iis~~A aplicado los d-árboles. 
' . . . ' . 

List~s Simpl~mente ligadas. 
. . . . . - .. ~ •. .· .' .. :. : 
~na~iz~~~º.s.·csta_ implantación concreta en términos <le opcracionc.s clemcnta1es. Tea 

._p_c~~s -.~ur.:J~s ciprraciones Vacio, rrincipio e CreaPQ gastan una operación elemental. 

Cada· inserta gasta dos y cada Borrai'1.in requiere 1 i + -11 opcraciohcs dcmcntales. ·pero 

P~r }~:Afirmación 4-1. i es a lo más ,Ji:~ por lo tanto: 

Koe_pq = (n+l)BorraMin+ (n+l)lnserta+ (11+l)Vacio 

+ l· Principio+ l· CreaPQ. 

Koe_pq::; (n+l)·d' + 3·(n+lJ + 2::; 111+1•·td1• :¡¡.,. :!. 
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Por lo tanto. tenemos que el número de operaciones elementales. para esta implantación 

<"5 lineal l'..'n n. pero sustituyendo el \-alor de n tenemos: 

(
Jh+l -1 ) 

Koc_PQ :S (dh + :J)· ~+! + 2 = O(d"'). 

Así que. el número de. operaciones elementales para esta implantación es polinomial en 

d. número de hijos en cada nodo. Pero Jh es el número máximo de elementos que existe 

en el último nh·el del d ·árbol de profundidad h. así que podemos decir que el algoritmo es 

cuadrático en el número máximo de hojas de un d -árbol. 

Listas Doblemente Ligadas. 

n n 

De acuerdo a la demostración del Teorema 13: L,t(Q.Juserta.1) S L,d;. donde d; 
i=l i=l 

es distancia entre la posición correcta de i. el nuev~·~lem~ntO .a.insertar. y ui~ la posición 

del 1i1timo elemento insertado. pero esta distancia es ·a lo más d". así que: 

t 1 (Q./n:.erla. i) es Ó (n • dh) pero 11 es O ( Jh) 
i=l 

=? f_t(Q.I;;;~rt~;;¡ es O(d"). 
i=l . -- '.'_i~·.::; ·l,,'.' 

e ( n ) + o ( ¿z• ) . 

Finalrri~n't~~;·~·.t~~~ri.Ó~-:~~~~··Ci\Í~c;~peño computacional del DUKSTRA resulta ser ~na 
fun~ió~ lind;I ::~~ :··~·:<~·~'.rif~i~.:.~~¡~l··.dé'"~értices, y polinomial en d. número ele hijos por 

vérti.ce .. 

Fibonacci Heaps. 

Sabemos que el Desempeño Computacional del Algoritmo D USKTRA. para esta im· 

plantación concreta de F·Heaps. depende especificament<" de la operación BorraMin y ya 

habiamos demostrado que ésta requiere tiempo e ( log, i). donde i es el tamaño de la cola. 

Por otra parte. sabemos que el tamaño de la cola es a lo más Jh por lo que: i :S dh. entonces: 

log2 i :S log2 dh ::; h • log2 d. por lo tanto: f_t(Q.Jnserla.iJ = 9 ( n :!dog2d). 
i=1 
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Figura 41: Desempeño Computacional del DuKSTRA aplicado a d-árbol, usand_o F-Heaps. 

Finalmente. tenemos qur el DL"sempeño Computacional del algoritnm para esta implan­

tación de F-Heaps, CD el peor de los casos. es Te ( n ) = 0 ( n ) + e e;, -'h log; ;l) . 
Esta función es lineal en n, número total de nodos~ y polino~\ial e~ 4~' .n~;¡,~r~·dc hÜos por 

\·érticc. 

La Figura .n muestra el comportamiento del algoritmo de DÚ~s~RA, utilizando F·Heaps. 

aplicado a gráficas cuya estructura representa un . d ·árbol. -; : 1.'1.~~ esta gráfica, el eje X 

representa a h. la altura del árbol y el eje Y indica.el número de operaciones elementales 

realizadas por el algoritmo. 
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Figura ·12: Coloración de caminos en UD árbol. 

4 Coloración de Caminos 

Regla para Colorear Caminos. 

Sea la gráfica G un árbol. Supongamos que tenemos todos los colores dispo­

nibles. Si un vértice v tiene k-bijos, se pintan las aristas de (/.- -1) caminos 

desde l" hasta un vértice terminal hoja . Cada camino de diferente color. El 

k ~ésimo camino de un ,·értice v tiene el color de algún camino que fue coloreado 

con anterioridad~ esto es. tiene el e.olor de UD camino que pertenezca a un vértice 

antecesor a v. No se pernüle que una arista tenga más de un color. 

Nótese que si el número de hojas (vértices terminales) en un árbol es H, entone.es el 

número de colores ulHizados para. iluminar los caminos es a. lo más H. 

La Figura 42 nos muestra un ejemplo de este tipo de coloración. La notación P;.; 

representa la ruta que inicia en el vérlicci y tiene el e.olor j. Por ejemplo. la ruta P0.1 es 

la ruta que inicia en d vértice v0 y tiene el color 1 • en particular. esta ruta esta formada 

por los \'értices: v0 , v2, V¡, Vi2· 

Definición. 

Diremos que w es un descendiente en ruta de u si w está en la rula del 

mismo color que v • esto es: w tiene el mismo color que v. 
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Ejemplo l. Regresando a la Figura 42 tenemos que 

+ v16 es descendiente_ en ruta de .-,V¡.~- pt?ro ·D.o lo es de vo . 

+ l'o tiene dos. rutas ~.~~Ór~~~~-~ :.·:.·:: 
Los descendientes en uO~.rUta:·-(ie'\1a:·SOn:.~ 1122 , V7 y "2 

Los desccndien~es en Otra ;u·~-~~:".'~; so'n: :_v31 ~-~·v·;o y 113 

Ejemplo 2. Considerese una gráfica. T•h , observamos que: 

+ hay exactamente k rutas; 

+ todos los vértices w con w ':# v0 son descendientes en ruta de v0 • 

Teorema 45 . 

Sea 6-(u) el grado c..rtcrior de v, el número de aridf.as que 

'salen' de v. Sea d ( s, u) el costo de la rula qr~e va de s a v. 

Si llQJI. es el tamaño de la cola Q al Íllgrcsar u e11 ella, entonces 

llQll. = I:: 11w.11 
vev .. 

donde Vu = {V j 5-(v) ~ 2 1J d ( s, V) < d ( s, u)·} 

y W. = {w/ w esdescendientecnrutade v.y d(s;w) >.d(s,v)) 

l IQll. representa el número de vértices coa etiqueta t~.mpo~al _que .fueron elegidos antes 

que u. 
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Fibonacci Heaps 

Analicemos ahora este resultado para la implantación concreta de Fibonacci-Hcaps hemos 

venido manejando en este trabajo. 

Nótese que el número operaciones que se aplican sobre Q es de orden logaritmico1 entonces 

la suma se está aplican-clo sobre el orden topolgico en que el DIJKSTRA elige los vértices. 

Si Q tiene tamaño constante, como en las gráficas Cn y Tkht h.>> k, tenemos que 

n 

* = logilC = logC" = nlogC 
k=I 

con lo que reafirmamos que el algoritmo de. p··.u,K:~~RA tiene desempeño computacional 

de orden lineal. '·.. :· \ · \, · 

Si hay una una u tal que llQll. ;:, ; ri (nj\';';;ht,~'n~ , · 

llQl!uH ;::.,llQll,J, 
'e• 

p~~a f::; 1;;: .. (n-' 11) 

.·-:,,.; 
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VII Conclusiones 

Durante la investigación de este trabajo hemos encontrado que el Desempeño Computacional 

del Algoritmo de D arnsTRA depende en gran medida de la estructura de la red y de la forma 

como se representen las etiquetas temporales en la implantación del algoritmo. 

liemos notado que la dificultad de la red depende del grado externo (out degrce) de los 

vértices, del número de ciclos existentes en la red y del grado de 'lcsorden con que se le 

presenten los costos de las aristas al algoritmo. 

De esta forma, tenemos evidencias concretas sobre la adaptabilidad del Algoritmo de 

DIJKSTRA, incluso hasta encontrar Aclaptabilidad Óptima. Estas versiones adaptivas del 

algoritmo se logran mediante estructuras de datos sofisticadas para la implantación de la 

cola de prioridades, la cual representa las etiquetas temporales en el algoritmo. 

Las versiones adaptivas del Algoritmo de DIJl\.STllA consumen menos recursos de cóm­

puto. en particular su Desempeño Computacional es mejor que en el peor d<' los casos y en 

el caso promedio. Por eilo, aplicar estas variables adaptivas en algoritmos de Optimización 

Combinatoria y Flujo en Redes, que utilizan el Problema de la Ruta Más Corta como una 

operación, mejorará el desempeño computacional de los mismos. 

Consideramos que el Análisis y, en especial, la Adaptabilidad de Algoritmos en el área 

de Optimización Combinatoria y Teoría de Redes es un campo muy amplio por explorar. 

Explorarlo nos llevará a descubrir, modificar y diseñar algoritmos que no sólo mejoren su de­

sempeño computacional, sino que además sean capaces de aprovechar la estructura particular 

de los datos de entrada. 

Los Análisis de Adaptabilidad para el Problema de la Ruta Más Corta, descritos en este 

trabajo, son los primeros en efectuarse en esta área y son apenas una evidencia de lo que 

hay por realizar en el campo de la Teoría de Redes. 

El Análisis de Adaptabilidad para el Problema de la Ruta Más Corta, como hemos visto 

en el presente trabajo, requiere establecer medidas que cuantifiquen la dificultad de la red; 

identificar entre los algoritmos que resuelven la Ruta Más Corta cuales son adaptivos y cuales 

no¡ revisar entre los algoritmos que no son adaptivos cuales pueden llegar a serlo medi-
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ante modificaciones: diseñar algoritmos adaptÍ\."os y establecer propiedades que gnr~ríticcn 

má.~ima adaptabilidad. 

Esta.mas concientes de que aún falta formalizar medidas de complejidad de la red y que 

nuestros análisis de adaptabilidad únicamentr están enfocados en el Algoritmo de D Uh'.STRA, 

el cual resuelve el problema do la Ruta Más Corta de un vértice a cada uno de los otros 

vértices en una red con rostas posith•os, pero existen más algoritmos por in\'cstigar, por 

ejemplo algoritmos que permitan arcos con l~ngitudes negativas o algoritmos que resuelvan 

la Ruta Más Corta entre todo par de vértices. 

Debido a que el problema de Ruta Más Corla es básico para el problemas de Teoría de 

Redes, resulta interesante saber, con exactitud, cual es el comportamiento de los Algortimos 

de Teoría de Redes que utilizan Ruta Más Corta cuando empican versiones adaptivas. Por 

otra parte, dchcmos ampliar má.'1 el área de investigación hacia todo tipo de Algoritmos, 

no sólo en Teoría de Redes u Optimización Combinatoria, sino en todos los rampas de 

aplicación. 

Como trabajo futuro, también consideramos interesante estudiar la adaptabilidad de al­

goritmos en el modelo de cómputo C'll paralelo. 
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VIII Apéndices 

A Algoritmos para la Ruta Más Corta 

1 Ruta Más Corta de s a t 

Los algoritmos que resuelven la RMC entre dos nodos específicos, s -+ t tic auxilian del 

método que busca la RMC del origen a cada uno de los otros nodos en G. En esta sección 

presentamos algunos de los métodos más tradicionales para resolver éste problema. 

1.1 Ecuaciones de Bellman. 

Las Ecuaciones de Bcllman representan una solución analítica. para resolver 

el problema. de encontrar la RMC entro dos nodos específicos. 

Se enumeran los vérlices de 1 a n, con s = 1 y d = n • 

Sea u; = Longitud de Ja RMC del nodo 1 al nodo j. 

Sea a;j = Longitud del arco (i,j}: 

{
a·· 

a;;= C:: si 3(i,j) E A 
e.o.e. 

Las Ecuaciones de Bellmnn indican t¡uc la longitud de la RMC satisface 

j=l (/): {
o . 

u·-
' - min.,.; {u•+••;} j=2,3, ... , n. 

Estas ecuaciones se cumplen siempre qu~ la red no contenga ciclos nqrativos. Nólcsc 

que la longitud de la RMC está bien definida, pues cada ª"i es un número finito, por lo 

cual si 1a solución existe es única. Al resolver (l) se obtiene un árbol dirigido y enrai?.ado, 

con raíz s, tal que la longitud de la única ruta del nodo s al j es Uj, si existe, a tal se le 

conoce como Árbol de RMC. 

1.2 Redes Acíclicas. 

Las Ecuaciones de Bellman resultan más facilcs de resolver si se tiene una red acíclica, 

ya que los arcos pueden ser numerados. Lo cual está fundamentado en el siguiente teorema 

de la Teoría de Gráfiras: 
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Teorema. Una gráfica. dirigida es acírlica si y sólo si sus nodos pul"<len ser uumerados 

de t.al forma que para cada arco {i,j) &e tiene que i < j. 

La prueba constructiva de este teorema mu~tra que al numerar G se ubtieuc uu algoritmo 

cuya complejidad es O ( n2 
) • 

en: 
Al asumir que los nodos han sido numerados las Ecuaciones de Bellman se transforman 

(AN): 

Solucionar las n ecuaciones anterior~ requiere: 

o+ 1 +2+3+ ... +(n-1) =n(n-1)/2 

j= 1 
j=2,3, ... ,n 

O+ O+ 1+2 + ... + (n - 2) = (n - 1) (n - 2)/2 

sumas y 

comparaciones 

Por lo que, resolver el problema de la RMC en una red acíclica tiene desempeño computa­

cional de O(n2). Como la red es acíclica, resulta obvio que no contiene ciclos nega.Mvos, 

entonces uo hay que preocuparse por las longitudes de los arcos, las cuales pueden ser ncg· 

ativas. Los cálculos se realizan, en este caso, sin complicación alguna. 

1.3 Algoritmo de Dijkstra. 

El ALooR.tT.-o oE DJJKSTRA es uno de los más eficientes para resolver el 

¡noblema de la RuTA MÁs CORTA, en una red G con longitudes de arco no 

negativas. En el Capítulo 11 de ci;le trabajo se desarrolla detalladamente. 
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1.4 Método de Bellman-Ford. 

l'na generalización del algoritmo de DIJKSTR• para gráficas donde las longitudes de arco 

pueden ser negati\'as. pero sin contener circuitos negativos. fue hecl1a por Ford y es de-. 

nominada Método de Bellman-Ford, consiste en resolver las ecuaciones de Bcllman por 

aproximaciones succsi\'as. 

Se define: 

t> u~k) = longitud de una ruta más corta del origen s a j 

de tal íorma que la ruta· contiene a lo más k arcos. 

I> .1.kl = {o 
J Cljj 

sij = 1 
_e.o.e. 

El cálculo de las primeras. (in·+ 1) ~proximaciones de orden m .es: 

.. , u}m~;tb~~ fu}mF, ~Ji { uL"'1 +a•;}} ... (BF) 

nodo j ,, si~'·igp~li~.'~oda·s. 

de (n - 1) arcos por tanto: 

computacional de O ( nª) . 

'. ·:·-~----·-> :< :···,:· --: - - ,. -·. - .. ' -
uJ = u~"-1) V j E A. · Estc.a_lgorii~o-.l.iCri~_u·n d~~mpcño 

1.5 Modificaciones de Yen. 

Como un mejoramiento en eficiencia a las ecuacionr.s <le Bcllruan~Ford so!1 con~ideradas las 

Modificaciones de Yen. Las aproximaciones uj. de Bellman-Ford·, no hai:en uso de lcl mejor 

información disponible en cada iteración. Por ejemplo, se calcula uj"+t = /(u¡", ur .. " ; . u::i) 

aunque las u¡;'+I k = l, 2 ... (j-1), ya hayan sido c\·aluadas. 

Se define: 

l> (i,j) \'a hacia adelante si i < j. 

t> (i,j) va hacin atrás si i > j. 

t> Una ruta tiene un cambio de dirección cuaudo un arco hacia atrás 

es seguido de uno hacia adelante o vioo\•ersa. 
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I> uJ•I = longitud d.• l~ R~IC de • a j de tal forma que hay 

a lo más·¡¡. 7 .1) :éa.mbios de dirección. 

t '.;',~·:: · . 

. Entonces 1as EC~~~jó~~·'·d~' Bcllina:n se transforman en: 

: ~t .. ·::-.. ~1~, :!ff :.:;_~11).,~J. _u{ .+ ~,1 _ p~r. . 

{ 

,_4.¡.,j·~'.:;:{'-iiMw>: >.·1· 1•+11 .. 11 Vk 

(Y):' .. •:{H';i~~fü1tf';;;]~~;~f{.\:;r:·J.~t;}}' Vk i~par:. 
Cada una del~ ecuacioúe5 en.(}');¡, ~~su~lve sobre n/2 opciones, en wz de n. Ahora 

se realiza~ a lo más 1~3 /2 .. su~M ~ . n3/~ comparaciones, ·por tanto est~ f!l_étodo reduce el 

descmpctio computaciona1 del algoritmo en una razón de dos. Una ventaja extra es· (¡ue el 

almacenamiento puede reducirse en un orden de dos, pues una vez que 11!m+I) es calculada, 

ésta reemplaza a u}ml • 

2 Ruta Más Corta entre todo par de nodos. 

Para este problema, se desea calcular la RMC de cada nodo v de la gráfica' a cada uno de 

los otros (n - !) nodos, teniendosc en total n · (n - !) rutas. 

2.1 Multiplicación Matricial 

Se define: 

u;; Longitud de la RMC de i a j. 

u~j) Longitud de la RMC de i a j, tal que la ruta no tiene más de m arcos. 

a;; Longitud del arco (i,j). 

Si a;;= O V i. 

(MM) 

=.O 
oo· 

min (ul;1• + <Íkj} 
u~;-11 . 
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· El desempeño computacional del algoritmo se t.>spera <1ue sea a lo más O ( 11"" ) al a"pli('ar 

n \"eres el algoritmo de Bellman-Ford. 

Se difin,. la operación: P = [ p¡; J 

Sean: 

A -" B.co11 p¡, mio {a¡• + bt; J V,._ 

[!'" ( u~j 1 ] = matriz de aproximaciones de orden m. y 

. .\ = [a¡; J = la matriz de longitudes de arco. 

entonces: ¡ u<•1 
u<•1 

{~;~_,, (11•-•l ®A .· . 
( ¡ ... ¡uc•1011) ·:· 0 AJ. 

u<•l 0 A 
uc•l 0 A=(Ulºl®A)®A) 

Obsen·amos que la mulliplicación es asociati~~~- ~~~~~·¿~~,:·.Í~Il~~~:" 

(11•-•l 
''i 

Ul•-•l 0 A. •::' .:'· 
( ( .•• ( Ul•l @,A) .·:. '0 Á) 
( uc•1 0 Á) ·0 11·-i:. 0''A ·· 
(A) ® A 0 .. :'e)l ·,,;, Al•'-11. 

Ahora, como uc•l es la matriz identidad: u1•10A=1l 

Este método requiere log2 n multiplicaciones de matrices cada una de las cuales tiene 

complejidad O ( n3 ) , por tanto se tiene que el desempeño computacional resulta ser 

O ( n3 log2 n)). Es fácil ver que el Algoritmo de BELLMAN-Fono puede ser implantado 

utilizando este método matricial. 

Sea: u(m) = ( u~m) , u~ml , ... , u~m) ) y u(OI 

entonces uCm+l) = u(m) © A = u<0l 0 Am. 

2.2 Método de Floy-Warshnl 

( o t 00 , 00 ' ••• t 00 ), 

u\j1 = Longitud de la llMC de i a. j de tal forma. que la. ruta. no pa.se por los nodos 

m,m+l, ... ,n, exceptoiyj. 

En una ruta del nodo i al j que no use los nodos m + 1 , m + 2, ... , n sucede que: 
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l.• No pasa por el nodo m ===> u~j+I) =·u1j1• 

2.- Si pasa por el nodo m =-- u~j'+JJ = u~;:) + u':}. 

Entonces 

, rm+I} • (mi (mJ (m} 

{

u!!> =a¡;. 
(FIV). U¡; =mm {U¡; • U¡m + "m; ). 

Uij = u!;-0 . 

Se ohS<m·a que en las igualdades (FW) hay cxac<amente n (n - l) (n - 2) ecuaciones 

y cada una de ellas requiere uua suma y una comparación para ser resueltas ( i, j, m = 
1,2, .•. n ;i # j: i # m; j # m). Entonces, el algoritmo Floy-Warshal, tiene el mismo 

desempeño computacional del algoritmo de Bellman-Ford. 

Si las longitudes de Jos arcos son positi\'as y se aplica el algoritmo de Dikjstra n veces 

para n orígenes, se observa que- se requieren el mismo número de sumas y comparaciones 

que el método original. 

2.3 Método de Spira 

Spira (42] propone un algoritmo para resoh-er el problema de la RMC ent..., cualquier par de 

vértices. En el peor de los casos el desempeño computacional está acotado por O ( rz3 log n), 

si~ embargo, Spira muestra que el número esperado de operaciones es de O ( n2(1og n)2 ). 

Fredman [30] en 1976 publica que el número de comparaciones puede ser reducido a 

0( n2 logn). 

2.4 Método de Fredman 

En 1976, Frcdman (30] muestra que para n fija el problema, con arcos no negativos, puede 

ser resucito en un tiempo O ( n2.s ) . 

Su procedimiento utiliza una tabla pre-compilada la cual es usada para todos los problemas 

de un tamai10 n dado, pero el mejor método para compilar Ja tabla requiere un tiempo 

O ( n3 log(log11)/ log n). Dado el de:;empco computacional del algoritnw y su prueba no 

muy convincente, este resultado es más teórico que práctico. 
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2.5 RMC en una Red con Arcos No Dirigidos 

Sea G una gráfica no dirigida. Se consideran dos casos: 

l. Las Longitudes del arco &0n no negativas. 

Para cada arco { ;, j } sin dirección se generan los arcos: (i,j) y (j,i) con 

a¡j = ªii· En este ca.so se resuelve nonnalmente con cualquier implantación del 

algoritmo de DUSKTRA. 

2. Las Longitudes del arco negativas. 

t> No se pueden generar dos arcos dirigidos ya que formarían un circuito negativo. 

t> Es posible plantear este problema como un Acoplamiento no-bipartito con 

pesos. Los arcos de longitud no negativa son permitidos. pero no así los 

circuitos ncgati\o·os. 

3 Algoritmos de Descomposición 

Dado que los Algoritmos de RMC entre lodo par de vértices en una red resultan dificilcs 

de implantar en una computadora electrónica cuando G resulta ser muy grande y densa, se 

proponen algoritmos de Descomposición que facilita el análisis de la red. 

3.1 Algoritmo de G. Milis 

G. Milis [29] propone un algoritmo de DEscoMPOs1c1ÓN para el problema de la RMC que 

facilita el análisis de tal red y, además, optimiza el almacenamiento de la misma. 

Definiciones y Notación. 

I> S es el conjunto de todos los nodos en X y }'. 

I> El conjunto de arcos, red, asociado con S está. formado por todos 

los arcos cuyos nodos pertenecen a. S. 

I> T como el conjunto d~ los nodos en X y z. 

I> El conjunto de arcos, red, asociado con T se forma por todos los arcos cuyos 

nodos están en T. 

I> Sea V la red conexa .. que posee todos los arcos asociado con S. 

I> Sea W la N'tl coneza. que contiene todos los arcos asociado con T. 

I> Sea U la intersección~ de \t y lV. 
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t> Barrera: 
Conjunto .'l de nodos que divide a Nen dos conjuntos, l' y Z. de tal forma 

que resulta imposible ir de uu nodo JI E }' a un :: E Z (o \·ice\•crsa) sin pasar 

al mcuos por un nodo z E X. Es decir. no es posible construir un camino de 

cualquier y E Y a cualquier z E Z que no conteuga nodos de X. 

Panorámica intuitiva del algoritmo 

La Barrera X divide la red en dos partes: S y T , se construyen las redes V y li'. 

Se aplica por separado un método de RMC, auxilia.do por matrices esperando obtener 

la. RMC entre cualquier par de nodos en S y en T. Por definición de S y en T se 

tiene que los :r E X son nodos en común para ambas partes, por lo tanto se puede 

construir una ruta de algún 11 E Y a un z E Z que utilice al menos un :r E X , resta 

encontrar al nodo :r que minimiza la suma para las dos longitudes obtenidas antes. 

3.2 Algoritmo de T.C. Hu 

T.C. Hu (14} asegura que si: m < n · (n - l), esto es, si G tirne menos de n · (n - 1) 

arcos, entonces es posible descomponer la red y obtener entre cada parte la R.\IC entre todo 

par de nodos. 

Este algoritmo de descomposición disminuye tanto la cantidad de operaciones como los 

requerimientos de almacenamiento de una computadora. 
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B Tipo de Datos Concretos 

En este anexo describiremos detalladamente los TDC Listas Ligadas. Colas Binomiales, 

[·'ibotJacci f/caps y Radix llcaps, para el TDA C-olas de Prioridades. 

Considerando que estarnos meando la notación Je POO. llamaremos a las implantaciones 

concretas, una ve?. especificadas sus operaciones, T DC o C /ase. La implantación concreta 

de estos tipos de datos ha sido hecha en el LOO E1FFE1. (24. 25J. 

1 Listas Ligadas 

Implantaciones concretas de las Listas Ligadas son ampliamente conocidas en la literatura. 

[9, 12, 16, 21, 15, 24]. Para el presente trabajo describiremos como implantar una cola de 

prioridades ulizando listas simp/ement.e ligadas, y listas doblemente ligadas ambas auxiliadas 

con un apuntador de acceso directo al elemento con menor prioridad en la cola. También, 

descr~biremos una implantación de una. cola de prioridades con Li.o;tas Ligadas para la cual 

se tenga acceso directo a cualquier elemento en la cola. Denominaremos Q a la cola de 

prioridades. 

1.1 Listas Simplemente Ligadas 

Para esta implantación se mantiene un apuntador, llamado Al inH, al elemento con mínima 

prioridad en la cola Q. Llamemos a esta implantación concreta Clase pqJsl. 

Descripci6n de las operaciones. 

Inserta.~ Añade un nuevo elemento en cualquier lugar de la lista. Digamos que lo 

agrega en la última posición, de esta forma. los datos quedan alma.cenando de 

acuerdo a la forma en que fueron Hegando. Requiere tiempo de ejecución 0( 1 ) . 

EncuentraMin.- Como la cota Q tiene un apuntador al nodo mínimo, esta operación 

sólo indica el nodo aJ cual está apuntando. El tiempo de ejecución es de 0 ( 1 ) . 

BorraMin... Guarda en una. variable auxiliar el nodo mínimo para Juego regresarlo, 

quitarlo de la cola.y buscar en toda la Cola al nuevo elemento mínimo. Requiere 

tiempo de e~ución O ( n ) . 

Decrementa.Llave... Busca.. en toda la lisla, el vértice al que se le hará. el cambio, 

lo decrementa y verifica si el elemento mínimo se modifica, en tal caw actualiza 

el apuntador del mínimo. ltequiere tiempo de ejecución O ( n). 
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1.2 Listas Doblemente Ligadas 

Esta implantación mantiene ordenados a los elementos de la lista según su prioridad en la 

cola Q. Denominamos a esta implantación concreta Clase pqJd/. 

Descripción de las operaciones 

Inserta( :z:: dato).· Debe buscaren Q el lugar que le corresponde al dato de acuerdo 

a su lla\'e, El proceso puede resumirse de Ja siguiente manera: 

Sea ui un apuntador al último elemento insertado. 

Si /lave(ui) $ llave(:z:) Entonces 

busca a la derecha de ui la posición correcta de .e e inscrtalo; 

En otro caso 
busca a la izquierda de ui el Jugar correcto de z e ioscrtalo. 

El tiempo de ejecución de esta operación depende del número de elementos que 

hay entre ui y la posición correcta de z. El desplazamiento de la posición de 

la operación anterior a la posición actual es d&, la Figura 43 il~stra este hecho. 

Por tanto. Inserta gasta tiempo O ( d~). 

EncuentraMin... Ite&rrcsa el primer pfomcnto de la Cola. Requiere tiempo 0 { 1 ) • 

BorraMin.· Regresa y elimina al primer elemento de Ja cola. Gasta tiempo 0 ( 1). 

Decrementa.-1.Lave.- Debe buscar el vértice para el cual se hará el cambio, decre­

mentarlo y verificar si Q queda en orden, si no es así debe reubi~ el dato que 

ha quedado en desorden. Requiere tiempo O ( n). 

Un ejemplo de la operación Inserta para { = { 5, 4, 3, 2, l } se presenta en la 

Figura 4,1. 

1.3 Listas Ligadas con apuntadores externos 

En las versiones anteriores de !os TDC para Ja oola de prioridades, la operación Decre­

menta.Llave, requiere tiempo de ejecución de O ( n ) , ya que buscan sobre toda la cola al 

vértice a modificar. Para estructuras de datos más complejas. buscar un vértice cualquiera 

en toda la cola podría resultar muy costoso. Resulta idea/ tener acceso directo a cualquier 

vértice de la cola. 

En el capítulo 111 Ne describen los TD"l' s para el algoritmo de OJJl\STRA, en particular 

se tiene una estructura, llamada Rut~ de u Estados en la cual se almacena la situación 
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•i po1icion...conuta 
Q: / / 

D=U .. ·c:::t=D ···[}::::(];::L] ···D=Ll 

po1icion...corrcda . ui 

Q: / · .. / '··· D=U ... c:::t=[J .,.[F[J;=[J .,:D=LJ 

Q: 9l 
Q: /"¡ 

llcga[v
1
,5] 

llega(v
2
,4] 

r-Efilill4 

Q: /oi .· llcga(v,.3] 

~ 

Figura 44: Ejemplo Operación Inserta. 
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actual de cada \"értice. ~fás especificamente. esta estructura es un arreglo de n Estados. 

Cada vértice, con etiqueta temporal finita, puede tener en su Estado un apuntador activo a 

su etiqueta en Q. De esta forma, dado un vértice z • la manera de acc.csarlo en Q resulta 

.inmediata. Una \"ez hecho este cambio, la operación DecrementLLlave se realiza, en 

general, más rápido: 

Utilizando listas simplemente ligadas la operación se realiza ahora en tiempo 

costante, las demás operaciones no cambian. 

Llamemos a esta nuc\"a. implantación Clase pqJsl..ap. 

Si empleamos listas doblemente ligadas que conserven el orden de los elementos 

según su prioridad en la cola, el tiempo de ejecución de la operación Dccre­

menta_Llave depende del proceso que rubica al dato en Q y tal queda en 

función del el número de elementos que hay entre x y su posición correcta en Q 

después de haber hecho el decremento. sea. d.c tal distancia. Por tanto, Decre­

mcntLLlave requiere tiempo O ( d.c ) . Nótese que en el mejor de los ca.sos 

dz: = O y eu el peor de los ca.sos dz: = q , donde q es el tamaño de la cola. Las 

otras funciones no cambian. 

Denominemos como Clase pqJdLap a esta implantación. 

Estas clases no alteran el comportamiento observado en los análisis hechos para el al­

goritmo DIJKSTRASORT, ya que este algoritmo se aplica a gráficas estrellas, las cuales no 

tienen ciclos y por ello no se efcctuan operaciones Decrementa_Llave. Pero si mejoran 

el comportamiento general del algoritmo de DUKSTllA. 

La Tabla 4 muestra el desempeño computacional de las implantaciones concrcLas uti­

lizando listas ligadas. 

upcración 
Clase pqJsl pq_Jdl pqJsl..ap pqJdLap 

ln&erta 0(1) O(d,) 0( 1) O(d,) 
Encuentra.Mio 0( 1) 0(1) 0( 1) 0(1) 
BorraMin O(n) 0(1) O(n) 0(1) 
DecrcmentaLlavc O(n) O(n) 0( 1) O(d,) 

Tabla 4: Desempeño Computacional para Listas Ligadas 
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Figura 45: Ejemplo de Leve( Linked Trce. 

2 Level Linked Trees 

Los Level..Linked-Trees (LLT) son una generalización de los (a,b)·Arboles, los cuales son 

usados para representar listas ordenadas {23). 

Definición 

Se dice que Tes un (a,b)-Árbol si 

a) Todas las bojas de T tiene la misma profundidad. 

b) Para todo nodo ven Tseti<!neque 6( v) $b. 

e) Para. todo nodo t' en T, excepto la raíz, se tiene que 6 ( v) ~a. 

d) La raíz r, al menos que sea una hoja, salisface que 6 ( r) ;:: 2. 

• El vaJor de 6 ( o ) representa el número de hijos que tiene el nodo v. 

Mehlhorn [23) nos proporciona el siguiente resultado: 

Teorema.. Si un conjunto S de tamaño n es representado por un (a.,b)·Árbol, en· 

tonces las operaciones Inserta, Encuentra.Min, Elimina y BorraMin toman 

tiempo O ( log 2 n ) . 

En un LLT todos los arcos del árbol son transita oles en ambas direcciones, entre padres 

e hijos, además cada nodo tiene apuntadores a sus nodos vecinos del nñsmo nivel. Si la 

lista se representa como las hojas de un (a,b)-Árbol, entonces un indicador (finger) es un 

apuntador a una hoja. Los LLT permiten búsquedas muy rápidas entre las vecindades de 

los indicadores. La Figura 45 representa un LI,T para la list• ( =< 1,3. i ,8,9.10.15,20 > . 
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Se define un Finger-Tree como un LLT con apuntado,.. (indicadores) a algunos de sus 

hojas. 

Descripción de los operaciones 

Indicador Es un apuntador a alguna de las hoja& del árbol. 

Sptit( y: dato; S1.S2,S3: Secuencias.Datos) Separa la. secuencia St en dos, a 

partir de y, esto es: S2 = {.r E Si/z $y} y $3 = {.r E S1/:z: > v}. Finalmente 

destruye la secuencia S1. Toma tiempo O ( log2(max{IS1!.IS21})). 

Concatena( S1,S2. 53: Secucncias~Datoa:). Une d0& secuencias de datos, S1 y 52 

y la11 deja en $3. Esta funá6n se llc..,·aacabo sólo si n1axS1 < min S2. Finalmente 

destruye las secuencias S1 y S, . Toma tiempo O ( log2IS11 ) . 

Inserta( z: dato¡ S: Secuencias.Datos} Ctilizando Concatena, toma tiempo 

O ( log2(max{l,!SI})). 

BorraMin( S: Secuencias_Datos). Se sigue el apuntador de la raíz al mínimo 

elemento y se elimina. Canünamos de regreso hacia la raíz re-balanceando el 

árbol y actualizando el mínimo y tos apuotMlores sobre el e.amino. Requiere 

tiempo O ( Iog, IS! ) • 

EncuentraMinimo. El mínimo se encuentra en la raíz del árbol, así que accesar al 

mínimo 6C realiza. en tiempo constante. 

3 d-Heaps 

Se considera un d .. ffeap como un árbol enraizado, para el cual los arcos representan una 

relación predecesor-sucesor para cada nodo6 • Cada nodo en un d-lleap tiene a lo más 

d -hijos. La raíz de un árbol es almacenada, utilizando los "indices-predecesores" y los 

conjuntos de sucesores, como sigue: 

pred ( :z:) es el predecesor (padre) del nodo :z: en el d·Heap. El nodo raíz no tiene 

predecesor. 

SUCC ( :r ) es el conjunto de sucesores (hijos) del nodo :z: en el d-Heap. Un nodo 

hoja no tiene sucesores. 

13 En esta sección haremos referencia a nodo como un elemento del Heap. no como un vért.ice de la red. 
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Oescripd6n de las operaciones.' 

Invariante.- La Uave de un nodo i en el heap es menor o igual a la llave de cad& 

uno de sus sucesores. 

Proceso siftup(i).- Intercambia i con tiU predecesor mientras i no sea. un nodo 

raíz y la llave de i sea menor qur la llave de su predec.esor. El proceso queda 

descrito d(' la siguiente forma: 

Mientras 

hacer 

i no sea un nodo raíz y LLave(i) < LLave(Pred(i)) 

lnlereambio ( i, Pred( i) ) 

En otras palabras, siftup reubica un nodo en el d-llcap, buscando su poaición de 

abajo hada arriba. Requiere tiempo O ( log, n ) 

Inserta.- El nuevo elemento i se agrega en la última. posición del heap. Después 

se aplica el proceso sift up(i). Requiere tiempo O ( log., n ) . 

Proceso aiftdown(i).- Sea MinCh(k) el nodo con la menor llave en SUCC{k). 

Intercambia i con MinCh(i), el nodo con la menor llave en SUCC(i), mientras 

i no sea un nodo hoja y la llave de i M!a mayor que )a llave de MinCh(i). 

Mientras i no sea un nodo boja y LLave(i) > Ll,ave(MinCh(i)) 

hacer lnlercambio( i, MinCh(i)) 

En otras palabras, siftdown reubica un nodo en el d-Hea¡J, buscando su posición 

de arriba hacia abajo. Requiere tiempo O ( d • )ogd n ) . 

EncuentraMin.- El nodo raíz del Hcap contiene al elemento mínimo. 

Requiere tiempo constante, e ( 1 ) • 

BorraMin.- Por construcción, el nodo i es el nodo raíz del Hcap. Sea j el nodo 

almacenado en la última posición del arreglo. Se ejecuta un Intercambio( i, j ), 

se elimina i , después se aplica un aiftdown ( j ) para restaurar el orden en el 

Hcap. Se realiza en tiempo O ( d ·lag, n ) . 

DecrementaJ..lave.- Decrementa. la Ha.ve de i y después aplicacl proceso ai/lup(i) 

para restaurar el orden del Heap. Requiere tiempo O (lag.¡ n ) . 

Llamemos a esta implantación concreta Clase pq_dh. La Tabla 5 nos muestra los 

tiempos de ejecución de las operaciones para esta implantación, para un d-heap en general 

y para un hcap binario { d=2). 

71mplant.acióo descrita por Abuja1 Ma.nganti y Orlin (1}, en la cual simulan el heap en u11 arreglo 
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Operación Tiempo de Ejec:ución 
c1 ... pq..dh HeapHinarios 

Siflup O(log,¡n) O(log2 n) 
Sifldown O(d·log.¡n) O (log2 n) 
Inserta O(lo¡;.¡n) O(log2 n) 
EncuentraMin 0(1) 0( 1) 
BorraMin O(d·log,¡n) O(log2 n) 
DecremcntaLlilve O(IO!!Jn) O ( '°"' n) 

Tabla 5: Desempeño computacional de los d-Heaps. 

4 Colas Binomiales 

Esta estructura de datos soporta todas las operaciones elementales de las colas de prioridades. 

Es presentada en 1978 por J. Vuillemin [47]. 

4.1 Especificaciones 

Las Colas Binomiales están basadas cu un árbol de singular c,,;tructura, denominado árbol 

binomial B,. , el cual se define por inducción de la siguiente manera: 

t> D0 es un único nodo y 

t> Br e& creado por la unión de dos copias de Br-l 

o 

Figura 46: Definición de Árbol Binomial. 

La Figura 46, ilustra la construcción de un árbol binomial. Un árbol binomial es un 

árbol de la clase Bk, para algún entero k. A k se le denomina indice del árbol binomial. 
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Figura 47: Primeros arboles binomiales. 

Para ejemplificar un poco más, en la Figura 47 se ilustran los cuatro primeros arboles 

binomiales. Una forma alternativa de construir un árbol binomial Bk se muestra en la 

Figura 48. 

Mark Drown [34] prueba las siguientes propiedades: 

* El árbol Br tiene 2r nodos. 

*La altura del árbol está dada por: /1(B,) = r +l. 

*La. raíz tiene exactamente r hijos. 

* Br contiene en el nivel i exactamente { : ) nodos, combinaciones de r en 

nodos, el cual es el Coeficiente Binominal. 

Definición 
Una Cola Binomial es un bosque de arboles binomiales heap-ordenados. 

El total de nodos en la cola binomial, representa su tamaño. 

Para facilitar la presentación de las colas binomiales, en este anexo, los apuntadores a las 

raíces de los arboles estrán representados en un arreglo, aunque pueden ser presentados en 

una lista ligada. El tamai10 de los arboles binomiales está determinado por la representación 

binaria. de n, el número de objetos requr·ridos en el bosque. 
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Figura 48: Construcción Alternativa, Arboles Binomiales. 

Ejemplo 

Suponga que n = 9 = (lOOl)z, esto nos indica que se requieren dos arboles binomiales: 

Do y Da. La re¡>resentaclón gráfic~ está dada por la Figura 49. 

B3 B2 B, Bo 

o o 
1 1 1 
o o 

/i\ 
/11 º 
o o o 
1 
o 

Figura 49: Ejemplo: Cola Binomial (n = 9 = (1001),). 

Descripción de las Operaciones. 

MinH.- Apuntador al Nodo Mínimo. 

Une (Th T, : ÁrboLDinomial).· [Mergc] Dados dos arboles binomiales heap· 

ordenados con el mismo indice k, genera un nuevo árbol binomial heap-ordenado 
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con indice k + 1 para el cual la. raíz será. el nodo raíz que tenga menor llave. 

t-:" decir, las llavet. de Is dos raices se comparan y la más chia. tendrá como 

d<.~ccndit'ule directo a la mayor. Esta operación requiere tiempo consta.ole. 

Funde (CB: !°ola.r ·nial).· ·'"Id] l"" la cola binomial CB con Q y deja la 

cola resultante· · i. E.s1• r.t. existan arboles binomiales con igual indice 

en Q aplica la operación Une. llequierc tiempo O ( log n ) , donde n es el 

número 1!•· t:!lemcntos en la cola resultante. 

Inserta {i).- Crea una cola binomial X consistente de un sólo objeto, el nodo i. 

Después efectúa funde(X). Requiere tiempo O ( logn). 

EncuentraMin.- Regresa el •valor' de MinH. Requiere tiempo 0 ( 1 } • 

BorraMin.- Primero se asigna i - Minll . Después elimina el nodo mínimo, 

esto incrementa el número de arboles cu la cola, los cuales hay que reorganizar 

aplicando funde. Requiere ticmpn n ( log n ) . 

Decrementn-1.Lnve(i,k) .- Decrementa la llave de x y después aplica el proceso 

siftu71 ( x) para restaurar d orden del árbol. Toma tiempo O ( log n ) . 

Siftup(x).- Intercambia :r con su predecesor mientras :r uo sea nn nodo raíz ~·la 

llave de x que la lla\"e de su predecesor. Requiere tiempo O ( ]og n } . 

Denominemos a esta implantación concreta, Clase pq.bc¡. La Tabla 6, resume el de-

sempeño computacional para las operaciones de la clase pq~bq. 

Clase pq_bq 
Operaciones 1 Tiempo 

Une, EncucntraMin 1 0(1) 
Funde, Inserta BorraMin, DecrementaLlave 1 0110•.n) 

Tabla 6: Desempeño Computacional de la Clase pq.bq. 

A continuación se desarrolla un ejemplo, que nos ilustre el comportamiento de las opera~ 

dones anteriores para ver si estas se pueden mejorar. 

Ejemplo 

Suponga que C = { l. 2. 3, 4, 5 }, la Figura 50, muestra, paso a paso, la 

forma como se ('jecuta el Algoritmo DJJKSTRA M para l. 
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/nsfrcionfs: 

.\fi11H ~ Mi"11 

(j)/ 
ll<saG> 

, .......... 
llega(i) 

~ MirtH· ~ 
AtinH 

"''"/¿v lf llegaQ 

Eliminación de mlnimos 

.Afi'ltÚ 

lf 
Mini/ 

\ Bo,..Mi• . {i) / 

\lurrf lli•H 

cl/G> UegaQ 

\la•crt 
Jfi•H 

? G> 

Mi.JI 

K Y/ J Rog~(i) 

Figura 50: Ejecución del Algoritmo DuKSTRA M 
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/nst.,.cioties: 

.\finH 
.Mi~H .\li•ff 

~ 
\tuirt // ~,/G> 

llega(;> llega(i) lleg3 (i) 

.\filt/1 MinH .\fi•ll 

7:? ~ ;¡; ~ 

? 
G>/ 

McU 

llega(i) 

Eliminación de m{nimos 

.,-Mirtll-

~· 
G>/ \.BorT"ÓMirt 

? 
\Borrdfira 

n,_..(i) 

.\linll Mift/I 

rv/ \ Bornt.UiR 
. / \ Borrdfi" 

Rqp.<a(i) / n • .,...Q 

Mirt/I 
. / \ Borrc,\fi• f2) G> 

n • .,....Q n..-.G> 

Figura 51:.0tra ejecución del DÍJKSTRAM 
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Al parecer, el algoritmo r:o a¡•· ···ha qn '1 secuencia l ya se encuentra ordenada. 

Supongamos que al !;·1ardar C en la L.~ta J,. :yaced& en vez de almacenarlos como en una 

cola los iremos apilando. El algoritmo se efectúa como lo muestra la Figura 51. 

:\ótese que. DorraMin no aplica Meld's y por la forma como van llegando los datos, el 

mínimo siempre queda en el árbol más pequeño. 

4.2 Estructuras de Datos 

Estructura V. 

Vuillemin suguiere en 1978 (47] una estructura de Datos para manipular las colas bino­

miales, la cual es conocida como Estructura V. 

Q: 

Figura 52: Cola Binomial Q. 

La. explicación de ésta. re ilustrará con un rjrmplo. Considcrcse la Cola Binomial Q 
mostrada en l.i Figura 5" !.a repr~·· •ilación \ · <le Q es ilustrada en la Figura 53. Es 

decir, se tiene una. lista par;1 : • .s t·•ice: f~ada. raíz apunta a uno de sus hijos. Los hijos a 

su vez están en una lista ligada. Cada hijo apunta a uno de sus hijos. 

Figura 53: Representación V de Q. 
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Esta estructura tiene un pequeño problema: no es fácil apreciar que un hijo no forma 

parte de la lista de padres. El ejemplo de la Figura 53 está tramposamente estructurado, 

bien pudo dibujarse como en la Figura 54 y con tal repr=ntación no sabríamos si el nodo 2 

forma parle de la lista de padres, esto es, que sea hermano del nodo 1, o si es hijo del "'"'ºl. 

Figura 54: Otra representación V de Q. 

Estructura Ring (Estructura R). 

Esta estructura organiza a los nodos de un mismo nivel (los que son hermanos o las raíces) 

en una lista circular. La representación de Q usando la Estructura R se muestra en la 

Figura 55. En esta representación ya no se tiene el problema de confundir a los hermanos 

o padres con los hijos. 

Figura 55: Estructura R de Q. 

Para cada una de las estructuras se reamúenda tener un identificador de la cola. deno­

minado Encabezado o Cabeza, el cual puede tener dos campos: Tamaño, representación 

binaria del número de nodos y Cola, apuntador a la Cola Binaria. A conlinuación se 

representan los diagramas de diferentes cslrucuras que, según Brown [34], permiten cualquier 

tipo de elinúnación, Figura 56 a Figura 61. 
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~ (j)i.----G:)--líj) 

Q: 

/ 1 
IU-IV-G:) <í9 

/ '. 
IV-IV <U 
1 

(í) 

Figura 56: Estructura V. 

Figura 57: Estructura Jl; · 

Figura 58: Estructura V c.on apuntadores hacia arriba. 
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Q: (1011)2 

Figura 59: Estructura R con apuntadores hacia arriba. 

Figura 60: Estructura con sólo dos apuntadores por nodo. 

Figura 61: Estructura K. 
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5 Fibonacci Heaps 

:\lichel L. Fredman ~· Robert E. Tarjan, en 1987 (31J, presentan una nueV& estructura de 

dalos denominada Fibonacci Heaps, la cual mejora el desempeño computacional de los 

Algoritmos de Optimización en Flujo en Redes, en particular el problema RMC se modifica 

enormemente. 

5.1 Especificaciones 

Un F-Heap es un bosque de arboles Heap-Ordenados, los cuales no requieren de una forma 

o tamaño especial, es decir, no hay condiciones sobre el número de arboles o su estructura, 

las únicas restricciones que existen son acerca de la manera como se manipulan los arboles. 

En un F-Heap sucede que: 
t> Cada nodo puede o no puede estar marcado. Un nodo raíz nunca será. marcado. 

t> Las raiccs de los arboles están en una Lista Circular Doblcm~nte Ligada. 

t> Cada nodo tiene un apuntador a uno de sus hijos. 

t> Los hijos de cada nodo están en una Lista Circular Doblemente Ligada. Es decir. 

cada nodo está en una Lista Circular Doblemente Ligada con sus hermanos. 

t> Cada nodo contiene un apuntador a su padre o a NIL (los nodos raíz, no tienen 

padre). 

"' Cada nodo contiene su rank y un bit que indica si está o no marmdo. 

"' Existe un apuntador a la raíz que tiene llave mínima, a tal se le llama Nodo 

Mlnimo. Se accesa al F-Heap por el Nodo Mfnimo. 

"' Si el Nodo Mínimo es NIL, entonces el F·Heap es vado. 

La Representación de los F·Heaps requiere espacio para cada nodo de: 

t> Cuatro apuntadores: Padre, Ili}o, Ilermnno Antecesor, llermano Sucupr 

I> Un Entero: Rank I> Un Bit : ,l/arrodoff 

Ejemplo: Considercse el bosque, mostrado en la Figura 62, la representación de 

B como un F-Hcap se muestra en la Figura 63. 
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B: 
~ 
1 

® 

Figura 62: Ejemplo de bosque. 

Figura 6:3: Ejemplo de F-Heap. 

5.2 Descripción de las Operaciones 

Inserta.• Agraga un nuevo {'lemenlo al Ifoap. Primero crea un nue\00 heap con· 

sistente del nodo i . después une los dos Heaps con el proceso Funde. Por 

construcción, del proceso Funde, esta operación gasta tiempo 0 ( 1 ) • 

Funde.• Une dos Heaps en uno nue\'O, Combina las raiccs de los heaps en una lista 

sencilla y regresa como .'lodo Mínimo del nuern heap a la llave menor de las dos 

raices, o a cualquiera de ellas en el CéUiO de que sean iguales. Esta Operación 

gasta tiempo costante. 

EncuentraMin... Regresa el nodo cuya llave es la mínima del Heap. Por con· 

slrucci6n. el F-Heap tiene un apuntador al Nodo m{nimo, por consiguiente esta 

función gasta tiempo 0 ( 1 ) . 

Link.- Dados dos arboles con el mismo rank, r, crea un nuevo árbol con rank (r+ l)~ 

donde el nod~padrc será el nod~raíz con menor lla\.·e. 

BorraMin.- Almacena en una variable auxiliar el Nodo Mínimo, lo elimina de la 

lista de raíces. integra los hijos del Nodo Minimo a la lista de raíces, finalmente. 

l'WF!Janiza los arboles del F-Heap, utilizando la operadón Link. Al salir de este 

proceso, no debe quedar más de un árbol con el mismo rank. 
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P&rll reorganizar el F·Heap utilizamos un Arreglo doade loo indicn representan 

los di(erentes ranks. Cada posición del arreglo es un apuntador a la raíz. de Ull 

árbol. Inserta cada árbol del F-Heap en el Arreglo y loo \'a ligando como van 

llegando. C'sto significa que en cualquier momento que se intente insertar una raíz 

en una posición ya ocupada, se ejecuta., entonces, la operación link: y se reintenta 

insertar la raíz del nue\"o árbol en la siguiente posición. Después de que se han 

insertado todaa las rakes, se re-construye el F-Heap, partiendo de que es .VIL, se 

recorre el arreglo insertando cada raíz en el F-Heap. De esta forma el arreglo 

queda vado y el F-Heap queda bien ensamblado. Finalmente, se regresa el 

que fuera el nodo mínimo. R. Tarjan y M. Fredman [31], muestran que esta 

operación gasta en total tiempo amortizado de O ( log2 n ) • 

DecrementaLlave.- Decrementa la llave de i en ~ unidades. Si la llave a 
decrementar es una raíz. r , entonces no suceden cambios extras en el Heap, al 

menos que la nueva llave de i sea más pequeña que la llave del Nodo .Ufoimo, 

en este caso, se define i como el nuevo Nodo Mínimo. Si la llave a modificar 

no es una raíz, efectúa el proceso CascadeCut. 

CucadeCut.- Dado un nodo i, quita la liga que une a i con su padre, p{i), 

garantiza que i quede desmarcado, decrementa en uno el rank do p(i). padre de 

i • elimina a i de la lista que Jo une con sus berman06, añade a i en la lista de 

rakes del F-Heap. Finalmente, 

Si p(i) está m•rcado DesMarcar al p(i) y aplicar CllllcadeCut a p(i). 

En otro caso Si p{p(i)) no es una raiz Marcar al p(i). 

Elimina... Quita del F-Heap un elemento arbitrario, i. Dado un vértice i para 

eliminarlo del F-Heap. Localiza al nodo z que contiene a i, corta Ja liga que 

une a z con su padre, Corma una nue\'a lista de raices al concatenar la lista de 

hijos de z en la lista original de raiccs, finalmente, destruye z. 

G.3 Observaciones 

+ Una simple llama.da a un DecrementaLlave puede pro\•oca.r un gran número de cortes en 

cascada (CueadeCut), la Figura 64 ilustra este hecho. 

+ El propóaito de marcar los nodos es guardar la huella por dónde se harán los Cortes en 

Cascada. 
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Q: 

\ CascadeCut(x,Q) 

Figura 64: Cortes en Cascada. 

+ El análisis dado por Tarjan y Fredman [31) sobre los F-lleaps depende-de d_os propiedades 

cruciales: 

l. Cada árbol en un F-Hcap no ncccsariamcnle es un árbol bino~ial, pero tiene un tamaño 

al menos exponencial en el rank de su raíz. 

2. El número de Cortes en Cascada que acontece durante una secuencia de operaciones 

Heap es acotado por el número de opcrncioncs que realizan DecremcntaLLnve y 

Elimina. 

+ Los Cortes en Cascada se introdujeron en la manipulación de los hcaps para preservar la 

propiedad l. Además la condición para que ello ocurra, es la llamada Regla de la Pérdida 

de dos hijos la cual limita la frecuencia de los CascadeCut descrita en la propiedad 2. 

+ La propiedad 1 está bilSada en la siguientes afirmaciones: 

* Lema.- Sea x cualquier nodo en un F-Hcap. Acomodar los hijos de x en el orden 
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en que estos fueron ligados a z. Entonces, el i-ésimo fújo de z tiene un rank de al 

ntenos (i-2). 

* Corolario.- Un nodo con rank k en nn F-lleap tiene aJ menos: Fo., ~ q,• 

descendientes, incluyendo el mismo. Aqui F1r es el k-ésimo número de Fibona.cci: 

Fo= O, F, = !, F• = F•-2 + F•-1o k > 3 y </>={! + ./5)/2. 

* Teorema.- Sea z un nodo en un F-lfoap. Sea k = rank {z). El tamaño del 

árbol enraizado en z satisface: k 2: Fk+2· 

Los arboles con el mínimo tamaño posible dado un rank en un F-heap son mostrados en Ja 

Figura 65, la cual además nos ilustra el Teorema anterior. 

~k 
o 

~maño 
1 2 

2 3 5 

5 13 

Figura 65: Árboles con el mínimo tamaño posible. 
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C Programación Orientada a Objetos 

1 Introducción 

La Programacion Orientada a Objetos (POO) ha adquirido gran importancia en los 

últimos años y las definiciones de los conceptos más importantes dependen, en cierto sentido, 

del punto de \'isla de cada autor y del lenguaje Je programación orientado a objetos (LOO). 

Este npcndice pretende dar una definición de los conceptos más comunes de la POO 

sin particularizar en algún lenguaje de programación. Después describiremos, hrcvf'.mcntc, 

algunas de las especificaciones del LOO Eiffel. 

2 Conceptos Básicos de la POO 

Abstracción.- "' ... es un proceso mediante el cual las entidades se caracterizan por pro­

piedades de interés para un fin específico" {3]. La. abstracción hace énfasis en los 

principales detalles de lo que se drsea modelar. Identifica los objetos que interesan y 

destaca sus caracteristica.s esenciales. La abstracción depende del observador. 

Ejemplo: A un automóvil el conductor Jo ve como un medio ele transporte cómodo; un 

mécanico lo ve como algo que esta integrado por motor, radiador, carburador, etcétera¡ 

un ingeniero diseñador ele autos, lo \'e como un algo a optimizar: mejorar el sistema de 

locomoción, sistema de frenado, sistema hidráulico, sislcma de calefacción, carrocería, 

etcétera. 
La abstracción tiene propiedades estáticas y dinámicas. Las primeras no permiten que 

el objeto cambie en cuanto a su funcionamiento. Las propiedades dinámicas son el 

cambio en el valor de las propiedades estáticas. 

Ejemplo: En un automóvil, se tiene propiedades estáticas como motor, c.arroccría, 

llantas, rincs, radiador, tanque de gasolina. Una propiedad dinámica será cambiar 

cualquiera de las propiedades anteriores, como cambiar una llanta o los rincs. 

Encapsulación .. - " ... es el proceso de esconder todos los detalles de un objeto que no 

contribuyen a sus caractcristica.s esenciales" f3]. La enc.apsulación es un concepto 

complementario de la abstracción; la primera se enfoca en la vista externa de los 

objetos y la cncapsulación impide que se vea su parte interna. 

Ejemplo: Una radio tiene como característica esencial transmitir sonidos, sin embargo 

la mayoría de lac; personas desconocemos como la radio capta las ondas hertzianas¡ así 
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pues, podemos decir que este proceso se encuentra encapsulado. 

Modularidad.- "... es la propiedad de un sistema que ha sido descompuesto en un 

conjunto de módulos con un alto grado de cohesión y ligeramente acoplados entre sí" 

[3]. Entendemos por módulo a un conjunto de elementos lógicamente relacionados. 

Ejemplo: A un automóvil lo podemos dividir en el Sistema Hidráulico, Sistema de 

Frenado, Calefacción, Sistema de Locomoción, entre otros y cada uno de ellos podemos 

verlo como un módulo. 

Jerarquía.- " ... es una clasificaciion de las abstracciones,, (3). Mediante las jerarquías 

se organizan los objetos en distintos niveles de abstracción. 

Concurrencia.- " ... es la propiedad que distingue a un objeto activo de uno no activo" 

{3]. La concurrencia pernúte que diferentes objetos actucn al mismo tiempo. 

Ejemplo: En un automóvil, el sistema de locomoción y la calefacción pueden estar 

activos al mismo tiempo, cuando eso sucede se dice que son concurrentes. Otro ejemplo, 

en un automóvil el radiador y la batería son objetos concurrentes. 

Persistencia.- " ... es la propiedad de un objeto a través de la. cual su existencia trasciende 

en tiempo y /o espacio" [3]. Se dice que un objeto es persistente si no es destruido 

cuando finaliza la ejecución del sistema. 

3 Conceptos Generales de la POO 

Objetos.- En términos generales, concebimos un objeto como una cosa, un elemento, una 

forma. Desde el punto de vista de los lenguajes de programación y a nivel elemental 

un objeto es un conjunto de propiedades y métodos para operarlas. Un objeto puede 

contener otros objetos, pero un objeto interno no puede ser compartido por otros 

objetos. Compartir objetos es necesario cuando varios objetos deben hacer uso de 

infornlación comúu, esto no t>ólo ocononüza 1nemoria sino que los cam.bios que se hacen 

en el objeto que se está compartiendo se reflejan simultancamcnte en todos los objetos 

que están haciendo uso de él, evitando problemas de inconsistencia. 

Ejemplo: Un automóvil está constituido por otros objetos como: sistema de arranque, 

sistema de fr~nado, el radiador, la suspensión, entre otros. 

En la POO, los objetos tienen e1tado, comportamiento e identidad. El estado de un 

objeto lo determina un c.onjunto de ca.racterislicas determinadas por las propiedades 
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estáticas y el valor de las mismas. El comportamiento, se refiere al funcionamiento 

del objeto: para qué sirve. La identidad son las caract.cristicas particulares que Jo 

distinguen de otros objetos similares. 

Ejemplo: En un automóvil el estado está determinado por el motor, el radiador, 

la transmisión, el sistema de frenado, las llantas, entre otros; al ponerlo en marcha 

uno puede transladarse de un lugar a otro, ese su funcionamiento; la identidad drl 

automóvil está determinada por su número de placas, el cual es único para cada auto. 

Los objetos por si solos no existen en un sistema, requieren de las relaciones de uso que 

hay entre ellos. Los objetos, sirven como operandos sobre los cuales pueden efectuarse 

operaciones y como operadores que realizan operaciones sobre otros. Al conjunto de 

operaciones que un objeto puede realizar sobre otro se le llama protocolo. 

Dependiendo de la función que realice un objeto sobre otro, un objeto puede ser actor, 

servidor o agente. Un actor es un objeto que opera sobre otros, pero ningún objeto 

puede operar sobre él. Un servidor es un objeto que nunca opera sobre ot.ros, pero 

otros objetos si pueden operar sobre él. Un agente es un objeto que puede operar y 

ser operado por otros objetos. 

En la programación estructurada cuando un procedimiento J~ace uso de otro proced· 

imiento o función se dice que está haciendo una invocación a un proceso, en la POO 

cuando un objeto llama a otro se denomina: envío de mensaje. 

Clases.- Una clase es una estructura que agrupa un conjunto de objclos que tienen las 

mismas características en cuanto a estructura y funcionamiento. "Las clases pueden 

verse como moldes para formar objetos[l l j ." 

Los objetos son elementos que deben ser creados durante la ejecución de un sistema., 

las clases son descripciones cstátaticas de un conjunto de posibles objetos, ejemplares 

de la clase. En tiempo de ejecución se tienen única.mente objetos, en el programa. 

sólo se observan clases. 

No todos los componentes de una clase están disponibles para cualquier otra clase y 

para los usuarios se dividen en dos partes, una interna y otra externa. En Ja parte 

externa, llama.da inteñaz de la clase, se declaran todas las operaciones que se aplican 

a los ejemplares de la clase. En la parte interna se implantan todas las funciones que 

fueron declai:adas en la interfaz. Las operaciones que se aplican a los ejemplares de 

una clase se denominan métodos, el conjunto de métodos es el protocolo. 
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La interfaz de una clase está divida en tres partes: la pública, la protegida y la privada. 

La parte pública es visible y acet'Siblc para cualquier usuario de la clase. La parte 

prott:gida son declaraciones que no pueden ser usadas por cualquier clase¡ sólamente 

las subclases de una clase tienen acceso a la parte protegida. La parte privada es 

la representación del objeto, las declaraciones que se encuentran en esta parte sólo 

pueden ser usadas por los métodos de la. da.se. 

La diferencia esencial, cutre una subclase y un usuario de la clase es que el usuario de 

la clase crea ejemplares <le la misma y envía mensajes a esos objetos, núentras que una 

subclase crea uucvas clases basándose en la. clase de la cual proviene. 

Creación, Iniciación y Destrucción de objetos... La creación implica destinar espa­

cio en memoria para contener un nuevo objeto y asociar ese espacio con un nombre. 

Hay dos tipos de variables: dinámicas y automáticas. Una variable dinámica es 

aquella. en la que el espacio que va a ocupar en memoria debe ser apartado explicita­

mente por el programador. Una variable automática es aquella que se crea cuando 

se encuentra su declaración en un procedimiento y el espacio que ocupa es liberado 

cuando éste termina. La iniciación es el proceso que da valores iniciales a los objetos. 

La. destrucción de un objeto puede ser automática, cuando el objeto ya no se usa¡ 

o puede llevarse a cabo mediante funciones que proporcione el lenguaje o que cree el 

programador. 

Herencia Sencilla... Las clases se relacionan de manera jerárquica. Al agrupar en una 

clase un conjunto de objetos con características y funcionamientos similares, de ella 

puede irse derivando nuevas clases (subclases) que hereden sus propiedades. Estas 

nuevas clases oon más específicas. Una superclase, en general, es toda clase 011e 

hereda. su funcionamiento a otra clase. 

Ejemplo: La clase Automovil, puede derivar las subclases Auto Compacto, Auto 

Deportivo, Auto de Carreras. A su vez, la clase Automovil, pertenece a la superdase 

denominada. Medios de Transporte, para la cual además se ticn_cn clases como Ferro­

carriles, Aeronaves, Baroos, etcétera. La figura 66 ilustra la jerarquía de la Clase 

Medios de Transporte. 

Ventajas de la Herencia 

a) Reutilizaci6n de Software. Los métodos de una supcrclasc son heredados, por lo 

cual, en general, no ha.y que re-escribir o re-definir. 
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( )tedios de Transporte) . 

~ l -----(--A-ut-on_t_O\-.il-•• ~) , (. Ferrocarriles ) ( Aeromwcs ) 

/ .¡ \ / \ / ! \ 
{Depanh·o) {Compacto)(deCa.m:ru). (Paaa.ie~ )( deC'arga) ( A'·ioneii;) (A,·ioneiit.") (Helkopcerus) 

lc'F•~) ¡·.·! ·.··.• ·¡ 1 
( _FormulaUno) ( T~clonal ) . 

( Mwcang) ~ ( JUp;da )' 

( Ponmda Tres ) 

Figura 66: Herencia Sencilla 

b) Código Compartido. Sucede cuando \"arios programadOres usan la misnú1 clase . . - " .. ·.·." 

e) Consistencia en la Interfaz. Dt>hido a que \'ariassÚbcÍRscs 1i'é~~d~~Lfu.ncioiiamiento 
y propiedades de una misma superclase, se está segu~O ~-~ qu~~~ ·f~.~1:c}o~'~¡~!i~o de los 

.. ,· ...... 
ejemplares de las dases herederas es simiJar. ·.~ J..· .')· 

d) Ocultamiento de Información. Cuando uu usnar~? .~-~~··.un~:··'~i.is~~~-~~Jo requiere 

saber cómo funciona, por ello únicamente se le propor~lOli·~·~j~"_irit·~~~f~~···j<;lº I~ detalles 

de implantación. ·-:-· 

e) Polimorfismo. Una fuución J>Uedc ser usa,Ja con ~na'.~J¡jd~,d~d~~~~~-n~cnios. Esto 

permite que el código sea escrito una sola \'ez. e~ uná ~b-~l~~~~i6~'d~'.~~·ci· ~iv~I~ y JÜego 
- - . ;;._.; -~';· .-:: .. : -

sea ajustada a varias situaciones. -' .. ' ~:'.-? · :·:·." 

Herencia Múltiple.- Se dice que hay Herencia MÓÍtÍ~le'.~i"~~a 'c!áse'A h~rCda las 
·-·. , .. ·- :;..···. ' . 

propiedades de dos o más dases. Usando el mcCanis.má'de·liereódft. sé'-va de Un nh•e1 
,:·~' ····~"·". : .. ·- ,~ .- .. -

general a un nivel particuJar. 

Ejemplo: Consideremos la Clase ChofcrFórmulá ljno.'~l c~alti~Ü~-como supércláse a la. 

Clase Chofer, que a su vez pert~nece ala supc~dase Pcr~o~~s~ 1a· ~úal a·.~u \º~ pe~lenece 
a la clase .Mamíferos. Por otra parte consideremos la Clase Medios de TranspÓrte. 

la cual es descrita en la Figura 66. Para definir la Clase EscudedaFórmulaUno 

requerimos de un CboferF6rmulaUno y de un ,\ulo de Carreras de FórmulaUno; esto 

es, debemos heredar las propiedades de la Clase C/wferF ónnu/a Uno y Auto de Carreras 
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de Fórmulal'no. La figura 6i nos ilustra gráficamente este ejemplo. 

( Mamiferos ) ( Medios de Transporte ) 

/ / "-.. 
( AnlmAScs ) ( Aeronave. 

(Chofer Formula.Uno_)(· Fonnu14f!nc:t 
0

''·):\ 

¡.·.· 
( Escuderia ) 

Figura 67: Herencia ~!últiple 

Asociación Estática y Dinámica.- La asociación es el signifü·ado qm! se da a los 

atributos en alguna parte del programa, es el sentido de una construcción particular. 

La asociación puede hacerse durante la compilación. donde el código dr.I programa es 

encontrado por primera vez; durante el ligado, cuando los resultados de las diferentes 

compilaciones se combinan: y en tiempo de ejecución. 

En la asociación estática los tipos de todas las variables y expresiones se fijan du· 

rantc la compilación. La asociación de un mensaje con un método está basada en las 

características estáticas de las variables. En la asociación dinámica IOs tipos de 

todas las variables y expresiones se conocen hasta la ejecución del sistema. Esta aso­

ciación y el po1imorfismo cstan muy relacionadas ya que en las funciones polimórficas 

el significado que se les asocia se sabe hasta que d sistema se ejecuta. 

Polimorfismo Polimorfismo significa .. muchas formas'". En términos de lenguajes de 

programación. un objeto polimórfico es cualquier entidad que permite valor~s de 

diferentes tipos durante la ejecución de un sistema. Una función polimórfica es 

aquella que tiene argumentos polimórficos. 

En los lenguajes de programación la forma más común de polimorfismo es la sobre-
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carga { 01•erloading): el símbolo + es un símbolo sobrecargad~. y~ cji1c ·p~o<le hacer · 

Ja suma de reales y enteros, en algunos lenguajes se utiliza para concatenar caracteres 

(cadenas de caracteres). 

El Polimor6sn10 Puro ocurre cuando a una función simple se le pueden aplicar 

argumentos de diferentes tipos. En el polimorfismo puro se tiene una función y un 

número de interpretaciones diferentes. La sobrecarga es otro tipo de polimorfismo. 

también es conocido como polimorfismo ad-hoc, sucede cuando se tiene un número 

de funciones diferentes denotadas por el mismo nombre, el código a ejecutar depende 

de los argumentos que se den. 
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D Implantación del Dijkstra con Radix-Heaps 

En este anexo, trabajaremos con un modelo de cómputo, denominado Arboles Racionales de 

Decisión (Rational Decision Trres) [23]. el cual rs muy diferente al modelo que habiamos 

estado manejando. En el modelo de Arboles Racionales de Decisión, podemos comparar 

funciones racionales de los ejemplares. Esto es, podemos hacer operaciones sobre los bits de 

los datos de entrada. 

1 Generalidades del Radix Heaps 

Los R-Heaps son un tipo de datos concreto del TDA Cola de Prioridades. Fueron descritos 

por Ahuja, Magnanti y Orlin [2]. Los R-Heaps están formados por Canastos (Buckeis) en 

las cuales se almacena a los nodos con etiquetas temporales finitas. Considerando que la 

ruta. más larga de s a t utiliza, en el peor de los casos, n nodos y (n - 1) aristas, la 

longitud de esa ruta tendrá costo acotado por nC , donde O es el valor máximo de todos 

los costos de la red. 

Se define [( = pog2(nC)l y se utilizan únicamente (/( + 1) canastas. enumeradas como: 

O, 1, ... , [( = flog2 nCl . Se define P,.., como la etiqueta del último uodo etiquetado 

como permanente, es decir: Pmar ~ min {d{i)I i tiene etiqueta permanente}. Para cada 

canasta se establecen rangos L y H que dependen de la representación binaria de P ma~. la 

cual denotaremos por (P ma.r) 2. 

El análisis de una implantación R-Hcap confia. en la c\'aluación directa del desempeño 

computacional de los procesos de BuscaMin y Actualiza[2]. A continuación se describen 

estos procesos. 

Regla de Almacenamiento.- Un nodo v se almacena en la canasta Bj siempre 

que: L[iJ S d(t') S H[iJ {:S;L[itl]). Pcrotomandoencucntaquesilas 

canastas se representan en una Lista Doblemente Ligada, el acceso a la canasta 

B; , no es inmediato, se debe recorrer secuencialmente la lista hasta encontrar 

tal B;. 

Proceso BuscaMin.- Hace una búsqueda secuencial sobre las canastas, desde B0 

hasta encontrar la primera canasta no vacía, Ba. Después busca secuencialmente 

en Ds al nodo u cuya etiqueta sea la mínima. Pma.r s~rá ahora d( v), modifica 
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los rangos L y H: finalmente reubica los nodos de BB. utilizando 1a Regla de 

almacenamiento. 

Rango L... Se define el rango L(j], .Lj, como el mínimo número que pueda fonnarse 

al variar los primeros j-bits, d~ .. derecha a izquierda. de (Pma.rh. quedando en 

el j -ésimo bit en un 1 fijo. ·,: J?e esta manera, L(j] queda constituido de la 

siguiente forma: 

+ L; y Pmar coinciden ~o.los bits K, (K -1), ••• , (j + 1 ). 

+ El j -ésimo bit de L; .tiene un 1 • 

+ L; tiene ~ ;~. d~l.bit (;- !) al bit O. 

El Rango H ... ·.- Se d~fi~~~'-~UJ; Hj"~· Como el número más .. grande que pueda formarse 

al variar Ío:i··pri~~i~~.-;/~bits, de derecha a izquierda, de (Pma.rh. Es decir 

qu~~a f?f~~? ~~Ja~--~~gui·~·~te.~anera: 
+ H(i]; P~:: coinciden en los bits K ,(k-1) , ... ,(j + !) 
+ H[.i] tleoé·ú.~icameote 1 's del bit j al bit O. 

Ahuja, Magnanti y Órlin [2], realizan .las siguientes observaciones: · 

Observación l.- Las etiquetas de distancia qu~ el Algoritmo de DIJKSTRA designa 

como permanentes son no decrecientes. 

Observación 2.- t> Si Pma.r S d(i) ~ d(j) entonces, el vértice i está. en la misma. 

canasta que el vértice j 1 o bien, el vértice i está en una canasta anterior (con 

indice menor). 

t> Si el i ·ésimo bit de PmGZ es 'l' entonces la canasta i está. vacía. 

Obsen·adón 3.- Suponga que el nodo con mínima etiqueta lemporal está en la 

canasta D , después de que el algoritmo actualiza P mu y efectua la Regla 

de Almacenamiento, cada nodo en D será trasladado a. una canasta. con indice 

menor. Todos los demás nodos permanecen en las canastas que tenían antes de 

ejecutar BuscaMin. 

Obscn'aCión 4.· Cuando un nodo con etiqueta temporal se mueve de una canasta, 

siempre lo ha.ce a una canasta con índice menor. 

Una vez calculada la representación binaria de P ma.r , se puede entonces, calcular los 

nuevos rangos L y H para cada canas_ta y determinar, por medio d~ una búsqueda secuencial 

la canasta donde el nodo j será ahnacenado. 
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Descripción Detallada del Cálculo para los Rangos L y H 

La idea principal es ir variando, de derecha a izquierda, los bits de (Pm1rb: 

t> Rango O.- Xo \'arían los hils. En la canasta DtJ se almacenan los \'érticl'S cuya.~ etiquetas 

son iguales a (Pmar). 
·:·:_·-: ." ... ·. 

ci. Rango 1.- Cambia el bit l. En la cauasta B1 se ~h¡;aé:_c1i·~-~.)ri&_;\'.~rtic~·~:~1~yas eliquctas 

difieren en el primer bit de (Pma.r). 
..:) .. _. 

"' Rango 2.- Varía'n los bits 1 y 2. En la canas·1a.·:-Bi .5~-aíitl~c~~~- iris: ~~~l~c-~~ CU):~s·.e_tiqtietas 
difieren de (Pm11.r} en los dos primcros:l~::.":~~-':t.'.~: --~::;::i;;.:>:.:::··~"-~~~:-:.:.'·;:~ · ·,.;-:'..;.·· ~ ~---

- __ ---.··;-;:;< _ ~\'~--::\:;Mf~~·hf;::\.~?ti!/:\\;_·: -. -__ ·.; _, .... _. __ -
t> Rango 3.- Varían los bits _l, 2 y .a~-~-Ei:t~l~~C~nasta; :_:~3. ~ se:;~at~nari)Ós "~.rticcs· cuyas 

etiquetas difieren de (PmúÍj~J~'tr~~~?~~~~E~''./: > >'·.•. . . . 
C> • • • -, •• " ., -.• '· ;- •• '.::.··.~· '';\'·:-. • 

: __ ~ ~;:~-~:y,::_~{'f~:~· 

1> Rallgo r.- Varian los bits; 1, 2, .. .- •. ·~-<~,-~~· .!~: c~~'.~"~,á :·Br, SC.-álm~5ena.n ·.los. vér_tices cuyas 

etiquetas difiere.o de (P ~ar)·. en ·1os·: ·,;~·:;Pfi~~~~- b,il~.:; 
··¡.; 

Ejemplo: Establecimiento de Ran~~s .Í>~ra Jás· etic[uet as 

Suponga que: nC = 63 = ( 111111 ), y Pmar =_IS = ( 010010 );~ La Tabla 7 

ilustra los rangos. 

Rango L (Lower) H (High) 
o 010010 010010 
1 010011 010011 
2 0 0 
3 010100 010111 
4 011000 011111 
5 0 0 
6 100000 111111 

Tabla 7: Establecimiento de Rangos para nC = 63 = ( 111111 ¡,· 
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2 Algoritmo de Dijkstra con Radix Heaps 

En seguida describimos detalladamente el Algoritmo de D tJl<STRA utilizando R-Hcaps. 

l. Iniciar 

1- Sea K = nog2( nCJl . 

2. Asignar las Etiquetas: 

d(ll = d(s) 

d(j) ·= nC 

O; 

= 21 3 •...• n. 

3. Distribuir los rr nodos en las ( K + .1 ) canastas. 

. . v~ a la ·~anasia B~ . 
N \ {s} .. van a la canasta· B¡;. 

,-:"·'. ~:·.>.-:-.. . -
11. Mientras h&.Y.a· .. E~iquetO,s·.~~mpo~les Finitizs en las· ~naStas. 

l. Buscar.a! n<,ldo.- i; con etiqueta míóinía. 

a. Búsc~r :u~~;C~·~·~St~· :D.,
1 

uo vncín·. 

Reco~~er.-·~~cuc¡·1éiah~"ente.: d~ la: ~auasta iJ0-.::é~ ad.~lante basta 

encontrar_ .ui~a. can~t.a.· ~.cu~~·-~~.' B,i. 
- ... ; , '-,, 

b. Buscar en la c~asta··. Dr; ·al nodo mính ~o. 

· R.ecor_rer •. seCuenéfalm_ente. 13. canasta B" hasta encontrar al 

nodo cuy~ .étiq~ei'!- sCa. la. minima, sea i . tal nodo. 

c. Actualizar Pm11r: Pma.r - d{i). 

d. Actualizar L y H desde B• h>fita Bo. 

e. Reubica, aplicando la Regla de Almacenamiento, a los nodos de Bri. 

2. Actualizar las etiquetas de los nodos ad~·accntcs a i. 

Para todo j adyacente a i 

Si d(j) > d(i) + a;; Entonces 

d(j) = d(i) +a;;; 

Reubicar al nodo j . 
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2.1 Tien1pos por operación 

Operaciones para una i teracion 

O. Iniciación 

o Sea /\ = log2 (nC) 

o Distribuir los n nodos en las Canastas 

* l. Buscar una Canasta, B no vacía 

2. Buscar en el Canasta B el nodo mínimo 

o Suponiendo que todos los nodos están en la Canasta B 

o En otro caso(*) 

3. Actualizar P rna.r 

4. Actualizar L[ J y H[ J desde B, hasta B1, 

5. Reubicar cada nodo 

Notas 

• Puede mejorar 

* Puede ser constante 

Depende del paso 1 

A Después de la segunda iteración 
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Gasto 

e ( log2 (nC) ) 

O(n) 

O(lognC)" 

O(n)" 

O (lag nCJA 

0(1) 

O(lognCJ' 

0( lag nC)' 



G 

~I' 
r::\. ___ f.:'\._.~ 
~:1-\.::.Y-4'-Y 

Figura 68: Red G. 

3 Ejemplo Detallado 

Considerese Ja Red G mostrada e~ }a Figur~ 68 .. sup~nga.quc se desea encontrar 

la Ruta ~lás Corta entre 110 y v1 • 

Tenemos que: INI = 11 = 8 IAI =m= ia ó=4. 

I. Inicio del Algoritmo 

11C' =32 => Jí = flog2 rÍCl;;,, 6 { 32,.se representa con 6 bits } 

=> se usarán (K+l) = 7 ~ni..las; 
' .. . . . . ' .. ~ 

Sea Pmor = O, las.distancias (etiquetas) son:·'.' 

d(vi=·nC =32·, j;,, 1,2, ... ,7 
' .. . -·· 

A la red G la representamos como u;1á. lista d~ Adya~~~cias (ve~ Figura 69) y conside­

raremos, sólo para ilustrar, a 1~ distancias conio un ·arrcgJ~: 

D: o 1 321 321 321 321 321 321 321 
0123456 

Establecemos los rangos para las canastas: 

(L,ll] Rango 

( 00, 00 J R(O) = Pmor = 000000; 

(01, 01] R(l) 

(02. 03] R(2) 

[ 0,1, 07] R(3) 

000001; 

000010 ... 000011; 

000100 .•. 000111. 
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[L,H] Rango 

(08, 15] R(4) = 001000 ·•• 001111; 

[16,31] R(5) = 010000 ·•· 011111; 

(32, 63] R(6) = 100000 ••· 111111; 



@D.-:¡: 
r-LC"'..l_~-[;IT}- :¡: 

:¡: 
r-"L":..L~-~:¡: 

@:TI-EITJ--:¡: 

Figura 69: Lista de Adyacccias de G 

Para facilitar la visualización del algoritmo, en la representación gráfica del R-Heap, 

ai1adimos a los nodos sus respectivas etiquetas. Distribuimos los a-nodos en las K-canaslas: 

k 
2 4 

II. Mientras Existan Canastas No Vacías. 

Iteración l. 

J. Busca al nodo cuya etiqueta sea la menor. 

La primera canasta no vacía es: Bo. 

4 5 
8 16 32 

15 31 63 

El nodo de mínima distancia en Bo es: Vo· 

Pmaz -- d(vo) = O. 

Actualizar L y H de Bo a Bo. 

Reubicar los nodos de Bo. 
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2 . .:ktuali:ar las· EtiquEl!ls dE los ~od~s adyaanf~¡. ~ -~'o· y rr.ubicarlo&. 

Los \'ecinos· de-· r.·ó ~11: : l.'1 Y. t'2~ 

d (,.o) ,;; min{ d(va), d(luJ .+ •01} ".' min( 32, O + :Í} = 2: 

d(c2i = mi;¡{d'f~J:d(;u¡<{aóÚ ,,;!lÜ~{32: O+. 3} = 3. 

ReubiCar· a-1~<:~~¡0~1~~ ::·'~~:.;-.}/ •• •• _..:; ·. -' ':.\;._ ~\ 
~·1 \·~'a i~:ca~~-1~- B~:~··-:.-·. -: , ·.; ·l~>'~.~~a la ca~-asta B2. 

Las canast~s. ~~~d~ú··-~~r~~i·~~~d·~· ~~~:j_á -~~~i~if~~- ~-anera: 
:\:/··>"" :·_~-\~' 

:¡: :¡: 

Iteración 2; 

4 '.s 6 
. 8 16 32 

15 31 63 

:¡: :¡:I 2 
V 32 
re 32 

32 

l. Busca al nodo cuya etiqueta sea la menor. 

La primera canasta. no vacía es: B2. 

El nodo de mínima distancia en B2 es: l11· 

Pm., - d(vi) = 2. 

Actualizar L y H de Ro a B,. 

[ L, H ] Rangos 

[02. 02) R(O) Pmoz = 000010; 

[ 03. 03] R(l) = 000011: 

Reubicar los nodos de B2. 

[ - , - ] R(2) = 0. 

2. A. ctuali::ar las etiquetas de los nodos adyacentes a U¡ y reubicarlos. 

Los vecinos de v1 son: v3 y 114. 

d(va) =min{d(t~),d(v!') + •1a} =min{32,2 + 4) 6; 

d(l•4 ) =min{d(v4 ),d(v,) + au) =min{32,2 + 3} 5. 

Reubicar a los vecinos de 111 ~ 

va \'a a la canasta 83; v-c va a la canasta 83. 

Las canastas quedan estructuradas de la siguiente manera: 
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" o 1 :l 3 4 

L• 2 3 X 4 8 

11. 2 3 X ' 15 ,,. 
t t t t • :¡: 

Iteración 3. 
1. Busca al.nodo cuya et~queta ~ea la menor. 

La primera c~nas_ta no Lllcta "es:· ·n1• 

El nodo de mínim3. distancia en· B1 es: 11:2. 

Pmor - d(l'2). = 3. 

Actualizar L y H - de Bo a B¡. 

[ L. H J Rangos 

000011: 

!j 6 
16 32 

31 63 

t • 
:¡: 1·,:12 ,.,, :12 

l~ 3:! 

(-'. -] R(l) = 0. (03.03] R(O) = 1'0 .,, 

Reubicar los nodos de 81. { no hay. h~ quód¡¡d~ ~ací~ } . ....... '."'' . 
2. Actualizar las etiquetas dt. los uodos adYac~ni~s· a'.- ~~>y.'. .. ~~l,·¡carios.' -

~. · .. ">".·!<· :'""··:~: - . 
Los vecinos de V'2 son: r¡. · .... --~· .. _ :· ·: < 

di•tl =min{d(vi),<11<'2) + a21·¡;;;;:;;;~(2'.3fa'¡;;;, 6. 
~;, ~ ·.• 

h' 1 . d ·. 'i' • .. 
Hcu 1car a os vecmos e. t·2 : _ ;:_.:·:; ·:/.~tF.'.\·.'_ .·_..,_ 

{ :'.'o se modifiC:ó ta~et_i(¡_~~Ct_a~~~B~~~~~~ 110 se ~caliz3 } 

Las canastas quedan estructuradas _Cié--!~ ~¡guiC~i'tÓTI~nCra: 
:::-·,:--

k o 1 2 .. 3· :·4· .. · 

L• 3 X x·· ,4 ... s. 
11. 3 X x· 7: 15 
fü 

1 t ··_t; t. t 
:¡: 

Iteración 4. 
l. Busca al nodo cuyli diqueftÍ sta '·'' mt:nor. 

La primera canasta: no t•acia es: 8 3 • 
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El nodo de mínima distancia en 83 es: v.c. 

Prriu - d(t•.c) = 5. 

Actualizar L y H do Bo a 83• 

[ L. 11 J Rangos 

(o.;, o.;] R(O) = Pmor = 000101 

(06. 07] R(2) = 000110 ... OOOlll 

Reubicar los nudos de 83. = 

[-,-] R(l) = 0 

( - • - ] R(3) = 0 

J •. -lctuali:ar las diquelas de los nodos adyacentEa a, L"~ JI rcubicorlo11-. 

Los \'ecinos de t"4 son: L's , t'e y v,-. 

d(t·5 ) =min{d(t.,).if(••l +ata} ;;,miD{32,S +·2},,; 7: 

d(t·6¡ = min{d("6). d(t·•J + ~ 1 ~}::=.;,;i~{a2;s '.¡.2} 7: 

d(t'1) = min{d(t·,J. d(t~i +;:i:.r;¡;;~{a2:'•; l} ;;; (;; 
:· . ·, . :-' :' ...... --·,:, : .. :, .~- .. ·. 

-))::~~~· ~.·;¡;~~-~·~1:·: ~2: 
t:;- ·\·a.a )~-~~ita_~-~-~;·:·~~-~:~; .. ;,.·'::::~-· .... ~:·~.-:· ·.-.\ 

~· O· ( >2 3 
L1, 5 -X. 6 X 

lh .; X 7 X 15 

:¡: :¡: 

Iteración S. 

J. Busca al nodo cuya etiqueta sea la menor. 

La primera canasta no vacía es: B2. 

El nodo de mínima distancia en 8 2 es: "3· 

Pmor - d(t'3) = 6. 

Actualizar L y H de I10 a B,. 
[ L, 11 J Rangos 

( 06. 06] R(O) = P,.,, = 0001 ID; 

5 6 
16 32 

31 63 

:¡: :¡: 

(07. 07] R(l) = 000111: [ - • - ] R(2) = 0. 
Reubicar los nodos de B2. 

v-; "ª a la canasta Do: 

C'5 \'a a la canasta n,. 
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:! • .-1.c:tuali:nr las diquelas de los nodos adyacallu a t'3 y t'fubicarloa. 

Los vecinos de VJ son: r:i }o" V4. 

d(t~) = min{d(l'2). d(l"3) + 032} =min{3. S + 1} 3: 

d(«) =min{d(l•,).d(t"3) +a,.} =min{S.6 + 2} 5. 

Reubicar a los vecinos de l'3 : { no se reubican. pues no cambiaron ) 

Las canastas quedan estructuradas de la siguiente manera: 

~· o 1 2 3 4 

L• 6 7 X X 8 

º• 6 7 X X 15 

"• t t t t t 
:¡: :¡: :¡: 

Iteración 6. 
J. Busca al nodo cuya etiqueta sw la mennr. 

La primera canasta no tl(JCÍO es: Do. 

El nodo de mínima distancia en Bo es: 117. 

Pm,. - d(v1) = 6 . 

.Actualizar L y H de Bo a Bo. 

5 6 
16 32 

31 63 

t t 
:¡: :¡: 

Reubicar los nodos de B2. { no hay más nodos en 80 } 

2. Actualizar la..q; etiquetas de los nodos adyacentes a l.'; y nubioorlos. 

{ V? no tiene vecinos ) 

Las canastas quedan estructuradas de Ja siguiente manera: 

k o 1 2 3 4 5 6 
L• 6 7 X X 8 16 32 

º• 6 7 X X 15 31 63 
H> 

1 + 1 1 t 1 + 
:¡: IViIT 

fil[ 
:¡: :¡: :¡: :¡: :¡: 

Iteración 7. 
/. Bu$Ca al nodo cuya etiqueta sen la menor. 
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La primera canasta no t•11da es: B1. 

El nodo de mínima distancia en B1 es: r.i¡. 

Pmar - d(vs) = ;, 
Actualizar L y H de Bo a B¡. 

[ L. 11 J Rango•. 

[Oi.Oi] RÍO) ;= Pm;¡; = 000111 [-,_:].R(l)=0 

Reubicar los nodos de ;B1.- _ <'.'·g·... ·. :'.-~~~·' ,.~ ·a.l~.c~~1~.t~: .. f!o 

2. Actuali:ar /as etiqudas de/os ~odas d~¡/~ce~i~~ ~; ~.' y rYiúbi,:;,rlos. 

Los.ve~i~~s .~.~·.-.~~¿;·~~~~:>:~f.·:~:~~J:f¡~;/'.'r2~~? .. /·.~~f ~:-.;:'.~.~·:L ..... :.·-·:.>,;.'.:, . : 
d¡...,.¡ =nihifd{v,¡?il(v;¡:;:j.:.;:••7l:;;miíl(6;i:V·I} = a. 

Las ca::;:~c:~:s~Bf ~tf~ú~~~'.,~:~~1*~-~l,;ff r:cci_no sé ~ubica } 
·- ,- >:_:;~~: '::¡·; , , t.1::.:- -:;;,_ . ' . --~:.:~·. ~º--' ·: ·~~ 

Iteración 8. 
J. Busca al nodo cuya etiqueta ~P.a.Íci"m'efio~·; 

La primera canasta_ no t·aci~ e~:·,,: Da. 

El nodo de mínima distancia en .,.Bo. eS: t•6 ; 

Pmaz - d(vo) = i. 
Actualizar L y: H_ .de Bd a )j~; : ' . 

J. Actualizar las Etiquetas 'de lo~ nodos·:t:úJyaCCn'té.s a t•6 Y. reubicar/os. 

Los;·;~~o:d~~:~füJ2dfa)~1~1)· .. C'. ~,¡;,¡ 6, i + 3} ~· 6. 

Las cancls.tas cj'uedá~:~~~~:.~~.~~íf~~~. '.~·~·:·1~:~¡~~-~e~·tc ~~~~era:. 
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k o 1 2 3 ~ 5 6 
L• 7 X X X 8 16 32 

11. 7 X X X 15 31 63 
fü 

1 1 1 1 1 1 1 
:¡: :¡: :¡: :¡: :¡: :¡: :¡: 

4 Análisis de Adaptabilidad del Radix Heaps 

Lo que nos ocupa ahora es investigar si esta imp1antación resulta ser adapth·a o descubrir 

si el comportamiento del R-Heap e igual para todo tipo de red. Iniciaremos un análisis 

de Adaptabilidad con base en dos ideas elementales, que podrían darnos un panorama del 

comportamiento del DuKsTRA. 

Idea l. ~uestra primera sospecha, intuitiva, :5e basa en creer que el desempeño 

computacionaJ podría variar si el valor de C se modifica. 

En efecto, el desempeño computacional del algoritmo cambia si C se ve alterada: para 

una misma red. pero consideramos que C no es un parámetro suficientemente· fUertc Pa'ra' 
determinar la adaptabilidad del algoritmo. La razón principal es que C puede representarse 

en diferentes unidades, lo cual no implica que el ejemplar ha cambiado. 

Idea 2. Otra opción es observar el t.rayecto de cualquier nodo. diíerenle del 

origen, durante la ejecución del algoritmo. 

Observamos que: 

a) El vértict• L'. busca secnencialmentc la l'anasta donde tiene que reubicarse. ·y de acuerdo 

con la Obscr .. ación 4 de Ahuja, Magnanti y Orlin [2J, carla vez que un vértice se mue•·e, 

lo hace hacía una canasta con indice cada vez menor. Entonces, si el vértice v :f.~fl. 

\•iajará de la canasta Bn· a 8 0 • ya que su primera etiqueta temporal lo ubica en Bh·, 

después irá disminuyendo su etiqueta hasta convertirse en el mínimo .. 
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b) Por otro lado. se busca secuencialmente una canasta uo vacía, desde la primera canasta 

hacia otra con indice cada vez mayor, entonces se viajará de la canasta Do a Bn. 

Estas obsen·aciones dau pauta para pensar que, para algunos cjcmplan-s, d vérlkt> v 110 

necesariam~nte debt> recorrer las /\·canastas, lo cual disminuiría el desernpeño co1n1>11Lacional 

del algoritmo. 

Justificación de la Idea 2. 

Sea v E N \ { s} , esto es v 1' s . Supongase que en algún instante del algoritmo v se 

encuentra en la canasta Bj y v es el nodo de mínima. etiqueta, entonces 

o el vértice v tuvo que recorrer ( [( - j) canastas para llegar a j; y 

o para encontrar una canast.a Bs º.'?. vacía hu~ que recorrer j canastas. 

Figura 70: Ilustración del recorrido ele un vértice. 

La Figura iO nos ilustra gráficamente el recorrido de un nodo. Tenemos, entonces que 

para el vértice v hubo que recorrer K canastas hasta encontrarlo como nodo mínimo¡ pero 

esto sucede V t• E N \ {s}, (t· 1' s}. Por tanto, no importa como sea la red, el desempeño 

computacional del algoritmo siempre va ser: 0 ( m + n · log2(nC) ) . Podemos concluir 

entonces que el algoritmo DtJKSTRo\ utili7.ando la versión descrita del R-Heap [2] no es 

a<la1>livo. 
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Lo que en realidad nos preocupa ahora es saber si esta implantación podría ser adaptiva, 

o si existe la posibilidad de que esta pueda •er modificada para que el algoritmo resulte ser 

adapth·o. Nótese que: 

l. Modificar L y H gasta tiempo O { Jog2 nC ) . 

* La Ol1scrvaci6n 3 implica. actualizar J., y H sólo en las Jirimcras B. canastas. 

2. Detectamos que las hrísqucdas sccucmcialf'S, utilizadas cu los procesos de Almacenamiento 

y BuscaMin, hacen que el algoritmo sea. lento. 

Actualizando L y H sólo en las primeras B. -canast.as realizaremos un Análisis de 

Adaptabilidad para Jos procesos Almacenan1iento y BuscaI\'fin utiHzando otro tipo de 

búsquedas. 

Modificación al Proceso de Almacenamiento 

Para la Regla de Almacenamiento, observamos que: 

l> t' &C' almacena en Bj sicmpr(' que LJ $ d(r•) ~ llj (S L1+d 

~ Lo $ L1 $ L, .•. $ L; $ L,+1 •.. $ L¡,; 

==> Los \'alares de los rangos L forman una sucesión crrciente. 

==> Se puede realizar una búsqueda más sofisticada sobre los indices de los rangos L para 

reubicar a v. La búsqueda binaria sobre n elementos tiene desempeño computacional 

O(Jog2 n) y Ja Búsqueda Exponencial [23) sabrc n elementos tiene desempeña O{lag2 n ). 

La distancia que recorre cada nodo tJ para reubicarse resulta ser fundamental para 

el cálculo del desempeño computacional del algoritmo. El Análisis de Adaptabilidad que 

a continuación se presenta, está ba.'lado en tal distancia, además, usaremos una· Búsqueda 

Exponencial 123), de BK a Bo. Informalmente diremos que la Adaptabilidad del OIJSKTRA 

utilizando el R-Heaps dependerá de los brinquitos que dé cada vértice para reubicarse en las 

canastas. 

Justificación del Análisis de Adaptabilidad 

Sea v E N \ {•}. Suponga que, en algún instante del algoritmo B• es la primera 

canasta no vacía y en ella se encuentra v, que en ese instante result.a ser el nodo con mínima 

etiqueta. Se requiere reubicar a cada nodo m E B,, entre las cauasta.'I B,, y 8 0 • Suponga, 

además, qur el lugar de la canasta. que Je toca al vértice w es la posición j . 
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Sabemos que: Lo S L1 S L2 ••• S Lj S L;+1 ••• S · LK'-1 S LK r 
110 S H1 S .112 ·::; H; S H;+1 .:. ·:;; llK::.¡ ·$ HK, además,"' se almacena.en 

el B; siempre que: L;·· S d(w) $ 11; {S 'L;+i). -Nótese que. si ""' '"a la canasta 

B; entonci>s, habría que hac~r im s~/to de l~ngitud • (11 - j). Reali1.1mos una. Búsqueda. 

Expone~cial [23) d~ L. a Lo 'para reubi~~r~·.,,;: •. ·'.AIÍiácer la búsqueda. sucede que: 

a. Se encuentra la. Uhica'rión ~~acta P~~·-. ~:·)~-l~~~c~ -Se finaliza este paso. 

b. No se localiza I~ ubi~ación '·~a~¡·~-P;¡- ¿;~::·:'~-~ntoui::es se procede a hacer uua 

búsqueda bin~ia:entre: '>~. ~-'.~;'. '':·.~, -,-~_-;--~?-·: 
Salto Anterior :·:y} .·.· ;.sáJto Act~al 
(Parque le Fiutaf · . .e; 

: _J,¡ 
. -~-;. , __ ·;~ •' . 

(P_Órque se Pasa) 

·Jo 

_,\' .. ···;··. ,-

La Figura 71. -~~~:~r'~~-i~---~Í~~~¿~_¡~· i~C~frid-~ por un nodo para su reubicación. 
. ,_._. 

:. ~. /, ·:·_:;;:: 

Nótcs_~~ ~n~~_nc~-~-:9-~~::;·/: -:: :~~;'~ 
t> distancia(J,.;·q¡¡'='~~.:.:-;,,¡¡, y'p-arallegara J.-1 se realizaran (p-1) saltos 

==> J...'é~~21+t 
==> dista1í~i~(.ÍA;;í)-,;; ~-:::_{q-2(,..:~)J = 21P-IJ. 

t> dista~cia(Jo,q) ;:, )::_j~//para.II~ara Jo se r~alizaron (p) _saltos 

==> Jo = q ""'.~(PI ='=?:,'disÍ~~ciaq",;;i¡¡ = 11.C:. (q-2•) = 2• • 
.. :·-~ . . ' "' . 

[> distancia (Jo.JA. ) JA :.e)~<:. ¡~Q~{,.'..~)¡:'.:{,, ~ 2~) •. 

= <2.:::2c4IT ;;;;;,~;;,i,c2:::1i ==<>2'~''· 

De está .ro~ma·; ~~~~~~~~.á~~.::.~;.~ >:/';.:~·::. 
distancia (Jo,r¡)'> disidn~i~ (J;~i > dist~ncia (JA.~) 

=>. 

=>.-

2• > .¡,,.::J) 
p > l~g;¡,,':::J) 

>· 

> (p-1). 
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Lo 
//o 

¡ .. ¡., lu l·C21•,J·J;~,iul':·l 
·.·· ... ··;·~·; . 
. -:·.>~ ~: ', 

donde 

*•: q-J 

( LJA ........ L.). 

"'3: q- .T,1. 

( LJA ,_. L. ¡, 

*• : p sal.tos, r¡-Jri 

( BJ0 ....- B 0 ). 

V 

• 

*2' J,.-J/) 

( LJo ,_.. LJA ). 

*S: p-·1 saltos, r¡-JA 

( BJA ,_. º· ). 
Figura 71: Recorfido de un nodo para su reubicación 
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Pero esto es para un sólo vértice. tomemoslo para todo \"értice n E X. 

Sea d (i) = (r¡- J) V i E.\'. entonces: 

:E 1og, ¡ d(i) 1 
ie.\" 

log, n d(i) 
ie.v 

.\'uml'iaj<a 
.\"umFiaj•s x log2 Cu. dli)) 

X log' ( 11 d ( •
. ) ) (1/.\"•ml°i•j") 

(.l\"uml'ioj•s) 
ie~· 

~ (.\"uml'iaj•s) x log2 

Por tanto hemos encontrado una Fundón .\"o Decredenre que depe11de sólo del tamaño y 

la complejidad del Súmero de \,.iajes (""brinc1uUos .. ). que realizan los nodos para reubicarse 

en las canastas. 

Propied•des utiliz•das 

a La suma de logaritmos es equfralrntt al logaritmo del producio: 

O log :r;l/n = ~ log:r:. 

t log .ti 
i=t 

= log ( ft Zi) • 
1:::1 

a La media geométrica nunca e5 mayor que la media aritmética: 

( 

n )(1/n) II z¡ :s; 
i=l 
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E Adaptabilidad en el Problema de Ordenamiento 

En este Apéndice se resumen los conceptos y resultados fundamentales sobre el análisis de 

,\daptabilidad en el problema de O Ro Es A>llES ro. Hemo' ·ornado como material base los 

artículos .-l Sun·<y of AJaplil'< Sorling Algorithms escrito por V. Esli\·ill-Castro y D. Wood 

[S] ~· .\ftasurt.• of Pruortcdnes; anJ Optima/ Sorling Afgorilhms de H. :1.lannila [22]. 

1 Introduccion 

El Problen1a de Ordenamiento. como es bien sabido. consiste en organizar una secuencia de 

elementos en orden asceudente o descendente. Pero, (.qué significa que exista adaptabilidad 

en el problema de ordenamiento?. o más específicamente: ¿qué significa que un algoritmo 

sea adaptivo?. t:na respuesta intuitha nos la da Mehlhorn [23] . 

.. Cuando un algoritmo de ordenamiento toma \'entaja del orden existente en los datos 

de entrada, el tiempo que toma el algoritmo para ordenar es una función suavemente 

creciente que depende del tamaño de la secuencia y del desorden en ella. En este caso 

decimos que el algoritmo es adaptivo."" 

l'na panorámica sobre la importancia de la adaptabilidad en el problema de ordenamiento 

nos la dan Esth•ill·Castro y D. Wood [8] . 

.. El diseño y análisis de algoritmos de ordenamiento adaptivos, ha hecho importantes 

contribucivnes. tanto para la teoría como para la práctica. Desde el punto de vista 

teórico. las contribuciones son: 

la descripción del desempeño computacional del algoritmo de ordenamiento no sólo 

depende del tamaño de un ejemplar del problema sino, también. del desorden que 

ha~· en el ejemplar: 

el establecimiento de nue\·as relaciones entre las medidas del desorden: 

la introducción de nue\•os algoritmos de ordenamiento que toman ventaja del orden 

existente en Ja secuencia de entrada: 

.. La prullba de que varios de Jos nue\'os algoritmos de ordenamiento son adapth-a­

mente óptimos con respecto a múltiples medias del desorden . 

.. Las principales contribuciones desde el punto d<' \'ista práctico son: 

- la demostración de que múltiples algoritmos generalmente en uso son adapth·os. 
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el desarrollo de uuc\'os algoritmos, similares a. lo:; comúnmente usados qui.! se eje­

cutan competitivamcntc sobre secuencias aleatorias y son &ignificati\'a.mente más 

rápidos sohrl' secuencias casi ordena.das. 

-4Los algoritmos d~ urdeuamicnto adaplivos suu atractivos. porc¡ut! las :;ccuenciru. ca.si 

ordcundas son muy comunes en la. práctica." 

2· Medidas del Desorden 

" Identificar en algún sentido casos fáciles de un problema computacional y utilizar esa 

facilidad tiene interés esencial. En ordenamie~to; t~I /a~iÚdad puede ser identificada con 

un orden existente." [22]. 

El número de operaciones que un algoritmo de ordenamiento ejecuta, es definido como la 

medida de eficiencia. El número de comparaciones proporciona no sólo una estimación 

razonable del tiempo relativo requerido para todas las implantaciones, sino que también 

permite cotas mínimas bajo el modelo computacional de árboles de dccision. 

A continuación describimos algunas medidas para cuantificar el orden existente en una se· 

cuenda, las cuales "son usadas en el estudio de adaptabilidad" [8] y las propiedades generales 

que deben satisfacer, de acuerdo a H. Mannila [22] las medidas del desorden. 

2.1 Medidas Naturales. 

Sea X = (x1,x2, •• ·, Xn) la secuencia de datos a ordenar. Para. simplificar, supongamos 

que los elementos x, son enteros distintos. Consideremos que el orden ascendente es d 

correcto, esto es, se desea ordenar a la secuencia X en forma ascendente. 

Inversiones. Dada una. secuencia X, las Inversiones(X) representan el número de parejas que 

se encuentran en orden incorrecto en X o que están en posici6n invertida. Formalmente, se 

definen como: Inv(X) = 1 {(i,j) / l $ i < j $ n y :r¡ > :r;} ¡, 

El valor de lnv (X) indica cuántos cambios entre cada par de elementos son necesarios 

para ordenar X. Se tiene qut• O $ lnv (X) S n(n - 1)/2 para toda secuencia 

X, de donde se obtiene, más específicamente, 

{ 
O X está ordenada en forma asccncente; 

lnv (X) = •'·~-•' X " rd d ' d ~ esta o ena a en 1orma escencent.e. 
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Ejemplo l. Sea Y = ( 3 .. l, 9, 4, 2;.10. 5, 7, 6, S ). El elemento eri la posición uno 

de Y es mayor que el ~lemcnto ~11 }a. posició~ _d~s, entonces la pareja (1,2) rePrcscnta una 

inversión de Y.: Et cODj~ñto"d~ iri~·el-~i~-nes _o -~ilrejá.s invcrpdas~ para Y _es: 

{(l. 2¡. (1.5J, (3;4J, (3,5), (3, 1);(3,s¡, ¡3~ YJ, (3, 10¡, (4,5J, (6, 1¡;(B:s¡, t6;9¡, (6, 10¡, cs. YJ ¡. 
·····'···'. ., ··.' • ·-· '· •• ' <• 

Asi que el ~úrn~ro.dein'vemion.e5.cle Y es; Jm•(X) = 14. 

: ·''.· ;';_~~·,i·;;> 
las Dada una secuencia X, el valor de las(X} rcprcsc~ta.·éJ-l~ú~~fi d~--Í~~Ú~~-C~~-n~ia.· ascendente 

' ; •"'" . :;)~ ·.; ' .. , .. , 
más larga de X, y se dcftnc formalmente'Como: ": .'.'- .. : -_ :<>' ···:·'./· · ·~ 

las(X) = max{t/3 i(l),i(2), ..• ,i(I) taÍcsq~~ '(. 

1 S i(l) < · ··. < i(I) $ <~ x;¡i¡ .< .·",'. < x;¡1¡}. 

Como el valor de las (X) repres.,;la I~ long¡tud iJ:J.Í. de una co~~ida .Scendente, se tiene 

entonces que 1 :5 las(X) :5 n. 

Ejemplo 5. Para la secuencia Y del Ejemplo l, las (Y ) = 2. 

Ejemplo 6. Para la secuencia W del Ejemplo 2, /as( W) = n. 
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Rem Dada una sec'uencia X. el \;a1or 'de rcm(X) indica cuantos elem~ntos tienen c¡ue ser removidos 

de la secuencia para dejar la lista ordenada •. Se. de.fine formalcnte como: 

rem (X ) ';' n - la~ l X J 

rem (X_ ·¡ · .,;,_. { .. O· <.· .. X .;;t¡~¡; ~rde1;a5cencente; 
Se tiene que: n ~ i; X'.Stá en ordl!n descendente; 

Ejemplo 7. Para la secuenciáY:de1~Jc~;i,;\'.·r~m(Y )~:;;, 10.:; 2 = 8. 

Ejemplo 8. Para Ía secueni:ia ;~e~~j~.;;i1i.1;:r~r~(w) = 2n - n = n. 

°'·:::::·~::.~~z"'~~lf gJ~Ei¡;~·~::::.:::::.~··· 
Se tiene que: O .'.5 E,;c (X) !> · {'\~'.('~)\)í:{~:~~l~/{ ·· 
Ejemplo 9. Para la secuencia Y del Ej~~~¡~\·;V~~c(Y f~ s. 

,, .. ,, ·-·,:':~··· -:;,;-'· ·······.- ,., . .-

Ejemplo 10. Sea W, =; ( n,·1.,, 2,'.''.':Jit;'7;1))>· E(:riúmero.de cambios para esta 

secuencia es, Exc ( X ) = n - J. 

Mannila (22], comenta algunas observacion.,; sobre estas medidas: 

"'Comparar estas Uledidas no es fácil. Jnv y Runs son medidas muy bien conocidas 

y su comportamiento es facil de comprender: las inversiones, Jnv, cuantifican el prc­

orden global de una. secuencia, mientras que la medida Jluns cuantica prcordcn local. 

Al parecer el valor de Rem combina estas dos propiedades, mientra.e¡ que Exc parece 

diferir drasticamentc de las otras, a pesar de su definición na.tura!. Estas diferencias 

muestran que el pre-orden puede ser medido en muchas formas. "' 

2.2 Otra Medidas. 

Distancia. Dada una secuencia X, se define Dis(X) como la distancia más grande determinada 

por una inversión o una pareja invertida. 

Esto hace énfasis en que " ... una inversión, para la cual los elementos están muy apartados 

el desorden es más significante, que una inversión en la cual los clementes estan muy cerca 

el uno del otro" (8]. 
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Ejemplo 11. Para la secúeí1cia Y del Ejemplo i, Dis.= i; ya que lac inv (3, 10). tiene 

la distancia más grande entre las Jlw e.X j'. Viend~l·o de otra· manera: el n~mcro_nucvc, 
elemento de )a posición 3, esta ,a si~tc po~ici~-n~-8 del ~~·úme~· ocho,:·~J~m~nto~ d~ la posición 

JO¡ y son los Pleincntos más. apa_rtacÍ~S- d~ ia sC~~-¡·e~~cii .Y~--~::-. 

Máxima Distancia. Dada una sccutmcia X~ t1e-d'Cfi~e '. ~~(X')·. c~ii10 Ja·. Íu~Ot~ distancia que 

un c1emcnto debe viajar basta encontrar su p~·sición_ co~~cci~.-- ._ 

Esta medida considera que el desorden local no es tan importante como el global (8(. 

Ejemplo 12. Para la secuencia Y del Ejemplo 1, .\,J ax (Y ) = G, pues el elemento de la 

posición 3, el número nueve, debe viajar seis lugares para llegar a su posición correcta. que 

es la. nueve. 

SUS Dada una secuencia X, el valor de SUS(X) indica el mÍmimo número de subsccucncias 

ascendentes en las que podemos particionar X. 

La medida SUS es una generalización natural de las corridas, su nombre proviene de 

Sbufflet Up-Sequenccs. 

Ejemplo 13. Para la secuencia Y del Ejemplo 1, 

sus (y) = 1 { ( 3, 9, 10); ( 1, 4, 5, 7, 8); ( 2, 6)} 1 3. 

SMS Dada una secuencia X, el valor de Slrl S (X) indica el mfmimo número de subsccuencias 

(ascendentes o descendentes) en que podemos particionar la secuencia da.da. 

Esta medida del desorden, S M S ( X ) , es una generalización de la medida SUS ( X ) . 

SM S es abreviación de Shuffled Monotooe Subsequcoce. 

Ejemplo 14. Para la secuencia Y del Ejemplo 1, SMS (Y) 3. 

Ejemplo 15. Sea W' = ( 6, 5, 8, 7, 10, 9, 12, 11, 4, 3, 2 ). 

Para esta secuencia de datos W' se tiene que: 

Runs(W') = 7. 

SUS ( W') = 1 { ( 6, 8, 10, 12 ); ( 5, 7, 9, 11); ( 4 ); ( 3 ); ( 2 ); } 1 5. 

SMS ( W') = 1 { ( 6, 8, 10, 12 ); ( 5, 7, 9, 11); ( 4, 3, 2 ); } 1 3. 
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Ene Dada una &ecuencia X. el v,¡¡lor de Ene ( X ) se defi;1e ~~mo el número de lista.e¡ ordenadas 

construidas por MELSOH.1' al aplicarlo a la. &ecuenci"a dada. Esta medida del desurden fué 

propuesta por Sklona [3i]. 

Ose La Medida Ose (X ) cvalua, en aJguuos ca&os la Osci/aciÓ;¡-e·ntfC cf elemento má..:¡ grande y 

Reg 

2.3 

el 'as pequeño de Ja secuencia X. 

y Petersson [20]. 

Esta medida del dcsordC~~:Í~6"·~io~~c~ta ¡mr l.c\.·copoulos 
'.. ·t '/''' 

. .. ·) .. ·~·,.~·:/P{;S·~:'.>;: .. ~._._ .. _ , 
Esta medida es definida por Moffat y Pcterson (32,,33J;.y;nO. iOdican quc'cualquier algo-

ritmo de ordenamiento Reg .óptimo es optimam~~~-t·~:~a~~~~-{~;¿:;~~~;1·~'.·;~p~i~.~·-~. I~ medias -

fnv,Dis. Max.Exc, Rcm,Runs,SUS,SMS,EncyOs¿ >\';;;~4 ':{,:,,(,, ;,';\, ~" 
··{/-: - ·~ r. 

Propiedades Generales. , , :\''',' ''<::'., ,'',' 
-- :,·.· 

En esta sección i:1e dan algunas de las condicion~ g~-~~~~I~~ ~~.'~C:.~é~~~·.s~Üsf~c~_r tO~a· '~ncdida 
del pre-orden, ,' - :,:''.· .',:'', ,':' -

·-.:-.-· ,''. •. 

Definición Uua Medida m es una furicióu rc~i; :ni'7 ':'N(N :'-+,N. donde N<N denota 

al conjunto <le todas las secuenci~ finita8 de ~nicr~~ (distintos) [22]. 

Condiciones. 
l. m(X) =O. 

-· : .. e·· .. , 

- .. ~ - ' 

SÍ la. SCCUCnicja x· CS~á ~~~·¿~.ada.cn 'forma 8.:fiCCndcnte. 
. .· ·'.·.:1.··:'· 

2. Sean las secuencias X= (x11 z:h···~·zn·)·.-Y. v: ?= .(Yi,Y21~··,u11)· 

Si Z¡ < z; si y sólo si y¡< Yi para tl:!d~ i Y. j~ C~t~~c~~·, ~m(X) _= nl( Y), 

3. Si X es una subsecuencia de Y entonces~ m (X) $ m (Y). 

4. Dadas las secuencias X y Y. Si X < Y, esto es, que cada elemento de X es más pc1¡ucño 

que cada elemento de Y. entonces, m ( XY ) $ m ( XY) + m ( Y ) • 

5. Sea a E L'I. entonces m ((a)X) $ JXJ + m ( X). 

Las primeras dos condiciones indican que una lista ordenada tiene desorden igual a cero 

y que el valor de la medida m depende ünicamcnte del orden de sus argumentos. La 

siguientes tres, son condiciones más fuertes, de hecho, de acuerdo con H. Mannila [22). son 

necesarias para toda medida del desorden. 

11. Mannila [22], da dos puntos de vista sobre el concepto de pro·orden o dc.<;<>rden: 



a) El dcsord«!u es cuantificado por el número de operaciones de un tipo dado, el cual.es necesario 

para ordenar ia secuencia ·de entrada (aproxima~ión concret~). 

h) El desordén ·cs c~an_tificadn pór la cantidad de ¡~formación de I~ fo~a z¡"<z;. la éual es 

requerid~ Pª!~.ideÍitificar la scc~e~cia usando una ~c;m~a d~-~ dC Col~~c~é»~~r iá:información 

(aproxiiñ.acióll dC -información· teórica), 
. .. . :_, .. "'·::·:-·.-·'·. :· 

Estos puntos de vista obligan a las medidas del desordén :a satisf~cer las últimas tres 

condiciones. El ~u_ntO. ~e vista da~o por a), asuine ·qu:~ ~l -'=:oDj4~tri_"cÍ~ ~pcracioncs permitida.-. 

es cerrado ha.jo I~ -_ subsccuencias. Si podemos ÓÍ'~c~~- úrl~. 'sup~r-sccuencia' de X ron 

un cierto núffiéro de oPeraciones, entonces las restricciones d<: tales operaciones para X 

ordenarán X; si X < Y, entonces XY (la concatenación de X con Y) podrá ser ordenada 

si primero ordenamos X y luego Y, con un total de m(X) + n1(Y) operaciones; finalmente 

ordenar. (a) X, puede hacerse ordenando X con m (X) operaciones e insertando a en 

su lugar correspondiente en la secuencia, por lo cual a tiene IXI diferentes posibilidades 

de ubicarse en la secuencia.. De acuerdo con b) 1 que si tenemos suficiente información 

para identificar una super-secuencia de X, entonces esa misma información identifica. a X; iii 

X < Y, entonces XY es identificada por la identificación de X y Y; y (a) X, es identificada 

al identificar X y despué. localizar el lugar de a [22]. 

3 Algoritmos Optimos 

La medida de eficiencia de una algoritmo de ordenamiento, es el núm,ero de comparaciones 

que ejecuta, el cual no sólo proporciona una estimación razonable del tiempo relativo re­

querido para todas las implantaciones, sino que también permite cotas mínimas para ser 

obtenidas bajo el modelo computacional de Arboles de decisión [8]. 

H. Mannila [22) nos proporciona las siguientes definiciones sobre algoritmos óptimos y 

cotas mínimas. 

Sean X la secuencia a ordenar, m una medida del pre-orden y :; un entero positivo. H. 

Maunila [22], define 

bclow'(z.X,m) = {Y E N<N /Y es una permutación de {l, ... ,IXIJ u Y ( 5 )z} 

donde rn(X) S z y 

below{X,rn) = {Y E N<N /Y es una permutación de {l, ... ,¡XI} ym( Y J. 5 m(X) } 
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El conjunto bclow'(.:,X, m} representa las permutcl.ciones de los elementos de X con no 

más desorden c¡ue z con. respeCto a: m · .. ·Por su parte el conjunto below(X,m) representa 

las permutaciones para x cotÍ ~-º má~ desor~~n. _que el que ya se tenía en X, ron respecto a 

la medida m. 
,;, 

Consideramos a Jos_ .. algorit1~~s ·q~c .. t.i.~~1~_11 como_" ~ntrada no sólo Ja secuencia X sino 

también una cota •uperiór, = sobr~·ef vaÍo; de)i1 (X). : Un algoritmo S que usa Ts (X, z) 

(>iL'iOS sobre la secuerici~'de~'.crilr,ad·~:X\(:'~:-~_,~;/d~bi.1~~~~-~ o~Úmo con respecto a m, si 

para alguna e ~ O y pa;a t~<li X y ~ ; ~~ iie~~ qJ~;< ' 
:.::.: :·.~.:--' ·.:. · ... ~:.,·"· 

Ts(x.=r·!:; <iriai(lxT."1ol;jii<.i~~·c<:x::ínll }. 
--_ c._ ..... ;~?;:'.--<-·D_.,;&;;,?;;~;'.::~::·;EJ,{i,\.<-·-·. 

Sea ·~11 ·. una .. 1~1~cfül~~c~cl ~r~°:~d~~1,:Y,Cf:·':~~.n':.~~g~_ri~~-~10 -~~:-~r~~;~~~~e!~t~_ ~ue u~a Ts (X ) 

::::· ª;::;,: 1:_-:c~u::6:r~;odt!i_i_f_e~;r~~f ~r~,fil~·Í~;i~i;º_;,:~_·-:61~1.i~ó; éón respecto a m , si 
. . ¡:·>-->:·" -

·.~~.:·: . "-:;.>·i.> ; __ /· . .-·~· ., . 
;··~ ': 

a.1 Clasilicacióri entre .Medid~:. · · - • · :e -~} )(Ú. :•/ · .. ' · 
, -·- ·.~::/,:.-~:.~ · . .;/, }~S:,:::'.:"'~·: ~~~~,:·-_ ): ..... 

La medida Rcg ; nos induc~ -~ las siguicnl~s'pregüñ~as! ':; ¿so'1ú~tas medid.S diforentes'I o 

¿Cbm.ó_p':lcdcn rcla~iOunrs~ ~ri¡rc 'sí?::~~Í~~;~¡í:c~lr~~·;·W~~~'iS;J:~~·~ -~~di~an que.:. 4· Desde un 

punto de vista: algorítmico, si do~ medidas .. J\11 y} .. /1 1>~rticÍo.rla~l'el Conjunto de permutaciones 

en exactamente las r~srni:lS clases de Conjunto~ belo_w 1 C1~íonces cu~lquicr algoritmo que es 

.Af, -óptimo es también .Af2 -óptimo y viccversa..n Además, nos proporcionan las siguientes 

definiciones: 

Definición. Sean M1 y M2 dos medidas del desorden. Decimos que: 

a) .U1 es algorítmicamente más fina que (algorithmically finer) .112 • 

denotarlo por M 1 S.1, M,. si y sólo si cualquier algoritmo M1 -óptimo es 

también M2 -óptimo 
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. -.. · ·_ -......... :, ·:· .·:·:ó·:" :·:=;;: .. ~ ... " . ":. -.: .... ·_:_.: 

b) .\J:\/·~L '';~. ~~:f1t~ii~~~~r,~r1.t~~~í1jl~n~e{,¡ ~ sólb ~¡ M, . s.,. M, y 
·. · ... : ;>._~:- ,\' ":.:.i -~;.J':.-,·.:.. . ... . "'' ~ ' -.¡ •.• ' 

. .- .·. "·::=.~·. '.·:_:: ~:,_-.-.-· ·: _í:_:_;c,. :.:.-'.~~~~\'-'~·'.{-~'-e~;~!_;:.:./;~~ .. ·~(~·-1 ,-:·: ·, :~:)_:;:_'.::: ::>.- · ... :_ -.. ·. 
La Figura i~. es dada.por.E:•th'il1-Ciis:fro~":D:,\l'i11id [8) púli.:)hístrar el i1rdeúpu1:cial l'll•·r" 

:::~:t.~·',:rt~~~,;~~Wf~if ~~1~~!1 !~t~z~·~r1,:,.:.'.··· 
a.2 . Ején1pI~·~.~.A,1g.;~j~§o,~:Pe~i~1~~:- .· ~.;':';.: .. ? /,;:: !:;~· :.; · · 

i~~:::.:·:;~*~~f '.l*i:~~i~l.l~~~r{~~~~:·H ~IMri;lo 
~G~neral~1:~~~': ~~ _P_~1~~~~. de:·~~~ un·ciJ_g<?_~it_n.1~'~-~-s m;ó.pt}.J~~ ~-1~11s'.~t~~í-~_~1 ·d~-~ -~a.rt~s: 

~: -:~~.:~::·~'-t::l~:,~:::.:tr:f :!1:·~~1m::i~ji~'.·i$i~:;:~P!í>:~;_ y'¡·.~· 7 .. ·Y. 

. . . . -~ ': - . . . -.. - ._-,~~. ·::-.~·;::~.~·· . :-: . . ·,_, :.:/·· ':::.>:,~, ~·/p/{:'.'_:·-~·~·Y..~\~;~~-_.·= , _ _.~< _,. 
El algóritmo NaturaLJ1crgeSort (~ 7] es un_· in~t9d<:> ~de' o:~cn~~1_!~~~~~ ·~~--~~~~ti,1~.~~~~-- ~on ·_lci.tt 

corfidas existentes en la cntradá. y como' Úna primera rase laS mezcla ·por Pai:ejas~·.'csüi.' ine-,.:clil 

de parejas se continúa hnsta que sólo existe una coi-ricia: 

Teorema 1 

rle corridas. 
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Demostración. 

Sea X la secueoncia de longitud na ~rdenar y ~a t = Rrtns(X) el número de subcadcnas 

ascendentes rle X. Entonre!> el desmpeño comp~tacional del algoritmo es proporcional 

a 11(1 +logl), pues cl 111ímero de fases-mezcla es aéótado por (1 +logt) y cada fase 

toma tiempo lineal. Para m~-~-~rar.q1:1e _el_ algO~~f m;,- es óp~~-~O~ ~aJta·catcular el tamaño 

dl' el conjunto below(X, ~uns}. , Los s_iguicnt~s res~ltad_o:~:~alizan tal cálculo. 

Lema 2 Sea11 n, 1 EN • Si~ it (son la/es ~~;i;:5, (n + 1)/2, e11lo11ces hay 

al menos s-'t~ pénry~~~ci~-~.~~ -1~A.!/ :~~~:~·/eJ ~~~~~,~;~~-~!~~~~d~e- t_ . co;.,;das. 

Corolario 3 

siempre que 
1x1· ~0:.• lüb:•:;.~~it~~~t'l~~li}~~~{¡~}·· '• . 

:.··t ·'' :'.•:(:' -::~):~.--\;~;.;: ·, .. ·'.'_:. ,"l·:\ ~·-
Demostración. , > · ., : '·. ~. :.~~\/ .. i:. , , ~:;:{,~,~ .. : .. ~~/ ;- =,'_:..;4< ,.. ··"' -~~\ · 

~~~~tlli,tl~~~~f ;ª~~~ 
Finalmente. se ,tienc.có~),Stos :resiilt.iúlos (Lo'?a'2.X C~t'ol~.iio,3) .q~e.cl .Teorema.· J se 

sigue· fá.dlmcntC de la'dc~niCióíi_-d~-·~1gó~itffio~10-óPtiin?>. 

Ordenamiento de lnse~ción'Í.ocaf; 

Suponga que se tiene unn. estructura de datos Para rcprcs:ntar list~"-~~denadas~. y ~uc 

tal estructura és capaz de hacer inserciones .en tiempo o ( 1+log(d+1) l. donde .d .. 

la distancia del Pfcvio elemento insertado. Un algoritmo de ordcnamierito q1~~ se implanta 

usando dichn estructura de datos es llamdo ÜROENHllENTO DE INSERCIÓN LOCAL (Local 

lnsertion Sort). El tiempo de ejecución de este algoritmo e; Ec · (1+log(d;+1)) donde 
j 

d; es la distancia desde el elemento anlerior: 

d; = 1 { i/ 1 :5; < j y (x;-1 < x; < Xj o Xj < X¡ < Zj+J ) } ¡. 
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Teorema 4 El algoritmo de INSEllCIÓN LOCAL es óptimo co11 rcspcclo al 

nlÍmero de itlversiones. 

Demostración 
. . . 

f f.'lkieucia tie) algoritmo de INSJ::kCIÓfl. LOCAL, 1Jep1i'nde dé la. dililanda t'Jlflt> ir1Sl'f-

ciones sucesh·as. En un eje~plar ~'u~.·c~~·iÚc1i~ ·~~-C~.· .. Í.m·~~iOn~~~· la.·.~~yorí_a dC! las 

inserciones ocurren cerca del firÍaJ de· Ja· }¡~i~.: <Éri-.c~da ~~uénci~ Já diSt~1ci~ 'cutre . 

inserciones sucesivas dcbP .s;P.r p~q;~·e~~.:.~~~· ~~~ -~~- ·~c~i~.dá· r:o~. J~· . .ii-_á)·~~;~¡~-~-~~la ·:rlCsdP. 
e) final de la lista de,.,,., ··t~ ~:-~~SC~t¡;_..~·~:'~~:-~i~!~~-íít~~ ~~~j~~~:1·> · _., ·' - · ., ' 
Si lli es la cnntidad _que d~c-ri~~ l~ .. ~i-~i~n~f~·:~~{~;~mJ~:i~ ·~/-desdC 'c1 fi~al de la lis1 a • 

. ---, . -'"· " "' .. . ... : -~- . ·: . '. . .. 
entonces se tiene que:. _ .. e:,:'' -, ~~ '. ·~.:;, ' . -e --~:: 

,¡, + 1 $ max{h;. l•H +l S, ~+/th;~i +1 $ (l.;-f-:ÍÍ{h;::.:1 +1). 

Así <JU•. log(<I; + 1) $ l~(/1jti(~ log(/1;~·,):.1¡, '. 

r por tanto: 
,;-· 

I:CP+tóg{d;:i'.1i1 '$ 

$ en+ 2c(~log(Íi;+l)) $ cr1 + ~cnl~g(~liog(;•;+l)1 1") 

$ r~ +2énlog(~log(/1;+IJ/11) $ en +'2c11log(l .+'f11v(X)/11). 

Finalmente. tenemOs que: 

log 1 below (X, lnv) 1 = 0 ( 11 !og(J + hi.(X)/n)) 

lo cual demuestra. que el algoritmo es óptimo con respecto a la. medida del de.c;orden 

denominada inDer.sioncs. 

Teorema 5 El algoritmo de ordenamiento dt Inserción Local es óptimo con 

rt:1pcclo al número de corridas, medida Rllns. 

Teorema 6 ¡H. Manni/a {2~]. Traronw 11) El a/9orilmo de Inserción Local e.< 0¡1lim11 

con n:.specto a la medida Rern • 
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