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OBJETIVO:

Proporcionar alternativas que permitan lograr el funcionamiento
Optimo de los siete algoritmos analizados.

HIPOTESIS:

Si los siete algoritmos tienen aleatoriedad y uniformidad
entonces pueden aceptarse como generadores de niimeros aleatorios y
ser integrados en un paquete de computacién para su explotacidn.



INTRODUCCION

La importancia dé los ntGmeros aleatorios en el &rea de la
Simulacién entendida como el disefio de modelos gue representan
fenémenos reales; ha originado gque importantes cientificos
dediguen sus  estudios al &drea de la generacién de nGmeros
aleatorios. e ’

E1l hablar de nGmeros aleaﬁorios, invita a pensar en los juegos
de azar, por ejemplo el lanzamiento de dados. Al lanzar un dado se
desconoce el nimero gue caerd, es decir, no podemos asegurar gue
en nuestra tirada obtendremos un 3 o que obtendremos un 5, por lo
que decimos que nuestro resultado es un nGmero aleatorio. Este es
un método manual para generar nlimeros aleatorios, aunque resulta
poco practico cuando deseamos obtener una cantidad grande de
nGmeros. Ante esta situacidn se utilizan relaciones de recurrencia
con las que se ha probado que se generan secuencias de nimeros con
distribucién uniforme y estadisticamente independientes.

En este trabajo se exponen siete algoritmos que utilizan reglas
de recurrencia para la generacién de nimeros aleatorios entre las
cuales la mads conocida es la de Lehmer. Es sabido que existe una
ampliq gama de investigaciones en esta materia; los algoritmos que
se incluyen aqui corresponden a los investigadores: Brian Wichmann
y David Hill, Pierre l’Ecuyer, G. Marsaglia, A. Zaman, W.-W. Tsag
y Howard L. Kaplan. Se analizan estos algoritmos en base a la
informacién gue cada autor nos proporciona en su articulo
respectivo, y a través de los resultados obtenidos al analizar las
secuencias generadas directamente por los algoritmos una vez
programados.

El -estudio se realiza considerando los elementos que
caracterizan a un buen generador de nGmeros aleatorios, a partir
de esta informacién se determina si un algoritmo presenta alguna
deficiencia y se -propone alguna alternativa que 1lleve a la
correécién de esta.




Estos siete algoritmos se han integrado en un paquete de
computacién, programado en PASCAL, como un primer médulo; como
segundo médulo se han agregado cinco procesos para generar nfimeros
aleatorios  con otras distribuciones de probabilidad como la
Binomial, Poisson, Normal y Weibull, incluyendo la uniforme para
un intervalo (a,b); a fin de gue puedan ser utilizados para
obtener secuencias de nfmeros aleatorios.



CAPITULO 1

ALGORITMOS Y NUMEROS ALEATORIOS

1.1 CONCEPTO DE ALGORITMO

‘La palabra algoritmo se deriva de 1la traduccidn al latin de la
palabra &drabe Alkhowdrizmi, nombre de un matemético y astrénomeo
&rabe gque escribié un tratado sobre manipulacidn de nameros y
ecuaciones en el sigleo IX (Joyanes, 1988).

Un algoritmo es una serie de pasos ordenados qgue nos ayudan a
resolver un problema ',

Siempre que intentemos resolver un problema, teniendo o no como
herramienta la computadora, definimos la solucién por medioc de una
secuencia de acciones que sera’preciso efectuar para obtener un
resultado satisfactorio, en estos momentos estamos construyendo,
de manera inadvertida, un algoritmo.

1.1,1 Caracteristicas de un algoritmo

Las caracteristicas necesarias para el disefio de un algoritmo

son las siguientes:

A). Entradas y salidas

Deben estar claramente definidas las salidas (resultados que
deseamos obtener) y las entradas (informacién con la gue contamos
para resolver un problema) gque nos han de conducir a dichas

salidas.

Esquivel,Deschams, et al., "Apuntes de programacién y
computadoras®, UNAM, 1982,



B) . Precisidn

Los pasos del algoritmo no deben contener ambigliedades, es
decir, cada . uno de ellos debe estar claramente definido,y se debe
indicar el orden en ei que deben realizarse. También es de gran
importancia indicar acciones opcionales para cualquier situacién
que se presente, al momento de estar resolviendo el problema.

C). Definicién y efectividad

Al momente de seguir un algoritmo por segunda vez con los
mismos, datos de entrada, obtendremos los mismos resultados, es
decir, nuestro algoritmo estd definido; ademas siempre nos
proporciona al menos una solucién del problema, en esto consiste
su efectividad.

D). Finitud

Por {ltimo, se deben especificar y definir con precisidn en que
momento concluirdn los célculos . del algoritmo. Es decir, la
solucidén debe ser obtenida en un nimero finito de pasos.

8i nuestro algoritmo satisface estas caracteristicas estamos
1ograndb una descripcién clara y facil de sequir; esto es muy Gtil
para su desarrollo completo, es decir; su transformacidén en
prograﬁa y su documentacidn serd mas sencilla.



1.1.2 Clasificacién.de:los algoritmos "

Una. forma de clasificar los aléofitﬁos eskde'acuerdo alytipo de
datos que maheja para‘résoive

‘el Eoﬂlemaiz

A). Numéricos

La solucidn del problema implica una serie de decisiones y
cdlculos gue requieren de informacién numérica. Se dirigen a 1la
solucién de problemas cientificos o aquellos que de alguna mahera
involucran célculos matemiticos. Un ejemplo sencillo es,
determinar la lista de nGmeros primos menores a un nimero dado.
Los pasbs a seguir. son los siguientes:

i. Verificar que el nlGmero proporcionado sea un valor entero.

ii. 8i es mayor o igual a 2, 2 es el primer elemento de la
lista; si es igual, también es el tnico y se ha terminado el
proceso.

iii. 8i es mayor o igual a tres, 3 es el segundc elemento de la
lista; si es igual, también es el Gltimo y se ha terminado el
proceso; si es mayor, el nimero 3 lo asignamos a una variable
llamada NUMERO.

iv. Sumar a NUMERO dos unidades (al hacer esto descartamos
todos los nGmeros pares).

v. Si el namero proporcionado es mayor o igual a NUMERO,
continuar con el paso 6; si no lo es, el proceso ha terminado.

vi. Calcular la raiz cuadrada de NUMERO; si el residuo es cero,
NUMERO no es primo y pasamos al paso 4; si no, continuamos con el
paso 7.

vii. Verificar que la divisién de NUMERO entre cada uno de los
elementos de la lista, menores a la parte entera de la raiz
cuadrada de NUMERO, dé como residuo un valor diferente de cero. Si

2 Esquivel, Deschams, et al. op. cit. .



para alguno no se ‘cumple, NUMERO no es primo y pasamos al paso 4.
De lo contrarioc NUMERO es el siguiente elemento de la lista de
nGmeros primos y pasamos al paso 4.

B) . No numéricos

En nuestra vida diaria desarrollamos actividades que
necesariamente requieren de una secuencia de pasos que se realizan
en forma ordenada, en otras palabras, necesitan de un algoritmo.
Por ejemplo, al momento de trasladarnos de nuestro hogar hacia el
lugar donde laboramos. Los pasos a seguir serian:

i. Asegurarnos de contar con el dinero necesario para el
pasaje o abstenernos de viajar.
ii. Llegar a la parada del autoblGs y esperar a gque este
aparezca.
iii. -8i es el autobls de la ruta adecuada abordarlo; si no,
seguir esperando.
iv.-. Al abordar el autocbls pagar nuestro pasaje Yy esperar

nuestro cambio, en caso de ser necesario.
Cvee si hay asientos disponibles viajar sentados; si no, viajar
© de-'pie.
vi. cCuando el autoblis se aproxime a nuestro destino acercarnos
a la puerta de bajada, sino es asi, continuar.
vii. Descender del autoblGs y caminar hacia nuestro lugar de
trabajo.

Este es un ejemplo claro y sencillo de un algoritme no
numérico, en el que no se utilizan valores numéricos; sélo se
emplean cadenas de caracteres (simbolos) alfabéticos.



1.1.3 Pasos para desarrollar un algoritmo

Un_ algoritmo nos proporciona la solucidén de un problema
mediante una serie de actividades. A su. vez, para construir un
algoritmo es necesario tomar en cuenta estos pasos fundamentales:

A. Analisis del problema.

Este primer paso es de gran iﬁpéftaﬁcia para lograr resolver
nuestro problema en forma satisfac#ofia.

Antes de poder comprender un’pfobléma, debemos ser capaces de
dar una formulacién precisa. @ Esta condicién no es, en si,
suficiente para entender el problema, pero es absolutamente
necesario.

Desérrollando una formulacién precisa del problema es
importante plantearse ciertas preguntas. Algunas buenas preguntas
sobre lo relacionado con la formulacién del problema son:

¢Entiendo el vocabulario usado en la formulacién?

¢Qué informacidén se da?

éQué es lo gue se desea encontrar?

¢Cémo conozco una solucidn?

éQué informacidn falta, se usard algo de esta infor@acién?

¢Alguna informacién gue se da es infitil?

¢Qué supuestos se han establecido?

Pueden plantearse otras preguntas dependiendo del problema en
particular. Con frecuencia es necesario plantearse de nuevo
algunas de estas preguntas, una vez gue han sido contestadas
parcial o totalmente.

Esto es una formulacién basica buena del problema gue nos
permite saber lo gue tenemos y lo gue deseamos encontrar-.

B. Disefio del algoritmo.

Una vez que se ha definido qué se va a hacer, estamos en
condiciones de establecer cémo vamos a hacerlo; ahora podemos
determinar los pasos que hemos de seguir para lograr nuestro



objetivo: la solucién del problema.

Durante 1los anos de 1la computacién los cientificos han
identificado un nimere de técnicas generales gue con frecuencia
producen algoritmos efectivos en la solucidn de diversas clases de
problemas. Entre las técnicas més importantes se encuentran:
divide y vencer&s, programacidén dindmica, técnicas Mgreedy" ,
"backtracking" y bisqueda local (Aho,‘ Hopcroft, Ullman, 1983).
Tratando de planear un algoritmo para resolver un problema dado,
resulta atil plantearse preguntas tales como iQué tipo de
soluciones produce divide y vencerds, programacién dinamica, una
aproximacidn "greedy”, o alguna otra técnica estandar?.

Debe enfatizarse, sin embargo, gue existen problemas, tales
como los problemas "NP-completo" (problemas en los cuales todas
las soluciones conocidas son esencialmente del tipo "trata todas
las posibilidades"), para los cuales estas o cualquier otra
técnicaAconocida no proporcionard soluciones eficientes. Cuando se
encuentra un problema tal, es Gtil determinar si las entradas del
problema tienen caracteristicas éspeciales gue podrian explotarse
tratando de planear una solucién, o si podria usarse una solucién
aproximada mds fécil de encontrar.en lugar de la solucidn exacta
dificil de calcular.

C. Codificar el algoritmo.

Consiste en representar el algoritme en un lenguaje de
pragramacidn, es decir, expresarlo a través de un conjunto de
simbolos y palabras especiales aceptados por la computadora

{programa) .




D. Verificacién del programa.

Probar el programa para varios casos cuya solucién se puede
comprobar fécilmente, analizar los resultados y en .caso de ser
incorrectos efectuar las modificaciones Y correcciones
pertinentes.

E. Documentacidn.

El programa debe poder ser utilizado por cualquier persona,
debido a esto, es muy necesario escribir un instructivo detallado
sobre el funcionamiento del programa, alcances y limitaciones.

Al hablar aqui de un programa nos referimos a la descripeién
que se estd haciendo del algoritmo en algin lenguaje, es decir, un
programa es la expresién que se le di al  algoritmo para que la
computadora pueda realizar las tareas definidas en &1
(Joyanes, 1988) .

F. Implementacién del programa.

Una vez gque se han desarrollado los pasos anteriores estamos
preparados para alimentar nuestro programa con la inférmacién del
problema para el que se ha desarrollado nuestro algoritmo.

El ;enguaje de programacién es un conjunto de reglas, simbolos
y palabras especiales {(un lenguaje), que permite construir un
programa de computadora que pueda ser entendido por ella.
Existe gran diversidad de lenguajes de programacidén, con sus
ventajas y desventajas; orientados hacia fines especificos, para
resolver cierto tipo de problemas, de educacién, cientificos, de
investigacidén, etc. (Joyanes, 1988).

Los lenguajes de programacién se clasifican en tres categorias:
miquina, bajo nivel y alto nivel.



Lenguaje maquina.

Los lenguajes - miquina son” aguellos cuyas instrucciones
comprende  directamente -la computadora, es decir, no necesita
traduccién par& que la miquina‘ pueda ejecutarlo. Depende .de 1la
estructura fisica & éléctrbnica de una computadora; utilizan un
lenguaje binario (0 y 1), que es el Gnico que entiende la maquina.
Estos suelen ser complicados, largos y dificiles de entender por
el programador.

Lenguajes de bajo nivel (ensamblador).

Los lenguajes de bajo nivel tratan de simplificar el proceso de
programacién en lenguaje m&quina, generalmente dependen del tipo
de maguina en que se esté programando; es decir, depende de un
conjunto de instrucciones especificas propios de la maquina.

En este lenguaje, las instrucciones se escriben en cédigos
alfabéticos conocidos como nemotécticos (abreviaturas de palabras
inglesas o espaficlas). Por ejemplo:

ADD sumar MPY multiplicar
SuB restar DIV dividir

Para el programador, estas instrucciones resultan ser mnéas
fdciles de comprender y aplicar que las secuencias de 0 y 1.

Lenguajes de alto nivel.

Los lenguajes de alto nivel permiten el desarrollo de programas
sin conocer el funcionamiento internc de la méguina, es decir, no
dependén del tipo de maguina. En estos lenguajes (por ejemplo: el
ADA, BASIC, Modula-2, Pascal, etc.), sus instrucciones o
sentencias son escritos con palabras similares a los lenguajes
humanos, generalmente el inglés, facilitando la escritura y
comprensidn por el programador.

Este tipo de lenguajes, al no depender de la maquina son



generalmente transportables, esto es, un programa escrito en
alguno de estos lenguajes se puede escribir con poca o hinguna
modificacién en diferentes tipos de maquina.

Para el programador resulta facil y sencillo escribir un
programa en lenguaje de alto nivel, pero para que la migquina pueda
ejecutarlo es necesario traducirlo a lenguaje méquina; los
programas que realizan estas tareas son los compiladores e
intérpretes que generalmente son llamados traductores,

Un programa escrito en lenguaje de alto nivel se llama programa
fuente y el que tiene la expresién en lenguaje maquina se llama

programa objeto,

1.2 CONCEPTO DE NUMERO ALEATORIO

En la actualidad existe gran variedad de temas que de alguna
manera involucran la teorfa de probabilidad. Por ejemplo, en
genética se realizan predicciones sobre la frecuencia relativa con
la gue aparecen ciertas caracteristicas en un grupo de individuos
(es. dificil que se dé una misma proporcién aiin en miembros de la
misma familia); no es posible predecir con exactitud la densidad
de trafico automovilistico en un cruce de caminos a determinada
hora del dia; los ingenieros industriales aplican la brobabilidad
al tratar de mantener un nivel de calidad determinado en los
productos manufacturados; ete. . Estos fendmenos poseen la
caracteristica de gque al ser observados bajo condiciones
idénticas, en cada observacién su resultado es diferente.

Un ejemplo tipico en el que identificamos claramente la
caracteristica de aleatoriedad es el siguiente: Supongamos que
tenemos una urna con bolas blancas y azules, el experimento
consiste en extraer una bola de la urna y observar su color. Al
realizar el experimento en estas condiciones obtendremos algunas
veces bolas blancas y otras, bolas azules; significa que nosotros
no podemos saber con exactitud de gque color serd la bola que
extraigamos en un momento dado. Un fendmeno con esta
caracteristica se llama fenémeno aleatorio.



Si repetimos el experimento V4 veces bajo las mismas
condiciones y de estos resultados M veces se extrae una bola
blanca (resultado al gue le llamaremos atributo b ), a la razbn de
No/N le‘ llamamos frecuencia relativa® . .

El conjunto formado por todos los resultados posibles del
experimento aleatorio se llama espacio muestral. De este espacio
muestral pueden interesarnos los resultados gue tengan alguna
caracteristica en comin. Hecho que nos permite dar la siguiente
definicidn: Un evento del espacio muestral es un grupo de
resultados contenidos en éste, cuyos elementos poseen una
caracteristica en comfn.

Cuando en un experimento existe un evento del gue tenemos la
certidumbre de que ocurrird, decimos que este es un evento seguro.

Por otra parte el evento dque no contiene alglin resultado del
espacio muestral lo llamamos evento vacio,

Nos serd de gran ayuda tener presentes altjunas nociones de
teoria de conjuntos por lo que a continuacidn damos algunas
definiciones importantes.

Sean, Ei y E: dos eventos cualesquiera gue se encuentran en el
espacio muestral denotado por S.

El evento formado por todos los posibles resultados en Ei o Ez
o en ambos, recibe el nombre de unién de Ei1 y Ez, denotade como
E1 v Ea.

El conjunto gque se forma de los resultados comunes de Ei y Ez,
se 1lama interseccién de Ei y Ez y se denota por Ei n Ez

pos eventos Ei1 y Ez son mutuamente excluyentes o disjuntos si
no contienen resultados en comin; es decir, Ei1 n E2 = 4) evento
vacioc.

Una vez gue se han expuesto los conceptos bésicos de teoria de
probabilidad estamos preparados para dar la siguiente:

3 parzen, Emanuel. “Teoria moderna de probabilidades 'y sus

aplicaciones®. México, DLimusa~Wiley, 1971.
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Definicién: Sean § cualquier espacio muestral y E cualquier
evento de é&ste. Llamamos funcién de probabilidad sobre el espacio
muestral & a  P(E)} ' si satisface (Canavos, 1986):

a) P(E) = 0.
b) P(s) = 1.
c}) Si para los eventos Ei, E2, E3, ...
El n E) = ¢ para toda i = j , entonces
P (EtuvEuEBIU... ) =P (Bt) +P (E2) + ...

Los conceptos de probabilidad anteriores se refieren a eventos
que se encuentran en un espacio muestral. Los eventos de un
espacio muestral pueden ser cualitativos & cuantitativos. Un
ejemple de eventos cualitativos es, en el experimento de extraer
una bola de una urna, obtener una bola blanca G obtener una azul.
Para estudiar el comportamiento aleatorio de un fenémeno, es Qe
gran ayuda cuantificar los eventos del espacio muestral conforme a
una medida numérica. Al establecer esta relacién entre eventos y
medidas cuantitativas se da origen a un nueve concepto: variable
aleatoria

Se llama variable aleatoria a la funcién que asigna uno y sélo
un nGmero real a cada evento del espacio muestral®.

Los valores de la variable aleatoria involucran la
probabilidad, puesto que los eventos estén asociados ‘a este
concepto.

Si el conjunto de valores tomados por la funcién 1o forman
tinicamente los nGmeros enteros, la variable aleatoria se llama
discreta; si esta consiste de nlimeros reales, entonces la variable
aleato;ia es continua.

* Feller Wiliam., "Introducci‘énl a la teoria de probabilidades y
sus aplicaciones". México, Limusa-Wiley, 1973.
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Si « es wuna variable aiéétdfia, llamamos distribucién de
probabilidad a la funcién f(a:) que establece la relacién entre « y
su medida de probabllldad. §

al atoria continua en el rango de -=» a +=
probabilldad f(x) debe satisfacer las

Si « es una variab
su distribucién- :de
condiciones:

a)  £(x) = 0°; ara’’ J—m'<yla': <w .

b) rjf (x) qﬁ‘ =

Si .« es una variable aleatoria discreta su distribucién de
probabilidad, denotada p(x), debe satisfacer las condiciones:

a) p(c) = 0 ; para toeda «.
b) I, ple) = 1.

En el caso continuo, f£(y) evalGa la probabilidad de que la
variable aleatoria « tome el valor 4 , es decir, £(y) = P{a=y}.
En el caso discreto p(a), significa lo mismo: p(a) = P{z=a}.

La funcién de densidad ac‘umulai:la, denotada F(a), se define
como la probabilidad de que una variable aleatoria sea igual o
menor a un niimero real a (asa). Esto es,

a
F(a) = P {x=a} = I f(x)da

en el caso continuo, y’

F(a), = P {ezd}.

si « es variable aleatoria “d4isi:r_eta,— donde p(y) = P {z=y} Yy
£(3) = P {e=g}. ‘ i

La’ funcién de .densidad’ acumulada, tiene las 'siguientes 4
propiedades:
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CAPITULO 2

METODOS PARA GENERAR NUMEROS ALEATORIOS

2.1 INTRODUCCION

La - necesidad de nlimeros aleatorios para realizar
investigaciones cientificas u otros campos de trabajo ha estado
latente desde mucho antes del advenimiento de las computadoras.
Los métodos cue desde entonces se empleaban para dgenerar los
nfimeros aleatorios son muy sencillos y simples, como el lanzar una
moneda, dados, emplear barajas o la ruleta, o la extraccién de
bolas de una urna; son técnicas gue denominamos como manuales. Con
el paso del tiempo y el avance de la tecnologia estas técnicas han
sido desplazadas por las computacionales que si no proporcionan
nGmeros exactamente aleatorios, estos presentan ajustes muy
aceptables.

2.2 TECNICAS MANUALES

Los’ métodos utilizados para generar nimeros aleatorios antes
del surgimiento de las computadoras, tales como el lanzamiento de
moneda, dados, empleo de barajas o la ruleta, o la extraccién de
bolas de una urna que ha sido perfectamente agitada; son métodos
realmente sencillos.

Estos métodos sin lugar a duda son muy féciles de llevar a
cabo, pero muy tediosos si nuestros requerimientos de nfimeros
aleatorios son muy grandes, por otra parte, al momento de repetir
nuestro experimento los nGmeros generados no seran los mismos; por
lo gue éstos métodos, aunque se considera dque generan nmeros
verdaderamente aleatorios, son muy imprécticos.

Se han llegado a elaborar tablas de biblioteca de nilmeros
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aleatorios como la publicada por L. H. C. en 1927, en donde se
presentaron 40,000 nGmeros aleatorios tomados al azar de reportes
de censos. ' e

A partir de é&sto se ha construido una 'serie de dispositivos
mecadnicos para generar nGmeros aleatorios, en 1939 se utilizé 1la
primer méquina, por M. G. Kendall y B.. Babington-Smith para
producir una tabla de 100,000 digitos aleatorios y en 1955 1la
corporacién Rand publicé una tabla de un millén de ndGmeros, que
fueron generados con un dispositivo especial. En la loteria
British Premiun Savings Bond se usé una famosa midquina de numeros
aleatorios llamado ERNIE para seleccionar los ntimeros ganadores.

Poco tiempo después aparecieron las computadoras y se buscaron
nuevas formas para realizar esta tarea tan importante.

2.3. TECNICAS AUTOMATIZADAS

En la generacién de ntGmeros por computadora podemos distinguir
tres métodos: la provisién externa, la generacién interna con la
utilizacién de un proceso fisico y la generacién interna por medio
de operaciones aritméticas.

A. Provisién externa

La provisién externa consiste principalmente en el almacenaje
de las tablas, ya mencionadas anteriormente, en cintas magnéticas.
Este fue el primer método desarrollado por computadora. Estos
nimeros fueron utilizados como datos de entrada en la solucién de
un problema, pero el método requiere de gran espacio de memoria
y la lectura de datos es muy lenta. )

B. Generaci6n interna por medio de procesos fisicos aleatorios
Este método consiste en la utilizacién de un aditamiento

especial de la computadora capaz de registrar los resultados de
algin proceso aleatorio y reducirlo a sucesiones de digitos.
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Por - ejemplo, agregar una maquina como la ERNIE a la
computadora. Esta técnica tiene sus deficiencias, por una parte no
es posible reproducir cdlculos una segunda vez, y por otra, este
tipo de miquinas con frecuencia sufren de averias dificiles de
detectar.

C. Generacién interna por medio de operaciones aritméticas.

Por todos 1los inconvenientes que presentan las técnicas
anteriores surge el interés de producir nfimeros aleatorios por
medio de operaciones aritméticas de una computadora.

El primer mé&todo de este tipo fue el de los cuadrados centrales
propuesto por John von Neumann y Metropolis en 1946. Este método
consiste en tomar un nGmero aleatorio anterior y elevarlo al
cuadrado, se extraen los digitos centrales de este nGmero y éstos
forman el siguiente nlmero aleatorio. Por ejemplo, si generamos
ntmeros de 4 digitos y el anterior fué 5698 , su cuadrado es

32467204
entonces el siguiente nimero aleatorio es: 4672.

Este tipo de métodos generan los nlmeros por medio de una
relacién de recurrencia por lo que se presenta la siguiente
objecién: ¢cémo pueden ser aleatorios estos nimeros si son
generados en una forma completamente determinada?. Debido a esta
caracteristica las secuencias generadas son llamadas secuencias de
ntmeros pseudoaleatorios. Este término lo define Lehmer como "una
nocién vaga gque encierra la idea de una sucesién en la cual cada
término es impredecible para la persona ajena al problema, cuyos
digitos se someten a cierto numero de pruebas, tradicionales a las
estadisticas, y dependen en cierta forma del uso que se dard a la
sucesién" (Naylor 1971 (Lemher, D. H.)). Bajo esta idea, el
cardcter de aleatoriedad puede considerarse como dada si 1la
secuencia cumple con cierto niimero de pruebas estadisticas de
aleatoriedad determinadas con anticipacidn. :

Estos métodos superan las ventajas de los anteriores, ho existe
el problema de -‘dispositivos de entrada o capacidad de
almacenamiento y las sucesiones pueden reproducirse, ya gque sélo
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depende de los pasos arltmetlcos; .
ado antes, de los cuadrados centrales, resulta
estadistlcamente poco

El método  menc
qificil .de.analizar relatlvam nt

ento y

satlsfactorio,
utilizados: 'son

,Va ‘a“programar.
; 5 ‘génerar  secuencias de nGmeros que
cofrespohda - dlstrlbu01on uniforme y que sean
estadistlcamente lndependlentes.

2. Débe ser ‘pequefio para que ocupe el minimo de espacio en

memoria. .

3.: E1l tiempo de generacién de un nimero debe ser el menor
posible, ya 'gque en general se requieren grandes muestras, y
ademds, la produccién de nimeros representa sdlo una parte del
problema. ‘

4. El periodo del generador debe ser lo m&s grande posible.

5. Debe bermitir reproducir la misma secuencia de niimeros
para'bodér repetir un experimento varias veces. También se debe
tener opclon para produclr secuenclas diferentes con el mismo

programa

métodos de

s para generar nimeros ‘aleatorios son

Los metodos de congruenc
completamente determlnistlcos,‘ debido © a ' que los  procesos

! Luthe Rodolfo,"oiivera ‘Antonio, .. Schutz -‘Fernando  "Métodos
Numéricos". México, Limusa, 1978.: ST R .
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aritméticos que se incluyen en los - cilculos, determinan
univocamente cada término de la sucesién de niimeros. Aungue estos
procesos no son del todo aleatorios, hay fundamentos gque nos
permiten considerarlos como si en efecto lo fueran, si las
sucesiones que resultan se someten consistentemente con éxito a
cierto conjunto de pruebas estadisticas disefiadas para probar
varias propiedades de los nimeros aleatorios. Por ejemplo, si se
ppede mostrar gque los nUmeros en una sucesidn aparecen
distribuides en forma uniforme y son estadisticamente
independientes, entonces se puede suponer gue el proceso es
aleatorio pese a su cardcter deterministico. Las propiedades (2) y
(5) de los requisitos mencionados anteriormente sobre los
generadores de nGmeros aleatorios se satisfacen automdticamente,
al aplicar los métodos de congruencias, debido a gque las
sucesiones generadas por estos métodos son completamente
reproducibles y sélo reguieren un minimo de capacidad de memoria
de la’ computadora. Las propiedades (3) y (4) constituyen los
tGnicos requisitos cuyo grado de satisfaccién depende por completo
de las propiedades de los métodos aplicados; estas propiedades se
analizaran posteriormente.

Los métodos de congruencias se basan en una relacién
fundamental de congruencia que puede expresarse por medio de la
siguiente férmula recursiva:

X0 = {a X, + c) mod m , n=0. (1)
donde: .
es el médulo; m > 0.
a es. un multiplicador; 0s'a < m.

es_un 1ncremento‘ ! lose <imy

“elh valor 1n1c1a1-

X es
N+l
entre. m.
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int( X )m (2)

donde. 1 = axn + c , e ing( % )} representa la parte entera del
cociente 1l/m.

Los® nlGmeros aleatorios gue se producen por este método siempre
forman secuencias ciclicas. Esto se debe a que, si el médulo de la
divisién es m, cuando méds pueden haber m residuos diferentes:
0,1,...,m=1 antes de que se repita la secuencia. Por lo tanto la
férmula (1) produce una secuencia de nGmeros aleatorios entre 0
y m-1. La secuencia de nGmeros aleatorios r, uniformemente
distribuidos entre 0 y 1 se obtiene mediante la relacién
" (3

r =
n

Six

La méxima cantidad de nlmeros aleatorios que se puede generar
por el método congruencial antes de que se repita la secuencia se
denomina periodo. La longitud del periodo es funcién de los
pardmetros a, ¢, my x1 de la expresién (1).

A fin de gque la longitud del periodo sea mixima es recomendable
seleccionar los parametros de la férmula de recurrencia de la
siguiente forma®: )

1) Médulo m.

Es conveniente gque el valor de m sea lo mds grande posible. El

valor mds adecuado es:

Torres Fentanes José A. y Czitrom de Gerez Verénica, "Métodos
para la solucién de problemas con computadora digital".México,
Representaciones y servicios de Ingenieria S.A., 1980.
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donde . p es el numero de diqltcs diferentes  en el sistema de
numeracidn de la computadora empleada (p = 2 para binarias y p'=

10 para declmales) ; denota el namero de digitos en una
computadora.’

2) Multiplicador'a.
Si se emplean computadoras binarias; emplear

a = 8L 3

donde t es cualquier entero positivo y a estd cercano a 2d/ si

se emplean computadoras decimales emplear:
a = 200t + Kk

donde. t es cualguier entero positivo,'k es'cuélquier nGmero primo
menor a 200 y diferente de 1; y a esta cercano a Zd/{

3} Incremento c.

Se puede hacer

sin déteriorar apreciablemente el m&todo congruencial lineal. Esto
reduce en uno el nGmero de operaciones en cada iteracién, con lo
que se disminuye el tiempo de célculo. Cuando la férmula (1) se
utiliza con c=0 el método se denomina congruencial multiplicativo
y cuando ¢ # 0 se denomina congruencial mixto.

4) Valor inicial X,

Para computadoras binarias el valor inicial puede ser cualquier
entero impar, y para computadoras decimales deberdi ser un entero

impar no miltiplo de 5.
Seleccionando los parédmetros en la forma indicada se puede
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demostrar que la longitud del mé&ximo periodo obtenible es de m/4
para computadoras binarias y m/20 para computadoras decimales °. )
Se han desarrollado tres métodos béAsicos de congruencias para
generar nGmeros aleatorios mediante el empleo de distintas
versiones de la relacién dada en la ecuacidén (1). El1 objetivo de
cada uno de los métodos es la generacidén, en un minimo de tiempo,
de sucesiones con - un periode maximo. Estos métodos - de
congruencias: el aditivo, el multiplicativeo y el mixto.

A. Método. aditivo de . congruencias
Este método vpfesup_dne K :valores iniciales dados, con k un

éla],i:h],a}funa sucesidn de nfimeros mediante la
e’congruencia:

entero positivo y.
siguiente relacién:

X 5= (x‘ + xl_k) mod m (4)

Si k=1, la ecuacién (4) genera la bien conocida sucesién de
Fibonacci, la cual se comporta como las sucesiones gque se pueden
obtener por el método multiplicativo de congruencias, en las que
se tiene el muy desfavorable multiplicador a = (1 +'\/_5)/2,' las
propiedades estadisticas de la sucesién tienden a mejorarse a
medida que k se incrementa. Este es el finico método que produce
periodos mayores que m. El proceso aditivo, un’ tanto simple
para generar niimeros aleatorios de acuerdo con la férmula (4), ha
sido programado en varias computadoras de acuerdo con las
modificaciones que se han considerado en la definicién de
parametros y que han sido aprobadas por Green. La férmula basica
empleada es
+n_)(mod 2°),

-k

n s (

] n.l-l

? Torres y Czitrom, op. cit.
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-donde b es 'ellunﬁnvléz_‘o de términos binarios acarreados por una
computadora. binaria. Al’ utilizar este generador aditivo se deben
proveer k nﬁ}nerbs aleatorios al almacenamiento original. Los
nimeros aleatorios generados de esta manera tienen un periodo
igual a pk.zb-1 en ‘donde b, es una constante que depende tanto de
k como de b. AGn no se hah reportado en la literatura pruebas
comparativas en relacién a las ventajas del método aditivo sobre
los métodos multiplicativos. Las caracteristicas relativas a 1la
velocidad de los generadores aditivos dependen de los cédigos de
programacién y las computadoras utilizadas; las propiedades
estadisticas de los nGmeros aleatorios requieren pruebas empiricas
al igual que cualquier otro método.

B. Método multiplicativo de congruencias

Este método calcula una sucesidén {n} de enteros no negativos,
cada uno de los cuales siempre es menor gque m, por medio de la
relacidén de congruencia

X, =ax {mod m)
Este método es un caso especial de la citada relacmg, de
congruencia (echacién 1), en donde ¢ = 0. Se ha encontrado que el
método multiplicativo se comporta de manera muy satisfactoria en
lo gque toca a su estadistica; esto es, tan'to las pruebas de
frecuencia y las de serie, como otras pruebas relativas a la
aleatoriedad, cuando se aplican a las sucesiones que se obtienen
mediante este método indican gque los nGmeros aleatorios asi
encontrados estan uniformemente distribuidos y no correlacionados.
Mas atn, para fines de asegurar un periodo midximo en las
sucesiones generadas por este método, es posible imponer
condiciones convenientes tanto para el multiplicador a como para
el valor inicial Xo con gque se empieza el célculo. Existen
ventajas que también ofrece el método multiplicativo en términos
de las-velocidades de cédlculo.
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C. Método mixto de congruencias

Los nimeros qgue se obtienen mediante la relacién de congruencia
(ecuacidén 1) en su forma original (con a y c mayores que cero)}, se
dice que son generados por el método mixto de congruencias. Tal
método .ofrece algunas pequefias ventajas, al compararlo con el
método multiplicativo, en términos de incremento en la velocidad
de cdlculo y pérdida de periodicidad en los iltimos digitos. La
ventaja principal del método mixto radica en su periodo completo.‘
Aunque su comportamiento estadistico es generalmente bueno, en
pocos casos resulta inaceptable por completo.

23



CAPITULO 3

PRUEBAS ESTADISTICAS PARA LOS NUMEROS ALEATORIOS

Las propiedades estadisticas de los nfimeros aleatorios
generados por los métodos que se han delineado en el capitulo
anteriof, deben coincidir con las propiedades estadisticas de los
generados por un instrumento aleatorio idealizado, que selecciona
los ndmeros dentro de un intervalo unitario (0,1) en forma
independiente y de igual manera para todos ellos. En este sentido,
es claro que los nGmeros aleatorios obtenidos mediante programas
de computacién no son totalmente aleatorios, lo cual se debe a que
tales nlmeros estédn completamente determinados por 1los datos
iniciales y tienen una precisién limitada. Sin embargo, en la
medida en gue nuestros nimeros pseudoaleatorios puedan pasar las
estadisticas, denotados por el instrumentc aleatorio idealizado,
estos nlmeros pseudoaleatorios pueden tratarse como verdaderos
nimeros aleatorios aungue no lo sean.

3.1 PROCEDIMIENTOS DE PRUEBAS GENERALES

3.1.1 Prueba '"Chi-cuadrada"

La -prueba chi-cuadrada (Xﬂ es tal vez la mejor conocida de
todas las pruebas estadisticas, y esta tiene un método bdsico que
se usa junto con muchas otras pruebas.

Se hace un niimero n suficientemente grande de observaciones. Se
cuenta el nidmero de observaciones gue caen en cada una de las k
categorias y calculamos la cantidad V dada en las ecuaciones (1) y
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(2) dadas a continuacién

v= 1 (1)
1Sesk nps
1 va

VvV == 28y - 2
n zSESu ()= n 2

Después V se compara cen los nlmeros de la tabla 3.1, con v = k-1.
S8i VvV es menor que la entrada 1% o mayor gque la entrada 99%,
rechazamos los nlmeros como no suficientemente aleatorios. Si ¥V
estd entre las entradas 1% y 5% o entre las entradas 95% y 99% ,
los nimeros son "sospechosos"; si (por interpolacién de la tabla)
V estd .entre las entradas de 5% y 10% o las entradas 90% y 95%,
los nlmeros seran "casi sospechosos". La prueba chi-cuadrada con
frecuencia se aplica por 1lo menos tres veces a diferentes
conjuntos de datos, y si al menos dos de los tres resultades son
sospechosos los nlmeros se consideran como no suficientemente
aleatorios (Knuth,1969).

3.1.2 La prueba Kolgomorov-Smirnov

como hemos visto, 1la prueba chi-cuadrada se aplica en
situaciones donde las observaciones pueden caer en un nGmero
finito de categorias. Sin embargo, no es raro, considerar
cantidades aleatorias gue pueden asumir valores infinitamente. Por
ejemplo, un ntimero real aleatorio entre cero y uno puede tomar
valores: infinitamente; aungque s6lo un nlmero finito de estos puede
representarse en la computadora, nosotros deseamos que nuestros
valores aleatorios se comporten esencialmente como si fueran

ntimeros realmente aleatorios.
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P =% P=5% | P=25% | P=50% | P=75% | P=Js% | P=299%
= 00016 | 0.00393 | 0.1015 04549, | 1323 3.841 6.635
Ve 02010 | 0.1026 0.5753 1.386 2.773 5.991 9.210
= 1148 0.3518 1.213 2.366 4.108 7.815 1134
V=4 0.2971 0.7107 1.923 3.357 5.385 9.488 13.28
v=5 0.5543 1.1455 2,675 4.351 6.626 11.07 15.09
v=6 0.8720 1.635 3.455 5.348 7.841 12.59 16.81
v=1 1.239 2.167 4.255 6.346 9.037 14.07 18.48
v=8 1.646 2.733 5.071 7.344 10.22 15.51 20.09
v=9 2.088 3.325 5.899 8.343 1139 16.92 21.67
v=10 2.558 3.910 6.737 9342 12.55 18.31 23.21
v=11 3.053 4.575 7.584 1034 13.70 19.68 24.73
v=12 3.571 5.226 8.438 11,34 14,84 21.03 26.22
v=15 5.229 7.261 11.04 14.34 18.25 25.00 30.58
v =120 8.260 10.85 15.45 19.34 23.83 3141 37.57
v=30 14.95 18.49 24,48 29.34 34.80 43.77 50.89
Jv=50 29.71 34.76 42.94 4933 56,33 67.50 76.15
v>30 v+, + 2332 - 23 + 0NV
Xp = -2.33 ] -1.64 [ 0675 J 000 | 0675 | le4 [ 233
TABLA 3.1

Puntos porcentuales seleccionados de la dlstr:.buclén
: . Chi-cuadrada. .
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ComGnmente se usa una notacién general para especificar las
distribuciones de probabilidad, si ellas son finitas o infinitas,
en los estudios de probabilidad y estadistica. Suponiendo que
deseamos especificar 1la distribucién de los valores de una
cantidad aleatoria X; hacemos esto en términos de la funcién de
distribucién F(x), donde

F(x) = la probabilidad de que (X = x).

En la figura 3.1 se muestran tres ejemplos. Primero vemos 1la
funcién de distribucién para un bit aleatorio, es decir, para el
caso donde X toma sd6lo dos valores 0 y 1, cada unc con
probabilidad de 1/2. La parte (b) de la figura muestra una funcién
de distribucidén para un nGmero real aleatorio.entre cero y uno,
asi la probabilidad de que X = x es simplemente igual a x cuando
0 s x s 1; por ejemplo, la probabilidad de que X s_:‘ es,
naturalmente, % Y la parte (c) muestra 1la distribucién Qel
valor V en la prueba chi~-cuadrada (mostrada agui con 10 grados de
libertad); esta es una distribucién que ya hemos visto
representada en otra forma en la tabla 3.1. Observemos que F(x)
siempre se incrementa desde 0 hasta 1 conforme x se incrementa
desde -» hasta +w .

Si tomamos n observaciones independientes de la cantidad
aleatoria X, obtenemos asi los valores Xi, X2, ..., Xn, podemos
formar la funcidn de distribucién empirica Fn(x), donde

nimeros de X1, X2,..., Xn gue son = x
: (3

Fn(x) =

La figura 3.2 ilustra tres funciones de distribucidén empiricas
(mostradas como lineas en zigzag, aunque estrictamente hablando
las lineas verticales no son parte de la grifica de Fn(x)),
superpuestas en una grifica de la funcién de distribucién actual
supuesi:a F({x). Conforme n es grande, Fn(x) serd mejor y mas
aproximada a F(x).

La prueba Kolgomorov-Smirnov (prueba KS) puede usarse cuando
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/
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]
FIGURA 3.1

Ejemplos de funciones de distribucién.
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F(x) no tiene saltos. Esto se basa en la diferencial entre F(x) y
Fn(x). Una fuente deficiente de nlimeros aleatorios dar& funciones
de distribucidn empiricas que no se aproximan lo suficientemente
bien a F(x). La figura 3.2(b) muestra un ejemplo en el gue las X
estdn demasiado altas, asi que la funcién de distribucién empirica
estd demasiado baja. La parte (c) muestra un ejemplo aGn peor; es
claro que tales desviaciones tan grandes entre Fa(x) y F(x) son
muy improbables, y la prueba KS se usa para decirnos cuén
improbable es.
Para hacer esta prueba, formamos los siguientes estadisticos:

Kn = \/S'_Mmgx“m(t-'n(x) - F(x));
(4)

Kn = x/:T_Mmax«m(F(x) - Fn(x));
Aqui K& mide la m&xima desviacién en el caso de que Fn sea mayor
que F, y Kn mide la maxima desviacién cuando Fn es menor que F,

Lés estadisticos para los ejemplos de la figura 3.2 son

(a) ~{b) (c)
Ko 0.492 0.134 0.313
Kz2o 0.536 1.027  2.101
Nota: La desviacln estandar de Fntx} es proporcional a
1vh entonces el factor Vo anmplla los estadisticos Kn ,K:: en

forma tal que esta desviaciOn ecstandar es independiente de n.

Como en la prueba chi-cuadrada, podemos ahora observar los
valores Ka, Kn en una tabla "percentil" para determinar si son
baja o altamente significativos. Puede usarse la tabla 3.2 para
este propédsito, con Kn y Kn. Por ejemplo, hay un 75% de
probabilidad de que Ko sea 0.7975 o menor. A diferencia de 1la
prueba chi-cuadrada, las entradas de la tabla no son meras
aproximaciones que se mantienen para valores grandes de n; la
tabla 3.2 da valores exactos (con excepcién de errores de
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(a)

1%6 6% 256% 50% 75% 95% 99%

(b)

B
7

1% 5% 25% 50% 75% 95% 59%

r
r

1% 5% 25% 50% 75% 96%  99%

FIGURA 3.2

Ejemplos de distribuciones empiricas

30



redondeo), y la prueba KS puede usarse de manera formal para
cualquier valor de n.

Asi como estédn, las férmulas (4) no son facilmemte adaﬁtables
para célculos por computadora, puesto que nos preguntamos sobre un
miximo de la infinidad de valores de x¥. Sin embargo, del hecho de
que F(x) estd aumentando y el hecho de que Fn(x) aumenta sdlo en
pasos finitos, podemos derivar un procedimiento sencillo para
evaluar los estadisticos Kn y Kn:

Paso 1. Obtener las observaciones X1, Xa,...,Xn.

Paso 2. Rearreglar las observaciones en orden ascendente, es
decir, en forma que Xi1sX2s..,sXn. ’

Paso 3. Los estadisticos deseados ahora estan dados por las
férmulas

Kn = ‘/’Tism?xsn (% - F(x1));
_ (s)
Ki = v _max_ (F(X)) - —;Ll).

1=

En una eleccién apropiada del namero de observaciones, n, se
facilita m&s la aplicacidén de esta prueba, en lugar de la prueba
x?, aunque algunas consideraciones son similares. Si las variables
aleatorias X) actualmente corresponden a una funcifm de
distribucidén G(x), mientras se consideraron con una funcién de
probabilidad F(x), esta tomari grandes valores de n rechazando 1la
hipétesis de que G(x)=F(x); necesitamos n bastante grande para que
las distribuciones empiricas Gn(x) y F(x) esperadas sean
observablemente diferentes. De otra manera, grandes valores de n
tenderdn a un promedio fuera del comportamiento no aleatorio
local, y tal comportamiento tiene caracteristicas indeseables que
tienen importancia significante en la mayorfia de aplicaciones
computacionales de naGmeros aleatorios; esto crea un caso para
valores pequefios de n. Un buen acuerdo deberia tomar n igual a
1000,' por decir, y tomar un nGmero grande adecuado de cdlculos de
Kioco eh diferentes partes de una secuencia aleatoria, asi
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Al% £5% £25% A50% P=75% PD5% P99%
n=1 0.01000 | 0.05000 | 0.2500 0.5000 0.7500 0.9500 0.9900
n=2 0.01400__| 0.06749 | 0.2929 05179 0.7071 1.0980 1.2728
n=3 0.01699_ ] 0.07919__| 03112 0.5147 0.7539 1.1017 1.3589
n=4 001943 | 0.08789 | 0.3202 0.5110 0.7642 1.1304 13777
n=3 .02152 ] 0.09471 [ 0.3249 [ 0.5245 0.7674 11392 1.4024
n=6 023361 0.1002 0.3272 0.5319 0.7703 1.1463 1.4144
n=7 02501 ] 0.1048 0.3280 0.5364 0.7755 1.1537 1.4246
n=8 0.02650__] 0.1086 0.3280 0.5392 0.7797 1.1586 1.4327
n=9 0.02786__ ] 0.1119 0.3274 0.5411 0.7825 1.1624 1.4388
=10 002912 | 0.1147 0.3297 0,5426 0.7845 1.1658 1.4440
=11 0.03028 | 0.1172 0.3330 0.5439 0.7863 1.1688 14484
n=12 0.03137__|0.1193 0.3357 0.5453 0.7880 L1714 1.4521
n=1s 0.03424__| 0.1244 0.3412 0.5500 0.7926 1.1773 1.4606
n=20 0.03807__| 0.1298 0.3461 055475 | 0.7975 1.1839 1.4698
=30 0.04354 ] 0.1351 0.3509 0.5605 0.8036 1.1916 1.4801
n>30 3o - 16N 1)+ O(Us, donde y2p = 17205(1/(1-p))

0.07089 ] 0.1601 ] 03793 [ 0.5887 ] 0.8326 | 1.2239 [ 1.5174

TABLA 3.2

Puntos porcentuales seleccionados de la distribucidén
K*n y K™n
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obtenemos valores
Kiooo (1), Kiooo(2), ey Kiooo(r) . (6)

Podemos aplicar de nuevo la .prueba KS para estos resultados:
Asignar ahora F(x) como::la ‘funcién de distribucién para - Klooo, y
determinar la dist_:ribuciéh empirica Fr(x) obtenida de los valores
observados en (6). Afortunadamente, la funcién F(x) en este caso
es muy simple ; para un' . valor gande de n como n=1000, 1la
distribucién de Kh ests aproximada por
2
F (x) =1-¢> x = 0. (7)

El mismo comentario se aplica a Ka, puesto que .Kn y Kn tienen el
mismo comportamiento esperado. Este método de usar varias pruebas
para n moderadamente grande, y combinando las observaciones més
tarde en otra prueba KS, tenderd a detectar el comportamiento no
aleatorio local y el global (Knuth, 1969).

3.2 PRINCIPALES PRUEBAS DE ALEATORIEDAD

En esta seccidn discutiremos las pruebas especificas que han
sido aplicadas a secuencias para investigar su aleatoriedad.
Cada prueba se aplica a la secuencia

< Un>=U, U, Uz, ... (1)

de nfimeros reales, los cuales pretenden ser independientes y
uniformemente distribuidos entre 0 y 1. Alguras de estas pruebas
estan disefiadas primeramente para secuencias de valores enteros,
en lugar de secuencias de valores reales. En este caso, la

secuencia auxiliar:
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< ¥n > = Yo, Y1, Y2, ... (2)
la cual se define por la regla

¥n = | dUn | (3

Esta es una secuencia de enteros gue pretende ser independientes y
uniformemente distribuidos entre ¢ y d-1. El nGmero d se elige por
conveniencia; por ejemplo, tendriamos d = 64 = 2° en wuna
computadora binaria, asf Y¥Yn representa los 6 digitos mas
significativos de la representacién binaria de Us, El valor de d
deberia ser bastante grande de manera gue la prueba sea
significativa, pero no tan grande, debido a que la prueba seria
dificil de aplicar.

Las cantidades Un, ¥n y d tendran el significado anterior para
toda esta seccidn, aunque el valor de d .probablemente serid
diferente en diferentes pruebas.

A, Prueba de frecuencias.

El primer reguisitc que debe cumplir la secuencia (1) es que
los nimeros sean, en efecto, uniformemente distribuidos entre cero
y uno. Hay dos formas de hacer esta prueba: (a) Usando la prueba
Kolgomorov~Smirnov, con F(x) = x para 0 s x s 1. (b) Asignande a
d un valor adecuado, por ejemplo, 100 en una computadora decimal,
64 0 128 en una computadora binaria, y usar la secuencia {2) en
lugar de la (1). Para cada entero r , 0 s r < d, contar el ntmerc
de veces que Y¥) = r para O s § < n, y aplicar la prueba
Chi-cuadrada usando k=d y probabilidad ps = 1/d para cada
categoria.
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B. Prueba de series.

‘Con frecuencia necesitamos parejas de nfmeros sucesivos que
estén uniformemente distribuidos de una manera independiente.

Para llevar a cabo la prueba de series; simplemente contamos el
nGmero de veces que ocurre la pareja (Yaj, Ya11) = (g,r), para
0sj<n; esto,se hace para cada. pareja de enteros (g,r) con 0sq,
r<d, y se aplica la prueba chi-cuadrada a estas k=d® categorias
con probabilidad 1/d® en cada categoria. Como con la prueba de
ftecuenéias, d puede ser cualquier nGmero adecuado, pero serd algo
mis pegquefio que los valores sugeridos antes, donde una prueba
chi-cuadrada vdlida tendrd n grande comparado con k (es decir, al
menos n = 5d°).

Claramente podemos generalizar esta prueba para triples,
cuadruples, etc., en lugar de pares; sin embargo, el valor de d
debe disminuirse para evitar tener demasiadas categorias. .

Observemos que 2n niimeros de la secuencia (2) son usados para
esta prueba para hacer n observaciones. Seria un error aplicar la
prueba de series en las parejas (Yo,¥1}, (¥1,¥2), ..., (Y¥Yn-1,¥n);
podriamos aplicar otra prueba serial en los pares (Yzje1,Yz2j+2), ¥y
esperar que la secuencia pase ambas pruebas. Alternativamente, I.
J. Good probd que si d es primo, y si se usan las parejas (Yo,Y1),
(Y1,¥2), ..., (¥n-1,¥a), y si usamos el método usual bhi—cuadrada
para ca.lcular las estadisticas Vz para la prueba de series y 1
para la prueba de frecuencias en Yo, ..., Y¥n-1 con el mismo valor
de d, entonces Va2 - 2Vi1 tendria la distribucién chi-cuadrada con
(cl--].)2 grados de libertad cuandec n es grande.

c. Prueba de intervalos.

Esta prueba se usa para determinar la longitud de "intervalos"
entre ocurrencias de U en un cierto rango. Si @ y B son dos
nGmeros reales con 0 = a« < B = 1, deseamos considerar las
longitudes de las subsecuencias consecutivas U, U, ..., Upsr
en las gque Ujr estd entre o y f pero las. otras U’s no. (Esta
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subsecuencia de r +. 1 nimeros representa un intervalo de longitud
ry. ] )

Algoritmo G,

El  siguiente algorifmo,: ~aplicado _Ya »‘la’’ secuencia (1) para
valores. de.« y 8 cualesquiera,  cuer taelindrero de intervalos de
longitudes 0, 1, ..., t=1 y el na
t, hasta que se han tabula’dé}v inte

' G1. Iniciar § = -1, s'=
s t. B
G2. Iniciar r = 0. - :
G3. Incrementar j en 1. si. Uy
G4. Incrementar r en 1, y 'r'égr‘ ar -al paso G3.
G5, (Se ha encontrado un intervalo de longitud r)
Si r =z t, incrementar COUNT(t] en 1, en caso contrario
incrementar COUNT{r] en 1.
G6. Incrementar s en 1. Si s < n, regresar al paso G2.

=0 para 0 s r

Y' Uy < 8, ir al paso G5.

Después de que se ha ejecutado este algoritmo, se aplica 1la
prueba chi-cuadrada a los valores k =t + 1 de COUNT[0], COUNT[1],
..+, COUNT[t], usando las siguientes probabilidades:

po=p, P =pll-p), pz=p(l~- p)> cees
p1 = p(1 - p)*7, pe = (1 - p). )]

Aqui p = B8 - «, la probabilidad de que ¢ = Uj < B. Los valores de
n y t se eligen en la forma usual, asi que cada uno de los valores
de CoiJNT[r] se espera que sea 5 o m&s, de preferencia mis.

La prueba de intervalos con frecuencia se aplica cona = 0 0o B
= 1 para suprimir una de las comparaciones del paso G3. Los casos
especiales (a, B8) = (O,-;—) (-] (%,1) son las pruebas que con
frecuencia se denominan como "corridas arriba de la media" y
"corridas abajo de la media" respectivamente.

Observamos gque la prueba de intervalos como se ha descrito
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arriba identifica las longitudes'de n intervalos, no identifica
las longitudes de intervalos entre n .nGmeros. Si"la secuencia <Un>
es suficientemente no aleatoria, el algoritmo:G no tendra fin.

D. | Prueba de Poker

La prueba de péker "clasica'" considera n grupos de cinco
enteros sucesivos, (¥s), ¥sj«, ..., ¥s5)+4) para 0 = j < n, e
identifica cudles de 1los siguientes patrones presenta cada
quintuple:

Todos diferentes: abcde Casa llena: aaabb
Un par: aabcd Cuatro de un tipo: aaaab
Dos pares: aabbc Cinco de un tipo: aaaaa

Tres de un tipo: aaabc

Una prueba chi-cuadrada se basa en el nfimero de quintuples en cada
categoria,

Es' razonable preguntarse por alguna versién mids sencilla de
esta prueba, para facilitar la programacién involucrada. Un buen
acuerdo podria ser simplemente contar el nGmeroc de valores
distintos en el conjunto de cinco. Tendriamos entonces cinco

categorias:
5 diferentes = todos diferentes;
4 diferentes = un par;
3 diferentes = dos pares, o tres de un tipo;
2 diferentes = casa llena, o cuatro de un tipo;
1 diferente = cinco de un tipo.

Esta clasificacién es mis facil de determinar, y la prueba es
aproximadamente igual de eficiente.

En general podemos considerar n grupos de k nGmeros sucesivos,
y podemos contar el nimeroc de k-tuples con r valores diferentes.
Entonces se aplica una prueba chi-cuadrada, usando la probabilidad
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d(d - 1) ... (d=-r +1 k
pro= QA e dorrd) fK) (5)
d
Puesto que la probabilidad pr es muy pequefia cuando =1l o 2,

generalmente agrupamos algunas categorias de baja probabilidad
antes de aplicar la prueba chi-cuadrada.

Para deducir la férmula apropiada para pr, debemos contar
cuintos de los d* k-tuples de nGmeros entre 0 y d =~ 1 tienen
exactamente r elementos diferentes, y dividir el total por d*.
Puesto que d(d - 1l}...{(d = r + 1) es el nGmero de opciones de
ordenacién de r cosas de un conjunto de d objetos, soélo
: es el nGmero de formas de dividir
exactamente un conjunto de k elementos en r partes.

necesitamos mostrar que

E. Prueba del colector de cupones

Esta prueba est& relacionada a la prueba del pbdker asi como la
prueba de intervalos se relaciona con la prueba de frecuencias. Se
usa la secuencia Yo, ¥t, ..., e identificamos la longitud de los
segmentos  ¥Y)«, Yi+2, vees ¥jer necesarios para obtener un
“conjunto completo" de enteros desde 0 hasta d - 1. El algoritmo C
describe este proceso:

Algoritmo C.

Dad.a, una secuencia de enteros Yo, Y1, ..., con 0 = ¥j < d, este
algoritmo cuenta las longitudes de n . segmentos "colectores de
cupdén" consecutivos. Al-finalizar este algoritmo, COUNT(r] es el
nimero de segmentos con longitud r, para d.s r.<.t, y COUNT[t] es
el nimero de segmentos con longitud = t. B

C1l., Iniciar j = -1, s =0, y .COUNT({r] = 0~'parad sr s t.

C2. Iniciar g =r = 0, y OCCURS[k] = 0 para 0 s k < d.

c3. Incrementar r y j en 1. Si OCCURS[Yj] #'0, repetir este
paso. ; TR .

c4, Iniciar OCCURS[Y;] = 1 y g = 'g +-1. (La  subsecuencia
observada. hasta ahora contiene ‘q valores distintos; si
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q = d, tenemos un.cbnjunto} éompleto), Si g < d, regresar
al paso €3. - o

c5. Ssi r = t, incrementar CoUNT(r.] 'en 1, 'en otro caso
incrementar COUNT[r] en 1. ‘

C6. Incrementar s en 1. Si s < n, regresar al paso C2.

Como ejemplo de este algoritmo podriamos pensar en un nifio que
colecciona d tipos de cupones, los cuales estdn aleatoriamente
distribuidos en las cajas de cereales; el permaneceria comiendo
més cereal hasta tener un cupén de cada tipo.

Se aplica una prueba chi-cuadrada a COUNT{d], COUNT[d + 1],
.+, COUNT(t]}, con k = t = d + 1, después de que el algoritmo ha
contado n longitudes. Las probabilidades correspondientes son

dt -1 d! t -1
pr=—d—r.{§_l},dsr<t; Pr:l—_dT-—l{ a } (6)

Para deducir estas probabilidades, simplemente notemos que si gr
denota las probabilidades de que una subsecuencia de longitud r
esti incompleta, entonces

_ dl r
g =1- ar {d}

por la ecuacidn(5); esto significa que tenemos una r-tuple de
elementos que no tienen todos los d valores diferentes. Entonces
(6) se sigue de las relaciones pr = gr-1 - gr para d s rr < t; pt =
qt-1.

F. Prueba de permutaciones.

Divide la secuencia inicial en n grupos de t elementos cada
uno, esto es, (Ujt, Ujper, ..., Ujpst-1) para 0 = j < n. Los
elementos en cada grupo pueden tener t! posibles ordenaciones
relativas; se cuenta el nlmero de veces gque sucede cada
ordenacién, y se plica una prueba chi-cuadrada con k = t! y con
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probabilidad 1(t'! para cada ordenacisén.

Por ejemplo,..si t =3 tendriamos seis posibles categorias, de
acuerdo - a’ si Usj < Usjer < Uapa o U3y < Usagez < Uspet © ... o©
Usj+2a - < 'Uajs1 < U3zj. En esta prueba consideramos que la igualdad
entre'VU’s no ocurre; por lo gue la probabilidad de que dos U’s
sean iguales es cero. )

Una forma conveniente de realizar la prueba de permutaciones en
una computadora.es por el siguiente algoritmo:

Algoritmo P.

Dada una secuencia de distintos elementos (U1, ..., U},
calculamos un entero f£{Ui, ..., Ut) . tal. que

y £(Ut, ..., ‘UL)’:

: (Ut; .., Ut) y
(Vi, ..., VE)itiene : .

P1. ‘Iniciar ri=
Deebrty . IR
P2, 'Encontrar el miximo de ‘{U1,

: " Ut}, y suponer que Us es
el maximo. Iniciar £ = r*f +.s ~ 1.
P3, Intercambiar Ur & Us.

P:;l.. disminuir r en 1. Si r > ‘1, regresar al paso P2.

Observemos gue la secuencia (Ui, ..., Ut) habrd sido ordenado
en forma ascendente cuando finalice este algoritmo. Para probar
que el resultado £ unicamente caracteriza el orden inicial de (Ui,
+es, Ut), observando que el algoritmo P puede ser recorrido hacia
atras: Para r = 2, 3, ..., t, iniciar s = f mod r, £ = |[f/r}, e
intercambiando UrUs. Es facil ver que esto anulard los efectos de
los pasos P2-P4; por lo que ningin par de permutaciones puede
producir el mismo valor de f, 'y el algoritmo P se ejecuta de la
manera expuesta.
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La ' idea principal. que : subraya- él,‘ algoritmo: P es una
representacién radix-mixta’. 1lamada- el -"sistema del’ ' nlmero
factorial”: Cada entero en el rango 0 = . f.<'tl pliede - escribirse

Gnicamente en.la forma:

V'{- 2) +eervE cr) X2+ cl

f = (- (ct-1 X (t -‘-v‘lj +c -2
“2)1 tr2teziairicn: o S A7)

(t = 1) teea + (¢

donde los "digitos" c).son’” enteros .que satisfacen -’
0=cys j, para 1= j<til L0 (8

En el algoritmo P, cr-1 = s - 1 cuando P2 se ejecuta ‘para un. valor
de r dado.

G. Prueba de corridas,

La naturaleza de la aleatoriedad oscilante de las secuencias de
los nlmeros aleatorios se puede comprobar mediante las llamadas
pruebas de corridas. Se conocen dos tipos de estas pruebas: las
pruebas para corridas arriba y abajo de la media (tratadas
anteriormente) y las de arriba y abajo que se tratan a
continuacién.

Para una secuencia de n nfimeros aleatorios Ui, Uz, ..., Ua
definimos una sucesién binaria § de n-1 bits, cuyo i-ésimo término
es iqual a cero, si Ui < Uis1 es igual a uno si Ui > Uiw+1. Una
subsecuencia de k ceros, enmarcada por unos en cada extremo,
recibe el nombre de corrida de ceros de longitud k; similarmente
se definen las corridas de unos. La prueba consiste en determinar
las ocurrencias de corridas de distinta longitud y comparar estos
conteos con sus valores tedéricos correspondientes esperados.
Dichos valores basados en una muestra "“verdaderamente" aleatoria

son:

2n ; 1 para el nGmero total de corridas;

41



} Jﬂ%’i Coenm pazja»"cprridas ‘de’ longitud 1}

60

(1in = "1'4‘)'”

ara‘corridas de longitud k.con k <n - 1,

‘para corridas de longitud n - 1.

Nuevamente,  la ‘Gonfiabilidad del ajuste se prueba con el criterio
de la chi-cuadrada;‘;a £in de comprobar si un generador de nGimeros
aleatori'oé fesulta aceptable a un cierto nivel de significancia.
Una caracteristica comGn de las sucesiocnes de nGmeros no
aleatofios es la de tener un exceso de corridas muy largas.

H. Prueba méximo de t,

Para 0 s j < n, sea Vy = max(Uty, Utys1, ..., Uty+t-1). Ahora
aplicamos la prueba Kolgomorov-Smirnov a la secuencia Vo, V1, ...,
Vn-1,. con la funcién de distribucién F(x) = xt, 0 = x = 1.
Alternativamente, aplicamos la prueba de frecuencias a la

: t t t
secuencia ¥V, V., ..., V_.

Para verificar esta prueba, debemos mostrar gque la- funcién de
distribucién F(x) = x'. La probabilidad de que m&x(Ui, ..., Ut) s
x es 'la probabilidad de que Ui s x ¥y Uz s ¥ y .-+ y Ut s x, el
cual es elt producto de las probal-nilidades individuales, denotado
XK. X =X,
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I. Prueba de colisién.

La prueba chi-cuadrada puede aplicarse s6lo cuando se espera un
ndmero no trivial de articulos esperados en cada categoria. Pero
existe otro tipo de prueba que puede usarse cuando el nimero de
categorias es mucho mis grande que el nimero de observaciones.

Supongamos gue tenemos m urnas y lanzamos n bolas al azar en
estas urnas, donde m es mucho mayor a n. La mayoria de las bolas
caerdn en urnas que estaban vacias, pero si una bola cae en una
urna gue ya contenia al menos una bola decimos que ha ocurrido una
"colisidén". La prueba de colisién cuenta el naGmero de colisiones,
y un generador pasa esta prueba si no induce demasiadas o muy
pocas colisiones.

Para entender esto, supongamos m = 2
urna recibird una 64% parte de una bola, en promedio. La
probabilidad de que una urna dada contenga exactamente k bolas es

20 yn =.2", Entonces cada

Dx = (:)m'k (1-m™)™* asi el nGmero esperado de colisiones por
urna es Zxax(x - 1)px = ):kzokpk - Ekalpk= nm - 1 + po. Dado dque
po = (1 - mH® = 1 -~ nm + ('2’)m'2 + terminos m&s pequeiios,

encontramos que el promedio del nGmero total de colisiones tomando
aproximadamente el total m de urnas es ligeramente menor a n2/2m =
128.

La prueba de colisiones puede utilizarse para .estimar un
generador de nimeros aleatorios en un amplio niimero de
dimensiones. Por ejemplo, cuando m = 2° y n = 2'* podemos probar
la aleatoriedad 20-dimensional de un generador aleatorio
designando d = 2 y creando vectores 20-dimensionales V) = (Yzoj,
Y20)+1, ..., Ya20j+19) para O s j < n. Basta mantener una tabla de
m = 2% bits para determinar las colisiones, un bit para cada
posibl;a valor del vector Vj; en una computadora con 32 bits por
palabra, esto asciende a 218 palabras. Inicialmente todos los 2%
bits de esta tabla son puestos en cero; entonces para cada Vj, si
el bit correspondiente ya es 1 registramos una colisién, en otro
caso iniciamos el bit a 1. Esta prueba puede usarse también en 10
dimensiones con d = 4, y asi sucesivamente.
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Para decidirrsi pésa ;é prueba, podémos'qtiliéér la siguiente
tabla de porcentajes cuando m = 2%y ) e o

colisiones = 101 . 208 119
con prbbabilidad .009 .043 .244

empleadas en la prueba de péker, .ecuacidn(
‘que ocurran ¢ colisiones es la probabilidac

Aunque ,m y n son muy grandes, no es dificil calcular estas

“la’probabilidad de
‘“gque'n - ¢ urnas
estén ocupadas, esto es §

m(m -~ 1)...(m - n + c l~1)

m®

probabilidades usando el siguiente método:
Algoritmo S,

Dados m y n, este algoritmo determina 1la distribucidén del
nimero de colisiones que ocurren cuando n bolas se esparcen en m
urnas. Se usa un arreglo auxiliar A[(0], A[1), ..., A[n] de nfineros
reales para los cdlculos necesarios; actualmente A[j] seréd
diferente de cero sélo para jo = j s ji, y j1 - jo serd a lo més
de orden log n, asi seri posible trabajar con un considerable
ahorro de almacenamiento.

S1. Iniciar A[j) = 0 para 0 = j = n; entonces iniciar A(j] =
1y joo= ji1 = 1. Después hacer el paso S2 exactamente n -
1 veces y continuar con el paso S3.

S2, (Cada vez que se hace este paso equivale a lanzar una
bola en una urna; A[j] representa la probabilidad de que
exactamente j urnas estén ocupadas).

Hacer ji1 = ji1 + 1. Luego para j = ji1, ji-1, ..., jo (en
este orden), hacer A[j] = (J/mA[j} + ((r + 1/m) -
(j/m))arj - 1]. Si A[j] es muy pequefio como resultado de
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estos cdlculos, es decir, A[j] < 1072, ‘hacer A[j] = 0; y

en tal caso, si j = j1 disminuir jx en.1, o si j = jo

incrementar jo en 1. i o e -
83. En  este paso hacemos uso de “una“’ tabla’ - auxiliar

(T1,T2,...,Twwax) = (.01, .05, .25,57.50; 7275,..95, .99,
1.00). conteniendo los porcentajes especif).cos de :mteres.
Hacer p=0, t =1, y j = jo = 1.»H§1cer la.'siguiente
iteracién hasta que t = tmax s incrementar ‘j en %, y

hacer p = p + Al[j); después si p > T, la salida es n - j
-1 y 1-p (significa que con probabilidad 1 - p hay
al menos n - j - 1 ‘colisionés) e - incrementar
repetidamente t por 1 hasta que p's Tt. '

J. Prueba de correlacién de series.

Podemos calcular también el siguientye estadistico' i

n(Uoh+U1Uz + > + Un-2Un-14Un-1U8)"
n(ud + uf + o-- -+ Un-1)~-(Uo + UL

Cc =

. Este es el "coefic_igntgdegprrglaclé
medida de la cantidad Uja que-depend

El coeficiente de- correlacid
estadistica; si tenemos n cantui

Vo, Vi, ..., Vnt , el coef1c1 ellas se
define :
nX(iJJV;)I B
c = - (10)
/ (niuf = (V)
Todas las sumatorlas en est :
0sj<n; la ecuacién-: (9)- ; ons
(Nota: E1 denominador. de (10) es: cero cuando Uo - vel = Unst
7

o Vo = Vi = e o= Vel en nuestra exposxcién exclu:.mos este
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caso) . - .
un coef1c1 nte de correlaclén s.1empre estd entre -1 y +1.
cuando ‘es< cero-o muy’
son’ 1ndepend1entes

pequeﬁo, J.ndica que  'las cantidades U; y V)
pero cuando el coef1c1ente de correlacién es
11» indicauha ependel"ICla lineal total, en realidad V5 = a * BUj

‘Ule} el coeflclent d
sea exactament ol d"e’ C estar& entre in - 20n
Y unid20n, ‘do L

, n>2 (11)

Se espera que c este entr - { s’ limites aproximadamente el 95 %
de ‘las veces. ) o

Las ecuaclones (11) sélo son mencionadas en este caso, puesto
que la distribucién exacta de C se desconoce cuando las U’s estén
uniformemente distribuidas. Evidencias empiricas sefialan que
podemos hacer uso seguro de las férmulas de la media y desviacién
estindar que se han deducido de los supuestos de la distribucién
normal, sin mucho error; estos son los valores correspondientes a
la ecuacidén (11). Se conoce que limn mﬁfz’rﬂ: 1; de donde se deducen
mds resultados generales acerca de las correlaciones de series de
secuencias dependientes.

En lugar de simplemente calcular el coeficiente de correlacién
entre 1las obsgrvaciones {Uo, - Ui, ..., .Un1) y sSus sucesores
inmediatos (U1, ..., Un-1,Uo), pddembs también calcularlo entre
(Uo, Ui, ..., Un) secuencla camblada ciclicamente (Ug, ...,
Un-1, . Uo, ~ 5., Ug-t); - las ,cqrrelaclones ciclicas serdn pequefias
para 0 < g < n. Un cdlculo eficiente de la ecuacién (10} para toda
q neces:.taré aproximadamente - de n® nmultiplicaciones, pero
actualmente es posible calcular todas las correlaciones en sélo
O(n log n) pasos usando la "transformada ré&pida de Fourier"
(Knuth,.1969)
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3.3 PRUEBAS TEORICAS

8i bien siempre es posible probar un generador de nGmeros
aleatorios usando las pruebas empiricas, es mucho mejor contar con
"pruebas a priori", es decir, resultados tedéricos que nos permitan
visualizar anticipadamente qué tan bien saldrén aguellas pruebas.
Tales resultados tedricos nos permiten comprender mds acerca de
los métodos de generacién que las empiricas, resultados de "prueba
y error". A continuacién estudiaremos las secuencias
congruenciales lineales com mids detalle; si conocemos los
resultados de ciertas pruebas antes de generar los nGmeros,
tenemos una mejor oportunidad para elegir a, m, y ¢
apropiadamente.

El desarrollo de este tipo de teoria es bastante diffcil,
aunque se han logrado algunos avances. Los resultados obtenidos
hasta aqui son generalmente de pruebas estadisticas aplicadas al
periodo completo. No todas las pruebas estadisticas tienen sentido
cuando se aplican a un pericdo completo, por ejemplo, la prueba de
frecuencias dari resultados que son demasiado perfecteos; pero la
prueba de series, la prueba de intervalos, la prueba de
permutéciones, la prueba de maximos, etc. pueden‘ analizarse
provechosamente en esta forma. Estos estudios detectar&n 1la no
aleatoriedad de la secuencia, es decir, el comportamiento
inadecuado en muestras muy grandes.

La teoria dada a continuacién es bastante clara, pero no
elimina la necesidad de probar la no aleatoriedad de una secuencia
por los métodos empiricos. Desde luego, parece ser extremadamente
dificil probar algo fitil acerca de las secuencias cortas. Se
conocen pocos resultados tedéricos acerca del comportamiento de las
secuencias congruenciales 1lineales con un periodo menor al
completo.

Comencemos con una demostracién de una simple ley a priori,
para el caso menos complicado de la prueba de permutaciones. La
esencia de nuestro primer teorema es que tenemos Xnt1t < Xn
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aproximadamente la witad de 1las veces, estipulando gue 1la
secuencia es altamente potencial.

Teorema P. Sean a, ¢, Yy m due generan una secuencia
congruencial lineal con periodo méximo; sea b=a-1 y d el méaximo
comGn divisor de m y b. La probabilidad de que Xn+t < Xn es igual
a —‘z- + r, donde

r = (2(c mod d) - d)/2m ; (1

por tanto
Ir{ < d/2m.

Demostracién. La demostracién de este teorema involucra algunas
técnicas muy interesantes. Primero definimos

s{x) = (ax + ¢c). mod m (2)
esto es, Xn+1 = S(Xn), Y el teorema se reduce a contar el ntmero
de enteros x tales que 0 = x < m Yy s{x) < x (puesto que cada
entero ocurre en alguna parte del periodo). Deseamos mostrar gque
este nimero es

< (m+ 2(c mod d) - d). 3)

La funcién [(x - s(x))/m] es igual a 1 cuando x > s(x), y es 0

en cualquier otro caso; por lo tanto el contador que deseamos
obtener puede escribirse simplemente como

e TR (e e ]
- Jn (s )) W

(Recordando que [-y] = - {y] y b ='a - 1) Por resultados
obtenidos en la practica hemos probado que
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hj+c ] _(h-1(k-1)y ~g=1
os,«'- * J T +’; Tt g[_f:./gJ,‘ (5)

‘g = mcd(h;k)

siempre que h y k seah‘v'e;nté;/os'ﬂ'y, k50 p . e s primo
relativo de m, esta férmula produce- S

m

T l. ax + ¢ J= (a —1%jm ;-'%L)

0Sx<m

T '\bx+c-|=(b-1;(m-‘1)_"_‘d_'

- + e (cvmlod d);

0=x<m

y (3) se cumple inmediatamente. []

La demostracién del teorema P indica gque una prueba a priori
puede, desde luego, realizarse, probando que estamos aptos para
tratar, satisfactoriamente con sumas involucrando las funciones |[ |
¥y [ 1. En muchos casos la mayoria de las técnicas poderosas para
tratar con funciones piso y techo las remplaza por unas m&s
simétricas:

s(z) = 2] +1 - [2]

1, si z es un entero; (6)
0, si z no es entero;

((2)) = 2 - |zf —%+%a(z)=z—|’z’|+%—%5(z). (7)

La segunda funcién es una funcidn "diente de sierra" familiar en
el ‘estudio de series de Fourier; su gradfica se muestra en la
figura 3.3. La razdn para trabajar con ((2)) en lugar de |z| es
que ((z)) posee variaé propiedades muy fitiles:

]

I . (8)
((z)), n entero; . (9)
R

((-2)).
((z + n))
((nz}))

]

]

n entero = 1.
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~ Figura 3.3
Funcién diente de sierra [(2 ]) -

Para obtener algunos trabajos practicos con estas funciones,
probemos el teorema P otra vez. Con ayuda de las ecuaciones (7),
(8), (9), podemos mostrar que

gt st ()] - {e)

m m m

x = (:x + c)]]+

(11)

O=xem:

dado que x y é(x),,ﬁdman'exactgmente ’un'valcfr de {0, 1, ..o, m -
1}; por lo tanto (11) da : -
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S FEVIOR PR

(12)
0Sx<m m

Sea b = bud, m = mod, donde boAy m;
que (b x) mod m, toma .los valores
en que x varia desde 0 hasta m: - 1

“56n primgs‘pe1ativos. Sabemos
o ot-‘;} en el orden

que )
b(x + m)+e))y;
mos
tenemos

o ) e (250)

[}

a 3z [[ﬁ +£;—"]] =aSn.  (13)
" El1 teorema P resulta inmediatamente de (12) y (13).

Una consecuencia del teorema P es gque précticamente cualquier
eleccidén de a y c dard una probabilidad rasonable de que Xna1 <
Xn, al menos sobre el periodo completo, excepto aguellos que
tienen d grande. Un valor grande de d corresponde a una potencia
baja, |y ya sabemos que los dgeneradores de baja potencia son
indeseables.

El siguiente teorema nos da una condicién més estricta para la
eleccién de a y c¢; consideraremos la prueba de correlacién serial
aplicada sobre el periodo completo. La cantidad C definida en 1la
seccidn 3.2, ecuacidn (9), es:

o e - L))/ s (e T) e
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(15)

Las férmhiaé;que;a
facilmente en términ

o(h,k,c) =12 % (16)

funcién muy importanﬁe»qué,sgrge deivarios problemas matemdticos.

Esta es denominada una suma generalizada de Dedekind, puesto que
Richard Dedekind introdujo ‘la‘ funeién o(h,k,0) en 1876 cuando
comentd uno de los manuscritoéfindbmpletos de Riemann.

Usando las férmulas bien conocidas

m(m - 1 : 2 m{m - 1) (2m - 1
L. x =A@m-1) v p F#-mm-nen-),

0=x<m 0Sx<m

esta es una forma directa de transformar la ecuacién (14) a

c = mo(a,mec) - 3 + 6(m' - x! = c).

(17) .
m?= 1

Puesto que m es comunmente muy grande, podemos descartar términos
del orden 1/m, y obtener la transformacién

c = o(a,m,c)/m, (18)

con un error menor gque 6/m en valor absoluto.

La prueba de correlacién de series ahora se reduce determinando
el valor de la suma de Dedekind. La evaluacién o(a,m,c)
directamente de la definicién (16) es dificilmente mas sencillo
que evaluar el coeficiente de correlacidén directamente, pero
afortunadamente hay métodos mas simples para calcular las sumas de
Dedekind réapidamente.

52



Lema B, ‘(Ley de :ecipro.fzi‘dad de .las sumas de Dedekind). Sean h,
k, ., enteros.. ‘S‘i‘ =.ci<’k, 0.<:h'= kK, ¥ si h es primo relative
de k, entonces EHER Co

.

SRR .
a(h,k,c) + ok, he) + g - 6lf] - e, a9

donde

_ |1 sic=o0 o cmod h.#® 0;
e(n,e) "{0: sic>0 y cmodh= 0. (20)

Demostracidn. Este lema lo demostraremos s6lo para el caso c=0.
Esta demostracién, estd basada en las raices complejas de la
unidad, esencialmente la hizo L. Carlitz. Actualmente hay una
demostracién mas simple que usa sblo manipulaciones de sumas
elementales pero el método siguiente revela més de las
herramientas matemidticas gque estdn disponibles para problemas de
este tipo y son por lo tanto mucho m&s instructivas.

Sean f(x) y g(x) los polinomios definidos como sigue:

n

F(x) =1 +x+ - +x"=(x-1)/(x - 1)
g(x) = x + 2x° + -+ + (ki= 1)x*" = xf’ (x) (21)

= ke (x -~ 1) - x(x" = 1)/(x - 1)

Si w es la k~&sima rai &e‘v 1a unidad &*™*, por la
ecuacién o
L 0=r<m

k mod m=r

donde |
w

tenemos

]J;' T wig(uw'x) = rx7; si 0sr <k. (22)
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Sea x = 1; entonces g(w x) = k/(mJ - 1) si - j#0, en otro caso es
igual a: k(k - 1)/2, “po: tanto R

5k~ 1), si r es un entero.

0=r<k,

ntercambia’‘cuando los mGltiplos de k son
agregados a T). g

: 1
———,-—— + 3005 (23)

Gn=% 1 =

0¢ J<kﬂ o’
Esta importante formula, lé cual‘es vdlida cuando r es un entero,
nos permite reducir . muchos célculos involucrando ((r/k)) para
sumas gue involucran la; raiz’ k-&sina de la unidad, 'y proporciona
un rango completo de»?::éénicas en la descripeién. En particular,
obtuvimos la siguignte gormula:

- w-lr w-]hr

o(h,k,0) +ﬂ£;_1) ) (24)
K2

-1

ka d<rek o<1<k o<J<k w -1

El lado derecho de esta formula puede s:.mpliflcarse realizando la
suma . sobre r, tenemos Ens”k 0.s1 s mod k # 0. La

ecuacién (24) ahora se reducé a

a(h,k,0) +3(k_k'];) = 22 3 ___.Jh—lr__ (25)
o<k (W - 1)(w - 1)
Una férmula similar se obtiene para o(k,h,0), con ¢ = PRl

remplazando w.

No es obvio lo que podemos hacer con la suma en (25), pero hay
una forma elegante de proceder, basados en el hecho de que cada
término de la suma es una funcién de w’, donde 0 < j < k; por lo
tanto la suma toma esencialmente las k-&simas raices de la unidad
mayores que 1. Sin embargo X, X
distintos, tenemos la identidad

ot e+ X sON nfimeros complejos
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. 1 . .
15),:5,,. T A N C R N C A N e e _X,_,)'

1 Sl
= %) (F =X

la' cual sigue el método usual de expansién dé
fracciones parciales. Por otra parte, si g(x) =
cee (x - ym), tenemos

YY) =y ¥ ) ey sy )Y sy )y m ) (27)
esta identidad frecuentemente puede usarse para simplificar
expresiones como aquellas.del lado izquierdo de (26). Cuandc':j.hk vy k
son primos relativos,‘ ‘los nmeros w, w2, ..., wk'f, g, >C2, ceey
¢™' son todos distintos; por lo tanto podemosv‘considerar la
férmula (27) “én ell;cba'so especial del polinomio ‘(X = w)...(x -
Y (x - QL= gy = (2 - 2)(x - 1)/(x = 1)%, obteniendo
la siguiente iﬂeﬁtidédﬁn x: -

S - 132

PIERTEY Gt ° - 1 W
+ =
o<)1:<h_ O - nw =) Kode @ - 1x - ah)
L L _ (x - 112
(" = 1) (x* - 1)

ot

. (28)

Esta identidad tiene muchas consecuencias interesantes, y lleva a
numerosas formulas reciprocas para las sumas del tipo dado en la
ecuacién (25). Por ejemplo, si diferenciamos (28) dos veces con
respecto a x y asignamos x - 1, encontramos gue

2 T gj(g" - 1!2 + 1 b w(w! - 1)
B oSa @ -1a - ¥oda - 1@ -u)

=1 (b Kk 1 .. 1
_6(k+h+_ﬁF}+2 h Tk

55



Remplazando j por h - .j y por k .- h enAgSCa suma’ y usandd (25)
obtenemos . ’ e :

6

g [rokmor s ﬂ“—n—i’] *%I[F’(’iz,x,é)"{ 20

lo cual es eguivalente al resultado desé'

El lema B nos da una funcién explicit

o(hyk,€) = £(hk,c) = o(k;h,c); (29)

cuando 0.<-h sk, 0's ¢ < k,,y;hués pri { relétivd de k. De la

definicién (16) es claro que
a(k,h,c) = o(k mod h, 'h,; c’med h). (30)

Por tanto podemos usar (29) ‘iterativamente para evaluar o(h,k,c),
usando un proceso que reduce los pardmetros como en el algoritmo
de Euclides.

Se  dan mas simplificaciones cuando examinamos este
procedimiento iterativo mas exhaustivamente. Asignemos m= k, m, =
h, c,=c Y formamos el siguiente tableau:

5

= = +
am, +m, b m c,

1 cl 172 2
m, =am, + m, c, = bzmg + c,
m,=am + m c, = b:m‘ +c,
m, = am, c, = b:m‘ + S (31)
Aqui N
Un ( mJ+lJ b = Lc / m].xj
Smy =~@J @od m;~1’ L €= cJ mod mJ’l, (32)
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y resulta gque

s < = <m. ..
Osm , <m; . 0sc, ) (33)
Hemos asumido por -conveniencia que el algoritmo de Euclides
termina en (31) después de cuatro 1teraclones, ‘esta suposicién
revelaré el patrén gque se mantiene en el caso general. Puesto que
k y k eran primos relativos. al :Lruc:.ar,

c, =0en (31).

ebemos’ tener m, = 1y

En adelante suponemos dque c, :‘ 0 0, para obtener un
ligero pronéstico del efecto que ‘este: ¥y “la recurrencia. Las

ecuaciones (29) y (30) dan

o(h,k,c) = u(m m,C )
= f(mz,m c. )

La primer
contribuye

La siguiente vpaf_te' "
sencilla; -de acuerdo al

2 NEER WA
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donde . q,.= Qk(xx, PN ,xk)

Yy
. 1 ‘si_n=0;
QU X, ioux ) =X _ sin=1;
Lo SiX)

si n>1.

tenemos

1/m m, - (34)

donde h’ es elr,’ﬁ‘v

“hn <hs k. (35)

agregando’ esto a “'1
(asi que e(m“,cs) '

-el supuesto de que c,=0

h.+ he
K

o(h,k,c) =

en términos del tableau "supuest
mantienen en general:. -

Vablveauv euclideano" como se
el proceso se detiene después de

primo relative de k.
definié en (32), y supon'i'gh‘do?
t pasos con m = 1. ‘j'sAeyan.'s el y:algif méds pequefio tal que c =0,
y sea h’ definido por: (35)

CZ

a -6b +6
J . J mjmJ01
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ERIIC RN

ralizadas’de’ Dedekind,

Ahora gue hemos. analizado las:s
’determinacién ‘de " los

aplicaremos nuestros: conocimiento:

coeficientes de correlacién’d
35

Ejemplo 1. Encontrar 1 =2,
a=2%4+1, c=1..7" i

Soluciodn, Tenemo'sA . .

c = (2% (2%+ 1, 2 2 M9y Sy y (270 1)

35

por la ecuacién. (17

r. o (2™ v 1 2
formar el tableau ST

;- 1), podemos

m =2
m, = 2%+
L
m =2
m =2
m =1
Puesto -que - h’ ‘=" 2%

convierte en 2% -3 '+ ‘2'“,”

68

c=(2®+5)/(2° - 1) =°F

laaleatoriedad. De
y':iya lo hemos

Tal correlacién es mucho, mucho mi
hecho, este generador tiene muy 'bajo potencia
rechazado como no aleatorio.

Ejemplo 2. Encontrar

m = 10", a = 10001, c =

Solucién. Tenemos C
sigue:
m = 10000000000 S 12113248653
m, = 10001 a, = 999900 ‘ic, 7350 b = 211303
m, = 100 a, = ’,100?» €= 50 b, = 73
m, = 1 a, = 100 e =i 0 b, = 50
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o(m,,m ,c) = ~31.6926653544;
9.
Cc =~ ~3:10 (37)

Desde luego, este valor de C es muy respetable. Pero el generador
tiene una potencia de sdlo 3, asi que este no es realmente una
buena fuente de nGmeros aleatorios a pesar de que tiene baja
correlacidn de series. Es necesario tener una baja correlacién de
series, pero no es suficiente.

Ejemplo 3, Estimar la correlaci6n de series para cualquier a,
m, y c.

Solucidén, Si consideramos sélo una aplicacién de (29), tenemos

2
m (= (=4
og(a,m,c) = a + G'EET- 65 - o(m,a,c).

Ahora lo(m,a,c)] < a., y por tanto’ -

(38)

El error en esta aprdximacién es menor que (a + 6)/m en valor
absoluto. .

La estimacién (38) fue el primer resultado tedrico conocido
acerca’ de la aleatoriedad de generadores congruenciales. R. R.
Coveyou la obtuvo promediando todos los nfimeros reales X entre 0 y
m en lugar de considerar sélo los valores enteros; después Martin
Greenberger da un resultado riguroso que incluye la estimacién del
término del error.

Asi comenzd uno de los capitulos méds tristes en la historia de
la ciencia de las computadoras. Aunque la aproximacién anterior es
bastante correcta, en la practica esta ha sido gravemente
distorsionada; la gente abandond los generadores perfectamente
buenos, éstos fueron usados y remplazados por generadores fatales
gue se han observado buenos desde el punto de vista de la ecuacién
(38) . Por més de uné década, la mayoria de generadores de niimeros
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aleatorios de uso diario eran  seriamente ineficientes, debido
Gnicamente a un avance teérico.

Si aprendemos  de . ‘errores pasados, tenemos gque Vver més
cuidadosamente cémo " la ecuaclon'(:!a) ha sido mal empleada. En
primer lugar la gente ’supone ‘inexpertamente que una correlacién de
series pequefia sobre 1e‘l ~périordthomp1eto deberia ser una buena
garantia de aleatérieaad pei-E cie hecho esto aln no asegura una
correlacién de series pequeﬁa para 1000 elementos consecutivos de

una secuencia. - -
En segundo, la ecuacién (38) y su término de error aseguraran

relativamente un valor pegquefio de C s6lo cuando a = v, por tanto
la gente sugirié elegir multiplicadores cercanos a V. De echo,
veremos que casi todos los multiplicadores dan un valor de C que
es esencialmente menor gque l/t/_ por- lo tanto (38) no es una muy
buena aproximacién al verdadero\comportamlento. Minimizando un

simple limite superior para C no lo'min mn za.‘ :
En tercer lugar, la | gent 6’ que.  (38) da su mejor

o’tanto estos valores son
usencia. de cualquier otro

estimacién cuando ¢/m.
las raices de 1: - 6X.+16
criterio para . la; selecci debemos usar éste. La iltima
declaracidn no ,é‘s correct 2 engana al mejor, puesto que la
h r.-de c tiene dificilmente

S : la eleccién ¢/m = % E éﬁ
reduce - C susta 6loi’‘en casos como el del ejemplo 2
anterior,: riés (\e'nAgaﬁamos a nosotros mismos, puesto
que el mal, ’ultlplicador ‘Fevelard sus deficiencias en otras
formas. :

claramente nece51tamos un mejor estimador que (38); y tal
estimador ahora estd disponible gracias al teorema D, el cual
tiene sus bases principalmente en el trabajo de U. Dieter. El
teorema D implica que o(a,m,c) serd mas pequefia si las cantidades
parciales de a/m son pequefias. Desde luego, analizando, las sumas
generalizadas de Dedekind aGn mis exhaustivamente P, es posible
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obtener un estimador bastante aproximado.

Teorema K. Bajo los supuesto el teorema ,'.D’, siempre tenemos

1 i Coh .7 wn 1
-5 L a - L a -3 (39)
21SJst J 2

) impar

Ejemplo’’. de series para
a = 3141592621

Solucidn. de a/m son

10,1,14,1,7,1,1,1,' ; _,;1,12; por lo tanto por el
teorema K- R :

- 4505 oc(a,m,c) s 68v,

Yy se garantiza que la correlacién de series es extremadamente
pequefia para toda c.

Observemos que este limite es considerablemente mejor que el
que podriamos obtener de (38), puesto que el error en (38) es del
orden a/m; nuestro multiplicador "aleatorio" ha resultado ser
mucho mejor que uno elegido especificamente observando bien las
bases de (38). De hecho, es posible mostrar que el valor promedio
de zxsjﬂ aj !
primos’ relativos de m, es

tomando todos 1los multiplicadores a gque son

6—2 (1n m)2 + 0{{log m) (log log m)")
n

Por tanto la probabilidad de que un multiplicador aleatorioc tenga
):‘sjsL aJ grande, ‘es decir mds grande que (log m)z'e para algGn
€ > 0 establecido, aproximdndose a cero conforme m - « . Esto
comprueba la evidencia empirica de que casi todas las secuencias
congruenciales lineales poseen correlaciones de series

extremadamente pequefias en el periodo completo.
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3.4 LA PRUEBA ESPECTRAL

En esta seccidn estudiaremos una forma especialmente importante
para verificar la calidad de los generadores de nimeros aleatorios
congruenciales lineales. Por mucho esta es la prueba m&s poderosa
gue se conoce, y merece especial atencién.

La prueba espectral comprende aspectos de las pruebas empiricas
y de las tedricas: es como las pruebas tedricas debido a su trato
con propiedades del periodo completo de la secuencia, y es como
las empiricas debido a que requiere un programa de computadora
para determinar los resultados.

3.4.1 Ideas fundamentales de la prueba.

El criterio m&s importante de aleatoriedad «cuenta con
propiedades de la distribucidén conjunta de t elementos
consecutivos de 1la secuéncia,' Y la prueba espectral trata
directamente con esta dlstrlbuclon. Si- tenemos una secuencia <Un>

analiz r el conjunto de m puntos

de periodo m, la ide

(1)

Por que tenemos una secuencia
congruencia;”' iCi mf’de longltud de periodo m5x1mo m
(asi que c#0
period6 es-m.
dé'nodo que hay m puntos en total; este

“eey

b4
la teoria. Bajo estos supuestos, - (1) puede
(x ey ST 1 0sx < m ), (2)
donde
s(x) (ax +.¢c) mod m {3)
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es el "sucesor" de x. Notemos que se considerd sélo el conjunto de
todos ‘los puntos en dimensiones t, no el orden en el que estos
puntos son generados. Pero el orden de generacién se refleja en la
dependencia entre componentes de los vectores; y la prueba
espectral estudia tal dependencia para varias dimensiones ¢t
tratando con la totalidad de puntos (2).

Por ejemplo, la figura 3.4 muestra un caso pequefio tipico en 2
y 3 dimensiones, para el generador con

s(x) = (137x + 187) mod 256. (4)

De hecho un generador con longitud de periodo 256 dificilmente
serd dleatorio, pero 256 es suficientemente pequefio para gque
dibujemos el diagrama y logremos un acuerde antes de recurrir a
los m’s mds grandes.

Tal vez el aspecto mis importante del patrén de los cuadros de
la figlra 3.4 es que podemos cubrir todos por un nfimero pequefio de
lineas paralelas; desde luego, hay varias familias diferentes de
lineas paralelas -que. daran en todos los puntos. Por ejemplo,

TG og
on'g g
oog

unn""“nn
Lok
Onog

@

Figura 3.4

a) Rejilla bidimensional formada por todos los pares de puntos sucesivos (XXn+1), cuando
Xn4+1=(137Xn+187) med 256. b) Rejilla tridimensional de triadas (Xn, X+ 1,Xm+2).
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aproximadamente 20 lineas verticales seran suficientes, . lo gque
deja un conjunto de 21 lineas que tienen-un éngulo de inclinacién

de aproximadamente 30 grados

dimensiones,

Si se considera:e

componente s(s(xi : s 256 ‘puntos (x,s(x)) en el
estra en. .la figura 3.4 (b),

ristal tridimensional ha-sido

plano de la flgu
Imaginemos que est

construida en'‘un’ mol 3 Lco, “cubo gque podemos modificar en
nuestras manos; gs('épmdﬁfotarlb, notaremos varias familias . de
paralelos planos gue ébarcan todos los puntos. En las palabras de
Wallace Givens: "los nGmeros aleatorios permanecen principalmente
en los planos.”

A primera vista podemos pensar que tal comportamiento
sistemdtico es no aleatorio asi que hace a los deneradores
congruenciales bastante indgtiles; pero reflexionando mas
cuidadosamente, recordemos que m es bastante grande en 1la
préctica, esto proporciona un mejor visién. La estructura regular
en la figura 3.4 es esencialmente el "grano" (sl el comportamento
de las secuencias las comparamos con un sembradio) gque podemos
examinar en nuestros nGmeros aleatorios bajo un microscopio de
alto poder. Si tomamos verdaderos niimeros aleatorios entre 0 y 1,
y los redondeamos o truncamos para tener una precisién finita de
manera que cada uno de los miltiplos enteros de 1/v para cualquier
nGmero dado v, entonces los puntos t-dimensionales (1) que
obtuvimos tendrdn un caricter extremadamente regular cuande sean
vistos a través de un microscopio.

Sea 1/v2 la distancia maxima entre 1lineas, tomando
aproximadamente todas las familias de lineas paralelas que cubren
los puntos {(x/m,s(x)/m)} en dos dimensiones. Llamaremos v, la
exactitud bi-dimensional del generador de nGmeros aleatorios,
puesto que las parejas de nimeros sucesivos tienen una estructura
fina que es esencialmente Dbuena para una parte de v,.
Similarmente, sea /v, la distancia méxima entre planos, tomada
sobre todas las familias de planos paralelos que cubren todos los
puntos {(x/m,s(x)/m,s{s(x))/m)}; llamaremos v, a la exactitud en
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tres dimensiones. La exactitud t-dimenéional v, es el reciproco de
la distancia méxima -entre hiperplanos,’  tomado sobre todas- las

familias de hiperplanos paralelos
todos los puntos {(x/m,s(x)/m;
La diferencia esenciallel

= 1)'-‘-‘dimen'sj.ox'1a1‘es‘ que cubren:
K7m}s P

és,‘y’secuenéias
¥ gaafas ‘a“multiplos de
ecuenci"as ‘verdaderamente
lme_ﬁns‘io‘ries, nientras que 1la
1‘6a_s—, decrece conforme crece t.

"exactitud" de secuen

Desde luego, puesto g om-puntos en el cubo. t-dimensional

~ del] periodo, no podemos lograr una
1/t

cuando m es ‘la ‘l'or;g;tu
exactitud t-dimens_iq_ﬁéi ‘de" mayor aproximacién que m

Cua;'xdo se coﬁsidérq 1a independencia de t valores consecutivos,
los nimeros -aleatorios generados por computadora se comportaran
esencialmente c;jmo si vieramos nlimeros verdaderamente aleatorios y
truncados a 'lg vy ‘bits, donde v, decrece cuando crece t. En la
practica, tal variacién de la exactitud es usualmente todo lo que
necesitamos. No insistimos en que la exactitud 10-dimensional sea
235, en el sentido de que todo (235)10 posible 10-tuples (Un,
Un#t, ..., Un+9) deberia ser igualmente semejante en una méguina
de 35-bits; para tales valores grandes de t deseamos sblo un poco
de los bits llevados de (Un,r Unw1,..., Unst-1) a una conducta como
si fueran independientemente aleatorios.

De otra manera cuando una aplicacidédn demanda alta resolucién de
la seéuencia de nimeros aleatorios, las secuencias congruenciales
lineales simples necesariamente seré&n inadecuadas; "un generador
con periodo grande deberd ser usado en su lugar, ahn cuando sélo
una pequefa fraccién del periodo actualmente sea generada.
Ajustando el periodo esencialmenteajustamos la exactitud en
dimensiones mas altas, es decir, doblaremos el nlmero efectivo de
bits de precisién.

La prueba espectral se basa en los valores de v, para t
pequefios, es decir 2 = t = 6. Dimensiones 2, 3 y 4 parecen ser
adecuadas para detectar importantes deficiencias en una secuencia,
pero puesto que estamos considerando el periodo completo parece
mejor ser algo cautelosos e ir en otra dimension o dos; en la otra
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forma los valores de v, para ‘'t = 10 parece ser de . ninguna
significancia préctica. (Esto es, conveniente, porque los célculos
son mis dificiles cuando t z 10)

Notemos' que’ hay una re} cion vaqa entre la prueba espectral y
la prueba de-series porrejemplo, un caso especial de la prueba de
series@ltqmado'gb el periodo completo, cuenta los ntmeros de
s cad ' e los ‘64 “subcuadros de la figura 3.4. La

dlferencla principal es que la prueba espectral rota los puntos
asi como: descubre 1a orlentaclon menos favorable.

Alvprinclpio puede parecer que deberiamos aplicar la prueba
‘espectral s6lo para un valor apropiado de t; si un generador pasa
‘la‘ prueba en tres dimensiones, parece aceptable gue también pase
la prueba en 2-D, por tanto podriamos omitirla después. La falacia
en este razonamiento ocurre debido a que aplicamos mas condiciones
insignificantes en bajas dimensiones. Una situacién similar ocurre
con la prueba de series: Considerando un generador que

(apropiadamente) tiene casi el misme nGmero de puntos en cada
subcubo del cubo unitario, cuando el cubo ha sido dividido en 64
subcubos de tamafio % X % X %; este misme generador deberia
producir completamente subcuadrados vacios de la unidad cuadrada,
cuando la unidad cuadrada se ha dividido en 64 subcuadros de
tamano %x %. Puesto que incrementamos nuestro esperanza en
dimensiones bajas, se requiere una prueba por separado para cada
dimensisn.

No siempre es cierto que vt = m'’, aunque este 1limite
superior es vAlido para los puntos de una rejilla rectangular. Por

ejemplo, este da que v, = V274 > V256 en la figura 3.4, debido a
una estructura aproximadamente hexagonal da los m puntos casi
juntos que serfa posible en un arreglo estrictamente rectangular.

Para desarrollar un algoritmo que calcule v, eficientemente,
debemos observar mas profundamente la teoria matemitica asociada.
De otra manera, veremos que las matemdticas bajo la teoria
espectfal requiere sélo algunas manipulaciones elementales de
vectores.

Algunos autores han sugerido usar en valor minimo de Nt de
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lineas ‘paralelas e hiperplanos como criterio, en lugar de 1la
distancia méaxima 1/vt entre ellos. Sin embargo, este nGmero no
_.parece ser tan importante como el concepto de exactitud definido
anteridfmente, debido a que estd basado en la aproximacién de la
peﬂdiente de 'las lineas o hiperplanos que marcan los ejes de
coordenadas del cubo. Por ejemplo, las aproximadamente 20 lineas
verticales que cubren todos los puntos de 1la figura 3.4 estén

actualiwente separadas 1/v23E8 unidades, esto podria falsamente

implicar una exactitud de una fraccién en V238, o tal vez aln en
una parte de 20. La verdadera exactitud de sélo una fraccién de

V274 se realiza sdélo para la familia de 21 1lineas con una
pendiente de 7/15; otra familja de 24 lineas, con una pendiente de
-11/13, también tiene una distancia interlineas m&s grande que la

familia de 20 lineas, puesto que 1/v290 > 1/V328. la forma precisa
en la cual las familias de las lineas actlan en los limites de la
unidad hipercibica no parece ser un especial "limpio" o
insignificante criterio; sin embargo, para aquellas personas gque
prefieren contar hiperplanos, es posible calcular N, usando un
método bastante similar a la forma-que emplearemos para calcular
v,.

3.,4.2 Teoria de la prueba,

Para analizar. el cqnjqntor(zj,,inciamos observando que

~ S P A o '

sl = { ax v (itay +ta )c } mod 1. (5)
Podemos omitir la ‘operacién: méd i" extendlendo los - conjuntos
peridédicamente, nflnltamente de los  hipercubos
orlglnales t- dlmens rocediendo en todas "direcciones. Esto

nos da el conjunto

kK, ison enteros}



t-
a lX
- m

—_-{Vo + (ﬁ-;-kl y %“*kz' ey +kt) x,k ky, ...k son enter.jos}

donde
_‘ 1 . . t-2
Vo—ﬁ(o,g,(1-+ aje,.. (1 +a+ -+ +a )c) - (6)

es un vector constante. La  variable k, es redundante én su
representacianvde L, del?ido gque podemos cambiar (x,kl,kz,...,kt),_a
(x+k1m,0,kz - ~a)§‘1,;..',k1 - at'lkl), reduciendo k, a cero s:.n
perder generalidad. Por.tanto podemos obtener la férmula simple
similarmente ; .

L={Vo + I ASE AN <+ yV,| ¥,¥,....y, son enteros }, (7).

NORS
(0,0,1,...,0), V&= (0,0,0,...,1) (9)

Los puntos (x‘,xz‘,'.
toda j son precisamente todos los puntos de nuestro conjunto

./x,)de L. que satisfacen 0 = x, < 1 para

original (2).

Notemos que el incremento de e aparece sdélo en Vo, y el efecto
de Vo es meramente cambiar todos los elementos de L sin cambiar
sus distancias relativas; por lo tanto e no afecta la prueba
espectral en cualquier forma, y podemos suponer gque Vo =
(0,0,.:.,0) cuando calculemos v, Cuando Vo es el vector cero
tenemos algo que llamamos rejilla de puntos

Lo={ylvl+ y2V2+ e+ ytvtlyx,yz,....yL son enteros }, (10)
y nuestro objetivo es estudiar la distancia entre hiperplanos (t -
1)-dimensionales adjuntos, en familias de hiperplanqs paraleles

.que cubren todos los puntos de Lo. }
Una familia de hiperplanos paralelos (t = 1)-dimensipna1és'
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pueden ser definidos por un vector diferente de. cero U =
(ul,...,u) que es perpendicular a todos ellos, h'4 el conjunto . de
puntos en-un hiperplano part:.cular es entonces -

{(xx,...,xt” XU o+ e+ xu o= q}, (11)

donde g es una constante diferente para cada hiperplano en 1la
familia. En otras palabras, cada hiperplanc es el conjunto de toda
X para la cual el preducto punto X-U tiene un valor dado g. En
nuestro caso los hiperplanos estdn todos separados por una
distancia fija, y uno de ellos contiene (0,0,...,0); por lo tanto
podemos ajustar la magnitud de U de modo gue el conjunto de todos
los valores enteros q dan todos los hiperplanos en la familia.
Entonces la distancia entre hiperplanos vecinos es la distancia
minima de (0,0,...,0) al hiperplano para q = 1, denominado

1

s 2 2 =
. ‘”x.n}gt reates { %, i+ st xD (kU g+ +xu)=1 } (12)

Ca :uf), (13)

por. .lo tanto 1im de duando cada x, = uj/ (uf +
iperplancs’ vecinos es

1/1ong - (U) . (14)
v que 'buscamos es precisamente la

longitud del’ vector ‘ rto  gue define una familia de
hlperplanos (x v

_‘entero} que contienen todos los
elementos de Lo,

Tal vector U'=:
satisfacer V-U = entero para toda U en Lo. En particular, puesto

,u) debe ser diferente de cero, y debe
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que los puntos (1,0,...,0),(0, 1,44%i0)5.0.,(0,0,.0.,1) estén todos

en Lo, todos 1os u. deberén ser enteros. Ademés puesto que u, esta
t-1 :

) —'entero, es decir -
(15)

erente’ de cero U =
(ul,..,u) que sat familia de hiperplanos
requerldo{s, donde tod s
G

aran cubiertos: (r,v,
ero 'yl, ++e1y,. Hemos

t}téo k(modulo m)}

; 2 e
) :t-xzfx3+ +x) (16)

k3.4‘.3 Deduciendo un método computacional.

Ahora hemos reducido la prueba espectral al problema de
encontrar el valor minimo (16); pero icdémo podemos determinar el
valor minimo en un tiempo razonable?. Una bfisqueda super intensiva
estd fuera de la cuestién, entonces m es muy dgrande en casos de
practica interesante.

Serd de interés y probablemente mds Gtil si desarrollamos un
método computacional para resolver aln problemas mas dgenerales:
Encontrar el valor minimo de la cantidad.

f(x‘,...,x'_) = (u“x‘+‘~-+u“xt)2+-~-+(u“x1+- +uuxt) T (17)
sobre todos los vectores enteros diferentes de cero (xt,...,kt)z,
dada cualguier matriz no singular de coeficientes U = (uu),. La
expresién (17) es llamada una "forma cuadréitica definida positi_va" )
en t variables. Puesto que U es no .singular (17) no puede ser »,cero'
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a menos que ¥, sean todos cero. .
Escribamos u ,...,u para las filas'de U. Entonces (17) puede

escribirse como

f(xl,...,xt) = (18}
el cuadrado de la . longitud
no singular U tiené’
encontrar Gnicament

tales que
(19)

e:la . prueba ‘

Estos ¥, son precisamente los vectores (8) 'y (9) gue usamos para
definir nuestra rejilla original lLo. Esto no es una coincidencia,
desde luego si hemos comenzado con una rejilla arbitraria Lo,
definido por cualquier <conjunto de  vectores linealmente
independientes Vii+..,V,, el argumento que hemos usado arriba
puede generalizarse para mostrar gque la mixima separacién entre
hiperplanos en una familia es equivalente a minimizar (17), donde
los coeficientes u, estan definidos por (19).

Nuestro primer pasoc en la minimizacién de (18) es reducirla a
un problema finito, es decir, mostrar que no necesitamos probar
infinitamente muchos vectores (x,...,x,) para encontrar el
minimo. Este estd donde los vectores V:""’V: se acercan;
tenemos

X, = (x1"1-+ LR X:U:)'Vk'
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y la desigualdad-de Cauchy hosr dii;e 'qu‘e

por lo tanto “hemos’ dedu
coordenada’ x,. R

Lema A, Sea (){t“ A ec! (18,} "y,

sea (Yl...-',Y'_)‘ 1qu ¢ nt : ‘cero.
Entonces R
2 i
xk.s (Vk- v

en particular, v‘si'endcij ¥, u‘_p‘ara todo i,

X, = (Vk-kV) (UJ-UJ),- para 1 s j, kst (22)

El lema A reduce el problema a una bisqueda finita, pero el
lado derecho de {(21) usualmente es mucho mds grande para hacer una
blGsqueda exhaustiva; necesitamos al menos una idea més. En tales
ocasiones, una méxima antigua proporciona un sano consejo: "Si no
puedes resolver un problema como estd establecido, cémbialo a un
problema mds sencillo gque tenga la misma respuesta". Por ejemplo,
el algoritmo de Euclides tiene esta forma, si no conocemos el mcd
del nimero de entradas, las cambiamos a nimeros mis pequeiios gque
tienen el mismo mecd.

En nuestro caso, un problema mas simple es uno que requiere
menor basqueda debido a que el lado derecho de (22) es més
pequefio. La idea principal que usaremos es que es posible cambiar
una forma cuadritica a otra que es eguivalente para todo propésito
prictico. Sea j cualquier valor fijo, 1 s j s t; sea
(qi,..,qj_i,qjﬂ,...,qt) cualquier secuencia de t ~ 1 enteros; y
consideremos la siguiente transformacién de los vectores

V1= V‘ - qlVJ, x; =X - qlxj, u =u, para i # j;
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(23)

cuadrétlca £
conch.c:.fm de

los vectores enteros de asi 1o hace (x',...,x )i
por lo tanto la nueva form ‘ : smo minimo que f.
Nuestro objetivo es. usar ‘la:tr ns“formaci'én‘ (23), remplazando [ll
por U' V' V por V{ para toda i} para: ‘hacer el lado derecho de (22}
paqueno, el lado derecho de (22)
sean pequefios, a la vez.- Por,fént_

eré pequeno cuando U - U y V V

‘ez 'natural plantear 1as dos

siguientes preguntas acerca de la transformacién (23),

a) ¢Qué eleccidn de q, hace;V{-vV; tan ' pequefio como sea
posible?

b) ¢Cudl eleccidn de ql,...,q ‘,qjﬂ,...,qt hace U'J-U'J tan
pequefio como sea posible?

Es mds fAcil resolver estas preguntas para valores reales de
q,. La .pregunta (a) es bastante sencilla, puesto que

(V, =gV ) (V, - qV) =V, ¥V - 2qV -V + gV
=, VJ)(q - (v, V/V V))

AR (VV) / VV
y el minimo ocurre cuando

q, = V1~VJ/VJ‘VJ. - ’_(2"4)‘

Geométricamente, estamos preguntando. gue mﬁ1t1p1 ‘deberia

sustraerse de Vl de modo que el vector ’ “tenga
longitud minima, y la eleccién de gq;: de: m sea
perpendicular a ¥V (es decir, en. forma que V - )i el diagrama

(25) muestra este plano.
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-qi Vi

@5

Regresando a . la’ pregunta (b), deseamos elegir g8
U‘| + )_“Hg-‘q‘ul tenga - 1ongltud minlma, i eométr:.cf:xmente
iniciar  con- U_, vy 'agregar algﬁn vector' ‘;
(t- 1)-d1men510nal ‘cuyos puntos’ son ‘la suma “de mﬁltlplo
# j}. -De nuevo es eleglr aquellos elementos de™ form
perpendicular al h:.perplano, es decir, en fo ma tal que U' k— 0
para toda k # j, es det;lr, E '

UU +Ig (0,0, = calskse, KR (26)
12) ;
Ahora que hemos dadc respuesta a las preguntas .(a) 'y (b),
estamos en un momento de incertidumbre; :deberiamos elegir q, de
acuerdo a (24), en forma gque V{~V: se minimice, o de acuerdo a
(26), de manera que U’-U’ se minimice? O de estas alternativas
hacer una mejora del lado derechc de (22}, asi no es claro
inmediatamente cudl eleccidn obtendria prioridad. Afortunadamente,
hay una respuesta muy simple para este dilema: Las Ocondiciones
(24) y (26) son exactamente las mismas!. Por lo qgue las preguntas
(a) y (b) tienen la misma respuesta, tenemos un momento feliz en
el cual podemos reducir la longitud de U’s y de V's
simultaneamente.
Hasta aqui hemos tratado con las preguntas (a) y (b) sélo para
valores reales de g,. Nuestra aplicacién nos restringe a valores
enteros, asi no podemos hacer V; exactamente  perpendicular a UJ.
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Lo mejor que podemos hacer para la pregunta (a) es asignar a q, el
entero mas cercanc a VI~1’J/VJ-1’J (25). Resulta que esta no
siempre es la mejor solucién para la pregunta (b), de hecho U;
puede en ocasiones ser mayor gque UJ.rsin embargo, el limite (21)
nunca se incrementa, como podemos recordar el valor mis pequefio de
f(y“...,yt) se encuentra hasta aqui. Esta eleccién de q, basada
s6lo en la pregunta (a) es bastante satisfactoria.

Si aplicamos la transformacidn (23) repetidamente en tal forma
que ninguno de los vectores v, se obtiene mas largo y al menos uno
se obtiene mds corto, nunca podremos entrar en un ciclo, es decir,
nunca consideraremos la misma forma cuadritica de nuevo después
para una secuencia de transformaciones no triviales de este tipo.
Pero ocasionalmente conseguiremos "“estancarnos', en el sentido de
que ninguna de las transformaciones (23) para i = j = t serén
ﬁtiles'para acortar cualquiera de los vectores Vl""'Vm' Al punto
que podemos recurrir a una bilisqueda exhaustiva, usando los limites
del lema A, el cual seri bastante pequefic en la mayoria de los
casos. Eventualmente estos 1limites (21) ser&n pobres, y el
algoritmo obtendrd otro tipo de transformacién destrabidndose otra
vez y.reduciende los limites. Sin embargo, la transformacién (23)
por si ha probado ser bastante adecuada para la prueba espectral;
de hecho, ha probado ser asombrosamente poderosa cuando los
cdlculos son ordenados como en el algoritmo siguiente.

3.4.4 Como realizar la prueba espectral.

Ahora aqui estd un procedimiento computacional eficiente que
surge de nuestras consideraciones. R. W. Gasper y U. Dieter
observaron que es posible usar los-resultados de bajas dimensiones
para vealizar la prueba espectral significativamente més réapido en
dimensiones altas. Este refinamiento se ha incorporado en el
siguiente algoritmo, junto con una simplificacién significante del
caso bi-dimensional.
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Algoritmo S.

Este algoritmo determina el valor Ida'

V= min{/x2 + o+ X0
t 1 t

para 2 =t = T, dado a,m, y T, dond_e 0 < a<my a es primo
relativo de m. (El1 nGmero v, mide la exactitud t-dimensional de
generadores de nGmeros aleatorios, como se vié anteriormente).
Toda la aritmética en este algoritmo estd hecha con enteros cuyas

x1+axé+ e a""xta 0 (modulo m)} (27)

magnitudes exceden mz, excepto en el paso S8; de hecho,
aproximadamente todas las variables enteras serdn menores que m en
valor absoluto durante los c&dlculos. .

Cuando v, estd siendo calculada para t =z 3, el algoritmo trabaja
con dos matrices U y V de orden t x t, estos vectores son
denotados por Ul = (u“,..,uu) y v = (v“,...,vlk) para 1 = i =
t. Estos vectores satisfacen las condiciones

u_ +au_ + --+ + alu_ = 0 (modulo m), 1=4ist; (28)

Uy =5 m : 1'5'1',jst‘ . (29)

(Esto es, V de nuestra discus:.én anterlor sido  multiplicado
es. son- enteros). Hay otros
DY = (Fyoeea¥), ¥ 2 =
r denotaré a ' mod my s

por m, para asegurar gue sus component

tres vectores auxiliares, X

(zl,...,z) Durante todo el- algoritm A
denotara al limite superlor ‘minimo - para v que hasta aqui se.
conoce. .
S1.. [Inicia) Inicializaf h=a,h=mp=1,p' =0, r=a,
s =1 + a '(El primer paso de este algoritmo maneja el

caso t=2 por un método especial, muy parecido al algoritmo

de Euélides;. tendremos h = ap = h’ - ap’ = 0 (modulo m) Yy

hp! - h'p=+m (30) durante esta fase del cédlculo).
S2. [Paso euclideano) Inicializar ¢ = |h'/h], u = h' - gh, v =

p'-qp. Si u® + v® < s, inicializar s = u® + v, h' =h, h
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u, p’' = p, p =v,Yy repetir el paso sz.
83, [Calcula v] "Hacer-u’ ]

yslu +v <5

ntonces hacer \/- v,

ue ¢ satlsfacen (28):.
1mens:.ones mas

ge para V sl y sélo si p’ > 0.

goritmo termlna. (En. cualguier
ntar ‘t’en:1.:En este punto U y V¥
tique’ satlsfacen (28) y (29), y debemos
uevo . renglén y una nueva
‘t-+.1 -y r = (ar) mod m.
"0,.'..,'0,1) de t elementos,
‘H\ace; V., .el nuevo rengldn

para. 1:= i = t, hacer g =

qm,y 'U,=U+qU,. (Aqui “round

. es’ decir, [x + %j.

) 1n1c1allzando Vi = wvr e

inmedlatamente aplicamos “a transformac:.én (23) con j
D=t puestd’ qﬁe los' ‘nGmeros |v, r| ‘'son tan grandes que
‘dehen reducirse - 1nmed1atamente) Finalmente haciendo s =

ﬂmJ.n(s,Ut Ut),’ k=¢t, ¥y .j= 1. (En los siguientes pasos, j
denota el indice del renglén actual para la transformacién
(23), y k denota el Gltimo indice donde la transformacién

. acorta al -menos uno de‘ l_gs Vl).

S5, {Transformacién) Para 1 s i:'s t, hacer las siguientes
operaciones:  Si i'é.j‘ y ;_2|V|-VJ| > VJ'V_, hacer g =
rount_i(Vlr'VJ/VJ-VJ);‘ ¥ ,.-" v, U = U 4 qU, vy k = j.
El  hecho :de ' que m tamos esta transformacién, cuando
2|v,: v, es’ exact » gual a V-V, advirtiendo al
algor:.tmo cie algC\n loop: nfinlto)
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S6.

57.

s8.

S9.

s10,

S11.

{Examinar nuevo limlte] Si k=_) ‘(es. declr, " la

‘transformacién en 55 ha suio de alquna ut:.l:.dad) I ‘hacer. s

= min(s, U U )

[Incrementar _]]
j + 1. Ahora;sl» j*k
ido hastd
transfori-nac:f
estancada) .

[Preparacion p ra_la bﬁsqueda] (Ahora .se determinard el

'en 6t'ro ca'sb”hacer ji=

al, paso 55: (SJ.‘J’k .~ hemos
CODSEGuthOS sin . ‘ninguna
proceso ‘de transformaclon esta

minimo absoluto, usando una bﬁsqueda exhaustiva para toda
(xl,....,x) que satlsface la condlclén (21) del lema A).

Hacer X = =.(0,...,0), hacer k = t, y hacer
,_/L(V,'V,)S/mzj l, para 1 s.j s t (31)
(examinaremos todas las X = (xl,...,xt) con |xJ| s z, para

1=jst. En cientos de aplicaciones de este algoritmo,
ninguna =z, ha resultado ser mayor que 1, la bisgqueda
exhaustiva en los siguientes pasos atn no ha reducido s,
sin embargo, tal fendémeno es posible probablemente en casos
raros, especialmente en dimensiones mayores. Durante 1la
blsqueda exhaustiva, el vector Y siempre sera it_;ual a xlu1
LR X».U:' de forma que f(xl,.
f(-xx,..., xt) = f(xl,...,xt), examinaremos sélo los

ceaX) =YY, Puesto que

vectores cuyo primer componente es positive diferente de
cero. El1 método es esencialmente este contador de pasos
de uno, considerando (x],...,xt) como los digitos en un
sistema numérico balanceado con raices mixtas (2z1+ 1,000,

~2zt+ 1)).

[Avanza  x,] si X, = 2z, ir a Si1i. En otre caso
incrementar x, por 1y hacer' ¥ = Y + u,-

[Incrementar k] Hacer k.= k #+ 1. Entonces si k s t, hacer
x, = -z, Y=Y - z_zkl.lk,v_ Y. ‘x':-epetir el paso 10. Pero si k >
t, hacer s = min(s,Y:Y)
{Disminuir k) Hacer: k-1, Si k = 1, regresar a S9. En

otro caso se "da v, =. Vs (la biasqueda exhaustiva est&

s ESTA TESIS 9 DEBE
SAUR DE LA BIBLIOTECA



completa) 'y se regresa al :paso.S4.

En la préactica el algoritmo S se. aplica para T = 5 6 6, es
decir, usualmente trabaja razonablemente bien cuando T = 7 u 8,
pero p'uede ser terriblemente lento cuando T = 9 puesto que la
blisqueda exhaustiva tiende a hacer el tiempo de corrida igual a
3T. (Si el valor minimo de v, ocurre en varios puntos diferentes,
la biisqueda exhaustiva los encontraria todos, por 1lo tanto
tipicamente encontramos dque toda 2z, = 1 para t grande.Como
sefialamos arriba, los valores de v, son generalmente irrelevantes
para propésitos practicos cuando t es grande) (Knuth, 1969).
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CAPITULO 4

ATRIBUTOS DE LOS ALGORITMOS GENERADORES DE NUMEROS ALEATORIOS
SELECCIONADOS PARA EL ESTUDIO

4.1 DESCRIPCION DE ALGORITMOS

En los capitulos  anteriores hemos tratado temas generales
fundamentales en el andlisis de un generador de nlmeros
aleatorios, en el presenta capitulo presentamos siete algoritmos
importantes en la generacién de nimeros aleatorios uniformes y se
da la descripcién de cada uno de ellos de acuerdo a lo expuesto
por cada uno de los autores.

4.1.1 : Wichmann - Hill,

Este algoritmo hace uso del método Congruencial Multiplicativo.
Utilizando el nGmero primo 30,269 'y el multiplicador- 171. De
manera gue la regla generadora es:

X,,,= ( 171 * X ) MOD 30,269

lo que da una secuencia de valores para X‘ a través de todos los
valores entre 1 y 30,268 en un orden determinado, antes de
repetirse la secuencia.

Una de las condiciones para obtener un buen generador es la
portabilidad, en el caso del lenguaje Pascal, el generador

quedaria escrito como:

X t= ( 171 * X ). MOD 30269
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En la practica, este cédigo - ‘no - funcionard adecuadamente en
todas las maquinas. Los vélpreé'dé ‘X  se restringen al rango de
1 hasta 30,268 , ocupando una palabfé_de. 16 bits. Esto no se
cumple para 171 * X , lo ‘que. pfoyoca un error en nuchas
maguinas. Este cdlculo se puede trabaﬁéf en - "% doble longitud *,
pero, o se requiere cddigo de maquina: o es‘muy caro en tiempo y
espacio., Si a X 1lo escribimos en lé:forma:,~

donde

entonces:
171%X = 171*s+171%177%r

como

X7$=171 % (X mod 177) - 2#(X DIV 177);

Ahora, para evitar la negatividad de X se agrega la siguiente
sentencia:

if X < 0 then X := X + 30269;

Con este procedimiento, se ha obtenido un mecanismo para hacer
un generador simple para una maquina de 16 bits. Se elige un
nGmero -primo ligeramente menor a 32,768 y un multiplicador
(aproximadamente la raiz cuadrada del nGmero primo) .

Para mejorar el periodo.y las propiedades estadisticas de este
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generador, se utiliza la técnica de combinar dos o mas generadores
para obtener uno que es mejor estadisticamente, a cualguiera de
sus componentes. Lo anterior se basa en que: si se consideran dos
ntimeros aleatorios X: y X2 en el rango 0 < X < 1; llamamos la
parte fraccionaria de Xi+X2 la combinacidén de Xi+Xa. Es claro
gue si X1 y X2 son independientes y uniformemente distribuidos,
entonces la combinacién de X1+Xa estd también uniformemente
distribuida, sobre el mismo rango de valores. Por otra parte, si
X1y Xe es aproximadamente aleatorio, la combinacidén de  Xi+Xa
serd mucho mis aproximada que cualquiera de las dos.

Para obtener el generador definitivo se han combinado tres
generadores simples, su combinacidén se maneja correctamente sélo
si son independientes. De hecho, no pueden ser completamente
independientes, puesto que, si los tres primos .son p, 9y a , la
longitud de las secuencias son p-1, g-1 y a-1l; estos tienen
necesariamente el 2 como factor comin. Sin embargo, ellos pueden
ser lo suficientemente independientes para propdsitos précticos,
si no tiene ningGn otro factor en comin. De acuerdo a esto la
longitud del ciclo del generador combinado es: {p~1)(g-1)(~~1)/4,
que en nuestro caso es aproximadamente: 6.95E+12.

Pruebas aplicadas al algoritmo.

Prinero se aplicé una prueba de series en las salidas del
generador. Es sabido gque un generador de un solo elemento fallari
esta prueba, puesto gque cualquier valor pequefio siempre es seguide
por el mismo valor multiplicado por el multiplicador.

La segunda prueba consistid en simular manos de pdker. Se
realizaron cinco llamadas del generador para formar una mano. Se
acumularon el nimero de manos con todas las cartas diferentes, un
par, dos pares, y asli sucesivamente.

La tercer prueba fue la de corridas arriba y abajo. Las pruebas
para corridas arriba no son independientes de las pruebas para
corridas abajo, asi que se realizaron en forma separada. Se
probaron los primeros cinco digitos en la forma especificada por
Grafton (Wichmann,Hill 1987 (Grafton, R.G.T.)).
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En general, el generador pasé exitoso. Pero, de hecho, incluye
defectos aproximadamente en la proporcién adecuada de casos.: Bien,
no exactamente en la proporcién adecuada, esto seria demasiado
bueno para ser verdad, lo cual de nuevo serfa una falla para un
comportamiento aleatorio (Wichmann & Hill, 1987).

4.1.2 : Payne

Un algoritmo generalizado de retroalimentacién
para cambios de registro

Las ventajas de este algoritmo sobre cualquier otro generador
de nGmeros pseudoaleatorios son las siguientes:

1. Produce niimeros pseudoaleatorios multidimensionales.

2. La longitud del periodo es arbitraria, independiente del
tamafio de palabra de la midquina en la gque opere.

3. . Es més rapide que otros generadores de nimeros
pseudoaleatorios.

4. Puede obtenerse la misma secuencia de nimeros
pseudoaleatorios en cualquier maguina; esto es, los bits de alto
orden de la mantisa de cada nlmero pseudoaleatorio concuerda en
todas las wmiguinas: por ejemplo las series de computadora IBM 360,
SPERRY-RAND-UNIVAC 1108, CONTROL DATA 6000 , Y HEWLETT-PACKARD
2100.

5. Este puede ser codificado en lenguajes compilador (es
portétil) . Este generador de nameros aleatorios es ideal para mini
y microcomputadoras, puesto gue se necesitan para su ejecucién
sblo dos adiciones y un or-exclusivo.

El generador multiplicativo congruencial Lehwer de nGmeros
aleatorios se ha probado para tener un espacioc n no uniforme.
Esta deficiencia es severa para méquinas de tamafio de palabra
pequefia. Como una alternativa el generador de nlmeros aleatorios
(RNG) de retroalimentacion de cambios de registros (FSR) pretende
ser uniforme en un espacio n si palabras de p-bit son divididas en
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n subpalabras.

‘SR con generaclon pélinomial“ -primitiva,
(p 1)/2,. .debe evitarse a
orrldas.' Sin" embargo, 1la

Los generadores

XP+x%1, con' q. pequena o ‘cer: ana
causa de las propled de

cuidadosa selecvca.on, zde rclona 7 nimeros aleatories

mens:.on.
Tal vez las secuencias’ : ven ‘la’ mejor perspectiva para
mejorar en espacio n. El algoritmo‘de ‘Kendall es moderadamente
rapido en la mayoria de las méquinars,/ pero el periodo es fijo para
el tamafio de palabra y es dificil implementarlo en multiprecisién.
Ademds, la divisién para obtener mayor uniformidad en el espacio n
recorta la longitud del ciclo y la resolucién. Este problema es -
intrinseco a las secuencias periédicas. Una secuencia ciclica de m
nimeros, cuando se toma en pares, localiza sélo'm de m® puntos en
un enrejado bidimensional de m por m. En general, el enrejado de
puntos m'm nunca se localizarid en el espacio n por n-tuples
tomados de una secuencia periodica m, es decir, la mayoria de los
productos cruzados estén perdidos. Esta escases en un espacio n
sostiene no uniformidad de todos los RNGs periédicos.
Aparentemente, 1o gue se necesita es un RNG que permita repetir
nimeros dentro de una secuencia de periodo completo. Tales nGmeros
repetidos podrian llenar en puntos m", para algdn n.

Definimos o como el operador ‘or-exclusivo’ que es eguivalente
a la adicién médulo 2. El algoritmo de Kendall se usa para
selecclonar sucesivas n-tuples de la secuencia béasica (al), donde,

e = ak-p+q'e ak«p '

k=p; p+1; ..., dado a x""'

en -un
Yy

Yy el cambio de registro ‘de retroallmentaclén b'\‘sad‘o,
polinomio primitivo .- x"+x"+1 " ; }
ao=al=az=aa=ad=1 prodgce .
Seleccionando S5-tuples; A
los nameros aleatorios:vis

una vez y sélo una vez.e
aleatoria Tausworthe ‘(la.;

85.



Tausworthe especifica).

La idea bajo el algoritmo generalizado de retroalimentacién de
cambios de registro de- nimeros aleatoriqs '(GFSR)‘ es que la
secuencia béasica de -cambios -de’ registroé (al‘) basado en el

trinomio primitivo XP+X%+1 'se inicializaen .j columnas, j<p, con
un retraso, cuidadosamente - seleccionado, entre’ columnas. Por

ejemplo, si elegimos de nuevo el Vtriﬁdmideifi i_t;i\l'ov',x5+xz+1 < oLa

PP PP PP PP
O R PO O O O KB =
[ R = S T S ~ T T P TR =}

0

secuencia-Kendall" para

secuencia béasica de (al) se"corpla'-v‘_‘z‘-n:l la :bpr'ir'ner colurna de 1la
figura 4.2. Para este polinomio en:particular la segunda columna
se formé retrasando la primer  columna . por 25 (25~31=-§,
dependiendo de la orientacién = del ‘circulo’ de bits) posiciones
bit; la tercera columna se obtuvo'’retrasando’ la segunda columna
por otras -6 posiciones bit; y asi sucesivamente hasta gue se han
llenado las 5 columnas.

Puesto gque cada columna obedece a la recurrencia a
a . cada palabra debe también obedecer wk=t.'k_'ml [} vk_p.

Observando cuidadosamente cada v, ocurre una y solo una-vez en
el peri'ézdo completo de 25-1 = 31 nGmeros.

= @
k ak-pwq
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FIGURA 42,7

Secuencia GFSR para el polinomi "4‘;\’?4 i'copvmlnlsosdé -

Haciendo retrasos arbitrarios entre las columnas ¢se asegura
que cada ntmero entre 1 y 2P-1 ocurre una y sélo una vez en cada
periodo? No, pero alguna ‘matriz inicial’ o de inicializacién
(wo,v‘,vz,wa,w4 para X5+x2+1) puede verificarse para \'/er si esta
contiene la propiedad deseable, y segundo, el nGmero de secuencias
diferentes con esta propiedad puede ser analiticamente calculado.

Por claridad proseguimos, utilizando el ejemplo de la figura
4.2. La wmatriz asociada al polinomio X54+x%+1 es :

00001
10000
C = 01001
00100
60010

asi
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'apllcaclones ‘de’ est

°§
]
€
(R ‘EF ’
<
-
a
A3
€
5
A3
g

o.r 0P B

dé 2881 31
matr:.z de recurrencla, WDC:"' " Wo .0 ca
congruente médulo 2 a la matriz identidad. Claramente c, c? c’
R 4 c™® son todas diferentes por virtud del periodo de la
secuencia de cambios de registro. Esto es, para todo Wnck, 1<k<30,
es diferente, s6lo es necesaric que Wo tenga filas linealmemte
independientes. Esto se prueba facilmente. )

El nGmero de secuencias diferentes gque pueden producirse por el
algoritmo GFSR es igual al nGmero de formas diferentes de Wo con
filas linealmente independientes que pueden seleccionarse.

Asignando roar,r,r, y r, para denotar las cihco filas de la
matriz Wo. La fila r puede seleccionarse para ser alguno de los
2°-1 = 31 vectores binarios diferentes de cero. La fila r, puede
ser avlgluno de los 2°-1-1=30 vectores binarios gue -incluye roy el

Despues

vector cero. La fila r, puede ser alguno de los 25-1-3=28 vectores

‘blnarlos que incluyen el vector cero y alguna combinacidén lineal

La fila r. puede ser alguno de los 25-1-7=24 vectores

el algoritmo GFSR, es posible producir

‘ (z —1) (2 )kz -4) (2 -8) (25-16) = (31) (30) (28) (24) (16) = 9 999 360

ira 2 (k inicialmente es cero) .

g ) 1
retraso (a ) para obtener cada columna cle WyreoesW

p_z._'l.
2. k+1.v
S 3. _si, k>p,” k = 1" iniciar.

Ini?ializar,v Woeeenn W usando  una - sSecuencia basica de
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4.73 = k+q.
5. Sl j>p, iniciar j = j~p.
6. or-exclusivo, v, e w.. '
7. Almacenar, v, © wj W

Se observa una tabla de rotacxén de p palabras en GFSR, que se
lmplementa come una funcidén .en: PASCAL ;i-algunos compiladores no
pueden implementar operac10nes 16g1
otros pueden optimizar cdlculo:
aleatorios GFSR pueden ver.l.f cars

de palabra completa, u
s. Sln empbargo, los nmeros
bara validar de nuevo los

resultados.

A. Inicializacién del algoritmo GFSR.

El algoritme. GFSR se éuto'ihiciéliza en el sentido de que las
réplicas de retraso se producen por el mismo procedimiento gue
genera palabras completas. La independencia lineal de las columnas
iniciales se garanfizan si la medida de retraso maxima desde 1la
columna de mds a la izquierda es menor que el periocdo completo,
2P-1 (si la "constante de retraso" entre cada columna es primo
relativo de 2P-1, entonces el retrasc maximo puede exceder el
periocdo completo). Usando este procedimiento, cada p-tuple se
genera {excepto todos los ceros) antes de repetir algtn p-tuple.
Cada columna inicial es un p-tuple y por eso debe ser
independiente de todas las otras. Por ejemplo, en la figura 4.2 la
inicializacién puede hacerse desde el més significante a los bits
nenos significantes (izquierda a derecha), iniciando con [11111].
La relacitén de recurrencia se aplica 25 veces, agui, se obtiene la
siguiente columna [10110]. Unas segundas 25 aplicaciones dan como
resultado ([00010}, unas terceras 25 aplicaciones resultan en
[10101'3; y finalmente, se obtiene (01101)}. La recurrencia se
aplica llamando el GFSR RNG con ceros colocados a la derecha. Cada
nueva ceolumna se cambia a la derecha después de generarse, y la
columna original ({11111] se remplaza a la columna del extremo
izgquierdo. En generadores mis reales {tamafioc de palabra grande),
el periodo completo no se agotard an la inicializacién cumpliendo
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con las condiciones de independencia lineal (aqui, se garantizdé la
independencia lineal porque 25 es primo relativo de 31).

Para facilitar la implementacién, se usa la inicializacién
p-tuple ([111...] en SETR. Sin embargo, el SETR aplica 5000p
retrasos adicionales asi que la columna iniciada [11l1l...] esta
"recurrenciada", también da un patron aleatorio de bits iniciales
antes que todos los unos. Esta "repeticién" adicional es necesaria
para permitir desaparecer lentamente [111...). Los efectos de tal
patron regular aplazan los posteriore p-tuples. Por ejemplo,
[111...], p=98, =27, se transforma en 72 ceros, 26 unos; siguen
45 ceros, 53 unos, etc.. Las agrupaciones de todos los ceros y
todos los unos llegan a ser progresivamente mis pequefios y méas
aleatorios a través de aplicaciones repetidas de la relacién de
recurrencia. La "extincién" de la p-tuple inicial se hace en SETR
aplicando la relacién de recurrencia 5000p veces a valores
iniciales de palabra completa. Debe notarse que si no se desea la
generalidad relativa al tamafio de palabra, entonces 1a
"repeticidén" adicional no es necesaria cuando la inicializacién se
realiza desde el bit menos significante al mds significante. El
bit mas significante ha sido retrasado p DELAY veces, después se
"repite" una vez por cada bit en una palabra p-bit (el bit menos
significante es uno). Esto es, la "aleatoriedad" adicional del
patrdn inicial [111...] se ha realizado sin trabajo adicional.

Fin_almente, SETR regresa un valor para el nfimero de columnas
linealmente independientes disponibles al procedimiento de
inicializacién.

B. Generalidad del GFSR

El ’'paralelo natural de GFSR inmediatamente generaliza a
méquinas L-bit (tamafio entero) independientes de la relacién entre
L y p, esto es, para L<p, ocurrirdn muchos nilmeros repetidos, pero
la longitud del ciclo, m, es atn 2f~1, El caso donde L=3 y
X5+X2+1, de la figura 4.2, se demuestra en la figura 4.3 . Aqui,
2Pt gquplicados diferentes de cero y 2" -1 ceros se producen en
un periodo completo.
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Algoritmo GFSR para. L=3, polinomio x +x°+1

C. Periodo del GFSR.

Es posible un periocdo "ilimitado" sin incrementar el tamafio de
palabra de la mayoria de las méquinas. Por ejemplo, M=2"%
obtiene usando X %x*+1 de la tabla en la figura 4.4. Para
agotar este ciclo requerirfa muchos afios en una computadora muy
répida, es decir, si se generaran 10° nGmeros/seq.,
aproximadamente se necesitarian 10"°  arfios para completar el
ciclo.- Es mds importante para el autor, la repetibilidad de
ndmeros en un periodo completo.

-1 se

D. Pruebas aplicadas al algoritmo.

Se realizaron las siguientes pruebas empiricas en 10,000 datos
obtenidos por el GFSR usando x9"+x27+1, . 15-bits, y 1la
estadistica chi-cuadrada.

La prueba de frecuencias contdé el nGmero de datos que cayeron
en cada una de las 100 celdas iguales en el intervalo (0,1).
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p A {

47 - 5,14,20,21

95 | . 11,17

98 400 11,27

111 10,490
L1240 L gy
170 : 33

250 -
380
476

532"

Polinomios primitivbs;ukffxq+1h p. grande

La prueba de jintervalos cuenta 1la longitud de intervalos éntre
digitos sucesivos escalande el nlmero aleatorio normalizado a
digitos decimales. La prueba se aplica a digitos entre 0 y 9.

La prueba de autocorrelacién calcula el miximo coeficiente de
autocorrelacién normalizado al intervalo 50. La correlacién
aceptable estd en el intervalo (0.03,0.08).

La prueba gz compara la distribucién tedrica de una 1linea
aleatoria en dos dimensiones con 1la distribucién obtenida
empiricamente.

La prueba de series cuenta el nGmero de pares de datos qhe caen
en 100 celdas iguales. Aqui, los pares de digitos decimales se
combinan para dar un entero de 0 a 99. Se aplicé una prueba de
frecuencias a las 100 celdas.

La prueba de corridas calcula la corrida m&s larga, compara la

frecuencia de cada corrida con la distribucién teérica, y el
nGmero de corridas arriba/abajo de la media. El nGmero total de
corridas se compara con el nimero esperado.

La ‘gruega del minimo/méximo de n compara la distribucién
empirica y tedrica de’ los nlmeros minimo/mdximo de n. Se cuenta el
nimero de los extremos para cada una de las 100 celdas y se aplica
una prugba de frecuencias para n = 2,4,6,...,20.
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La prueba bit condicional cuenta el ntmero de bits uno en la
j~ésima posicién dados los j~1 bit previos. Se forma un- &rbol
binario con una rama para cada posicién de bit. El arbol de bits
enumerado se compara con el valor esperado de (-2]-‘)*10,000 = 5000,
Si los bits son de verdad independientes, entonces el ' valor
empirico iguala el valor esperado. -

La prueba de la tranformada finita de Fourier (FFT) prueba para
un plano espectral las estadisticas

1 n HH
u=(s -3/, P =% |a“|z / Tlal®  no=1,2,...,M5,
r=1 r=1
1 M N/2 N par
= = = [ .
s M.,Eop“l M { (N-3)/2, N impar,

¥ la secuencia transformada

N-1
A== N RJ exp(-2nijn/N); n = 0,1,...,N=1;
j=0

RJ = nGmero aleatorio.

La simulacién de la dispersién del experimento compara la
B} distribucisn esperada de aspectos Qe dispersidén con ‘los valores

tedricos esperados. Un punto de la superficie de una esfera se
elige .aleatoriamente esto da un aspecto denso. Este aspecto denso
representa la desviacién de un neutrén después de chocar con un
&4tomo. El1l aspecto denso es inverso al peso de acuerdo a
c(8)=n(1-8/m) :0s8sn., La distribucidn empirica de & se compara con
la tedérica usando una prueba chi-cuadrada con 36 intervalos en
(0,m) .

El algoritmo GFSR para 15 bits se ejecutéd satisfactoriamente en
las pruebas mencionadas arriba, al nivel de 5 porciento de
significancia. Se notaron fallas con n = 8,14,20 en la prueba del
minimo de n. Sin embargo, no se detectd ninguna falla para n =
10,12,16,18 y toda n probada en la prueba maximo de n. Esto es, en
esta prueba se da una indicacién parcial de no uniformidad para

n>6,
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El algoritmo GFSR puede .ser considerado estadisticamente
calificado como un RNG. superior en velocidad y generalidad a otros
contemporaneos. RNG’s : (Lewis & Payne, 1973) .

4.1.3 : Kaplan:(a)

Este es un.generador miltiplicativo para una computadora de 32
bits: L e LT

‘para ].’a'f;ejbecﬁi:ién de ‘este algoritmo debe inicializarse 1la
semilla N‘EWS;ED con ‘un valor impar, ya que esta es argumento de
vaior"t.iel' procedimiento RINIT.

El valor de MULT es bastante grande, cercano al méximo valor
que puede almacenar una palabra de computadora. En el proceso de
la multiplicacién de SEED anterior por MULT, muchos bits se
propagan a la izquierda del espacio disponible para su registro,
una situacién llamada overflow (desbordamiento), pero en nuestro
caso, se descarta intensionalmente la parte mas informativa del
producto. La parte restante, el orden mds bajo de 32 bits tiene la
menor informacién acerca de la magnitud del anterior SEED, afn
cuando este se determiné completamente por los bits del SEED
anterior.

Debido a la parte del producto que se conserva, para todo
propésito practico, no relacionando la magnitud de SEED anterior,
podemoé usar la secuencia de productos generados de esta wmanera,
efectivamente como: no correlacionados, magnitudes distribuidas
uniformemente: necesitamos escalar todos los valores al rango de
0 a 1, dividiendo entre 2! y tomando el valor absoluto
{(Kaplan, 1981).

Pruebas aplicadas al algoritmo
El autor no preseﬁta informacién sobre pruebas de aleatoriedad
realizadas para’ las secuencias de nGmeros aleatorios generadas por

este algoritmb, por .lo que hemos aplicado la prueba de promedios y
la de frecuencias para sustentar con esta herramienta (pruebas de
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aleatoriedad) la uniformidad de las secuencias generadas por el

algoritmo.
La ‘prueba de promedics. Se probé la hipdtesis de gque los
nGmeros siguen un comportamiento uniforme con media = 0.5, conh un

intervalo de confianza del 95% obteniéndose que la hipétesis no se
puede rechazar (figura 4.5).

La prueba de frecuencias. Para una secuencia con N=100b y n=30
intervalos, con intervalo de confianza del 95% donde Xﬁm&ay =
42.56; se obtuvo el estadistico Xﬁ = 26.12. Como Xz < x;;azs la
hipdtesis no puede ser rechazada.

NGmero de observaciones : 1000

Promedio 0.505972

Varianza 0.0862682

Desviacién estandar 0.293714

Mediana 0.52435%

Intervalo de confianza para la media: 95%
Intervalo 0.487742 , 0.524203 999 g.l.

Prueba de hipétesis para

HO: Media = 0.5 Estadistico t calculado = 0.643007
vs H1l: Media = 0.5 Nivel de significancia = 0.520367
con @ = 0.05 no se rechaza HO. .

FIGURA 4.5
Resultados de la prueba de promedios
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4,1.4 : Kaplan (b}~

Para 'c_o’méyﬁtad'oras‘ ‘con  hardware sin restricciones de
multip;ic’a}:iérj‘fiobﬂ con “instrucciones de multiplicacién que no
conservan - bits: de' ‘bajo. ‘orden después del overflow, no es
Gonveniente utilizar. el . método congruencial multiplicativo; en su
lugar se emplea un generador que se basa en una lista circular de
ntmeros de semilia, 'circular en el sentido de gue el primer
articulo sigue légicamente al dltimo. Para generar un entero
aleatorio, el entero aleatorio anterior se adrega al siguiente
articulo y se usa en el entero aleatoric actual; entonces se
escalan a un nmero real entre 0 y 1.

Este generador no sdlo proporciona una semilla de 32 bits, sino
que proporciona una lista completa de ellos, donde al menos uno es
impar. Al contrario de la transformacién extremadamente compleja
de bits dada por el generador multiplicativo, este generador
aplica una operacién aditiva guardando la magnitud del nGmero
actual y un ntmero de la distancia relativa anterior, de este modo
se logra un buen grado de no correlacién entre valores sucesivos.
La lista de 22 no es arbitraria, se basa en la existencia de
ciertas propiedades de polinomios de grado 22, asegurando que la
secuencia alcanza la longitud méxima antes de repetirse. En este
generahor la longitud de palabra tiene muy poco efecto en las
propiedades estadisticas (Kaplan, 1981).

Pruebas aplicadas al algoritmo

Al igual gque para el algoritmo anterior, no se tiene
informacién sobre pruebas de aleatoriedad realizadas para las
secuencias de nGmeros aleatorios generadas,por lo que de la nisma
manera, hemos aplicado la prueba de promedios y 1la prueba de
frecuencias para comprobar en forma estadistica 1la uniformidad de
las secuencias generadas por el algoritmo.

La -prueba de promedios. Se probd la hipbdtesis de gque 1los

96



nimeros siguen un comportamiento uniforme con media = 0.5;

-con - un
intervalo de confianza del 95% obteniéndose gque la hlpétesis no se -
puede rechazar (figura 4.6).

La prueba de frecuencias. Para una secuencia con

intervalos, con intervalo de confiahza del ‘95% " d
42.56; se obtuvo el estadistico xi = 23.54.

‘como X
hipétesis no puede ser rechazada. e

Promedio
Varianza
Desviacién est
Mediana

HO: Media -Estadistico t calculado =.0.768479 "
vs Hl: Media = Nivel de slgnlflcancla = 0.442384
con a. = séirechaza HO.

; "FIGURA 4.6
Resultados de" la prueba de promedios
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4.1.5 : RANECU .
(1/Ecuyer)’ .

i_etapa ‘i usualmente’ se transforma en un
1;"de acuerdo a - : S : ’

U.i = g(si) (2)

=s; para toda i>r (3)

para algiin entero vz0.
*© Es bien aceptado gque para obtener un buen generador, la
eleccién de f y g deberd estar basada en un firme respaldo
teériéo, Yy antes de ser usado para aplicaciones practicas, el
generador deberd someterse a un considerado conjunto de pruebas
tedéricas. Una buena implementacién del generador deberia ser
razonablemente ripida, portatil y wusar poca memoria en la
computadora. .

El generador empleado mds comunmente hoy en dia es el generador
congruencial lineal (GCL) de Lehmer, para el cual

f(s) = (as + c) mod m; g(s) = s/m; (4)
donde el modulo m y el multiplicador a<m son enteros positivos; y

la cofistante ‘c<m es un entero no negativo. Usualmente se elige
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c=0, en cuyo caso el generador se llama generador congruencial
multiplicativo lineal (GCML) y su espacio muestral es § =
{1,2,...,m-1}. El GCLM tiene periodo méximo (p = m-1) si m es
primo y a es un elemento médulo m.

El algoritmo presentado por 1/Ecuyer es una combinacién de
GCMLs y cada uno de ellos satisface las restricciones tebdricas
para la calidad de la secuencia ¢ue genera. Este método de
generacidn es nuevo y produce un generador cuyo periodo es el
‘minimo comin miltiplo de los periodos individuales.

La mejorfa matem&ticamente demostrada de 1los generadores
combinados sobre sus componentes es un periodo mucho mé&s grande.
Mas allda de esto, la combinacién es un intuitivo atractivo
euristico respaldado por las pruebas empiricas y el hecho de que
ciertas patologias demostrables en los componentes no son
aparentes en la combinacién.

El método para combinar varios GCMLs y obtener uno mejor se
basa en los lemas siguientes. El lema 1 generaliza un comentario
informal planteado por Wichmann y Hill.

LEMA 1. Sean W:,...,Wl, variables aleatorias discretas
independientes tal que Wit es uniforme entre. 0 y d-1, donde d es
un entero positivo:

Pr(i = n) =% (5)
Entonces
1
W= [ jgle ] mod d (6)

sigue una ley de probabilidad uniforme discreta entre 0 y d-1.

DEMOSTRACION. Primero mostramos los resultados para 1=2, Sea
W2 discreta (no necesariamente uniforme) entre a y b. Para 0 = n
= d-1, tenemos :

o«
Pr{(W=n) = Y Pr(WiiWz = n + kd)
k=0
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i

- b
L PriWz = 1) Pr(ih = (n-i) med d)
Is=a .

)

2=

12 :
= ¥ Pr(wz = i) =
a3

En. palabras, cualguiera gue sea el valor de i tomado por We,
W=(Wi+Wz) mod d es uniforme entre 0 y d-1.
Para 1>2, se definen las variables aleatorias:

Va2 = (W1 + Wz) mod d
Va = (V2 + W3) mod 4

: Vl = (Vl_‘ + Wl) mod d.

El resultado para 1l=2 implica que todos aquellos V. son
vdiscretos uniformes entre 0 y d-1 puesto gque W=V, esto completa
la demostracidn. n .

LEMA 2. Considere una fanmilia de 1 generadores donde, para
j=1,...,1, el generador j tiene un periodo pJ. y se desarrolla de
acuerdo a

S5 T Ei85,4-0) ™

Entonces el periodo p de la secuencia {S.i = (s: freeerSy g i =
(] r
0,2,2,.¢.}, donde sD=(st of 1Sy a) es una semilla dada, es el
’ L3
minimo comGn mGltiplo de Pyresetby-

DEMOSTRACION. Cada generador individual j tiene periocde pj, asi
que p es un mGltiple de pj para cada- j. S8i algtn entero n es un
mGltiplo de cada p,, entonces claramente Sj4n = S; para cualguier
izp, lo cual implica que psn. .
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Ahora consideremos al caso donde cada generador individual j es
un GCML de periodo midxime con médulo "'j y multiplicador aj H

mod m, (8)

s, ., =f.(s; , =a.,s. .
Gei T E085,0-1) T 2555, 50 5

Combinamos estos generadores como sugiere la ecuacidn (6) con.
d=m1-1. El generador j tiene periodo mj-l donde m es primo.
Por tanto, cada p; = m,-1 pueden igualarse y asi un 'limite
superibr para p estad dado por: s

1

Miy (m; - 1)
p s —1—517%—————— (9)

y este limite se obtiene s6lo cuando todos los valores de (mj—l)/z
son relativamente primos. Durante un ciclo completo, el generador
(1) toma cada valor 1,...,m-1 sélo una vez. Esto es, estipulando
,i-l puede considerarse
como una variable discreta uniforme entre 0 y m -2 por la ecuacién
(5). En adelante,” suponemos gue sx,i""’sl,i son variables

aleatorias independientes con sy 4 uniforme en (1"“’"'1_1)' De
’ .

que el generador (1) es bastante bueno, s,

acuerdo al lema 1,

1 . :
I -uits (10)

Jj=1

z, = |
es como una variable eieétqria' ﬁiséreta uniforme entre 0 ym=2y

Zm
U, = J .
‘ { (m ~1) /m, siz; =0

si‘.z. >> 0
* (11)

es por tanto una buena aproximacién de una variable aleatoria
contin}xa uniforme (0,1) para m, bastante grande.

sélo z, necesita ser uniforme para que el lema 1 sea vValido.
Pero en la practica, Z, no es exactamente uniforme. Por tanto, es
euristicamente mas atractivo para tener todas las Zi tan uniformes

como sea posible.
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A. Presentacién de dos nuevos generadores

De lo expuesto anteriormente y de los resultados. obtenidos en
la bisgueda de implementacines’ portétlles,‘ a: contlnuac:.on se
proponen dos nuevos generadores comblnados Para una longitud de
palabra de b-bit, deseamos m; : s\/—j para todo j, de
manera que cada generador indi ) e implémentarsé en una

y Wichmann. :

Para computadoras 1=2, m1=2147483553,

-—40014 ’ -2147473399 Estos dos GCMLs
1nd1v1dualmente son excelentes de acuerdo a la prueba espectral.
Adenmés, (m ~1)72. = 3x7x631x81031 "Y' (m,-1)/2 = 19x31x1019x1789 son
primos relativos y el- generadot combinado tiene periodo p =
(m,~1) (m-1)/2 = 2. 30584x10

Para computadoras de 16—b1t,
tres ' GCMLs definidos  por .m
m3%31657 y a;=142. Todos ello

sugej;iﬁos =3.y seleccionamos - los

(m-1) /2. = ”zxzx'sxm"‘
génerador combinado ’
8. 12544x10

combinado propuesto para computadoras de’ ]

B. Pruebas aplicadas al algoritmo. v

El generador MLCG se sometid a ‘un comprensible - nGmero de
(1969) Cada prueba
produce un estadistico que, bajo la” hlpotes:Ls nula Ho que el

pruebas estadisticas descritas -eri _Knut

generador es bueno, tiene una distrlbucion ‘de’ probabilidad teérica
conocida. Ademds, cada prueb;_se ha repetldo N veces y 1la

distribucién empirica de los valores de .los estadisticos se ha
comparade con la distribucién tequic'a‘usando la clésica prueba de
Kolmogorov-Smirnov (KS). Esto es; el resultado final es el valor s
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de un estadistico. KS S. Un generador falla la prueba si el nivel
descriptivo. observado s = Pr(Sss|Ho) es "demasiado pequefio".

Se realizaron 21 pruebas diferentes . Estas se describen usando
la notacién de Knuth para sus parédmetros. Agqui, n denota el nGmero
de observaciones durante una corrida dada y N denota el nGmero de
corridas. Estas pruebas involucran billones de nlmeros
pseudoaleatorios y tomaron m&is de 200 en tiempo de CPU en una
VAX~11/780.

(1)' Prueba de equidistribucién, usando -chi-cuadrada, d=64,
n=1000, N=10000. il )

(2) Prueba de equldlstrlbucion,_usahdd°bhifquédrada, d=256, .

" n=10000, N=10000, i

(3) Prueba serial con pares - (2-d1men51onal)
N=1000.

(4) Prueba serial con triples: (3-dimen
N=1000. R

(5)- -Prueba serial con

) n=100000, N=1000.

(6) Prueba de intervalos,

(7) Prueba de intervalos,

(8) Prueba de intervalos,

(9) Prueba de pdker, k=4, d=4, n=1000

(10) Prueba de péker, k=6, d=4, n=1ddoo,

(11) Prueba de pbker, k=6, d=8, n—10000 N 00

(12) Prueba de pdker, k=8, d=16, n-1oooo,

(13) Prueba de colector de cupones, d=5, t=2

(14) Prueba de colector de cupones, d=10,. t= 40,» n—1qooo,
N=1000. S e

(15) Prueba de permutaciones, t=3, n=10000, N=10°°']

(16) Prueba de permutaciones, t=5, n=10000, N=1000.

(17) Prueba de gorridas arriba, n=100000, N=1000. - ‘- . .

(18) Prueba del méximo de t, t=8, d=128, n=10000, N=1000.

64, m=100000,

= 1oooo, N=1000.

(19) Prueba de colisiones, 6 dimensiones, d=8, n=26000; N=100.
=20000,  N=100:

(20) Prueba de colisiones, 10 dimensiones, d=4,
(21) Prueba de colisiones, 20 dimensiones, d=2, n=20000, N=100.



Los resultados de las pruebas aparecen en la tabla 4.1 . Las
semillas iniciales para cada prueba fueron ISEED1=12345. y
ISEED2=67890 (1 /Ecuyer, 1988). : :

pPrueba 8

21 T 0l1019

: TABLA 4.1
Resultados de -la prueba empir:.ca i
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FUNCTION Uniform : REAL;

VAR
2,k : INTEGER;

BEGIN .
k := sl DIV 53668; ' : : i

s1 := 40014 * (sl — k * s:ess) -»k #:122 1,
IF s1 < 0 THEN sl

k := s2 DIV 52774;'~
S2 1= 40692 * (s2 - K * 52774)
IF s2

< 0 THEN s2 := s2.¥

2 := sl - s2; R
IF 2 < 1 THEN 2 := 2, +.2147483562;

Uniform := % * 4.656613E-10
END .

ALGORITMO 4.1
Generador portable para computadoras de 32 bits

FUNCTION Uniform : REAL;
VAR
2,k ¢ INTEGER;
BEGIN .
K~ .:= s81.DIV 206,,,
g1 1= 157.%: (sl - ki* 206) -k % 21’
IF sl <:0.THEN 's1 Bl + 32363,

Casis2

ALGORITMO 4.2
Generador portable para computadoras de 16 bits
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4.1.6 : RANMAR
(Marsaglia - Zaman -~ Tsang)

Este generador, es el primero de una nueva generacién de
métodos  portdtiles VLP (very long period). Tiene un periodo de
2t = 2x10‘3, es completamente port&til, da resultados de bits
idénticos en una maquina con mantisa de al menos 24 bits en la
representacién del punto flotante, (es decir, todas las
computadoras comunes. de 32 bits o m&s). Es bastante r&pido, en
gran parte porque trabaja internamente, en representaéién de punto
flotante.

La propiedad méds excepcional de este generador es la extrema
simplicidad de generar secuencias independientes. El generador
debe ser inicializado dando un entero de 32 bits, cada valor da
origen a una secuencia independiente de longitud suficiente para
un calculo entero. Esto es, el programa puede generar
aproximadamente 900 millones de secuencias diferentes, cada una
muy grande (promedio de longitud ~ 1030).

El algoritmo es una combinacién de una secuencia de Fibonacci
(con intervalos de 97 y 33, y operacidén "substraccién plus uno,
médulo uno'"). La "secuencia aritmética", no es usado en muchos
generadores esténdar, pero resulté ser bastante bueno cuandoc se
combind con otro wmétodo, como la secuencia de Fibonacci con
retrasos, el cual es ya bastante bueno. La combinacidn de las dos
secuencias estd hecha ademds con la operacién ‘"substraccidén plus
uno, médulo uno", y todas las operaciones esté&n realizadas fuera
en punto flotante asumiendo una mantisa de al menos 24 bits. La
tabla inicial de 97 valores esta inicializada utilizando una
combinacién de un método de retrasos de Fibonacci usando 3
atrasos, y un método lineal congruencial con =53 y m=169.

La versién original de Marsaglia y Zaman es igual al que se
presenta, excepto gque ahora se proporciona un arregle de nGmeros
en lugar de uno.

La rutina de inicializacién también se modificé ligeramente. La
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original reguiere de inicializar con: 4’ nimeros enteros pequefios,

ahora se requiere de 5616 uno, entre
1990) .

”Oﬁy'QQQ millones (James,

Pruebas aplicadas al aigoriﬁm

Las propiedades mas importantes generador se resumen el la

na.palabra de 32-bit.

siguiente tabla. La unidad

aleato-  porta- requiere secuencias

riedad bilidad “para independientes
sreiniciar no. x long.
{wd}
buena buena 0% T 100 10° x 10™

complementando la informacién proporcionada por el autor, se
aplicaron dos pruebas de hipétesis a una secuencia de 1000 ndmeros
generados por el algoritmo, la prueba de promedios y la prueba de
frecuencias.

La prueba de promedios. Se probd la hipétesis de que 1los
nGmeros generados siguen un comportamiento uniforme con media =
0.5, con un intervalo de confianza del 95% obteniéndose que 1la
hipétesis no se puede rechazar (figura 4.7).

La prueba de frecuenpias. Para una secuencia con N=1000 y n=30
intervalos, con intervalo de confianza del $5% donde x:gsn
42.56; se obtuvo el estadistico Xz = 33.26. Dado que Xz < X2
la hipétesis no puede rechazarse.

0.95,29
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Nimero de observaciones : 1000-

Promedio 0.495072
Varianza 0.0816008;
Desviacién estandar - 0,285659

Mediana 0.502317
Intervalo de confianza par:
Intervalo 0.47734

Prueba de hipétesis para

HO: Media = 0.5
vs Hl: Media # 0.5
con @ = 0.0

calculado = ~0.545508

a
ivelide-'significancia = 0.585526
e’ rechaza HO.:

FIGURA

4.7

Resultados de la prueba de promedios

4.1.7 : ACARRY
(Marsaglia y Zaman)

Los esfuerzos mis recientes de

Marsaglia y hermanos es una

clase’ bompleta de generadores VLP conocidos como sumar y llevar.

Se hace referencia a esta clase de

generadores generalmente como

ACARRY, peroc la variacién particular que se propone aqui es

actualmente substraccién y pedir
subrutina propuesta es RCARRY. El
método de Fibonacci, pero con el
acuerdo a si la suma de Fibonacci
b&sica es:

Xn = (Xn-r t Xn=s

donde °r>s son los retrasos, y ¢

prestado, y el nombre de 1la
algoritmo es muy semejante al
agregado de un bit extra, de
fue mayor que uno. La férmula

t ¢c) mod b

es un bit agregado, igual a
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cero a menos gque la suma fueée mayor que b, este estd en uno de
los bit menos significatives. El ‘tamafio ‘de palabra b puede
élegirse igual a 2, en cuyé cas'o'gen"era bité‘aleatorios, o un
nGmere mas largo (usualmente‘ una potencia de dos) para generar
nimeros mis largos. En el ejemplo bfopqesto, se considers b=2"
para generar nGmeros de 32 bits en punto flotante con mantisas de
24 bits.

como en el método de Fibonacei, .r y s se eligieron de un
conjunto de niimeros para los cuales se conoce que el método
produce un periodo muy largo. Y este algoritmo también requiere
acumular las r semillas anteriores. Para b=2%*, una eleccién
conveniente es r=24 y s=10, lo que da un perjodo séloc de un
factor de 48 més pequefio que el nGmero de diferentes estados que
pueden representarse por 24 nGmeros de 24 -bits, lo dque es

ST
°6=

El estado del generador en algGn momento puede

24
(2*") . Esto es, el periodo para el generador dado es = 2

especificarse por los valores de 24 enteros de 24 bits mas dos
enteros pequefios y el valor del bit de acarreo, el cual puede ser
" asignado facilmente en una 25" palabra.

Resumiendo, es necesario inicializar el vector de 24 semillas
(punto flotante) asi como -los dos indices 1I24 y J24, como en
RMARIN, y el valor de  RCARRY tanibién debe - inicializarse, pero
puede ser iniciado con cero. lLa ’ihiciaiizacién normal es o por
default (lo que producira 'siempre la misma secuencia) o por
introduccidén de un entero (24 bits‘: o mends) de - los cuales cada
valor inicia una secuencia mﬁy 1ai:'ga (= 10160) la cual no

coincidira con ninguna otra (James, 1990).

Pruebas aplicadas al algoritmo

‘Las propiedades mis importantes del generador se resumen el la
siguiente tabla. La unidad "1 wd" significa una palabra de 32-bit.
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aleato- porta-- ‘periodo requ1ere:- requiere secuencias
riedad . bilidad L aprox.:-: i opara; .. independientes

= Lo O reiniciar no. x long.
dlwd]r

9 161

buena = buena lzéf‘. 10° x 10

En la misma forma gue en el’ algoritmo anterior bhemos
complementando la informacidén proporcionada por el autor,
aplicando dos pruebas de uniformidad a una secuencia de 1000
nGmeros generados por el algoritmo, la de promedios y la Qe
frecuencias.

La prueba de promedios. Se probd la hipdtesis de gue los
niimeros generados tienen un comportamiento uniforme con media =
0.5, usande un intervalo de confianza del 95% se obtuvo gqgue la
hipdétesis no puede rechazarse (figura 4.8).

La prueba de frecuencias, Para una secuencia con N=1000 y n=30
intervalos, con intervalo de confianza del 95% donde xigszg
42.56; se obtuvo el estadistico xs = 27.14., Dado que x: < x2

. 0.95,29
la hipétesis no puede ser rechazada.

NGmero de observaciones : 1000"

Promedlo ;0. 496503
Varianza h

s o5y,

1.999:g.1.
Prueba de hipétesi e ! SN
HO: Media = Estadistico t calculado = -0.388534
vs Hl: Media # Nivel.de significancia = 0.697704
con.a’'=:0. 05 no. se rechaza HO. :

FIGURA 4.8
Resultados de la prueba de promedios
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4.2 CARACTERISTICAS

Como se ha sefialado en el capitulo 2, un buen generador de
nfimercs aleatorios debe generar secuencias que correspondan a una
distribucién uniforme, qgue ocupe un espacio minimo en memoria, que
sea rédpido y que tenga periodo grande, gue sea capaz de repetir la
misma secuencia y que sea portable.

De acuerdo a la informacidén proporcionada por los autores de
los algoritmos presentados agui, cada generador satisface cada una
de estas caracteristicas en forma satisfactoria.

El comportamiento uniforme @de las secuencias ha sido probado
por los autores, utilizando para ello algunas de las pruebas que
ya hemos mencionado en el capitulo anterior, para visualizar esto
se ha agregado a la programacién de los algoritmos un médulo de
graficacidén, donde se muestra a través de un diagrama de barras la
frecuencia de los nimeros aleatorios generados, de manera que
podamos ver gréaficamente las variaciones en la uniformidad de las
secuencias generadas. De esta forma se advierte que la mayor
variacién de comportamiento la presenta el algoritmo de Wichmann y
Hill, y en el resto de las secuencias generadas por los otros
algoritmos se detectan 1ligeras variaciones con respecto a la
distribucién uniforme.

Por lo que se refiere al espacio en memoria, cinco de los
generadores tienen como base el método congruencial de Lehmer, que
por su regla recursiva ocupa un minimo de memoria en 1la
computadora; la velocidad de ejecucién, es bastante buena y
aproximadamente la misma en todos, de acuerde a la informacién
proporcionada por los autores, el mayor periodo lo tine el
generador RCARRY y este es de 10" y el minimo es el de RINITMULT
Y RINITADIT con 2.14748x10°, el calificativo aplicado a 1la
periodicidad depende de 1la aplicacién que deseemos darle al
generaéor.

Con todos estos algoritmos podemos volver a obtener 1la
secuencia excepto en el de cambios de registro, que tiene una
inicializacidn aleatoria; y el cédigo en todos es fAcilmente
portable de una méquina a otra.
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4.3 DESVENTAJAS

_ En general, las secuencias géneradas‘ por - los algoritmos
presentados tienen caracteristicas »rnu& satisfactorias de
aleatoriedad, y son muy similares “en cuanto a velocidad,
portabilidad y en requerimientos de memoria. )

El -ralgoritmo de Wichmann y Hill es .el que presenta mayor
variacién en su distribucisn, y en el tiempo de generacién es
ligeramente mayor al de los otros algoritrﬁos.

Todos ellos permiten repetir la secuencia de nlmeros a
excepcién del algoritmo de Payne, que se inicializa con valores
aleatorios y por ello la secuencia generada es diferente en cada
ocasidén que se utiliza el algoritmo, en este caso esta es la
desventaja que se le observa.
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CAPITULO 5

EVALUACION DE LOS ALGORITMOS

En el presente capitulo se realiza una evaluacién de los siete
algoritmos tratados en esta investigacién; después de haber
estudiado cada uno de ellos, identificando los métodos vy
caracteristicas que los definen.

Para llegar a la fase de evaluacién de los algoritmos, se ha
trabajado sobre cada uno de ellos cuidadosamente, identificando
sus bases, el método respectivo que utilizan los autores y sus
caracteristicas; todo esto basado en la descripcién que da cada
autor sobre su propio algoritmo. Con estos elementos se ha tratado
de identificar las desventajas gque como generadores de nlmeros
aleatorios pudieran presentar. En el capitulo anterior ya hemos
hablado sobre estos aspectos.

Un algoritmo es una serie de pasos ordenados gue nos ayudan a
resolver un problema, para poder realizar cualquier actividad del
tipo que ésta sea es necesario llevar a cabo un conjunto de
acciones que nos permitan al final de ellas ver concluida la
actividad deseada, para obtener un generador de nlmeros aleatorios
que ademéds sea un buen generador, todos estos pasos deben en su
conjunto, satisfacer los sigulentes aspectos:

1.Generar secuencias de nGmeros gue correspondan a una
distribucién uniforme y que sean estadisticamente independientes,

2. que ocupe un espacio minimo en memoria de la computadora,

3. el tiempo de generacién de un numero debe ser el menor
posible,

4. que el periodo de la secuencia sea grande y

5. debe permitir obtener la wmisma secuencia de nlmeros para
poder repetir el experimento.

En nuestro trabajo de investigacidén analizamos siete de los
algoritmos clésicos para generar ntmeros aleatorios. Como punto
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DISTRIBUCION DE FRECUENCIA DE LAS SECUENCIAS GENERADAS
POR LOS ALGORITMOS

frecuencia frecuencia
120
100
80
60
40
20
0|

algoriimo 1

frecuencia frecuencia

8.20,40560.0 1 8.208.40,60.8 1
algaritmo 3 algoritmo 4
frecuencia

120

180

89
[
46,
28|

0 0.20.4 0.6 0, 1 e 0.20.406.68.8 1
algoritmo § algoritmo 6

trecuencia

120,
100|
80
60|
40
20|

6.28.40.60.8 1
algoriimo 7

GRAFICA 5.1

Las secuencias obtenidas presentan una uniformidad en los datos
muy aceptable; la secuencia 4 tiene wuna mayor variacién,
estadisticamente.pequefia ya que satisface la prueba de bondad de

ajuste. Los siete algoritmos seleccionados, de acuerdo a esta
informacién son muy buernos generadores de nGmeros aleatorios.
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final de este andlisis llevamos a cabo una evaluacién de los
algoritmos que como se presenta en el objetivo de la investigacién
consiste en identificar sus deficiencias respecto a las
caracteristicas que debe satisfacer para ser un buen generador de
nameros aleatorios, nos damos cuenta de que cada uno de elleos
cumple de manera satisfactoria con dichas caracteristicas y que
entre ellos no existen diferencias significativas desde el punto
de vista estadistico y computacional; esto significa que son
igualmente confiables y eficientes.

Las secuencias generadas por los siete algoritmos, de acuexdo a
las pruebas estadisticas aplicadas por los autores, tienen un
comportamiento uniforme; para observarlo graficamente se generd
una secuencia de datos con cada algoritmo y se obtuvo su
respectiva grdfica en el paquete estadistico STATGRAPHICS (gré&fica
S5.1); el algoritmo de Kaplan (b) presenta un mayor nivel de
variacién en su distribucién pero no la afecta significativamente.
El espacio de memoria gue ocupan cada uno de ellos es realmente
pequefio, asi como el tiempo que requieren para generar un nfmere
aleatorio. El periodo de las secuencias es grande y los algoritmos
son facilmente portables.

Esto nos permite afirmar que las secuencias generadas por los
siete algoritmos tienen caracteristicas satisfactorias de
aleatoriedad, velocidad, portabilidad y de espacio en memoria. La
tabla 5.1 (a) y (b) muestra los resultados del analisis
estadistico.

Unicamente el algoritmo de Wichmann y Hill es el que
ligeramente presenta mayor variacién en su distribucién y en
cuanto al tiempo de generacién, 6 de ellos tienen periodo muy
similar, aunque se distingue el algoritmo de Marsaglia-Zaman-Tsang
por presentar un tiempo un poco menor al de los otros generadores
(grafica 5.2). Para identificar un punto de evaluacién diferente
al estadistico 6 computacional se realizé una entrevista con
algunos- investigadores gque utilizan los n0meros aleatorios.
Teniendo como puntos de la entrevista el &rea donde aplican los
nGmeros aleatorios, el método que utilizan para obtenerlos y las
caractéristicas que para su caso en particular exigen en un
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ANALISIS ESTADISTICO PARA LAS SECUENCIAS

DE NUMEROS ALEATORIOS
Niuriero de observaciones = 1000
Algoritmo 5: Algoﬁhﬁn 6 Algoritmo 7:
L-Ecuyer Mar-Zam-Tsang Marsaglia-Zaman
Promedio 0493597 ; 0.495072° g - | 0496503
Varianza 0.0815349 0.0816008 0.0810151
Desviacién estandar 0.285543 0285659 . ] 0284632
Mediana 0.486625 0.502317 . 0.514004
Intervalo de Confianza
para la media:  95% »
L1 0475874 - | 0471342 0478836 -

LS. 051132 0512803 - - 1) 0.514169
con 999 gl L . X . R

Prueba de hipotesis para:
HO: Media =0.5
vsHI: Media ' 0.5
al nivel a=0.05

7-0.388534

estadistico t calculado: 070908
nivel de significancia ; 0.478441 - - 0.697704

decision : no se rechaza HO, : nose rcchnzn Ho, *")'no se rechnza HO,

TABLA 5.1 (B)

Se generé una secuencia de 1000 nimeros aleatorios con cada
uno de los generadores y con ayuda del paquete estadistico
STATGRAPHICS se realizé el andlisis de los datos, obteniéndose
la tabla 5.1 (a) y (b), la cual nos muestra las medidas
estadisticas m&s importantes. Se hizo una prueba de hipétesis
para probar gque la media de los valores generados en el
intervalo (0,1) tienen una distribucién uniforme con una media
de 0.5, con un intervalo de confianza del 95% la hipétesis no se
rechaza en ningGn caso, lo que significa gque las secuencias
tienen una distribucién uniforme, como se ha venido afirmando.
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ANALISIS ESTADISTICO PARA LAS SECUENCIAS

DE NUMERQS ALEATORIOS
Niunero de observaciones = 1000
Algoritmo 1: Algoritmo 2: Algoritme 3; Algoritmo 4:
Wichmmm-}lﬂl Payne . Knplnp (a) Kaplan (b)
Promedio 0.488034 049399 : 0.505972 0.499479
Varinnza 0.0868991 0.0846985 0.0862682 0.0843466
Desviacién estandar 0.294787 0.29103 0.293714 0.290425
Mediana 0.485549 -.| 0.484664 0.524359 0.514453
Intervalo de Confianza
para la media: 93 %
LL 0.469737 0.475926 0.487742 0.481452
LS. 0.506331 . 0.512054 0.524203 0.517505
con 999 g1 E
Prueba de hipotesis para;
HO: Media=0.5
vs Hi: Media ' 0.5
ol nivel 2=0.05
estadistico t cateulado: -1.28367 -0.65305 0.643007 ~0.0567739
nivel de significancia .199555 0513875 0.520367 0.954737
decision : o se rechazs HO, no se rechaza HO. 1o se rechaza HO. no sevechaza

TABLA 5.1 (a)
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tiempo

15

12

0.172 3 -4 5 6 7
. Algoritmes

GRAFICA 5.2

La grafica muestra los tiempos de generacién (centésimas
de segundo) para una secuencia de 1000 nimeros aleatorios
de cada uno de los generadores.

Los tiempos de generacién son muy parecidos entre si; la
graficacidén de ellos nos muestra uniformidad, de entre los
siete generadores se destaca el generador nGmero 6 que
presenta un tiempo un poco menor al de los otros.
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generador de nfimeros aleatorioes. La informacién que nos
proporcionaron nos lleva a afirmar que en la actualidad, debido al
avance tecnoldgico, los generadores de nameros aleatorios que
ofrece el mercado de software son altamente confiables; por lo que
el investigador los utiliza directamente, sélo en aplicaciones muy
especiales se detiene a analizar la periodicidad gue ofrece el
generador, por ejemplo en la simulacién browniana. Actualmente,
presenta un mayor punto .de ihterés’ - la generacién de nGmeros
aleatorios con distribuciones dlferentes a part:l.r de una secuencia
aleatoria uniforme. -

El software desarrollado a ia par de esta investigacién
contiene una seccién donde se genera una secuencia aleatoria
uniforme con cualquiera de los siete algoritmos estudiados, y otra
donde se pueden obtener secuencias aleatorias-con cinco de las
distribuciocnes mds importantes:

1. Binomial, esta distribucién es muy Gtil en las &reas de
inspeccién de calidad, ventas, mercadotecnia, medicina e
investigacién de opiniones entre otras.

2. distribucidén de Poisson, en esta la variable aleatoria
representa eventos aleatorios que ocurren de manera independiente
con una velocidad constante en el tiempo o en el espacio, algunos
ejemplos tipicos son el nimero de personas que llegan a una tienda
de autoservicio en un tiempo determinado, el nilmero de defectos en
piezas similares para el material, el nGmero de bacterias en un
cultivo, el nimero de solicitudes de seguro procesadas por una
cdmpania en un periodo especifico, etc, esta distribucién es
principalmente un modelo de probabilidad para analizar problemas
de lineas de espera.

3. distribucién Normal, esta distribucién es muy importante en
la aplicacién de la inferencia estadistica en el analisis de
datos, gran nimero de estudios indican que proporciona una
adecuada representacién de las distribuciones de una gran cantidad
de variables fisicas, por ejemplo en datos metereoclégicos como la
temperatura y la precipitacién pluvial, mediciones efectuadas en
organismos vivos, calificaciones en pruebas de actitud, mediciones
fisicas en partes manufacturadas, errores de instrumentacién y

119



wtras. desviaciones de las normas establecidas, etc.

4. distribucién Uniforme, esta distribucién representa eventos
que toman vélpres dentro de un intervalo infinito, de manera gue
estos-'se’ encuentran distribuidos “igualmente sobre el intervalo.

5. distribucién Weibull, esta distribucién se usa basicamente

en el. drea de. confiabilidad para - modelar 1la relacién entre
distintos componentes de materiales.
* 'En conclusién, se presenté el pagquete de computacidén que consta
de dos médulos, uno que nos permite generar una secuencia de
nmeros aleatorios con distribucién uniforme a partir de siete de
los algoritmos cl&sicos utilizados para ello y otro donde se
generan variables aleatorias con distribucién Binomial, Poisson,
Normal, Uniforme & Weibull. En el primer mdédulo el usuario tendra
opcidn para proporcionar la semilla, si elige esta opcién tendra
acceso a los algoritmos que tienen esta flexibilidad, de no desear
esta opcién la secuencia se generara con el algoritmo que tenga la
semilla establecida., Si se introduce la semilla el paguete dara al
usuario el periodo méximo alcanzado por el generador con esa
semilla y la secuencia de valores aleatorios si es gque al usuario
le satisface el periodo. Una vez generados los valores, el usuario
podrd ver el diagrama de barras gque representa la frecuencia de
los datos generados -y podrd escribir los valores en archivo o en
papel.

En el segundo médulo se genera la secuencia de nimeros
aleatorios a partir de uno de los siete algoritmos del primer
médulo, dejando la posibilidad de que sea seleccionado por el
usuario. La salida de los datos puede hacerse por archive o solo
por pantalla.
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CONCLUSIONES

Los. generadores de nlmeros aleatorios de Wichmann y Hill,
Payne, Kaplan, l’Ecuyer, Marsaglia, 2Zaman y Tsang presentados en
este trabajo, de acuerdo a los estudios que estos investigadores
han realizado, muestran aleatoriedad y uniformidad en las
secuencias que generan; en forma adicional y una vez programados
estos algoritmos, se obtuvo una secuencia de cada uno de ellos y
se aplicé una prueba de promedios por lo que pudo comprobarse
directamente que las secuencias se ajustan a una funcién de
distribucién uniforme. Se generd una secuencia de ndmeros para
cada uno de los algoritmos tomando el tiempo de proceso,
resultando que las diferencias en el tiempo de generacién son muy
pequefias, siendo ligeramente mas rapido el algoritmo de
Marsaglia-Zaman-Tsang. Estos resultados reflejan la confiabilidad
ofrecida por los siete algoritmos, que pueden ser utilizados en el
desarrollo de aplicaciones con la seguridad de qgue proporcionan
nGmeros aleatorios que cumplen satisfactoriamente con los
requerimientos estadisticos y computacionales.

Si bien es cierto que debide a los avances en el &rea de 1la
computacién podemos contar con calculadoras gque tienen integrada
una pequefia funcién generadora de nmeros aleatorios, y con
paquetes estadisticos que generan nimeros aleatorios uniformes o
con alguna otra funcién de distribucién, de probabilidad el
material desarrollado durante esta investigacién es una
herramienta que ofrece la misma confiabilidad que aquellos y podré
ser mis accesible para los estudiantes gue 16 requieran por ser
propiedad de la universidad.

Existen investigaciones cuyos estudios emplean nfineros
aleatorics con una funcién diferente a la uniforme, pero la
generacién de nimeros aleatorios uniformes no pierde su
importancia debido a que para generar cualquier distribucién de




probabilidad es necesario contar con un generador de niimeros
aleatorios uniformes y una funcidén que a través de un método de
transformacién nos permita generar la distribucién deseada.
Considerando esta necesidad, el programa que se ha desarrollado
contiene un médulo donde se generan nGmeros aleatorios con las
distribuciones consideradas entre las mids importantes para la
investigacién: Binomial, Poisson, Normal y Weibull, incluyendo la
distribucién uniforme para un intervalo (a,b); de forma que puedan
utilizarse en las investigaciones que requieran de ello.



ANEXOS



RANDOM

Este programa de computacién contiene los siete algoritmos
analizados en el trabajo. El material ofrece la posibilidad
de generar nGmeros aleatorios y almacenarlos en archivo de
datos o ,en caso de generarse una cantidad pequefia de ellos,
pueden verse en pantalla tUnicamente. Posteriormente se
presenta el diagrama de frecuencias de los valores de 1la
secuencia.

Dada la gran importancia que también tiene la generacién
de niimeros aleatorios con distribucién no uniforme se incluye
la generacidén de nameros aleatorios con las distribuciones de
probabilidad: Binomial, Poisson, Normal, Weibull y la
Uniforme en un intervalo (a,b).



pantalla No. 1
GENERACION DE NUMEROS ALEATORICS ]

1. Distribucidn uniforme (0, 1)
2. Distribuciones no unifermes
3. Salir

Dpeidn ¢

Se tiene acceso a dos importantes secciones: la primera se
refiere a los siete algoritmos que generan nlGmeros aleatorios
uniformes en el intervale (0,1); y la Segunda, a la
generacién de nimeros aleatorios con distribuciones de
probabilidad no uniformes; estas son cinco distribuciones que
se encuentran entre las mis importantes. utilizadas en las
dreas de investigacién: Binomial, Poisson, Normal, Weibull, y
Uniforme

Seleccionando la opcién 1 o 2 la siguiente pantalla sera
la nGmero 2. En todas las pantallas la opcién salir implica
abandonar el programa.

Pantalla No.2
GENERACION DE NUMERDS ALEATORIOS ]

1.~ Generar Nimeres en Pantalln
2.— Guardar Niimeros en Archivo.
3.— Recuperar Nimeros de Archive.
4.~ Selir.

Opeidn ¢

Los nimeros generados pueden ser almacenados en un archivo
de datos o pueden ser presentados sdleo en la pantalla. Si en
alguna ocasién anterior se almacenaron en archivo estos
pueden recuperarse y verse en pantalla y si fueron generados



con cualquiera de los siete algoritmos generadores de nlmerocs
uniformes puede verse su diagrama de frecuencias.

Si seleccionamos la opcién 1 o 2 la siguiente pantalla
serd la nlGmero 3. La opcidén 3 significa gque tenemos datos
almacenados en disco y tendremos a continuacién la pantalla
nameroc 8.

En caso de (generarse ndmercs con distribucién de
probabilidad no uniforme se presenta a continuacién la
pantalla No.10.

Pantalla No.3
GENERACION DE NUMEROS ALEATORIOS J

Disteibuclén uniforme (0, 1)

1. Introduce semilta
2. Semilla por omisidn

Dpeitn +

Algunos algoritmos nos permiten proporcionar la semilla
del generador, esto nos da la facilidad de variar nuestra
secuencia de datos alimentando el generador con una semilla
diferente en cada corrida del programa. Si deseanmos
introducir semilla nuestra siguiente pantalla serd la numero
4, en caso contrario tendremos la nimeroc 9.



Pantalla No.4
GENERACION DE NUMEROS ALEATORIOS

Distribucién uniforme (0, 1)
Introduce semilla
3.- Kaplan (a)
6.— Marsnglin~Zaman-Tsang
7.~ Marsaglin-Zaman
8.— salida

Generudor que desens utilizar:

Estos tres algoritmos pueden ser inicializados con una
semilla seleccionada por el usuario, recordando que sélo se
modifica la secuencia generada, sin alterar el periocdo de
ésta.

Pantalla No.5

= ]

La condicién con la gue debe cumplir esta semilla es la Qe
ser un nlmero entero e impar.

Pantalla No.é6

Cuantos nitmeros a generar:

Por Gltimo se pregunta al usuario la cantidad de nGmeros
aleatorios que desea generar.

Si elegimos almacenarlos en archive se presenta 1la
siguiente pantalla, si no ha sido asi, inicia el proceso de
generacién y la secuencia va apareciendo en la pantalla.



Pantalla No. 7

1.- Archivo Por Defauit

2.- Archiva De Usuarla

Opcion :

Si:en' la pantalla niimero 2 elegimos almacenar los datos en
un archivo en este momento se solicita el nombre del archivo.
El nombre de archivo por omisién esta dado por:

! RNddmmaa
donde dd es el dia del mes, mm es el nimero de mes del afio y
aa son los dos idltimos digitos del afio en curso, ejemplo:
RN311094.RAN. Todos los archivos se crean con extensién
|I.RANII.

Este programa esta en lenguaje Pascal y los archivos
creados son de tipo texto.

Pantalla No.8

f Nombre del Archive @ J

El1 archivo se crea en el mismo directorio donde se
encuentre el programa, y en el nombre s6lo se admiten
caracteres alfanuméricos.

Una vez gue se da el nombre del archivo se generan los
nGmeros aleatorios apareciendo en pantalla la secuencia que
se va generando. En seguida se nuestra el diagrama de
frecuencias (pantalla niimero 11).

Si se estd&n recuperando nGmeros de archive, el programa
indica cuantos datos a encontrado en el archivo y después va
mostrando la secuencia en la pantalla.




Paﬁtalla No.9
[ GENERACION DE NUMEROS ALEATORIOS j

Distribuclén uniforme (0, 1)

1.~ Wichmann-Hill

2.~ e

4.~ Kaplan (a)

4.— Kaplan (b)

6.~ L-Ecuyer

8.— Marsuglin~Zamen—Tsung
7.~ Morsaglin-;

8.— ealida

Generador que descas utilizar:

Estos son los siete algoritmos que generan nGmeros
aleatorios con distribucién uniforme en el intervalo (0,1)

Pantalla No.10
[ GENERACION DE NUMEROS ALEATORIOS ]

Funciones da distribucién de probahilidad

Binominl(n, p)
Poisson(}t)
Narmal(p, o)
Weibull(ce, 8)
Unifarms{n. b)
Salida

bPoprane

Opeién

Se dispone de estas cinco funciones de distribucién, de

probabilidad
Una vez gue seleccionamos alguna de ellas, se procede a
introducir los valores de los pardmetros correspondientes y

aparece la pantalla nGmero 6.



Pantalla No.11

Emaaia 1 x b

 Aleatorio

L1z

L

Diagrama de frecuencias de los nlimeros generados por el
programa, el eje horizontal muestra los intervalos y el eje
vertical las frecuencias.

Este diagrama sélo se genera si la secuencia se obtuvo con

cualquiera de los siete generadores de nimeros aleatorios con
distribucién uniforme.



SIMBOLOS USADOS
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med (h,K)
LA
int(x)
inx
log x
n

SIMBOLOS

unién de conjuntos
interseccién de conjuntos
conjunto vacio
mayor

mayor igual

menor

menor igual
diferente
integracién
sumatoria

valor infinito
multiplicacién

mdédulo: residuo de la diVLSxén entera de XY 4

grados de libertad
desviacidn estandar
or exclusivo
aproximadamente
exponencial de yx

mayor entero menor o 1gual que x

menor entero mayor o- igual que x
x factorial

valor absoluto de x

‘méximo comtn divisor dé h ka

= 3. 1415926535897932385
valor entero de X

logaritmo natural de x
logaritmo base 10 de x
fin de una demostracidn

(el "piso" de x)
- (el "techo" de %)
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