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Introduccion

Supongamos por un momento que el lector es al menos tan ocioso como yo. Ju-
gando con una naranja puede darse cuenta de que no importa en que direccién la
cortemos, €l corte sicmpre resulta circular. Lejos de impresionarse, ¢l lector en breve
llegara a la conclusién de que este fendmeno se atribuye a que la naranja es redonda.
Cabe entonces preguntar si los cuerpos redondos son los 1inicos con la propiedad de
que todos sus cortes son iguales, citculos en el caso de la esfera. Después de hacer al-
gunos experimentos quiza termine con la firme conviccion de que la esfera es la dnica
con esta propiedad y dedique su tiempo a la fructifera tarca de hacer jugo de naranja.
Sin embargo, seguir este camino en matemdticas resulta sumamente peligroso, toda
afirmacién, sin importar que tan obvia pueda parecer, ticne que demostrarse.

Basta con ver un par de ejemplos. Cualquiera quedaria contento con la afirmacion
de que toda superficie tiene dos lados, uno “arriba” y otro “abajo”; cuando en la
primera mitad del siglo pasado Mé&bius construyé una supetficie con un solo lado. O
bien decir que en un mapa no podemos dibujar tres paises de tal modo que la frontera
de los tres sea exactamente la misma. Hoy sabemos gracias a L. E. J. Brouwer que
existen no sélo tres, sino hasta un nimero infinito de ellos, de tal manera que la
frontera de todos coincide. Hay ocasiones en que lo obvio resulta ser verdadero.
Sin embargo demostrar lo obvio puede ser sumatnente complicado, como cjemplo
tenemos el teorema de la curva de Jordan, que sostiene que cualquier curva cerrada
simple divide al plano en dos regiones, la que se encuentra adentro y la de afuera.
Este teorema por muy obvio que pueda parecer no pudo demostrarse hasta este siglo.

Algo similar sucede con nuestro problema inicial. La conjetura de Gromov afirma
que efectivamente el tnico cuerpo con la propicdad de que cualesquiera dos de sus
cortes son iguales, es la esfera. Para demostrar esto tendremos que usar mateméticas
muy avanzadas: la teorfa de haces fibrados. Esta teoria representa avances fundamen-
tales en topologia algebraica, y no surge ¢l concepto preciso de haz fibrade sino hasta
los afios cincuenta. Con csta enorme herramienta intentaremos dar una respuesta a
la conjetura. Como adelanto, €l lector puede cstar tranquilo, al menos en ol espacio

tridimensional en que vivimos, su intuicién no fall.



Capitulo 1

Haces Fibrados

1.1 Motivacion

La herramienta principal en el desarrollo de este trabajo serd el uso de la teorfa
de haces fibrados. Para una mejor comprension de las secciones siguientes darenios
aqui una breve exposicién de Ja teoria bdsica de haces fibrados asi como de los resul-
tados mas relevantes en lo que concierne al presente trabajo. El planteamiento que
seguiremos sera aquel de Steenrodf10], que se ha vuelto el texto clisico sobre haces
fibrados, aunque complementaremos a éste con referencias a los trabajos posteriores
de Eilenberg y Steenrod(2], de Husemoller{6}, y de Porter{9).

Definimos un haz como una triada { £, X, p} donde E y X son espacios topoldgicos
¥y p: E — X cs una {uncion continua, A X le llamaimos espacio basc, a £ espacio
{otal y a p proyeccion. Para cada = € X, el conjunto p~! («) es llamado la fibra del
haz sobre 2.

El cjemplo mds sencillo de un haz es ¢l producto topolagico {A x 8, A, p}, donde
p es la proyeccion sobre la primera coordenada. Ademds, en cste ejemplo particular,
cada f{ibra es de la forma {a} x B. Denotaremos por A x B a cste haz.

Ahora definiremos una seccién de un haz {E, X,p} como una funcién continua,
o: X = E, que es un inverso por la derecha de p. Es decir que la composicidn po
es la identidad en X. Se siguc inmediatamente de la definicién que o () € p~! (z).

En nuestro ejemplo anterior las secciones son precisamente las gréficas de funciones

i
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continuas de A en B. Mas explicitamente cada seccidn de {A x B, A, p} es de la forma
(z,f () donde f: A — B es una funcién continua.

Un problema relevante en este trabajo sera determinar cuando una seccién definida
solamente sobre un subconjunto cerrado de la base, puede extenderse a una seccién
global definida sobre la base en su totalidad.

Ahora bien, el ejemplo de haz producto se puso con toda intencidr, para permi-
tirnos dar una primera aproximacion a la definicién de haz fibrado. Nolemos que en
el producto todas las fibras son canénicamente homeomorfas. Pediremos que todas
las fibras sean homeomorfas entre si y que e} haz sea localmente un producto, Es decir
que alrededor de cada punto de la base deba existir un abierto, V, que lo contenga,
de tal manera que el haz {p~'(V),V,p} sea “homeomorfo” al haz {V x ¥,V,m},
donde V es la fibra y 71 es la proyeccion sobre la primera coordenada. Esta nocién
de “homeomotfismo” de haces fibrados quiere decir lo siguiente: pedimos que exista
un homeomorfismo A : V x Y = p~1 (V) de tal manera que el siguiente diagrama

conmute:

VXY h (V)

L} P

Ejemplos de “fibrados” segiin esta definicién son légicamente los espacios pro-
ducto, pero ademds otra gama de espacios, por ejemplo la banda de Mébius, que
localmente es homeomorfa a J % I, o Ja botella de Klein, localmente homeomorfa a
I'x St

En principio, esta primera definicién, puede parecer satisfactoria, sin embargo
la verdadera fuetza que ticne la teoria, es el asociarle un grupo a cada haz fibrado.
Extendamos estaidea. Definamosa B = S' x I labanda normal, y como M ala banda
de Mobius, y sean Vi y V; dos vecindades abierlas conexas contenidas propiamente
en §! pero de tal manera que §' = Yy U V4. Si nos restringimos a cualquiera de las ¥

entonces tanto B como M se ven como el producto I x 1. Lo que determina entonces



cual de las dos bandas obtendremos es la manera de identificar la fibra () a lo largo
de la interseccién de las V;. Para obtener B identificaremos por ambos lados por la
identidad, mientras que para M identificaremos por la identidad de un lado y por el
homeomorfismo del intervalo £ — 1 — ¢ en ¢l otro extremo.

Con este ejemplo podemos ver que la manera de distinguir dos haces fibrados
con la misma base y fibra depende de la manera de identificar la fibra con si misma
segiin un homeomotfismo en las vecindades donde el espacio total es homeomorfo a un
producto. Ademds notemos que los homeomorfismos de un espacio topolégico forman
un grupo bajo la composicién. De esta manera asociaremos a un haz fibrado un
grupo isomorfo a un subgrupo de los homeomorfismos de la fibra, que nos indicara las
maneras permitidas de pegar las vecindades producto del haz. El caso mis general es
cuando el grupo consiste de todos los homeomorfismos de la fibra, y el mds restringido
cuando el grupo estd representado vinicamente por la identidad, entonces es claro que
el haz es globalmente homeomorfo a un producto y en este caso diremos que el haz es
trivial.

Con estos elementos podemos decir que ol grupo de B es {e} y ¢l de M es Z;,
ademds cste 1dltimo es irreducible, es decir, no podemos construir una banda de
M&3bius con menos de dos homeomorfismos del intervalo, aunque nada nos impide
hacerlo si tomamos un grupo mayor de homeomorfismos. El grupo de un haz fibrado
nos da mucho control sobre el tamafio de clases de cquivalencia de cada haz, cosa
que topoldgicamente es muy fécil perder. Topoldgicamente, cuando dos espacios son
homeomorfos podemos considerarlos idénticos, no asi con haces fibrados, pongamos

un cjemplo.

1. Labotella de Klein: Construimos un cilindro I x S ¢ identificamos sus extremos
por la reflexién a lo largo de uno de los didmetros de S, Tanto la base como

la fibra de este espacio son ! y su grupo es Z; generado por la reflexion.

2. Eltoro toreido: Se modifica la construecién anterior al identificar por la rotacién
de 180° de §*, de nuevo la base y la fibra son S y el grupo es Z; ahora generado

por la rotacién,



Estos dos haces, no obstante la coincidencia de los elementos que lo forman no son
equivalentes, pues sus espacios totales son distintos, pero aunque el espacio total del
toro torcido ¢s homeomorfo como espacio 2 §y x Sy, como haces fibrados con grupo
Z, son distintos pues no se puede llegar de uno al otro por medio de rotaciones de
180°, que cs la restriccidn impuesta por el grupo, decimos que son equivalentes cn e

grupo entero de rotaciones de 5'.

1.2 Definicién de Haz Fibrado

El dar una definicidn precisa de haz fibrado nos llevard un poco de trabajo.
Primero serd necesario precisar el concepto de grupo topolégico, y de la accion de
un grupo sobre un conjunto. Una vez hecho esto definiremos haz coordenado, para
finalmente definir haz fibrado como una clase de equivalencia de estos iltimos. Sin

mds preliminares tenemos las siguiente:

Definicién 1 Un grupo topolégico es un grupo (G,0) dotado de una topologia tal

que:
i. la operacidn 0 : G x G ~— G es conlinua,
#, el mapeo g+— g~ es continuo.
Ejemplos de grupos topologicos son:
1. Los grupos abelianos finitos, Z,, con la topologia discreta.

2. El grupo genera! lincal de orden n, denotado por GL,. Este grupa sc puede
representar por las matrices reales de n x n, que a su vez pueden verse como

elementos de %", con la topologia inducida por la métrica en R,

3. Los grupos ortogonal y de rolaciones de R*, denotados por O, y §0, respec-
tivamente, A O, lo podemos representar por las matrices de determinante +1,
mientras que los elementos de SO, son tnicamente las matrices con determi-
nante 1. Tenemos que SO, C O, C GL,, por lo que podemos asignarles la

topologia inducida.



4. Cualquier grupo de Lie. (Un grupo de Lie es un grupo topolégico que ade-
mas tiene estructura de variedad diferenciable, y las operaciones de grupo son

diferenciables.)

5. El grupo §02x$0; es un grupo de Lie. A este grupo lo podemos visualizar como
el toro de revolucidn ya que SO, se puede representar por la circunferencia § L
En vista de que SO, es un grupo topolégico a SO, x SO, le damos la topologia

producto. Esta coincide con la topologia del toro como subespacio de 2.

Queremos ademds ver que es lo que significa que un grupo actiie sobre un conjunto.

En nuestro contexto tanto e} grupo como el conjunto estardn dotados de una topologia.

Definicién 2 Si G es un grupo lopoldgico y Y es un espacio topoldgico entonces
decimos que G cs un grupo topolégico de transformaciones de Y si G actia en Y

homeomorfamente. i.e. exisle n: G x Y — Y continue tal que:
i. nle,y) =y,
ii. 1(9192:3) = n{g1,n(92,y)),
Ademds decimos que G es efeclivo si
ii. p(g,y)=y V yeY=>g=e

Estas condiciones se pueden escribir de una forma més sugestiva. Si denotamos
por gy al elemento determinado por 7 (g, y) entonces las condiciones estipuladas en

la definicidn anterior se convierten en:

iLey=y
i (¢1o9) y=g"lg2-9)
iil.g-y=y V ye¥Y=g=e

En general usaremos esta notacién sin hacer mds aclaraciones. Como ejemplos de

grupos de transformaciones tenemos los siguientes:



1. Redundantemente, los grupos ortogonal y de rotaciones de ®™ actiian sobre ®".

2. El grupo de matsices de n X n con entradas en algin campo K actia sobre
cualquier espacio vectorial de dimensién n sobre £. La accidn del grupo estd
representada por la transformacion lineal asociada a una matriz elemento del

grupo. En particular G, actia sobre R".

3. El grupo Z; sobre la circunferencia. La accidn de este grupo puede ser esencial-
mente de dos maneras, la rotacién de 180°, que coincide con la funcién antipoda,
o bien la reflexicn sobre un didmetro, Mds gencralmente, Z; sobre 5™, actuando

como distintas reflexiones y rotacioncs.

Con estos clementos podemos ahora definir un concepto fundamental en la teoria
de haces fibrados. Una vez establecida la nocién de haz coordenado podremos en-
tonces definir haz fibrado, y muches de los resultades que conciernen a haces fibrados

se resolverdn por medio de sus representantes, los haces coordenados.
Deflnicién 3 Un haz coordenado B ¢s una coleccion de ocho elementos come sigue:

i. Un cspacio topoldgico E, llamado espacio total.

it. Un cspacio topoldgico X, llamado espacio base.
iii. Un mapeo continuo p: E — X, llamado proyeccion.
iv. Un espacio topoldgico Y, llamado la fibra.

v. Un grupo topoldgico cfeclivo de transformaciones de Y, G, Hlamado el grupo del

haz.

<=

i. Una cubierla abierta de X, {V;}, indezada por un conjunto J, donde cada V;

es Humado tna vecindad coordenada.

vii, Paracadaj € J un homeomorfismo ¢; : V; XY — p~'(V;), llamada la funcién

coordenada.



viti, Para cada pareja ordenada i,j € J un mapeo continuo g;; : V;NV; — G,

llamado la funcién de camnbio de coordenadas de i a j.
Requerimos que los elementos de B satisfagan lo siguiente:

1. Que ¢l diagrama

VixY UV

\/

conmute, donde 7, es la proyeccion sobre la primera coordenada. Esto es la

condicién de que £ sea localmente un producto.

2. Si definimos el mapeo ¢jr : ¥ —— p~!(z) como ¢;.(y) = ¢;(z,¥), entonces
para cada parcja ordenada i, j € J el homeomotfismo de Y, definido por q&;,‘,q};,,
coincide con la funcién de cambio de coordenadas g;; (). Denotaremos por Yz

a p~! (z) la fibra sobre z.

3. Como consecuencia inmediata de la definicién tenemos la condicidn de cociclo:
9:5(2)g5i(%) = gii(=).

4. Si hacernos ¢ = j = k entonces obtenemos como era de esperarse g; = e.

Ademis haciendo i = k y despejando de la condicién de cociclo tenemos g;; =

95"
Por comodidad definiremos el mapeo p; : p~'(V;) — Y como
pi(b) = ¢z3(0),

donde = = p(b).

Ahora definiremos una relacién de equivalencia en la clase de haces coordenados.
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Definicién 4 Dos haces coordenados B y B' son equivalentes en el sentido estricto si
sus espacios totales, bases, proyecciones, fibras y grupos son iguales, y sus funciones
coordenadas {¢;} v {qS;} satisfacen:

i §i (@)= 4lbiz  Vzeliny
ii. Las funciones §i;: V; N V] — G asi oblenidas son continuas,

Esto quiere decir que dos haces son equivalentes en sentido estricto si la unién de
sus sistemas de funciones coordenadas forma a su vez un sistema de funciones coor-
denadas del haz. Podriamos entonces emular la definicién de variedad diferenciable
segin Do Carmol[l] y definir un haz fibrado como un haz coordenado con sistema
de funciones coordenadas maximal, tomando como este sistema la unién de todos
los sistemas compatibles segiin la equivalencia estricta. Sin embargo para evitar la

ambigiiedad inherente al decir todas preferimos definir haz fibrado como sigue:

Definicidén 5 Un Haz fibrado es una clase de equivalencia de haces coordenados bajo

la relacion de equivalencia estricta definida en 4.

1.3 Equivalencias de Haces Fibrados

La definicién de cquivalencia estricta nos sirve para precisar lo que es un haz fi-
brado, sin embargo como relacidn de equivalencia es demasiado restringida y por lo
tanto induce una particién muy fina en la clase de haces fibrados, Vamos a debili-
tar sucesivamente las hipétesis de equivalencia estricta para obtener particiones mas
gruesas que permitan mayor libertad a la hora de trabajar con haces fibrados y a
su vez nos permitirin obtener resultados de caracter mds general. El primer caso
serd definir cuando dos haces son equivalentes, Con csto podremos decir cuando dos
haces con la misima base y fibra son el mismo, algo analogo a un isomorfismo cn
algebra o un homeomorfismo cn topologia. Al igual que en los casos que acabainos
de citar necesitaremos definir morfismos entre haces fibrados, de donde la definicién

de equivalencia saldra con naturalidad.
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Definicién 6 Un mapeo de haces coordenados B y B con grupo G es un par de
funciones continuash: E — E' yk: X — X' donde j (z) = p'hp~1(z) y le llamamos

le funcidn inducida por h, de tal manera que se cumple lo siguiente:
i. k lleve la fibra Y, homeomorfamente en lo fibra Y;(z).
i p h(b) =h pl(b)
iii. Siz € VN k' (V) y denotamos por h, la restriccion de b a p~* (z) entonces
la funcién
9 () = 8,3y hebic = Bibedie
coincide con un elemenio de G, y los mapeos asi’ definidos son conlinuos.
Observaciones sobre esta definicién. Dada una funcidn continua entre los espacios
totales, esta induce antomaticamente a su pareja entre las bases y a las §i; por lo
que cuando hablemos de un mapeo de haces, nos referiremos a la funcidn entre sus
espacios totales. En vista de la primera condicién decimos que h preserva fibras,
Ademis como consecucncia inmediata de su definicién tenemos que las §i; cumplen
las siguicntes relaciones:
Gxj () gji () =Gui (z) YzeV.nyn it (V,:) ,
. /- N - Sod fo e
gie (B () 3u; (=) =8y (=) VzeVinh™ (WnY)

Para ilustrar esta definicién y relacionar las §i; de manera mas intuitiva pongamos

(1.1

el siguiente diagrama conmutativo:

h

E E'
P .4
X—X
h

Aliora si, de mancra informal podemos interpretar a §y; con la frase “subo en j bajo
en k", Esta [rase quicre decir que si denotames por jy; la restriceion de f al dominio
V; y rango V; entonces en el diagrama subo por ¢; me traslade por & y proyecto sobre
V. Estas funciones me dicen como es el cambio de coordenadas inducido por h. Con

esta mnemotecnia las relaciones anteriores se convierten en las siguientes:
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1. Cambio de i a j, subo en j y bajo en k, es igual a si subo en iy bajo enk.
2. Subo en } bajo en k, cambio de k a 1 es igual que subo en j y bajo en |,

Lema 7 Sean B y B’ dos haces coordenados con la misma fibra Y y grupo G, y sean
mapeos | X — X' y @ Vin i (V,") — G lales que las §y; cumplen con las
condiciones 1.1 enlonces eziste un énico mapeo de haces h que induce a j y que tiene

a las §i; como transformaciones de mapeo.

DEMOSTRAGION:
sul

Sip(b) == € V;n k™ (Vi) definase hy; (8) = 8} (i (), d; (=75 (),

entonces hy; es continua y p'hy; (b) =h (p(d)). Ahora quercmos mostrar
que las Ay; asf definidas son compatibles. Tenemos quesi z € V;A¥N i

(Vi N V) entonces:

= 8 (5 @), (@) 95 ()5 (0) = & (B (@), s (2D ) =
= ¢ (i (=) giu (8 (2)) s (=) pi (9) = 8} ( (=), s (=) pi () =

= 81 (7 (2)28u (2) 95 (2)pi (=) = ¢4 (B {2), 61 (23 (2)) =
hy; (b)

Por lo tanto las h;; son compatibles y como sus-dominios forinan una
cubierta abierla de E centonces definen una funcion b ¢ E — E'. Ademis
cumplen con:

1. p'h =h p ya que cada una de las h;; lo cumplen.
2. Las §x; son sus transformaciones de mapeo.

3. Es tnica ya que cualquier &' alterna debe scr compatible con las ky;. O
2

Con esta herramienta estamos en condiciones de dar una definicién de equivalencia
de haces coordenados. Es sumamenic importante notar que cuando decimos que dos
haces tienen la misma fibra y grupo, no nos referimos tinicamente a la coincidencia
de estos elementos por separado, sino que ademds, la accidn del grupo sobre la fibra
es la misma, De acuerdo con esto la botella de Klein y el toro torcido no tienen la
misma fibra y grupo, ya que el grupo actia de manera distinta en cada caso. En lo

subsecuente usaremos este término sin mas aclaraciones,
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Definicién 8 Sean B = {E, X,p,Y,G,{V;},{4;}} B’ = { ", X,p,¥,G.{V}} . {#;}}

dos haces coordenados. Decimos que B y B’ son G-equivalentes, o equivalentes en G
si y solamente si existe h : B — B’ un mapco de haces coordenados que induce la

identidad sobre cl espacio base.

En general, cuando no exista confusién, al decir que dos haces son equivalentes nos
referiremos a equivalencia en G. Mencionaremos el grupo cuando sea importante. Por
cjemplo, ¢l toro torcido no es Z;-equivalente al toro normal, pero si son equivalentes
en el grupo entero de rotaciones de S'. Es inmediato verificar que la equivalencia
de haces coordenados es en clecto una relacion de equivalencia. Ademas es una
ampliacion de la equivalencia estricta, ya que dos haces estrictamente equivalentes
son equivalentes bajo nuestra definicidn. Veremos ahora algunos resultados que nos

permitirdn establecer cuando dos haces dados son equivalentes.

Lema 9 Sean B, y B’ dos haces coordenados con la misma base, fibra y grupo. B es
equivalente a B! si y sdlo si ezisten §x;: V; N V{ — G tales que:

Gui () =3ij (z)gji{z), zeVinVinVy

9 {2) =g (@) i (),  zEV;NVAV,

DEMOSTRACION:

Si B y B’ son equivalentes entonces por definicion de equivalencia ex-
iste una funcidn, f : B — B’, que induce la identidad sobre X. Tomemos
a las §i; que define f. Entonces las condiciones 1.1 son precisamente las
estipuladas cn el enunciado del lema.

Resulta al aplicar ¢l lema 7 con k= Idx o

Teorema 10 Sean B y B’ dos haces coordenados con la misma base, fibra, grupo
y vecindades coordenadas. B es equivalente a B’ si y solo si existe un conjunto de
funciones {);} tales que:
AV -G,
gi(@ =X@) " gi(@)Ai(e), VzeViny
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DEMOSTRACION:

Si B y B’ son equivalentes entonces existe [ : B — B’ que induce la
identidad sobre X.

Sca A;(z) =.(i,-_jl (z). Entonces tenemos que por 1.1 §; (z)gji () =
X2y ghi(2) G () = 4 (z)™". Despejando g (z) de la segunda y
substituyendo con la primera concluimos:

g (@) = 25 (=) gt (£) hi ().

Definase §x; (£) = M (£) ™" g¢j (2). Es inmediato verificar que estas
transformaciones cumplen con las condiciones del leina anterior y esto nos
da la equivalencia de los haces. u]

La equivalencia entre haces coordenados nos sitve para identificar haces con la
misma base fibra y grupo. Sin embargo en todo lo que hemos diche hasta ahora
la fibra no ha jugado un pape! demasiado importante en la construccién de un haz
fibrado. Lo que hemos utilizado es que el grupo del haz tiene que ser isomorfo a un
subgrupo de homeomorfismos de la fibra, y hemos dejade que el grupo actiie en la
fibra por multiplicacidn por la izquierda. Lo que nos ha sido fundamental son los
sistemas de transformaciones coordenados, ya que con cstas definimos haz fibrado, y
un cambio esencial en estos sistemas si produce cambios en el haz. Los sistemas de
transformaciones coordenados juegan el papel de las instrucciones para armar un haz.

* Tenemos los pedazos triviales del haz y los pegamos de acucrdo a las instrucciones
implicitas en los sistemas de transformaciones. ;Podremos entonces cambiar una fibra
por otra en la que también acliie el grupo? Esta pregunta se contesta afirmativamente

con el siguiente:

Teorema 11 SiG es un grupo de transformaciones topoldgicas de Y, y {{V;}, {g:;]}
3 un sistema de transformaciones coordenadas en el espacio X, entonces erisle un
haz coordenado B con base X y fibra Y, grupo G, y tal que su sistema de transfor-

maciones coordenadas es preecisamente {{V;}, {9i;}}.



DEMOSTRACION:

Veamos a J el conjunto de indices de la cubierta como un espacio
topologico discreto. Sea T C X x Y x J el conjunto de triadas {z,y, 7) tal
que z € V;. Entonces T es un espacio lopolagico que es la union de los
subconjuntos abiertos disjuntos V; x Y x j, Definimos en T la siguiente
relacién de equivalencia:

(mu )~ v e =, yqu(@) y=v

Sea E el conjunto de dlases de equivalencia asi definidas ysea q: T — £
la funcién que le asocia a cada elemento de T' su clase de equivalencia.
A E le damos la topologia cociente, de tal manera que ¢ sea una funcién
continua. Abora definimos p : E — X tal que p(z,y,7) = 2. SilU es
abierto en X, entonces (pg)~"' (U) = ¢! (p~ (U)) es la interseccion de T
con el abierto U x ¥ x J, y por lo tante abierto en T'. Esto nos da la
continuidad de p, Deliase ahora la funcién coordenada

¢j(¢,y)=q($,!laj) ZEVj, yEY

La continuidad de ¢ se sigue de la continvidad de g. Como p es un
inverso por la derechia de ¢ entonces ¢; mapea V; x Y inyectivamente en
p~U(V). Ahorasi b= (z,y,k) € p~' (¥;) entonces z € V; NV ¥ por tanto
{z,y,4) ~ (2,66 (z)y,7). Esto implica que b = ¢;(z,g;s(z)y), lo cual
demucstra la suprayectividad de ¢;. Con esto demostramos que las ¢;
asi definidas son hiyecciones continuas de V; x Y sobre p~! {V;). Ademis
por la definicion de ¢; obtenemos inmediatamente la conmutatividad al
proyectar, Falta demostrar que ¢; es de hechio un homeomorfismo, es decir
que ademds ¢} es una funcidn continua. Para esto tomemos un abierto
U €V; x Y, basta demostrar que la interseccién de ¥/ con Ve x Y x k es
abierto, ya que la coleccién de estos Gltimos forma una cubierta abierta
de T. Esta interseccidn estd contenida en (V; N Vi) x Y x k que es abierto
en T, Porlo tanto ¢ restringida a este tiltimo espacio se puede factorizar
en la composicidn

VinWi) x ¥ xk—Tvu Vi xY % .k

donde
"(Ityvk) = (I.gjk (I)y)'
debido a que r es continua tenemos que r~? (U} es abierto.

Analicemos ahora los mapeos ¢;i¢i. de ¥ en sf misma. Siy' =
$;19iz(y) entonces por la definicién tenemos que ¢;(z,¥') = ¢i(z,y)
o bien g{z, V', j) = q(x,y,1}, pero este implica que {z,y',5) ~ (T, 9,8) ¥
por lo tanto 3’ = g;; (z) y. Con esto probamos que en efecto las {g;;} son
las transformaciones coordenadas y concluimos fa demostracion a

15
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Este teorema confirma lo que ya habiamos notado con anterioridad, que la fibra en
particular juega un papel poco preponderante en la teoria de haces fibrados. En casos
particulares puede cobrar gran importancia, las mismas transformaciones coordenadas
nos sirven para construir la banda de Mobius, y la botella de Kiein. Serfa un exceso
de ingenuidad suponer que estos dos haces son iguales, despreciando la fibra. En el
caso de Mébius la fibra es el intervalo, mientras que en‘la botella de Klein es §*,
En la teoria general sin embargo no ticne mayor importancia que fibra tenga un haz
mientras el grupo del haz sea un grupo de transformaciones iopoldgicas de él. Ya
que todo grupo topoldgico es un grupo de transforimaciones topoldgicas de s{ mismo,
podemos simplificar nuestro estudio a haces cuya fibra sea ef mismo grupo. Hacemos
esto con el fin de perder detalles superfluos y simplificar nuestio estudio. A los haces

de este tipo les Hamaremos haces principales, Precisando:

Definicién 12 Un haz B = {E, X, p,Y, G} cs un haz principal si ¥ = G y G opera
en Y por multiplicacicn por ls izquierda. Ademds dado un haz coordenado su haz
principal asociado es el haz principal que resulia al reemplazar la fibra por el grupo y

construir un haz seqin lo eslipulado en el teorema 11,

Para verificar que no perdemmos informacidn esencial al substituir la fibra por el

grupo tenemos el siguiente:

Teorema 13 Dos haces con {a misma fibra y grupo B y B’ son cquivalenles si y sdlo

si sus haces principales asociados son cquivalentes.

DEMOSTRACION:

El lema 9 afirma que la equivalencia de haces depende dnicamente de
sus transformaciones coordenadas, y por definicidn utilizamos el métado
descrito en el teorema 11 para construir los haces principales asociados,
En este proceso no se alteran las transformaciones coordenadas, de donde
se sigue el teoreima. 0

La iltima equivalencia que daremos entre haces fibrados sera cn base a sus haces
principales. La particidn inducida por esta nueva equivalencia serd lo bastante gruesa

como para satisfacer nuestros propdsitos.
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Definicién 14 Sean B y B’ dos haces fibrados con la misma base y grupos G y G’

respectivamente. Decimos que B y B’ son asociados si:

i. Eriste un isomorfismo de grupos topoldgicos de G en G'.

ii. Sus haces principales son equivalentes.

Ademds si eziste un epimorfismo conlinuo & : G — G' y conslruimos el haz
B= {B,X,7,G',G"{V;},{4;}}, donde §i; (z) = a(gi; (<)), entonces decimos que
B’ es débilmentc asociado B si B’ y B son asociados.

Las clases de equivalencia de haces asociados son muy grandes, ya que el teorema
11 nos proporciona una manera de construir haces asociados a un haz dado con
cualquier fibra, sujeto inicamente a la condicién de que G opere en ella. En particular
tenemos que un haz y su haz principal asociado son asociados. Ademads si dos haces
asociados ticnen la misma fibra y la misma accién det grupo sobre ésta, entonces los
Yiaces son equivalentes. En los ejemplos que hemos venido manejando, la banda de
Mébius, la botella de Klein y el toro torcido son todos asociados, aunque entre ellos

no son equivalentes.

1.4 Reduccién del Grupo de un Haz
Ahora probaremos algunos teoremas que nos seran de utilidad mas adelante.

Teorema 15 Un haz principal B con grupo G es equivalente en G al haz trivial si y

sélo si admite una seccidn,

DEMOSTRACION:

Si B e¢3 equivalente en G al haz trivial entonces existe un mapeo de
haces fibrados f : X x G — B que induce la identidad sobre la base. En
X x G cualquier funcién constante g : X — G es una seccidn, entonces
tenemos que ¢ : X — E definida como f o g es una seccion en B.
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Sea o : X — E una seccién. Definimos );(z) = p; (o (z)). Entonces
tenemos que
95 (p(8)) pi () = p; (b)
= gii (£) i () = A; (=)
= gji(z) = 4y (z) hi(2)"
Definamos ahora al haz trivial B' = {E', X,7,G,{e}, {Vi},{¢;}} en-
tonces por el teorema 10, B y B’ son equivalentes.

Estamos pidiendo que en un haz principal el grupo actie en si mismo por trasla-
ciones izquierdas, Sin embargo la funcién de G sobre s misma que lleva al elemento
z en gz con ¢ fija es un homeomorfismo, no un isomorfismo de grupos. Entonces,
aunque cada fibra de un haz principal cs homeomorfa al grupo, no tenemos multipli-
cacion dentro de la fibra pues no podemos identificar sus clementos. La existencia
de una seccidn en el haz nos permite identificar de manera continua un elemento en
cada fibra que hard las veces de la identidad, y nos proporcionara una multiplicacidn
dentro de la fibsa. El teorema anterior afirma que esto s posible solamente si ¢l haz
es trivial.

Un resultado, de suma importancia, es determinar si un grupo cociente es un haz
fibrado bajo la proyeccion. Para esto definimos una seccion local en zp € G/If como
una funcién definida ¢n una vecindad de 74 que es un inverso de la proyeccidn. Si
G/H tiene una seccidén local en cada uno de sus puntos entonces decimos que H

admite una seccién local.

Teorema 18 Sean E un grupo lopoldgico y G un subgrupo cerrado de E que admite
una acccion local, H un subgrupo cerrado de G, yp: E/H — E[G tal que p(zH) =
zG. Entonces B = {E/H,E/G,p,G/H,G[Ilo} es un haz fibrade con grupo G/Hy
donde Hy = Qagllg"‘ es el mdzimo subgrupo de If invariante en G bajo conjugacidn.

’
G/Hy actia en G[H por traslaciones izquierdas.

DEMOSTRACION:

Si g1 y p2 son las proyecciones candnicas, entonces tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:



19

n P2

ENIT

5 E\G

donde p1 y p; son continuas. Ahora si U es abierto en E/G entonces
r2' (U) = p;'p~' (U) es abierto en E, pero esto implica que p~! (U) es
abiertoen E/H y por lo tanto p es continua. Ademds p(G/H) = ¢G = zo.
Denotaremos por y a los elementos de G/H y por # a los elementos de
E/H.

Sea f:V C E/G — E una seccién local de 2y, Por definicién tenemos
que pyf = Idy, Construimos B como sigue:

El conjunto de indices J es el mismo £. Para cada b € E definimos
Vi=bV CE/Gy [ : Vy = E como fy(z) = bf (b~'2). Entonces f;
es continua y p; fy(z) = z para toda z € V. Para definir las funciones
coordenadas hacemos lo siguiente:

do(z,¥) = h(z).

Estas funciones son continuas en ambas variables. En vista de que p) es
un epimorfismo podemos escoger g € G tal que pi (g9) = y. Entonces,

tenemos que
p(f(z)9) = h{z)y,
nhE)g) =ph(z)=2

como pp; = p; sc sigue que pdy (z,y) = . Definimos ahora

n(2) =[h(p() 2,

donde ps ¢ p~! (Vi) = G/ H. Tenemos que ps es continua y

pd(z,0)=y
s (p(2),m(z)) =2

Con esto demostramos que ¢, es un homeomorfismo entre V, x G/H y

Pt (W)

Sea z € V3 NV, entonces el cambio de coordenadas
peds (2,0) = £ () [fo (8)a] = [£e(2) Sl w

no es mas que una traslacion izquierda de y por el elemento

g (2) = Le(2)™ fol2)
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gl € G, pero si H no es normal en G entonces G/ H 1o es un grupo. Esta
es la razén por la que necesitamos que el grupo del haz sea G/ Final-
mente definimos las transformaciones coordenadas g como la proyeccidn
candnica de g/, sobre G/Hp. Por todo lo anterior,

B ={E/H,E[G,p,G/H,G/Hs, {Vi},{as}}

es un haz coordenado. . o

Corolario 16.1 Si G tiene una seccion local en E entonces B = {E,E/G,p,G,G}

¢s un _haz fibrado, donde p es la proyeccidn candnica.

Corolario 16.2 El haz B = {E/I,E/G,p,G[H, I/ Hy) tiene como haz principal
B = (E/Ho, E[G,¥, G/ Ho, G/ H}.

Este teorema muestra que con ligeras restricciones un cociente de grupos topoldgicos
es un haz fibrado. Este resultado lo utilizaremos ampliamente en lo subsecuente.
Ahora trataremos el problema de reducir el grupo de un haz. Hemos visto que au-
mentar el grupo no trae mayores dificultades, mientras que si logramos reducir el
grupo de un haz al grupo trivial entonces el haz es necesariamente un haz trivial.
La pregunta que nos planteamos ahora es la siguiente: jDado un subgrupo H del
grupo del haz podemos construir un haz con grupo H de tal manera que el haz orig-
inal sez equivalente en G al haz construide? Y de ser asi, jque implicaciones tiene
esto? Para contestar estas preguntas necesitaremos algunas definiciones adicionales,

las cuales damos a continuacidn.

Definicién 17 Sean B = {E, X, ,Y, G} un haz fibrado, A un subespacio cerrado de
X y H un subgrupo cerrado de G. Siparatodai,j y = € ViNV;NA latransformacion
coordenada, gj; (z) es un elemento de 1, entonces B restringido sobre A es un haz

fibrado con grupo H y decimos que B es un (G, if)-haz relativo sobre la base (X, A).

Las nociones de mapeo, equivalencia estricta y equivalencia, son andlogas a las ya
definidas para haces fibrados, con la condicién adicional que al restringir €l haz sobre

A el grupo se reduce a H.
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Definicién 18 Sea B un (G, H)-haz sobre (X,A) yB' = {E', X,p',G/H,G[Ho} el
haz débilmente asociado a B con fibra G/H; y sea e; € G/H la clase laleral de la

identidad. Definimos la scecién candnica sobre A como
fo(z) = ¢(z,¢0) z€ViNA.
La funcién fj esta bien definida, ya que al estar g;; € H se cumple que:
i (z1¢0) = 6, (2, gi500) = &} (2, e0), zeV;nV;nA,
de donde se sigue la unicidad de fo.

Con estas nucvas definiciones estamos en condicion de probar el siguiente

Teorema 18 Sea H un subgrupo cerrado de G que admile una seccion local. Un
(G, H)-haz sobre (X, A) es (G, H)-equivalente a un (H, H)-haz sobre (X, A) si y sdlo
st la seccidn candnica sobre A se puede extender a una seccidn definida en toda la

base, en el haz débilmente asociado con fibra G/H.

DEMOSTRACION:

Sea B un (G, I)-haz equivalente en G a un (H, H)-haz, y B’ su haz
débilmente asociado con fibra G/Hy. Por el tecrema 10, existen A; : V; —
G tales que:

1L h(z)eHsizeV,nA,
2 gi(e) =X @) gi(R) e e Va,ij

Seaw : G — G/1I la proyeccién candnica. Definimos f (z} = ¢ (z,7(); ().
Entonces si z € V; N V; tenemos que

¢ (@7 (A (2))) = ¢ (2, () 7 (4 (1) = 4 (z, 7 [g15; (2)])
= ¢ (@7 hil2) g (2)]) = G (2 r (N 2D,

pues gi; (z) € /. Por lotanto f estd bien definida sobre todo .X. Ademds,
si € V; N A entonces

¢i (=7 (X (2)) = di . e0) = fo(2).



Finalmente,

Yf(z))==
por lo que concluimos que f es una seccidn de B’ que extiende a la seccidn
candnica sobre A.

Sea f una scccién de B/ que extiende a la seccidn canénica sobre A,
Sea W una vecindad de e; en G/, y d una seccidn local definida sobre
W. Para cada ¢ € G definimos

W, = g,
dp (y) = gd(g7y), YyeWw,

Podemos tomar un refinamicnto de fa cubierta de X' de tal manera que

V; C W, para alguna g € G.
Para cada j escogemos una de cstas g, y definimos X; (z) = dypi f ().

Entonces 7(; (z)) = pif (z). Sea gfi(z) = A; (z)™* gje{x) hi(z). Porlo
tanto tencmos que:
# (g (2) = & () g (o) m (s (@) = s (@) 05 (2Dt ()
=4 (@) B (e) = 4 (e Ai(a) = e

y entonces gf} : NV, — H.

Ahora si z € A, entonces 7 (}; (2)) = pifo(2) = Pid (z,c0) = €0, de
donde se sigue que A; (z) € . Por lo tanto B es (G/H)-cquivalente a
un{H, H)-haz o

Corolario 19.1 Si H admile una seccion local en G enfonces un G-haz sobre X es
equivalente en G a un [f-haz sobre X si y sélo si su haz débilmenle asociado con fibra

G/H admite una seccidn.
DEMOSTRACION:
El corolario es consecuencia inmediata def teorema cuande A = 0.
Este teorema es muy semejante al teorema 15, de hecho aquel puede tomarse como
un corolario del teorema que acabamos de demostrar. La diferencia principal estriba

en que mientras en el primero identificdbamos un elemento que hacta fas veces de la

identidad sobre cada fibra, en este caso podemos identificar una banda sobre el haz
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que corresponde al subgrupo H. Ain asi, nos es imposible identificar los elementos
dentro de esta banda, pero si podemos identificar perfectamente a las clases laterales
de H en G. Esto nos da una especie de multiplicacién, tan burda como el tamaiio
de H. Si M consta tnicamente de la identidad tenemos una multiplicacién de grupo

bien definida, micntras que si /f = G no tenemos ninguna informacién nueva.

1.5 Clasificacion de Haces sobre S*

En esta scccidn estudiaremos un poco mas de cerca los haces sobre la esfera de
dimensién n. Empezaremos por demostrar que todo haz sobre una base contraible es
equivalente a un haz Llrivial. Este resultado nos indica que los primeros haces intere-
santes serdn los haces sobre 5", Debido a que S™ se puede cubrir de manera natural
con dos discos, y estos son contraibles, entonces se puede dar una trivializacién del
haz con inicamente dos vecindades coordenadas. Analizando esta situacién podremos
clasificar los haces sobre §” en base a una funcién definida en el ecuador de la es-
fera. Este teorema de clasificacion serd de vital importancia en la segunda parte de
este trabajo. Ya que vamos a hablar de espacios contraibles, empezemos por definir

homotopia de haces fibrados,

Definicién 20 Dado un haz coordenado B = {E, X,p,Y,G,{V;},{¢;}} definimos
el haz B x I como

BxI={ExLXxL,aY,G{V;x 1} {¢;)
donde g (b,1) = (p(8),) ¥ ¥ (2, ,9) = (4 (5,9),1).

Como consecuencia inmediata de la definicidn tenemos que las transformaciones
coordenadas de B x I cumplen que gj; (z,¢) = g;i (z). Usando el haz B x I pademos

definir homotopia de haces fibrados.

Definicién 21 Sean B yB’ dos haces con la misma fibra y grupo, ho y by dos mapeos
de haces de B y B’. Decimos que ho y by son homotdpicas si eziste un mapeo de
haces fibrados h : B x I — B' tal que h(b,0) = ho(b) y h(b,1) = hy(b). Ak le

Hamamos una homotopia.
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Con esto probaremos el siguiente teorema, que serd de gran utilidad.
Teorema 22 Todo haz sobre una base contraibie es irivial,

DEMOSTRACION:

Sea C un espacio contraible. Queremos demostrar que todo haz prin-
cipal con base € admite una seccidn. .

Sea B = {E,C,p,G,G,{V;},{¢;}} un haz principal. Como C es un
espacio contraible entonces existe una homotopia & : B x I — B tal
que h{b,0) = by h(b,1) C p~! (V;) para alguna j. Sabemos que el haz
{r-1(V;),V;,n,G,G,V;,4;] es trivial y por lo tante admite una seccién
o'+ V; = p7'(V;). Definimos ¢ : C — E como o () = b € Y; donde
hib1)=d (I; (x,l)), donde |, es la homolopfa de C inducida por 4. o
es una funcién continua y p(o (z}) = z, por lo tanto o es una seccién de
B. Entonces por ¢l tecrema 15 todo haz asociade a B es trivial. u]

Corolario 22.1 Todo haz sobre la bola de dimension n es trivial,

Este resultado clisico nos va a permitiv caracterizar todos los haces con deter-
minada fibra sobre la esfera de dimensién 5. Acabamos de demostrar que todo haz
sobre la bola de dimensidn n s trivial, En particular podemos cubrir a la esfera con
dos bolas de dimensién n de manera natural. Sean V; = S" — {z} y Vo = S" — {~z}
donde z es cualquier punto sobre la esfera. Haciendo una analogfa, al punto z le lfa-
maremos polo norte y a —z polo sur. El ecuador de S" scrd el 5! determinado por
la interseccién de S" con cl subespacio de R"+! ortogonal a x. Por el teorema anterior
cualquier haz restringido a V; es trivial. Podemos contraer poco a paco las vecindades
coordenadas, de tal manera que su {rontera sea un §*-! paralelo al ecuador. El haz
quedard determinado por la manera de pegar a lo largo de una banda determinada
por los dos paralelos. Intuitivamente esta banda la podemos hacer tan delgada como
queramos, y por consideraciones de continuidad veremos que podremnos caracterizar
los haces sobre la esfera de acuerdo a la funcién de pegado a lo largo del ecuador. Pre-
cisando, si tomamos zo un punto base sobre $"-!, decimos que un haz coordenado se

encuentra en forma normal si sus vecindades coordenadas son Vi y Vp y ¢12(70) = .

Lema 23 Todo haz coordenado B sobre 5" es estrictamente equivalente a un haz en

Jorma normal.
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DEMOSTRACION:

B es trivial sobre cada uno de las ¥}, por lo tanto existen mapeos
de haces ¢! : Vi x ¥ — B;, donde B; denota la porcién de B sobre V.
Entonces ¢} y ¢} son funciones coordenadas de un haz B' estrictamente
equivalente a B. Si g2(z0) = a enlonces construimos un segundo haz
estrictamente equivalenic a B' fijando ); (z) = €, y X3 {z) = a y aplicando
el teorema 10. Este haz se encuentra en forma normal y concluye la
demostracién. a]

Definicién 24 Si B es un haz en forma normal sobre S™ enfonces definimos ¢l

mapeo caracteristico de B como x = gi2 |sn-t,

Lema 25 Cualguier funcidn continua x : (S™t, 20} — (G,e) es ¢l mapeo carac-

teristico de algin haz coordenado sobre S* en forma nermal.

DEMOSTRACION:

Sear: NV, — 8 la retraccidn que proyecta z sobre la interseccién
de el meridiano que pasa por ¢ y S"!. Definimas g3 (z) = x (v (z)),
gu (2) = ga(z)”', y Rjamos gnn = gn = . Entonces el haz construido
pot el mélodo delincado cn el teorema 11 tiene como funcién caracteristica
ax. o

Teorema 26 Sean B y B' haces coordenados sobre S* en forma normal, y con la

misma fibra y grupo. Sean x y X' sus funciones caraclen’sticas. B y B! son cquiva-

lentes si y solamente si exisie un elemento a € G y una homolopia enire x' yaxa=!,

Si los haces son equivalentes enfonces existen Ay y Ay estipuladas en
¢l teorema 10. Denotemos por j; a la restriccion de }; al ccuador §7-1.
Entonces se sigue que:

X' (2) = pa () x (2 pa (=)™
En vista que y (7o) = X' {0) = ¢ entonces tenemos que g {00) = p2 (20) =
a. Ahora bien, S*! es contraible a 2 sobre cualquiera de los hemisferios.

Esta homotopia me induce una segunda homotopia en G que manda cada
una de las y; en a. Sea

hi: (S"“' x I,zg % I) - (G,a)

la homotopia asi determinada, entonces A {x,0) = ky (z,8) x (2} hq {x,8)"
€3 una homotopia de 1’ en axa™ fijando la imagen de ap en e.
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Supongamos que exisie a € G y que tenemos una homotopia entre x
y axa™. Si definimos X;(z) = a para toda z € V;, entonces aplicando
el teorema 10 tenemos que existe un haz equivalente a B y cuyo mapeo
caracteristico es axa™", por lo que podemos suponer sin pérdida de gen-
cralidad que a = ¢ y que x' es homotdpica a x. Ahora bien, dado que
la imagen de las funciones caracteristicas son elementos del grupo, esta
homotopia implica que ¢! mapeo definido por la multiplicacion x'y es ho-
motdpico a un mapco constante, y pot lo tanto la funcidn caracteristica
se puede extender del ecuador a la totalidad de ¢! hemisferio notte. Si
denotamos por N y S a los hemisferios norte y sur respectivamente y por
n:+ N — G la extensién que acabamos de mencionar entonces podemos
definir una funcién

_J a2 (=) gl )", ze SNV,
o= (e e

M es continua ya que sus componentes son compatibles a lo largo del
ecuador. Ahora bien, si en un haz sobre §" en forma normal restringimos

W al interior del hemisferio sur, .§', con la correspondiente restriccidn en
las funciones coordenadas, obtenemos un haz estrictamente equivalente.
Con esta técnica construimos haces By y Bj estrictamente equivalentes a
B y B, y definimos

h@=e, =65,

entonces tenemos que

gha{z) =M (D) (=), zeWin§

y por el teorema 10, tenemos la equivalencia de B, y BY y por transitividad
la de B con B’ a

Este teorema nos permite clasificar los haces fibrados sobre §”. Acabamos de ver
que la cquivalencia de dos haces depende de la existencia de una homolopia entre las
funciones caracteristicas de cstos. En vista del teorema 13 podemos reducir el estudio
a haces principales, Las {unciones caracleristicas son funciones con dominio §"~! y
contrademinio G. Si G cs arcoconexo, entonces por la independencia de punto base
estas funciones corresponden a elementos de 7,1 (G), y dos funciones caracteristicas
son homotépicas si y sélo si son representantes del mismo elemento de 7,y (G). En-

tonces, el teorema anterior implica que el conjunto de clases de equivalencia de haces
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con fibra S" est&n en correspondencia biunivoca con los elementos de 7,4 (G). Ahora
bien, hay tantas elecciones esencialmente distintas de punto base como componentes
arcoconexas de G. Es en este punto donde cobra importancia la existencia del ele-
mento a del grupo en el enunciado del teorema. Este elemento nos sirve para cambiar
de una componente a otra, entonces existirdn tantas clases de equivalencia de cstos
haces como componentes tenga el grupo multiplicadas por el (n — 1)-ésimo grupo de
homotopia de una de las componentes de G, en vista de que cualquier componente
de un grupo topolégico es homeomorfa a la componente que contiene a la identidad,

Con este resultado damos por terminado el capitulo sobre haces fibrados y estamos

en condiciones de tratar el problema principal de la tesis,
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Capitulo 2

Tomografia

2.1 La Conjetura de Gromov

El matematico ruso Gromov planted el siguiente problema: Supongamos que X,
un cuerpo convexo y compacto en Rt posee un punto p tal que cualesquiera dos
secciones n-dimensionales que contengan a p son congruentes. jEs entonces K la bola
de dimensién n + 17 La intuicion sugiere que la respuesta debe ser afirmativa, sin
embargo, hasta la fecha csta pregunta ha sido contestada sélo de manera parcial, Si
la dimensién del espacio es par se ha confirmado la conjetura; sin embargo no se ha
podido concluir nada cuando esta dimensidn es impar. En este trabajo daremos una
demostracion del primer caso, siguiendo las ideas de Manil7}.

La conjetura es de cardcter evidentemente geométrico; }Qué es lo que la vincula
con la topologia y especificamente con la teoria de los haces fibrados? Intentaremos
traducir el problema geoméirico a uno topolégico, para entonces poder aplicar la
herramienta desarrollada en la primera parte del trabajo. Supongamos que el circun-
centro de K se encuentra en el origen. Si S™ es la esfera unitaria en ! y z un punto
sobre ella, entonces entenderemos por la seccién n-dimensional de K en la direccidén =
como la interseccidn de & con el subespacio de ®°+! ortogonal a z. Denotaremos por
s(z) a este conjunto. Es claro que las secciones en las direcciones z y ~z coinciden.
Tomemos el conjunto de todos los cuerpos congruentes a s (z) que son tangentes a $°

en su circuncentro. La idea principal es que Ia triada formada por este conjunto, la
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funcidn continua que le asocia a cada copia de s(z} su circuncentroy S* forman un
haz. Ahora bien, supongamos que existe K que cumple con la hipdtesis de la conje-
tura de Gromov. El haz se convierte ahora en un haz fibrado cuya fibra es el conjunto
de cuerpos congruentes a s (z) cn R, Para cada punto z traslademos la seccion s (z)
de tal manera que sea tangentc a S® en el punto que determina su direccién. Esto
ge logra tomando el conjunto s(z) + 2. Si hacemos esta operacidn para cada punto
de 5™ entonces obtendremos una familia de cuerpos congruentes tangentes a 8", Por
medio de esta operacidn construimos una seccion del haz fibrado que acabamos de
mencionar. Probaremos que si n es pary s{z) no es la bola de dimension n entonces
no puede existir una seccién del haz. Posteriormente probaremos que si toda seccidn
de I{ es 1a bola de dimensidn n entonces K es [a bola de dimensién n 4 1. Con esto
concluimos {a demostracidn.

El observar que la conjetura sélo se ha probado para n par, puede sugerir una
relacién con el resultado clisico de topologia de que para n par no se puede “peinar”
alaesfera ™. Larelacidn, de hecho, existe y obtendremos este teorema como corolario

de nuestro trabajo.

2.2 Definiciones y Notacién

Denoternos por [uyy al grupo de isometrias de R, por Gu41 a el subgrupo
ortogonal, y por SO,4, al subgrupo de las rotaciones de R™+!. Lntonces tenemos
que SOnyy C Onyr C Inyy Decimos que un cuerpo en el espacio euclidiano R™+!
€3 un cuerpo plano si su cdpsula afin, definida como el euclidiano minimo que lo
contiene, no es todo R**. Sea K un cuerpo convexo y compacto plano en R, y
T'= {m(K);m € I,;1} el conjunto de todos los cuerpos congruentes a K en R+,
A T Je asociaremos una métrica. Para todo X € I definimos el e-engrosamiento de
X como:

Xe= {y eRM ||z —yll <eparaalginz € X}.

Si X y Y son elementos de I' definimos la distancia entre X y Y como:

dp(X,Y)=inf{e|XC Y.y ¥ C X.}.



30

a esta métrica la conocemos como la métrica de Haussdorff, Definimos 7: T — §"+!
la funcidn continua que le asocia a cada convexo en T' su circuncentro. Sea S la
esfera unitaria en £, y §"1 C §" el ccuador de " (la dltima coordenada es
cero). Si z € S™ denotemos por £(z) el plano tangente en z. Llamaremos Iy =
{K €T |7(K) € S", K € E(r(K))} al subconjunto de T' de los cuerpos congruentes
a K que son tangentes a §™ en su circuncentro. Ahora bien, definimos un campo de
cuerpos congruentes a K tangente a S™ como una funcién continua 7 : §" — Ty que
cumple con la condicién de que r(y(z)) = z. Es decir, con ¥ vamos a escoger un
iinico cuerpo congruente a K de todos los posibles tangentes para cada punto de la
esfera. La triada {['o, S",7) forma un haz y la existencia de un campo de cucrpos
congruentes a J{ tangentes a S™ es cquivalente a la existencia de una scccion del haz.

Sea {€1, €2,y €ns1} la base canénica de R+, y R* ¢l subespacio generado por los
primeros k elementos de la basc, Oy ¢l subgrupo de Onyq que actiia como la identidad
¢l subespacio ortogonal a ®*, Tomemos Ko € I'p un elemento tal que r(Ko) = eny1,
y definimos Gy = {0 € On | 0(Ko) = Ko}, Decimos que Ip es totalmente simétrico
si y s6lo si Gy = 0. Se puede verificar que los tinicos cuerpos convexos y compactos
totalmente simétricos son los puntos y las bolas de dimensién n.

La existencia de un cuerpo que cumple con que todas sus secciones son totalmente
simétricas equivale a que el haz de cuerpos congruentes a una de sus secciones tan-
gentes a S™ admita una seccién. Es cierto que una seccion de un cuerpo centrado en
el origen no tiene porque estar centrada en el origen, y por lo tanto el circuncentro
de s(z) + z no ticne porque ser z. Esto implica que s(z) + = no es un elemento
de Tp. Esto no representa problema alguno, ya que con una traslacién adecuada
podemos hacer coincidir el circuncentro de cada seccién con el punto que determina
su direccidn. En vista de que existe un arco en I' entre un elemento y eada uno de
sus trasladados; si existiera una seccién de el haz de cuerpos congrientes tangentes a
8™, entonces podriamos deformar esta a una seccién del haz de cuerpos congruentes
tangentes a S™ en su circuncentro, es decir del haz {Tq, 5,7}, Demostraremos que si
n ¢s pat, este haz admite una seccidn vinicamente en el caso de que K sca totalmente
simétrico.

Nos detendremos un poco en dar la definicién de una funcidn que serd de vital
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importancia en €l problema. Definiremos ¢ : S®—{—en41} = S04 como la rotacién
que lleva e,41 €n x por la geodésica que fos une. Matricialmentesi z = (a1, agy ...y Gn41)

entonces ¢ esta determinada por:

@y
i e a;a; a2

dlay=| 7 1Hawm
an

—0; —az -+ —d, {ﬂuﬂ

donde §; cs la delta de Kronecker. La funcién ¢ tiene las siguientes caracteristicas:
1. det{¢(z)) =1
2 4@ = ¢ (o)
3. Las columnas de ¢ () forman una base ortonormal de R+,

Adicionalmente definimos

0 o
Iy 130 HE
A=4(c) = 0 0

0 -0 [-T'D
0 --- 0 0 -1
como la rotacion de 180° en el plano de las dos tiltimas coordenadas, Es inmediato

verificar que A es idempotente,

Proposicidn 1 El espacio cociente Ony1/O, de las clases laterales izquierdas es
homeomorfo a S»
DEMOSTRACION:

Definimos h: Opq1 /0y — S™ y &' : 5 =+ Ony1/On como

h{o-0:) = e(enn1)
K(z) = { ¢(”')n0n T # —~tap1

T = <e€nyy
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1. & estd'bien definida
Sea o otra representante de o-0,. Entonces o = ¢-0, paraalguna o) € O,.
Tenemos que o' (€n41) = 0-01 (€ns1) = 0(en+1) pues o) fija a enyq. Ademds

A es cerrada pues es una funcién continua de un compacto ea un HausdorfF.

2 h(W{2)) =z,y b (h(0-On))=0-Ou a
Andlogamente se prueba la:

Proposicion 2 £l espacio cocientc O,1/Go de las clases laterales izquierdas es

homeomorfo a Ty
Adicionalmente probemos la:
Proposicién 3 El mdzimo subgrupo de O, invariante en Ouy1 es el grupo trivial.

DEMOSTRACION:

Sea a € On41, como O, fija a €qay1, cntonces tenemos que @ (ens1)
queda fijo bajo operaciones de aQna™t. Si b € aOpa™! V@ € Onyy en-
tonces b-a(ens1) = a{eay1) y en vista de que Onyy es un grupo transitivo
sobre §” concluios que b =e. a

Juntando estas tres preposiciones podemos construir el siguiente diagrama con-

mutativo:
Ot — v 0041/ Gy~ O /O,

R
14

Id

01|+l 1-‘D T s

T
donde IT y x son las proyecciones candnicas y T (o) = o(Kp). Por lo tanto podemos
trasladar el problema de construir una seccién del haz (I, ", 7,0, (Ko)} a constru-
irla en el haz {On41/Go, 8™, 7,0,/Gy}. Para esto daremos la forma normal de este
haz y del haz {On41/0n, S° p, On}.

Construimos los haces coordenados:

a= {on+hsn|p|0n| O'U {S" - {—e'l'ﬂ} 'Sn - {Cn+1}} {¢l.¢2}}
ﬁ = {on-i-l/GDl S"f”!OH/G(!- On/G:)‘{S" - {"'CM-I} -Sn - {en+1}} [ {d’h 'b!}}
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donde G} = Q) 0+ Gy - 07! es el miximo subgrupo de Gp invarianteen Oy, y
€0,

$1: 8" — {—ens1} X0p —  p7 (5" — {~€ar})
$2:5"—{ent1} X0 —  p1 (5"~ {ean1})
12 S" = {~en1) X OafGo = 77H(S" ~ {-enn1]})
Py : 8% - {ens1) X 0n/Go — 771(5" — {enn1})

son las funciones que quedan definidas por la regla de correspondencia
h(z0)=¢(z) 0  di(z,0:Go)=9{z)-0-Go
$2(z,0) = A $(Az) 0 Pa(z,0:Go)= A d(Az)-0:Go

Comparando las {unciones coordenadas, y recordando la definicién 1.14 observamos

que B es un haz débilmente asociado & . Ademads para el haz o tencinos que:

—2aya, 0O

§ij — 20i0; _2?20" [.)

g2(z) = [$(@) ™ - - p(da) = o
“2“n-1an 0

2aan. 2a2a, -+ 2an_1Gy 2a2-1 0

0 [ T 0 0 1

Donde = = (a;,a3,..., an41). Alora si, sin mds preliminares podemos pasar a nuestro

resultado principal.

2.3 Demostracion de la Conjetura de Gromov

Teorema 4 Sin es un nimero par entonces los dnicos campos de cuerpos congru-

entes langentes ¢ S™ son los campos de cuerpos tolalmente simétricos.

DEMOSTRACION:

Supongamos que por el contrario existe un campo de cuerpos, no to-
talmente simétricos, congruentes tangentes a S*, es decir que Gg # On,
Esto implica que ¢! haz coordenado 8 admite una seccién. Como ya hici-
mos notar antes, § es un haz débilmente asociado de a con fibra 0,/Gy;



34

¥y por ¢ corolario del tcorema 1.19 esto implica que se puede reducir el
grupo del haz o a Gp. En olras palabras, existe un haz ag con grupo
Gy que s O,-cquivalente a a. Si denolamos por x y xo las funciones
caracteristicas de estos dos haces, entonces por el teorema de clasificacién
de haces 1.26 existe a € 0, y una homotopia x = ayea~*. Parametrice-
mos a ™! con la siguiente carta; para abreviar adoptaremos Ja notacion
cos;j = cos G; cos fiyy... cos by
gt = { (€081 n-2y5€08) COSz,0-2, SeN COS3 -2 erey SCNTn_z €OS Byoq, 500051 ) }
brefo2n) o [-5.5
y definimos u : @, — §*! por plo) = o{e,) entonces tencmos que
Bx Sn—l — Sn—l
ux () = (cosy -y 5en26,_y,send; cosy 2 sen2ly,1, ..., 5en, gsen20, g, — cos 20, _1).
La composicién py es Ja funcién que micniras recorremos una vez un
meridiano en ¢l dominio, recorremos el mismo meridiano en el codominio
pero al doble de velocidad, y por lo tanto dos veces. La homotopia entre x
¥ ayou~! induce a su vez una homotopia entre px y g {exoa™"). Analice-
mos mas de cerca estas funciones. py cumple las siguientes condiciones:
1. px (en) = en,
2. x (=)= ux(-2),
3. Si denotanios por §"~? alecuador de §™~! {fa-y = 0) entonces px (%) =

—€n.

Vamos a descomponer py en cuatro funciones: fy : §™' — R,

S S R R

% {c083,0—2 56020, 1, senly cosyn_a5en20,_y, ..., senlp_gsenbp_q, 1 —cosfy_y)
Si 0“-1 2 0
- % (c0sy 2 5en20,_1, 5600, COS2 -0 5EN2Pn_y, ..., SEDFn_gsCDbyio1, 1 —cOs Py y)

si 0“-1 <0

hiz)=

z8iz= yeelln}y g 2 0
f1(1)={ (ahal a) a

— 81 Z = (a3,03,..0q); Gy <0

fi(z) = (a;,a,,...,an_l,a,, - %) donde r = {ay,a3,..., )
z

)= —

fi( ) "I”
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tenemos que fsfaf2 fi = px. En un diagrama podemos visualizar la accién
de las f; como:

Js

I

fan)
W

J1 sélo cumple con la condicién de que el ecuador cae sobre un punto,
y hay que notar que fi(—z) = —fi(z). Las funciones f y fs son
topolégicamente triviales pues son homotdpicas a la identidad. La parte
crucial se encuentra en f;; esta funcién manda ¢l §7~! que, después de
haber aplicado f), tiene dltima coordenada negativa sobre el correspondi-
ente S"! con iiltima coordenada positiva, mientras que deja a esta dltima
fija. Ahora bien, la funcién antipoda prescrva la orientacion en R™ si n
es par y la invierte si n es un ndmero non (y no me refiero a un nimero
muy grande), por lo que “envuelve” a la esfera dos veces en ¢l caso de n
par, ¥ cero en el caso non. Dadas las condiciones que hemos puesto en el
teorema podemos afirmar que jiy cs una funcién de grado dos,

Queremos demostrar que paxoa™! no puede ser de grado dos, es-
pecificamente demostraremos que su grado ¢s cero, lo que tornaria in-
sustentable nuestra suposicion sobre la existencia de una seccion del haz
B.

En vista de que Kp no es totalmente simétrico, existe una esfera 7! ¢
E(en41) de tal manera que Ko NIt # TV Sean gy, € Kon Tt y
¥3 € Tt — Ky. Definimos

5= Y1 — €ns n= Y2 — Cny1
flyn — enall llyz — enall
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fas z; no son mds que la proyeccion de las y; 2 R*, normalizadas, En-
tonces z; € 5™, Si p(ayoe™!) cubriera a $*? para alguna a entonces
existirian ¢1,0; € G tales que agia™ (e,) = az; y agra~(e,) = az.
Esto implicaria que g2¢7" (21} = 2z, y por lo tanto gzg7! (1) = ¥2. Pero
esto contradice la definicién de Gp. Por lo tanto la imagen de paxa™
es un subconjunto propio de 3°-!. Se sigue que la imagen de paya~! es
contraibleen S*-1, y por lo tanto no puede ser homotdpica a gy que cotno
habiamos visto cs de grado dos. Con esto concluimos la demostracién. O

Corolario 4.1 Sin cs par, enlonces no ezisle un campo de veclores tangentes a S™.

DEMOSTRACION:

Un campo de vectores tangentes a S* induce candnicamente un campo
de intervalos, Para cada z € $™ escogemos cl intervalo tangente a S en
la direccién del correspondiente vector tangente en z. El corolario se sigue
de que el intervalo no es totalmente simetrico. u}

Este teorema demuestra que las secciones de K tienen que ser totalmente simétricas.
Esto implicz que son, o bien puntos, o bien bolas de dimensién n. Si toda seccidn
consia de un iinico punto, entonces K es también un punto. En el otro caso tenemos

el siguiente:

Teorema 5§ Sea K un cuerpo convero en R, n > 2. Si toda scccion de K es una

bola congruenle de dimensidn n enlonces K es la bola de dimensidn n + .

DEMOSTRACION:

Supongamios sin pérdida de generalidad que las secciones son de norma
1. Primero demostramos que el circuncentro de cada una de estas sec-
ciones coincide. Digamos que este es el origen. Supongamos que existe
una seccién cuyo centro no es el origen; Hamemos s(z) a esta seccién.
Sea 8 (x*) una seccion en direccion orlogonal a la direccidn de s(z).
E! didmetro de s (1"') es igual a la cuerda de s(r) que pasa por el ori-
gen. Como s(x) no estd contrada en el origen, la longitud de esta cuerda
es menor que dos, Pero s (.r.’-) es una bola unitaria y por lo tanto su
didmetro es exactamente dos. Esto implica que toda scccién de K estd
centrada en el origen,



37

Sea z un punto sobre la frontera de K. Entonces z es también un
punto frontera de s {2+ } donde z* es cualquier punto ortogonal a z. Pero

s (z‘) es la bola unitaria y por lo tanto ||z = 1. Ahora, sea y un punto

tal que [jy}l = 1. Tenemos que y € s (y‘*) y por lo tanto y € K. Esto
implica que la frontera de K es la esfera unitaria en R**+ y como K es
convexo entonees es toda la bola unitaria o

2.4 Algunos resultados adicionales.

Con lo anterior queda demostrada la conjetura de Gromov, pero podemos sacar
atin mas resultados como corolarios de nuestra demostracién. Veremos que, al menos
en el caso de n par, 1a hipdtesis de congruencia es demasiado fuerte, podemos concluir
el mismo resultado, si dnicamente pedimos que las secciones sean similarcs entre si.
Decimos que dos cuerpos, Ky y K3, en R} son similares si A (K;) es congruente a
K para algiin real A # 0. Adicionalmente podremos dar una caracterizacion de las

elipsoides. Estos resultados se resumen asi:

Corolario 4.2 Sin es un nimere par, entonces los nicos campos de cuerpos simi-

lares tangenles 6 5™ son los campos de cuerpos tolalmenie simétricos.

DEMOSTRACION:

Sea Ky como en el teorema. Con la métrica de Hausdorfl, ambas
componentes del conjunto de cuerpos similares tangentes a §* son arco-
conexas, Sea I = {g(A(Ko));g € On41, A € R} este conjunto, y 7' la
funcién que I asocia a cada punto de I* el punto de tangencia con §".
Entonces cualquier seccién del haz {T”, S™, 7'} se puede deformar a una
seccidn de cuerpos congruentes; es decir a una seccién del haz {T'o, $",7}.
El tecorema anterior nos demuestra que esto sélo se puede hacer si Kj es
totalmente simétrico, o

Corolario 4.3 Sin es un mimero par, entonces los inicos campos de cuerpos afinmenlc
equivalentes langentes a S™ son los campos de cuerpos afines a cuerpos lotalmente

simélricos.

DEMOSTRACION:
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Cada una de las componentes del conjunto de los cuerpos afines a Ky
con la topologia inducida por la métrica de Hausdorfl es arcoconexa. La
demostracién sigue de manera idéntica a la del corolario anterior. a

Usando estos corolarios podemos demostrar los siguientes teoremas:

Teorema 6 Sea K un cuerpo compacto y convero ea R2"!, n > 1. Si K contiene un
punto p tal que cualesquiera dos secciones que conlengan a este punto son similares,

entonces K es la bola de dimension 2n 4 1.

DEMOSTRACION:

Sabemos por ¢l corolario 4.2 que toda seccion debe ser una bola. En
vista del tecorema 5, basta demostrar que todas estas secciones tienen el
mismo radio. Sca r ; §%* — R la {uncién que a cada punto z le asocia
el radio de la seccién en direccién ortogonal a z. En vista de que 52" es
compacio exisle una secctén de radio mximo, sca Ko esta scccién. Sea
K otra seccién, entonces el radio de I{' es menor o igual que el radio de
Ko. Pero también es mayor o igual que el radio de la seccion {(2n — 1)-
dimensional de Kp determinada por ¢} plano que conticne a K. Esta
seccidn tiene el mismo radio que Ky, y por lo tanto los radios de K y Ko
son iguales. o

Teorema 7 Sea K un cuerpo compaclo y convezo en R*°¥!, n > 1. 8i K conlicne
un punto p fal que cualesquiera dos secciones que conlengan a este punto son afincs,

entonces K es un elipsoide de dimension 2n + 1.

Este dltimo teorema, aunque no es dificil de demostrar, necesitaria que intro-
dujéramos uno o dos conceplos nuevos que salen un poco del esquema de este trabajo,
Para aquellos que estén interesados, se les reficre al excelente libro de Gardner{4]. Este
resultado, aunque es muy similar a los anteriores tiene mucho mas importancia de la
que se puede adivinar a primera visia., En su trabajo original, Sobre une Hipdtesis
Geometrica de Banach [5], Gromov plantea este problema como intimamente rela-
cionado con el analisis funcional, Dentro de este campo, una pregunta fundamental

es saber cuando a un espacio de Banach! se le puede definir un producto interior, y

1Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado completo. Es un restltado clasico el que
lquier espacio de Banach de dimension finita es escencialmente R" dotado de una norma.




39

asi convertirlo en un espacio de Hilbert?>. En dimension finita, podemos clasificar a
los espacios de Banach de acuerdo a su norma. Otra manera de ver a la norma es
definiendo un convexo K, centralmente simétrico y centrado en el origen, y definiendo
la norma de z como:

ol = inf {r e ®* |z € r- K}.

Esto motiva que 2 K lo llamemos la bola unidad del espacio de Banach, ya que
cualquier elemento en la frontera de K tiene norma uno. Se sabe que un espacio de
Banach es un espacio de Hilbert si y solamente si su bola unidad es un elipsoide.
Banach quicre dar una caracterizacién alterna para identificar cuando a un espacio
dado se le pucda proveer de un producto interior. Su hipétesis es que en un espacio
de Banach se puede definir un producto interior si y solamente 8i cualesquiera dos
subespacios de dimensidn m son isométricos. Decimos que dos espacios, X y X', son
isométricos si cxiste una transformacion lineal biyectiva entre ellos que preserva la
métrica. Dado que la bola unidad de un subespacio de X no es mds que la inter-
seccion de la bola unidad de X con el subespacio en cuestién, la condicion de que
dos subespacios scan isométricos implica que la bola unidad de uno de ellos sca una
transformacion afin de la bola unidad de el otro. Esta es la clave para traducir el
problema de andlisis funcional a uno de geometria, y es la idea que motiva a Gro-
mov. La bola unidad de un subespacio cs una seccién de fa bola unidad del espacio
total. La hipétesis de Banach cquivale a saber si dado un convexo K € R" tal que
cualesquiera dos secciones de K son afines implica que K es un elipsoide. En este
trabajo probamos que si la dimensidn del espacio es non, este resultado es cierto.
Este es un cjemplo bellisimo de la interaceidn entre distintas ramas de las matemadticas.

Tenemos un problema de anlisis funcional, este se traduce a un problema geométrico,
el cual a su vez se conlesta utilizando técnicas de topologia algebrdica avanzada.
Problemas como este, proporcionan evidencia de que aunque parezca que las distin-
tas ramnas de las matematicas evolucionan de manera independiente, el cuctpo de las
matematicas es uno, y cstas ramas estan mas intimamente relacionadas de lo que

pensamos.

2Un espacio de Hilbert es un espacio de Banach con un producto interior de tal manera que

(w2} =izl
ESTA TESIS W0 pest
SR BE 1A BiLiTEC)
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