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Introducción 
Supongamos por un momento que el lector es al menos tan ocioso como yo. Ju· 

gando con una naranja puede darse cuenta de que no importa en que dirección la 

cortemos, el corte siempre resulta circular. Lejos de impresionarse, el lector en breve 

llegara a la conclusión de que este fenómeno se atribuye a que la naranja es redonda. 

Cabe entonces preguntar si los cuerpos redondos son los únicos con la propiedad de 

que todos sus cortes son iguales, círculos en el caso de la esfera. Después de hacer al­

gunos experimentos quizá termine con la firme convicción de que la esfera es la única 

con esta propiedad y dedique su tiempo a la fructífera tarea de hacer jugo de naranja. 

Sin embargo, seguir este camino en matemáticas resulta sumamente peligroso, toda 

afirmación, sin importar que tan obvia pueda parecer, tiene que demostrarse. 

Basta con ver un par de ejemplos. Cualquiera quedaría con lento con la afirmación 

de que toda superficie tiene dos lados, uno "arriba" y otro "abajo"; cuando en la 

primera mitad del siglo pasado Mobius construyó una superficie con un solo lado. O 

bien decir que en un mapa no podemos dibujar tres paises de tal modo que la frontera 

de los tres sea exactamente la misma. Hoy sabemos gracias a L. E. J. Brouwer que 

existen no sólo tres, sino hasta un número infinito de ellos, de tal manera que la 

frontera de lodos coincide. Hay ocasiones en que lo obvio resulta ser verdadero. 

Sin embargo demostrar lo obvio puede ser sumamente complicado, como ejemplo 

tenemos el teorema de la curva de Jordan, que sostiene que cualquier curva cerrada 

simple divide al plano en dos regiones, la que se encuentra adentro y la de afuera. 

Este teorema por muy obvio que pueda parecer no pudo demostrarse hasta este siglo. 

Algo sirrúlar sucede con nuestro problema inicial. La conjetura de Gromov afirma 

que efectivamente el único cuerpo con la propiedad de que cualesquiera dos de sus 

cortes son iguales, es la esfera. Para demostrar esto tendremos que usar matemáticas 

muy avanzadas: la teoría de haces librados. Esta teoría representa avances íuudamen­

tales en topología algebraica, y no surge el concepto preciso de haz librado sino hasta 

los años cincuenta. Con esta enorme herramienta intentaremos dar una respuesta a 

la conjetura. Como adelanto, el lector puede estar tranquilo, al menos en el espacio 

tridimensional en que vivimos, su intuición no Calló. 
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Capítulo 1 

Haces Fibrados 

1.1 Motivación 

La herramienta principal en el desarrollo de este trabajo será el uso de la teoría 

de haces librados. Para una mejor comprensión de las secciones siguientes daremos 

aquí una breve exposición de la teoría básica de haces fibrados así como de los resul­

tados más relevantes en lo que concierne al presente trabajo. El planteamiento que 

seguiremos será aquel de Stccnrod(!OJ, que se l1a vuelto el texto clásico sobre haces 

librados, aunque complementaremos a éste con referencias a los trabajos posteriores 

de Eilcnberg y Stccnrod(2J, de llusemoller{6], y de Porler{9). 

Definimos un haz como una tríada {E, X, p} donde E y X son espacios topológicos 

y p : E _, X es una función continua. A X le llamamos rspacio base, a E espacio 

total y a p proyección. Para cada :r E X, el conjunto p-1 (z) es llamado la fibra del 

haz sobre :r. 

El ejemplo más sencillo de un haz es el produclo topológico {Ax B, A,¡i}, doncle 

pes la proyección sobre la primera coordenada. Además, en este ejemplo particular, 

cada fibra es de la forma {a] x H. Uenotaremos por Ax B a este haz. 

Ahora definiremos una sección de un haz {E,X,p) como una función continua, 

u : X _, E, que es un inverso por la derecha de ¡i. Es decir que la composición pu 

es la identidad en X. Se sigue inmediatamente de la definición que u(z) E p-1 (:r). 

En nuestro ejemplo anterior las secciones son precisamente las gráficas de funciones 
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continuas de A en B. Mas explícitamente cada sección de {Ax B,A,p} es de la forma 

(:i:,J(:i:)) donde f: A-+ Bes una función continua. 

Un problema relevante en este trabajo será delemúnar cuando una sección definida 

solamente sobre un subconjunto cerrado de la base, puede extenderse a una sección 

global definida sobre la base en su totalidad. 

Ahora bien, el ejemplo de haz producto se puso con toda intención, para permi­

tirnos dar una primera aproximación a la definición de haz fibrado. Notemoo que en 

el producto todas las fibras son canónicamente homeomorfas. Pediremos que todas 

las fibras sean homeomorfas entre sí y que el haz sea /oca/mente un producto. Es decir 

que alrededor de cada punto de la base deba existir un abierto, V, que lo contenga, 

de tal manera que el haz {p-1 (V),V,p} sea "homeomorfo" al haz {V x Y,V,,,.t}, 

donde Y es la fibra y ,,.1 es la proyección sobre la primera coordenada. Esta noción 

de "homeomorfismo" de haces fibrados quiere decir lo siguiente: pedimos que exista 

un homeomorfismo h : V x Y-> p-1 (V) de tal manera que el siguiente diagrama 

conmute: 

V 

Ejemplos de "librados" según esta definición son lógicamente los espacios pro­

ducto, pero además otra gama de espacios, por ejemplo la banda de Mobius, que 

localmente es homcomorfa a I x I, o la botella de Klein, localmente homeomorfa a 

/X 81• 

En principio, esta primera definición, puede parecer satisfactoria, sin embargo 

la verdadera fuerza que tiene la teoría, es el asociarle un grupo a cada haz fibrado. 

Extendamos esta idea. Definamos a B = 81 x / la banda normal, y como M a la banda 

de Mobius, y sean V. y Vi dos vecindades abiertas conexas contenidas propiamente 

en 81 pero de tal manera que 8 1 = V. U Vi. Si nos restringimos a cualquiera de las V; 

entonces tanto B como M se ven como el producto l x l. Lo que deternúna entonces 
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cual de las dos bandas obtendremos es la manera de identificar la fibra(/) a lo largo 

de la intersección de las V¡. Para obtener B identificaremos por ambos lados por la 

identidad, mientras que para M identificaremos por la identidad de un lado y por el 

homeomorfismo del intervalo t >---> 1 - t en el otro extremo. 

Con este ejemplo podemos ver que la manera de distinguir dos haces librados 

con la misma base y fibra depende de la manera de identificar la fibra con sí misma 

según un homcomorfismo en las vecindades donde el espacio total es homcomorfo a un 

producto. Además notemos que los homeomorfismos de un espacio topológico forman 

un grupo bajo la composición. De esta manera asociaremos a un haz librado un 

grupo isomorfo a un subgrupo de los homeomorfismos de la fibra, que nos indicará las 

maneras permitidas de pegar las vecindades producto del haz. El caso más general es 

cuando el grupo consiste de todos los homcomorfismos de la fibra, y el más restringido 

cuando el grupo está representado únicamente por la identidad, entonces es claro que 

el haz es globalmente homcomorfo a un producto y en este caso diremos que el haz es 

trivial. 

Con estos elementos podemos decir que el grupo de B es {e J y el de M es Z2, 

además este último es irreducible, es decir, no podemos construir una banda de 

Miibius con menos de dos homeomorlismos del intervalo, aunque nada nos impide 

hacerlo si tomamos un grupo mayor de homcomorfismos. El grupo de un haz librado 

nos da mucho control sobre el tamaño de clases de equivalencia de cada haz, cosa 

que topológicamente es muy fácil perder. Topológicamente, cuando dos espacios son 

homcomorfos podemos considerarlos idénticos, no así con haces librados, pongamos 

un ejemplo. 

l. La botella de K/ein: Construimos un cilindro I x S1 e identificamos sus extremos 

por la reílexión a lo largo de uno de los diámetros de S 1• Tanto la base como 

la fibra de este espacio son S' y su grupo es Z2 generado por la reílexión. 

2. El loro torcido: Se modifica la construcción anterior al identificar por la rotación 

de 180° de S 1
, de nuevo la base y la libra son S 1 y el grupo es Z2 ahora generado 

por la rotación. 
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Estos dos haces, no obstante la coincidencia de los elementos que lo forman no son 

equivalentes, pues sus espacios totales son distintos, pero aunque el espacio total del 

toro torcido es homeomorfo como espacio a S1 x Si, como haces librados con grupo 

Z2 son distintos pues no se puede llegar de uno al otro por medio de rotaciones de 

180', que es la restricción impuesta por el grupo, decimos que son equivalentes en el 

grupo entero de rotaciones de S1• 

1.2 Definición de Haz Fibrado 

El dar una definición precisa de haz librado nos llevará un poco de trabajo. 

Primero será necesario precisar el concepto de grupo topológico, y de la acción de 

un grupo sobre un conjunto. Una vez hecho esto definiremos haz coordenado, para 

finalmente definir haz fibrado como una clase de equivalencia de estos últimos. Sin 

más preliminares tenemos las siguiente: 

Definición 1 Un grupo topológico es un grupo (G,o) dotado de una to¡iolog1'a tal 

que: 

i. la operación o : G x G --1 G es continua, 

ii. el mapeo g >--+ g-1 es continuo. 

Ejemplos de grupos topologicos son: 

l. Los grupos abelianos finitos, z., con la topologí" discreta. 

2. El grupo general lineal de orden n, denotado por GL •. Este grupo se puede 

representar por las matrices reales de 11 x 11, que a su vez pueden verse como 

elementos de !R•', con la topología inducid" por la métrica en !R"'. 

3. Los grupos ortogonal y de rotacioue• de :Rn, denotados por O. y SO. respec· 

tivamentc. A 0 0 lo podemos representar por las matrices de determinante ±1, 

mientras que los elementos de S00 son únicamente las matrices con determi· 

nante l. Tenemos que SO. e O. e G L,, por lo que podemos asignarle• la 

topología inducida. 



4. Cualquier grupo de Lic. (Un grupo de Lie es un grupo topológico que ade­

mas tiene estructura de variedad difcrenciable, y las operaciones de grupo son 

diferenciables.) 

5. El grupo SO, x SO, es un grupo de Lic. A este grupo lo podemos visualizar como 

el toro de revolución ya que S02 se puede representar por la circunferencia S1• 

En vista de que SO, es un grupo topológico a SO, x S02 le damos la topología 

producto. Esta coincide con la topología del toro como subespacio de !!13. 

Queremos además ver que es lo que significa que un grupo actúe sobre un conjunto. 

En nuestro contexto tanto el grupo como el conjunto estarán dotados de una topología. 

Definición 2 Si G es un grupo topológico y Y es un espacio topológico entonces 

decimos que G es un grupo topológico de transformaciones de Y si G actúa en Y 

homeomorfamentc. i.c. existe 'I : G x Y --+ Y continua tal que: 

i. q(e,y) =y, 

Además decimos que G es efectivo si 

iii. q(g,y)=y V yEY*g=e. 

Estas condiciones se pueden escribir de una forma más sugestiva. Si denotamos 

por g ·y al elemento determinado por 'I (g,y) entonccs las condiciones estipuladas en 

la definición anterior se convierten en: 

i. e· y= y 

ii. (91. g,). y= g, . (g,. y) 

iii. g · y = y V y E Y =? g = e 

En general usaremos esta notación sin hacer más aclaraciones. Como ejemplos de 

grupos de transformaciones tenemos los siguientes: 
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l. Redundantemente, los grupos ortogonal y de rotaciones de lR" actúan sobre lR". 

2. El grupo de matrices de n x n con entradas en algún campo K actúa sobre 

cualquier espacio vectorial de dimensión n sobre /(, La acción del grupo está 

representada por la transformación lineal asociada a una matriz elemento del 

grupo. En particular GL,, actúa sobre lR". 

3. El grupo Z2 sobre la circunferencia. La acción de este grupo puede ser esencial­

mente de dos maneras, la rotación de 180º, que coincide con la función antípoda, 

o bien la reflexión sobre un diámetro. Más generalmente, Z2 sobre S", actuando 

como distintas reflexiones y rotaciones. 

Con estos elementos podemos ahora definir un concepto fundamental en la teoría 

de haces fibrados. Una vez establecida la noción de haz coordenado podremos en­

tonces definir haz fibrado, y muchos de los resultados que conciernen a haces fibrados 

se resolverán por medio de sus representantes, los haces coordenados. 

Definición 3 Un haz coordenado B es una colección de ocho elementos como sigue: 

i. Un espacio topológico E, llamado espacio total. 

ii. Un espacio topológico X, llamado espacio base. 

iii. Un mapeo continuo p: E--+ X, llamado proyección. 

iv. Un espacio topológico Y, llamado la fibra. 

v. Un grupo topológico cfcclivo de tran.<fonnaciones de Y, G, llamado el grupo del 

haz. 

vi. Una cubierta abierta de X, {V;}, indexada por un conjunto J, donde cada V; 
es 1111111111/o 11na vecindad coordenada. 

vii, Pam cadaj E J un homcomorfismo <fi; : V; x Y--+ p-1{V;), llamada la función 

coordenada. 
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viii. Para cada pareja ordenada i,j E J un mapeo continuo g;; : V; n V; _, G, 

llamado la función de cambio de coordenadas de i aj. 

Requerimos que los elementos de B satisfagan lo siguiente: 

!. Que el diagrama 

conmute, donde 1'¡ es la proyección sobre la primera coordenada. Esto es la 

condición de que E sea localmente un producto. 

2. Si definimos el mapco ~;,r : Y _, p-1(z) como ~;,.(y) = ~;(x, y), entonces 

para cada pareja ordenada i,j E J el homcomorfismo de Y, definido por ~¡,!~i.r 

coincide con la función de cambio de coordenadas g;; (x). Denotaremos por Yz 

a p-1 (x) la fibra sobre x. 

3. Como consecuencia inmediata de la definición tenemos la condición de cociclo: 

g¡;(x)g;;(x) = g¡;(x). 

4. Si hacemos i = j = k entonces obtenemos como era de esperarse g;¡ = e. 

Además haciendo i = k y despejando de la condición de cocido tenemos g;; = 

g¡/. 

Por comodidad definiremos el mapeo p;: p-1(yj) _,Y como 

P;(b) = ~;j(b), 

donde x = p(b). 

Ahora definiremos una relación de equivalencia en la clase de haces coordenados. 
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Definición 4 Dos haces coordenados B y B'. son equivalentes en el sentido estricto si 

sus espacios totales, bases, proyecciones, fibras y grupos son iguales, y sus funciones 

coordenadas { </>;} y { 4>j} sati3facen: 

i. fh; (x) = k)4>;.z VxeV;nv; 

ii. Las funciones fh;: V; n V{_, G así obtenidas son continuas. 

Esto quiere decir que dos haces son equivalentes en sentido estricto si la unión de 

sus sistemas de funciones coordenadas forma a su vez un sistema de funciones coor­

denadas del haz. Podríamos entonces emular la definición de variedad diferenciable 

según Do Carmo[l] y definir un haz librado como un haz coordenado con sistema 

de funciones coordenadas maximal, tomando como este sistema la unión de todos 

los sistemas compatibles según la equivalencia estricta. Sin embargo para evitar la 

ambigüedad inherente al decir todas preferimos definir haz librado como sigue: 

Definición 5 Un Haz fibrado es una clase de equivalencia de haces coordenados bajo 

la re/ación de equivalencia estricta definida en 4. 

1.3 Equivalencias de Haces Fibrados 

La definición de equivalencia estricta nos sirve para precisar lo que es un haz fi­

brado, sin embargo como relación de equivalencia es demasiado restringida y por lo 

tanto induce una partición muy fina en la clase de haces fibrados. Vamos a debili­

tar sucesivamente las hipótesis de equivalencia estricta para obtener particiones mas 

gruesas que permitan mayor libertad a la 110rn <le tri<bajar con haces fibrados y a 

su vez nos permitirán obtener resultados <le carácter más general. El primer caso 

será definir cuando dos haces son equivalentes. Con esto podremos decir cuando dos 

haces con la misma base y fibra son el mismo, algo análogo a un isomorfismo en 

álgebra o un homcomorfismo en topología. Al igual que en los casos que acabamos 

de citar necesitaremos definir morfismos entre haces librados, de donde la definición 

de equivalencia saldrá con naturalidad. 
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Definición 6 Un mapeo de haces coordenados B y B' con grupo G es un par de 

funciones continuas h: E-> E' y ii: X-> X' donde ii (x) = p'hp-1(x) y le llamamos 

la función inducida por h, de tal manera que se cumple lo siguiente: 

i. h lleva la fibra Y, laomeomorfamente en la fibra Y;;¡.)' 

ii. p' h(b) =ii p(b) 

iii. Si x E V;íl ¡¡-t (VD y denotamos por h, la restricción de h a p-1 (x) entonces 

la función 

fh; (x) = <f>:~l(•lh,</>;,. = p~/1,</>;,. 

coincide con un demento de G, y los mapeos así definidos son continuos. 

Observaciones sobre esta definición. Dada. una. función continua. entre los espacios 

totales, esta induce aulomáticamente a su pareja entre las bases y a las fh; por lo 

que cuando hablemos de un mapeo de haces, nos referiremos a la función entre sus 

espacios totales. En vista de la primera condición decimos que h preserva fibras. 

Además como consecuencia inmediata de su definición tenemos que las §k; cumplen 

las siguientes relaciones: 

9o; (x)g¡; (x) =9o;(x) 'v' x E V; n V;n ;;-1 (v;), 
g;. (ii (x)) §k; (x) =91; (x) 'v' x E V;n ¡¡-' (v¡ n Ví') 

(1.1) 

Para ilustrar esta definición y relacionar las §k; de manera. mas intuitiva pongamos 

el siguiente diagrama conmutativo: 

E_!i_E, 

pi k 
X---X' 

h 

Ahora. sí, de manera informal podemos interpretar a 9i; con la frase "subo e11 j bajo 

en k ". Esta frase quiere decir que si denotamos por iio; la restricción de i. al dominio 

\';y rango v¡ entonces en el diagrama subo por</>; me traslado por h y proyecto sobre 

V~. Estas funciones me dicen como es el cambio de coordenadas inducido por h. Con 

esta mnemotecnia las relaciones anteriores se convierten en las siguientes: 
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l. Cambio de i aj, subo en j y bajo en k, es igual a si subo en i y bajo en k. 

2. Subo en j bajo en k, cambio de k a 1 es igual que subo en j y bajo en l. 

Lema 7 Sean B y B' dos haces coonlenados con la misma fibra Y y grupo G, y sean 

mapeos í.: X -+ X' y Ykf V¡n ¡;-i (v¡) -+ G tales que las Yki cumplen con las 

condiciones 1.1 entonces existe un único mapeo de haces h que induce ah y que tiene 

a las Yk; como transformaciones de mapeo. 

DEMOSTRACION: 

Si p(b) = x E V¡n ¡.-i (V,,) definase hk; (b) = <P~ (ii (x) ,ih; (x)p; (b)), 

entonces hk; es continua y ¡lhk; (b) =h (p(b)). Ahora queremos mostrar 

que las hk; así definidas son compatibles. Tenemos que si x E V¡n V;n ¡;-1 

(V~ n V,') entonces: 

J hk; (b) 1 =<Pi (idx) ,Yk; (x)g;¡(x)p, (b)) = <Pt ( h (x), Yk; (x)p;(b)) = 
Jhk; (b) 1 =<PI (i. (x) ,gldh (x)) Bu (x)p; (b)) =<PI (idx) ,g¡¡ (x)p; (b)) = 

Jh¡¡ (b) 1 =<PI (T. (x) ,Y¡¡ (x)g;; (x)p; (x)) =<PI (l. (x) ,Y1; (x)p; (x)) = 

lh1;(b) 1 

Por lo tanto las hk; son compatibles y como sus dominios forman una 
cubierta abierta de E entonces definen una función h : E -+ E'. Además 
cumplen con: 

l. ¡I h =h p ya que cada una de las hk; lo cumplen. 

2. Las Ykj son sus transformaciones de mapco. 

3. Es única ya que cualquier li' alterna debe ser compatible con las hki· O 

Con esta herramienta estamos en condiciones de dar una definición de equivalencia 

de haces coordenados. Es sumamente importante notar que cuando decimos que dos 

haces tienen la misma fibra y grupo, no nos referimos únicamente a la coincidencia 

de estos elementos por separado, sino que además, la acción del grupo sobre la fibra 

es la misma. De acuerdo con esto la botella de Klein y el toro torcido no licuen la 

misma fibra y grupo, ya que el grupo aclúa de manera distinta en cada caso. En lo 

subsecuente usaremos este término sin más aclaraciones, 
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Definición 8 SeanB = {E,X,p, l',G,{V;}, {</i;}} yB' = { E',X,p', Y,G,{VJ} ,{,¡,¡}} 
dos haces coordenados. Decimos que B y B' son O-equivalentes, o equivalentes en G 

si y solamente si existe h : B -+ B' un mapeo de haces coordenados que induce la 

identidad sobre el espacio base. 

En general, cuando no exista confusión, al decir que dos haces son equivalentes nos 

referiremos a equivalencia en G. Mencionaremos el grupo cuando sea importante. Por 

ejemplo, el loro torcido no es Z2·equivalente al toro normal, pero sí son equivalentes 

en el grupo entero de rotaciones de S1• Es inmediato verificar que la equivalencia 

de haces coordenados es en efecto una relación de equivalencia. Además es una 

ampliación de la equivalencia estricta, ya que dos haces estrictamente equivalentes 

son equivalentes bajo nuestra definición. Veremos ahora algunos resultados que nos 

permitirán establecer cuando dos haces dados son equivalentes. 

Lema 9 Sean B, y B' dos haces coordenados con la misma base, fibra y grupo. 8 es 

equivalente a B' si y sólo si existen ih;: V; n V{ -+ G tales que: 

DEMOSTRACION: 

ih; (:r) =91; (:r)g;;{:r)' 

91; (:r) = g¡¡ (x) 91; (:r), 

:r e 11¡ n V; n Ví; 

:r e V; n v; n V,'. 

Si 8 y 8' son equivalentes entonces por definición de equivalencia ex­
iste una función, f: 8-+ B', que induce la identidad sobre X. Tomemos 
a las 91; que define /. Entonces las condiciones 1.1 son precisamente las 
estipuladas en el enunciado del lema. 

Resulta al aplicar el lema 7 con h = Idx o 

Teorema 10 Sean 8 y B' dos haces coordenados con la misma base, fibra, grupo 

y vecindades coordenadas. 8 es cqt1ivalente a B' si y sólo si existe un conjunto de 

ft1nciones {A;} tales que: 

A;: V, -+ G, 

gj¡(:r) =A; (x¡- 1 g;; (x)A;{x), Vxe V;nV¡ 



DEMOSTRACION: 

Si B y D' son equivalentes entonces existe J : D --+ D' que induce la 
identidad sobre X. 

Sea A; (x) =fj/ {x). Entonces tenemos que por 1.1 [¡;; (x)g;;(x) = 
A; (xt' y gj¡ (x) !i;; (x) =A; (x)-1

• Despejando gj'¡ (x) de la seg~nda y 
substituyendo con la primera concluimos: 

Defínase iÍ<; (x) = ,\; (x( 1 g;; (x). Es inmediato verificar que estas 
transformaciones cumplen con las condiciones del lema anterior y esto nos 
da la equivalencia de los haces. O 
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La equivalencia entre haces coordenados nos sirve para identificar haces con la 

misma base fibra y grupo. Sin embargo en lodo lo que hemos dicho hasta ahora 

la fibra no ha jugado un papel demasiado importante en la construcción de un haz 

librado. Lo que hemos utilizado es que el grupo del haz tiene que ser isomorfo a un 

subgrupo de homeomorfismos de la fibra, y hemos dejado que el grupo acl1'1e en la 

fibra por multiplicación por la izquierda. Lo que nos ha sido fundamental son los 

sistemas de transformaciones coordenados, ya que con estas definimos haz fihrado, y 

un cambio esencial en estos sistemas sí produce cambios en el haz. Los sistemas de 

transformaciones coordenados juegan el papel de las instrucciones para armar un haz. 

' Tenemos los pedazos triviales del haz y los pegamos de acuerdo a las instrucciones 

implícitas en los sistemas de transformaciones. ¿Podremos entonces cambiar una fibra 

por otra en la que también actúe el grupo? Esta pregunta se contesta afirmativamente 

con el siguiente: 

Teorema 11 Si G es un grupo de lransfo11nacio11es topológicas 1/e }', y {{ I';), {g;i)) 

es un sistema de tran.ciformaciones coordcnatlas en el cs¡mcio X, entonces existe un 

Ita: coordenado D con ba.,. X y fibm r, grupo G, y tal que"" sistema de transfor­

maciones coordenadas es prccisamcnte { {\';} , {g;;}}. 



DEMOSTRACION: 

Veamos a J el conjunto de índices de la cubierta como un espacio 
topológico discreto. Sea Te X X y X J el conjunto de triadas (x,y,j) tal 
que x E V¡. Entonces Tes un espacio topológico que es la unión de los 
subconjuntos abiertos disjuntos V; x Y x j. Definimos en T la siguiente 
relación de equivalencia: 

(x,y,j) ~ (i,y',k) {=} x = x', y Y•;(x) y= y' 

Sea E el conjunto de clases de equivalencia así definidas y sea q: T--+ E 
la función que le asocia a cada elemento de T su clase de equivalencia. 
A E le damos la topología cociente, de tal manera que q sea una función 
continua. Ahora definimos p : E --> X tal que p(xY,i) = x. Si U es 
abierto en X, entonces (pq¡-1 (U)= q-• (p-• (U)) es la intersección de T 
con el abierto U X Y x J, y por lo tanto abierto en T. Esto nos da la 
continuidad de p. Definase ahora la función coordenada 

r/>1 (x,y) = q(x,y,j) x E\!¡, y E Y 

La continuidad de r/> se sigue de la continuidad de q. Como p es un 
inverso por la derecha de q entonces </>; mapea V; x Y inyectivamcnte en 
p-1 (\!¡). Ahora si b = (x;Y.k) E p-1 (V;) entonces x E V¡() V, y por tanto 
(x,y,k) ~ (x,g;k(x)y,j). Esto implica que b = </>; (x,g1k(x)y), lo cual 
demuestra la supraycctividad de r/>1· Con esto demostramos que las </>; 
así definidas son hiyecciones continuas de V¡ x Y sobre p-1 (\!¡). Además 
por la definición de tPi obtenemos inmediatamente la conmutatividad al 
proyectar. Falta demostrar que</>; es de hecho un homcomorfismo, es decir 
que además ,¡,¡• es una función continua. Para esto tomemos un abierto 
U E V¡ X l', basta demostrar que la intersección de U con V" x Y X k es 
abierto, ya que la colección de estos últimos forma una cubierta abierta 
de T. Esta intersección está contenida en (V;() V•) x Y x k que es abierto 
en T. Por lo tanto q restringida a este 1íltimo espacio se puede factorizar 
en la composición 

(V; n v.¡ x Y x k--1:....-.. V; x Y-.±!.._ E 

donde 
r(x,y,k) = (x,91.(x)y). 

debido aqueres continua tenemos que r-1 (U) es abierto. 
Analicemos ahora los mapeos r/>i,!r/>;,, de Y en sí misma. Si y' 

r/>i,!</>i,r(Y) entonces por la definición tenemos r¡ue r/>;(x,y') = r/>;(x,y) 
o bien q(x,y',j) = q(x,y,i), pero esto implica que (x,y',j) ~ (x,y,i) y 
por lo tanto y'= g¡; (x) y. Con esto probamos c¡ue en efecto las {g;;} son 
las transformaciones coordenadas y concluimos la clemoslraci1ín O 
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Este teorema confirma lo que ya habíamos notado con anterioridad, que la fibra en 

particular juega un papel poco preponderante en la teoría de haces librados. En casos 

particulares puede cobrar gran importancia, las mismas transformaciones coordenadas 

nos sirven para construir la banda de Miibius, y la botella de Klein. Sería un exceso 

de ingenuidad suponer que estos dos haces son iguales, despreciando la fibra. En el 

caso de Miibius la fibra es el intervalo, mientras que en· la botella de Klcin es S1• 

En la teoría general sin embargo no tiene mayor importancia que libra tenga un haz 

mientras el grupo del haz sea un grupo de transformaciones topológicas de él. Ya 

que todo grupo topológico es un grupo de transformaciones topológicas de sí mismo, 

podemos simplificar nuestro estudio a haces cuya fibra sea el mismo grupo. Hacemos 

esto con el fin de perder detalles superfluos y simplificar nuestro estudio. A los haces 

de este tipo les llamaremos baces principales. Precisando: 

Definición 12 Un lrnz B = {E,X,p,Y,G} es un haz principal si Y= G yG opem 

en Y por mulliplicación por la izquierda. Además dado un haz coonlenado su haz 

principal asociado es el haz principal que resuila al reemplazar la fibra poi· el grupo y 

construir un haz según lo estipulado en e/ teorema JJ. 

Para verificar que no perdemos información esencial al substituir la fibra por el 

grupo tenemos el siguiente: 

Teorema 13 Dos haces con la misma fibra y grupo B y B' son cquiva/enles si y sólo 

si sus haces principales asociados son equiva/enles. 

DEMOSTllACION: 

El lema 9 afirma que la equivalencia de haces depende únicamente de 
sus transformaciones coordenadas, y por definición utilizamos el método 
descrito en el teorema ll para construir los haces principales asociados. 
En este proceso no se alteran las transformaciones coordenadas, de donde 
~~el~~ o 

La última equivalencia que daremos entre haces fibrados será en base a sus haces 

principales. La partición inducida por esta nueva equivalencia será lo bastante gruesa 

como para satisfacer nuestros propósitos. 
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Definición 14 Sean B y B' dos haces fibrados con la misma base y gropos G y G' 

rtspeclivamenle. Decimos que B y B' son asociados si: 

i. Ezisle un isomorfismo de gropos !apológicos de G en G'. 

ii. Sus haces principales son equivalenles. 

Además si ezisle un epimorfismo conlinuo a: G-+ G' y conslroimos ti /1az 

B= {É,X,p,G',G',{V¡},{t,b;}}, donde ii;; (z) = o(g;;(z)), enlonces decimos que 

B' es débilmente asociado B si B' y B son asociados. 

Las clases de equivalencia de haces asociados son muy grandes, ya que el teorema 

11 nos proporciona una manera de construir haces asociados a un haz dado con 

cualquier fibra, sujeto únicamente a la condición de que G opere en ella. En particular 

tenemos que un haz y su haz principal asociado son asociados. Además si dos haces 

asociados tienen la misma fibra y la misma acción del grupo sobre ésta, entonces los 

haces son equivalentes. En los ejemplos que hemos venido manejando, la banda de 

Miibius, la botella de Klein y el toro torcido son todos asociados, aunque entre elloe 

no son equivalentes. 

1.4 Reducción del Grupo de un Haz 

Ahora probaremos algunos teoremas que nos serán de utilidad mas adelante. 

Teorema 15 Un haz principal B con grupo G es equivalente en G al haz trivial si y 

sólo si admile una sección. 

DEMOSTRACION: 

Si B es equivalente en G al haz trivial entonces existe un mapeo de 
haces librados f : X x G -+ B que induce la identidad sobre la base. En 
X x G cualquier función constante g : X -+ Ges una sección, entonces 
tenemos que a : X -+ E definida como fo g es una sección en B. 



Seau: X-+ E una sección. Definimos .\;(z} =p;(u(z)). Entonces 
tenemos que 

g;;(p(b))p;(b) = P;(b) 
=> g;; (z}.\;(z) = .\; (x} 

=> g¡; (z) = .\; (x) .\; (x¡-' 

Definamos ahora al haz trivial B' = {E',X,p',G;(e},{V¡},{4>;}} en­
tonces por el teorema 10, By B' son equivalentes. O 
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Estamos pidiendo que en un haz principal el grupo actúe en sí mismo por trasla­

cionCfi izquierdas. Sin embargo la función de G sobre sí misma que lleva al elemento 

x en gx con g fija es un homeomorfismo, no un isomorfismo de grupos. Entonces, 

aunque cada fibra de un haz principal es homcomorfa al grupo, no tenemos multipli­

cación dentro de la fibra pues no podemos identificar sus elementos. La existencia 

de una sección en el haz nos permite identificar de manera continua un elemento en 

cada fibra que hará las veces de la identidad, y nos proporcionará una multiplicación 

dentro de la fibra. El teorema anterior afirma que esto es posible solamente si el haz 

es trivial. 

Un resultado, de suma importancia, es deternúnar si un grupo cociente es un haz 

fibrado bajo la proyección. Para esto definimos una sección local en x0 E G / /l como 

una función definida en una vecindad de x0 que es un inverso de la proyección. Si 

G / H tiene una sección local en cada uno de sus puntos entonces decimos que /1 

adnúte una sección local. 

Teorema 16 Sean E un gropo lopo/ógico y G un subgropo ce1TOdo de E que admite 

ano sección local, H an subg,...po ce1TOdo de G, y p: E/ JI-+ E/G tal que p(xll) = 

xG. Entonces B = {E/H,E/G,p,G/ll,G/110 } es un haz fibrado con grupo G/110 

donde 110 = íl glfg-1 es el máximo subgropo de 11 invariante en G bajo conjugación. 
1EG 

G/Ho actúa en G/11 por traslaciones izquimlas. 

DEMOSTRACION: 

Si Pt y Pt son las proyecciones canónicas, entonces tenemos el siguiente 
diagrama conmutativo: 



E 

7~ 
E\11 P E\G 

donde p1 y P2 son continuas. Ahora si U es abierto en E/G entonces 
f12 1 (U) = p'j1p-1 (U) es abierto en E, pero esto implica que p-1 (U) es 
abierto en E/ JI y porlo tanto pes continua. Además p(G/ H) = eG =:ro. 
Denotaremos por y a los elementos de G /JI y por z a los elementos de 
E/JI. 

Sea J: V C E/G-+ E una sección local de :ro. Por definición tenemos 
que p,f = ldv. Construimos 8 como sigue: 

El conjunto de índices J es el mismo E. Para cada b E E definimos 
V¡ = bV C E/G y /1 : V¡ -+ E como /1 (x) = bf {b-1:r). Entonces ¡, 
es continua y 112/1 (x) = :r para toda x E V¡. Para definir las funciones 
coordenadas hacemos lo siguiente: 

Estas funciones son continuas en ambas variables. En vista de que p1 es 
un epimorfismo podemos escoger g E G tal que p1 (g) = 11· Entonces, 
tenemos que 

PI (/¡(:r)g) = f6(:r)11, 
p,(f¡(x)g) =p,/6(x)=x 

como PP• = P2 se sigue que p</>1 (x,11) = x. Definimos ahora 

p¡(z) = [f,(p(z)lr1 z, 

donde p¡: p-1 (Vi,)-+ G/ 11. Tenemos que p¡ es continua y 

p,</>,(:r,11)=y 
</>1(p(z) ,p¡ (z)) = z. 

Con esto demostramos que </>1 es un homcomorfismo entre Vi. x G/ 11 y 
p-1 (V¡). 

Sea x E Vi. n Yo entonces el cambio de coordenadas 

no es mas que una traslación izquierda de 11 por el elemento 

g~ (x) = fc(x¡- 1 f,(x) 
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g'"' E G, pero si H no es normal en G entonces G /JI no es un grupo. Esta 
es la razón por la que necesitamos que el grupo del haz sea G/Ilo. Final­
mente definimos las transformaciones coordenadas 9<1> como la proyección 
canónica de g'"' sobre G / H0 • Por todo lo anterior, 

B ={E/JI, E/G,p,G/ Il,G/llo, {11¡}, {~b}} 

es un haz coordenado. a 

20 

Corolario 16.1 Si G tiene una sección local en E entonces B = {E, E/G,p,G,G} 

es un.haz fibrado, donde pes la proyección canónica. 

Corolario 16.2 El haz B = {E/ll,E/G,p,G/ll,ll/llo} tiene como haz principal 

Ü = {E/Ho,E/G,y,G/llo,G/llo}. 

F.ste teorema muestra que con ligeras restricciones un cociente de grupos topológicos 

es un haz librado. Este resultado lo utilizaremos ampliamente en lo subsecuente. 

Ahora trataremos el problema de reducir el grupo de un haz. Hemos visto que au­

mentar el grupo no trae mayores dificultades, mientras que si logramos reducir el 

grupo de un haz al grupo trivial entonces el haz es necesariamente un haz trivial. 

La pregunta que nos planteamos ahora es la siguiente: ¿Dado un subgrupo ll del 

grupo del haz podemos construir un haz con grupo H de tal manera que el haz orig­

inal sea equivalente en G al haz construido? Y de ser así, ¿que implicaciones tiene 

esto? Para contestar estas preguntas necesitaremos algunas definiciones adicionales, 

las cuales damos a continuación. 

Definición 17 Sean B = {E,X,p,Y,G} un hazfibrado, A un subespacio cerrado de 

X 71 ll un su6gl'llpo cerrado de G. Si para toda i,j y z E V;nV;nA la lransfonnación 

coordenada, g;¡ (:i:) es un elemento de JI, entonces B restringido sobre A es un haz 

fibrado con grupo 11 y decimos que B es un (G, //)·haz relativo sobre la base (X, A). 

Las nociones de mapco, equivalencia estricta y equivalencia, son análogas a las ya 

definidas para haces librados, con la condición adicional que al restringir el haz sobre 

A el grupo se reduce a JI. 
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Definición 18 Sea B un (G,H)-haz sobre (X,A) y B' = {E',X,p',G/H,G/Ho) el 

haz débilmente asociado a B con fibra G/Jl; y sea e0 E G/ll la clase lateral de la 

identidad. Definimos la sección canónica sobre A como 

/o (x) = <Pj (x,eo), x e V;nA. 

La función / 0 está bien definida, ya que al estar g;; E JI se cumple que: 

<Pj (x, eo) = ~ (x,g;;eo) = <P: (x, eo), x e V; n V; n A, 

de donde se sigue la unicidad de / 0 • 

Con estas nuevas definiciones estamos en condición de probar el siguiente 

Teorema 19 Sea JI un subgrupo cerrado de G que admite una sección local. Un 

(G,11)-haz sobre (X, A) es (G,11)-cquivalente a un (JI, 11)-haz sobre (X, A) si y sólo 

si la sección canónica sobre A se puede ertender a una sección definida en toda la 

base, en el haz débilmente asociado con fibra G / 11. 

DEMOSTRACION: 

Sea B un (G,//)-haz equivalente en G a un (11,Jl)-haz, y B' su haz 
débilmente asociado con fibra G / 1/0 • Por el teorema 10, existen .\¡ : V¡ -+ 

G tales que: 

l. .\¡(x) E JI si x E V;nA, 

2. gj;(x) = .\; (xt 1 g;;(x}A;(x) E JI V x,i,j. 

Sea 71': G-+ G/ lI la proyección canónica. Definimos f (x) = <Pj (x, 11'(.\; (x))). 
Entonces si X E V; n V; tenemos que 

<Pi (x, 71' (.\; (x))) = <P: (x,g;; (x) 71' (.\; (x))) = <P: (r, 71' [g;;.\; (x)J) 
= ,¡,; (x, 71' [.\; (x)U:; (x)j) = c¡l:(x, 71' (.\; (x))), 

pues ul; (x) El/, Por lo tanto f está bien definida sobre todo X. Además, 
si x E V; n A entonces 



Finalmente, 
p'(f(x))=x, 

por lo que concluimos que f es una sección de B' que extiende a la sección 
canónica sobre A. 

Sea J una sección de B' que extiende a la secci6n canónica sobre A. 
Sea W una vecindad de Co en G/ JI, y duna sección local definida sobre 
W. Para cada g E G definimos 

w, =gil', 
d,(y)=gd(9-1y), VyOV, 

Podemos tomar un refinamiento de la cubierta de X de tal manera que 
V; C W0 para alguna g E G. 

Para cada j escogemos una de estas g, y definimos.>.; (x) = d9pjf(x). 
Entonces ir(.\; (x)) = pjf (x). Sea gj; (x) = .\; (x¡-1 9;; (x) .\;(x). Por lo 
tanto tenemos que: 

ir (gj\(x)) = ,\; (x¡-1 g;; (x)ir (>.¡(x)) = >.; (x¡-1 g;; (x)¡l;J (x} 
= >.;(x¡-1 pjf(x) = .\;(xt1 .\;(x} = eo 

y entonces g¡j : V. n V; _,H. 
Ahora si x E A, entonccsir(.\;(x)) = rl¡/0 (x} = pj,Pj(x,c0 ) = e0,de 

donde se sigue que.\; (x) E /l. Por lo tanto Des (G//I)·equivalenle a 
un(H,ll}-haz O 
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Corolario 19.1 Si JI admite una sección local en G entonces un G-haz sobi-e X es 

equivalente en G a un //-haz sobre X si y sólo si .<u haz débi/menlt asociado con fibra 

G /JI admite una sección. 

DEMOSTRACION: 

El corolario es consecuencia inme<lialn del teorema cuando A = 0. 

Este teorema es muy semejante al teorema 15, de hecho aquel puede tomarse como 

un corolario del teorema que acabamos de demostrar. La diferencia principal estriba 

en que mientras en el primero identificábamos un elemento que hacía las veces de la 

identidad sobre cada fibra, en este caso podemos identificar una banda sobre el haz 
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que corresponde al subgrupo Jl. Aún así, nos es imposible identificar los elementos 

dentro de esta banda, pero sí podemos identificar perfectamente a las clases laterales 

de 11 en G. Esto nos da una especie de multiplicación, tan burda como el tamaño 

de 11. Si /1 consta únicamente de la identidad tenemos una multiplicación de grupo 

bien definida, mientras que si /1 = G no tenemos ninguna información nueva. 

1.5 Clasificación de Haces sobre sn 
En esta sección estudiaremos un poco más de cerca los haces sobre la esfera de 

dimensión n. Empezaremos por demostrar que todo haz sobre una base contraible es 

equivalente a un haz trivial. Este resultado nos indica que los primeros haces intere­

santes serán los haces sobre 8". Debido a que 8" se puede cubrir de manera natural 

con dos discos, y estos son contraibles, entonces se puede dar una trivialización del 

haz con únicamente dos vecindades coordenadas. Analizando esta situación podremos 

clasificar los haces sobre 8" en base a una función definida en el ecuador de la es­

fera. Este teorema de clasificación será de vital importancia en la segunda parte de 

este trabajo. Ya que vamos a hablar de espacios contraiblcs, empczemos por definir 

homotopía de haces fibrados. 

Definición 20 Dado un haz coordenadoB = {E,X,p,l',G,{V;),{</>;}} definimos 

el haz B x I como 

B x I ={E X l,X X /,q,l',G,{V; X/) ,{,P;}) 

donde q (b,I) = (p(b) ,1) y .P; (x, l,y) = (</>; (x,y), 1). 

Corno consecuencia inmediata de la definición tenemos que las transformaciones 

coordenadas de B x J cumplen que Yii (x,t) = g;¡ (x). Usando el haz B x J podernos 

definir homotopía de haces fibrados. 

Definición 21 Sean D y D' dos haces con la misma fibra y grupo, ho y h1 dos mapro.• 

de haces de D y B'. Decimos que h0 y h1 son hornotópicas si existe un mapco dr 

haces fibrados h : B x I -1 D' tal que h(b,O) = h0 (b) y h (b, I) = hi(b). 11 /¡ l. 

llamamos una homotopía. 



Con esto probaremos el siguiente teorema, que será de gran utilidad. 

Teorema 22 Todo haz sobre una base contraiblc es trivial. 

DEMOSTRACION: 

Sea C un espacio contraible. Queremos demostrar que todo haz prin­
cipal con base C admite una sección. 

Sea B = {E,C,p,G,G,{V;} ,{.¡\;)}un haz principal. Como Ces un 
espacio contraible entonces existe una homotopía h : B x I --+ B tal 
que h ( b, O) = b y /i( b, 1) e p-1 (V;) para alguna j. Sabemos que el haz 
{p-1 (\.j),V;,p,G,G,\.j,.¡\;} es trivial y por lo tanto admite una sección 
u': V;-+ p-1 (\';). Definimos u: C _,E como u(x) = b E Y, donde 

h(b,1) = u'(i.(x,l)), donde¡; es la homotopíade e inducida por/¡, (1 

es una función continua y p(u(:r)) = :r, por lo tanto u es una sección de 
B. Entonces por el teorema 15 todo haz asociado a B es trivial. O 

Corolario 22.1 Todo ha: sobre la bola de dimcnsion n es trivial. 
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Este resultado clásico nos va a permitir caracterizar todos los haces con deter­

minada fibra sobre la esfera de dimensión n. Acabamos de demostrar que todo haz 

sobre la bola de dimensión n es trivial. En particular podemos cubrir a la esfera con 

dos bolas de dimensión n de manera natural. Sean Vi= S" -{:r} y V.= S" - {-x} 

donde :r es cualquier punto sobre la esfera. Haciendo una analogía, al punto x le lla­

maremos polo norte y a -:r polo sur. El ecuador de S" será el sn-I determinado por 

la intersección de sn con el subespacio de 31n+I ortogonal ax. Por el teorema anterior 

cualquier haz restringido a V; es trivial. Podemos contraer poco a poco las vecindades 

coordenadas, de tal manera que su frontera sea un sn-• paralelo al ecuador. El haz 

quedará determinado por la manera de pegar a lo largo de una banda determinada 

por los dos paralelos. Intuitivamente esta banda la podemos hacer tan delgada como 

queramos, y por consideraciones de continuidad veremos que podremos caracterizar 

los haces sobre la esfera de acuerdo a la función de pegado a lo largo del ecuador. Pre­

cisando, SÍ tomamos Xo Ufi punto base sobre sn-t, decimos que un haz coordenado se 

encuentra en forma normal si sus vecindades coordenadas son V, y V2 y 912 (x0 ) =c. 

Lema 23 Todo haz coordenado B sobres• es estrictamente equivalente a un ha: en 

forma normal. 



DEMOSTRACION: 

B es trivial sabre cada uno de las V;, por lo tanta existen mapcas 
de haces .¡,¡ : V; x Y -+ B;, donde B; denota la porción de B sobre V;. 
Entonces </i\ y .¡,~ son funciones coordenadas de un haz B' estrictamente 
equivalente a B. Si 912 (xo) = a entonces construirnos un segundo haz 
estrictamente equivalente a B' fijando ,\1 (x) =e, y ,\2 (x) =a y aplicando 
el teorema 10. Este haz se encuentra en forma normal y concluye la 
demostración. O 

25 

Definición 24 Si B es un haz en forma nonnal sobre sn entonces definimos ti 

rnapco característico de B como X = 912 Is•-•. 

Lema 2li Cualquie1· función continua x : (S•-1,.ro) -+ (G,e) es el mapeo carac· 

terístico de algún haz coordenado sobre S• en fonna nonnal. 

DEMOSTRACION: 

Sear: V.nV.-+ s•-1 laretracciónqucproycctax sobre la intersección 
de el meridiano que pasa par X y s•-1• Definimos 911(.r) = x(r(:i:)), 
g21 (x) = g12 (x¡-', y fijamos 911 = g22 = e. Entonces el haz construida 
por el método delineada en el teorema 11 tiene como función característica 
a~ O 

Teorema 26 Sean B y B' haces coordenados sobre s• en forma normal, y con la 

misma fibra y gropo. Sean x y x' sus funciones caraclenslicas. B y B' son equiva­

lentes si y solamente si e:riste un elemento a E G y una lwmolopía entre x' y axa-1• 

Si los haces son equivalentes entonces existen ,\1 y ..\2 estipuladas en 
el teorema 10. Denotemos por ¡•¡ a la restricción de ~; al ecuador sn-t. 
Entonces se sigue q11e: 

x'(:i:) = µi(x) x(x)µ2 (x¡-1 

En vista que X (x0) = x' (x0 ) = e entonces tenemos que µ1 (ro) = µ, (xo) = 
a. Ahora bien, s•-t es contraihle a x0 sobre cualquiera de los hemisferios. 
Esta homatopía rnc induce una segunda homotopía en G que manda cada 
una de las ¡J¡ en a. Sea 

h;: (sn-i x l,x0 x !) -+ (G,a) 

la homatopia así determinada, entonces h'(x,t) = h1 (x, t) x (r) /1 2 (x,t¡- 1 

es 111111 homolopÍa de \ 1 Cn axa-I fijando la imagen de J'o en C. 



Supongamos que existe a E G y que tenemos una homotopía entre X 
y axa-1• Si definimos ,\¡(x) =a para toda x E V;, entonces aplicando 
el teorema 10 tenemos que existe un haz equivalente a B y cuyo mapeo 
característico es axa-1, por lo que podemos suponer sin pérdida de gen­
eralidad que a = e y que x' es homotópica a X· Ahora bien, dado que 
la imagen de las funciones características son elementos del grupo, esta 
homotopía implica que el mapeo definido por la multiplicación x'x es ho­
motópico a un mapeo constante, y por lo tanto la función característica 
se puede extender del ecuador a la totalidad de el hemisferio norte. Si 
denotamos por N y S a los hemisferios norte y sur respectivamente y por 
!) : N __, G la extensión que acabamos de mencionar entonces podemos 
definir una función 

xeSnVi; 
X EN 

.\1 es continua ya que sus componentes son compatibles a lo largo del 
ecuador. Ahora bien, si en un haz sobre s• en forma normal restringimos 
Vi al interior del hemisferio sur, S, con la correspondiente restricción en 
las funciones coordenadas, obtenemos un haz estrictamente equivalente. 
Con esta técnica construimos haces B1 y 8\ estrictamente equivalentes a 
B y 8', y definimos 

.\2 (x)=e, xES, 

entonces tenemos que 

y por el teorema 10, tenemos la equivalencia de 8 1 y 8\ y por transitividad 
~~B~~ o 
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Este teorema nos permite clasificar los haces fibrados sobre S". Acabamos de ver 

que la equivalencia de dos haces depende de la existencia de una hu111olupía cnll·e las 

funciones características de estos. En vista del teorema 13 podemos reducir el estudio 

a haces principales. Las funciones características son funciones con donúnio S"-1 y 

contradominio G. Si G es arcoconexo, entonces por la independencia de punto base 

estas funciones corresponden a elementos de "•-I (G), y dos funciones características 

son homotópicas si y sólo si son representantes del mismo elemento de "•-I (G). En­

tonces, el teorema anterior implica que el conjunto de clases de equivalencia de haces 
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con fibras• están en correspondencia biunívoca con los elementos de lrn-I (G). Ahora 

bien, hay tantas elecciones esencialmente distintas de punto base como componentes 

arcoconexas de G. Es en .este punto donde cobra importancia la existencia del ele­

mento a del grupo en el enunciado del teorema. Este elemento nos sirve para cambiar 

de una componente a otra, entonces existirán tantas clases de equivalencia de estos 

haces como componentes tenga el grupo multiplicadas por el (n - 1)-ésimo grupo de 

homotopía de una de las componentes de G, en vista de que cualquier componente 

de un grupo topológico es homeomorfa a la componente que contiene a la identidad. 

Con este resultado damos por terminado el capítulo sobre haces librados y estamos 

en condiciones de tratar el problema principal de la tesis. 
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Capítulo 2 

Tomografía 

2.1 La Conjetura de Gromov 

El matemático ruso Gromov planteó el siguiente problema: Supongamos que K, 

un cuerpo convexo y compacto en !R•+I, posee un punto p tal que cualesquiera dos 

secciones n-dimensionalcs que contengan a p son congruentes. ¿Es entonces K la bola 

de dimensión n + 1? La intuición sugiere que la respuesta debe ser afirmativa, sin 

embargo, hasta la fecha esta pregunta ha sido contestada sólo de manera parcial. Si 

la dimensión del espacio es par se ha confirmado la conjetura; sin embargo no se ha 

podido concluir nada cuando esta dimensión es impar. En este trabajo daremos una 

demostración del primer caso, siguiendo las ideas de Mani[7]. 

La conjetura es de carácter evidentemente geométrico; ¿Qué es lo que la vincula 

con la topología y específicamente con la teoría de los haces librados? Intentaremos 

traducir el problema geométrico a uno topológico, para entonces poder aplicar la 

herramienta desauolla<la en la primera parte del trabajo. Supongamos que el circun­

centro de/( se encuentra en el origen. Si S" es la esfera unitaria en !R•+t y x un punto 

sobre ella, entonces entenderemos por la sección n·dimensional de/( en la dirección x 

como la intersección de K con el subespacio de !R•+I ortogonal a x. Denotaremos por 

s (x) a este conjunto. Es claro que las secciones en las direcciones x y -x coinciden. 

Tomemos el conjunto de todos los cuerpos congruentes as (x) que son tangentes a S" 

en su circuncentro. La idea principal es que la triada formada por este conjunto, la 
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función continua que le asocia a cada copia de s (x) su circuncentro y sn forman un 

haz. Ahora bien, supongamos que existe K que cumple con la hipótesis de la conje­

tura de Gromov. El haz se convierte ahora en un haz librado cuya fibra es el conjunto 

de cuerpos congruentes a s(x) en !Rn. Para cada punto x traslademos la sección s (x) 

de tal manera que sea tangente a sn en el punto que determina su dirección. Esto 

se logra tomando el conjuntos (x) + x. Si hacemos esta operación para cada punto 

de sn entonces obtendremos una familia de cuerpos congruentes tangentes a sn. Por 

medio de esta operación construimos una sección del haz librado que acabamos de 

mencionar. Probaremos que sin es par y s (x) no es la bola de dimensión n entonces 

no puede existir una sección del haz. Posteriormente probaremos que si toda sección 

de [( es la bola de dimensión n entonces /( es la bola de dimensión n + !. Con esto 

concluimos la demostración. 

El observar que la conjetura sólo se ha probado para 11 par, puede sugerir una 

relación con el resultado clásico de topología de que para 11 par no se puede "peinar" 

a la esfera sn. La relación, de hecho, existe y obtendremos este teorema como corolario 

de nuestro trabajo. 

2.2 Definiciones y Notación 

Denotemos por ln+t al grupo de isometrías de 31n+1, por On+I a el subgrupo 

ortogonal, y por SOn+I al subgrupo de las rotaciones de !Rn+I, C:ntonces tenernos 

que SOn+I C On+I C ln+t Decimos que un cuerpo en el espacio euclidiano !Rn+I 

es un cuerpo plano si su cápsula afín, definida como el euclidiano mínimo que lo 

contiene, no es todo !ffn+t. Sea K un cuerpo convexo y compacto plano en !Rn+t, y 

r = {m(K)¡m E In+t} el conjunto de todos los cuerpos congruentes a K en !Rn+t. 

A r le asociaremos una métrica. Para todo X E r definimos el <-engrosamiento de 

X como: 

X,= {v e!Rn+1 111x-yl1 <<para algún X ex}. 

Si X y Y son elementos de r definimos la distancia entre X y Y como: 

dH(X,\') =inf{< ¡xc Y. y Y ex,). 
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a esta métrica la conocemos como la métrica de Haussdorff. Definimos T : r --> !J1•+l 

la función continua que le asocia a cada convexo en r su circuncentro. Sea S" la 

esfera unitaria en !J1•+1 t y s•-1 e s· el ecuador de s• (la última coordenada es 

cero). Si :r E S" denotemos por E(:r) el plano tangente en :r. Llamaremos ro= 
{ 1( E r 1 T ( K) E s· t K E E ( T ( K))) al subconjunto de r de los cuerpos congruentes 

a K que son tangentes a S" en su circuncentro. Ahora bien, definimos un campo de 

cuerpos congruentes a K tangente a S" como una función continua 7: S"--> fo que 

cumple con la condición de que T ("t (:r)) = :r. Es decir, con 7 vamos a escoger un 

único cuerpo congruente a /( de todos los posibles tangentes para cada punto de la 

esfera. La tríada {r0 ,S",T} forma un haz y la existencia de un campo de cuerpos 

congruentes a 1( tangentes a S" es equivalente a la existencia de una sección del haz. 

Sea {e1t e2,. . ., en+1} la base canónica de !J1•+1, y !111 el subespacio generado por los 

primeros k elementos de la base, Oi. el subgrupo de On+l que actúa como la identidad 

el subcspacio ortogonal a !111• Tomemos lío E r0 un elemento tal que T (Ko) = en+I• 

y definimos G0 = {o E O. 1 o(/ío) = /(0 }. Decirnos que lío es totalmente simétrico 

si y sólo si G0 = O •. Se puede verificar que los únicos cuerpos convexos y compactos 

totalmente simétricos son los puntos y las bolas de dimensión n. 

La existencia de un cuerpo que cumple con que todas sus secciones son totalmente 

simétricas equivale a que el haz de cuerpos congruentes a una de sus secciones tan­

gentes a S• admita una sección. Es cierto que una sección de un cuerpo eco trado en 

el origen no tiene porque estar centrada en el origen, y por lo tanto el circuncentro 

des (:r) + :r no tiene porque ser :r. Esto implica que s (x) + x no es un elemento 

de f O• Esto DO representa problema alguno, ya que con una· traslación adecuada 

podemos hacer coincidir el circuncentro de cada sección con el punto que determina 

su dirección. En vista de que existe un arco en r entre un elemento y cada uno de 

sus trasladados; si existiera una sección de el haz de cuerpos congruentes tangentes a 

S", entonces podríamos deformar esta a una sección del haz de cuerpos congruentes 

tangentes a s· en su circuncentro, es decir del haz { r º' s• t T}. Demostraremos que si 

n es par, este haz admite una sección únicamente en el caso de que lío sea totalmente 

simétrico. 

Nos detendremos un poco en dar la definición de una función que será de vital 
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importancia en el problema. Definiremos q,: S"-{-en+t} -+ SOn+t como la rotación 

que llevaen+t en x porlagcodésicaque los une. Matricialmentesi x = (a1, a., ... ,ª•+•) 

entonces 4> esta determinada por: 

ª• 

i/>(x)= 
6··-~ 
,, 1 + ª•+t 

On 

donde 6;; es la delta de Kronecker. La función q, tiene las siguientes características: 

l. det (i/>(x)) = 1 

2 . .P(xr• = q,(x¡T 

3. Las columnas de .P(x) forman una base ortonormal de !R•+I. 

Adicionalmente definimos 

como la rotación de 180° en el plano de las dos últimas coordenadas. Es inmediato 

verificar que ,\ es idempotente. 

Proposición 1 El espacio cociente Ontt / On de las clases laterales izquierdas es 

/1omeomorfo a s• 

0EMOSTRACION: 

Definimos h: On+i/O. _, S• y h': S•-+ On+i/O. como 

h(o· On) = o(cn+t) 

h'{x) = { i/>{x) · On X #-<n+t 
,\. Ün X= -en+I 
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l. h está 'bien definida 

Sea d otro representante de o·O •. Entonces o' = 0·01 para alguna 01 E o •. 
Tenemos que d (en+t) = 0·01 (en+I) = o(en+t) pues 01 fija a fn+t· Además 

hes cerrada pues es una función continua de un compacto en un Ilausdorlf. 

2. h (h' (x)) = x, y h' (h (o. o.))= o.º· o 

Análogamente se prueba la: 

Proposición 2 El espacio cociente On+i/G0 de los clases lotero/es izquierdos es 

homeomorfo a ro 

Adicionalmente probemos la: 

Proposición 3 El má>:imo sub9rupo de On invoriontc en On+t es el grupo trivio/. 

DEMOSTRACION: 

Sea o E On+t. como On fija a entl• entonces tenemos que o (en+1) 
queda fijo bajo operaciones de aO.a-1. Si b E aO.a-1 V a E On+t en­
tonces b·o (en+t) = o(en+t) y en vista de que On+t es un grupo transitivo 
sobre, s• concluimos que b = e. o 

Juntando estas tres proposiciones podemos construir el siguiente diagrama con· 

mutativo: 

donde Il y ir son las proyecciones canónicas y T (o)= o(K0). Por lo tanto podemos 

trasladar el problema de construir una sección del haz {ro, S", r, On (lío)} a constru­

irla en el haz {On+1/G0 ,S",ir,On/G0 }. Para esto daremos la forma normal de este 

haz y del haz {On+t/O., S",p, O.). 

Construimos los haces coordenados: 

n = {On+t.S",p,O.,O., {S" - {-en+t} ,S• - {en+ill {t/>1,t/>2}} 

f3 = {On+i/Go, Sn, ir, O./Go. O./G~. {S" - {-•.+tl ,s• - {en+•}}, {iJi1, rb2ll 



donde G~ = íl o· G0 • 0-1 es el máximo subgrupo de Go invariante en O. y 
oEOn 

t/i1: S• - {-en+t} X O.-> p-1 (S" - {-e.+1}) 

<h: s• - {e.+tl Xº· _, p-1 (S• - {en+tll 

"11 : s• - {-e.+1} X o./Go-+ ,..-1 (S" - {-e.+t}) 

!/'2: s• - {en+tl X o./Go -+ ,..-i (S• - {e.+t}) 

son las funciones que quedan definidas por la regla de correspondencia 

t/it(x,o)=t/i(x)·o .Pt(x,o·Go)=t/i(x)·o·Go 

r/i2 (x,o) = ,\ · r/i(,\x) ·o "12 (x,o · Go) = ,\ · r/i(,\x) ·o· Go 
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Comparando las funciones coordenadas, y recordando la definición J.14 observamos 

que f3 es un haz débilmente asociado a a. Además para el haz a tenemos que: 

-2a1an o 

6;; - 2a;a; 
-2a2an o 

gil (x) = [r/i(x}t1 · ,\ · t/i(,\x) = 
-2an-t0n o 

2a1an 2a2an 2an-tGn 2a~ -1 o 
o o o o 

Donde x =(a., a1, ... , º•+1). Ahora sí, sin más preliminares podemos pasar a nuestro 

resultado principal. 

2.3 Demostración de la Conjetura de Gromov 

Teorema 4 Sin es un número par entonces los únicos campos de cuerpos congru­

entes tangentes a s• son los campos de cuerpos totalmente simétricos. 

DEMOSTRACION: 

Supongamos que por el contrario existe un campo de cuerpos, no to­
talmente simétricos, congruentes tangentes a s•, es decir que G0 f o •. 
Esto implica que el haz coordenado fJ admite una sección. Como ya hici­
mos notar antes, fJ es un haz débilmente asociado de a con fibra O./G0 ; 



y por el corolario del teorema 1.19 esto implica que se puede reducir el 
grupo del haz o a G0 • lln otras palabras, existe un haz o0 con grupo 
G0 que es O.-equivalente a o. Si denotamos por X y Xo las funciones 
características de estos dos haces, entonces por el teorema de clasificación 
de haces 1.26 existe a E On y una homotopía X~ ax0a-1 • Parametrice­
mos a s·-1 con la siguiente carta; para abreviar adoptaremos la notación 
COSjJ = cos O¡ cos O¡tl ... cos O;: 

sn-1 = { (cos1,n-2,scn01 cos2,n-2, scn02 COSJ,n-'21 ••• , scnDn-2 cos ºn-lt scnOn-t) } 

01 E [0,2irJ O; E [-M] 
y definimosµ : º· -t s•-1 por µ(o) = o(c.) entonces tenemos que 
µx : s•-1 __, s•-1 
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µx ( x) = ( cos1,n-2 sen20.-1, sen01 cosi,n-2 sen20n-h .. ., senOn-2sen20n-t. - cos 20n-1). 

La composición µx es la función que mientras recorremos una vez un 
meridiano en el dominio, recorremos el mismo meridiano en el codominio 
pero al doble de velocidad, y por lo tanto dos veces. La homotopía entre X 
y ax0a-1 induce a su vez una homotopía entre µx yµ (ax0a-1). Analice­
mos más de cerca estas funciones. µx cumple las siguientes condiciones: 

1. µx (en)= e., 

2. x(x)=µx(-x), 

3. Si denotamos por s•-2 al ecuador de s•-1 (0._1 =O) entonces µx (S•-2) = 

Vamos a descomponer l'X en cuatro funciones: / 1 s•-1 -> i", 
¡,, h.J. : ~· -+ i" 

! (cos1,n-2 sen20n-h sen01 cosi,n-2 scn20n-h .. ., scnOn-2senOn-t. 1 - cosOn-l) 

si On-1 ?: O 

- ~ (cos1,n-2 sen20n-t 1 scn01 cos2,n-2 scn20n-t, ... , scnOn-2scn011-t 1 l - cos On-1) 

si On-1 <O 

-:r. si x = (a¡,a2 1 ... an); On <O 

h(x) = {a¡,a2,. . .,an-1>Bn - l) donde x = (a¡,a,, .. .,a.) 

/4(x) = 11:11 



tenemos que f4fahf1 = µx. En un diagrama podemos visualizar la acción 
de las /; como: 
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+~+ Í•+ 

f¡ sólo cumple con la condición de que el ecuador cae sobre un punto, 
y hay que notar que /i(-:r) = -fi (:r). Las funciones fa y J. son 
topológicamentc triviales pues son homotópicas a la identidad. La parte 
crucial se encuentra en hi está. función manda el s•-1 que, después de 
haber aplicado Ji. tiene última coordenada negativa sobre el correspondi­
ente s•-1 con última coordenada positiva, mientras que deja a esta última 
fija. Ahora bien, la función antípoda preserva la orientación en !R• si n 
es par y la invierte si n es un número non (y no me refiero a un número 
muy grande), por lo que "envuelve" a la esfera dos veces en el caso de n 
par, y cero en el caso non. Dadas las condiciones que hemos puesto en el 
teorema podemos afirmar que l'X es una función de grado dos. 

Queremos demostrar que µax 0a- 1 no puede ser de grado dos, es­
pecíficamente demostraremos que su grado es cero, lo que tornaría in­
sustenlablc nuestra suposición sobre la existencia de una sección del haz 
/J. 

En vista de que K0 no es totalmente simétrico, existe una esfera T•- 1 E 
E(e0 +1) de tal manera que Kan 1'0 -

1 f T•- 1• Sean y1 E /\a n T•-1 y 
y¡ E T•- 1 - Ka. Definimos 

YI - Cn+l Y2 - Cn+t 

zi = llY1 - entt 11 z, = llY2 - entt 11 



las %¡ no son más que la proyección de las y; a !R", normalizadas. En­
tonces z; E s•-1• Siµ (ax0a-1) cubriera a s•-1 para alguna a entonces 
existirían g.,g, E G0 tales que ag1a-1 (e.) = az1 y ay2a-1 (en) = az2• 

Esto implicaría que g2g¡1 (z1) = z2, y por lo tanto g2g¡1 (y1) = y2• Pero 
esto contradice la definición de G0 • Por lo tanto la imagen de ¡wxa-1 

es un subconjunto propio de sn-1• Se sigue que la imagen de µaxa- 1 es 
contraible en s•-1, y por lo tanto no puede ser homotópica a PX que como 
habíamos visto es de grado dos. Con esto concluimos la demostración. O 
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Corolario 4.1 Sin es par, entonces no existe un campo de veclorcs tange ni es a S•. 

DEMOSTRACIÓN: 

Un campo de vectores tangenles as• induce canónicamente un campo 
de intervalos. Para cada X E s· escogemos el intervalo tangente !l. s• en 
la dirección del correspondiente vector tangente en z. El corolario se sigue 
de que el intervalo no es totalmente simelrico. O 

Este teorema demuestra que las secciones de /í tienen que ser totalmente simétricas. 

Esto implica que son, o bien puntos, o bien bolas de dimensión n. Si toda sección 

consta de un único punto, entonces K es también un punto. En el otro caso tenemos 

el siguiente: 

Teorema S Sea K un cuerpo convexo en !J1•+1, n ~ 2. Si toda sección de K es una 

bola congruente de dimensión 11 entonces K es la bola de dimensión 11 + l. 

DEMOSTRACION: 

Supongamos sin pérdida de generalidad que las secciones son de norma 
l. Primero demostramos que el circuncen tro de cada uua de estas sec­
ciones coincide. Digamos que este es el origen. Supongamos que existe 
una sección cuyo centro no es el origen; llamemos s (x) a esta sección. 
Sea s (xL) una sección en dirección ortogonal a la dirección de s(x). 

El diámetro de s ( zL) es igual a la cuerda de s (x) que pasa por el ori­
gen. Como s(x) no está centrada en el origen, la longitud de esta cuerda 
es menor que dos. Pero s ( xL) es una bola unitaria y por lo tanto su 
diámetro es exactamente dos. Esto implica que toda sección <le /í está 
co?ntrada en el origen. 



Sea x un punto sobre la frontera de K. Entonces x es también un 
punto frontera des (xJ.) donde :rJ. es cualquier punto ortogonal a :r. Pero 

s (xJ.) es la bola unitaria y por lo tanto ll:rll =l. Ahora, sea y un punto 

tal que llYll = l. Tenemos que y E s (YJ.) y por lo tanto y E K. Esto 
implica que la frontera de K es la esfera unitaria en !R•+1 y como K es 
convexo entonces es toda la bola unitaria O 

2.4 Algunos resultados adicionales. 
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Con lo anterior queda demostrada la conjetura de Gromov, pero podemos sacar 

aún mas resultados como corolarios de nuestra demostración. Veremos que, al menos 

en el caso den par, la hipótesis de congruencia es demasiado fuerte, podemos concluir 

el mismo resultado, si únicamente pedimos que las secciones seau similares entre sí. 

Decimos que dos cuerpos, K1 y K,, en !Jl•+1 son similares si ,\ (/(1) es congruente a 

K, para algún real ,\ f O. Adicionalmente podremos dar una caracterización de las 

elipsoides. Estos resultados se resumen así: 

Corolario 4.2 Sin es un número par, entonces los únicos campos de cuerpos simi­

lares tangenles a s· son los campos de cuerpos lola/menle simétricos. 

DEMOSTRACION: 

Sea K0 como en el teorema. Con la métrica de Jlausdorlf, ambas 
componentes del conjunto de cuerpos similares tangentes a S• son arco· 
conexa'!. Sea r• = {9(.\(Ko)) ;g E 0.+1, ,\E !R} este conjunto, y T1 la 
función que le asocia a cada punto de r• el punto de tangencia con sn. 
Entonces cualquier sección del haz {f', s•, T'} se puede deformar a una 
sección de cuerpos congruentes; es decir a una sección del haz { r 0, s•, T}. 
El teorema anterior nos demuestra que esto sólo se puede hacer si K0 es 
totalmente simétrico. O 

Corolario 4.3 Sin es un número par, enlonces los únicos campos de cuerpos af¡'nmenlc 

equivalenles langentcs a s• son los campos de cuerpos afines a cuerpos lolalmentc 

simétricos. 

DEMOSTRACIÓN: 



Cada una de las componentes del conjunto de los cuerpos afines a lío 
con la topología inducida por la métrica de Hausdorff es arcoconexa. La 
demostración sigue de manera idéntica a la del corolario anterior. O 

Usando estos corolarios podemos demostrar los siguientes teoremas: 

3S 

Teorema 6 S<a K un cuerpo compacto y con vezo en !R'•+I, n 2:: !. Si K contiene un 

punto p tal que cualesquiem dos secciones que contengan a este punto son similares, 

entonces K es la bola de dimensión 2n + l. 

DEMOSTRACION: 

Sabemos por el corolario 4.2 que toda sección debe ser una bola. En 
vista del teorema 5, basta demostrar que todas estas secciones tienen el 
mismo radio. Sea r : S'" _, !R la función que a cada punto z le asocia 
el radio de la sección en dirección ortogonal a z. En vista de que 82" es 
compacto existe una sección de radio máximo, sea K0 esta sección. Sea 
K otra sección, entonces el radio de Ií es menor o igual que el radio de 
K0• Pero también es mayor o igual que el radio de la sección {2n - l )­
dimensional de /(0 determinada por el plano que contiene a K. Esta 
sección tiene el mismo radio que K0 , y por lo tanto los radios de K y K0 

son iguales. O 

Teorema 7 Sea K un cuerpo compacto y conve:ro en !R2•t1, n ;::: l. Si K contiene 

un punto p tal que cua/esquiem dos secciones que contengan a este punto son afines, 

entonces K es un elipsoide de dimensión 2n + !. 

Este último teorema, aunque no es difícil de demostrar, necesitaría que intro­

dujéramos uno o dos conceptos nuevos que salen un poco del esquema de este trabajo. 

Para aquellos que estén interesados, se les refiere al excclen te libro de Gardner[4]. Este 

resultado, aunque es muy similar a los anteriores tiene mucho mas importancia de la 

que se puede adivinar a primera vista. En su trabajo original, Sobre una Hipótesis 

Geométrica de Banac/1 [5], Gromov plantea este problema como íntimamente rela­

cionado con el análisis funcional. Dentro de este campo, una pregunta fundamental 

es saber cuando a un espacio de Banach1 se le puede definir un producto interior, y 

1 Un espacio de Banach es un espacio vectorial norma.do completo. Ea un resultado clasico el que 
cualquier espacio de Banach de dimension finita es escencialmente !R" dotado de una norma. 
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así convertirlo en un espacio de Hilbert2, En dimensión finita, podemos clasificar a 

los espacios de Banach de acuerdo a su norma. Otra manera de ver a la norma es 

definiendo un convexo K, centralmente simétrico y centrado en el origen, y definiendo 

la norma de x como: 

\lx\I = inf {r E ¡+ 1 x E r · K}. 

Esto motiva que a K lo llamemos la bola unidad del espacio de Banach, ya que 

cualquier elemento en la frontera de K tiene norma uno. Se sabe que un espacio de 

Banach es un espacio de llilbert sí y solamente sí su bola unidad es un elipsoide. 

Banach quiere dar una caracterización alterna para identificar cuando a. un espacio 

dado se le pueda proveer de un producto interior. Su hipótesis es que en un espacio 

de Banach se puede definir un producto interior sí y solamente sí cualesquiera dos 

subespacios de dimensión m son isométricos. Decimos que dos espacios, X y X', son 

isométricos si existe una transformación lineal biyectiva enlre ellos que preserva la 

métrica. Dado que la bola unidad de un subespacio de X no es más que la inter­

sección de la bola unidad de X con el subespacio en cuestión, Ja condición de que 

dos subespacios sean isométricos implica que la bola unidad de uno de ellos sea una 

transformación afín de la bola unidad de el otro. Esta es la clave para traducir el 

problema de análisis funcional a uno de grometría, y es la idea que motiva a Gro­

mov. La bola unidad de un subespacio es una sección de la bola unidad del espacio 

total. La hipótesis de Banach equivale a saber si dado un convexo /( E i• tal que 

cualesquiera dos secciones de J( son afines implica que K es un elipsoide. En este 

trabajo probamos que si la dimensión del espacio es non, este resultado es cierto. 

Este es un ejemplo bellísimo de la interacción entre distintas ramas de las matemáticas. 

Tenemos un problema de análisis funcional, este se traduce a un problema grométrico, 

el cual a su vez se contesta utilizando técnicas de topología algebráiea avanzada. 

Problemas como este, proporcionan evidencia de que aunque parezca que las distin­

tas ramas de las matemáticas evolucionan de manera independiente, el cuerpo de las 

matemática.• es uno, y estas ramas están más íntimamente relacionadas de lo que 

pensamos. 

2Un tspacio de llilberl es un espacio de Danacl1 con un producto intNior de tal manera que 
(z,z) = l!zll 
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