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Parte 1: lnrnovllizaclón de cuerpos eeométrJcos. 

Introducción. 

Los problemas de inmovflización rueron Introducidos por W. Kuperberg (K) y 

Papadimitriou (MNPl J. Estos fueron motivados por problemas en Ja robótica 

(MNPl, 2). Luego desarrolló el Interés el aspecto pura.rnente 

geométrico del problema. Tratando el caso de curvas convexas suaves. en 

(BMUJ se obtuvieron las condiciones geométricas de orden nulo, primero y 

segundo para la Inmovilización de figuras planas, y se demostró qu~ 

f"iguras convexas analíticas diferentes del disco pueden f"ijarse con tres 

puntos. En (BFMMJ se trató el problema de fijar tetrahedros. demostrando 

que la condición suficiente de segundo orden consecuencia de la 

condición necesaria de primer orden, en el caso de tres dimensiones. 

Nuestro interés en el problema es su perspectiva dimensional. Damos 

una caracterización geométrica de la condición de primer orden, y la 

condición de segundo orden en el caso C 2
• Relacionamos los conceptos de 

atrapar y f"ijar. Damos un método para f"ijar genéricamente cuerpos C 1
• 

Mostramos que existe una vecindad C 1
'
1 de cuerpos cercanos a la esrera 

que pueden rijarse con n+l puntos, a menos que admitan una cuerda en su 

superf"icie (análoga a la de un tornillo). Mostramos Ja cercana relación de 

las condiciones geométricas y mecánicas de la inmovilización. 

Recapitulamos el teorema de inmovilización de tetrahedros. Finalmente. 

demostramos la conjectura de Kuperberg en el caso bidimensional: cualquier 

f"Jgura bidimensional C 2 estrictamente compacta que no sea el disco puede 

f'ljarse f"Jrmement:.e por t:.res puntos. 

Las ideas principales las siguientes. Delineamos primero Jo que 

sJgnlfican las condiciones que determinan si un cuerpo C 2 n dimensfonal 

K es f"Jjado por n+I puntos p
0 
••••• p" en su rrontera. Determinamos 

si Jos puntos fijan K examinando la posibilidad de mover los puntos P¡ 

(aplfcando un camino de lsometrías) sin que éstos penetren en el interior 

de K. La condición de orden nulo dice que ésto es imposible utilizando 

translaciones unicamente. Si esta condición se cumple, rot~mos Jos puntos 

compensando Ja rotación con una translación de tal rorma que Jos puntos 
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p
0

, .•. , pn-t deslicen sobre 8K. La pregunta es si el punto pn 

sigue una trayectoria que se mantiene en el exterior de K ó si 

Inevitablemente penetra en el Interior. La condición necesaria de primer 

orden implica que la trayectoria de pn es Inicialmente tangente a 8K, 

para cualquier rotación. Es equivalente a la semlconcurrencia (3.4) de las 

líneas L
1 

que pasan a través de pi con dirección normal Ni 8K, y 

en dimensión dos Ja concurrencia. La condición de segundo orden implica 

necesariamente entra en el interior de K. 

Alternativamente, podemos pensar que además de rotar y transiadar los 

puntos, les aplicamos un ractor de escala. La translación y el !"actor de 

escala tienen una def"lnlción única a partir del camino de rotaciones que 

se aplique si pedimos esta vez que todos los puntos Po• ···• pn 

deslicen sobre la superficie. Los puntos fijan K si para cualquier 

camino de rotaciones se requiere que el factor de escala crezca para poder 

mantener los puntos sobre la superficie. 

Una f"orma gen~rlca de fijar cuerpos K 

inscrita en K. Mostramos que entre 

es la de encontrar la mayor bola 

los cuerpos C 1
, es denso el 

conjunto que se puede fijar con n+l puntos de esta manera, o que admite 

una cuerda. Otra forma de fijar cuerpos es deslizar n+l puntos 

homotétlcamente sobre su superficie y encontrar un mínimo en el f"actor de 

escala necesario. Esto no siempre funciona pues al deslizarse los puntos 

se puede perder la condición de orden nulo. Mostramos que para una 

vecindad C 1
º
1 de cuerpos cercanos a Ja esfera, y de simplejos en una 

vecindad del equilátero, se mantiene la condición de orden nulo para 

cualquier deslizamiento, y por lo tanto los cuerpos de esta vecindad 

pueden fijarse con n+l ¡..untos o admiten una cuerda. 

Mostramos también que si un cuerpo K en forma de estrella con respecto a 

un punto de su Interior es atrapado por conjunto cerrado P, 

encogiendo y moviendo P homotéticamente podemos fijar K, a menos que 

admita una cuerda generada por P. Las hipótesis sobre K Implican que 

al encoger y mover P, no se puede escapar de alguna manera. como se 

escaparían dos puntos que fijaran una "C'" desde adentro. De hecho la 

propiedad de fijar se relaciona con que esxista un valor crítico en las 

escalas de las imágenes locales homotéticas de P en el exterior de K. 
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Al examinar la lnmovilizacl6n de los tetrahedros en IR
3 

surgió un teorema 

de matrices. nombradas Móndrigas. que resultaba sorprendentemente difícil 

de demostrar en tres dimensiones. más aún para los valores propios 

complejos. La segunda parte de esta tésis se dedica a la generallzaclón y 

ref"inación de ese teorema en dimensiones, y a la demostración de 

varias aplicaciones que resultaron del mismo método: estimativas de los 

valores propios de matrices de signos mixtos¡ estimativas de los valores 

propios no principales de matrices no negativas; una condici6n para la no 

negatividad de la inversa de M-matrices¡ y un método para modif'icar los 

discos de Ger~gorin. 

Resumimos ahora el método que se ut.lliza para encontrar tres puntos que 

f'ijen una f'lgura bidimensional C 2 estrictamente convexa K, demostrando· 

la conjetura de Kuperberg en dos dimensiones. Analíticamente. el problema 

es equivalente al de encontrar triples p
0

, p
1

, p
2 

que sean soluciones de 

ecuación Cla condición de primer orden) y que cumplan ciertas 

deslaualdades (las condiciones de orden nulo y segundo). Primero 

encontramos triples cercanos a una solución considerando el máximo disco 

C Inscrito en K. que generlcamente da tres puntos que f'ijan K. Para 

resolver el caso no genll!:rlco, escogemos un punto de concurrencia q 

cercano al centro de C y en un rayo que garantizará la condición de 

orden nulo. El comportamiento de los conjuntos de soluciones P¡ de la 

condición de primer orden en términos de q resulta equivalente al 

comportamiento de los conjuntos de nivel de una función c 1, 4'. definida 

en 8K, en términos de un nivel El signo de la derivada de rp da 

inf'ormación sobre la condición de segundo orden (en sí una f'unción 

continua que no puede ser tratad:i por métodos diferenciales). Utilizamos 

por ello el teorema de Sard para encontrar niveles para los cuales las 

soluciones p de rfl(p) - a. tengan derivadas no nulas y combinamos éste 

con el hecho topológico de que, sl es sabido que ti> crece (decrece) entre 

los extremos de un Intervalo (lo cual será implicado por la geometría y la 

hipótesis de convexidad estricta) entonces, entre estos valores, en 

algunas de las soluciones p. debe de tener derivada positiva 

(negativa). Así. encontramos puntos P¡ que satisfacen Ja condición de 

primer orden y contribuyen apropiadamente a la condición de segundo orden. 

En algunos de los casos surge una comptlcación adicional, cuando la 
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contribución de alguno de los puntos debe de compensar la cont.rlbución 

negativa de alguno de Jos otros, para Jo cual debe obtenerse una 

estfmat.iva un poco más deUcada de las derivadas de Una parte 

Important.e de Ja demostración f"ue la slmplif"lcaclón de la descripción de 

las curvas estrictamente convexas, que se encuentra en el apéndice de la 

primera parte. 

2 Inmovilización: derinicJones .. 

Comenzaremos precisando los conceptos de f"fguras ó cuerpos ''inmovilizados'' 

y "atrapados". Seguimos Ja notación que se encuentra en [BFMMJ. Sea C el 

grupo de Lle de isometr{as que preservan Ja orientación en el espacio 

Euclldeo IR". Dados dos conjuntos X, Y ~ IR", def"lnimos el conjunto de 

movimientos de X en Y, 

CCX,YJ ={ge C f g!XJ <: Y). 

A través del escrito, sea K e IR" 

no vacío. Sea OK el exterior de K, 

K n OK = 8K. 

un cuerpo compacto con Interior IntK 

OK - IR" ' IntK, por lo cual 

2.1 Def"inición. Decimos que P lmmovtllza (ó flJa) K si P e OK y el 

mapa identidad id E C componente conexo aislado (por caminos) de 

B'(P,OK). Decjmos que P atrapa K sf P e OK y el componente conexo de 

id E C es compacto.• 

Los casos excepcionales de Ja inmoviUzación (como Jos que plantean Jas 

esf"eras o Jos torniJJos} son casos en que puntos que casi fijan un cuerpo 

pueden deslfzarse sobre su superf"icle rlgidament.e. En estos casos decimos 

que K admite una cuerda. 

2.2 Derlnlclón. DecJmos que K admft.e una cuerda global (Local) (en su 

superf"lcle) si existe conjunto P e OK que atrapa K y que tiene Ja 

propiedad: para toda g E B'(P,OK} en el componente conexo de id E C, (ó 

en una vecindad de Id en su componenete conexo) g(P) n 8K • "'· En 

ambos casos decimos que P genera una cuerda.• 
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Es claro que cada g(P) atrapa K. La idea es que Ja unión de los 

conjunt.os g(P) n aK Jo que en casos sencillos como la superficie de 

un tornillo llamamos una cuerda. 

3 ~ condiciones de nulo. primer y sesundo orden. 

Nos Interesan las condiciones bajo las cuales un conjunto de n+l puntos 

P = <p0 • ••• • Pn) f"lja un cuerpo 

dif"erenclables de la f"rontera. Sea el 

dimensional K 

conjunto de normales 

puntos 

que apuntan 

hacia el exterior correspondientes a estos puntos N = {N0 , •••• Nn>. La 

más simple condición para f"ljar. a la cuaJ nos ref"erfmos como condición de 

orden nulo, es que Jos puntos bajo consideración f"ijen el cuerpo cuando 

sus movimientos se restringen a Jas translaciones. 

3.1 Propoaición. Para que el conjunto de puntos P f"lje un cuerpo C 1• 

K. para translaciones es necesario y suf"Icfente que cualquier subconjunto 

propio de N sea linealmente independiente y que existan constantes 

posit.ivas a
0

, •••• ªn > O para las cuales el conjunto N de normales 

cumpla ~a1N1 = O (condición de orden nulo). 

Dernostraclón. Denotemos las translaciones con vectores b. P f'Ija a K 

para translaciones si y sólo si para todo b algún punto P¡ penetra el 

interior de K cuando se translada en Ja dirección b: 

Esto implica 

independiente. 

conjunto {N
0

• 

aJgún vector 

escogiendo -b 

que 

De 

V b • O 3 O :s f :s n : N¡ • b < O. 

cualquier subconjunto propio de N 

lo contrario existe Crenu nerando si es 

(3.1.Jl 

linealmente 

necesario) algún 

N } 
n•I 

contenido en un hiperplano. es decir que para 

b, b•N0 - ... ""' b•Nn-I = O. Entonces (posiblemente 

en Jugar de b) Nn • b il!: o. contradiciendo 3.Ll. También. 

el origen debe de estar en el interior del mínimo conjunto convexo que 

contiene N, pues de Jo contrario existe un hiperplano separador entre N 

y o. es decir. un vector b tal que Ni•b z: O. 

Conversamente. si para cualquier b • O 3.1.J es f'also. entonces N
1
·b il!: 

O. Pero la condición de Independencia de N implica que estas cant:Jdades 

no pueden ser todas cero. Por ello O = E:;aiNi • b > O, una contradicción.• 
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Para conjun't.os de puntos P que cumplan la condición de orden nulo. 

escribiremos n
1 

= aiNi: I;n1 = O. Las ªi > O se encuentran definidas 

hasta un múltiplo. pero escogeremos 

a. = (-11
1
det (N • o 

(3.1.2) 

(el acento circunrlejo significa "omitir"). y el orden se escoge para que 

N
1
, ••. , Nn 't.enga la orientación canónica. 

Para desarrollar las condiciones de primer y segundo orden de 

Inmovilización, consideramos la siguiente construcción 

fija un cuerpo 

geométrica. 

Supongamos que un conjunto de puntos p K para 

t.ranslaclones, y que en una vecindad de puntos p aK es dos veces 

dlferenciable. por lo que existe la segunda forma fundamental. Resulta que 

para cualquier rotación existen translaciones y cambios de escala 

correspondientes que deslizan a P a lo largo de aK. Si para cada camino 

de rotaciones el cambio de escala necesario es un incremento, P fija K. 

Representamos la segunda forma rundamental de la superficie BK 

normal N con BCxJ = DxN: también escribimos B(x,y) = yTDxN. 

3.2 Proposición. Supongamos que P "" {pº p~} 
K, para translaciones, y que I;n T P¡ .. O o' ~~ • 

0 

8K 

cuerpos forma de estrella). Para cualquier 

f"ija un cuerpo c 2
, 

(esto es verdad para 

camino C
2 de 

t.ransf"ormaclones ortogonales R(t) R(O) = 1 defínanse los vectores 

p
1
Ct), b(t) y el factor de escala v(t) como sigue. 

P¡ = o-R(p~ + bh nTpí = O, 1 = O, ... , n; b(O) = O; cr(O) = l. (3.2.1) 

Esto es equivalente al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 

donde A= R'R-1j
0 

es 

PÍ = cr'v-
1
p 1 + Api + crRb' 

transformación antisimétrica, 

I:~n T Ap 1 cr' = - cr----. 

E~n T P¡ 
y b' ob'tiene resolviendo 

n~o-(Rb') 
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El sistema de ecuaciones direrenciales ordinarias obtenido al substituir 

ti'' y b' en 3.2.2 CutUizando 3.1.2 para Ja definición de a 1> t.iene 

única solución en una vecindad de t = O. 

p rtJa K si y sólo si para todo camino RCtl. cr(t) 

arbitrariamente cerca de t:. = o. para t > O y t < o. es decir. 

La condición necesaria de primer orden para que esto sea el caso es 

Dada esta condición. la condición suficiente de segundo orden 

donde o
1 

la segunda rorma rundamental en o 
P¡• 1 = o. 

t~rmlnos de las ecuaciones 3.2.2. 3.2.3 y 3.2.4. podemos definir 

Q puede extenderse a una rorma cuadrática simétrica bllineal. 

crece 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

En 

(3.2.'7) 

Demostración. Las condiciones 3.2.1 definen las imágenes de p~ bajo un 

camino de lsomet:r!as precedidas por una translación y seguidas de la 

aplicación de un ractor de escala. ambos def'Jnidos únicamente por la 

condición de que los puntos se mantengan sobre la superficie. La unicidad 

se debe a la del sistema direrenclaJ. que se obt.iene como sigue. 

Pj = o-'RCp~ + b) + o-R'Cp~ + b) + o-Rb' 

Subst,Jtuyendo p~ = o--JR-
1
p 1 - b obtenemos 3.2.Z. Por Jo tanto 

O - nIPí = cr'o--
1nTp1 + nTAp1 + crnTRb' 

por Jo que 

o= O"'o--•¿;;nTP1 + I;nIAPi· 
impUcando 3.2.3 y 3.2.4. Mientras que a

1 
y I;nTp

1 
permanezcan 

dif"erent.es de cero el sistema de ecuaciones direrenclales ordinarias para 

p
1

• rr, b. puede obtenerse como expresiones racionales de expresiones con 

denominadores diferentes de cero (para obtener b se requiere la matriz 

inversa de (N, ... Nn)) asegurando la existencia y unicidad de las 

soluciones en una vecindad de 't. = O. 
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No es dif"ícH ver para cada camino de rotaciones R(t) que existe un 

camino de isometrías que mueve Jos puntos o 
P¡ sin que penetren el 

interior de K si y sólo si el f'actor de escala que Jos mantiene en Ja 

superf'icle no se incremente en ambos lados de t = o. 
cerca. 

arbitrar lamente 

La condición necesaria de primer orden es u-' (O) = O para todo camino 

R(t.), que es equivalente a Ja condición I:;;nTAP¡ ..: O para toda matriz 

ant:fslmétrlca A, Jo cual equivale a 3.2.S. Dada la condición de primer 

orden, Ja condición suf'Jciente de segundo orden es 

J;nTAP( + n(TAP¡ J;nfA'P¡ 
(lnvJ• 1 O = - n 1 O - 21 O > O. 

l:opi•n¡ <L;pi•n¡> 

Examinamos cada t~rmlno. El primero da 

~nTAPj = I;nfAAp1 = - I;CAn1l•CAp1J 

El segundo, 

I;nf T Apl = I;<a j NI + a 1Nj) T Pj = I;a1B1Cpj •Pj ). 

El último es cero puesto que I;n1pY es simétrico y 

(A')s =- (R"'R-1)' 5 = !.(R'RT + RTR')' = .!.cRRT)" = .!.r" =-o. 
2 2 2 

Por lo tanto la condición suf'iciente de segundo orden equivale a 3.2.6. Q 

puede extenderse a una f'orma simétrica blllneal puesto que 3.2.S equJvaJe 

a la simetría de la matriz L;;n1p;. 

Para n =- 2 es suf'Jclente considerar el camino (suave) de rotaciones 

RCt.) - (cost. -sint) para el cual A - R'R-1 '""' (º1 -
0
1). A• = O. El slnt. cost. 

&18110 de la derivada Clmr)"' coincide con el signo de la expresión 3.2.6. 

en una vecindad de t = O.• 

3.3 DerinJcjón. Decimos que un cuerpo K es f"jjado firmemente por un 

conjunto de n+l puntos P si se cumplen las condiciones de orden nulo. 

primero y segundo.• 

La condición de primer orden 3.2.S. en Ja presencia de la de orden nulo. 

tiene la siguiente caracterización geométrica. Representamos con <A> el 

subespacio vectorial generado por el conjunto o lista de vectores A. 
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3.4 Teorema. Sea un conjunt.o de n+l punt.os y 

direcciones que definan líneas Ll" y supongamos que las normales cumplen 

Ja condición de orden nulo (ver 3.1). Entonces L;;p
1
An1 - O si y sólo si 

cada plano n-2 dimensional que Intersecta o es paralelo a de las 

llneas L
1 

lntersecta o es paralelo a la línea restante. 

plano n-2 

dimensional que contenga dlreccJones "i• •n-z linealmente 

Jndependlentes y un punto q E Qn-z. Supongamos que L¡ int.ersecta 

Q"-
2

, 1 - J. Entonces q - p
1 

E <n1 ... 1 
••••• Y

0
_

2
> por lo que 

(q-pi)l\nil\Y'lA ••. l\Yn-Z = o. 

Se obtiene la misma ecuación si L1 es paralelo a Qn-z pues en este 

caso n 1 es una combinación lineal de w
1

, •••• "n-z' Por lo tanto 

n 

(c¡-pJ)AR/\Y'll\ ••• l\Yn-Z - - i~J(q-p¡)AD¡A•¡"···"'"'n-z ... º· 
pues ¡:;;n1 .,. O y I;P1An1 "" O. 

es paralelo a o"-2• seeún sJ 

f¡¡ual a cero. 

lnf'erlmos que 

nJ v 1 " ••• " 

LJ t.ambién lnt.ersect.a o 

v n-Z es direrent.e de o 

Demost.ramos el converso para n • 2 y luego reducimos el caso general a 

~ste. Para n - Z existe algún punto q en el que L
0 

y L
1 

lntersect.an. puesto que no son paralelos. Por lo tanto L
2 

también pasa 

por q por lo que P¡ - q + a:1n 1 para l • o. 10 2. implicando 

~P¡An1 • ~(q + u 1n 1JAn¡ = O. 

Par-a n ~ 3 exprésese w "" I;P1An1 en términos de la base n
1

• • •. • nn. 

Si tuviésemos w .. o. renumerando si f'uera necesario. n
1
An

2 
tendría un 

coef'Jc!ente dif'erente de cero. por lo que •CwJ .. o. siendo n- : E" 4 E 2 

.L 
la projeccJ6n a lo largo de <n

3
• •••• nn > . Por la condición de 

Independencia llneaJ de las normales. trCL
0

), ft'(L
1
), n(Lz) cumplirían la 

hipótesis de lntersecclón para n = 2, por lo que concluiríamos que O "" 

~nCp1 JAft'(ni) = n(w), lo cual sería una contradicción.• 

En una comunlcacl6n con el autor, el Proresor Elmer Reese sef'iala que una 

Interpretación alternativa de Ja condición de primer orden es que las 
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coordenadas proyectivas de Plucker de las líneas 

dependientes. 

son linealmente 

Decimos que las Uneas 

condición de primer orden 

para n i!:: 3. 

correspondientes a puntos que cumplen la 

concurrentes para n = 2 y semtconcurrentes 

Un resultado Interesante es que las condiciones geométricas para f"ljar 

coinciden con las mecánicas. 

3.5 Teorema. Sea K e R 3 un cuerpo para el que un conjunto de 4 puntos 

P cumple las condiciones de orden nulo y primero. SI se aplican fuerzas 

Fi en el sentido contrario a las normales N 1 en los puntos P. de tal 

f'orma que sumen cero. ~stas deben de ser proporcionales a n 1, y la 

tuerca resultante es cero. Supona:amos adicionalmente que el sistema 

mecánico que aplica las fuerzas F¡ está. sujeto a movimientos de P y 

K. y que P se encuentra restringido a movimientos homotc!tlcos, de tal 

modo que continúan siendo aplJcadas sobre la superf"lcle en el 

sentido contrario a las normales NI" Entonces, si se cumple la condición 

de segundo orden. cualquier movimiento de K realiza trabajo contra las 

f'uerzas F 1• 

Demostract6n. SI Fi = • 1N 1 y ~F1 = O, •i deben ser un múltiplo de 

ªr puesto que Ni cumplen la condición de orden nulo. La tuerca 

resultante es un múltiplo de ~PJ'''ºt = o. La geometría de Ja condlcl6n de 

segundo orden implica que cualquier movimiento de K requerirá. un cambio 

positivo de escala de P. que realizará. trab"t.jo contra las fuerzas Fr• 

Para n """ 2, tenemos una simplif'icación de la condición de segundo orden. 

3.6 Propoalclón Para n = 2. supóngase que p cumple la condición de 

primer orden 

a 1ri (~aJrJJ-•. 
y que ~n~p1 • O. Defínanse r 1 = p 1•N1, 

La condición de segundo orden 3.2.6 es equivalente a 
"'¡ 

i;«¡k1r 1 < 1 

donde k 1 es Ja curvatura en Pe Si 

es un_ múltiplo de (#)ir~). donde tJ1 
del punto de concurrence de las líneas L

1 

11 

r 1 • O entonces el triple Ca.
1

) 

las coordenadas barycéntricas 

con respecto a P¡. 



Demostract6n. ~a1r1 :a ~nTp1 • O por lo que cx
1 

están bien def'lnidas. 

Puesto que asumimos la condición de primer orden. las líneas L
0

• L 1• L 2 
son concurrent.es. Fijamos el origen en el punto de Jntersecclón (único en 

la presencia de la condición de orden nulo). Para la rotación en el 

sentido de las manecillas del reloj en IR
2

• A = (~-~) y podemos calcular 

v .. = O; nrb.. <nIAp1> = o, por lo que b .. = O; Pf. Ap
1
• Ahora. 

O < I;a1(!AN1l•CAp1l - e1cp¡,p¡>) = I;a1r 1!1 - k 1r 1l 

• (~a1r 1) I;<>¡Cl - k 1r 1l m (~a1r 1 ) (1 - I;<>1k 1r 1). 

muestra la equivalencia af"lrmada. Como ~a1r~
1p1 = L!a1N

1 
= O. 

son proporclonales a las coordenadas barlcéntrlcas del punto de 

concurrencia con respect a Pr• 

Relacionamos primero los conceptos de fijar y atrapar. Si un cuerpo en 

forma de estrella es atrapada por un conjunto cerrado P, disminuyendo la 

escala de P y aplicando isometrfas eventualmente f"ljamos K. 

que existan peculiaridades en la superficie de K, que hemos llamadO 

cuerdas. 

Escribamos Dx(r) : IRn .. Rn para dilaciones de escala r cent.radas en 

D•(r}(y) ... r(y-x) + x. Recordamos que cualquier e • € puede escribirse 

ex - Rx + b donde R es orthoa;onal. y b representa una translación. 

4.1 Teorema. Sea K un cuerpo con forma de estrella con respecto a 

algún punto en su Interior. que tomamos como el origen. por lo que n
0

Cr)K 

e K. Supongamos que un conjunto cerrado P e IRn atrapa K. Entonces 

existe una lsometrfa ,¡, E B y un f"actor de escala r E (O.lJ tal que, ya 

sea que la imagen reducida P' = r/>CD0 Cr)P) de P Inmoviliza K 6 ésta 

genera una cuerda global en la superf"icle de K. 

DemostracLán. Sea r = inr<s E [0,1) 1 3 rt; E C : r¡,(00 (s)P) atrapa K) 

el ínf"lmo del conjunto de factores de escala para los que alguna imagen 
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reducida de p se encuentra en el extt!'rior dt! K y atrapa a K. Existen 

secuencias si E (r.11 

que 4'i¡CD0 Csi)P) e: OK 

con límite r. 
y atrapa K. 

y •t ·E c. donde 

La secuencia <41¡) 

J E IN. tales 

claramente 

pertenece a un subconjunto compacto de por lo que existe una 

subsecuencia convergente con límite • E c. para la que P" = •CD0 Cr)P) e: 
OK. Puesto que O E int.K. r > O. Por lo tanto P" es homotética a P. 

Mostramos que P" atrapa K. Pues si existiera un camino 9 : (0,m) .. 

CCP" .OK) 9(0) = id para el cual O(t) .. • (o sea que 9 tendría 

un componente grande de translación). puesto que K tiene f"orma de 

estrella con respect.o a o. OK e oco
0

Cr)K). por lo que 

8(tl•t.CD0 Cr)PJ e OK e OCD0 Cr)K). 

ExJsten R(t), b(t) para los cuales e(tl•ttx :a R(t)x + b(t:). Entonces 

R(t)rP • b(t.J e rK. 

lo que implica 

R(t)P • r-1b(t) e K. 

Def"iniendo ~(t)x = R(t)x + r-1bCU. tendríamos un camino x 
S'(P.CK) que mostraría que P no atrapa K. 

(O.•) .. 

Supon¡ramos ahora que {id) no f"orma un componente conexo de S"CQ.OK). Si 

para cualquier a • e en el compcnent de Jd0 ¡¡(PJ n aK = •· entonces 

e•lstlrfa un f"act.or de escala menor que r. pues P es cerrado. En este 

caso P" ¡¡enera una cuerda •lota!.• 

El slautente teorema muestra que un mc!todo de f"ijar cuerpos K aplicable 

pn~ricamente a cuerpos C 1
• es el de encontrar la méixima bola inscrita 

en aK. Lo ut.iUzaremos como punto de en"' rada para el teorema ¡¡:eneral de 

inmo•IUzacJón de f"J¡ruras convexas en dlmensJon 2. 

4.2 Teorema. {a) Sea K e: 111" un cuerpo C 1 que conten¡¡a una bola 

cerrada que lo toca solamente en una seml-esf"era abierta. Entonces existe 

una bola mayor contenida en K. 

(b} Sea K un cuerpo C
1 con una bola cerrada inscrita que contiene en 

su Intersección con Bk un conjunto de n+l puntos P - {p~. . . .• p~) 
cuyas normales correspondientes N¡ cumplen la condición de orden nulo. 

Entonces P f"lja K 6 Je genera una cuerda local. 

(e) Los cuerpos K compactos. C
1

• con interiores no vacíos. cuyas 
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má.ximas bolas inscritas tienen intersecciones BK que con'tlenen n .... 1 

puntos P que f"JJan K C 1 densos. 

Demostracf.6n. (a) Fijamos el origen en el centro de la bola B. Por 

hipótesis existe dirección h tal que BnBK s; (x 1 x•h < 0). Derínase 

en la semlesf"era superior <x E 88 1 x•h ~ 0) la f"uncl6n continua p(x) = 
sup(r 1 rx E K}. p alcanza su mínimo p

0 
• O. Sea C el mínimo 

conjunto convexo que contlen 

<• • B 1 x•h < 0) u (pox 1 • E B} s; K. 

Como K convexo. C s; K. Es claro que C contiene una bola 

li•eramente mayor que e. 

(I•) Mostraremos que P f'lja la esfera para translaciones; por lo tanto 

IC. se encuentra atrapado a f"ortlorl. Puesto que la esf'era es in•ariante 

bajo rotaciones. los Wúeos caminos de isometrfas relevantes con 

ext.remo en la transf"ormacl6n identidad 90n los caminos de translaciones. 

Pero en cualquier dirección de transl.ci6n b. como las normales cumplen 

la condición de orden nulo. por Jo menos al,sún h•N1 > o. lo cual Implica 

que p 1Ct) penetra Ja esf'era. Se slaue que si P no aenera una cuerda 

local en K. debe f'iJar K. porque si un camino de rotaciones R(t) 

def'Jne un ca.mino de factores de escala v(t.). éste no puede ni decrecer 

(pues entonces alaún camino pi entra en la bola. que es subconjunto de 

IC.) ni permanecer constante (esto definiría una cuerda local). por lo que 

debe incrementarse arbitrariamente cerca de t -= O en ambos lados. 

(e) Cualquier cuerpo compacto K con Interior no vacío tiene una múima 

bola inscrita B. La intersección 1 - 88 '6K no puede estar contenida en 

semlesf'era abierta por (a). Si est.á. contenida en una semlesf"era 

cerrada. pueden seleccionarse n•l puntos de e. cada 

arbitrariamente cercano a puntos de l. que no estén contenidos en una 

semiesfera. Luego puede modif"icarse K a un cuerpo c1 arbitrariamente 

cerca del original de tal modo que B sea su máxima bola inscrita. sin 

que los puntos generen una cuerda. Los n+l puntos cumplen la condición de 

orden nulo por construcción y por (b) f"ljan K.• 

El siguiente teorema muest.ra una condición general bajo la cual. dado 

algún slmplejo s. existe un conjunt.o de n+l puntos P que rorma un 
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sfmplejo homotétlco a S (con Ja misma orientación) y que fija K. 

menos que IC. admita una cuerda eenerada por P. 

4.3 Teorema. Sea K 

conjunto de puntos que 

un cuerpo 

def"inen un 

y 

simple Jo. 

S = <•0• •• • • •n} e Rn un 

Supon¡¡:amos que para todo 

conjunto de puntos P '""' {p00 •••• pn} e 8K que definan un sJmpJejo 

Inscrito homotétlco S y con Ja misma orientación. el conjunto 

correspondJentes de normales N cumple Ja condJción de orden nulo. 

Entonces por lo menos uno de estos conjuntos P f"Ija K. ó K admf'te una 

cuerda •enerada por P. 

Demostract6n. Para cada rotación. existe un máximo ("actor de esca.Ja tr al 

cual corresponda alauna Jsometría (que preserve orientación) • tal que 

01t(S) e K. Por lo tanto el conjunto de simplejos inscritos homotétfcos a 

S y con la misma orientacf6n no es vacío. Tómese el ínf"Jmo 

• - lnf"{• > O J 3 • • lf: : ~(S) e BK}. 

Tomando como antes una subsecuencJa converaente. existe aleuna • • g 

correspondiente para Ja cual 

desltzamfento de P (ver §3.2) 

R(tl. el f'actor de escala o-(t.) 

P - ,._(S) <: 8K. A.hora. para todo 

generado por un camino de rotaciones 

tiene un mínimo global en t • O. Si 

para al&ún camino. es constante en alauna vecfndad de o. K 

R(tl, 

adtnlte 

trh) una cuerda aenerada por P. De otro modo para todo camJno 

crece arbitrariamente cerca de t. = O por lo que P rtja K.• 

4.4 Teorema. Sea S = <•0 • .... •n) e IR'n un conjunto de puntos que 

def"Inen un simplejo cuyas fmácenes orientadas homotétlcas P - (p0 •...• pn} 

inscritas en la esfera tienen conjuntos de normales N que cumplen la 

condición de orden nulo. Existe una vecindad C1"1 de cuerpos cercanos a 

la esf'era Sn para Jos cuales S tiene la misma propiedad. 

Demostración. 

vecindad c1•1 
Las propiedades de la esfera fmplican que tiene una 

de cuerpos cercanos que son convexos y que forman un 

domfnfo simplemente conexo en R"• 1. Restringimos nuestra atención a 

estos cuerpos K. para los que existe una f"unción c1•1 cóncava ti> 
Rn•t que cumple aK = 4J-1C1). •Co> = o. V4'CO) = O. Una forma de 

encontrar fj es considerar Ja primera runción propia o 
con condiciones de f"ront.era de Dirichlet. que es convexa 
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remark 3) y 'tiene un único máximo en algún punto del interior. que 

asumimos toma el valor 1. multiplicando por alguna constante. Situando 

el origen en el máximo t.omamos t/J =- 1 - O y la ext.endemos a una f"unción 

C 1
"
1 cóncava en lRn•l que cumple las condiciones deseadas. DeC:inase 

"'C<l - ,. + 0-Ufxlz• t E (0 0 1). 

Entonces f/l(t}(O) = o. V!/l(t)(O) = O. Def"ormamos K a la esrera 

definiendo BK(t) = IJl(t)-1
(1). Supongamos ahora dados algunos puntos P = 

{p!• . ..• p~) que f"ormen un slmplejo inscrito en 8K. Deseamos encont.rar 

camino de simplejos paralelos inscritos dados por pi(t) p 1(U = p:. p
1
(0) E s". Para ello requerimos 

pi(t) = O"(t)(p: + b(t)) 

que Implica 

Tenemos 

por lo que 

Por tanto 

,,.. - - ,,. i: ª1c,,.,¡v,,.f-'Hp11( i: º1ºP1)-• 
1-0 1-0 

y b' FCh/•tlV!/ll-1 Hp1l,p1.Ni"O") (que incluye Ja inversa de alguna 

matriz compuesta de vectores N 1l. Substituyendo. obtenemos un sistema de 

ecuaciones dlf'erenclales ordinarias bien def"lnldo. que tiene soluciones 

locales pues Vf/,I es Llpchitz por ser y, c 1
•

1
• 

(V,,.( 2 = f<V• + 2(1-Uxf 2 = <2 (V•f 2 
+ 4<0-<l<V•.x> + 4Cl-<J2 1xf 2 

es positivo 8K(t) pues cada uno de sus t~rmlnos es positivo en cada 

punto excepto por el origen. que se encuentra en BK(t). 

Si resolvemos el sistema con fxfz, Ja solución existe en el 

intervalo [0,1), y es dada por cr(t.) - l. b(t) = o. Esta solución 

t.iene la propiedad a
1 

= constantes > O. Por la continuidad de soluciones 

de ecuaciones diferenciales ordinarias unif"ormement.e Llpchitz. y la 

compacidad del conjunto de slmplejos inscritos P. existe una vecindad 

C 1
º
1 de funciones 4' cercanas a lxJ z cuyas soluclones cumplen a

1 
> O 

y existen sobre todo el intervalo~ para cualquier P. Pero estas 
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f"unctones • def"lnen una vecindad 

cada uno con la propiedad deseada.• 

-cl.1 de cuerpos cercanos a la esf"era, 

4.5 Corolario. Para cualquier sl~plejo S con la propiedad de que 

cualquier copla orientada homott!tlca Inscrita. en la esf"era tiene normales 

que cumplen la condición de orden r.:::n-.i]o (esto sucede en una vecindad del 

slmplejo equll•tero), existe una vec[n-d:!ad c•·.i. de cuerpos K cercanos a 

la esf"era s", cualquiera de cuyos eLW~mentos.. 6 es fijado por alguna copla 

orientada homotétlca P de S, ó ad-=:::tt=llte una cuerda generada por P.• 

En el problema aeneral de lnrnovlll;¡¡¡¡¡;;z.;;;;;;acl6n, 1a frontera de deslizamientos 

f"ormada por la condición de orden nulc:::::i Jue¡a un papel lmport.ante. 

5 Fijando tetrahed.ro•: •I caao d• dlL:.m.ten•lón tr••· 

Consideramos la inmovllizaciOn de un • tetrahedro en IR
3

• Puntos en los 

interiores de las caras tienen normal-.e=s que cu..rnplen la condlcl6n de orden 

nulo. Demost.ramos que la condición d~ primer orden Implica la del segundo 

ut.HJzando el sll(Ulente teorema que cl'IE"'t..amos de (BFMMJ. Su generalización a 

n dimensiones se obtiene en la Parte l:.Jl de este trabajo. 

5.1 Teorema. Sea A = Ca1J) una ma~r=lz 3x3 que cumpla 

3 

I: l•J ::!!!13¡ ª•.J < a 
11 

(A matriz Móndrlga de dimensJ6:con.. :u. Entonces para cada valor propio 

.._. de A. 

S.2 Teorema Sean P = {p0 , ... 1 p=.3 _) puntos los Interiores de cada 

de un tetrahedro. SI cumplen la cond.lclón de primer orden de 

Inmovilización, también cumplen la de s~sundo orden. 

L>emostract6n. En est.e caso Ja condición - de segundo orden es 

V matrices antisimétrlcas;;:::;;; A, r:cAni)•(Ap1J > O 

Puesto que se cumple la condición de J==>c:rlmer orden, la matriz S 
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es simétrica. Escójanse ejes coordenados que dJagonalicen la mat.riz. Para 

cualquier matriz antlsimétrica A. 

1 E (;:\ +A )A z 
Z t:Sa .b:S:J • b ab 

es positiva si Ja suma de cada par de valores propios de S es positiva. 

lo cual en dimensión 3 es cierto si y sólo si "• < trS. Mostramos que S 

tiene los valores propios de una matriz Móndriga. para Ja cual es válida 

esta propiedad. Escojemos el origen en p
0

, y escribimos 

p o - ( P,•Pz•P3) • No • ( 0 1• 0 2• 0 :1) · 
Entonces S • P 

0
N! tiene los mismos valores propios que S 1 = N~P 0 • que 

es Móndriaa por Jas deslaualdades p 1•nJ < p
1
•nJ' O :S h•·J :S 3, p 1 ·ni > O, 

1 :Si .::s 3.• 

6 Fijando cuerpo• e•trictamente con•exo•: el caso bidimen•lonal. 

En esta sección n • 2 y K es una figura C 2 estrictamente convexa (sus 

tansent.es la tocan en un único punto). Por lo tanto la curvatura existe y 

es no-negat.iva. Es decir que permitimos que la curvatura sea cero en 

alaunos puntos de aK. está definida en casi toda la Imagen del mapa 

de Gauss, y es inteerable. (Para la diferenc.labilldad excepto en conjuntos 

de medida cero de las funciones absolutamente continuas ver (A, §3.36]). 

Demos'tranlos primero una proposición analítl-::a sencilla. 

6.1 Propoaiclón. (1) Sea 4' : (a,b) .. R una runción contínua en el 

Intervalo cerrado, C 1 y positiva en el abierto, y supónease •<a> = O. 

Sea •max - sup[a,b}• > O. Entonces, exceptuando posiblemente un conjunto 

denumerable, para cualquier a:. E (O.•max) existe p E Ca,b) que cumple 

•Cpl y •'Cpl >o. 

(2) Sea 41 : (a.b) .. IR una función contfnua en el Intervalo cerrado, C 1 

y posit.lva en el abierto, con •<a> - O. 

18 



Y e > o. /3 E (a.b) 3 S e la.13), abierto : fP" > crl> s. 

V c:x. E A 3 p E Ca.b) tli'(p) = (lt y '1>" (p) > coc. 

Demostrac!6n. (1) Por el t.eorema de Sard. exceptuando posiblemente 

conjunto denumerable, para cualquier oc. E (O.#Jl, cada punto p E (a,b) 

con t"(p) ... c:x. t.iene •" (p) • O. Claramente por Jo menos uno de estos 

puntos t.fene derivada poslt.iva. pues de lo contrario ti> llega a IJ. 

(2) Supon¡¡;ainoo; contrariamente que existen e > o. fJ E (a,b) para los 

que t"" ~ ct" (a,fJ]. Entonces ClnfP)' :S e 

lln111U: :S c(f)-al. Pero ent.onces lnf/i(x) no 'tiende a 

lo cual contradice t"(O) = O. 

(a,IJ), por lo que 

según x .. a, 

Escójase ahora cualquier l E (0,. max)º Y f3 Suf"icicntc Chica para que 

Por lo que se acaba de demostrar. exist.e un conjunto 

en el que 4>' > C4>. Sea A ""' tli(S).• 

•<O,jJl ,;; <o ... ,>. 
abierto S e (a,131 

Nos encaminamos ahora a demostrar un lema que nos permitirá encontrar 

puntos para f'ijar rlguras convexas. Los cálculos han sido slmpllf"lcados 

por el uso de ciertas funciones def'lnldas en el apc!ndlce, del cual depende 

esta sección completa.mente (y que debe ser leído primero). pero que se ha 

expuesto aparte pues corresponde a un tema dlf'erente. 

Para cualquier punto con coordenada de Causs 9 

pasa por rCe) en la dirección nor!nal N. Como 

L(O) la línea que 

2, la condición de 

primer orden implica que las líneas L 1 = 
concurren en algún punto q = oc.(cos(.slni;)T. 

las funciones g«, hoc. fljando el origen en q. 

LCa1) que pasan por P¡ 

Variaremos Defínanse 

decir• requiriendo 

r - q = ga..N + h°'T. (6.2.ll 

Entonces 

ga. === g - oc.cos(O-~>. hoc. = h + a.sinCO-.f;). (6.2.2) 

Se sigue que h7 = h«(e1) = O, l = O, 1, 2. Encontrar puntos que cumplan 

la condlcl6n de primer orden es equivalente a encontrar un origen q y 
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valores de e
1 

para Jos que h7 = O. Escribamos ahora Ja condición de 

segundo orden en est.os 1:.érmlnos. Est.a toma Ja f"orma 

~ª¡ ( g7 - k¡Ce7>
2

) = ~atg7 d~Ch7> 
pues (Anil•CAp1) ::s nTp1 """ gi Y Bi(pÍ .p¡) - kigi~ 

Def"ínase ahora la runclón 

o C6.2.3) 

•CaJ = - sl~f :~i;r (6.2.41 

Supongamos que a°' resuelve .. Ce°'> • a.. Ent.onces h"Ce°') = o. y 

hª' ce"> 
sinCaa.-1;) 

Por eUo Ja cont.rlbuclón del punt:o l'C9a.) a la condición de segundo orden 

a
1 

(que depende de los demás puntos) multiplicada por 

-Ca:at•sslnCe-~)}le=a°'· Podemos ahora enunciar nuest:ro lema, 

Proposiciones como "11' I > 1 conjunto arbit.rariament.e cerca de 

e E I" sl¡r;nlf" icarán que V e > O 3 "' .. 1' lx-al <e y ¡rc.,11 >l. 

6.2 Lema. (a) Sea dado un punto p E K con coordenada de Gauss w. 

para e) que 1f'(w)1 ..,. l. y para el que existe una vecindad (w.w+c) 

la que 11'1 > 1 arbitrariamente cerca de w. Sea 4; E Cw.w+ft'). 

(b) Alternat.ivamente. (rl > 1 

Y f; E (w-•.w). 

(w-c.w) arbitrariamente cerca de w. 

En vez. supóngase frCw>I = 1. h(w) - h 9 Cw) = o. y frl > 1 Cc) 

Cw.w+c) 6 (d) Cw-c.w). arbitrariamente de Sea 4; ... w+R. 

Sea • Ja f"unción def"lnida por 6.2.4. Podemos concluir que: 

Cl) 3 a.
0 

> O 

para• cualquier 

6 e E (w-c 0 w) 

6 f/>
5 

< O (b.d). 

t.al que. exceptuando posiblemen~e un conjunto denumerable. 

ot E CO.a.
0

) existe un punto e E (w 0 w+c} (hipót.esls a,c) 

Cb,d} tal que .-ca·, - at y .p.
5

Ce •, > o (hipótesis a.e) 

(2) Dada cualquier e > o. existe cx
0 

> O tal que V ot
1 

E (O.ai:
0

) 3 S 

e (O,a:
1 

) 0 abierto : Y a. E S 
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. 
{

e E Cw.w+cl Ca.e) 
3 • 

e E Cw-c.w) (b,d) 

. .. . >Ce< (a,c) 

< -ca. (b,d) 

(el paréntesis indica los casos a los que se aplica la proposición). 

Demostración. (a) Como h es el gradiente de 'i:Jr)z. debe haber algún 

valor .... 
utilizando la 

(w,mln(w+c,()) 

función • 
para el que 

derinlda en 

h > o. Por lo tanto • 

6.2.4. y las 

implican h(w) = o, tenemos •Cw) ,... o. 
1 

= tHw
1

) > O. 

hipótesis. que 

Aplicando la 

obtenemos la 4' considerada como f"unción de s, proposición 

conclusion 

6.1(1) 

(1). Para dt!mostrar (2), sea et supremo de aquellos 

números 

Aplíquese 

f'unclón de 

~ para los que f//I positivo C<;,w
1 
J y 4'C<;J = o. 

la proposición 6.1(2) a lx.w
1 
J, considerada como 

Existe un conjunto abierto 

En el caso alternativo (b) el signo de las 

S e b::.w
1
1 : •s > c• S. 

derivadas de (/> se revierte 

pues h debe de ser negativa para que 1r1 cuando e decrece. 

Para los casos (e). (d). que cumplen las hipótesis h(w) 

~ = w+w. la función (/> puede considerarse contínua en a = w. pues 

por la regla de L"HOpital 

l lm •Ce) :os 1 im c~:{:~wl ,. O. 
e .. w 9 ... ,., 

El resto del argumento es similar.• 

Obs~rvese para las aplicaciones que h(B •) 

todos los casos mientras que la derivada 

implica h
5
(e•l > o. También • 

sln(a·-E>4>-<a•) > o 
•sCe •) tiene el signo que 

. 
a. • • • • • a: Ca ) = g(a ) - u cos(e -E) .. 1 según a: ~ O. 

Por lo . tanto la contribución a la condición de segundo orden 

ª· cuya pasa por q ... « •(cosE".sint;lT • es posit.iva. 

además una estimativa que utilizaremos en algunos casos delicados. 

del punto 

Tenemos 

Antes de continuar examinamos los coef'icientes a 1 que relacionan las 

normales N 1. Supondremos que los puntos p
0

• p
1

• p
2 

encuentran 

dispuestos en el sent:.ldo contrario a las manecillas del reloj y que sus 
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normales no se encuentran en una semi-circunferencia. Los números ªi 

para Jos que E!a1N 1 ""' O pueden escojerse como en 3.1.2: 

(6.2.5) 

donde 0.J,k) es la permutación par de {1,20 3) principiando con una 1. 

Hemos preparado la demostración del teorema: 

6.3 Teorema. Sea K f"igura bidimensional cz estrictamente 

compacta que no admita cuerdas (locales}. 

puntos. 

K puede ser fijada por tres 

Demostración. Con nuestra def"Jnlclón de estrictamente compacto. hemos 

admitido la posibilidad de que r quede inderinfda. Sin embargo. el mapa 

de Gauss tiene una inversa contínua. Por lo tanto la runción s(O) existe 

y es absolutamente contínua en conjuntos compactos. por lo que su derivada 

r = k-1 existe en casi todo S 1 y es intesrable. (ver (A. §3.36)). Las 

ecuaciones A. 7 y A..10 son validas donde exista r. 

Sea p el supremo de los radios de círculos estrictamente contenidos en 

K. Por la compacidad de K existe algún círculo Inscrito C de este 

radio. Considerarnos el conjunto 1 = CnaK. Sea 'P la proposición: 

003 Q - {q
1

• q
2

, q:.> s= 1 : N(Q) cumple la condición de orden nulo". 

El teorema 4.2 muestra que 'P impllca que Q f'ija K. 

El resto de la demostración está dedicada .d caso en que 'P es f"also: Y 

O - (q
1

, q
2

, q 3 ) s= l. N(Q) se encuentra en una semiclrcunf"crcncla 

cerrada (en el resto del escrito las semlesf'eras y scmicircunf"erencias se 

asumirán cerradas que se diga explícitamente lo contrario). 

Mostramos primero que deben de existir dos puntos en 

opuestas. 

con normales 

Sea 4> la coordenada de Gauss en 8K y S 1
• Tómense dos puntos de 

normales e 
1

• 9 2 E S 1
• que no sean opuestas. Supongamos sin pérdida 

de generalidad que 0 2 E (0
1
,9

1
+'11:), en lugar de 0 2 E (0

1
,9

1
-n) (donde 

e pertenece a un conjunto de ángulos si en el conjunto existe un ángulo 
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que diriere de e en un múltiplo entero de 2n). Entonces debe de 

estar contenido (a
2

-11' 0 9
1
+ttJ. porque cualquier punto del complemento. 

junto con e
1

• e
2

• f"orma un conjunto de tres puntos cuyas normales 

encuentran en una semicircunrerencia. Como es cerrado tenemos 

Este Intervalo puede cubrir más de 

semicircunf'erencfa pues entonces o
1

• es y uno de 0
1

• 0
2 

f'ormarían un 

conjunto de tres puntos que cumple la condición de orden nulo. Tampoco 

puede cubrir menos que una semiclrcunf'erencia. pues 

máximo. por 4.2(a). Por lo tanto o
1 

y 9
5 

dif"leren en 

caso C 

Por Jo tanto. al considerara el máximo círculo inscrito C. 6 existen tres 

puntos en Cl"\8K que rijan K 6 bien hay dos puntos q
1

• q
2 

CnaK 

con normales opuestas. Estas deben corresponder a un diámetro de C. Es 

f"ácJI ver por casos. que si 'P f"also entonces puede consistir de 

4 puntos con normales opuestas por pares. 6 se encuentra contenido en una 

semlcircunf"erencJa. 

Escogernos ahora el eje sobre el segmento que une q
1

• q
2

• con origen 

en su centro. Jntroducimos las funciones r. N. T. g. h. o def"inldas 

el apéndice. Entonces q
1

• q
2 

tienen coordenadas O o. "· 
respectivamente. Hacemos también un cambio de escala para que p. el 

radio del máximo círculo Inscrito. sea 1. 

En el caso en que se encuentre contenido semicircunf"erencia. 

suponemos que ésta corresponde a (11'.211'1. Por Jo tanto en todos los casos 

existen vecindades CO.w
1
), Cw

2
.Jr) las q<Je JrJ > 1, ya sea que ambos 

lnt.ervalos son CO.Jf) 0 6 que w1 - w
2

• 

Completaremos Ja demostración mostrando la existencia de tres puntos p
0

• 

p
1
• p

2 
aK que cumplen las condiciones de orden nulo. primero y 

segundo (y que f'ijan a K f"Jrmemente). Para ello consideramos varios 

casos de la curvatura en q
1
• q

2
• El primero es 

r(O) > l. (Caso 1) 

CEJ radio de curvatura es mayor o igual a de por s(. De lo contrario 

8K intersectaría el interior del circulo inscrito). El segundo. 
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r(O) - 1 y 1 r J > 1 arbitrariamente cerca de O para 9 < O (Caso 2) 

El tercero. 

r(O) = l. Jr<e>f BI 1 para e e c-a.01 (Caso 3) 

c .. o l.. r(O) > l. En este caso f'Jjaremos K con tres puntos escogJdos 

como sigue: p
1

• p
2 

ligeramente arriba de q
1 

y q
2

• y p
0 

normal 

en la semi-circunf'erencJa abierta Jnf'erior (para estos puntos a
1

• a
2

, a
3 

> 0). 

Observe que h(O) - h(w) =- O, 

t.eorema del valor medio existe 

g(Q) - g(•) - 1. y ~ = h. Por el 

«; E C•.211) hC«;l = O. Sea el 

punto con coordenada 

concurrencia en el rayo 

I;. y sea ..;- = «;-•. Consideramos puntos de 

{q = a(co~.sin~)T J a. > O}. 

Sea Q(9
1
.e

2
l = E!a

1
Cg

1 
- k1g~l la condición de segundo orden en los 

puntos dados por .t;, e
1

• 9
2 

situados aproximadamente como ha dicho. Q 

es contfnua e, a
0 

sin(e
2
-e

1 
J. a

1 
- sin(.t;-e

2
J, a

2 
= sinCe

1
-c;J, 

k(O) < 1 y k(l) :s: l, 

QCo.oJ sln!i;l(z - k(O) - k!ll) > o. 

Sea e > O tal que )rl > 1 en los intervalos (O,e), (a-c.n-), y 
QCe

1
,&

2
J > O en (O.e) x hr-c.tr). 

p
1

, p
2

, obtenemos nllmeros posit.ivos 

Aplicando el lema 6.2a(l) a los puntos 

a:1 
.. a.

2 
tales que 

a.a. a:. e co.a.1) 3 

a.a. a:• e CO,a.2 ) 3 

(donde significa "para casi to!2o"). Es suficiente 

construcción, para casi cualquier ex e CO,a.1Jn(o,a.2
) 

Lee;>. Lea:>. LC«;J que concurren en q = a. ·cco~,slnt;'JT. 
> O. Se cumplen las condiciones de orden nulo. primero• y 

conjunto de tres puntos correspondientes a cada ot 

f'frmement.e a K. 

ver que, por 

existen lineas . . 
º'º1·ª2' 

segundo y cada 

admisible fija 

Ca•o 2. rCO) ,.. 1, y J f'(9) J > l arbitrariamente cerca a O para e < 

O. (Recuérdese que también tenemos 1rceJJ > 1 arbitrariamente cerca de 

O para e > O). En este caso escogeremos tres puntos para fijar K 
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sigue: p
1

• p
2 

(cumpliendo la 

ligeramente debajo y arriba de q
1

• Y p
0 

condición de orden nulo). Consideramos puntos 

concurrencia en el rayo 

(q - a:(cosn:.slnn:)T :::s (-a:.O) >O). 

Aplicamos el lema 6.2c(l) 0 6.2d(l) º· " = 
encontrando que . 

existe a:
0 

> O tal que para casi toda ex E (0,a:
0

) 

[l) 

(11) 

. . . 
3 9

1 
E CO.c) : 4tCB

1
) = a: • 

3 a: E C-c,O) : 4t(9:) = ex·. 
•seo;> > o. 

•sea:> < o. . . 
Ahora sean p

1
, p

2 
los puntos definidos por 9 10 9

2
• Cada uno da una 

contribución positiva a la condición de segundo orden como también p
0

• 

pues el punto de concurrencia q - (-a. •.O) se encuentra más cercano a pQ 

que el origen. Por lo tanto los tres puntos correspondientes a cada 

aceptable f'ijan firmemente a K. 

ea.o 3. r(O) = l. 1r<e>I • 1 para e E (-c5,0J. Escojeremos puntos como 

en el Caso 1, tomando ~ < O E (-Cl,O] para definir p
0

, E' = ~+ft. Sin 

embargo. est.a vez tendremos que est.lmar la condición de segundo orden más 

cuidadosa.Jnente. Sean c. Ci > O tales que para 9 1 E (O,c) 0 9
2 

E (w-c.n:), 

(O,Ci), 

sin(t;-a
1

) > ~slnt;o sln(e2 -'i) > isint;. 

Apllcando el lema 6.2a(l) y 6.2b(2) Sc(l+Ci')/sln2t;, 

respect.lvament.e a c.» = O y w = n:, obtenemos valores ot
1• a.2 tales que. 

escribiendo a.0 =- mlnCa.1 ,a.2,Ci), a.a. ex• E co,a.º> 

3 e; E (O,c) : 4t(O~) = a. , •s<e7> > o 

y 3 S e (0 0 a.0 ), abierto : V E S 

Como 0 sln(o:-a;>. 
1 

slnC'=-e:>. • a 2 = sln<a7-<>. la condición 

de segundo orden es válida para casl toda « E S porque 

l!a
1
g7 ~<h7> > sin(a:-o;J(l+a.• -(l+a.•}

2
) + ic« • sin2

( 

> (icstn2t; - c(l+Ci))a: • > O. 
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Fijamos el origen en el centro del círculo. Sea p
0 
~¡ punto 

correspondiente a e = o. pJ 8¡• I = l. 2. Entonces Jfl > - 1 para. 

valores de e arbitrariamente cerca de y mayores que 

arbitrariamente cerca 

ligeramente de P
0

• 

porque el movimiento 

condición de segundo 

de y menores que 

que mantendremos f"ljo. 

9
2

• Alejaremos 

Este caso es más 

tiende a disminuir la contribución de p
0 0 

orden. por lo que debemos demostrar que 

puntos p
1 

y p
2 

cuya mayor contribución compensa este 

Consideramos puntos de concurrencia en el rayo definido por ~ 11 

aná.Jlsls simIJar al Caso 3 del teorema previo muestra que podemos 

puntos para los cuales la condición de segundo orden es positiva. 

•, y 

P1• Pz 
delicado 

a la 

existen 

erecto. 

11, On 

obtener 

Los casos restantes. con y sin cuerdas. se reducirán a los casos J y 11-•-

ea.o 111. 1r1 no es localmente constante únicamente en un punto R p 0 fde 

ambos lados). Tenemos a p
0

, p 1, p 2 dispuestos en el sentido cont~arlo a 

las manecillas del reloj. frl debe ser en el arco corto de p
1 

a 

-p
0 

(los puntos p~ de este arco Junto con p
0

, p 2 f"ijan KI, c[2::::1:..e otra 

manera obtendríamos puntos en el Caso l (con punto de ref"erenc/a .& p
2

1. 

Similarmente 1 r f - 1 en el arco corto abierto arco que une p 2 a • p0, 

Sl el máxlmo arco que cent.lene eJ arco corto que une p 1 Pz y que 

tiene 1 rf """ 1 es menos que una semicircunferencia, obtenemos el C> Caso 1 

(con punto de rererencla p
0

). SI es igual a una semlclrcunf"erencla, --.. sean 

q 1• q 2 sus extremos. Estamos ahora en uno de los casos tratados en el 

'teorema 6.3. Si el arco t.fene longitud entre y 211'. se pueden e~s;;:coger 

t.res puntos que se encuent.ren en el Caso u. 

Hemos ajl'.otado los casos. pues sf en cada uno de Jos tres puntos jrrJ · f 
localment.e constante ya sea la dirección ascendente ó e ~ la 

descendente, entonces encontramos ambos casos 1 y n. 

Examinamos ahora el caso en que 8K admite cuerdas locales. rod.t=f.~mos 

se encuentran en arcos del máximo c{=:.)f::::=-culo 

Jnscrito: de Jo contrario tendríamos casos como los que recién examln~os. 

Supongamos que el arco en que se encuentra p
0 

no contiene p
1 

ni p2. 

Si el extremo más próximo a p
0 

del arco que contiene p
1 

y el cxt~:i-emo 
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má.s próximo a p 0 del arco que contiene p 2 forma un arco opuesto a p 0 
con ángulo menor a "· entonces t.enemos el Caso 11. Si la longitud es 

igual a •• t.enemos une de los casos del teorema 6.3. Si la longitud 

rnayor a existen punto en el caso tll. Queda el caso en que los t.res 

puntos se encuent.ran sobre un mismo arco. que debe tener longitud mayor 

que w. Es fácil generar el caso 11. a menos de que K sea el disco.• 
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Apéndice. 

A El cálculo de curvas de curvatura positiva. 

Sea K e IR2 un dominio simplemente conexo compacto cuya f"rontera BK 

una curva C
2 cerrada de longitud L. Sea N : 8K .. S 1 el mapa de Gauss. 

Asumimos que la curvatura es estrictamente poslt.iva. Escribimos 

(A.ll 

para la Inversa c 2 de N. Utilizaremos el ángulo o para denotar los 

puntos de S 1 y BK y le llamaremos coordenada de Gauss. Entonces 

(cose) 
N - sine ' T = r-slno). 

cose 

Def'lnlendo un parámetro de lon&itud de arco s. 

~= > O. podemos escribir 

~ = kT. ~ = - kN. 

donde k es la curvatura. Combinando A.2 y A.3. 

~-T~= k =~· 

(A.2) 

s - o e = o y 

CA.3) 

(A.4) 

Dcf{nanse ahora las funciones g y h (de s 6 a) como sigue: 

r = gN + hT. CA.SI 

Entonces 

T - M - ~CgN + hT) = (~ - kh)N + (~ + kg)T. (A.6) 

Por lo tanto 

:: = kh. lHl - 1 - kg, CA.71 

Tambl~n 

~ c&1r1 2 
- a' + hh' - kah + hU - k,gl = h. (A.SI 

Podemos cambiar la variable de las ecuaciones A.7 a e. Def"lnlendo 

k-· = ~= 
(el radio de curvatura). tenemos 

:: ~h. ~ = r - g. 

Como la curva es cerrada tenemos algunas Identidades integrales: 
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o 

f2n:hd0 = rzw~e = [g]2n 
Jo Jo do o 

o 

J211rdo = J2 n: ~a =- L. o o d9 

Podemos integrar el sistema A.10. que puede escribirse 

S P (
coso 

ea =- sine 

Por lo tanto 

así es que 

-sine) 
cose • 

d~(~) + (~ -b) (~) = (~). 

Puede verificarse que 

-11 o· 

[r(~l]: = r:P(w){rc~>)dw = J~r(<J)(-~!~:)dw. 

(A.lll 

(A.12) 

(A.13) 

(A.14) 

CA.IS) 

CA.16) 

CA.17) 

(A.18) 

(A.19) 

" y h periódicas (correspondiendo a una curva cerrada) si y sólo si 

f2"'rCw)(-sinw)dw = O. Jo cosw 
CA.20) 

Las soluciones homogeneas del sistema A.15 son 

(
g ) = (-e os C 9-9 J) 
h~ ª sinCe-e~l (A.Zll 

Estas corresponden a cambiar el origen a a(cose
0
,sin9

0
)T puesto que 

al\adlrlas a la solución original desplaza f' por 

g 0N + h0T = a{stn(a-001(-~~~:) - cos(e-001(~~~:)} = - a(~~~=~)· 
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Part.e 11: Una f"act.orización del polinomio caract:erfst.ico: Ext.endiendo 

a.launas est.imativas de valores propios. 

7 Introducción. 

En est.a sección presentamos varios t.eoremas de rnatrlces. El primero. sobre 

las -mat.rices Móndrlgas. t.uvo su origen en el estudio de la inmovilización 

de riguras y cuerpos en el espacio Euclídeo. En ese cont.ext.o el t.eorema 

proveé la herramient.a que permlt.e demostrar que si un t.etrahedro cumple ta 

condición de primer orden de inmovilizaci6n. también cumple la de segundo 

orden. Las primeras demost.raciones involucraron el est.udio de muchos casos 

(dados por las caras de polihedros n-dimensionales). Luego encont.rarnos una 

fact.orizaclón del polinomio característico que dió el resultado de forma 

sencilla. De ésta obtuvimos varios teoremas entre los que pareciera haber 

poca relación. 

8 La f"act.orizaci6n del polinomio característ.ico. 

Sea Cnxm el conjunto de matrices de renglones y columnas de 

números complejas. Sea pM(z) = det.(zl-M) el pollnomio característico de 

cualquier matriz cuadrada M. a-M su espectro. 

8.1 Teorema. Sean G, P E Cnxtn • E E cn•n • y supóngase 

A ""' E - PGT E cn•n. 

Para cualquier J E cm•m. y 

GT) ( K 
E = PK-AP 

GT ) 
A+PGT 

Por lo tanto 

p J(z)p A <zl = PcCz). 

Los valores propios de A son los de C menos los de J. 

(8.l.l) 

(8.l.2) 

(8.1.3) 

(8.1.4) 

Demostración. Las siguientes identidades pueden verif"icarse directamente: 
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( 1 GT) ( J º) B - P E -P 1 ; (J JGT) a ( J º) (1 GT) 
O A -P 1 P E • 

Como pMN(z) = pNM(z) para cualquier par de matrices M. N. obtenemos la 

ecuación 8.1.3.• 

Ahora supongamos dad una matriz A. Escogiendo G, P, y Cor K). 

podemos est.imar los valores propios de A estimando los de g_ Las 

secciones siguientes dan varias aplicaciones a casos aenerales de interés. 

9 Matrlce• M6ndrls••· 

Las matrices que aparecen naturalmente en la condición de segundo orden de 

lnmovlllzac16n de cuerpos el espacio. las siguientes (ver el 

cap{tulo 5). 

9.1 Derlnlcl6n. Una matriz M6ndrl•• et1 una matriz A .. (a
11

) • Rºsn 

cuyas entradas diqonales son no negativas y son las máximas entradas de 

cada columna. y la suma de cuyos renglonet1 es no neKat.lva: 

donde l :S t,J s n.• 

Sea BR(C) - (Z e e 
R y cent.ro C. 

J:Jª•J ;e:. º· ª11 ~ ª11' ª" ;e:. º· 

1 z-CI :S R} el disco en el plano complejo con radio 

9.Z Teor•m•. Para cualquier matriz M6ndrl11a A. a-A e Bt.rA(O). 

Demostracl6n. Utilizando la not.aci6n del teorema S. l. sea m = 1. 

p = u •••.• uT. G D (an•···•ªnn)T. E = ª" - ª•J ~ º· J = Ct.rA). 

Ent.onces - A - E - PGT y 

GTP = J. (PJ-EP)1 - t.rA - I}ªJJ-ª•J) = I:Jª•J z: O. 

Por lo tanto en el teorema 8.1 g = (PJ~EP ~TJ. Esta es un rnatrlz no 

neaatlva con entradas diagonales cero. y cada uno de cuyos renglones tiene 

suma menor 6 igual a trA. Aplicando el teorema de discos de GerSgorin o 
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el teorema de Perron Frobenius obtenemos "g e BtrA(O). Por lo tanto 

v.:_A e a-8 e BtrA(O) por lo que "A e BtrACO).• 

El valor propio adicional Introducido por E: trA. que coincide 

el valor propio positivo dado por el teorema de Perron Frobenius. que por 

lo tanto no preve~ información adicional sobre A. 

10 Apllcaclon•• a matric•• de •iano• mlxtoa. 

El result:.ado sobre matrices Móndrlea dado en la sección anterior puede ser 

ref'inado. como corolario de un teorema más general. Utilizaremos un vector 

de pesos general p > O. Para apHcar la descomposición del teorema 8.1. 

dada una matriz A _. (alJ) E IRnan. definimos • :ae O para que 

Es decir. derfnlmos 

Tambh!n. sean 

J = o 

7 -
T 

• p. 

maxp;'<Ep) il!:e, 
l.Sl.Sn 

1 

mln(e
11

• ••• 0 enn > • 
k = max p-

1 (ApJ 
O lSISn l I 

(10.1.1) 

(10.1.2) 

U0.1.3) 

Obst!rvese que E. e. 7. j 0 • k 0 • son f'unclones de los pesos p que son 

independientes de la norma 1 p 1 • 

10.1 Teorema. Sea p >o 

(I0.1.5) 

(donde k
0

• e. 7 dependen de p). 

DemostracL6n. Sea j il!: j 0 . Aplicando el teorema 2.2 con G =- •· P = p. 

excepto por una J. A tiene los valores propios de 
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que es una mat.rlz con ent.radas no negat.lvas excepto posiblemente por j-7. 

Aplicando el teorema de discos de GerSgorin con pesos (l. p) (HJ 1 

obtenemos que los valores propios de C se encuentran en los discos 

• - l •...• n. 

puesto que 

, ... 
Cada uno de los discos del pr lmer conjunto está. contenido 

tiene centro en e y radio j-e. Por lo tanto 

.. ,. C n (ej- (e) V B (j-7))). 
j~jo e 1' 

el mayor. que 

Para cada j tenemos un par de circunferencias. cuya unión es 

:S 'J'+C 

Sea 1
1 

- (j f j
0 

:S j s 7+e) (vacío sl T + e < j
0

). y sea 1
2 

(max{J
0
.7+e).•). Tenemos 

Por lo tanto si 7+e :S j 0 

mientras que si T+e a: j 0 

El sl,suiente corolario de teorema 4.1 ref"lna el teorema sobre matrices 

M6ndrlaa ·de la sección anterior. 

10.2 Corolario. Sea A • (a
1
Jl E ftn.n una matriz que cumpla. para 

alguna p > o. Ap ~ O. Si también 

(I0.1.6) 

entonces 
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donde .& - mln p~ 1 (Apl 1 I!: O. 
is,sn 

.Demostracl6n. Aplicamos el t.eorema 4.1 a -A. ut.ilizando 

k 0 • 1'!:~:np;
1 (-Apl1 so. &J -1~~n(max{p~

1a,J) ,O) 

7 - t.rA. en = O. e - 0.• 

11 ApUcaclon•• a rnatrlc•• no nesatlYa9. 

Para mat.rlces no negat.ivas A puede obt.enerse del t.eorema 10.1 la 

est.imat.lva del 

p > º· ..... o 
s n), y 

teorema de 

por lo que 

min(a } s k. 
.. o 

Perron Frobenius. En est.e case. para cualquier 

E =- A, 7 - o. j 0 """ k 0 =- max <p;1
(Ap) 1 l l :s ' 

Del t.eorema 10.1. 

donde 

que la est.lmat.iva obtenida aplicando el teorema de Perron-Frobenlus 

lHJl a A - el. 

Obt.enemos ahora una est.imat.iva para los valores propios rest.antes. 

11.1 Teorema. Sea A ,. Ca1/ • IR"lUl una matriz no negativa irreducible 

con radio espectral correspondiente a un vector propio derecho 

poslt.ivo p > O. Def"ínase el máximo vector a z: O para el cual E -

(e
1
J) .... A - PST ~ o. es decir. 

o. J .... 10 •••• n. 

Sea - •TP• e • mln(eu• •..• e,.n}. Los valores propios de A 

dif'erentes a r se encuentran en el disco 

o-A ' (r} e: B j-e{e). 

Demostracl6n. O :s Ep = Ap - PSTP = jp implica 

1, p = - p E 
cnxl G = 

j > O. Aplicamos ahora 

E Cnxt. Este Implica • el teorema 8. l con 

que excepto por una 

propios de e. donde 

J. los valores propios de A son los valores 

C= (j-GTP 
PJ-EP 

~T) = (~ -·T) E . 
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Por lo 't.anto los valores propios de A son y los de E excepto por 

j. Aplicando el teorema de discos de Ger~gorin con pesos p a la 

mat.rlz E. encontramos que sus valores propios están en los discos 

1 = 1 ...... n. 

donde p
1 

= p~ 1I:J•ipJelJ - j - e
11 

2: O. Pero cada uno de estos discos 

está contenido en el mayor. que tiene centro e y radio j - e.• 

12 Mat.rlce• con dlasonal no nesathra JI demh ent.r•d- no po•lt.ivaa .. 

En la siguiente aplicación consideramos matrices con signo en la 

dlqonal y el opuesto en las demás entradas, que es el caso en que 7 

puede ser calculado f'acllmente y que da un resultado sobre M-matrices .. 

12.1 Teor•••- Sea A ..,. (a1J) E ~nan una matriz para la cual 

•u a o. a
1
J ::s O para 1 • J. 

Sea el radio espectral de la matriz no nesat.iva cd - A. donde 

sup1sisnªH· Entonces A tiene un valor propio 

uno con vector propio no neaativo y 

de multiplicidad 

donde j y son las cantidades no neaatlvas dertnidas en el teorema 

5.1 para la matriz cr.I - A. 

DemostracL6n. Usando la notación del teorema 10.1 aplicada a -A. para cada 

p > o. a:
1 

= p~ 1a11 • Por lo tanto 7 - STP ,.;o trA. Pero Ep = (trAI - A)p, 

por lo que 

s • inf" Pf
1
<ECp)p)i • trA - • • inf' max Pi1

((or.I - A)p)i 
p>O 1Si~n p>O 1Sl~n 

- trA - at • r. 

Fijamos p como el vector propio negativo de a.l - A. Entonces 

Ep - sp, Ap = CtrA - s)p. 

E "'" PST - A irreducible pues A lo es, así es que coincide con el 

radio espectral dado por el teorema de Perron-Frobenius Cpremul'tlpllque 

por el vector propio Izquierdo). Aplicando el teorema 8.1 con j = s 
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muestra que. except.o para una s. -A tiene los valores propios de 

e _ (s-~rA :TJ. 
Por lo t.anto 

"-A ' {s - t.rA) = "E ' {s) e Bs(O). 

Por otra p:u-te. aplicando el teorema 5.1 a cd - A obt.enemos 

r -A '- {r-cx) = (v cd-A '- {r-cx>J - t.rA e 8 J-e(e-«).• 

Las matrices con diaeonal no neaat.iva y demás entradas no positivas son 

llamadas M-mat.rfces si su inversa es no negativa. 

12.2 Corolario. En términos de la notación anterior, si 

<•-r> v (eJ-eCa.-eJ n er+trA-•Co>) e lntCBRCOll. 

donde R > o. entonces RI - A es una M-matrfz. 

DemostractOn. Esta es consecuencia de un teorema conocido (ver Teorema 2 .. 

§15.2 de (LTJ).a 

13 llocUrlcando lo• di-=o• d• C.ñaorin. 

Sea dada una matriz A para la que conocemos parte de su f"orrna de Jordan. 

Podemos encontrar el espectro de A en discos de Ger~gorln modificados. 

13.1 Teorema. Sea A E Cnsn • y supóna:ase que A'P "' 7J :J donde 'P E Cnxm 

y :J. E Crnxm es un bloque de .lardan. Para cualquier G E cn•m. q > o. 

"A'- tr:J 

donde p 1CG) a. q{
1.Í: q

1
1 e 1J I • ECG) ,_, , .. , 

n 

,':, BP¡(G)Ceu(C)) 

(e¡iG)J = A + PGT. 

Proor. En el teorema 8.1 sea P - 'P. .J - :J + GTP. E ... A + PGT. Entonces 

EP = CA + PGT)P = PC:J: + GTP) = P.I. Por tanto C = (~ ~TJ. por lo que 

crA ' a-3 ~ crE. ApHquese el teorema de discos de Ger~gorin con pesos Q-• 
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