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Parte I: Inmovilizacién de cuerpos geométricos.

1 Introduccién.

Los problemas de inmovilizacién fueron introducidos por W. Kuperberg [K] y
Estos fueron motivados por problemas en la robdtica
aspecto puramente
en

Papadimitriou [MNP1].
IMNP1, 2). Luego se
geométrico del problema. Tratando el
(BMU] se obtuvieron las condiciones geométricas de orden nulo,
para la Iinmovilizacién de figuras planas, y se demostré que
disce pueden rljarée con tres
demostrando

desarrolléd el interés en el
caso de curvas convexas suaves.,
primero y

segundo
figuras convexas analiticas diferentes del
puntos. En [BFMM] se traté el problema de fijar tetrahedros,
que la condicién suficiente de segunde orden es consecuencia de

condicién necesaria de primer orden, en el caso de tres dimensiones.

la

interés en el problema es su perspectiva n dimensional. Darmos

la condicién de primer orden, y la
2. Relacionamos los conceptos de

cl.

Nuestro

una caracterizacién geométrica de

condicién de segundo orden en el caso
Damos un método para fijar genéricamente cuerpos

atrapar y fijar.
c'! de cuerpos cercanos a la esfera

Mostramos que existe una vecindad
que pueden fijarse con n+l puntos, a menos que admitan una cuerda en su
superficie (andloga a la de un tornillo). Mostramos la cercana relacién de
y mecanicas de la Inmovilizacién.

las condiciones geométricas
Finalmente,

Recapitulamos el teorema de inmovilizacidn de tetrahedros.

la conjectura de Kuperberg en el caso bidimensional:
2  estrictamente compacta que no sea el disco puede

demostramos cualquier
figura bidimensional C
fijarse firmemente por tres puntos.

las siguientes. Dellneamos primero lo que

Las ideas principales son
significan las condiciones que determinan si un cuerpo c?® n  dimensfonal
K es fljado por n+l puntos Pgr oos p" en su frontera. Determinamos
K examinando la posibilidad de mover los puntos P;

isometrfas) sin que éstos penetren en el interior
imposible utilizando

si los puntos fijan
(aplicando un camino de
de K. La condicién de orden nulo dice que ésto es
translaciones unicamente. Si esta condicién se cumple, rotemos
la rotacién con una translacién de tal forma que los puntos

los puntos

compensando



Py eee P, se deslicen sobre aK. La pregunta es si el punto P,
sigue una trayectoria que se mantiene en e! exterior de K 6 si
inevitablemente penetra en el Interlor. La condicién necesaria de primer
orden implica que la trayectoria de P, es inicialmente tangente a aK,
para cualquier rotacién. Es equivalente a la semiconcurrencia (3.4) de las
l{neas L‘ Que pasan a través de p; con direccién normal Ni a 38K, vy
en dimension dos la concurrencia. La condicién de segundo orden implica

que pn necesariamente entra en el interior de K.

Alternativamente, pod que d de rotar y transladar los
puntos, les aplicamos un factor de escala. lLa translacién y e! facter de
escala tienen una definicién unica a partir del! camino de rotaciones que
se aplique si pedimos esta vez que todos los puntos Pgr -oor P se
deslicen sobre la superficie. Los puntes fijan K si para cualquier
camino de rotaciones se requiere que el factor de escala crezca para poder

mantener los puntoes sobre la superficie.

Una forma genérica de fijar cuerpos K es la de encontrar la mayor bola
inscrita en K. Mostramos que entre los cuerpos C'. es denso el
conjunto que se puede fijar con n+l puntos de esta manera, o que admite
una cuerda. Otra forma de fljar cuerpos es deslizar n+l puntos
homotéticamente sobre su superficie y encontrar un mfnimo en el factor de
escala necesario. Esto no siempre funciona pues al deslizarse los puntos
se puede perder la condicién de orden nulo. Mostramos que para una
vecindad c'! de cuerpes cercanos a la esfera, y de simplejos en una
vecindad del equilatero, se mantiene la condicién de orden nule para
cualquier deslizamiento, y por lo tanto los cuerpos de esta vecindad
pueden fijarse con n+l Lpuntos o admiten una cuerda.

Mostramos también que si un cuerpo K en forma de estrella con respecto a
un punto de su interior es atrapado por un conjunto cerrado P,
encogiendo y moviendo P homotéticamente podemos fijar K, a menos que
admita una cuerda generada por P. LLas hipétesis sobre K implican que
al encoger y mover P, no se puede escapar de alguna manera, como se
escaparfan dos puntos que fijaran una "C" desde adentro. De hecho ia
propiedad de fijar se relaciona con que esxista un valor crftico en las
escalas de las imagenes locales homotéticas de P en el exterior de K.



Al examinar la inmovilizacién de los tetrahedros en r? surgié un teorema
de matrices, nombradas Méndrigas, que resultaba sorprendentemente diffcil
de demostrar en tres dimensiones, mas auin para los valores propios
complejos. La segunda parte de esta tésis se dedica a la generalizacién y
refinacién de ese teorema en n dimensiones, y a la demostracién de
varias aplicaciones que resultaron del mismo métedo: estimativas de los
valores propios de matrices de signos mixtos; estimativas de los valores
propios no principales de matrices no negativas; una condicién para la no
negatividad de la inversa de M-matrices; y un método para modificar los
discos de Gerigorin.

Resumimos ahora el método que se utlliza para encontrar tres puntos que

fijen una flgura bidimenslonal €? estrictamente convexa K, demostrando-

la conjetura de Kuperberg en dos dimensiones. Analfticamente, el problema

es equivalente al de encontrar triples Py Pyo P que sean soluciones de

una ecuacién (la condicién de primer orden)zy que cumplan ciertas
desigualdades (las condiciones de orden nulo Y segundo). Primero
encontramos triples cercanos a una solucién considerando el maximo disco
C Inscrito en K, que genericamente da tres puntos que fijan K. Para
resolver el caso no genérico, escogemos un punto de concurrencia qQ
cercana al centro de c y en un rayo que garantizard la condicién de
orden nulo. E! comportamiento de los conjuntos de solucicnes P; de la
condicién de primer orden en términos de q resulta equivalente al
comportamiento de los conjuntos de nivel de una funcién C‘, @b, definida
en 8K, en términos de un nivel «. El signo de la derivada de ¢ da
informacién sobre la condicién de segundo orden (en s{ una funcién
contfnua que no puede ser tratada por métodos diferenciales). Utilizamos
por ello el teorema de Sard para encontrar niveles « para los cuales las
solucicnes p de ¢(p) = « tengan derivadas no nulas y combinamos éste
con el hecho topolégico de que, sl es sabldo que @ crece (decrece) entre
los extremos de un intervalo (lo cual sera implicado por la geometrfa y la
hipétesis de convexidad estricta) entonces, entre estos valores, en
algunas de las soluciones P @ debe de tener derivada positiva
(negativa). Asf, encontramos puntos px que satisfacen Ja condicién de
primer orden y contribuyen apropiadamente a la condicién de segundo orden.
En algunos de los casos surge una complicacién adicional, cuando la




los puntos debe de compensar la contribucién
lo cual debe obtenerse una
de b Una parte
de la descripeién de

en el apéndice de la

contribucién de alguno de
de los otros, para

negativa de alguno
las derivadas

estimativa un poco mds delicada de
la demostracién fue la simplificacion

importante de
que Se encuentra

las curvas estrictamente convexas,

primera parte.

2 Inmovilizacién: definiclones.

“inmovilizados™"

Comenzaremos precisando los conceptos de figuras & cuerpos
Sea & el

Seguimos la notacién que se encuentra en [BFMM].
isometrfas que preservan la orientacién en el espacio
X, Y < lR". definimos el! conjunto de

¥y “atrapados”.
grupo de Lie de
Eucltdeo R". Dados das conjuntos
movimientos de X en Y,

EX.¥) = {ge €& | g(X) Y

K < R” un cuerpo compacto con interjor IntkK

A través del escrito, sea
OK = R" \ Intk, por lo cual

no vacfo. Sea OK el exterior de K, o sea

K n OK = 8K.
K si Pc OK yel

2.1 Definicién. Decimos que P immoviliza (& fija)
es un componente conexo aislado (por caminos) de

mapa identidad id € &
P ¢ OK y el componente conexoc de

&(P,OK). Decimos que P atrapa K si
id € &€ es compacto.m

Los casos excepcionales de la inmovilizacién (como los que plantean las
esferas o los tornillos) son casos en que puntos que casi fijan un cuerpo
pueden deslizarse sobre su superficie rfgidamente. En estos casos decimos

que K admite una cuerda.

admite una cuerda gtobal (local) (en su
P <« OK que atrapa K y que tiene la
en el componente conexo de id € &, (6
g(P) n 8K = o, En

2.2 Definicién. Decimos que K
superficie) si existe un conjunto

propiedad: para toda g € &(P,OK)

en una vecindad de id en su componenete conexo)
ambos casos decimos que P genera una cuerda.s




atrapa K. La idea es que la unién de los

Es claro que cada g(P)
lo que en casos sencillos como la

con juntos g(P) n 8K es
un tornillo llamamos una cuerda.

superficie de

3 La condiciones de nulo, primer y segundo orden.

las condiciones bajo las cuales un conjunto de n+l puntos

Nos interesan
P = (po. caes p") fija un cuerpo n dimensional K en puntos
diferenciables de la frontera. Sea el conjunto de normales que apuntan

N = (No, P Nn). La

hacia el exterior correspondientes a estos puntos
mas simple condicién para fijar, a la cual nos referimos como condicién de

orden nulo, es que los puntos bajo consideracion fijen el cuerpo cuando

sus movimientos se restringen a las translaciones.

a.1 Proposiciéon. Para que el conjunto de puntos P fije un cuerpo C'.
K. para translaciones es necesario y suficiente que cualquier subconjunto
propio de N sea linealmente independiente y que existan constantes

», a > 0 para las cuales el conjunto N de normales

positivas ag. - o
cumpla :a‘N[ = 0 (condicién de orden nulo).
b. P fija a K

Demostracién. Denotemos las translaciones con vectores
P; penetra el

para translaciones si y sélo si para todo b algin punto
cuando se transiada en la direccién b:

Vb-OBOSISn:NI-h<OA (3.1.1)

interior de K

subcon junto propio de N es linealmente

Esto implica que cualquier
(renumnerando si

De lo contrario existe es necesario) algan
} contenido en un hiperplanoc, es decir que para
= 0. Entonces (posiblemente
También.

independiente.
conjunto (Nu' cers qu
BN, = ... = beN_
b) N <b = 0, contradiciendo 3.1.1.
minimo conjunto convexo que
N

algun vector b,
escogiendo -b en lugar de
el origen debe de estar en el interior del

contiene N, pues de lo contrario existe un hiperplano separador entre
¥ O, es decir, un vector b tal que N‘-b = 0.

Conversamente, si para cualquler b = O 3.1.1 es falso, entonces Ni'b =
ind: d a de N implica que estas cantidades

= )::a‘N‘-b > O, una contradiccién.e

0. Pero la dicién de
no pueden ser todas cero. Por ello O




Para conjuntos de puntos P que cumplan la condicién de orden nulo,
escribiremos n; = a;N;: Z:ni = 0. Las a; > O se encuentran definidas
hasta un multiplo, pero escogeremos
i -
a, = -1 det(No Ni Nn) (3.1.2)
{el acento circunflejo significa “"omitir"), y el orden se escoge para gue

N‘. P Nn tenga la orientacién candnica.

Para desarrollar las condiciones de primer y segundo orden de

inmovilizacién, consideramos la siguiente construccién geométrica.
Supongamos que un conjunto de puntos P fija un cuerpo K para
translaciones, y que en una vecindad de puntos P 3K es dos veces

diferenciable. por lo que existe la segunda forma fundamental. Resulta que
Para cualquier rotacién existen translaciones y cambios de escala
correspondientes que deslizan a P a lo largo de J8K. Si para cada camino
de rotaciones el cambio de escala necesario es un incremento, P fija K.

Representamos la segunda forma fundamental de la superficie 8K con
normal N con B(x) = DxN-. también escribimos Bi{x,y) = yTDxN.

3.2 Proposicion. Supongamos que P = (pg. oo p:) fija un cuerpo Cz,
K, para translaciones, y que }:n}-pi = O en 8K (esto es verdad para
cuerpos en forma de estrella). Para cualquier camino c* de

transformaciones ortogonales R{t) con R(O) =1 definanse los vectores
p‘(l). b(t) y e! factor de escala o(t) cemo sigue.

p; = oR(p] + B nip; = 0. i=0 ... b =0; o0 =1 (3.2.D
Esto es equivalente al sistema de ect i difer: iales ordinarias
pi = u-'a-'lpl + Ap; + oRDb’ (3.2.2)

donde A = R‘R es una transformacion antisimétrica,

-1
lo

n T
o’ = - q-_z_o:_‘ii. (3.2.3)
n T e
LomiP;
¥y b’ se obtiene resolviendo
n}'a-(Rb') = - (e'.r"n{p.i + n'{Api). i=0, ... ,n. (3.2.4)



El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias obtenido al substituir
24 y b’ en 3.2.2 (utilizando 3.1.2 para la definicién de a;) tiene

una unica solucién en una vecindad de t = O.

P rija K sl y so6lo si para todo camino R(t), o(t) crece
arbitrariamente cerca de t = O, para t >0 y t < O, es decir,

v €>0 3 t >0,t,<0 : [y|] <e oltp>1, i=12
La condicién necesarta de primer orden para que esto sea el caso es
Igpan; = O. (3.2.5)

Dada esta condicién, la condicién suficltente de segundo orden es
£, [(ANI)-(AP‘) - a‘(p;.p;)] > 0. 3.2.6)

donde B‘ es la segunda forma fundamental en p?. i =0, .... n.
términos de las ecuaciones 3.2.2, 3.2.3 y 3.2.4, podemos definir

Q(AA) = }:a‘[(ANI)'(Ap‘) - B/(p}.P} )]. (3.2.7

Q puede extenderse a una forma cuadratica simétrica bilineal.

Demostraclén. Las condiciones 3.2.1 definen las imigenes de p7 bajo un
camino de isometrfas precedidas por una translacién y seguidas de la
aplicacién de un factor de escala, ambos definidos uUnicamente por la
condicién de que los puntos se mantengan sobre la superficie. La unicidad
se debe a la del sistema diferencial, que se obtiene como sigue.
P} = c'k(p‘; + b} + a‘R'(p? + b) + oRb’
Substituyendo p:’ = :7-"!1";3l ~ b obtenemos 3.2.2. Por lo tanto
v
T

. el T, T Ty e
O = nlpi = o’o np; > n‘Ap‘ + c'nin

por lo que
= o't T T
0O =coc'c }: nip; + 2: n‘Api.

implicando 3.2.3 y 3.2.4. Mientras que a; y }_"“'n.;'pi permanezcan
diferentes de cero el a de ecy i difer iales ordinarias para
p‘. o, b, puede obtenerse como expresjones racionales de expresiones con
denominadores diferentes de cero (para obtener b se requiere la matriz
inversa de N‘ ... Nn) asegurando la existencia y unicidad de las

soluciones en una vecindad de t = O.




R(t) que existe un

No es diffcil ver para cada camino de rotaciones
sin que penetren el

isometrias que mueve Jos puntos p?
factor de escala que los mantiene en la
lados de t = O, arbitrariamente

camino de
interior de K si y solo si el
superficie no se incremente en ambos

cerca.

primer orden es o¢’(0} = O para todo camino

la condicién [;n:Apx = O
equivale a 3.2.5. Dada la condicién de primer

La condicién necesaria de

R(t), que es equivalente a para toda matriz

antisimétrica A, lo cual
orden, la condicién suficiente de segundo orden es
T s . T T
- LonjAR; + miAp; LniA‘p,
(lne) |°=— o- > 0.
"p,°n (p,°n 7 °
P [

Examinamos cada término. El primero da
Tane — T = - .
ToniAp; = IgnAAp, = - To(An)-(Ap))
El segundo,
T = . oy T . .
Iong Ap, = }_':;(alN‘ + aN{)'p] = )_':alBi(p;.p').
El altimo es cero puesto que }:"“n‘p}. es simétrico y
(A = (RPR™)S = LR'RT + RTR")’ = ARRT)” = 11" = 0.

lo tanto la condicién suficiente de segundo orden equivale a 3.2.6. Q

Por
puesto que 3.2.5 equivale

puede extenderse a una forma simétrica bilineal

T
a la simetria de la matriz }'_";n‘pl.

Para n = 2 es suficiente considerar el camino (suave) de rotaciones
cost -sint =l -1 "
para el cual A = R’R = 1 of* A’ = 0O, El

R(t) =
sint cost
signo de la derivada ({Ine)* coincide con e! signo de la expresién 3.2.6.

en una vecindad de t = O.®

3.3 Definicién. Decimos que un cuerpo K es fijado firmemente por un

conjunto de n+l puntos P si se cumplen las condiciones de orden nulo,
primero y segundo.ms

La condicién de primer orden 3.2.5, en la presencia de la de orden nulo,
tiene la siguiente caracterizacién geométrica.
subespacijo vectorial generado por el conjunto o lista de vectores

Representamos con <A> el
A,



3.4 Teorema. Sea pi. ni. O =< i = n un conjunto de n+1 puntos y

direcciones que definan Ifneas Ll'
la condicién de orden nulo (ver 3.1). Entonces };’pl/\ni = 0
dimensional que intersecta o es paralelo a

¥ supongamos que las normales cumplen
st y sélo si

cada plano n-2 n de las
intersecta o es paralelo a la Ifnea restante.

lineas L‘

Do actén. Su que }:PLA"I = 0. Sea Q™% wun plano n-2
dimensional que contenga direcciones v s V.2 linealmente
independientes y un punto qQ € Q"-z. Supongamos Qque "I intersecta

ey > u,
Vo2 por lo que

Q"% 1w, Entonces q - P, € <n,v,
(Q-Pi)/\niA"A...l\Vn_z = 0.
es paralelo a Q"_2 pues en este

casc n; es una combinacién lineal de A/URRITINN AP Por lo tanto

Se obtiene la misma ecuacidén si L‘

.AVY = 0,
AY 2 o]

n
(Q‘pJ)AnJA'lA...A'n_z -— ‘}’:J(q-p[)An’Av
pues }:"i =0 y }:p‘;\n‘ = 0. Inferimos que L, también intersecta o

v, es diferente de o

n-2
* -2

es pajralelo a Q segun si nJ "~ v, A ...

igual a cero.
Demostramos el converso para n = 2y luego reducimos el caso general a
que Lo y L se

éste. Para n = 2 existe algun punto q en el "
Por lo tanto L, también pasa

1l =0, 1, 2, jimplicando

intersectan, puesto que no son paralelos.
por q por lo que P =aq + a;n; para
}_‘:pl/\n' = }:(q + a;nlan; = O.
Para n & 3 exprésese w = A‘:pi'\ni en términos de la base nl. cees WL
renumerando si fuera necesario, n An, tendria un

Si tuyviésemos w = O,
por lo que n(w) » O, slendko =m : E® » E

coeficiente diferente de cero,

la projeccién a lo largo de <. ..., nn> . Por la condicién de
independencia lineal de las normales, II'(LO). n(Ll). n(Lz) cumplirfan la
hipétesis de interseccién para n = 2, por io que concluirfamos que 0o =

):(z,n(p‘)/\n(ni) = n(w), lo cual serfa una contradiccién.e

el Profesor Elmer Reese sefiala que una

En una comunicacién con el autor,
primer orden es que las

interpretacién alternativa de l!a condicién de



coordenadas proyectivas de Plucker de las Ifneas Li son linealmente
dependientes.
Decimos que las lfneas Ll correspondientes a puntos que cumplen la

condicién de primer orden son concurrentes para n = 2 y semiconcurrentes

para n = 3.

Un resultado Interesante es que las condiciones geométricas para fijar
coinciden con las mecanicas.

3.5 Teorema. Sea K < ®* un cuerpo para el que un conjunto de 4 puntos

P le las dici: de orden nulo y primero. Si se aplican fuerzas
Fi en el sentido contrario a las normales Ni en los puntos P, de tal
forma que sumen cero, éstas deben de ser proporcionales a n., y la
tuerca resuitante es cero. up: 1 te que el sistema

mecanico que aplica las fuerzas l»‘i esta sujeto a movimientos de P y

X, ¥ Que P se encuentra restringido a movimientos homotéticos, de tal

modo que F, contindan siendo aplicadas sobre la superficie en el

i
sentido contrario a las normales Ni' Entonces, si se cumple la condicitn

de orden. cualqui movimiento de K realiza trabajo contra las

fuerzas Fi.

Demostraclén. si Fi = ’iNI Yy }—_;'F‘ = 0, .i deben ser un mualtiplo de
ag. puesto gue N‘ cumplen la condicién de orden nulo. La tuerca
resuitante es un multiplo de dp,/\ni = 0. La geometrfa de la condicién de
segundo orden implica que cualquier movimiento de K requerira un cambio
positivo de escala de P, que realizara trabajo contra las fuerzas F‘.I

Para n =2, t una si 1if§ i de 1a icién de do orden.

3.6 Proposicién Para n = 2, supéngase que P cumple la condicién de
primer orden y que z:n';-y‘ = O, Deffnanse ry o= pl'Nl' o =
a;ry ﬁa“rl] “!.  La condicién de segundo orden 3.2.6 es equivalente a

Tookry < 1
donde k; es la curvatura en Py Si r; » O entonces el triple (u‘)
es un_ multiplo de (Birf). donde B‘ son las coordenadas barycéntricas

del punto de concurrence de las lineas Ll con respecto a p;-



Demostraclén. }::airi = zzn},p‘ - O por lo que oy estan bien definidas.
Puesto que asumi la dicié de primer orden, las lineas Lo' Lx' Lz
son concurrentes. Fijamos el origen en el punto de Interseccién (udnico en
la presencia de la condicién de orden nulo). Para la rotacién en el
sentido de las manecillas del reloj en le. A = ?-é]
o = 0; n}-h' = - (n:Ap‘) = 0, por loque b’ = O; p'i = Api. Ahora,

¥ podemos calcular

o < Ea(taNpetap) - Bi(.pD) = Ioara - Ky

- [}‘_:a‘rl] }:al(l - k) = [}_‘:alri] [l - z:alklr‘].
Esto rmuestra la equivalencia afirmada. Como ﬁa‘r;'pi = ﬁail\ll = 0,

aKr;' son proporcionales a las coordenadas baricéntricas del punto de

concurrencia con respect a p;-®

on el caso de n dimensiones.

4 Algunos teoremas general

Relaciohamos primero los conceptos de fijar y atrapar. Si un cuerpo en
forma de estrella es atrapada por un conjunto cerrado P, disminuyendo la
escala de P y aplicando isometrfas eventualmente fijamos K, a menos
qQue existan pecullaridades en la superficie de K., que hemos llamado

cuerdas.

Escribamos Dx(r) : R™ - R™ para dilaciones de escala r centradas en x:
D‘(r)(y) = r(y-x) + x. Recordamos que cualquier © € € puede escribirse
Ox = Rx «+ b donde R es orthogonal, y b representa una translacién.

4.1 Teorema. Sea K un cuerpo con forma de estrella con respecto a
algin punto en su Interior, que tomamos como el origen, por lo que Do(r)K
< K. Supongamos que un conjunto cerrado P < R" atrapa K. Entonces
existe una isometrfa ¢ € £ y un factor de escala r € (O,1] tal que, ya
sea que la imagen reducida P’ = O(Do(r)P) de P inmoviliza K 6 ésta
genera una cuerda global en la superficie de K.

Demostracién. Sea r = inf{s € {0,1) | 3 ¢ € € : o(Do(s)P) atrapa K}
el infimo del conjunto de factores de escala para los que alguna imagen



K y atrapa a K. Existen

se encuentra en el exterior de
i € N, tales

con Ifmite r. y ¢&; ‘e &, donde
y atrapa K. La secuencia (oi) claramente
pertenece a un Junto cto de & por lo que existe una

subsecuencia convergente con limite ¢ € &, para la que P’ = Q(Do(r)P) <
Por lo tanto P’ es homotética a P.

reducida de P
secuencias s; € (r.1]
que ¢i(D°(si)P) c OK

OK. Puesto que O € intK, r > O.

Mostramos que P’ atrapa K. Pues si existiera un camino e : [0« -

&(P’,0K)}) con 6(0) = id para el cual ©6(t) - = (o sea que 6 tendria
un componente grande de translacién), puesto que K tiene forma de
estrella con respecto a 0O, OK < O(Do(r)l(). por lo que
8(t)=#(Dy(r)P) ¢ OK < O(D,(r)K).

Existen R(t), b(t) para los cuales ©(t)egx = R(t)x + b(t). Entonces

R(t)rP + b(t) < rK,
lo que implica

R(LP + r'ble) < K.
Definiendo x{tlx = R{t)x + r"b(l). tendrf(amos un camino x : [O,®) -

&(P,0K) que mostrarfa que P no atrapa K.

{id) no forma un componente conexc de E(Q.0K). Si

en el component de id, g(P) n 9K = @, entonces
pues P es cerrado. En este

Supongamos ahora que
para cualquier g & &
existirfa un factor de escala menor que r,
caso P’ genera una cuerda glotal.e

El siguiente teorema muestra que un método de fijar cuerpos K aplicable

genéricamente a cuerpos Cx, es el de encontrar la maxima bola inscrita

en JK. Lo utilizaremos como punto de en’rada para el teorema general de

inmovilizaciéon de figuras 3 2 en di i 2.

{a) Sea KcR" un cuerpo Cl que contenga una bola

4.2 Teorema.
Entonces existe

cerrada que lo toca solamente en una semi-esfera abierta.
una bola mayor contenida en K.

(b) Sea K un cuerpo Cl con una bola cerrada inscrita que contiene en
su interseccién con aK un conjunto de n+l puntos P = (p:. P p:)

cuyas normales correspondientes Ni cumplen la condicién de orden nulo.

P fija K 6 le genera una cuerda local.

Entonces
1
Cc, con Interiores no vacfos, cuyas

(e) Los cuerpos K compactos,
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maximas bolas inscritas tlenen intersecciones con axKk que contienen nel

puntos P que flijan K son ¢' densos.

Demostractén. (a) Fijamos el origen en el centro de la bola B. Por
hipétesis existe una direccién h tal que BndK £ (x ' x+h < 0). Definase
en la semiesfera superior {x € 8B | x+h = 0} la funcién contfnua p(x) =
sup(r | rx € K). P alcanza su mfnimo Py * 0. Sea [ el minimo
conjunto convexo que contien

(xeB | xth<O)vuipx | xeb s K.
Como K es convexo, C s K. Es claro que C contiene una bola

ligeramente mayor que B.

(») Mostraremos que P flja la esfera para translaciones; por lo tanto
K se encuentra atrapado a fortiori. Puestoc que la esfera es invariante

bajo = i los uni i de i fas relevantes con un
extremo en la transformacion identidad son los de tr laci
Pero en i alr on de tr 161 h, como las normales cumplen

la condicién de orden nulo, por lo menos algin h-Ni > 0, lo cual implica
que pi(t) penetra la esfera. Se sigue que si P no genera una cuerda

local en K, debe fijar K. porque si un de r R(t)
define un camino de factores de escala o(t), éste no puede ni decrecer
(pues algun 4 P; entra en la bola, que es subconjunto de
K) ni per e (esto definiria una cuerda local), por lo que

debe incrementarse arbitrariamente cerca de t = O en ambos lados.

(e) Cualquier cuerpo compacto K con interior no vacfo tiene una maxima
bola inscrita B. La interseccion I = 3By3K no puede estar contenida en
una semiesfera abierta por (a). Si esta contenida en una semiesfera
cerrada, se nel puntos de B, cada uno

arbitrariamente cercano a puntos de I, que no estén contenidos en una
semiesfera. Luego puede modificarse K a un cuerpo C‘ arbitrariamente
cerca del original de tal modo que B sea su maxima bola inscrita, sin
que los puntos generen una cuerda. Los nel puntos cumplen la condicién de
orden nulo por construccién y por (b) fijan K.m

El siguiente teorema muestra una condicién general bajo la cual, dado
algun simplejo s, existe un conjunto de n+l puntos P que forma un
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simplejo homotético a s {con l.a misma orientacién) y que fija K, a

menos que K admita una cuerda generada por P.

-+.3 Teorema. Sea K un cuerpo c' y s = ('o' vaee nn) c R® un
i lejo. que para todo

conjunto de puntos que definen un
conjunto de puntos P = (po. ceny pn) < aK qQue definan un simplejo
Inscrito homotético a s ¥y con la misma orientacién, el conjunto
cumple la condicién de orden nulo.

correspondientes de normales N
6 K admite una

Entonces por lo menos uno de estos conjuntos P fija K,
cuerda generada por P.

existe un maximo factor de escala ¢ al

Demostractén. Para cada rotacién,
tal que

cual corresponda alguna isometrfa (que preserve orientacién) *
oe(S) ¢ K. Por lo tanto el conjunto de simplejos inscritos homotéticos a

S y con la misma orientacién no es vacfo. Témese el infimo

@ =inf(e > O | 3 ¢ € £ : o¢(S) < 3K).

Tomando comoc antes una b a e, existe alguna ¢ « &
correspondiente para la cual P = o¢l(S) < a8K. Ahora, para todo
deslizamiento de P (ver §3.2) generado por un camino de rotaciones
R(t], el factor de escala o{t) tiene un mfnimo global en t = O. Si

K admite

o es constante en alguna vecindad de O,

para algan camino,
P. De otro modo para todo camino R(t), olt)

una cuerda generada par
crece arbitrariamente cerca de t =0 por lo que P fija K.a

-9 Teorema. Sea s = ('o' aevs -'_) < R" un conjunte de puntos gque
definen un simplejo cuyas imagenes orientadas homotéticas P = (po.....pn)
la esfera tienen conjuntos de normales N que cumplen la

inscritas en
C"‘ de cuerpos cercanos a

condicién de orden nulo. Existe una vecindad

la esfera S" para los cuales S tiene la misma propiedad.

Demostractén. L.as propiedades de la esfera implican que tiene una

vecindad ct! de cuerpos cercanos que son convexos y que forman un
[0 Restringimos nuestra atencién a

dominio simplemente conexo en
@ en

para los que existe una funcién "' céncava
Ve(o) = 0. Una forma de

¢ del Laplaciano

estos cuerpos K.
R™  que cumple 8K = ¢'1). @O = O,
es considerar la primera funcién propia

encontrar *
que es convexa [C, Chp I, §S

con condiciones de frontera de Dirichlet,
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y tiene un unico maAximo en algan punto del interior, que
1, mulitiplicande por alguna constante. Situando
¢ = 1 -0 yla extendemos a una funcién

remark 31
asumimos toma el valor
el origen en el maximo tomamos
c'!' céncava en R° que cumple las condiciones deseadas. Definase

wit) = t¢ « (1-t)[x|% t e (o1l
Entonces w(t}(0) = O, vy(t)(0) = Q. Deformamos K a la esfera
definiendo 3K(t) = w(t)'l(l). Supongamos ahora dados algunos puntos P =
(p;. anes p:‘) que formen un simplejo inscrito en B8K. Deseamos encontrar

un camino de simplejos paralelos inscritos dados por p‘(l) con pK(I) =
p:. pl(O) « S". Para ello requerimos
p;(t) = o(t)(p; + b(t)

que implica
P = v'cr"(;-:i + b’)
Tenemos
d .
0 = g3¥ltp(t) = ¥, + V¥-pi,

por lo que
- -1
- ¢t|v¢| = Nj*pj = ¢’0  (N;*p; + N;°b’)

Por tanto
n —_— n -1
o = -3 alw |V ')(n)[zn-p]
i=0 1t i ico i"i .
¥ B = F((wlval_')(p‘).pi.N‘.o') (que incluye la inversa de alguna

matriz compuesta de vectores Nl)‘ Substituyendo, obtenemos un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias bien definido, que tiene soluciones
locales pues Vg es Lipchitz por ser cht.

19]% = [tve + 201-x}? = 1%|Ve|? + atU-t)<Vg,x> + d(1-UF|x|?
es positivo en 8K(t) pues cada uno de sus términos es positivo en cada

punto excepto por el origen, que nunca se encuentra en IK(t).

Si resolvemos el sistema con ¢ = |x|z. ta solucién existe en el
intervalo [o,11, y es dada por o(t) = 1, b(t) = O. Esta solucién
tiene la pr d a, = ntes > O. Por la continuidad de soluciones

de ecuaciones diferenciales ordinarias uniformemente Lipchitz, y la
compacidad del conjuntoc de simplejos inscritos P, existe una vecindad
¢! de funciones ¢ cercanas a .x'z cuyas soluclones cumplen ai > 0
¥y existen sobre todo el intervalo, para cualquier P. Pero estas
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funciones ® definen una vecindad -(:"l de cuerpes cercanos a la esfera,

cada uno con la propiedad deseadas

4.5 Corolario. Para cualquier sirar=aple jo = con la propiedad de que
cualquier coplia orientada homotética lscritas en la esfera tlene normales
que cumplen la condicién de orde hwis (esto
simplejo equilatero), existe una vetlhemd™ad ch-* de cuerpos K cercanos a
la esfera S". cualquiera de cuyos eLBe=nentos. & es fijado por alguna copia
6 admzrilte tna <cuerda generada por P.a

sucede en una vecindad del

orientada homotética P de S,
En el problema general de inmoillla=z=aclén, X1a frontera de deslizamientos
formada por la condicién de orden mic> juegi ara papel importante.

S Fijando tetrahedros: el caso d& dic:rmminsitn eres.

tetrihectro en R Puntos en los

Consideramos la inmovilizacién de un o
1 la condicién de orden

interiores de las caras tienen normal que
nulo. Demostramos que la condicién de=e primer orden implica la del segundo
utilizando el siguiente teorema que ci=t=amos dee [BFMM].
n dimensiones se obtiene en la Parte [ZI1 de este trabajo.

Su generalizacién a

S.1 Teorema. Sea A = (au) una mtwr—iz 3x3 que cumpla
a
a” >0 I}_:l au >0, 13 = ]; nu < a, 1% imy =3
(A es una matriz Méndriga de dimensléz=nm 3). Entonces

A de A,

para cada valor propio

jA]| ¢ t==r—A)a

P = {p,. .nwp_+, ) Pntos en los interiores de cada

5.2 Teocrema Sean
orden de

cara de un tetrahedro. Si cumplen 2 condicién de primer

inmovilizacién, también cumplen la de se=g=zundo or-clen.

Demostracién. En este caso la condiclén - de segunicto orden es
¥ matrices antisimétrias== A, z‘:(An‘)'(Api) > 0

Puesto que se cumple la condicién de =orxiner orden, la matriz S = ﬂnip:
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es simétrica. Escéjanse ejes coordenados que diagonalicen la matriz. Para

cualquier matriz antisimétrica A,
. .
To(An-(AR) = - EIN[AAD, = - S,AAL = T AAAL
1=<a,c=2 B
1 2
=21 T (A+AIA
2 caTumg n beb
es positiva si la suma de cada par de valores propios de S es positiva,
A. < trS. Mostramos que S

lo cual en dimensién 3 es cierto si y sélo si
es vilida

tiene los valores propios de una matriz Méndriga, para la cual

esta propiedad. Escojemos el origen en Py ¥ escribimos

Po = [".-"z"’:a]' N, = [n,.nz.n:.]-

S = PoN: tiene los mismos valores propios que §° = N:Pn. que

Entonces
0O = j#; = 3, pl-ni > 0,

es Moéndriga por las desigualdades p‘-n-| < pJ'nJ.
1={s3e

] el caso dbidimensional.

6 Fijando cuerpos estr

En esta secclén n = 2 y K es una figura C? estrictamente convexa (sus

en un dnico punto). Por lo tanto la curvatura existe y

tangentes la tocan
sea cero en

Es decir que permitimos que la curvatura
algunos puntos de JdK. r esta definida en casi toda la imagen del mapa
de Gauss, y es integrable. (Para la diferenciabilidad excepto en conjuntos
de medida cero de las f 1 bsol continuas ver [A, §3.36]).

es no-negativa,

Demostramos primero una proposicién analftica sencilla.

¢ : lab] - R una funcién contfnua en el

6.1 Proposicién. (1) Sea

intervalo cerrado, ct ¥y positiva en el abierto, y supéngase ¢(a) = O.

Sea P ™ Supp, b)‘ > 0. EI P posibl. e un conjunto
denumerable, para cualquier a € (O.omu) existe p € (a,b) que cumple
#p) =« y ¢(p) >0

{(2) Sea ¢ : la.,b] = R una funcién contfnua en el intervalo cerrado, ct

¥ positiva en el abierto, con ¢{a) = O.



¥ec>0 8 €(abl 3 S c laB) abierto : ¢° > céd en S.

Por lo tanto V a € (O,¢ ) 3 A S (0,x), abierto :
1 max 1

¥ a€ A 3 pe(ab) : ¢p) =a y ¢ (p) > ca.
Demostracién. (1) Por el teorema de Sard, exceptuando posiblemente un
conjunto denumerable, para cualquier « € (0,8), cada punto p € (a,b)

con ¢p) = a tiene @’(p) = O. Claramente por lo menos uno de estos-

puntos tiene derivada positiva, pues de lo contrario ¢ no llega a 8.

(¢-3] Supongamos contrariamente que existen ¢ > O, 8 € {(a,b) para los
que ¢ S cé en (a.B8). Entonces (lng)’ = c en (a.8), por lo que
[lnolg = c(g-a). Pero entonces Ing(x) no tiende a -w sSegin x - a,

lo cual contradice ¢(0) = 0.

Escéjase ahora cualqQuier a € (0.¢m.!). ¥y B8 suficiente chica para que
#(0.8) = (O.c:l). Por lo que se acaba de demostrar, existe un conjunto

abierto S < (a,8] en el que ¢’ > cyp. Sea A = ¢(S).a

Nos encaminamos ahora a demostrar un lema que nos permitira encontrar
puntos para fijar figuras convexas. Les cdlculos han sido simplificados
por el uso de ciertas funciones definidas en el apéndice, del cual depende
esta seccién completamente {y que debe ser lefdo primero), pero que se ha
expuesto aparte pues corresponde a un tema diferente.

Para cualquier punto con coordenada de Gauss © sea L(@) la linea que
pasa por f(@) en la direccién normal N. Como n = 2, la condicién de

primer orden implica que las Ifneas Ll = L(Bi) que pasan por P;
concurren en algin punto qQ = a(cosﬁ,slne)T. Varjaremos «. Definanse
las funciones g“. h* fljando el origen en q., es decir, requiriendo
f - q=g"N +n"T. (6.2.1)
Entonces
g* = g - acos(6~-§), h"™ = h + asin(@-g). (6.2.2)

Se sigue que ha; = ha(Bl) = 0, i=0,1, 2. Encontrar puntos que cumplan
la condicién de primer orden es equivalente a encontrar un origen Q y

}




h‘; = O. Escribamos ahora la condicién de

valores de 0; para los que
Esta toma la forma

segundo orden en estos términos.
a .2 2 ax d. o
E,fai[gi - "l“i’] = Fla;gT g5t > o (6.2.3)
T 2
pues (Ani)-(Api) =P =g y Bi(p",p’i) - kigi'

Definase ahora la funcién

so) = - el (6.2.4)
Supongamos que 6" resuelve ¢(6%) = a. Entonces h*e® = o, y
. C3 3 a, o
¢ @) = - N8 hie ) ,e(e%-g) = - D 187D

sin(e®-€) sin®(6*-g) sin(8%-€)

Por ello la contribucién del punto r6®) a la condicién de segundo orden

es su a (que depende de los demas puntos) multiplicada por
(-3 Pod

—(g Ossln(a-i))|e=9a. P ahora 1 o lema,

Proposiciones como “|f] > 1| en un conjunto 1 arbitrariamente cerca de

@ € T° significaran que VvV £€>0 3 x el: |x-8] <e y |fx)| > 1L

6.2 Lema. (a) Sea dado un punto p € K con coordenada de Gauss w,

para el que |[f(w)] = 1, y para el que existe una vecindad (w.w+c) en
la que |r| > 1 arbitrariamente cerca de w. Sea £ € (w,w+n).

(b) Alternativamente, |f] > 1 en (w-c,0) arbitrariamente cerca de w,

y € € (v-w.w).

En vez, supéngase [f(w)] =1, h{w) = hew) =0, y |f|] >1 en (e}

(w,wee) 6 (d) {(w-€,w), arbitrariamente crrca de w. Sea £ = wen.

Sea ¢ la funcién definida por 6.2.4. Podemos concluir que:

exceptuando posiblemente un conjunto denumerable,

(1) 3 a« > O tal que,
(hipétesis a,c)

o -
@ € (O.c:o) existe un punto 6 € (wwee)

para cualquier
- - )
6 8 € (w-e,w) (bd) tal que @(0 ) = o« ¥y ¢s(9 ) > 0 (hipétesis a,c)

-] ’s < 0 (b,d).

(2) Dada cuaiquier ¢ > O, existe a > O tal que V « € (O.tzo) 3 s

< (O.ul). abierto : ¥V a € S
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e e (w,w+e) (a,c) - - 05(8.) > ea” (a,c)
3 : ¢l6)=a,

- - -
® € (w-£,w) (bd) Os(e ) ¢ ~ca (b, d)

(el paréntesis indica los casos a los que se aplica la proposicién).

Demostracién. (a) Como h es el gradiente de %Il‘]z. debe haber algun

wvalor w, € {w,min{w+e,£)) para el que h > O Por lo tanto,

utilizando la funcién ¢ definida en 6.2.4, y las hipédtesis, que
implican hilw) = O, tenemos ¢w) = O, @ = ¢(ul) > 0. Aplicando la

proposicién 6.1{1) a ¢ considerada como funcién de s, obtenemos la
conclusion (1). Para demostrar (2}, sea x el supremo de aquellos
numeros & para los que @ es positivo en ()] y #(g) = oO.
Aplfquese la proposicién 6.1(2) a & en lz.ul]. considerada como
funcién de s. Existe un conjunto abierto S < (x.wll : ¢5 > cp en S.

En el caso alternativo (b) el signo de las derivadas de @ se revierte
Pues h debe de ser negativa para que |f| crezca cuando @ decrece.

Para los casos (e), (d), que cumplen las hipotesis hiw) = he(w) = 0,
£ = wew, la funciétn ¢ puede considerarse contfnua en e = w, pues
por la regla de L'Hépital
h’(e)
1lm ¢(8) = 1im = = 0O,
8+w orw cos(o-w)

El resto del argumento es similar.e

Obsérvese para las aplicaciones que h(e') = - sln(o.-E)é‘ (8') > 0 en
-
todos los casos mientras que la derivada 05(9) tiene el signo que
-
implica hs(e ) > 0. También,

o, ® . - - -

g () =gl0) - a cos(@ -€) » 1 segin o = O.
Por lo tanto la contribucién a la condicién de segundo orden del punto
- - -
e, cuya Le) pasa por qQ = « (coss.sinE)T. es positiva. Tenemos
ademas una estimativa que utilizaremos en algunos casos delicados.

Antes de continuar examinamos los coeficientes a; que relacionan las
normales Ni' Supondremos que los puntos Py Py P, se encuentran
dispuestos en el sentido contrario a las manecillas del reloj y que sus
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normales no se encuentran en una semi-circunferencia. Los numeros a;
para los que z:aiNl = O pueden escojerse como en 3.1.2:

cos6 cose
a; = lN" le = Islnak slnej = sin(ek-GJ) > 0 (6.2.5)

donde (i,).k) es la permutacién par de {1,2,3) principiando con una .

Hemos preparado la demostracién del teorema:

6.3 Teorema. Sea K una figura bidimensional c? estrictamente
compacta que no admita cuerdas (locales}). K puede ser fijada por tres

puntos.

Demostracion. Con nuestra definicién de estr e to,

admitido la posibilidad de que r quede indefinida. Sin embargo, el mapa
de Gauss tiene una inversa contfnua. Por lo tanto la funcioén s(@) existe
¥ es absolutamente contfnua en conjuntos compactos, por lo que su derivada
r = k™ existe en casi todo s! ¥y es integrable. (ver [A, §3.36]). Las

ecuaciones A.7 y A.10 son validas donde exista r.

Sea p el supremo de los radios de circulos estrictamente contenidos en
K. Por la compacidad de K existe algun cfrculo inscrito C de este
radio. Consideramos el conjunto I = CndK. Sea P la proposicién:

"3 Q= (q.. . qa) < I : N(Q) cumple la condicién de orden nulo”.

El teorema 4.2 muestra que P implica que Q frija K.

El resto de la demostracién esta dedicada al caso en que P es falso: v
Q = (q'. Q. q:') [ N(Q) sSe encuentra en una semlicircunferencia

eras Yy semicircunferencias se

cerrada (en el resto del escrito las
asumiran cerradas a menos que se diga explicitamente lo contrario).
Mostramos primero que deben de existir dos puntos en I con normales

opuestas.

Sea ¢ la coordenada de Gauss en 8K y st Témense dos puntos de I
con normales 9‘. 92 € S'. que no sean opuestas. Supongamos sin pérdida
de generalidad que e, € (el,a‘ﬂl). en lugar de e, € (Ol.ol—n) (donde
e pertenece a un conjunto de angulos si en el conjunto existe un &ngulo
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e en un multiplo entero de 2n). Entonces 1 debe de

[az-u.91¢nl, porque cualquier punto del
forma un conjunto de tres puntos cuyas normales no se

que difiere de
estar contenido en

complemento,

Junto con en' 82.

encuentran en una semicircunferencia. Como 1 es cerrado tenemos en [
- - +

81 = lnl‘[e2 n.e.‘n]r\l. es = suple2 n.Ol lnl

Este intervalo no puede cubrir mas de una

9[' Bs y uno de 01‘ 92
la condicién de orden nulo. Tampoco

e 1 s [(o,6,]
semicircunferencia pues entonces
conjunto de tres puntos que cumple
puede cubrir menos que una semicircunferencia,
Por lo tanto 9‘ y es difieren en mn.

formarf{an un

pues en ese caso C no es

maximo, por 4.2(a).
Por lo tanto, al consideraro el mdximo circulo inscrito C, & existen tres
puntos en CndK que fijan K 6 bien hay dos puntos Q. 9, en Cn3K
Estas deben corresponder a un didmetro de C. Es

con normales opuestas.
puede consistir de

facil ver por casos, que si »r es falso entonces 1

4 puntos con normales opuestas por pares, ¢ se encuentra contenido en una
semlicircunferencia.

sobre el segmento que une q,. 9. con origen
h, © definidas en
[:] = 0, n,

P, el

Escogemos ahora el eje x
Introducimos las funciones f. N, T, &

en su centro.
tienen coordenadas

el apéndice. Entonces Q. a,
respectivamente. Hacemos también un cambio de escala para que
radio de! maximo cfrculo inscrito, sea 1.

se encuentre contenido en una semicircunferencia,
[n.2r]. Por lo tanto en todos los casos
ya sea que ambos

En el caso en que 1
suponemos que ésta corresponde a
existen vecindades (O,w. ), (w,,m) en las que if] > 1,

intervalos son (O,x), 6 que W o=,

la demostracién mostrando la existencia de tres puntos pa.
las condiciones de orden nulo, primero y
Para ello consideramos varios

Completaremos
p‘. P, en K que cumplen
segundo (y que fijan a K

casos de la curvatura en Q. a, El primero es

firmemente)}.

r(0) > 1. (Caso 1)

(E!l radio de curvatura es mayor o igual a 1 de por sf. De lo contrario

8K intersectarfa e! interior del cfrculeo inscrito). El segundo,



r(0) = 1 y |f] > 1 arbitrariamente cerca de O para 6 <O (Caso 2)
El tercero,
r(0) = 1, |r(@}} = 1 para O e (~-5,0] (Caso 3)

Caso 1. r(0) > 1. E£n este caso fijaremes K con tres puntos escogidos

como sigue: Px‘ P,
en la semi-circunferencia abierta

> 0).

y 4, Y P, con normal
a
3

ligeramente arriba de q,
inferior (para estos puntos a,. a,

Observe que h(0) = hin) = 0, gO) = gw) = L. y 9& = h.  Por el

teorema del valor medio existe & € (w,2nr) con h(g) = O. Sea po el
punto con coordenada <. y sea £ = L-m. Consideramos puntos de
concurrencia en el rayo

{q = u(cosf.sinE)T | « > 0
Sea Q(B..Oz) = }_‘:al(gl - k.gf) la condicién de segundo orden en los
puntos dados por &, 8‘. -] situados aproximadamente como se ha dicho. Q
es contfnua en e, a, = sin(ﬂl-().
k(O) < 1 y k(1) =},
0.0 = sintg)[2 - ko) - k(l)] > o.

e > O tal que Ir] > 1 en los intervalos (0.€), (m-e,m), y
Aplicando el lema 6.2a(l) a los puntos

! » uz tales que

- sln(oz-ol), a, = sin(c-oz). a,

Sea
Q®.e,) > 0 en (0,) x (m-c,m).
obtenemos numeros positivos «

P,. P,
- 1 . . - -
aa a € (O,x) 3 © € (0) : 98 ) =a, ¢.(6)>0;
- 2 ol 1g - s 1a
a.a a € (0,a) 3 O6_ € (m-e,nM) : g0 ) = a, ¢_(6 ) <O,
2 2 s 2
(donde a.a. significa "para casi todo™). Es suficiente ver que, por
construceién, para casi cualquier « e (O.a‘)r\(o,onz) existen 1fneas
- - -
L(B:). L(Bz). L(g) que concurren en qQ = a (cos{,slnE)T. con Q(el.B;)
> 0. Se cumplen las condiciones de orden nulo, primero y segundo y cada
conjunto de tres puntos correspondientes a cada « admisible fija
firmemente a K.
Caso 2. Q) = 1, y |f(9)| > 1 arbitrariamente cerca a O para 8 <

{f(e}] > t arbitrariamente cerca de

0. (Recuérdese que también tenemos
K como

O para © > 0). En este caso escogeremos tres puntos para fijar



sigue: P, Py ligeramente debajo y arriba de . vy P, en a,
(cumpliendo la condicién de orden nulo). Consideramos puntos de

concurrencia en el rayo
{(q = alcosm,sinm)’ = (-2,0) : a > O).

Aplicamos el lema 6.2c(1), 6.2d(1) con w = O, £ = m encontrando que
-
existe «, >0 tal que para casi toda « € (O.ao)

- - - -

() 3 e € {0.e) : 0(9.) =a, ¢s(6l) > 0,
- - - -

(i) 3 e, e (-£,0) : O(Bz) =a, 45(82) < 0.

- -
Ahora sean P P, los puntos definidos por 91, 92. Cada uno da una

contribucién positiva a la diciéd de do orden como también Py

-
pues el punto de concurrencia q = (-a ,0) se encuentra mas cercano a pn
que el origen. Por lo tanto los tres puntos correspondientes a cada a

aceptable fijan firmemente a K.

Caso 3. r(0) =1, |f(e)] m 1 para © € (-5,0l. Escojeremos puntos como
en el Caso 1, tomando & < O € (-8,0) para definir Py, £ = gwm. Sin |
embargo, esta vez tendremos que estimar la condicién de segundo orden mas
cuidadosamente. Sean €, @ > O tales que para e, € (0.0), o, € (mr-e,n),
a € (0,x),

&%), g%e) > L sing-e)) > Ising: sin(e,-£) > lsing. ;

Aplicando el lema 6.2a(1) y 6.2b(2) con c > Sc(lc-E)/sanE.
respectivamente a w = 0 y w = w, obtenemos valores u‘. o tales que,

— -
escribiendo a° = min(a’,a®a), a.a. a e (0,a°)

. - - -
3 e, e (0,e) : o(ol) =« , os(9|) > 0

y 3 Sc (0.¢°). abierto : V ax € S
- - - . . ;
3 sz € (m-c,m) : 0(62) =« , ¢s(92) < -cx . :
- - - - :
Como a, = sin(oz-sl). a = sln(c—ez). a, = sln(el—c), la condicién

.
de segundo orden es valida para casi toda « € S porque

T2ag] 2D > sinte,-0))(1ea"~(1+a")?) + lea"sin’g

1 2, - e
> [;csln £ - c(l«z)]a > O.
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centro del cfrculo. Sea P eme] puite

Fijamos el origen en el o
correspondiente a 8 = O, P, a o, i =1, 2. Entonces |[f|> = | pra
valores de e arbitrariamente cerca de y mayores que tlx >
arbitrariamente cerca de y menores que 82. Alejaremos pl. pz
ligeramente de [ que mantendremos fijo. Este caso es mis delicado
porque el movimiento tiende a disminuir la contribucién de P o ala
i de orden, por lo que debemos demostrar qe existen
puntos pl y P, cuya mayor contribucién compensa este efeclo,
rayo definido por €= n Un

Consideramos puntos de concurrencia en el
analisis similar al Caso 3 del teorema previo muestra que podens
puntos para los cuales la condicién de segundo orden es positiva.

obtentr

Los casos restantes, con y sin cuerdas, se reducirdan a los casos 1y[l-W_

no es localmente constante Gnicamente en un punto [= § =N (de
ambos lados). Tenemos a P, Py P, dispuestos en e! sentido cotrxr—arica
las manecillas del reloj. [f{ debe ser 1 en el arco corto d b2
p“ de este arco junto con Py P, fijan K) dX=t-e otna
I (con punto de referencla a pzl.

Caso ur. |1

—po {los puntos
manera obtendrfamos puntos en el Caso
Simllarmente |f| = 1 en el arco corto abjerto arce que une P, 2 SRy
Si el maximo arco que contiene el arco corto que une P, a p, ¥y que

es menos que una semicircunferencia, obtenemos ¢ O Caso |

tiene || =1

(con punto de referencia po). Si es igual a una semicircunferenxl, .., sean

ql, qz sus extremos. Estamos ahora en uno de los casos tratads en ¢
se pueden es=-S=coger

teorema 6.3. Si el arco tiene longitud entre n y 2n,

tres puntos que se encuentren en el Caso II.

Hemos agotado los casos, pues si en cada uno de los tres puntos [f[f'F no

es localmente constante ya sea en la direccién ascendente § e==—m Ila

descendente, entonces encontrames ambos casos I y II.

Examinamos ahora el caso en que 8K admite cuerdas locales. ldX=f-emos

suponer que P, P,. P, se encuentran en arcos del maximo ¢f=¥="culo

de lo contrario tendrfamos casos como los que recién examhassx mos,

inscrito;
no contiene P, at Py

Supongamos que el arco en que se encuentra p,

Si el extremo mas préximo a P, del arco que contiene P, ¥ el extrxzr—emo
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mas préximo a Py del arco que contiene p forma un arco opuesto a Py
con angulo menor a n, entonces tenemos el Caso 1f, Si la longitud es
igual a =, tenemos une de los casos del teorema 6.3. Si la longitud es
mayor a n existen punto en el caso III. Queda el casoc en que los tres
puntos se encuentran sobre un mismo arco, que debe tener longitud mayor

que w. Es facil generar el caso 1I, a menos de que K sea el disco.m
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Apéndice.

A El cdlculo de curvas de curvatura positiva.

Sea K ¢ R® un inio si ! te o cuya frontera 8K es
una curva C? cerrada de longitud L. Sea N : 9K -+ s!
Asumimos que la curvatura es estrictamente positiva. Escribimas

el mapa de Gauss.

rf:s' - 8K s R A
para la inversa c® de N. Utilizaremos el angulo © para denotar los
puntos de st y 8K yle 1l emos coord da de Gauss. Entonces

cose -sin@

N = [sino]' T= [ cose]‘ (A-2)

Definiendo un pardmetro de longitud de arco s, con s =0 en 6 =0 y

ds
de > O, podemos escribir
3_‘”: = KT. ‘a’% = ~ kN. (A.3)
donde k es la curvatura. Combinando A.2 y A.3,
dN de de
ds - TEE - k = ds- (A.9)
Definanse ahora las funciones g y h (de s 6 8) como sigue:
£ = gN + hT. (A.S}
Entonces
ar ) dg _ dh
T = ds = E(BN + hT) = (E kh)N « (aE + kg)T. (A.6)
Por lo tanto
dg dh
ds = kb, ds =1 - ke, (A7)
También
%ﬁ]qz = gg’ + hh’ = kgh + h(l — kg) = h. (A.8)

Podemos cambiar la variable de las ecuaciones A.7 a 6. Deflniendo

r=xt=gs (A.9)
(el radio de curvatura), tenemos
gl—g = h, g% =r - g (A.10)

Como la curva es cerrada tenemos algunas identidades integrales:

ESTA TESIS N8 DBEBE
= SALIR DE LA BIBLIOTECA



1 2. 1 EA RS
has = [Fi|f|H ds = [—|r| ] =0 (Aan)
[oree - I el
de L
ll kds = s = [e] = 2n (A.12)
o Fc; s

o
Iz"hdo = Iz"g%de = [g]z" =0 (A13)
o o [e]
[*rade = J"-kgds = J“u-g—‘s‘)ds =L - [h]" =L (A.14)
o o o o
J'z"rde = IZ" 9540 = L. (A1S)
o o 98

Podemos integrar el sistema A.10, que puede escribirse

_dfe o -1)(g o

=E - 9E -0 (A16)
Puede verificarse que

dP -1 _ -1 dP _ O -1
Je P =P ae = (l O]’ (A7)

cos@ -sing
Sea P = [sine coss]

Por lo tanto

d _a(g dP (& o
3P in)’ = "de[h] - aﬁ[h] = P(r)' (A.18)
asf es que
eYle ] o (] —sinw
[P(h]]o = IOP(u)(r(“)]dw = _for(u)[ cos”]du. (A.19)
& Y h son periodi (corr diendo a una curva cerrada) si y s6lo si
4 -sinw
fz r(w)( cos“}du = o. (A.20)
Las soluciones homogeneas del sistema A,1S son
E ~cos(@-8_)
(hg] = "[ sin(e—e:)] (A-21)

Estas corresponden a cambiar el origen a a(coseo.sinea).r puesto que

afiadirlas a la solucién original desplaza f por

-sin®) _ - cose - cose
goN + hoT = a{sln(e-eo)[ cose] cos{(8-8 ) sine } = -3 slne ]
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Parte 1i: Una factorizacion del polinomio caracteristico: Extendiendo
algunas estimativas de valores propios.

7 Introduccidn.

En esta seccidn presentamos varios teoremas de matrices., El primero, sobre
las matrices Méndrigas, tuvo su origen en el estudio de la inmovilizacién
de figuras y cuerpos en el espacio Euclideo. En ese contexto el teorema
proveé la herramienta que permite demostrar que si un tetrahedro cumple la
condicién de primer orden de inmovilizacién, también cumple la de segundo
orden. Las primeras demostraciones involucraron el estudio de muchos casos
{dados por las caras de polihedros n-dimensionales). Luego encontramos una
factorizacién del polinomic caracteristico que dié el resultado de forma
sencilla. De ésta obtuvimos varios teoremas entre los que pareciera haber
poca relacién.

8 La factorizacién del polinomio caracteristico.

nxm

Sea [~ el conjunto de matrices de n renglones y m columnas de

numeros complejas. Sea pM(z) = det(zl-M) el polinomio caracter{stico de
cualquier matriz cuadrada M, oy SU espectro.

8.1 Teorema. Sean G, P € €™, E e €™", y supéngase

A=E -pc’ e c™, (8.1.1)
Para cualquier J € €™, gea K = J - c'p Yy
€ = (;]?;g ST] = (PK‘-(-AP A?;GT] e ginmiximm, (8-1.2)
Por lo tanto
pJ(z)pA(z) = pg(z). (8.1.3)
Tp VO =T (8.1.4)

L.os valores proplos de A son los de €& menos los de J.

Demostracién. Las siguientes identidades pueden verificarse directamente:
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- LY G- G )

Como pMN(z) = pNM(z) para cualqulier par de matrices M, N, obtenemos la
ecuacién 8.1.3.®

Ahora supongamos dad una matriz A. Escogiendo G, P,

y 3 (or K),
podemos estimar los valores propios de A

estimando los de &. Las
secciones siguientes dan varias aplicaciones a casos generales de interés.

9 wMatrices Méndrigas.

Las matrices que aparecen natural

en la dicién de segundo orden de
inmovilizacién de cuerpos en el espacio, son las siguientes (ver el
capftulo 5).

®.1 Definlcion. Una matriz Méndriga es una matriz A = (a) e R
cuyas entradas diagonales son no negativas y son las maximas entradas de
cada columna, y la suma de cuyos renglones es no negativa:

=
zfu = 0, au au, a” = 0,

donde 1 % 1,) S n.e

Sea BL(C) = (z € € : |z-C| = R}

el disco en el plano complejo con radio
R y centro C.

9.2 Teorema. Para cualquier matriz Moéndriga A, L Ber(O)'

Dei <t 'y Util

la i6on del tcorema 8.1, sea m = 1,
P=(..0", G=ta a ), E=a -a =0 J=(trA)
vessel)’, 1100 3an) - n 13 . B
Entonces - A = E - rGT y

T,
G'P = J, (PI-EP) = trA - L(a -a ) = Ea = O

o G
PI-EP E ] £sta es un matriz no
y cada uno de cuyos renglones tiene

Apticando el teorema de discos de Gerigorin o

Por lo tanto en el teorema B.1 € =
negativa con entradas diagonales cero,
suma menor & igual a trA.
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el teorema de Perron Frobenius obtenemos L)

El valor propio adicional introducido por
el valor propio positivo dado por el teorema
lo tanto no proveé informacién adicional sobre

< BtrA(O)' Por lo tanto

(0).=

< o, © B"_A(O) por lo que L BtrA

<. €

-A
& es traA, que coincide con
de Perron Frobenius, que por

A

10 Aplicaciones a matrices de signos mixtos.

El resultado sobre matrices Méndriga dado en la seccién anterior puede ser

refinado,

dada una

como corolario de un teorema mas general. Utilizaremos un vector

Es decir, definimos

También, sean

Obsérvese que

de pesos general P > O, Para aplicar la descomposicién de! teorema 8.1,
matriz A = (au) € R™", definimos & = O para que
E=(e)=A-« pe’ = 0. (10.1.1)
&, = max{ max( - p:'au) .0} = O, (10.1.2)
1%
r = g'p. e-mln(e“....,e 3.
b (10.1.3}

J = max p7'(Ep) 2= e, k_ = max p '(Ap) = j - ¥
° 15180 " ! ° 1s13n | ' °

E, e 7 Jo' kn' son funciones de los pesos P que son

independientes de la norma |p|.

10.1 Teorema. Sea A = (au) e R™™" cualquier matriz. Para cada p > O

Demostracién, Sea j = Jn‘
excepto por una |j, A

Bkg"r—e‘e) e ik
(10.1.5)

oA €
By(ko) [} Br(e) e =k,

ko‘ e, ¥ dependen de p).
Aplicando el teorema 2.2 con G =g, P = p,
tiene los valores propios de
T
J-r 4
€=~ (pZes )
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que es una matriz con entradas no negativas excepto posiblemente por j-y.
Aplicando el teorema de discos de Ger3gorin con pesos (L.p) (HJ}

obtenemos que los valores propios de 6 se encuentran en los discos

Bl_e“(e“). 1= 1,...,n, B'(j—1)
puesto que

n n
-1 —~1 <
p=lj-p£vel~p-£pe=a-e-
i i,“;h x]" 3 i) it
ey

Cada uno de los discos del primer conjunto estd contenido en el mayor, que
tiene centro en e y radio j~e. Por lo tanto

o, < B (e) v B_(j-7N{].
A JQJO( d-e )

Para cada j tenemos un par de circunferencias, cuya unién es

B_[-e(e) J = yee
Bj—e(e) v B (j-7) =
k4 B7(_l—1) J = yee

Sea 1, = agot Jo 3 3 = yoe) {vacfo si 7 *» e < jc" y sea 1. =
tmax{j .7+e}.m). Tenemos

L B_(j-») n n B, (e)
A % se1, 3¢
1 2
Por lo tanto si 7yee =% Jo

o, < B, _(e) =B (e)
A "le i-e Jo~e
mientras que si yee = jo

L B,(Jo-r) n 81(e) n BJo—e(e) I3 B,’(Ju-w) n B,r(e).-
El siguiente corolario de teorema 4.1 refina el teorema sobre matrices
Méndriga de la secclén anterior.
10.2 Corolario. Sea A = (al) e R

una matriz que cumpla, para
alguna p > 0, Ap = O. Si también

=y =Y -1
= = O, = 1,3 = n, BN
p‘ au p] au y pj a” (o] 1 1.3 n (10.1.6)
entonces

L B"_A(a) a) BtrA(O)'



donde & = min p'(Ap), = O.
1% %5

Demostracién. Aplicamos el teorema 4.1 a -A, utilizando

-1
.'n = max p, (-Ap)‘ =0, g

-1 -1,
ax {(max( ) ,0) = a
1% 1% y 5T ¢ Py 3y Y Py

1S 150 d

7 = trA, e, = O, e = Ow

11 Aplicaciones a matrices no negativas.

Para matrices no negativas A

puede obtenerse del teorema 10.1
estimativa del teorema de

Perron Frobenjus. En este case, para cualquier
P>0, g=0 por loque E =A, 7 =0, J°=k0=max(p:‘(Ap)‘llsl
S a), y em= min(a“) E ko. Del teorema (9.1,

la

e, < nB (e} =B {e), donde r = inf k_,
A p>0 ko-e r-e o

P>0
que es la estimativa obtenida aplicando el

teorema de Perron-Frobenius
fHila A - el

Obtenemos ahora una estimativa para los valores propios restantes.

11.1 Teorema. Sea A = (au) « R

con radio al r correspondi e a un vector propio derecho
Definase el maximo vector g = O
(eu) = A - p]T = O, es decir,

una matriz no negativa Iirreducible

positive p > O, para el cual E =

g =1(g)e R" con g = min p"al =0, 3=1..0
1 1sisa g
Sea J = ~ -Tp. e = m\n(en. e e'm).

se encuentran en el disco

Los valores propios de A
diferentes 2 r

c-A\(r) < B,_(e)

J-e
Demostract6n. O = Ep = Ap - p‘fp = jp implica Jj > O. Aplicamos ahora
el teorema 8.1 con m =1, P = - p e €, G = g € €™, Este implica
que excepto por una J. los valores propios de A son los valores

propios de &, donde

s T T- T
-G'P G _ fr -=
€= (PJ—EP E] = [o E}'
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Por lo tanto los valores propios de A son r Yy los de E excepto por
una j. Aplicando el teorema de discos de Gersgorin con pesos P a la
matriz E, encontramos que sus valores propios estan en los discos

(zecC: |z -¢| sp) = son,

donde P = p:lzj’lpjell = j - e, = o. Pero cada uno de estos discos

estd contenido en el mayor, Que tiene centroc e y radioc j - e.m

12 Matrices con di 1 no gativa ¥y entradas no positivas.

En la siguiente aplicacién consideramos matrices con un signo en la

1 y el P en las dema entradas, que es el caso en que T
puede ser calculado facilmente y que da un resultado sobre M-matrices.

12.1 Teorema. Sea A = (au) « R™" una matriz para la cual

s, =0 auso para 1 = ).
Sea r el radio espectral de Ja matriz no negativa al - A, donde a =
SUP, o sn3ii Entonces A tiene un valor propio @x - r de multiplicidad
uno con vector propio no negativo y

oo\ &) BJ_ a-e) n B (0) ¢ B(«x)n B (o)

e( retrA-a retrA-a«
donde J y e son las cantidades no negativas definidas en el teorema

5.1 para la matriz «l - A,

Demostraciéon. Usando la notacién del teorema 10.1 aplicada a -A, para cada
p >0, 8 = p:‘a“. Por lo tanto 7y = .Tp = trA. Pero Ep = (trAl - A)p,
por o que

s m inf max p;‘(E(p § = trA -« « inf max p;'((al - A)p)l
P>0 15 ji=n p>0 1=i=n

= trA - a + r,
Fijamos p como el vector propio no negativo de al - A. Entonces
Ep = sp, Ap = (trA ~ s)p.

E = p‘T - A es irreducible pues A lo es, asf{ es que s coincide con el
radio espectral dado por el teorema de Perron-Frobenius (premultiplique
por el vector propio izqulerdo). Aplicando el tecrema 8.1 con j = s se
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muestra que, excepto para una s, -A tiene los valores propios de
T
£ = [s-trA s ]
o E
Por lo tanto

PR {s - trA) = o N\ (s} BS(O).
Por otra parte, aplicando el teorema 5.1 a al - A obtenemos
T_p N (rea) = (A‘rul_A \ {r-«)) - trA < Bj_e(e-a).-

Las matrices con diagonal no negativa y demas entradas no positivas son

llamadas M-matrices si su inversa es no negativa.

12.2 Corolario. En términos de la notacién anterior, si

J-e

donde R > O, entonces RI - A es una M-matriz.

{a-r} v [B (a-e) n BrotrA--(O)) < Int(BL(0)),

Demostracién. Esta es consecuencia de un teorema conocido (ver Teorema 2,
§15.2 de [LTD.»

13 Modifricando los discos de Gersigorin.

Sea dada una matriz A para la que conocemos parte de su forma de Jordan.
Podemos encontrar el espectro de A en discos de Gerigorin modificados.
13.1 Teorema. Sea A € C™™, y supédngase que AP = Pg donde P € c "
y 2 e€tC XM @5 un bloque de Jordan. Para cualquier G € c" ", q > 0,

n
LY °g < i\:x Bpl(c)(e“(c))

n
donde p,(G) = qi;}-:lq"leul. E(G) = (e, (G)) = A + PG".

=i
Proof. En el teorema 8.1 sea P =P, J = F + GTP, E = A + PG". Entonces
T
EP = (A + PGNP = P(? + G'P) = PJ. Por tanto & = [g g] por lo que
"A \ a’ [~ g Apliquese el tecrema de discos de Ger3gorin con pesos q.e
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