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INTRODUCCION 

En esta tesis se presenta un estudio comparativo de 

varios métodos de Sintesis Cinemática de Mecanismos Planos R 

R R R para Generación de Trayectorias, con la finalidad de 

conocer las ventajas y ~esventajas de cada uno de ellos, y 

una aplicación práctica de las resultados del mismo. 

Esta aplicación estriba en disefiar un mecanismo p~ra 

resolver el problema de sacar y meter manualmente la llanta 

de refacción de los camiones ligeros tipo "pick up", desde 

su l.ugar de alo jamlento en .J.a parte inferior trasera del 

vehiculo hasta un lugar ·accesible en la parte posterior. 
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La idea para desarrollar este traba}o, surgió al 
observar la dificultad que le presenta al.operador, de estos 

vehiculos, el cambio de .la J.l.anta de refacción y los daños 

fislcos que puede causarle el sobresfuerzo al · sacarla 
manualmente. 

La Sintesis para Conducción de Cuerpo Rigido de este 

tipo de mecanismos, consiste en desarC'ollar un sistema de 

ecuaciones algebraicas que represente en foLma matemática 

cada una de las configuraciones sucesivas por las que debe 

pasar un Cuerpo Rigldo, con la finalidad de obtener las 

dimensiones de las barras del mecanismo y asi poder 
construirlo. 

El principio para obtener este sistema se basa en la 

caracteristica que tiene un cuerpo rlgido de conservar 
inalterable, durante su movimiento, la distancia entre dos 

cualesquiera de sus puntos C 1 > y al aplicarse da como 

resultado un conjunto de ecuaciones algebraicas NO LINEALES. 

Este sistema de ecuaciones no lineales, puede resolverse 

mediante métodos iterativos, como el de Newton-Raphson, o 

bien, usando cambios de variable que permitan linealizar las 
ecuaciones y resolverlas como tales. 

En el Capitulo 1 se muestra la forma de obtener las 

Ecuaciones de' Sin tesis, después de hacer una breve 

descripción de loa mecanismos de parea inferiores. 

El capitulo 2, describe l.a forma de resol.ver· las 

ecuaciones de sintesis utilizando el método numérico de 

Newton Raphson y su aplicación en la solución del problema 

de la llanta de refacción. 



Dos aetodos para resolver estas ecuaciones mediante 
cuaslllnealización. son mostrados en los Capitulos 3 y 4, 

asi como la forma de resolver el problema en cuestión y la 
selección de los resultados. 

En el capitulo 5, se presenta la sintesls de un 

mecanismo para sacar la llanta de refacción de la parte 

inferior de la ca'a de los camiones ligeros tipo "plck up". 
donde se hace una aplicación práctica de toda esta teoria. 

Los resultados obtenidos dan una amplia visión de la 
gran flexibilidad que tienen los mecanismos para resolver 

este tipo de problemas. 

cuando se le da libertad al modelo matemático, se puede 

conseguir que los mecanismos adapten su geometria para dar 

mejores resultados, comparados con los obtenidos mediante 
sistemas totalmente restringidos como lo son los 
determinados, en loe que se obtiene una solución que muchas 
veces, como en este caso, no es la más adecuada. 
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ECUACION DE SINTESIS DE 
MECANISMOS 

R R R R PARA CONDUCCION 
DE CUERPO RIGIDO . 
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Un mec~nlsmo ha sido definido, como un conjunto de 
cuerpos r igldos conectados de tal forma que uno se mueva 
respecto a otLo. 



Un cuerpo rigido, por definición es un cuerpo poco 
flexible, en el cual la distancia entre dos puntos 
cualesquiera de su superficie permanece casi invariable 
durante su movimiento,. es decir que sus deformaciones sean 

infinitesimales. 

En Cinemática, una conexión es una junta o unión entre 
dos cuerpos, que permite una clase particular de movimiento. 

Dependiendo de la forma de la conexión; éstas se dividen en 
2 clases <2>: 

- Pares Cinemáticos inferiores. 

- Pares Cinemáticos superiores. 

Los pares cinemáticos inferiores son aquellos en los que 

la conexión se hace por medio de superficies y en loa pares 

cinemáticos superiores se hace por medio de lineas o puntos. 

Asimismo, dependiendo de loa grados de libertad que 
permite.una conexión o acoplamiento, hay 5 clases diferentes 

da pares cinemáticos. La clase I tiene un grado de libertad, 
la clase II tiene dos grados de libertad Y asi 

sucesivamente. 

Dependiendo del número de grados de libertad que 
permiten los Pares Cinemáticos Inferiores <3> estos pueden 

ser 

De Revolución:Permiten sólo el movimiento de rotación y 

tienen un grado de libertad, su slmbolo 

es R. 

Prismático: Permiten sólo el movimiento de traslación 
por deslizamiento, tienen un grado de 
libertad y su simbo1o es P. 



Tornillo: Permiten el movimiento de traslación a 
través de un giro y tienen un grado de 

libertad, su simbolo es H. 

En los pares ciOemáticos superiores, la conexión es por 
medio de puntos o por medio de lineas. 

Por medio de puntos, como en las bal.as de los 

rodamientos. 

Por medio de lineas, como en las transmisiones de 
movimiento o potencia que usan levas o engranes. 

BaJo esta circunstancia los pares cinemáticos superiores 
no t.lenen una clasificación simple como la de lo.s pares 

inferiores. 

Un cuerpo rigido con dos 6 mas pares cinemáticos es 

llamado "eslabón". El tipo de eslabón se identifica mediante 

el número de pares cinemáticos que pueden ser colocados en 

él. 

Un eslabón que tiene dos pares cinemáticos es un 
"eslabón binario", uno que tienE; tres es un eslabón ternario 
y asi sucesivamente. 

Un eslabón binario también es conocido con el nombre de 
DIADA, 

Una cadena cinemática es un conjunto de *eslabones 
conectados por medio de pares clnemAticos, formando un 

circuito cerrado. cuando la cadena cinemAtica tiene un 

eslabón fijo recibe el nombre de Mecanismo. 
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Una cadena cinemática slmplemrnte cerrada, está formada 
sólo por eslabones binarios <Dia~ae> y está completamente 

descrita si cada conexión es designada por su propio 
simbolo, sin importar el orden. 

Entonces, la designación de un mecanismo de 4 barras 

articuladas por medio de pares de revolucion es: Mecanismo 

RRRR <ver figura 1.1 >. Al eslabón fijo se le conoce como 

barra de tierra, las barras unidas a la tierra son las de la 

entrada y la de salida, y a la barra que une a estas dos se 
le conoce como barra acopladora. 

Sl para la conducción de un cuerpo se desea utl.lizar 
este tipo de mecanismo, éste se construirá usando el cuerpo 

rigido montado en la barra acopladora. 

Las articulaciones CR> de esta barra se conectarán con 
las barras de entrada y de salida en los puntos de éstas 

que describan trayectorias circulares. A estos puntos se 
les llama puntos circulares <A y A*>, según pertenezcan a 1a 

barra de entrada o a la de salida. Asimismo, los puntos que 
están en el centro de estas trayectorias, reciben el nombre 

de puntos centrales <B y B*> resp~ctivamente. 

La barra que une los puntas A y B es la barra de entrada 

y la que une los puntos A* y B*. la barra de salida. 



ECUAOION DE SINTESIS 

La Sintesls Cinemática consiste en disef'iar un mecanismo 

que conduzca a un cuerpo rigido por n configuraciones 
sucesivas, corno el de la figura 1.2. 

En esta figura se muestra el cuerpo rigldo en su 

posición inicial. indicada por el vector ro, con una 

lncllnaclón Oo con respecto al sistema de referencia Sus 

configuraciones 
designadas por 

sucesivas durante 
los vectores rj, 

el movimiento están 
donde el subindlce j 

representa la posición del punto por donde pasa el cuerpo 

< l = 1, 2, ... ,n>, 

De la condición de cuerpo rigldo, se tiene que 

lz¡I = lz0 1. ( 1.1> 

y como J.os puntos A y R pertenecen a l.a barra acopl.adora, 
entonces permanecen a la misma distancia durante todo el 

movimiento, por lo tanto: 

Cz¡I = COI [zol. ( 1. 2> 

Donde COI ea J.a matriz de rotación de1 vector 7-0 • que 10 

hace girar un ángulo 9¡. = 9¡ - 9o. 

r cos 9¡ · - sen 9¡ 0 l 
COI 1 (l. 3) 

L~en 0¡ • coa 0¡• J 
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FIG 1.2 
MDVJMJENTD DEL CUERPO R!GJDD 



Pero también se tiene que: 

!zol= !a01 - !rol 

Y¡ 
!z l I= !al 1 - !r ji 

donde: 

! ro I= !.xo 
Cril= !xi 

Yol T 

y¡I T 

e 1. 41 

( 1. 51 

e i. 61 

Cl.71 

Y como el punto A es el punto circular de la barra de 
entrada, y toma l.aa posiciones d.esde Ao hasta Aj, entonces 
Ao y Aj están en la misma circunferencia, y por lo tanto, 

1 ªl - b 1 = 1 ao - b 1 C 1. B 1 

donde: 

!aol= 
[bl = 

XA YA l T 

X5 Ya l T 

: .. ~ i J 1 
' i 

Despejando ª'de la ecuación C1.5> se tiene que: 

y sustituyendo Czjl de la ecuación (1,2>, obtenemos: 

e 1.91 

e L 10> 

Por óltimo sustituyendo !zol de la ecuación Cl.41, en la 

ecu~_:.lón anterior, se puede escrib.~r 

Cl.111 · 
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Si en·la ecuación (1,8) se sustituye Cail de la ecuación 

< 1 .11 > , y se elevan al cuadrado ambos miembros de la 

ecuación para eliminar radicales, resulta : 

1 COJ Cao - rol + Crjl - [bl \ 2 = l[a0 - bJl2 

que es la ecuación de disef'lo 
componentes de los vectores 

<1.10». 

( 1. 12) 

que nos permite conocer las 
a0 y b, , e ecuaciones < 1. 9 > y 

El desarrollo de esta ecuación en forma matricla.1 es 

como sigue: 

De las ecuaciones e 1. J > , e l. 6 >, e 1. 7 l , e¡, 9 > y e 1, 1 o> , 
se obtiene 

Ir cei· 
IL~i· 

o bien, 

- s0·,1 rx,.-xol 
c0 · iJ kr.-YoJ 

rxi-xal 12 
Lyi-YaJ 1 = 

1rx,.-xa112 
1Ln-YaJ1 

lr"i "B + ''''"IC())C009'¡. IYA·l'())scn0•¡l 12 

lw, l'B +·1~·11()1-0·¡ ·1w.·l'01=0·¡J 1 
lrXA·iq¡ll2 
1 Lw.· ~J 1 



y desarrollando, se tiene: 

irt + iq¡2. 2Kjiq¡ +KA2+ ..Jl. 2XA"O + JIA2+vif ·2J1AJ'O+ 

Y{-+YS2• 2y¡YS +21!Kj·Jql)[KA·"OI + ll'¡·ml!vA·J'()))cos9'¡ 

2(1l'¡·J'())(KA·J<OI • ("j·iq¡l!vA·l'OlJsen9 '¡• 
"A2 + iq¡2 • 2KA"!l + YA2 + YS2 • 2YAl9 
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Y simplificando e igualando a cero esta ecuación, se puede 

escribir, como una función no lineal. homogénea de las 
variables independientes xA,YA•XB•YB• de la siguiente forma: 

fj•..Jl+¡.if+Kj2+l'j2+2(KA(iq¡ • J<Ol+YA~·J'())·"j'iJ"l'jl9)+ 
2ll"j • iqill"A • xoJ + ll'¡ · mllvA • J'())Jcos 0~+ 
2(1l'¡ • J911XA ·X())· l"j · iq¡)!vA · J'())) sm0í= O 

e 1. 13 > 

donde j representa cada una de las conf iguraclones por donde 

se deaea que pase el cuerpo rigido durante su movimiento, 

l=l,2, .•.. ,n. 

Es decir, se tiene una ecuación para cada uno de los 
valores de j ; f 1 para j=l, f 2 para j=2, y asi sucesivamente 

hasta j~n. Sin embargo el sistema de ecuaciones,asi formado, 

es un sistema algebráico no lineal y para resolverlo existen 

tres casos pos~bles, dependiendo del nú.mero de ect.iaciones 

en> y del número de incógnitas <rn> : 

PRIMER CASO, CUANDO n = m: 

Los sistemas no lineales. en general. presentan mayores 

dificultades para resolverse que los sistemas lineales. Si 

en este caso los sistemas lineales tendrian solución única. 

en los no lineles no hay garantia de que exista. y si existe 

no necesariamente es única. 
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El método más popular que existe para resolver l.os 

sistemas al.gebráicos no lineales es el de Newton Raphson 

<S> que es el que se utiliza en el capitulo Nº2 para 

resolver l.a ecuación de sintesis. 

Otra forma de resol.ver l.os sistemas no lineal.es, 

consiste en hacer cambios de variable que permitan 
llnealizarl.os y res.al verlos coma tales, y aunque no siempre 

es fácil encontrarlos. en el ca pi tul o ND 3 se presenta un 

método para hacerlo. 

SEGUNDO CASO, PARA n ) m: 

En este caso el sistema es sobredeterminado, y no es 

posible en general encontrar el valor de las incógnitas que 

satisfagan todas las ecuaciones, sin embargo se puede 
minimizar el error que surge al sustituir los valores de las 
incógnitas en cada una de las ecuaciones, es decir que 

aunque f(X) sea distinta de cero • el cuadrado de su norma 
sea minlma C 5). 

Minimizar el cuadrado de la norma de f<x> conduce a 

resolver un problema no lineal de minimgs cuadr;ados, y las 

eol.uclones asi obtenidas son apr'oximadas. Este caso no es 

objeto de estudio de esta tesis. 

TEJlCER CASO, n m: 

Por úl. timo si el número de ecuaciones es menor que el 

número de incógnitas, el sistema es indeterminado y puede 

esperarse la existencia de muchas soluciones. 

Una de estas soluciones puede escogerse de tal forma que 

su norma sea minima y el problema se transforma en uno de 

programacion cuadrática no lineal y puede resolverse con el 

método de los multiplicadores de Lagrange. 
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Otro método que puede utilizarse para escoger una de 

estas soluciones, es el. de l.a Optlmaclón, utilizando el 

método complex, o el de Funciones de penalización. 

En el capi tul.o NO 4 de esta tésis se presenta, también, 

un métoclo para encontrar la solución que cumpla con las 

necesidades de disefio. 
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SOLUCION DE LA ECUACION 
DE SINTESIS POR EL METODO 

DE NEWTON RAPHSON 

14 

La sol.uclón de la ecuación e 1. 13 >, se presenta en este 

capitula utilizando el Algoritmo de Newton-Raphson. 

El número máximo de incógnitas que tiene esta ecuación 
es 4, que son las coordenadas de los puntos circular <xA,YA) 

y central <xa.Ya' de la diada que 9e sintetiza mediante esta 

ecuación. 
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Por lo tanto se necesita elaborar un sistema de 
ecuaciones para que éste sea determinado, es decir que n 

sea igual que m. 

como cada configuración del cuerpo, además de la 
original, permite formar una ecuación fCXj);Q, se necesitan 

4 configuraciones para tener un sistema de 4 ecuaciones, que 

es el"númera méximo para hacer sintesis exacta C6> 

ALGORITMO DE NEWTON-RAPHSON 

Este al.gor ltmo C 3 > se usa para encontrar las ralees de 

una ecuación de la forma f(Xl = O, como la de la figura 

2. 1. 

La primera aproximación de la raíz es x 0 . Si en x = x 0 

se traza una linea tangente a la curva, esta cortará al eje 
de las x en Xk, la cual es una mejor aproximación de la 

raiz. 

La pendiente de la línea tangente a la curva en xk es: 

f' C Xk ) 

y la nueva aproximación de la raiz se obtiene de 

f C Xk ) 

Xk+l 
f' ( X)': ) e 2. u 

el valor de la función y el de su derivada son calculadas en 
X Xt.. El proceso se repite hasta encontrar la mejor 

aproximación de la raiz, es decir hasta que: 



!~ xk! = !xk+l - xkl < S, 

y 

f Cxk > 1 < & 

16 

<2.2) 

Donde & es un valor tal que controle el error permisible 

de .la raiz. 

Si solamente !L\xkl decrece hasta la toler-ancia impuesta, 

NO acepte el valor xk como solución. 

El proceso debe detenerse y tomar nuevos valores 
iniciales xo si: 

i> Muchds iteraciones han sido realizadas. 

Sin embargo la curva no 
mostrada en la figura, por lo 

siempre es lisa, como la 
tanto en Xk+l p~ede ser que 

lf<xk>I se incremente asi como IL\>:kl• esto signlfica que la 

función tiene un cambio en su tendencia y poslbleme~te 

diverja, en este caso 

y en lugar de utilizar tacto el incremento d Xk se utiliza 

sólo una parte de él, introquciendo en la ecuacion C2.1) un 

factor de amortiguamien~o a<4>. 



, 
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tal que: 
O<g (l. 

Con a= o, el. proceso es tota.lmente amot"tlguado y con 

a= 1 no tiene amortiguamiento. 

El. proceso debe dejar de amortiguarse cuando 
lf<xkJI < lf<xk-1>1,y regresar al proceso normal hasta que se 

cumplan las condiciones C2.2), para hallar la so.lución. 

Sin embargo, como x es un vector, el esquema iterativo 
para hallar las ralees aproximadas del sistema de ecuaciones 
fCx> = o es: 

( 2. 3) 

donde Xk es la k-ésima aproximación de l.a raiz de fCx> y 

J(X) es la matriz Jacoblana de f<x><6>, cuyo elemento j, k 
representado por Bjk está dado por: 

¡; f l 

Pero como x, el vector solución, esta formado por .las 
coordenadas de J.os puntos centr'ales y circulares de l.a 

diada: 

r XA 1 
1 YA 1 

fxl 1 XB 1 

L YB J 
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y las componen:tes ªlk de J(X) quedan: 

o fj 

ªll 

l)xA 

8 fj 

ªl2 

OyA 

o fj 

ªjJ 

Oxs 

8 f j 

ªl4 

OyB 

pero como: 

[Xk+l l - [Xkl cAxkl 

la ecuación ( 2. 3) queda; 

cAxkl = - J-1 [ (Xk)} [f(Xk)] 

O bien, 

[J(Xkl] cAxkl -[f(Xk) l (2.4) 

donde: 
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y 

Que es una.ecuación de la forma<S>: 

IAI !xi = Cbl (2.5) 

donde: 

[Al [JCXkl l 

!xi cA xkl 

[b] = - [f(Xkl] 

Por lo tanto, la ecuación C2.5) queda: 

fa11 ª12 ª13 ª141 r AxAl rf11 

1 ª21 ª22 a23 ª24 1 1AYA1 1 f2 1 
1 a3¡ a32 a33 a34 1 1Axe1 - 1 f 3 1 ( 2. 6) 

La41 ª42 8 43 a44J LAYBJ Lr4J 

Para despejar d X y evitar el. cálculo de [A]-1, ya que 

utiliza mucho ·espacio de memoria en la compilación, se 

utiliza la descomposición Gaussiana: [Al= CLJCUJ, donde [Ll 

es la matriz triangular inferior con unos sobre la diagonal, 

r ol 
1 m21 o 1 

[Ll 1 m31 m32 o 1 

L m41 m42 m43 iJ 



Y Cu¡ J.a triangular superior: 

fu11 u12 UlJ 

1 U22 u23 

[IJ l 1 o u33 

L 
las componentes de,L son: 

J.-1 

aj]. - 2: m¡p Upk 
p=l 

.1 + 1. l ·+ 2, ... n 

y J.as <le U: 

l.-1 

8 lk - l: m;p Upk 
p=l 

k = i. 1+1, 1+2, . . . n 

20 

u14l 

u24 I 
U34 I 
u4J 

(2.7) 

(2.8) 

De esta forma la ecuación C2.5>, se puede escribir: 

[C.J[U][xJ = [bl (2.9) 

o bien: 

re.Hu HA xi -Cf 1 

y haciendo: 

ruudxJ [zJ (2.10) 
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se obtiene: 

[LJC zl = - [ t:J <2.111 

cuyo desarrollo es: 

r ol Íz1l Íf1l 

1 m21 o 1 1 z2 1 1 f2 1 (2.121 

1 m31 m32 o 1 1 ZJ 1 - 1 f3 1 

L m41 m42 m43 d Lz4J Lt4J 

Se despeja Z, haciendo la ellmlnac!On anterior 
resultando: 

l-1 
z¡ - f j - ~ mi1 Z¡ <2.13l 

l=l 

c¡ue sustituyendo en la ecuación ( 2. 1o1: 

Íu11 U12 U13 u14l ÍAxAl Íz1l 

1 u22 u23 U24 I 1dyA1 1 z2 I 
1 u33 U34 I 1Axe1 1 z3 I (2.141 

L o o U44J LdYaJ Lz4J 

A x Se puede obtener fácilmente con la sustitución 

posterior, 

<2.151 
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<2.16) 

u33 

(2.17) 

C2.1Bl 

Por óltimo se calculan los nuevos valores de Xk: 

(2.19) 

Con estos nuevos valores se repite el procedimiento 
hasta que se cumplan las condiciones <2.2). 

Los valores del vector solución, asi obtenido: 

r xAl 
1YA1 

[Xk+ll = 1X51 

LYIJJ 

son las coordenadas del punto central B y del punto circular 

A de la diada de entrada del mecanismo. 

Las coordenadas de los puntos central B* y circular A* 

de la diada de salida se obtienen de cualquier otra solución 

del sistema, ya que como es no l.lneal puede tener varias 
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soluciones, que se encuentren a partir de valores iniciales 
de xo• distintos a los anteriores, entonces: 

rxA• l 
1 YA· I 

Cxk+1•l lxe•I 

Lye•J 

La única dificultad para encontrar, con este método las 
soluciones de los sistemas algebraicos no lineales, es el 

número de iteraciones que algunas veces tienen que hacerse 
para llegar a la solución. 



3 

SOLUCION DE LA ECUACION 
DE SINTESIS MEDIANTE 

CUASILINEALIZACION 

24 

Otra forma de resolver las ecuaciones de Sintesis, 
consiste en hacer una transf ormaclón no lineal de sus 
parámetros. que transformen el sistema no lineal. en uno 

lineal. Es decir, si en una ecuación general no lineal de 
la formaC4>: 

O, i= 1, 2, .•. n 
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do_nde x1 , Yi es el conjunto de pares de valores relacionados 

can el i-éslmo val.ar de entrada "x", y el de salida "y", y 

"p" es un vector de dimensiones que contiene los parámetros 

del mecanismo en consideración, se introduce una 
transformación no lineal 

q = q<pl 

que transforma el sistema no lineal en uno lineal, 

de la forma: 

y al resol.verse mediante la transformación [LJ [Ul obtenemos 

los valores de q, que al sustituirse en la ecuación: 

q = q<pl 

se obtienen las soluciones del sistema de ecuaciones de 

Sintesls. 

Esta llneallzación no siempre es muy simple desde el 

punto de vista algebraico, pues puede implicar varios 
cambios de variable para llegar al final, como es el caso de 

la ecuación e 1.13 l que es la ·ecuación de sin tesis que nos 

ocupa. 
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CUASILINEALIZAOION DE LA ECUAOION DE SINTESIS 

A partir de la ecuación <t.13l sacando como factor común 
XA, YA y x5, Ya y dividiendo entre 2 se llega a<?>: 

lj=('ícos9j + l'jsen9'¡ - iq¡J"A+(l'jcos9'¡ · 'ísen9\ -.l'(J) YA+ 

(JqJcos9'¡-msen9¡- 'íJiq¡+ll'(¡cos9¡ + JqJsen9¡ - ~YB· 
'fil• Yál + 'í2 + YÍ-
1----- - liq¡'í+YOJ'j1=9j •l"Í.Yo -11owsen9'i1+ 

2 

("6YA - "AJ1e)sen9·, + (•A"6 •YAJ1elll-cos9¡¡ = º· 
l= 1, 2, ... n 

Agrupando las variables con valores conocidos como: 

1 - COB 9• j 

xo2 + Yo2 + xi2 + Yj2 

(3 .1) 

( 3. 2) 

(J. 3) 

e'i ----------------------- - cx 0 Xj +Yo Yj>cos 9•i+ 
2 

se obtiene: 

f¡•('ícos9'¡•l'jsen9¡- 11oJKA+(Jlcos9'¡ · 'ísen9'¡ · mlYA 

+(JqJcos9¡ - msen9\ - 'íliq¡+(YQcos9¡+JqJsen9\- l'jlYB 
+(iq¡ YA·"AJ'B)c'¡+("A "B•YAYB)d'¡+e¡ ~O C3.5l 

(J.4) 
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Para iinealizar esta ecuación se introduce un nuevo 

cambio de variable que agrupa la parte no lineal. de 1a 

misma: 

A. 
µ 

xa YA - XA YB 

XA xa + YA Ya 

CJ.6> 

CJ.7l 

y la ecuación (3.5) se puede escribir en forma matricial, 

C11Hxl = - [ /,cc· 1 + µcd' 1 + Ce' l ] CJ.B> 

que es la ecuación de Sin tesis lineallzada, ya que A. y µ 
agrupan los valores de las variables no lineales, y los 

coeficientes de las variables independientes están en l.a 
matriz CAJ, formada por los elementos ªjk: 

a l1 Xj cos O· l + Yl sen O· i - "º ( 3. 9) 

ªl2 Yj cos 6· i - XJ sen 6· i - Yo ( 3 .1 o) 

ªlJ XO cos O·i - Yo sen 6· i - "l (J. l ll 

ªl4 Yo cos O·i + XO sen 6· i - YJ ( 3. 12) 

l= 1. 2. 3. 4 

Para. despe}ar Cx] de la ecuación (3.8) se premultiplican 

ambos miembros 
0

por CA]-1 y tenemos: 

Cxl = - cA.c111-lcc· J + µc111-lct1· J + CA1-1 ce· 11 

Haciendo un nuevo cambio de variable como: 

Ccl= -c111-lcc· J 

Cdl= -c111-lCd'] 

Cel= -CA1-lce· 1 

(3 .13) 

( 3. 14) 

( 3. 15) 

( 3 .16) 
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podemos escribir C3.13) del.a siguiente forma: 

Cxl = i"[cJ + µcctJ + fel C3.17l 

Sustituyendo esta ecuación en las ecuaciones e 3. 6) y 

CJ.7> se obtiene un sistema de 2 ecuaciones de 20. grado en 

'}.. y µ e Ver apén<Uce A> , que son, 

r¡µ 2 + Cr2A + r3>µ + r3A.2 + rsA + r5 

s¡µ2 + Cs2A + s3>µ + s3A2 + ssA + s5 

RESOLUCION SIMULTANEA. 

o 

( 3. 18) 

( 3. 19) 

La solución de las ecuaciones (3.18> y C3,19l, se 
obtiene apl.lcando l.a fórmula general de resolución de las 

ecuaciones cuadráticas a cada una de ellas e igual.andolas, 

dando como resultado un polinomio de cuarto grado en A, <Ver 

apéndice Al, que es, 

(3.20> 

Los 4 valores de A que satlstacen esta ecuación pueden 

ser todos reales o todos imaginarios, o bien dos reales y 

dos comp.le3os. 

Por cada val.ar real de A que se sustituye en las 

ecuaciones c3.18l y C3.19l, se obtienen dos valores 

distintos de µ. 

El valor de µ que sea común a las dos ecuaciones es el 

único que las satisface biun1vocamente y de esta forma se 

obtiene uno y sólo un valor . de µ para cada valor real de 

'A.. 
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El número máximo de pares de valores reales de A. yµ as! 

obtenidos es 4, y al sustituirse cada pareja en la ecuación 

e 3 .17 > se hallan las componentes del vectoC' solución C xl. 

una solución por cada par. 

Como cada vector solución representa una diada y un 

mecanismo simple esta formado par· dos diadas, la combinación 

de 4 diadas forma hasta 6 mecanismos distintos, que cumplen 

con las condiciones establecidas en la conducción del cuerpo 

rigido. 

El sistema de ecuaciones algebraicas que compone la ecuación 
matr lclal C 3. 8 >. es un sistema de 4 ecuaciones con 4 

lnc69nltas, cA. y µ son parametros que llneallzan el 

sletema l. es decir es un sistema determinado cuya solución 

es (mica. 



30 

4 

SINTESIS MEDIANTE 
CUASILINEALIZACION CON UN 

GRADO DE LIBERTAD 
Como los sistemas de ecuaciones algebraicos determinados 

tienen soluciones únicas que muchas veceg no se adecúan 

totalmente a las condiciones fisicas del problema y en 

algunos casos se requiere tener varias soluciones para poder 

seleccionar la que más convenga, estos sistemas pueden 
flexibilizarse haciéndolos indeterminados, dejando una o dos 

variables libres. 
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En el caso de la ecuación de sintesis que nos ocupa, 

ésta puede tener libertad reduciendo el número de puntos por 

los que pasa el cuerpo rigido, de cuatro que genera un 
sistema determinado como el del caso anterior, a tres puntos 

de precisión, con lo que se logra tener un sistema 
indeterminado de tres ecuaciones con cuatro incógnitas <xA• 

YA .xa. YB ) , 

Esto significa que una de estas variables es .libre y 

para resolver el sistema, se le asigna un valor a una de 

ellas. 

Asi el sistema resultante, de tres ecuaciones con tres 

incógnitas, se hace determinado y puede resolverse de f~ma 

seme~ante al caso anterior. 

Sin embargo, como por cada valor que se le asigne a esa 

variable se obtiene una solución del sistema, éste tiene un 

número muy grande de soluciones y es necesario escoger l.a 

que mejor satisfaga las condiciones del. problema. 

De entre los métodos que hay para escoger la mejor 

solución. en esta tesis se usa un método grAfico para 

hacerl.o. 

La razón de ello es que aunque pueden escogerse, 

matemAticamente, cualquiera de las cuatro variables antes 

m.enclonadas, desde el punto de vista cinemático no es 
factible hacerlo, _ya que las variables <xA,YA) son las 

cooLdenadas del punto circular, A, y éste no esta fijo 

durante el movimiento del mecanismo dificultando la 

localización del punto B que es donde se fija a su base. 
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Esta razón hace que el número de variables libres del 

sistema se reduzca a dos , las coordenadas del punto central 
B<xa.Ya>. ya que a.l darl.e valores a x5, a lo largo de.l eje 

de las x , podremos graficar el lugar geométrico de B en el 
plano carte~:dano y completarl.o al. darl.e valores a Ya a lo 

largo del eje de las abscisas o viceversa, 

Esta gráfica del punto central o gráfica de Burmester, 

al indicar la posición de todas las diadas, faclli ta la 

selección de la que mejor cumpla con las necesidades de 

dise~o del mecanismo. 

En este caso la solución de la ecuación de sin tesis, se 

hace llneallzandola de una forma semejante al casa anterior. 



4.1 PRIHER CASO: f'IJJINDO "B 

La ecuación (3.1), se transforma en<7>: 

l¡=l("j · iq¡lcos9j + v¡sen9'¡ + iq¡ · Jqj)KA + 

lv¡cos 9j + ("8 • ><j)sen9'¡ · voJYA + 

(loocos9j + 11Qsen9'¡ · .v¡l.19+ 

.,,¡. + vrl- + .,¡ + '1f 
-----·liqil'í • "81 • rov¡Jcó.9'¡• 

2 

1.l'Ol"i · "81 · iq¡v¡JsenO¡ - "iiq¡ • 
"Alql(·..,..9'¡1 + YA.19(1 ·cos9'¡1- O 
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Expresión que puede llneallzarse mediante el cambio de 

variables: 

xA yB 

yA yB 

Obteniéndose la ecuación matricial linealizada: 

ce Hx 1 = - p,..c p' 1 + µ- Cq · 1 t et· 1 J 
donde: 

y la matriz B esta formada por los elementos bjk; 

bjl (Xj - xe> cos 0· j °!" Yj sen 0· l + xe - xo 

bj2 Yj cos 9· j + cx8 - xi> sen 9·i - Yo 

bjJ Yo cos 9· ¡ + xo sen 9 • j - Yl 

C4.ll 

(4.2) 

C4.3l 

C4.4l 
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y las componentes de los vectores !p•J, !q'l y !t'l son: 

- sen 9· ¡ <4.5) 

q. l = 1 - cos O· l (4.6) 

t' ¡ = -----· [>qJ(llj • iq¡)+l'IJ1jlcos0!+ 
2 

hui~. iq¡). l()l1)1111l01·11jlq¡ (4.7) 

Premultiplicando la ecuación (4.3) por ¡5¡-l para 
despejar !xl y haciendo: 

!pl - [B¡-1 !p'l 
!ql - [B¡-1 !q' l 
!t] - [B¡-1 !t' l 

podemos escribirla: 

!xl =A' epi + µ·cqJ + !tl (4.8) 

que escrita en forma de sistema a1gebraico, se tiene: 

C4. 9> 

(4.10) 

YB <4.11) 
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Este sistema es más fácil de reso.lver que en el caso 

anterior <ecuación CJ.B>), porque A.· y µ· sólo son producto 

de dos variables, entonces eliminando µ• de las ecuaciones 

C4.9> y C4.11>, y sustituyendo en la ecuación resultante a 

A'Cde la ecuación C4.1ll, se tiene que: 

( 4. 12) 

y eliminando')..• de las ecuaciones C4.10l y <4.lll y 

sustituyendo en J.a ecuación resultante a µ· Cde la ecuación 

C4.2l, resulta: 

C4.13J 

Sustituyendo las ecuaciones e 4 .12 > y e 4 .13 > en J.as 

ecuaciones C 4. 1 > y e 4. 2 > , se obtienen .loa valores de '}.. · y 

de µ· en función de y5, que al sustituirlos en la ecuación 

C4.t1>, resulta: 

(P, Q1 ·P1 '12 )Ya~ +IP1fil?+p1('12fo·q,t,,)ip, (q, t, · q, "3 )+ 

p,,(q1 t,,·q,11) )y62+(p,11 i>1"3+q,t,,·q,l,,·1]!o6 +1,, =0 

que agrupando los coeficientes de yB en: 

(4. 14) 
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(4.15) 

obtendremos un polinomio de Jer. grado en Ya que es: 

(4.16) 

Este polinomio puede tener una o tres raices reales. 

Por cada ra1z·real de Ya que se obtenga de esta ecuación 

y con el valor fijado a xa. se forman las coordenadas del 

punto central, B, de la diada 
vertical <xa =constante>. 

Las coordenadas del punto 
sustituyendo el valor real de Ya 

sobre la correspondiente 

circular, se calculan 
y las componentes de los 

vectores Cpl, Cql y Ctl, en 1aa ecuaciones C4.l2> y C4.l3>. 

Con cada una de las raices reales del polinomio <4.16>, 

se puede formar una diada. Si tiene sólo una raiz real, no 

es posible formar un mecanismo, pero si tiene tres, pueden 

formarse hasta tres mecanismos con la combinación de las 
tres d.ladas resultantes. 
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4. 2 SEGUNDO CASO PJ:JANDO YB: 

En este caso la ecuación CJ.l>, se transforma en: 

~: 11\ cos91+1.11 ·Vs)S8'l9¡ . .,,¡.,_ + 

(Íl\ ·}'a)COS ª'1·1\08'lª'1 +.l'a·.l'o).l'A+ 
l"ocos9'1 ·.vo sen9'1·1\1Ks +XAKsl1 ·cos9j )+ 

""2 + .l'o2 + '12 + l\2 
Jle.l'Asen9j + + 

2 

l.l'o l.va·.iil·"o 11 Jcos9j +("o 11'8 ·.11l+1j.l'ohen9j ·.lll'a 

que linealizandola mediante el cambio de variables 

podemos escribirla en forma matricial como: 

CC!Cxl = - <l.'" Cu'l + µ'" Cv"J + lw"ll 

donde: 

y las componentes de la matriz Ccl son: 

cll= x¡ cos 6·¡ + < YJ - Ye> sen 6·i - •o 

c¡3= •o cos 6··i - Yo sen6• J - xi 

(4.17) 

(4.18> 

( 4. 19) 

<4.20) 

(4.2ll 

(4.22) 

(4.23) 
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y las componentes de los vectores [u'l, Cv'l, Cw'l, son: 

u'j= 1- coa e· j 

v'i=sen8' 1 
x 02 + y 0 2 + xl2 +y¡2 

(4.24) 

C4.25l 

W'j= -------------------- - Cxox¡ + YoCy¡ - Y5llcos8'1+ 

Cx¡ YO - XQ Cy¡ - Yall sen 8'j - YJ YB 

(4.26) 

y despejando Cxl de la misma forma que en el caso anterior, 

y teniendo en cuenta: 

!ul= - ca1-l [u' l 

Cvl= - ca¡-1 [v' l 

Cwl= - [CJ-1 [W' l 

(4.27) 

la ecuación C4.19> puede escribirse matricialmente, como: 

Cxl= ). .. Cu! + µ .. 

o en forma de sistema 

XA= u1 A" + v1 w 
YA= U2 A" +-v2 w 
xa= u3 A" + v3 w 

Cvl + Cwl 

algebraico: 

+ w1 

+ "2 

+ W3 

C4.28l 

(4.29> 

(4.30) 

(4.31) 
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Como este sistema tiene la misma forma general que las 

ecuaciones <4.9> Y·la C4.11>: entonces: 

y: 

YA• 

que al su9tituirse en la ecuación <4.31>, resulta: 

(U;,Y1 • u, Y2) "83 +(u, + Y2 +u, (Y2W:3 • Y3 "2) • ":! (v, W:3 • Y3W11 + 

u, (v1 W;? • v2w, ll•e2 +(u,w1 • u1 W:3 +V3W;i • v2w, ·1) "e +W:i =O 

y hacienelo: 

83 U¡ + v2 + U1V2W3 + u2v3w1 + U3V¡W2 -

U2V1W3 - U1V3W2 - U3V2W1 

8 2 u3w 1 - u 1w3 + v 3w2 - v2w3 - 1 

la ecuación C4.34> se transforma en el polinomio: 

<4.32) 

C4.33> 

(4.34> 

C4.35> 

(4.36) 
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También como el primer caso, la o las soluciones de xa 

del polinomio e 4. 36 > con la coordenada· YB supuesta. forman 

las coordenadas del punto central de la diada, las 
coordenadas del punto circular se calculan sustituyendo los 
valores de x8 en las ecuaciones C4.32> y C4.33>. 

Y de la misma forma que en el primer ·caso, pueden 

formarse hasta tres mecanismos distintos con la combinación 

de las tres diadas resultantes. 

Al graflcarse en el. plano el lugar geométrico del punto 
central de las diadas, se pueden seleccionar fácilmente las 

que mejor se adapten a las condiciones del problema. 
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5 

APLICACION PRACTICA 

Toda la teoria mencionada en esta tésis tiene una amplia 

aplicación en el diseño de sistemas mecánicos. como J.os 

mecanismos para la apertura y cierre automáticos de tapas de 

hornos de funcHción, en lineas de producción automáticas, 

automóviles y camiones de pasajeros, en aviones, también se 

utilizan en el.. transporte de barras de acero en los trenes 

de laminación. 

5.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA. 

El. objetivo de este capitulo es diseñar clnemáticamente 

mecanismos que sustituyan al operador en el desmontaje de la 

llanta de refacción de los camiones ligeros <plck up> . 
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La obtención de estos mecanismos se hará mediante los 

tres métodos de sintesis descritos anteriormente: 

NEWTON R/IPHSON 
CU/ISILINEALIZ/ICION 
CON UN GR/IDO DE LIBERTAD 

Los mecanismos deben cumplir con las siguientes 

restricciones: 

- Poder colocarse dentro de la parte inferior de la caja 

del camión. 

- No tener interferencia con los elementos fijos y 

móviles de la unidad durante su movimiento 

- No tener interferencia con el suelo. 

Para poder establecer .la trayectot'la del movimiento de 

la llanta de refacción, es necesario hacer un análisis de la 

posibilidad de salida de la misma, teniendo en cuenta que se 

dlspo~e de un área para ala jar la lJ.anta, en la parte 

inferior de la caja del caml,ón, con las dimensiones 

mostradas en la flg. 5.1. 

Si se define el. origen del sistema coordenado en la 

posición donde la llanta de refacción esta alojada y en este 

punto se inicia su transportación, entonces la posición 
inicial es Ro< o, O> con una inclinación de oo. y la final 

puede ser cualquiera que este en un lugar accesible en la 
parte posterior del vehículo como R4 <-D.695, -D.275> también 

con incl.icación oº. 
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Proponiendo tres puntos intermedios R¡C-0.155, -0.110>, 

R2C-0.340, -0.190) y R3C-0.490, -0.2201, se completa la 

trayectoria poC' donde puede salir la llanta de refacción y 

se muestra en la tabla T 5.1. y en la Fig. 5.2 . 

TABLA T 5.1 CONFIGURACION INICIAL DE LA TRAYECTORIA DE LA 

LLANTA DE REFACCION 

Posición xCml Cml 0 [O J 

Ro 

R¡ - 0.!55 - o .110 - 5 

R2 - 0.340 - 0.190 

RJ - 0.490 - 0.220 

R4 - 0.695 - 0.275 

Por óltlmo para saber donde podemos colocar el mecanismo 

y por donde se puede mover, el área de al.o jamlento esta 

limitada al frente por el eje de las ruedas traseras, arriba 

por la caja y el. chasis y aba jo por el suelo, es importante 

tener en cuenta que los puntos centrales del mecanismo deben 

estar soportados en el chasis. Las dimensiones de los 
limites se muestran en la figura 5.3. 



[ 

(-0.65,0.4) 

R4 

y 

i 
ZONA DE MONTAJE r- <0.65,0.4) 

.. - - --f.) X 

.. <0.65,-0.275) 

Ro <0,0) 
Rl C-0.155,-0.lD 
R2 <-034,-0.19) 
R3 C-Ll.49,-0.22) 

F 1 Ci ~).2 1~4 e -0.695,-0.275) 

TRAYECT!JR[A lJE SALIDA DE LA LLANTA 



5.2 SOC.UOION DEL PROBJ:.EMA MEDIANTE EL ME"rODO DE NEWTON 
RAPHSON 

5 . 2 . 1 PRIMERA OONFIGURAOION 
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Tomando en cuenta la ecuación Cl.13> y sustituyendo en 

ella los val.ores de los puntos R j para j= 1. 2. 3. 4, de l.a 

tabla T 5 .1, se obseC'Va que la ecuación se simplifica 

notablemente porque 

xo= O, Yo= O, 90 = O, resuitando: 

'1 =(•AKa +J'Al'B )(1 -cos9¡ )+(•al'A. •Al'B ).en9¡ + 

('\ cos0¡+.I\ sen9¡)XA+l.11=ª1·'1S"'1e¡IYA· '\lle . 
.l\YB +('\2+_1\2) / 2 

Para l= 1: 

f¡•(•AKa +YAYB )(l ·cose,J+(•al'A ·•AYB Jsen9, + 

(X¡ cose¡ +ji¡ sen9,JxA +(y, cose¡ ·X¡ sen9,JyA ·X¡ X,,· 

l'iYa+(x,2+l'¡2) / 2 

Como 02= o, entonces para j= ~· se tiene~ 

Para l= 3: 

fs•l•A"s +YAYa )(l ·cose3 J+(Kal'A º"Al'B Js....93 + 

(1<.3 cose3+Jls sm93)XA+(J1sCOSe3°1\3S"'193)YAº 
1t.3x6 •JlsJla+(K;,2+Jls2) / 2 

Como 94= O, entonces para j= 4: 
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Aplicando el ~lgoritmo de Newton-Raphson cecuaclón 2.4>, 
con los valores iniciales de los puntos A<XA,YA> Y BCx5,y5>: 

XA= 2' YA= 1, xa= 1. 5, Ya= 1. 3' se obtiene la 

matricial. para la primera iteración que es: 

r-

1-

1-

L-

0.0258 - 0.2488 

0.34 - 0.19 

0.6149 - 0.0407 

0.695 - 0.275 

r º·º93º1 
1- 0.03711 

0.0754 0.20011 r&Al 

0.34 0.19 1 1 AYAI 

0.5847 0.04941 IAxal 

0.695 0.275 J LAyJ 

1- 0.10531 c1e c1onc1e lf<x>11 

L o.0149J 

0.14608 

ecuación 

Se aplica la descomposición [LJ [U J , y su determinante 
es: 

c1et [L][UJ= 6.227 * 10-5 

pero: 

c1et [AJ= c1et [LHUJ entonces:' 

det [AJ= 6.2272 * 10-5 

y su ao1ucl6n es: 

r.1.xJ 

r- 7.97231 

1 2. 51421 

l-0.30791 

L a.310J 
12.2418 
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Pero : x nuevo 

.... = 1 

x inicial +. ii ~x,_. por lo _tanto, paC"a 

f xAl f2 1 f_ 7.97231 

1YA1 l 1 1 1 2.514~ 1 

1X51 l i. 5 1 + 1- 0.30791 

LyJ L1.3J L 3.3104J. 

y los nuevos valores de Cxl son: 

XA= - 5.9737 

YA= 3.5142 

xe= - 6.0079 

Ye= 4.6104 

El proceso iterativo de Newton-Raphson se repite hasta 

que Ax 10-3 y fCxk>< io-6 , en caso contrario, el proceso 

diverge y debe amortiguarse< ver la tabla T 5.2). 

TABLA T 5.2 PRIMERA RAIZ DE LA CONDUCCION DE LA LLANTA . 

Iter. .1x XA YA xe YB !fCXkll 

Inic. 2 1. 5 1. 3 0.14600 

12.2410 - 5. 9723 3.5142 - 6.0079 4.6104 0.70007• 

*Como el proceso diverge, se amortigua con a = 1 fC xo il 1! fe x1 il 
2 7.063 - 2.006 3.009 - 2.842 4.105 0.19014 

3.482 - 0.59 1. 075 - 1.425 2.171 o. 03263 

4 1. 096 - 0.297 0.357 - 1. 133 1. 453 0.00323 

5 0.135 - 0.261 0.269 - 1. 097 1. 365 0.00005 

6 0.002 - 0.261 0.267 - 1.096 l. 363 10-B 
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Los valores de la última iteración en la tabla anterior 
son las coordenadas de los puntos de una de l.as diadas del 

mecanismo. A<- 0.261, 0.2671 y B<- 1.096, 1.363> 

Para obtener la segunda diada del mecanismo, se inicia 
nuevamente el proceso lter-ativo de NR con otros valores 
distintos y distantes de los anteriores: XA= 2, YA= -3, 

xa= 4, Ya= -5. Las l teraclanes se muestran en la tab.ta 

T 5.3. 

TABLA T 5.3 SEGUNDA RAIZ DE LA CONDUCCION DE LA LLANTA. 

Iter. Ax XA YA xe Ye lf<xk>I 

Inic. - 3 4 - 5 1. 3207 

1 3.3703 3.1914 - 3.4426 2.3557 - 2.3465 0.3004 

2 4.7369 2.5929 - 6.7303 1.7573 - 5.6422 0.0604 

3 1. 7536 2.1251 - 5.5099 1.2095 - 4.4930 0.0003 

4 0.3311 2.0360 - 5.3730 l. 2012 - 4.2769 0.0003 

5 0.0127 2.0334 - 5.3647 1.1970 - 4.265 4xl0-7 

6 º·ºººº 2.0334 - 5.3647 1.1970 - 4.2606 

Y l.as coordenadas de los puntos de la 2a. diada son: 
AC2.033,-5.364l, B<l.190,-4.2691 

El mecanismo formado con estas dos diadas, se muestra en 

la fig. C5.4l. 

En esta figura se observa que el mecanismo tiene sus 

barras con dimensiones mayores que las del área de monta~e, 

por tanto, es necesario buscar otros mecanismos con 
dimensiones tales que puedan moverse dentro de ella. 
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Una alternativa para poder obtener soluciones distintas 
a la anter lar, con el objeto de ver cual es el mecanismdo 

que cumpla con las llmitantes de espacio disponible y que no 

tenga interferencia can ninguna parte del camión, seria 
cambiar algunos de los parámetros de la trayectoria, pero de 

tal forma que ésta no se altere sensiblemente, y comparar el 

o los mecanismos resultantes con el anterior hasta encontrar 

el mas adecuado. 
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5.2.2 SEGUNDA CONF,IGURACION 

Los parámetros de una trayectoria alterna, donde sólo se 

moc:1i!ican los ángulos de inclinación de cuerpo rigido, con 

respecto a los puntos de la trayectoria original, se 
muestran en la tabla TS.4. 

TABLA T 5.4 SEGUNDA CONFIGURACION PROPUESTA. 

Posición x!ml y!ml 0r 0 1 

Ro o 

Rl - 0.155 - 0.110 - 10 

R2 - 0.340 0.190 - 12 

R3 - 0.490 - 0.220 - 11 

R4 - 0.695 - 0.275 4 

La solución de la ecuación de sintesis con estos nuevos 

parámetros de la trayectoria, lnlclando el ciclo iterativo 
de Newton Raphson con XA= 2; YA= 1; xa= 1. 5; y5:::: 1. 3, se 

obtiene en tabla T s.s. 

TABLA T 5.5 OBTENCION DE LA PRIMERA RAIZ DE LA SEGUNDA 

CONFIGURACION PROPUESTA. 

Iter. L\x XA YA XB YB if<Xkll 

Inicio 1 l. 5 1.3 0.48134 

1.642 1.032 0.396 o.ses 0.553 0.09969 

0.352 O.BOJ 0.332 0.392 0.380 0.01104 

0.075 0.841 0.364 0.446 0.369 0.00068 

4 0.008 0.837 0.361 0.441 0.369 sx1 o-6 

de donde las coordenadas de los puntos de J.a primera diada 

son• A<0.837, 0.361>, B<0.441, 0369>. 



50 

Para obtener la segunda raiz, se hace una segunda serie 

de iteraciones con otros valores iniciales, mismos que 

aparecen tabulados en la Tabla T 5.6 

TABLA T 5 .6 OBTENCION DE LA 2A. RAIZ DE LA SEGUNDA 

CONFIGURACION. 

Iter. & XA YA X5 YB ltcxk>I 

Inicio - 1 - 1 0.71546 

1. 786 0.175 0.057 - 0.239 0.098 0.07106 

2 0.620 0.579 o .168 0.100 0.403 0.0344 

3 1. 867 - 0.510 - 0.546 - 1.237 0.358 0.2603 

lf<xk>I crece, el proceso se amortigua con a = 0.13216 

4 0.99 - 0.089 - 0.251 - 0.700 0.340 0.08394 

5 0.477 o. 191 - 0.070 - 0.359 0.356 0.01635 

6 o ·.163 0.285 - 0.006 - 0.242 0.357 0.00144 

7 o. 028 0.301 0.004 - 0.222 0.357 6 . 10-5 

a 0.000 0.301 0.005 - 0.222 0.357 5 . 10-B 

y las coordenadas 

A*C0.301, 0.005>, 

de los puntos de la 2a. diada son: 

B*c-0.222, 0.357>, obteniéndose el 

mecanismo de la figura 5.5. 

Este mecanismo aunque es de dimensiones menores que el. 

anterior, su punto circular A está fuera de la zona 

permisible y presenta interferencia, 

Sin embargo, el cambio en las dimensiones del mecanismo 
nos permite suponer que éstas son sensibles a pequeños 
cambios en la trayectoria. 



C-0.65.0.4) 

ZONA DE MONTAJE 
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5.2.3 EtlESIHJI. CXlNFIGURACION. 

Esta suposición podrá comprobarse después de hacer 
varias modificaciones a los parámetros de la trayectoria 
original y llegar a la n-ésima mostrada en la tabla T 5.7. 

TABLA T 5.7 ENESIMA CONPIGURACION 

Posición xCml yCml 9c 0 1 
Ro o o o 

R1 - o .155 - 0.110 9.8 

R2 - o. 340 - o .190 - 12.2 

R3 - 0.490 - 0.220 - 11.2 

R4 - o. 695 - 0.275 3.6 

Para obtener las diadas del mecanismo, nuevamente por el 

método de Newton-Raphson se obtiene la tabla T s.s. 

TABLA T 5.8 PRIMERA RAIZ DE LA ENESIMA CONPIGURACION 

Iter. .1x XA YA XB YB if<xk>I 
Inicio 2 1.5 1.3 0.48670 

1 l. 701 0.618 0.215 ·º· 196 0.375 0.09983 

2 0.535 0.633 0.279 0.196 0.379 0.01186 

0.028 0.618 0.267 0.193 0.356 0.00012 

4 0.002 0.619 0.268 0.194 0.356 5 * 10-7 

5 0.000 o. 619 0.258 0.194 0.356 2 * 10-11 

En la quinta iteración se obtienen las coordenadas de la 

primera diada. 
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Asimismo, para la segunda diada, se obtiene la tabla 
T 5.9. 

TABLA T 5.9 SEGUNDA RAIZ DE LA ENESIHA CONFIGURACION 

Iter. Ax XA YA x5 Ya if<x1c>I 

Inicio - 1 - 1 0.70021 

1. 912 0.140 0.167 0.201 0.036 0.09630 

2 0.997 - 0.302 - 0.335 - 0.900 0.234 0.14373• 

* El proceso se amortigua con a :: 0.67051 

0.910 - 0.123 - 0.255 - 0.724 0.303 0.09414 

4 0.541 0.197 - 0.040 - 0.343 0.349 0.01769 

5 0.214 0.315 0.044 - o .190 0.346 0.00435 

6 0.079 0.360 0.077 - 0.134 0.340 oº.ooos1 

7 0.013 0.367 0.002 - o .124 0.340 10-5 

o º·ººº 0.367 0.002 - 0.124 0.340 10-0 

En la octava iteración se obtienen las coordenadas de la 

segunda diada. 

Por lo que las coordenadas de las diadas del mecanismo 
son. A<0.619, 0.260), BC0.194, 0.356) y A*C0.367, 0.002>, 

B*<-0.124, 0.349> y se muestra en la figura 5.6. 

Como se puede observar éste mecanismo tiene todas sus 
dimensiones dentro del ra.ngo del área permisible, cumpl.e con 

todas las condiciones de movilidad y no tiene interferencia. 

La gran sensibilidad que tienen las diadas de estos 
mecanismos a pequef'los cambios de los parametros de la 

trayector la, nos permite obtener un gran nú.mero de 

mecanismos solución para poder compararlos y escoger los que 

mejor cumplan con las condiciones de diseño. 
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CONCLUSIONES, 

Tomando en cuenta todos los mecaniamos obtenidos en esta 
Sintesls, se observa que: 

1.- No se obtiene mecanismo alguno cuando se desea que 
la inclinación del C.R. sea constante, porque la 

matriz Jacoblana tiene determinante cero, y el 

vector genera un sistema inconsistente. 

2,- Sin variar la trayectoria, esto es, solo modificando 

los Angulas de inclinación del cuerpo conducido, se 

obtienen variaciones considerables en las dimensio­
nes de los mecanismos, es decir, las dimensiones de 

las barras de los mecanismos son sensibles a peque -
ftos cambios en la lncllnaclón del cuerpo. 

3.- Haber encontrado un mecanismo que cumpla con las ne­
cesidades de operación, no implica que sea el mejor 
de todos los mecanismos que cumplan, ya que este prB 
cedimiento no permite ver todos los mecanismos que -
lo hacen, pues depende mucho de la solución a la que 
converge el proceso. 



5.3 SOLUCION DEL PROBLEMA MEDIANTE CUASILINEALIZACIDN DE LA 

ECUACION DE SINTESIS. 

5.3.1 PRIMERA CONFIGURACION. 

sustituyendo l.os parámetros de la trayectoria descrita 

en la tabla T 5.1, 

TABLA T 5.1 PRIMERA CONFIGURACIION 

Posición xtml ytml 9¡0¡ 

Ro o o 

Rl - 0.155 - 0.110 - 5 

R2 - 0.340 - 0.190 

R3 - 0.490 - o.~20 

R4 - D.695 - 0.275 

En la ecuación de slntesis <1.13>, expresada en la forma 

de la ecuación ( 3. 5 >, se obtiene el. sistema de ecuacione9 
(3.1). 

Para l= 1 

11•( ·0.155coa[ ·51·0.11011111( ·51 Jic,.. + 
( ·0.110coe( ·5)+0.155-( ·5) )y.,.+ 
0.1551e¡¡ +0.110y9 +(IC¡¡Y.,. 'IW'e 1-1·51+ 

( ·0.155):? •(. 0.110)2 
(~IC¡¡ +YAYaJ11 ·coa(·51J+ ...................................... . 

que deaarro1lando y agrupando términos conocidos según .las 

ecuaciones e 3. 2) , < 3. 3 > y e 3. 4 >, se obtiene: 

f1•·0.144BMA ·0.1alyA +0.1551e¡¡ +0.11 Ye+ 
(KAYA·Walc', +(~Ke•Y ... Ye)d', +e', 
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con 

e' 1 s~n e- 5 l 

d' 1 1 - ecos e - s l 
e- o~issi2 + e- 0.110>2 

e'1 -----------------------

e introduciendo los cambios de variable CJ.6> y CJ.7), 

donde: 

A. ="xa YA - XA YB 

·µ = XA xa +YA YB 

De la misma fo~ma, para j= 2, 

f2= - 0.34 XA - 0.19 YA + 0.34 xa + 0.19 Ya + Ó.0758 

e' 2 sen O 

d'2 1-cos 

e'2 0.0758 

y de manera análoga, para j= 3: 

f3•· 0.507J~A • Q1764yA + Q49Xe + 0.22ys + 

A.1noen1 + µ(n003!J + n1«2 · 

e' 3 sen 5 

d. 3 l - cos 

e'3 0.1442 
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Y también, para l= 4: 

c'4 sen o 

d'4 1 - cos 

e· 4 0.2793 

Estas cuatro ecuaciones expresadas en la forma de la 

ecuación matricial <3.5> quedan: 

r- O .144B - 0.123 0.155 

1- 0.34 - 0.19 0.34 

1- 0.5073· - o .1764 0.49 

L- 0.695 - 0.275 0.695 

ro.003al 

1 o 1 
+µ lo.003el 

ro.01001 
lo.07sal 

lo.14421 

Lo. 27nJ Lo J 

0.11 1 rxAl 

0.19 1 1YA1 

0.22 1 1XB1 

o. 275J LYBJ 

que es la ecuación de Síntesis, llneallzada. 

ro.0071 1 

1 o 1 
+ A. 1 o. 0871 1 

Lo J 

En la expreslóri anterior, se podrá despejar al vector Cxl, 

siempre y cuando la matriz [A] sea invertible, lo cual se 

investiga calculando su determinante, por medio de la 

descomposición Gausslana, CLHUJ. de la matriz CAJ, por lo 
tanto: 

det CAl= det CUl 

y 

det CUJ = 8.347 * 10-6, entonces: 
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det !Al= 8.347 o 10~6 

Como el detCAl~o. entonces el vector Cxl se puede 

despejar, según la ecuación C3.17>, mediante los cambios de 

variable (3.14>, (3.15) y (3.16) utilizando la 

descomposiciOn !Ll!Ul de la matriz !Al: 

r1 ol 
l 2.3476 1. o o 1 

!Ll 13.5029 2.5735 o 1 

L4.7989 3.1896 3.2091 lJ 

r- o .1448 - 0.1230 0.155 0.11 1 
1 0.0989 - 0.0238 - 0.06821 

!Ul 1· o. 0.0085 0.01031 

l o - 0.0682 J. 

Para evitar el cálculo de la matriz l.nversa de CAJ, se 
aplica sucesivamente: 

!Ll !UJ!cl 

!Ll!Ul!dl 

!Ll!Ul!el 

Haciendo la 

- !e' J 
- [d. J 

!e' l 

eliminación 

posterior para los vector-es 

sin tesis llneallzada es: 

f xAl r12. 25661 

1YA1 1 2.87071 

1xa1 A. l 12.25661 + µ 

G.aJ L 2.8707J 

anterior y la sustitución 

e, d y e, la ecuación de 

r- 0.99521 r- 0.37801 

1- 0.48301 1 0.4022 I 
1- 0.99521 + 1- l. 21371 

L- 0.4830J L 2.4983Jc3.17l 



Sustituyendo los valores xA, YA· x 8 , Ye de esta ecuación 

matricial en la <3.6>, se obtiene la ecuación CA.10>, <ver 
apéndice A> 

C3.1Bl 

donde ri, r2, ra, r4, rs. _r6 son valores que agrupan l.os 

vectores e, d, e, para j= 1, 2, 3. 4 y se calculan según las 

ecuaciones CA.4> hasta la CA.9>: 

r 1 6.54 • 10-11 

~4 1.031 • lo-B 

rs - 16.B334 · 

y sustituyendo los valores de r1, la ecuación queda: 

6.54 • 10-11 µ2 + e- 1.729 • 10-9 A+ 1.4944> µ 
+ 1.031 • lo-a ¡2 - 16.833 A • 7.030 • 10-2 = o 

C 3. lB > 

Al sustituir nuevamente los valores xA, YA• xa, Ya de la 

ecuación matricial, pero ahora en .la ecuación e 3. 7 >, se 
obtiene la ecuación C3.19>: 

e 3 .19 > 

5B 
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donde s 1 , sa, s3, s4, s5, ª6 son coeficientes que agrupan 

los componentes de l.os vectores e, d, e, y se calculan 
aplicando las ecuaciones de la CA.12> a la CA.17): 

s1= l. 2237 

s2= - 27.1672 

s3= - 0.3330 

s4= 150.4677 

ss= - 14.0539 

96= l. 0615 

y con estos factores la ecuación CJ.19) queda: 

1.2237 ~2 + <- 27.6672 A - o.3330> ~ 

+ 150.4677 A2 - 14.539 A+ 1.016 = 

Al hacer simultaneas estas dos Ultimas ecuaciones para 
obtener los valores de A y ~ que las satisfacen, resulta el 

polinomio !4.20> en A: 

donde ªs· a4, a3, ª2· ª1 son los ~oeficlentes del polinomio 
de cuarto grado y agrupan los valores ri. ra. r3, r4, rs. 
r6• s¡, ª2• s3, e4, s5, s6. 

Los valores de «s a a1 se calculan según las ecuaciones 

de la !A.33> a la <A.37>, de donde: 

a 5 = - 3.ooo * 10-10 

a 4 = 6.0601 * lo-9 

a 3= - 2 i. 0444 

ª2= 40. 7461 

ª1= - 2.9504 



Sustituyendo los valores de !!.5, ... !!.1, en la ecuación 

C4.20> obtenemos: 

- 3.000 • 10-18 14 + 6.868 • 10-9 i..3 - 21.0444 ;..2 

+ 48.7460 ;.. - 2.9504 = o 

Como 3*10-18 y 6.868•10-9 son valores pequeños 
comparados can 21, 48, y 2.95, la ecuación se reduce a: 

- 21.0444 ;..2 + 48.7460 ;.. - 2.9584 = o 

y sus soluciones son: 

i..1= 6.236 • 10-2 

i..2= 2.2540 
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Ahora bien, para obtener los valores de µ., se 

sustituyen los valores de A en la ecuación <3.18>. 

y al sustituir el valor 11= 6.236•10-2 en la ecuación 

( 3 .18) • : 

µa 0.642 

µb - 2.2851 ·• 1010 

y sustituyendo nuevamente A1 pero en la ecuación C3.19> 

µe= 1. 0073 

1-'t!= 0.650 

La solución es la raiz µ que satisfaga simul.táneamente 

las ecuaciones C3.1B> y C3.191: 



J.La es aprox 0.65 

es decir~ 

µ1 = O. 65 es el valor de µ correspondiente a 

11= 6.236 * 10-2 que satisfacen estas dos ·ecuaciones. 

Al sustituir ;;._2 en las ecuaciones e 3. 19 l y e 3. 19 > y 

obtener sus respectivas ra~ces, el valor comUn de µes: 

Por lo que al sustituir A1. µ1 en la ecuación de 

síntesis lineallzada, Cec. 3.17>, se obtiene: 

fxAl r!2.2566 1 r- 0.99521 

1YA1 1 2.9707 1 1- 0.49301 

1XB1 6.236 • 10-2 l 12.25666 1 + 0.4461 1- o.99521 

l_yBJ L 2.0707 J L- 0.4930J 

Í- 0.37901 

1 0.40221 

+ 1- 1.21371 

L 1 .4993J 

de donde las componentes del.vector CxJ 1 son: 

XA - 0.2566 

YA 0.2692 

XB - 1. 0922 

YB 1.3653 
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Y a1 sustituir los valores A2, µ2 en la ecuación <3.17), se 
obtiene el vector Cxl2 

XA 2.0409 

YA - 5.3611 

xa 1.2053 

Ya 4. 2650 

Las soluciones obtenidas son las coordenadas de los 
p~ntos circular y central A1 c-0.256,0.269>, a 1 c-1.092,1.365l 

y A2!2.040,-5.361l, a 2 c1.205,-4.265> que al conectarse 

forman la diadas del mecanismo . 

Lo anterior nos indica que la solución representa un 

solo mecanismo, ya que la barra acopladora se obtiene 
conectando los puntos circulares Ai y A2 y la barra fija 

conectando los puntos centrales B1 y B2. 
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Para tener facilidad de l.a .lectura de los resultados, er 
resúmen de los mismos se muestra en la tabla T s.10 . 

TABLA T 5.10 MECANISMO OBTENIDO.PARA LA PRIMERA 

CONPIGURAC'ION 

Diada YA 

- 0.256 0.269 

2.040 - 5.361 

XB 

- 1. 092 

1.205 

Y.a 

1. 365 

- 4. 265 

Como las coordenadas de los puntos centrales de las dos 

diadas y el punto circular de la segunda quedan fuera de la 

zona de montaje, el mecanismo resultante tambien queda 
afuera <ver fig 5.4) 



y 

2 ZONA DE MONTAJE 

~~~--'--1-~-+-'----'~~~-+> 
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5.3.2 SOLUCION DE Lll 2DA. OONFIGURACION PROPUESTA 

Asi como en el método iterativo de N.R .. para obtener 
otro u otros mecanismos se modificaron los ángulos de. 
lncllnación del cuerpo rlgido. pero conservando la misma 

trayectoria en este caso se utilizan los mismos 

parámetros e ver tabla T 5.4> para comparar las soluciones. 

TABLll T 5.4 SEGUNDA CONFIGURACION 

Posición xCml y[mJ aco1 

Ro 

R1 - o. 155 - O. L 10 - LO 

R2 - 0.340 - O.L90 - L2 

R3 - 0.490 - 0.220 - 11 

R4 - 0.695 - 0.275 4 

Siguiendo l.os mismos pasos de cálculo que para l.a 

primera trayectoria, se obtienen l.as diadas para l.a segunda 

configuración, mostradas en la tabl.a T 5. L L. 

TABLll T 5.11 DIADAS PARA LA SEGUNDA CONFIGURACION 

Diada 

3 

4 

XA 
2 .146 

0.036 

- 2.140 

0.300 

YA 
- 5.653 

0.361 

- 0.920 

0.004 

xe 
- 4.973 

0.440 

- 2. 532 

- 0.222 

Como los limites de la zona de montaje san: 

Ye 
13.404 

0.369 

L. 020 

0.358 

-0.65 S, X S, 0.65; -0.275 S. y S, 0.4 



Entonces la única diada que está dentro de la zona es la 

cuarta, cver figura 5.7). 

Pero como se necesitan dos diadas para construir un 

mecanismo, y solamente se tiene una, no existe un mecanismo 

solución para esta trayectoria que esté dentro de la zona 
de montaje <fig. 5.7J. 
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5.3.3 SOLUCION MEDIANTE CUASILINEALIZACION PARA LA N-ESIMA 

CONFIGURACION 

De manera ané.loga al método anterior, para obtener al 
menos una solución, se modificaron algunos parámetros de la 

trayectoria, obteniendo los parámetros de la tabla T 5.7. 

TABLA T.5.7 N-ESIMA CONFIGURACION 

Posición xlml ylml 0 [O] 

Ro 

Rl - 0.155 - o .110 - 9.B 

R2 - 0.340 - o .190 -12. 2 

R3 - 0.490 - 0.220 -11. 2 

R4 - 0.695 - 0.275 3. 6 

Y haciendo los mismos cálculos que en los casos 

anteriores, se obtienen las diadas que se muestran en la 

tabla siguiente: 

TABLA T 5.12 DIADAS PARA LA N-ESIMA CONFIGURACION. 

Diada XA YA xe YB 
2.015 5.279 - 3.398 8.570 

0.619 0.268 0.194 0.356 

0.367 0.082 - 0.124 0.348 

- l. 981 - 0.731 - 2.344 - 0.863 

De la combinación de éstas cuatro diadas se pueden 

formar seis mecanismos pero, el único que cabe dentro del 

espacio disponible, es el formado por la segunda y la 

tercera diadas, que son las que estan dentro de la zona de 

montaje, - 0.65 < x < 0.65; - 0.275 < y < 0.4. 
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Como se observa, esta solución coincide con la obtenida 

por el método iterativo <ver figura 5.6 y tablas TS.e y 

TS.9>, lo que muestra que con éstos dos métodos se obtienen 

los mismos mecanismos. 

CONCLUSIONES. 

Bajo esta forma de solución. si la matriz CA] de la 

ecuación de Sintesls, es invertible, se obtiene: 

1.- Ningún mecanismo si el polinórnio tiene sus 4 ralees 
complejas. 

2.- Un solo mecanismo. si el polinómio tiene dos ralees 

reales. 

3.- Hasta 6 mecanismos posibles, si el pollnómio tiene 

sus cuatro ralees reales. 
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Este método tiene la ventaja de que si existe solución, 

se sabe cuantas son, sin tener que iterar, en comparación 

con el método iterativo, el cual, .puede converger o no a la 

solución, ignorando desde un principio cuantas diadas 
existen. 



5.4 SOLUCION DEL PROBLEMA MEDIANTE CUASILINELIZACION CON UN 

GRAOO DE LIBERTAD 

5.4.1 PRIMERA CONFIGURACION 

Para aplicar este método, en la solución de la ecuación 

de Sintesis de mecanismos para la primera trayectoria 

propuesta Ctabla T 5,1), se consideran 4 de las 5 posiciones 

del cuerpo rigido, y se muestran en la tabla T 5.13. 

TABLA T. 5.13 POSICIONES PARA LA PRIMERA CONFIGURACION 

Posición xlml ylml 6lºJ 
Ro o 

R1 - 0.155 -0.110 -5 

R2 - 0.490 - 0.220 5 

R3 - 0.695 - 0.275 

5.4.1.1 PRIMER CASO, FIJANOO X5: 

La ecuación de Slntesis llnealizada en forma matricial 
para este caso es la ecuación< 4.3>: 

CBHxl + "}..• lp' J • µ' lq' J + lt' J 

donde: 

A'= XAYB 

µ" = YAYB 

y las componentes de lBJ, Cp'l, lq'l y [t'l dadas po~ las 
ecuaciones de la <4.4> a la <4.7> son: 
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Para ia matriz [BJ: 

b¡1= (1 - COB 9¡> X5 + Xj cos 9j + Yl sen 9¡ 

bJ2= Csen 9¡> x5 + YJ coa 9¡ - x¡ sen 9¡ 

b.¡3= - YJ • 

resultando su primer renglón: 

bll= el - cos e-5)) X5 - 0.155 cos e-51 - 0.110 sen (-5> 

0.0030 X5 - 0.1440 eS.11 

b¡2= esen e-5ll x5 - 0.110 cos e-S> + O.lSS sen <-S> 

- 0.0071 x5 - 0.1231 es.21 

b13= 0.110, 

luego, el segundo renglón es: 

b21= Cl - cos Sl x5 - 0.490 ces 5 - 0.220 sen 5 

0.0030 XB - O.S073 

b22= <sen S> xa - 0.220 cos 5 + 0.490 sen 5 

0.0071 x5 - 0.1764 

b2J= 0.220 

y de manera análoga, para el tercer renglOn: 

bJt= - 0.69S 

bJ2= - 0.275 

0.27S 

(S. 3) 

e5. 41 

es. 5> 

es. 6 > 

es. 71 

es. 0 1 

es. 91 
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o bien, sustituyendo las parámetros de la trayectoria: 

p• 1= - sen c-·s> 

o •. 0871 
P.'2= 0.0871 

p' 3= o. 

Para Cq' l: 

q'¡=1-cos0¡ 

y sustituyendo valores: 

q'1= 1 - CDS (-5) 

= 0.0038 
q'2= 0.0038 

q'3= 

Para Ct • J: 

t' ¡ 
2 

donde: 

- x¡x8 

t• 1= 0.0180 .+ o.1ss x 8 
t'2= 0.1442 + 0.~9 X5 

t• 3= 0.2793 + o.695 xe 

(5.10) 
(5.11) 

C5.12l 

es .13 > 
CS.14> 

(5.15> 

C5.16l 

(5.17) 

(5.18) 
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Como todas estas expresiones cs.1 a 5.18> est~n en 
función de x8 • que es la variable libre, podemos calcular 

cada una de ellas, asignándole valores aleatorios a x5, y 

sustituyéndolas en la ecuación ( 4. 3). obteniéndose la 

ecuación llnealizada de Sintesis: 

Para Xe= - 0.650 la ecuación llnealizada es: 

r- 0.1472 - 0.0644 0.11 1 rxAl r0.0871 1 

1- o. 5097 - 0.2338 0.22 1 1YA1 + A.· 1 - 0.087 1 

L- 0.695 - 0.275 o. 27SJ LYeJ L J 

ro.00381 r- o. 002 l rol 

+ 11' 10.00381 1- 0.1741 1 o 1 
Lo.o J L- o .1 nJ LoJ 

Como el det [Bl= -1.0247 * 10-3, entonces la matriz CB1 

es invertible y despejando el vector (xl: 

>.· 
r 
1-
L-

0.71221 

4 .1378 1 
2. 3378J 

+W 

r-
1 -

L-

0.05781 

0.08621 

0.0599J 

Ío.4726 1 

1- 1.10341 

Lo.7102 J 
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Sustituyendo los vectores Cp], Cgl y Ctl en las 

ecuaciones C4.9> a C4.11J, se obtienen los coeficientes del 
polinomio de tercer grado en YB· 

P4= o .1780 

P3= 0.6869 

P2= - 2.6124 

P1= 0.7182 



71 

Luego, sustituyendo estos valoC"es d:e ~4• ~ 3 , ~2• ~ 1 en 

el polinomio C4."16>, éste resulta ser: 

0.1790 y53 + 0.6969 YB2 - 2.6124 YB + 0.7192 = O 

Para resolveC" este polinómio por el método númerlco de 
Graeffe, se necesita que el coeficiente de y53 sea igual a 

la unidad, resultando: 

y53 + 3.9691 y52 - 14.6766 YB + 4.0349 = O 

Este polinomio tiene sus 3 ralees reales <ver apéndice 
e, ejemplo 2>, y son: 

Ys1= - 6. 2931 

Ya2= 2.1335 

Ys3= 0.3005 

Estos valores, de YB• al hacer pare ja con xg= - O. 650, 

forman las coordenadas de los 3 puntos central.ea de las 

correspondientes diadas. 

Para calcular los valores de cada punto circular 

correspondiente a cada uno de los puntos ·centrales, se 
sustituye el valor Ya obtenido y las componentes de l.os 

vectores Cpl, Cq1 y Ctl, en las ecuaciones C4.12> y C4.13>, 
obteniéndose CXA, YA). 

para y51= - 6.2931, de la ecuación <4.12> 

y de la ecuación <4.13): 



YA1= - 6.1119 

De 1a misma manera 
para YB2= 2.1335 

XA2= - O. 3448 

YA2= 2.3778 

y por último, 
para YB3= 0.3005 

XA3= 0.6447 

YA3= - l. 9558 

72 

Resumiendo, las diadas resultan tes con puntos central.es 
sobre la recta vertical x6 = - 0.650 son: 

TABLA T.5.14 DIADAS SOBRE LA VERTICAL xB= - 0.650 

Diada XB YB XA YA 

1 - 0.65 - 6.293 - 0.320 - 6. 112 

2 - 0.65 2. 134 - 0.345 2.378 

- 0.65 0.301 0.645 - l. 956 

Asi como se calculan las diada a anteriores, que 
corresponden a ia recta vertical x5= -0.650, se calculan l.as 

diadas correspondientes a vaC'ias rectas verticales, con el 

objeto de barrer la mayor parte del. plano y obtener todas 

J.as diadas posibles para formar los mecanismos que conduzcan 

al cuerpo rigido por la trayectoria propuesta. 

El resúmen de los val.ores de las coordenadas de J.os 

puntos central.es se muestran en la tabla T 5 .15 y el de las 

coordenadas de las diadas en la tabla T 5.16: 
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TABLA T 5 .15 PUNTOS CENTRALES PARA LA PRIMERA CONFIGURACION. 
<FIJANDO X5): 

X5 YB Ye YB 

10 -26.627 

-14.007 

4 -11.492 - 4.216 0.0964 

2 - 6. 726 - 5.696 1.866 

o - 6.400 - 1. 317 2.215 

- 0.418 - 6.342 - 0.275 2.172 

- 0.45 - 6.336 - 0.195 2.167 

- 0.5 - 6.326 - 0.071 2.159 

- 0.6 - 6.305 0.177 2.142 

- 0.65 - 6.293 0.301 2.134 

- 2 - 5.719 1. 513 3.758 

- 4 8.786 
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TABLA T 5.16 DIADAS PARA LA PRIMERA CONFIGURACION. 
<FIJANDO X5): 

Diada xa YB XA YA 

10 -26.627 2.092 - 7 .647 

2 5 -14.207 2.645 - 7. 040 

3 4 -11. 492 2.540 - 6. 006 

4 4 - 4.216 4.344 - 4. 069 

5 4 0.096 4.337 o. 261 

6 2 - 6.727 2.154 - 6.090 

7 - 5. 696 2.419 - 5.740 

1.066 2.333 2.042 

9 - 6.400 0.327 - 6. 211 

10 o 2.215 0.322 2.410 

11 o - l. 317 1.375 - 3.775 

12 - 0.410 - 6.342 - 0.009 - 6 .159 . 

13 - 0.418 2.172 - 0.104 2.394 

14 - 0;419 - 0.275 0.960 - 2.743 

15 - 0.45 - 6.336 - 0.121 - 6 .153 

16 - 0.45 2.170 o .137 2. 392 

17 - 0.45 - 0.1952 0.948 - 2. 646 

18 - 0.5 - 6.3264 - 0.170 - 6 .144 

19 - 0.5 2.159 - 0.109 2. 338 

20 - o.5 - 0.071 o.aseo - 2.497 

21 - 0.65 - 6.293 - 0.320 - 6.712 

22 - 0.65 2.134 - 0.345 2.378 

23 - 0.65 0.301 - 0.645 - l. 956 

24 - 2 - 5.719 - l. 666 - 5.547 

25 - 2 3.759 -10.935 27.103 

26 - 2 l. 514 - l. 637 l. 612 

27 - 4 B.787 5.952 -15.097 



MECANISMOS POSIBLES. 

Observando los limites permisibles de 

- 0.65 ( X ( 0.65; - 0.275 ( y 0.4, se tiene que: 

- Las diadas de la 12 a la 23, están dentro 
de - o.66 < xe < o.65 

- Las diadas 14, 17, 20 y 23 están dentro 
de - 0.275 < Ya< 0.4 

- Las diadas 15, 16, 18 y 19 estan dentro 
de - 0.65 < XA < 0.65 

- Ninguna de estas últimas diadas están dentro 
del limite - 0.275 <YA < 0.4 

como se puede obser-var, ninguna diada 
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montaje 

cumple 

eimultaneamte las premisas anteriores por lo tanto ninguna 

diada esta dentro de la zona de montaje. 

Estas conclusiones pueden observarse gráficamente en las 

figuras 5.9 y 5.10 

La figura 5. 9 representa el lugar geométrico de los 

puntos centrales obtenidos en la tabla T 5.15. 

En la figura 5 .10 están mostt"adas las diadas cuyos 

puntos centrales estAn dentro de la región permisible de 

montaje <obtenidos en la tabl.a T 5.16), sin embargo sus 

puntos circulares están fuera de ella. 
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5.4.1.2 SEGUNDO CASO, FIJANDO Y5: 

La ecuación de sintesis linealizada en forma matricial 
para este caso es la C4.19>: 

[C] [X] + ;¡.,.. [U' ] + µ."' [V ' ] + [W' ] 

donde: 

y las componentes de [ Cl, !u• J, ! v' J, y ! w'l están 

expresadas en las ecuaciones de la <4.21> a la <4.26>. 

La variable libre es YB· y todas las expresiones son 

función de ésta, entonces se pueden calcular cada una de 
ellas, asignándole valores aleatorios a y5, y al 

sustituirlos en la ecuación <4.19), se obtiene la ecuación 
lineallzada de Síntesis: 

Para y 5 = o la ecuación 1.ineallzada de síntesis es: 

í- o .1448 - 0.1230 0.155 xAl Ío.oo3sl 

1- 0.5073 - 0.1764 0.490 YA 1 + A" 10.00381 

L- 0.695 - 0.275 0.695 xJ Lo J 

r- 0.08711 Ío.01801 Íol 

+ )!" 1 0.0871 1 + 10.14421 1 o 1 

L J Lo.2193J LoJ 

'{ como el det !Cl= -6. 197 10-4, esta matriz es 

invertible. 
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Por J.o tanto despelando el. vector !xi: 

rxAl ro.33731 ·r4;3331· 1: r- ·4.51361 

1YA1 A" 10.11731 + µ" :¡··,.:·'·'······ "''I + 1-: !. 4600 1 -:O. 6972 

LxJ Lo. 3844J LLo573 J L- 5. 4932J 

sustituyencto las vectores [u], Cvl y [wl en las 

ecuaciones de la <4.29> a la <4.31), para obtener los 
coeficientes del polinomio C4.36) que es de tercer grado en 
xa, resulta: 

84= 0.7439 

83= - 6.0263 * 10-2 

82= 10.6318 

81= - 5.4932 

Sustituyendo J.os val.ores lle 8 4 , 83, 82 y 8 1 en el. 

polinomio C4.36), se tiene: 

0.7439 x¡¡3 - 0.0603 x¡¡2 - 10.6318 X5 - 5.4932 

De igual manera que en el caso anterior, se usa el 

método de Graeffe para resolver el polinomio, 

"53 - 0.0810 x52 - 14.2920 "B - 7.3844 = o 

cuyas ralees reales son: 

X51= 4.0548 

X52= - 3. 4452 

X53= - O. 5206 
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Las correspondientes coordenadas de los puntos 
circulares, se obtienen de las ecuaciones (4.32> y (4.33), y 

al hacer las sustituciones numéricas, se obtienen: 

0.1643 

YA2= 0.1473 

YA3= - 1. 3926 

Las diadas resul.tantes con puntos centrales sobre la 
recta horizontal Ye= o. son: 

TABLA T 5.17 DIADAS SOBRE LA RECTA HORIZONTAL Ya= 

Diada 

4.055 

- 3.445 

- 0.529 

Ya 

4.392 

- 3.102 

0.020 

. o .164 

o .147 

- 1. 39 3 

Como en el caso anterior, el. conjunto de diadas sobre 

rectas horizontales, se muestcan en l.a tabla T S .19, 

considerando algunas coordenadas correspondientes a la tabla 

T 5.18, con la finalidad de comprobar la correspondencia con 

el mismo punto central. 
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TABLA T 5.18 PUNTOS CENTRALES DE LA PRIMERA CONFIGURACION. 
FIJANDO Ye 

Ye 

10 -
0.706 -
5 -
3.758 -
3 -
2.5 -
2 

0.3 

0.177 

- 0.07 

- 0.2 

- 0.275 

- 2 

- 4 

-10 

-14 

-25 

X5 x5 X5 

4.481 

3.9998 

2.496 

2 

l. 692 

l. 470 

1.650 

3.073 - 0.650 - 3.261 

3.952 - o. 600 . - 3.341 

4.055 - 0.529 

4.093 - 0.500 

4.158 - 0.440 

4.194 - 0.418 

4.506 0.274 

4 .119 1.086 

2.472 

4.?97 

9.356 

tsU TESIS 
SAUll GE tA 

- 3.445 

- 3.484 

- 3.550 

- 3.586 

- 3.908 

- 3.541 

M8 DEBE 
BIBLIOTECA 
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TABLA T 5 .19' DIADAS PARA LA PRIMERA CONFIGURACION. 
Olacla X5 Ye XA YA 

- 4.481 10 5.275 -13.640 

2 - 4.000 8.786 5.853 -15.098 

3 - 2.496 5 27.163 -68.941 

4 - 2 3.758 -10.835 27.101 

- l. 692 3 - 3.876 9.535 

6 - l.478 2.5 - 2.098 5.083 

7 l.650 2 l. 981 2.178 

3.873 0.3 4.209 0.465 

- 3.261 0.3 - 2.916 0.444 

10 - 0.650 0.3 0.645 - l. 957 

11 3.008 0.081 4.245 0.383 

12 - 3.341 0.177 - 2.996 0.323 

13 - 0.600 0.177 0.720 - 2.143 

14 4.055 o 4.392 0.164 

15 - 3.445 - 3.102 0.147 

16 - 0.529 0.820 - l. 393 

17 4.093 - 0.07 4.430 0.094 

18 - 3,484 - 0.07 - 3.140 0.078 

19 - 0.500 - 0.07 0.858 - 2.486 

20 4 .158 - 0.2 4.496 - 0.036 

21 - 3.550 - 0.2 - 3.207 - 0.051 

22 - 0.448 - 0.2 0.924 - 2.652 

23 4.194 - 0.275 4.531 - 0.112 

24 - 3.586 - 0.275 - 3.243 - 0.126 

25 - 0.418 - 0.275 0.961 - 2.744 

26 4.586 - 2 4.926 - 1.842 

27 - 3.988 - 2 - 3.648 - 1.843 

28 0.274 - 2 1.573 - 4.272 

29 4.119 - 4 4.462 - 3.851 

30 - 3.541 - 4 - 3.204 - 3.836 

31 l. 086 - 4 1.989 - 5.267 

32 3.404 -10 2.472 - 6.629 

33 4.997 -14 2.645 - 7.040 

34 9.356 -25 2.872 - 7.599 
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MECANISMOS POSIBLES 

Con referencia a los liml tes de la zona de monta je. 

-0.65 .s. x .s. 0.65; -0.275 .S. y .s. 0.4, se hace el siguiente 

análisis : 

De la diada e a la 25 estan dentro del. intervalo 

-0.275 .s. y .s. 0.4. 

De éstas, sólo las diadas 10, 13, 19. 22 y 25 están 

dentro de -0.65 .S. x .S. 0.65. 

Y de estas últimas ninguna tiene su punto circular 

dentro de la zona de montaje. 

PoC' tanto, ninguna diada está dentro de la zona de 

montaje. 

Estas conclusiones se muestran en .las figuras 5. 11 y 

5.12 

Por otro lado, comparando las tablas T 5.16 y T 5.19, se 

observa que la diada 25 de la 

de la segunda. Pero la diada 

primera tabla es la diada 4 

6 de la pr lmera tabla no 

aparece en la segunda, ni la diada 15 de la segunda aparece 

en la primera. 

Sin embargo interpolando con .los valores de YB en la 

segunda tabla hallamos el mismo valor de x 8 en la primera, o 

viceVersa. 

De lo anterior podemos concluir que estas das tablas san 

complementarias pues las diadas que no están en una están en 

la otra, y agrupándolas se for-ma el con junto de todas las 

diadas que pueden mover el cuer-po rigido por los puntos 

establecidos. 

La fig. 5. 13 muestra el lugar geométrico de todos los 
puntos centrale~ fijando xs y YB conjuntamente. 
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5.4.2 SOLUOION MEDIANTE OUASILINEALIZl\CION CON UN GRADO 

DE LIBERTAD PARA GENERAR LA SEGUNDA OONFIGURl\OION 

Como el conjunto de diadas de la solución anterior no 

estAn dentro de la zona de montaje, es necesario buscar un 

conjunto que esté dentro de ella. 

Para esto, y como en los casos anteriores s.2.2 y 5.3.2, 

se investiga qué es lo que sucede con_ el mecanismo cuando 
los parámetros de la trayectoria son alterados sin cambiarla 

sustancialmente. 

Estos parámetros son los ángulos de inclinación del 
.c~erpo durante la trayectoria. 

La nueva trayectoria se muestra en la tabla T 5.20. 

TABLA T 5.20 SEGUNDA OONFIGURACION. 

Poaici6n xCml ylml eco¡ 

Ro o 

Rl - 0.155 - 0.110 - 10 

R2 - 0.490 - o. 220 - 11 

R3 - 0.695 - 0.275 4 

Siguiendo el procedimiento efectuado en la trayectoria 

anterior, al hacer el barrido sobre el. e~e de las "X" se 
hallan los. distintos valores de YB, y se muestran en la 

tabla T 5.21 . 

Asimismo, haciendo el barrido aobre el eje de laa "Y" 
se hallan loa distintos valores de "xa", que se muestC"an en 

la tabla T 5. 22. 
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TABLA T 5.21 LUGAR GEOMETRICO DEL PUNTO CENTRAL PARA GENERAR 
LA SEGUNDA CONFIGURACION <FIJANDO x5l 

xe YB YB YB 

-30 115.762 

-15 51.106 14.005 -41.210 

-10 31.343 - 6.441 -52.523 

- 5 13.492 - 2.337 -62.257 

- 1 1.440 - 0.571 -70.765 

- 0.6 0.642 - 0.661 -71.688 

- 0.4 0.440 - 0.999 -72.155 

- 0.3 0.308 - 1.174 -72.390 

- 0.2 0.351 - 1.371 -72. 626 

- 0.1 0.332 - 1. 584 -72.063 

0.324 - l. 809 -73.101 

0.1 0.327 - 2.041 -73.340 

0.2 0.335 - 2.278 -73.580 

o. 3 0.347 - 2.520 -73.021 

0.4 0.362 - 2.763 -74.063 
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TABLA T 5.22 LUGAR GEOHETRICO DEL PUNTO CENTRAL PARA GENERAR 
LA SEGUNDA CONPIGURACION <Pilando Ya> 

YB 

-17 

-15 

-10 

- 1 

o 
0.3 

0.32 

0.35 

0.4 

-16.142 

-15.421 

-12.808 

- 2.466 

- 0.196 

- 0.325 

- 0.796 

- 2.295 

10 - 3.925 

50 -14.733 

7.535 

6.231 

3.547 

- 0.399 

0.322 

0.603 

3.518 

25.845 

25.996 

25.009 

16.697 

15.665 

14.444 

13.513 

13.418 

13.255 

10.683 
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La figura 5 .14 muestra el trazo de l? trayectoria del 
punto central dentro de la zona de montaje C-0.65 ~ x ~ 0.65 

y -o. 275 ~ y ~ o. 4 l y una amplificación de ésta se hace en 
la fig. 5.15. 

Para saber si sus correspondientes puntos circulares 

estan dentro de la zona, se sustituyen sus valores en las 

ecuaciones e 4. 12 > y C4 .13 >, el resúmen 

tabla T 5.23. 

se muestra en la 

TABLA T 5.23 DIADAS PARA LA SEGUNDA CONFIGURACION 
FIJANDO xa 

Diada Xa Ya XA YA 
0.6 0.399 0.984 0.432 

2 0.5 0.380 0.891 o. 388 

3 0.4 0.362 0.000 0.343 

4 0.3 0.347 0.710 0.296 

5 0.2 0.335 0.623 0.247 

6 o. 1 0.326 0.539 0.196 

7 o. o 0.324 0.458 0.142 

8 - 0.1 0.332 0.383 0.083 

9 - 0.2 0.351 0.315 0.020 

10 - 0.3 0.388 0.257 - 0.052 

11 - 0.4 0.447 0.212 - 0.133 

Las diadas que están en la reglón de montaje, son de la 

5 a la 10 inclusive, y s~ muestran en la figura S.16. 
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MECANISMOS POSIBLES 

Se puede integrar una colección hasta de 15 mecanismos 

diferentes combinando parejas de estas diadas. 

Las longitudes de las barras de las mecanismos, se 

obtienen a partir de las coordenadas de sus extremos. 
uti1izando la fórmula de la distancia entre dos puntos . 

Los mecanismos asi formados deben moverse también dentro 

del área de monta je, y para ello es necesario analizar su 

movimiento indlvidua~mente. 

Si cada diada se mueve dentro del área, los mecanismos 

formados con una combinación de el.las también se moverá 
dentro de la misma. 

El cr i ter lo para que la diada se mueva dentro del ár.ea 
de montaje, es que su longitud cumpla con la siguiente 
restricción: 

1 < Lmax 

y 
Lmax <Ye+ 0.275 

Apllcándo este criterio a cada una de lae diadas 
anteriores, ee tiene: 

PARA LA DIJ\DA 1 O, YB = O. 388 

Lmax 0.663 

y 

l 0.710 
entonces: l > Lmax 

Por lo tanto la diada queda fuera del área de monta je 
<ver fig. 5. !7l. 



<-0.6::1,0.4) 

C-0.6'3::5, 

-0.275) 

SECCION DEL MECANISMO 
FUERA DEL AREA 
MONTAJE 

ARE:A DE: MONTAJE 

FIG. 5.17 
~1ECANJSMO FORMADO POR 

LAS DIADAS 5 Y 10 



Pl\RA LA DIADA 9, YB 

J:.max < 0.626 

y 

l = 0.624 

entonces: 1 < Lmax 

87 

0.351 

Por lo tanto esta diada y las siguientes quedan dentro 

del área de montaje, ya que las diadas de la e a la 5 son de 
menor longitud que la 9. 

con este criterio se reduce la cantidad de diadas para 

la formación de mecanismos, quedando únicamente de la 5 

hasta la 9 inclusive. 

La combinación de estas 5 diadas nos permite formar 

hasta 10 mecanismos. 

De estos 10 mecanismos, deb~n seleccionarse los que 
tengan las siguientes caracteristicas: 

1.- Las dimensiones de sus barras deben ser las más 
pequeñas. 

2.- La longitud del brazo de palanca debe ser minlmo. 

3.- El ángulo de transmisión µdebe ser minlmo. 

El brazo de palanca es la distancia del punto central de 
la diada de salida al punto inicial de la trayectoria. 
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El ángulo de transmlslón µ se def lne como el ángulo 

formado entre la barra acopladora y la barra de salida. 

Mientras µ sea mas cercano a 9 o0 , la transmisión de 

fuerza, par, potencia o movimiento será más eficiente, ya 

que la fuerza transmitida por la barra acopladora a la barra 

de salida, no tendrá componentes sobre la última, es decir: 

F coa 90º= o 

Como cos 90º= o, cos µ. debe estar lo mas cercano 
posible a este valor, es decir, cos µdebe ser mínimo. 

Ahora bien, como el cos ~ esta variando con respecto al 

ángulo 'f', será necesario que la suma de todos las· valores 

de éste, sea m1nlma durante el movimiento del mecanismo 

dentro del area de operación. 

Pero los valores del coseno estan entre 1 y -1, y si 

sumamos todos estos valores, la suma siempre será igual a 

cero. 

Sin embargo uti·llzando cos 2 µ, el cual varia entre o y 

1, se elimina esta tri vialidad, de tal. fo,¡;.ma que el valor 

minimo de cos µ lo podemos encontrar. de la expresión: 

o/2 
S = ( cos2 µ d \ji 

J \ji¡ 

Los valores de esta expresión, para los mecanismos 

resultantes se calculan en el apéndice CD>. 

Si la ventaja mecánica de un mecanismo se define como la 
relación entre fuerza de salida <Ps) y la fuerza de entrada 

CFe >, es decir: 
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donde F9 = Fe sen µ 

F 9 aerá máxima cuando sen µ sea máximo, o bien, cuando 

cos µsea mlnlmo. 

Pero el cos µ será minimo cuando el valor de 

sea minlmo. 

Por lo tanto F 9 será máximo cuando el valor de la 

integral sea minlmo. 

Teniendo en cuenta las restricciones anteriores, los 
mecanismos que se pueden formar con las diadas obtenidas por 
el método del polinomio, se muestran a continuación: 

MECANISMO# 1. Es el mecanismo formado por las diadas 
y 9, y se muestra en la figura 5.18, donde: 

'1'2 
r cos 2 µ d ljf= 0.8495 

)ljll 



(-0.65,-0.275) 

AREA DE:. MONTAJE 
---¡ 

FIG. :5.IB 
MECANISMO # 
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MECANISMO • 2. Es el formado con las diadas 5 y 7 cver 

figura 5.l9l, donde: 

0.9159 

MECANISMO • 3. Es el formado con las diadas 5 y 6 <ver 

figura 5.201, donde: 

'1'2 
fcos2 µ d '\jf O. 9672 

J '1'1 

El resúmen de los parámetros de los 
propuestos se muestra en la tabla T 5.24. 

mecanismos 

TABLA T 5.24 PARAMETROS DE LOS MECANISMOS# 1, 2 Y 3. 

DIMENSIONES 

Mee# a b e d 

432 393 613 400 

432 196 493 200 

432 99 456 100 

f 'Vmin 'Vmax 

316 50.04 171.05 0.9495 

490 44.72 165.69 0.9159 

574 42.99 164.34 0.9672 



AREA DE MONTAJE 

F!G, ~.19 

MECANISMO ll 2 



C-0.G::l,-0.27:5> 

ARE:A DE: MONTAJE: 

FIG. 5.20 
MECANlSMD tt 3 

c0.65, -o.e?s> 
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De los tres mecanismos formados: 

- El mecanismo # 3 tiene las menores dimensiones en sus 
barras, pero su brazo de palanca es el más grande. 

- El mecanismo que tiene el brazo de palanca mas corto 

es el # 1, pero las dimensiones de sus barras son las más 

grandes. 

- El mecanismo # 2 es un mecanismo intermedio entre los 
mecanismos # 1 y 3, ya que sus dimensiones, su brazo de 

palanca y su ventaja mecánica tienen valores intermedios. 

De los tres mecanismos, se concluye que el mejor 
mecanismo es el # 1 porque tiene el menor brazo de palanca y 

la mejor venta ja mecánica, es decir, es el mecanismo que 

consume menos energla a pesar de que las dimensiones de sus 
barras no son las· mas pequeñas. Más aún, de todos estos 

mecanismos ae puede ver que mientras mas pequeñas sean sus 

barras, la ventaja mecánica disminuye. 

A pesar de haber hallado una solución para esta segunda 

configuración, con este método, se procederá a resolver la 

ecuación de slntesls para la enésima configuración y poder 

comparar los resultados con los de los métodos anteriores. 
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5.4.3 SOLUCION PARA LA ENESIMA CONFIGURACION 

con el objeto de obtener mecanismos que tengan mejores 

propiedades, y también poder comparar resultados con los de 

las configuraciones anteriores, se propone la enésima 

cÓnfiguración mostrada en la tabla T 5.25. 

TABLA T 5.25 ENE:SIMA CONFIGURACION. 

Posición xcm> y<m> O<º> 

Ro o 
R1 - 0.155 - o. 110 - 9.B 

R2 - 0.490 - 0.220 -11. 2 

R3 - 0.695 - 0.275 3.6 

Siguiendo el procedimiento de solución descrito en las 2 

trayectorias anteriores, los valores obtenidos de las 

coordenadas de los puntos centrales, se resumen en la tabla 
T 5. 26. cuando se fija x5, P.ara poder dibujar el lugar 

geométrico del punto central. 
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TAB!:.A T 5.26 t.UGAR GEOHETRICO DEI:. PUNTO CENTRA!:. DE t.A 
ENESIHA CONFIGURACION FIJANDO X5. 

X5 YB YB YB 

100 1264.8 

75 1050.3 

65 963.8 

64 955 .12 

63 946 .435 -23.478 - 31.159 

60 920.33 -15.18 - 38.426 

55 876.777 - 8.510 - 43.327 

50 832. 870 - 4.259 - 45.462 

40 744.489 0.956 - 45.882 

30 654.789 3.474 - 42.269 

20 563.096 4.008 - 34.689 

15 516.127 3.635 - 29 .146 

10 468.101 2.859 - 22 .146 

5 418.555 l. 696 - 13.20 

377.344 0.540 4.267 

o.65 373.650 0.447 3.406 

0.6 373.122 0.435 3.283 

o.5 372. 063 0.412 3.037 

0.4 371.002 0.391 2.791 

0.3 369.940 0.372 2.546 

0.2 368.877 0.357 2.304 

o .194 368.814 0.356 2.289 

0.1 367.813 0.346 2.064 

366.747 0.341 l. 829 

- o .1 365. 679 0.345 l. 602 

- 0.124 364.423 0.348 l. 548 

- 0.2 364.611 0.361 l. 385 

- 0.3 363. 540 0.395 1.183 

- 0.4 362.469 0.451 l. 004 

- 0.5 361. 395 0.538 0.853 

- 0.6 360.320 0.659 0.736 
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- 0.65 j59,793 0.687 0.736 

- 1 356.005 1.445 0.550 

- 5 3ú':104 14.197 l. 911 

-10 ··248.01 37.950 4.285 .. 
-15 1·52;953. 94.034 7.095 

-16. 7.712 

-20 - 10.364 

-25 - 14.135 

-40 - 28.902 

-50 - 42.460 

-65 - 71.734 

-100 -278.8 

El . .lugar geométrico de la enésima trayectoria se muestra 

en las figuras 5.21 y 5.22. 

r..a zona de montaje esta entre -0.65 i. x i. 0.65; y 

-o. 275 i. y .i. o. 4.; los puntos centra.les que están dentro de 
esta zona se muestran en .la tabla T 5.26 para 
-0.3 ~ x5 ~ 0.4 y -0.345 ~ YB ~ 0.04. ~as diadas 

correspondientes se muestran en la tabla T 5.27 y se 

grafican en la figura S.23. 

De las diadas mostradas, las únicas que tienen su Punto 
circular dentro de la zona de montaje y que durante su 

movimiento tampo~o se salen de ella, son de la # 3 a la # 9. 

Nótese que las diadas 4 y son idénticas a las 

obtenidas por el método de cuasllinealización. 
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TABLA T 5.27 DIADAS PARA LA ENESIHA CONFIGURACION 

Diada X5. YB XA YA 

0;4 0.391 0.801 0.374 

0.3 0,392 0.711 0.323 

0.2 0.357 0.624 0.271 

0.194 0.356 0.619 0.268 

o .1 · o. 346 0.540 0.217 
6' o 0.341 0.459 0.159 

7 - 0.1 0.345 0.384 0.090 

0 - 0.124 0.340 0.367 0.083 

9 - 0.2 0.361 0.316 o. 031 

10 - 0.3 0.395 0.258 - 0.044 

11 - 0.4 0.451 0.214 - o. 129 

12 - 0.5 0.530 0.187 - 0.228 

Utilizando estas diadas se pueden formar hasta 21 

mecanismos, de los cuales se seleccionan únicamente los que 

se pueden formar con las diadas de los extremos (llJ y tl9l. 

ya que éstos son los que tienen mejor ventaja mecánica 

<inciso 5. 4. 2. pág 115 l. 

MECANISMO # 1. Pormado por las diadas 3 y e, con las 

siguientes caracterlsticas: 

S= 0.40195 

y dimensiones mostradas en la figura 5.24 

MECANISMO# 2. Armado con las diadas 3 y 9, con: 

S= 0.36397 

y dimensiones mostradas en la figura 5.25. 
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TABLA T 5.28 CARACTERISTICAS DE LOS MECANISMOS PARA GENERAR 
LA ENESIMA CONPIGURAOION 

que: 

Mee 

#1 

#2 

a 

434 

433 

DIMENSIONES 

b 

313 

39 o 

e 
558 
612 

d 

324 

400 

f 

376 

318 

s 
0.40195 

0.36397 

De estos mecanismos, se puede ver en la tabla T 5. 28 

El primero tiene las barras mas pequefias y la venta ja 

mecánica menor es alta>. 

El segundo tiene el. menor brazo de palanca y la mejor 
ventaja mecánica es baja>. 

Por lo tanto el mejor mecanismo es el# 2, ya que aunque 
tiene las barras más largas es el que tiene durante su 

movimiento el ángulo de transmisión mas cercano a los 900. 

Por último. comparando el mecanismo solución de la 
configuración anterior 5.4.2 #1 con el mecanismo so1uci6n de 

esta última tr:-ayectoria 5. 4. 3 #2, se puede ver que este 

último tiene mejor ventaja mecánica es más baja>. 
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RESUMEN 

Después de haber obtenido al menos una solución por cada 

uno de los tres métodos para resolver la ecuación de 

sintesis, podemos hacer las siguientes comparaciones: 

l. - Por el método de Newton Raphson se obtuvo un solo 

mecanismo, a pesar de haber cambiado los parámetros de la 

trayectoria tres veces Cfig. 5.6> 

2. - El método de cuasillneallzaclón para 5 puntos de 

precisión de la trayector la, se halló exactamente el mismo 

mecanismo que el de Newton Raphson y con el mismo número de 

cambios de parAmetros. 

3. - El de cuasllinealización con un grado de libertad 

mostró un cambio radical en cuanto al número de mecanismos 
solución, ya que gracias a las curvas de Burmester se halló 

uno desde la segunda configuración Cflg. 5.18), mejorándose 

con el mecanismo obtenido en la última Cfig. 5.25>. 

4. - Por lo tanto el mecanismo que resuelve el problema 

de sacar la llanta de refaccion del problema en cuestión, es 

el 5.4.J #2. 

Para poder hacer estas comparaciones estas figuras se 

muestran a continuación. 

En la flg. 5.26 se muestra este mismo mecanismo en todas 

sus posiciones. 
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CONCLUSIONES 

La aplicación comparativa de los tres métodos para 

resol ver 1a ecuación de sin tesis de mecanismos ha permi tldo 

llegar a las conclusiones siguientes: 

Los dos métodos de cuasilinealizaclón tienen la ventaja con 

respecto al iterativo de poder predecir el número de 
soluciones que tiene la ecuación de sintesls. 

El método de cuasilinealizaclón con un grado de libertad es 

el que, debido a su fl.exibllldad, nos permite hallar el 

mayor número de soluciones de la ecuación de sintesis, 
·facilitando la selección del mecanismo que mejor cumpla con 

las necesidades de operación. 

La solución de J.a ecuación de sintesis es muy sensible a 

pequefios cambios de los parámetros de la ecuación, es decir, 

que las dimensiones de las diadas cambian considerablemente 

cuando el ángulo de inclinación del cuerpo varia unos grados 

solamente. 

Las curvas de Burmester son fáciles de obtener con el método 

de cuasilinealización con un grado de libertad. 

Si la curva de Burrnester, que representa el lugar geométrico 

de todas las soluciones de cada ecuación de sin tesis, no 

pasa por la región donde se desea inst3lar o mover un 

conjunto de diadas, significa que no existe solución para 

esa aplicación particular del mecanismo. 
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Si se aprovecha la cualidad que tienen las diadas de cambiar 

totalmente cuando se cambian los parámetros de J.a 
trayectoria, se puede hallar una curva de Burmester que 

satisfaga las restricciones de cada problema. 
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llPENDICE A 

El sistema formado por las ecuaciones C3.6>. C3.7> y el 

con junto de ecuaciones algebraicas en que se descompone l.a 
ecuación matricial C3.17l 

xA= c1A. + diµ+ 

YA= c2A. + d2µ + 

xa= c3A. + daµ + 

Ye= c4A. + d4µ + 

Ao= xe YA - XA Ye 
µ= XA xe + YA Ye 

ei 

e2 

e3 

e4 

) 
~ 
1 

J 

CA.1 l 

(3.6) 

C3.7l 

forman un sistema algebraico no lineal de 6 ecuaciones con 

incógnitas, y su solución es el objetivo de este apéndice. 

sustituyendo las ecuaciones CA.1> en la ecuación C3.6>, 

A.= Cc3A +daµ +.e3lCc2A. + d2µ + e2> 

- cc 1A. + d 1µ + e 1 > cc4A. + d 4µ + e4 > <A.2l 

· desarroll.ando los términos algebraicos dentro de los 
paréntesis, 

A.•(1J2CJ·"1 c4JA.2+(1J2dJ•c:i"2·"1 d4·c4d¡ JA.µ 

+(1J21l3+CJ"2·"1 e4·C4"1 JA_ +(dzdJ·d¡ d4Jµ2 

+(dJ"3+dJ"2·dJ e4-d4"1 )µ+"2"3·"1 e4 

e igualando a cero, se obtiene: 

( dzdJ·d¡ d41fL2+ (( "2 dJ •c:idz · "1 d4 · c4d¡ JA.+( dz CJ+ dJe;¡ · d¡ e4 · d4 "1 J J µ 

+(1J2CJ· "1 c4JA.2+( IJ2eJ+CJ"2 · c4e¡ ·"1 e4-lJA. •"2"3 ·e¡ e4=0 

CA. 3l 



Haciendo: 

r¡= d2d3 - d1d4 
r2= c2d3 + c3d2 - C1d4 - c4d1 
r3= d3e2 + d2e3 - d1e4 - d4e1 
r4-=- c2c3 - c1c4 
rs= c2e3 + c3e2 - c4e1 - c¡e4 -
r6-= e2e3 - eie4 

la ecuación <A.3>, se transforma en: 

1 
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(A.4) 

CA.5>. 
CA.6l 
CA.7) 

CA.Bl 

CA.9> 

CA.10 l 

Asimismo sus~ltuyendo el sistema de ecuaciones CA.ll en 

la segunda ecuación, C3.7l, 

µ= Cc1A + d 1µ + e¡>Cc3A + d3µ + e3> 

+ Cc2A + d 2µ + e2> Cc4A + d4µ + e4> 

desarrollando los términos en paréntesis, 

µ= (CJ CJ+cic4)A+(CJcf¡ +CJ dJ+c4cfi+cid4)A~L 

+[CJ"l +CJ 0J+cie4+c,¡"2)A+[d1 dJ+dzc'4Jµ2 

+[ d¡ "3 + dJ "1 + dze4 + d4 "2) A+ "1 "3 + "2 e4 

e igualando a cero se obtiene: 

[d¡ dJ+dz<4Jµ2•[[CJd¡ •ci dJ+c4cJi+cid4)A 

+ [d¡ e:i +dJei •di e4 +<'4"2 · l]Jµ+[CJ CJ + C2 c4JA.2 

+(CJd¡ +ci e:i+cze4+c4"2)A+e¡ e:J+"2•4 •o C A.1 ll 



Por últ.l.mo, haciendo 

S1= <11<13 + <12<14 

s2= c3<1 1 + c1d3 + c4d2 + c2cl4 

sj= c1 1e3 + cl3e¡ + <12e4 + cl4e2 -
84= C¡C3 + c2c4 

s5= c3e1 + c1e3 + c2e4 + c4e2 

s6= e1e3 + e2e4 

la ecuación CA.11) se transforma en: 

l 
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<A.12> 

CA.13> 

CA.14l 

CA.15> 

CA.16> 

-CA.17) 

CA.18> 

Las ecuaciones CA.11> y CA.18) son ecuaciones de segundo 
grado en µ. y l, y sus raices deben satisfacer 

simultAneamente ambas ecuaciones. 

Haciendo nuevos cambios de variable para simplificar 

estas ecuaciones como 

B= r 2A. + ra 

C= r 4 A.2 + rsA. + r5 

E= s 2A. + "ª 
F= s 4 A.2 + s 5 A. + "6 

el sistema se transforma en: 

r 1 µ2 + sµ + e ~ o 
s1µ2 + Eµ + F = O 

Sus ralees son respectivamente: 

- B ± V s2 - 4 r 1 e 

µ = ----------------------
2r1 

CA.19> 

CA.20> 

CA.21> 

CA.22) 

CA.23) 
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- E ± ../ E2 + 4 51 F 

µ = ----------------------
251 

Igualando ambas raices, 

- B ± ../ s2 - 4 r 1 e - E ± ../ E2 - 4 51 F 

251 

y eliminando los denominadores, se tiene: 

51<- B ± ..¡ a2 - 4 ri e = r1 <-E±..¡ E2 - 4 51 F l 

Esta igualdad se puede resolver despejando el radical 

derecho, 

dividiendo entre r 1 , 

5¡ 

E - B :t ..¡ s2 - 4 r 1 e 

elevando al cuadrado, 

E2 +11211.2 +112 1e2. 411 c1 · 211ae: t 211.E ..J e2 · 411 e 
112 112 11 11 

21129 ---t--" e2 • 411 C • E2 • 411 F 
1,2 
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y desarrollando 

.,202 .,2B2 4.,2c 2.,BE 2., .,B __ _ 
__ . _ + __ .·_. __ .' __ ._±_(E·_ ..¡92 ·41

1
C) = · 4s

1
F 

112 112 11 11 11 11 

Al despejar el término que contiene el radical, 

2., ., B 4.,2c 2., BE 2.,2a2 
:1:_(E. __ J..¡B2. 411 e= __ .. __ . __ . 4., F 

11 '1 11 '1 r¡2 

multiplicando ambos miembros de la ecuación por r112s1 . 

.,e .,e2 
(E2 . __ )..¡e2. 4r¡C = 2.,c +BE·--. 2r¡F 

11 11 

Y elevando nuevamente al cuadrado para eliminar radicales 
obtenemos: 

s1•B• 2•i BE s1•B• 
(E2+-- · ---)[82 · 411 CJ=4s1•C2+B>E2 + ·-- +411>f2 

112 •1 •1 2 

4s1•B•C s1 B3E 
+4s1 BCE · --. -- · 811 s1 CF · 2-- · 411 BEF+4s1 B•F ,, ,, 



Por último al desarrollar e_sta expresión, 

s1 B• s1 11"E s1 B>C 
B>E>+-- • 2-- • 411 CE2 • 4-- +Bs1 BCE = 4s1

2 C2 
'1 2 •1 . 11 

s128• 4.1 e2c s1 83E 
+ 82E2+--+4112f2+4•1 BCE • --- • 811 • 1 CF·2--

'12 11 11 

• 411 BEF+4s1 82F 

simplificando e igualando a cero, 

- 4 r 1 a E2 + 4 s 1 5 a E - 4 s 1 2 a2 - 4 ri2 p2 

+ B r¡ s¡ a F + 4 r¡ 5 E F - 4 s1 52 F = o 

y finalmente factorlzando, se llega .a: 

r 1 <5 E F + 2 s 1 a F - a E2 - r 1 p2¡ 

+ s 1 <5 a E - s 1 a2 - 52 F> = o 
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<A.24> 

Para hacer nuevamente esta expresión una función de l, 
se hace primero cada término con letras mayúsculas, usando 

las ecuaciones de la <A.19> a la <A.22>. 

e E F• ( 12A. +13)( siA. + SJI ( 14A.2+ 15A. + ssl 
= ( 12 siA.2 + ( 13"2+12$J1;.. + 13$J1 ( S4 ;..2 + S!i;.. +s¡¡ l 
=12"2 s4A.4+1 ( 1302+12SJ)04+12si15JA.3 

+( 12"2'6 +IJSJ s4 +( IJS2+12 SJ )S!j) A,2 

+( ( 13"2 +12$J)SS +IJSJS!i JA. +IJSJIG <A.25) 



106 

CF=(14l2+ 15l +•6ll s4l2+ ss l •ssl 
•140414 +{15s4.+14ssJA.3+114 ss +r6•4+15ss1 A.2+ (1sss +15ss Jl •16ss 

CA.26l 

CE2=(14l2+ 15l +r6) ( szA. + '3) 2 
=(14 A.2+15 A. +16) (si} A.2 + 2sz '3 A. +032 l 
= 14 si} l 4 + ( 15si!-+214szSJ113 + ( 16si!-+14032+215szSJ112 
+(216SZSJ+15032JA.+r6032 CA. 27> 

F2=(s4A.2+ssl +s¡;J2 
.,42A.4+2s4 85 13+[ss2+2s4 s¡; Jl2+2ssssl +ss2 

e e E· e 12l•13Je1412 ... '5 A.• 16 J ! sz l • SJ J 
=! 121413•!1314•1215J12•I1315 •1216JA.•13161 ! szl • SJ J 

y desarollando términos entre paréntesis, 

e CE=1214szl4+¡ szl1314 •1215J+1214SJ)l3 
+[ OJ (1314•12ss1+szl1315••2•sJ112 
•ISJ 11315+1z1s J + 1316sz1 A.+13•6 SJ 

CA.2Bl 

CA.29l 
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c2= 114;.,2+15;., +is 12 

•142A.4+21415A.3+ ( 152+ 2141s J A.2+2151s A. +1s2 

(ll.30) 

Por último: 

B2 F=(12A. +is 12 (•4 A.2 +<s A. +sa 1 
=1,2 ;.,2 +2121,A. +1,2 )[ s4 ;.,2 +>eA. +s,,) 

e2r=1i 04A. 4 + ( 1i ss + 21213 J A.3+ ( 1-1- •4 + 21213ss+1iss1 ;.,2 

+(21213ss +1-1- ss JA..,.¡. ss CA. 31) 

Y se sustituyen las ecuaciones en la ecuación <A.24), 

resultando: 

'' {12 '2 ••A.• +((13 '2 +12 ':J )•4 +12 '2 '6 JA.• +(12'2 '6 +13 's •• 

+(13'2+12'31'6 JA.2 +(Se (13 '2 +12 '3 )+13'sSsJA.+13 '3 Se 

+2s1 (14 s4 A.4 +(16 •4 +14 :,;JA.3 +(14 <e+16 •4 +16 Ss )A.2+(16 Ss +16 <e JA. 

+1o<el • 14s,•A.4. !1s'22+214'2'3IA.•. (1ss,2+14':J2+21s'2'3IA.2 

·(216 '2':J+l6 ':J•)A. • r6 s,• • 11 (s4•A.4+2s4 s.A.3+(ti;'•2•4s,;JA.2 

+2r,; "aA+fs2 )}u, !121• o,A.• +(o, (13 i• +121sJ•121• Ss JA.3 
+[s, (13 14 +1216 )+s, (13 16 +12 16 J)A.2 +(s, (13 16 +1216 )+13 r6s, JA. 

+13 16 s, • s1 [142 A.4 +214 16 A.• +(15 2 +21416 JA.2 +216 16 A. +16•) • 1,2 s4 A.4 

• (1,2 rs +21213 ,4 ¡;.,3 • (132 s4 +212 13 s,; +1,2 s,; JA.2+(212 13 '6 +132 fs)A 

• 13
2 s,,}=0 



Factor~zando 1a ecuación anterior, 

•1 ((1,., S4 +2•1 •• ..... .,2 • •1 042 1) .. 4 +(•4 (13'2+12"31+12 '2 ... 

.,.2s1 (16 s4 +14 s,;I·16 '22 • 214 0zo, • 211 s4 s,;J) .. 3 + (12 0z0s+13 o,s4 

+(13 s,,+12 0,1"6 +2s1 (14 "6 +r8 •4 +16 0sl · 18 s,,2 .• 14 s,,2 • 216 s,, "3 

• 11 (t,;2 +2•• 0elll2 +($s (13 0z +12 o,1+1, '3 Ss +2•1 !1a $s +15s,,I 

• 216 s,,o,¡.,.16 "32 • 211 s,;s,,)l+13 ":¡fs+216 s 1 s,,·16 0,2 · 11 s,,21 

+ •1 {( 12 14 s,, • 142 • 1 • 12
2 S4 1 l• + l Sz ( 13 14 + 12 15 1+•214 "3 · 21,r5 •1 
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• 12 (12 '6 +213 s4 )))..3 +( s, (13 14 +12 16 l+s, (13 16 +12 18 1 · s1 (162+214 18 ) 

• •s2 S4 • 2•2•ats · l,'$e)l2 +(0,(13l5+l2la)+l3la'2 • 215lat, 

CA.32> 

y agrupando 1os coeficientes de h en: 

<A.33 l 

a 4=11 (s4 (1,s,+12 s,1+2•1 (10 s4 +14 >e)+s,(12 s,,·10 0, • 214 s,I · 211 s4 s,,J 
+•1 Is, lis i4.+12151. •2 !12 ts +21s •• 1+12 i• s, . 21415 •1 1 

a.,=11 lts(l3S:¡+l2fsl+2•1 (l4$e+laS4+l5fs)+s,(12Sa. l5S,) 

+s,(1,••. 140,. 2100,I. 11 (0s2+2•4SeJJ+•1 l'3(l3l4+121ol 

.,.'2(13 16 +12 16 ) • s1 (16
2 +214 16 ) • 132s4 • 212 13 s,; • 1,2 ts) 

<A.34> 

<A.3Sl 
a,=J1 (Se (13 '2 +12 's l+ls 's "5 +2•1 (la $s +15 'e) -210 '2 .. • r,, .. 2 -211 So So) 

+s1 (1:3(1315_+'21e)+13la'2. 2151e•1. 212•3'6. ia2tsJ 

<A.36> 

<A.37) .. 
La ecuaciOn CA.32> ee puede escribir más fáci1 como: 

CA.38l 
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Que es un pol.lnomlo ert A. cuyas raices son la solución 

c1el sistema CA. 23), cuando satisfacen simultáneamente sus 

dos ecuaciones. 
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APENDICE B. 

El Sistema formado por las ecuaciones <4.1l,<4.2> y de 

l.a < 4 . 9 l a la < 4. 11 l 

A'= XA YB (4.li 

µ- = YA YB (4:2> 

XA= P1 A.· + ql µ- + ti (4.9) 

YA= P2 A.· + q2 µ" + t2 (4.10) 

Y5= P3 A.· + q3 µ- + t3 (4.11> 

forman un sistema algebrálco no lineal de 5 ecuaciones 

con s lncognitas, y su solución se presenta en este 

apéndice. 

sustituyendo las ecuaciones C4.1> y <4.2> en la ecuación 

<4.11>, se tiene: 

<B.1) 

Eliminando µ· de las ecuaciones <4.9> y <4.11>, y 

haciendo las operaciones necesarias, se llega a: 

Sustituyendo en esta expresión la ecuación (4.1>, 

y despejando xA, se tiene: 

<4.12) 
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De la misma manera se elimina 'A• de las ecuaciones 

C4.1D> y C4.11>, resultando: 

Asimismo, sustituyendo la ecuación C4.2> en esta última, 
·ee tiene: 

y al despejar YA• resulta: 

(4.13> 

Si se sustituyen las ecuaciones <4.12> y C4.13> en CB.1> 
e igualando a cero, Ya puede expresarse como 

q, Ya+ q, 1, • q, 13 P;, Ya+ Po 1:, . P;, lo 

PJYa +Q,Ya-------·J'a+lg•O 

QJ+{pJQl • P1 QJ)Ya Po +(p, Cb ·Po q, IYa 

Este polinomio puede simplificarse, sacando común 

denominador, agrupando los términos comunes y reacomodando 
los que contienen Ye , de la siguiente forma 

(p, Q1·p,q,1Ya3 +( p,+p, Cb 11 ·p,, q, t, +p,q, lo +q, +p,, q,t:, ·"2 q,tg ·P1Cb 1:, )Ya2 

+(· q,lo+1>ol1 · P1 Is ·l+q,\,IYa+tsaD 
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Por último, si hacemos que el. coeficiente de y93 sea 

¡l4; el de y52, ¡lJ; el de YB· .p2, y el término independiente 

p1, este polinomio resulta: 

( 4. 14) 

Las ralees de este polinomio se sustituyen en las 
ecuaciones <4.12) y <4.13> para obtener los valores de XA y 

YA, que son la solución del sistema. 
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APENDICE C 

SOLUCION NUMERICA PARA LAS ECUACIONES At:.GEBRAICAS DE GRADO 
MAYOR QUE 2 POR EL METOOO DE GRAEF'FE 

La forma general de las ecuaciones algebraicas de grado 
n puede definirse como una función: 

f<x>= xn + ªl xn-1 + a2 xn-2 + ··•·· + ªn-1 x + ªn =O 

<C. ll 

n=J,4, ..... n 

Esta expresión tiene n raices, x1<~l= 1, 2, .... n>, 

cuando n es impar tendrá al menos una raiz real, si n es par 
puede o no tener raices reales. 

El método de Graeffe se usa para resolver numéricamente 

este tipo de ecuaciones y se basa en la obtención de 
polinomios derivados a partir del original. 

Los polinomios son del mismo grado, y con coeficientes 

relacionados con las raices del original. 

Las ralees del m-éslmo po11nomio derivado, son las 
mismas ralees del polinomio original pero elevadas a la 

potencia m y con signo negativo. 

DERIVACION DEL POLINOMIO ORIGINl\I. 

Multiplicando miembro a miembro el po1inomio cc.1>, por 
otro del mismo grado.corno: 

f (. K)=( ·1 Jn lfl +( ·1 Jn-1 a1 Kn -1 +(·1}'·2a,1(1·2 + ... +a,, . 2 x2 • ªn-l K+ a,, ~o 

<C.2> 
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pero con raices -x1CY'i= 1. 2, •... n>, se obtiene un nuevo 

polinomio pero de grado 2n, que es : 

f(x)f(·•l-(·1 }'x2n+(·l }'-1 (a12. 2a,Jx20-2 
+(·1 }'·2("2 · 2a¡ 11;¡•2a..Jx"n-4 

+ .... +(a,,.22. 2a,,.3a,,.1 +2a,,_.a,,Jx4 
- (a,,.12 -2a,,_ 2 a,,)x2•a,,=0 CC.3l 

Este polinomio tiene las siguientes caracteristicas: 

1> Sus exponetes son todos pares. 

2> Sus coeficientes son el cuadrado de los coeficientes 

del original, menos el doble producto del coeficiente 

anterior por el siguiente, más el doble producto del 

subsiguiente por el penúltimo y asi sucesivamente. 

3l Los signos de sus coeficientes se .van alternando, 
pero el último es siempre positivo. 

4> Las ralees son el cuadrado negativo del polinomio 

original. 

Para que este polinomio sea del. mismo grado que el 

original, se simplifica haciendo un cambio de variable, 

Y = - x2 

resultando e1 primer polinomio derivado: 

f(y)=y> +( a12 - 2a, )y>· 1 +(a,2 · 2a1 "3 +2a4 )yi-2 
+(a;,2 -2a,a4 +2a1 <\;. 2a,,Jyn·3• .... 

+( .,.,.22 -2"n.s "n-1 +2"n-• a,,Jy2 •l"n-1 2 ·21tn-2 "n IY•"n2 =0 



que en for~a simplificada, se puede escribir: 

donde: 
bi= ª12 -

b2= a22 -

b3= a32 -

ª2 

ª1 a3 + a4 
a2 a4 + 2 a1 a5 - 2 ª6 

bn-1= ª~-1 2 - 2 ªn-2 ªn 
bn= ªn2 
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<C.4l 

<C.Sl 

El polinomio <C.5> es el primer derivado del original, y 
sus raices Y1<'Vi= 1, 2, .•.. n> son los cuadrados negativos 

del original, por el cambio de variable Yi = -x1ª· 

Al. obtener el. segundo derivado, éste tendrá raices que 

serán la cuarta potencia del polinomio original, pero con 
signo negativo, -x14. 

Entonces si m es el indicador correspondiente a la 
potencia de las raices del polinomio derivado, con respecto 

a las raices del polinomio original, se tiene que: 

m para el. original.; 
m para el. primer derivado; 

m 4 para el. segundo; 

m 8 para el. tercero y 

m an para el n-ésimo derivado. 

Este procedimiento de derivación, continúa hasta que los 

coeficientes del último polinomio sean prácticamente el 

cuadrado de los coeficientes de¡ penúltimo. 
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OBTENOION DE RAIOES. 

Como el polinomio CC.1> tienen ralees x1<\ii= 1, 2, .... n>, 

puede factorizarse como: 

flxJ=lx·x1 Jlx·x,Jlx·x,,) .............. I X·I\, )aO 

y su desarrollo es 

flx)=lt' • 1•1 +x,+ .... +J\,)lf'·l +1•1112+•11\3+ ..•. +•1 l\,+112"3 

+ •.•. +K¡,l\,+X,,Jl,+ .•.. +l\,.11\,)lf'" 2 • IX1 "21ls+K1 K:zllc 
+. · ·• +"n-2 "n-1 "n )Jt>·S +. · • .+I ·1 J'x1 X,···· l\,•0 (0.6) 

Comparando las expresiones .co.1 > y <O. 5 >, se puede ver 
que existe la siguiente relación entre . los coeficientes y 
las raices del polinomio: 

a1= - X1 - x2 - .... - Xn l 
a2= x1 x2 + x1 X3 + .... + Xn-1 Xn 1 
a3= - X1 X;¡ x3 - x1 x2 x4 - .... - Xn-2 Xn-1 Xn 1 

} (0.7) 

1 
1 

an= e-un x 1 x2 .... Xn J 
,. 

Si se introd~ce un nuevo cambio de variable, 
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para evitar que los signos de los coeficientes se ~lternen 
durante el proceso de obtención de los polinomios derivados, 
las relaciones <C.6>, quedan: 

l 
1 

1 
~ 
1 
1 
J 

<C.Bl 

sustituyendo esta 0.ltima relación en C0.5>, y desarrollándo 
el algebra, ee obtienen la relaciones de los coeficientes 
del 0.ltimo polinomio derivado con las raices del polinomio 

original : 

bi= r¡m + r2m + •••• rnm 
b2= rim r2m + r¡m r3m +, ••• + rn-lm rnm 
ba= rim r2m ram + rim r2m qm + •••• + rn-2m 

<C.9l 

Tomando en cuente. que los valores absolutos de las raices 
ri, están ordenadas de tal forma que: 
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y que para la m-éslma potencia se cumple: · 

entonces esto significa que sólo el primer término de cada 
coeficiente bi es el predominante. y por lo tanto CC.9> se 

reduce a: 

que: 

b¡: r¡m 

b2= r¡m r2m 

b3= r¡m r2m ram 

Despejando los valores r1 de manera sucesiva, se tiene 

r1= 

r2= 
r3= 

± 
± 
± 

!b¡ll/m 

<b2/b¡ll/m 

!b3/b2Jllm 

rn= ± Cbn/bn-1>1/m 

una vez halladas las raices rl del m-ésimo polinomio 
derivado, es sencillo obtener las raíces del polinomio 
original me~iante la relación: 

xi = -ri 
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Para conocer si las raices son positivas o negativas, se 

3ustltuyen con el signo suspuesto <±> en el polinomio 

original <C.1>, si lo satisfacen, la solución es la 
correcta, si no, se usa el signo contrario. 

Ejemplo 01.- El polinomio de cuarto grado en ~obtenido 

~n la trayectoria: 

Posición x!ml y!ml e¡o¡ 

Ro 

R1. - o .155 - o .110 - 10 

R2 - 0.340 - 0.190 - 12 

R3 - 0.490 - 0.220 - 11 

R.c. - 0.695 - 0.275 4 

es: 

y para resolverlo por el método numérico de Graeffe, se 

necesita que el coeficiente de la variable en su más al.to 
grado sea 1, por lo tan~o debe dividirse entre el 
coeficiente de A~. 22.0497, quedando: 

;>..~ + D.7930.3 .. 7.517' 10 '2 i\.2 • 1.185' 10 '2 i\. • 1.292+10"'. o 

sus polinomios derivados, se pueden obtener por medio de 

·una tabulación como la de la tabla T 5. 



TABLA '1 C .1 SOLUCION 1111MERICA DEL POLINOMIO 

A.•+ 0.793455439 /i.3+ 7.517*10-2/i.2 -1.181 •10-21.. -1.292 •10-3. o 

m M.• BA3 el• Dl E 

1 1 o. 793455439 7.517 * 10-2 - 1.181 • 10-2 - 1.292 • 10~3 

2 1 o .479225107 o .0218079287 3.337 • lo-4 1.670 • lo-6 
4 1 o .186040846 1.590 * 10-4 3.385 * 10-9 2. 789 • 10-12 

8 1 3.429 * 10-2 1.094 • 10-8 6.000 • 10-16 1. 778 • lo-24 
16 1 1.175 * 10-3 7 .864 • 10-17 1.897 * 10-31 6.051 • lo-47 
32 1 1.382 • 10-6 5. 739 • io-33 2.647 • 10-62 3. 661 • 10-93 
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La tab1a se construye colocando en cada columna l.os 
coeficientes de cada término del polinomio, empezando por e1 

de más alto grado y terminando con el independiente. 

En el primer 
coeficientes del 

renglón se pondrá en orden sucesivo 
polinomio original, m 1; y 

los 

los 
coeficientes de 1os po11nomlos derivados se colocan a partir 

de1 segundo renglón, m= 2,4, ... ,n. 

Cada uno de los coeficientes del polinomio derivado se 
obtiene elevando al cuadrado e1 mismo coeficiente del 
polinomio anterior menos el doble del producto de los 
coeficientes vecinos del mismo polinomio, más el doble del 

producto de 1os siguientes y asi sucesivamente, pero 
alternando los signos, es decir: 

A2= 1; 

82= 812 - 2 Al C1; 

C2 = C12 - 2 81 01 + 2 A1 E1 

y asi sucesivamente. 
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En esta tabia se puede identificar fAciimente si existen 

raíces complejas, esto sucede si en algún polinomio derivado 

aparece un coeficiente con signo negativo. 

como en este caso no aparece ninguno, entonces todas las 

raices son reales, por lo tanto: 

A.1 = 3Cllm> 

(1.382 * 10-6¡!1/32) 

:!: o .6559 

A2= !C/Bl < 1/ml 

!5.739 * 10-3311.382 * 10-6¡!1/32> 

= ± 0.1498 

A3= CD/C)!l/ml 

<2.647 * 10-62¡5_739 * 10-33¡(1/32) 

:!: 0.1211 

A.4= <Eto><ltm> 

:!: 0.1085 

Para comprobar cuál es el si9no real de la ralz, se hace 

la división sintética, es decir, que la ecuación: 

f<A>= Al4 + sl3 + 012 + el + E 

se transforma en: 

f(A)= A.cA.clcAA. + B> + Cl + 0) + E 

después se sustituyen· loa valores de ±l1Cl= 1, 2, 3, 4), y 

el signo que satisface fCA>= o, es el correcto, resultando: 

l1= - 0.6559 



. 12= - 0.1498 

13= 0.1211 

14= - 0.1086 

Ejemplo 02.-

trayectoria: 

El polinomio 

Posición x!ml 

Ro 

R1 - 0.155 

R2 - 0.490 

R3 - 0.695 

cuando xa= - 0.650, resulta: 

YB3 + 3.8591 YB2 - 14.6766 YB + 
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resul.tante para la 

y-!ml eco¡ 

- o .110 - 5 

- 0.220 5 

- 0.275 o 

4.0349 
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Los polinomios derivados de esta ecuación se muestran en 

J.a tabJ.a T C.2. 

TAeLl\ T C.2 SOLUCION NUHERICA DE Ll\ ECUACION: 
Ye3 + 3.8591 Ye2 - 14.6766 Ye+ 7.0349 = 

.. 

4 

16 

A e 

3.8590 

44.2456 

1589. !539 

2260398.615 

6.05! * 1012 

Sus raices son: 

Ye¡=± 6.2931 

Ye2= ± 2.1335 

Ye3= ± 0.3005 

e 

- 14.6766 

184.2605 

32511.2575 

1056139416 

!.115 * 1018 

D 

4.03492 

16.2807 

265.0621 

70257.9520 

4.936 * 109 

Por medio de división sintética, se comprueba el signo 
correcto de cada raiz. resultan~o: 

Ye1= - 6.2931 

Ye2= 2.1335 

Ye3= 0.3005 
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APENDXCE D 

CALCULO DEL VALOR DE LA INTEGRAL S 

El Angulo de transmisión µ, se obtiene en función de 

las barras, a, b, e, d y del ángulo de entrada lf, aplicando 

la ley de los cosenos a los dos triángulos en los que se 

divide el mecanismo mostrado en l.a fig. D.1, mediante la 

expresión: 
a2 + d2 - a d cos 'I' = b2 + c2 - 2 b e cos µ 

Deepe3ando cos µ, se tiene: 

b2 + c2 + 2 a d cos 'I' - a2 - d2 

COB µ CD. ll 
2 b e 

El valor minlmo de cos µ lo podemos encontrar mediante 

la expresión 

'1'2 

S = Ícos 2 µ d IV 
J '1'1 

CO.J) 

Para poder calcular' esta integral. se separan los 

términos de la ecuación CD.ll, de la siguiente forma: 

a d 

COB µ cos 'V + 
b e 2 b e 



y 

>IG DJ 

MOVIMIENTO DE LA DIADA PARA 
OBTENER EL ANGULO DE ENTRADA 
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expresión, 

1 
ad (b2 + c2 - a2 - d2) 

cos2 µ = coa 'V + 

b2 + c2 - a2 - d2 

+ (---------- --------) 2 
· 2 b e 

e integrando, se obtiene 

Í coa 2 fl. d '!'= 
) 

Í cos2 'I' d 'I' 
b2 c2 ) 

b + c2 - 8 2 - d2 

COB '4f 

Ícos 'fd'f 
J 

+ e-- ---------------->2 Í d IV CD.4> 

Para calcular 1a 

primero: 

( cos2 'lf d 'lf, 
) 

que al integrarse por 

'11 
Ícas2 'lf d IV= 

J 

2 b e ) 

~,.,,., 'º·''· 

pa tes resulta: 

se 

sen 2'1f 

4 

Sustituyendo <D.5> e CD.4l, 

debe calcular 

CD.5> 
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a 11 'I' sen 2'1' · 

f cos2 µ 11 iji <-----¡2 <--- + ~~---~--~) 
J b e 2 

a 11 (b2 +·c2.- ~2·-.~2~ 

+ -----------------~------- se~ 'lf 
<b c>2 

b2 + c2 - a2 - 112 

+ <-------------~--=--)2 "' 
2 b e 

y finalmente integrando entre limites, la expresión 

<D.3> resulta: 

'1'2 a 11 '1'2 - '1'1 sen 2'1'2 - sen 2'1'1 

f cos2 µ 11 'I' = 

J'1'1 
<----)2(---------- + -------------------) 

b e 4 

.a 11 cb2 + c2 - a2 - 112¡ 

+ ------------------------- <sen '1'2 - sen '1'1> 
<b c>2 

b2 + c2 - a2 - 112 

+ <------------------->'2 <'lf2 - '1'1) 
2 b e 

<D.61 

La expresión CD. 61. se puede reescribir más fácilmente 

haciendo: 

K 

L 

H 

lo que da como resultado: 

CD.7.ll 

CD. 7. 21 
CD. 7. 3> 
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M <iji2 - iji1>if sen. 2iji2 - sen 2iji1 

(--)2(------------ + -------------------> 
L 360 4 

MK K 

+ ----- <sen ljf2 - sen 'l'll + <--)2 ----------- <D. Bl 

L2 L 720 

Como 'ft y 'f'2 son los ángulos formados por la barra a 

en las posiciones inicial y final del mecanismo, durante la 

conduccl6n del cuerpo rigldo, con la barra de tierra d, 

entonces se pueden calcular haciendo el. producto escalar 
entre los vectores a y d de la siguiente forma: 

Cal • Cdl = a d cas 'I' 

y despelanda, 

Cal• Cdl 

a d 

Esta ecuación, para la posición 1 es: 

lall • Cdl 

'Vt =cos-1 ---------­

ª d 

y para la 2: 

Cal2 • ·ldl 

'1'2 =cas-1 ---------­
ª d 

<D.91 

<D.10) 

El vector [d], que es J.a barra de tierra se calcula de 

la ecuacion vectorial: 



r , 
1X5•-X91 

Ly5•-yeJ 

12B 

CD.11> 

y Cal1 a partir de las coordenadas de los puntos circular y 

central de la diada de entrada e flg. D2>, mediante 

Cal 1 = Czl 1 - Cul 

donde 

Czl 1 

lul 

y 

Sustituyendo CD.13> y CD.14> en CD.12> 

!,al 1 = [XII yl\JT - CxB yBJT 

<D.12) 

<D.13) 
CD.14T 

CD.15> 

El. vector [al 2 se obtiene girando Cal 1 hasta que el 
punto Rl llega al final de su trayectoria en R2<x2, Y2> y se 

calcula de: 

donde: 

Cx2 Y2JT 

COl21 Czl1 

ícos -sene l 
Lsen cose J 

CD.16l 

CD.17> 

CD.1Bl 

CD.19) 

es la matriz de rotación del vector Czl desde su 
posición 1 hasta la 2. 



129 

Sustituyendo las ecuaciones CD.14>, CD.17l, CD.18> y 

CD.19> en l.a CD.15>, se pueden conocer las componentes del 

vector Cal girado 9=1V1-'1'1 qrados, de la siguiente manera: 

fx2 - xs + XA cos9 - YA sen 91 

LY2 - YB + XA sen9 + YA cos 9J 
CD. 20) 

El producto escalar entre l.os vectores (al 1 y Cal 2 con 

Cdl, asi como el producto de sus magnitudes, se sustituyen 

en las ecuaciones CD. 9 > y CD.10 >, para hallar los valores 

del ángulo de entrada 11' en las posiciones inicial y final 

del. mecanismo durante su trayectoria. 

Los val.ores de 'Vl y 'V2 asi obtenidos, se sustituyen en 

la ecuación CD.8) para conocer el valor de la integral. 

Las constantes CD.7> pueden calcularse con 

[b] 

[cJ 

CXA*-XA YA*-YAJT 

CXA*-XB* yA•-yB•JT 

mediante l.a fórmula de la distancia. 

CD.21l 

CD.22) 
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D. 1 CALCULO DEL VALOR DE S PARA UJS HEDANISKOS 1, 2 y 3. 

QUE GENERAN LA SEGUNDA OONFIGURACION 

PARA EL MECANISMO 11 1 • 

Datoe: 

De la tabla T 5.24 tenemos, para la posición inicial: 

XA 0.623 

YA 0.247 

xa 0.2 

YB 0.334 

XA*= 0.315 

YA•= 0.020 

XB*=-0.2 

yB•= O. 351 

y sustltuyendolos en la ecuación C0.14> 

Cal¡ 

y 

[o .423 

a = 0.432 

El vector [dl, se halla de la ecuación <D.10) 

[d] 

y 

[- o. 4 

d = 0.4 

O. 017 ¡T 

Sustituyendo estas dos ecuaciones en la ecuación CD.9> y 

haciendo operaciones. se tiene: 

- 0.423 • 0.4 - 0.087 • 0.01 

ljf¡ = cos-1 -------------------------------
0. 432 • 0.4 

resultando: 

ljf¡ = 171.0lº 
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Para su posición final, usando los val·ores de a y d, que 

son constantes, la ecuación CD. 20 > con las valores de la 

tabla T 5.24 que son: 

x2 - 0.695 

Y2 - 0.275 

x1 o 

Y1 o 
e = 4º 

se obtiene: 

Cal2 = C-0.291 -0.319JT 

y de la ecuación CD.9l 

Con los valores de \V1 y 'V2 , y los de las constantes 

CD.7> calculadas a partir de las ecuaciones C0.21> y C0.22>, 

b 0.383 

c = 0.612 

K b2 + c2 - a2 - ct2 

0.3832 + 0.6122 - 0.4322 - 0.42 

o. 1746°09 

L b c 

y 

0.383 * 0.612 

0.234396 

H a d 

0.432 * 0.4 

0.1728 
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se calcula el valor de la.integral sen la ecuación CD.e>: 

0.1738 <171.01 - 50.04> n 
51 (-------~--)2 (-------------------

o. 234396 360 

sen 342.02 - sen 100.08 

4 

.0.1728•• 0.174609 
+ ------------------- <sen 171.01 - sen 50.04> 

0.174609 <171.01 - 50.04> n 
+ (----------)2 

0.234696 720 

51 0.3558 

PARA EL MECANISMO 41 2 

Datos: 

De la tabla T 5.24 
XA 0.623 

YA 0.247 

XB 0.2 

YB 0.334 

XA*= 0.458 

YA•= 0.142 

xa*= o.o 

Ys•= o .324 

e 40 
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como la diada de entrada es igual a la del mecanismo #1 

laJ 1 [0.423 -0.087IT 

lal 2 [-0.291 -0.319JT 

y 

a = 0.432 

asimismo de la ecuación CD. lOl 

(di = (- 0.2 - O.OlJT 

que sustituyendo en CD.9ly CD.10): 

\ji¡ 165.71° 

'V2 = 44.72º 

Para obtener el valor de la integral s, se hacen 

sustituciones en las ecuaciones CD.21), CD.22> y C07): 
b 0.196 

e = 0.493 

K b2 + c2 - a2 - d2 

= 0.1962 + 0.4932 - 0.4322 - 0.22 

0.054841 

L O. 0966..28 

M 0.0864 

y sustituyendo en CD.8> 

52 = 0.48694 
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PARA EL MECANISMO# 3. 

Datos, de la tabla T 5.24: 

XA 0.623 

YA 0.247 

xa 0.2 

YB 0.334 

XA*= 0.539 

YA*= o .19 6 

xa*= 0.1 

Ya*= 0.326 

9 40 

Haciendo todos los cálculos de la misma manera que para 

loa dos primeros mecanism~s, se obtienen los valores 

siguientes: 
Cal 1= (0.423 -O.OB7JT 

tal2= (-0.291 -0.319JT 

a = 0.432 

b 0.098 

e = 0.458 

[d) [-0.2 -o.011T 

d 0.1 

'1'1 = 164.38º 

'1'2 = 42.89° 

y ~l valor de la integral es: 

53 = 0.5666 
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D.2 CALCULO DEL VJILOR DES PARA LOS MECANISMOS 1, y 2. 
QUE GENERAN t.P. ENESIKA OONPIGURACION 

Asi como se desarrollaron los cálculoS para conocer los 

parámetros de los mecanismos que generan la segunda 

trayectoria, se hacen los miemos cálculos para conocer los 
parámet:ros de los mecanismos que . geneC'an la enésima 

configuración. 

PARA EL MECANISMO • 
Datos: 

De la tabla T 5.28 
XA 0.624 

YA 0.271 

xe = 0.2 

Ye O .357 

XA*= 0.367 

YA*= 0.083 

xe•= -0.124 

Ye•= 0.348 

9 = 3. 6° 

Del desarrollo de loe c6lculoe ee obtienen: 

!all = (0.424 0.086JT 
!al2 = (-0.289 -0.322JT 

a = 0.433 

[di (-0.324 -0.009JT 
d = 0.324 

b 0.318 

c = 0.558 

'Vi = 169.97º 

lf12 = 46 .52º 



y el valor de la integral 

S¡ = 0.4153 

PARA EL llEDANISl«l 12 

Datos: 

De la tabla T 5.28 

XA = 0.624 

YA= 0.271 

xe = 0.2 

Ye = 0.357 

XAt= 0.316 

yA>= 0.031 
Xet=-0. 2 

Ye•= 0.361 

9 = 3.6 

Coma la diada de entrada es igual a la del mecanismo 11, 

[al¡ [0.424 0.086]T 

Cal2 [-0.289 -0.J22]T 

a 0.433 

[di [-0.4 0.004JT 

d o .4 

b 0.39 

e 0.612 

'1'1 167. 75 

'1'2 48. 7 

con: 

52 0.361 
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