“’“f? UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
i DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

ESTUDIO DE INTERFASES ENTRE
FASES UNIFORMES Y HEXAGONALES
EN BIFURCACIONES SUBCRITICAS

T E S ! S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE

F i S 1 CO

P» R E S E N T A

OCTAVIO MONDRAGOAN PALOMINO

DIRECTOR DE TESIS:
DR. DENIS BOYER

2004

FACULTAD DE CIENCIAS
SECCION ESCOLAR




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



£STA TESIS NO SALL
~7 1 A RIBLIOTECA



ACT. MAURICIO AGUILAR GONZALEZ

Jefe de la Division de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias

Presente

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo escrito:

"Estudio de interfases entre fases uniformes y hexagonales en bifurcaciones
subcriticas"

realizadopor  Mondragén Palomino Octavio

con nimero de cuenta 9850433-0 , quien cubrié los créditos de la carrera de: Fisica.

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio.

Atentamente

Director de Tesis

Propietario
g . Dr. Denis Boyer

Propietario

Dr. Faustino Sanchez Gardufio 7
Propietario — - ;

v . : /

Dr. Pablo Padilla Longoria Iable 1o e I~ .

Suplente Dra. Catalina Elizabeth Stern Forgach kdﬁ{b[f’““/(é&

Suplente Dr. Octavio Miramontes Vidal O . MLG\D{%\}

Consejo Departamental de Fisica

Aaa

PEahiiam il ol sl

— A



A quienes quiero tanto, Marta, Eduardo y Marianita.



Chacun est 1'ombre de tous.

Paul Eluard

He tenido mucha suerte. Ser estudiante de Denis Bover ha sido una afor-
tunada coincidencia. Denis, gracias por el esmero v paciencia que pusiste en
ser mi profesor y por todo el apoyo que me haz dado.

Siguiendo con los profesores v las felices coincidencias, quiero mencionar
a Victor Romero v a Jorge Ize. Sus cursos son los que mas disfruté y mas
me han motivado. No conozco un profesor tan entusiasta y feliz de ensenar
que Victor Romero. De Jorge sélo necesito decir que ha sido, por mucho, mi
mejor profesor de matemaéticas.

Por otra casualidad, como muchas otras personas, acabé ensandwicha-
do entre dos generaciones. Los cuates v amigos de los primeros tiempos:
Elias, Saiil, v Sac, a quienes recuerdo con mucho aprecio, no se olviden que
todavia debemos un osciloscopio. Los amigos del segundo acto: Ramén, Da-
midan (jgracias por aguantar estoiacinente mis entusiasmos experimentales!),
Mané, Emiliano, Natalia, Ferrdan, Amanda, Vero. Edahi, Victor, Ro, Ayari,
etc.., a todos les debo conocimiento v amistad.

Gracias a la Universidad que es diversidad. encontré a otros que me han
ayvudado a ver hacia direcciones distintas. Los babélicos: Waldo (jya son mas
de 10 anos!), Natalia, César y Enrique. Los islenos deliberacionistas: Anabel,
Lichis. Jano. Miguelo, Alvaro v Camila, todos amigos.

Para ti. Poli. todos estos meses juntos, deseando que sélo sean los primeros

sels.



Estudio de interfases entre fases uniformes y
hexagonales en bifurcaciones subcriticas

Octavio Mondrag6n Palomino
Asesor: Dr. Denis Boyer

Mayo de 2004



Resumen

Este estudio se concentra en la regién de biestabilidad del modelo de Swift-
Hohenberg para la conveccion de Rayleigh-Bénard (CRB). Analizamos la
dinamica de las fronteras planas entre regiones hexagonales y uniformes, v
exploramos brevemente las consecuencias de esta dindmica sobre la existen-
cia de configuraciones espacialmente desordenadas. A partir de un andlisis
débilmente no lineal, incluyendo efectos no adiabdticos, encontramos que el
movimiento de las interfases es bloqueado por la interaccion entre la escala
de variacion de la frontera y la longitud de onda del patron hexagonal. Las
configuraciones desordenadas estacionarias son predominantes inicamente en
el régimen no lineal. Estos resultados pueden ser extendidos a otros siste-
mas (quimicos, eléctricos, dpticos v ecoldgicos) con diagramas de estabilidad
similares al de la CRB cerca del umbral de la conveccién.
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Capitulo 1

Introduccion

Existen disefios geométricos que aparecen recurrentemente en muchos sistemas fisi-
cos, quimicos y biolégicos [1]. Estos patrones se caracterizan por estructuras espacio-
temporales, y suelen formarse de manera espontdnea en muchos sistemas fuera del
equilibrio, o en sistemas en equilibrio donde compiten interacciones atractivas de cor-
to alcance y repulsivos de largo alcance [2]. Los patrones que nos interesan aqui son
los que forman estructuras periddicas en sistemas bidimensionales espacialmente ex-
tendidos (las dimensiones horizontales son mayores que las verticales), como los que
se muestran en la figura 1.1. Las fotos a) a ¢) corresponden a patrones experimentales
de simetrfa uno (patrones de bandas), provenientes de: a) una reaccién quimica [1],
b) un sistema Gptico no lineal [3] y ¢) la conveccion térmica de Rayleigh-Bénard [1].
De d) a f) son patrones con simetria tres o hexagonales, en los mismos sistemas. Las
zonas claras y oscuras en las fotos corresponden a la modulacién espacial (o espacio-
temporal) de una variable fisica local (la concentracién, la intensidad luminosa, la
temperatura). En estos sistemas es posible pasar de una simetria a otra si se cambia
un parametro externo a través de un punto de bifurcacion.

Las geometrias comunes a muchos sistemas, pueden ser el resultado de mecanismos
microscépicos de naturaleza muy distinta. Mientras que las fuerzas que dan forma a
los patrones de conveccion son la gravedad, la friccién viscosa y la difusion del calor,
en los sistemas quimicos son importantes las constantes cinéticas de las reacciones,
las constantes de difusién de los reactivos y la temperatura del medio. Es decir que
las estructuras espacio-temporales son mas genéricas que sus procesos de formacion.
Los patrones mencionados arriba son los mads sencillos que se pueden encontrar, pero
estas no son las unicas simetrias posibles. Por ejemplo, existen patrones con simetria
cuadrada y patrones con simetria cuasicristalina como los de la figura 1.2, que co-
rresponden a ondas de Faraday [4]. Ejemplos mds llamativos por su apariencia, con
similares caracteristicas geométricas, se encuentran en la naturaleza en las pieles de los
mamiferos, reptiles, peces, conchas de los caracoles marinos [1], colonias de bacterias
(5], ete. Otros ejemplos se encuentran en la ecologia, con la formacién de estructuras
vegetales en zonas semidridas [6, 7).



Figura 1.1: Patrones de bandas y hexagonales en una reaccién quimica ( a y d) [1],
en Optica (b y e ) [3] v en conveccidn térmica (¢ v f) [1].

Figura 1.2: a) Patron cuadrado en el experimento de Faraday. b) Patrén cuasicristalino
en el mismo experimento [4].
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Figura 1.3: a) Las dislocaciones de orientacién opuesta pueden “atraerse” y aniqui-
larse, dando paso a una estructura mas ordenada como en b).

Una propiedad notable de los patrones periodicos es que se forman rompiendo
simetrias de rotacién y traslacién de un sistema uniforme inicial. Estableciéndose
en las configuraciones mas simples un orden traslacional y de orientacion de largo
alcance en el sistema. Sin embargo este orden periddico puede ser roto por los llamados
defectos topoldgicos. En la figura 1.1 todos los sistemas tienen estructura periddica.
A pesar de esto, la aparicién de defectos o imperfecciones es casi inevitable durante la
formacién de los patrones. Una situaciéon analoga se encuentra en los sélidos cristalinos
[8]. Un defecto topoldgico se puede ver como la estructura espacial que conecta dos
estados estables diferentes del sistema [9].

Los defectos son genéricos, es decir que asi como se pueden distinguir geometrias
comunes a varios sistemas, también se pueden aislar los defectos “ladrillo” en los
que se pueden descomponer todas las imperfecciones sin importar el detalle de la
estructura en la que viven [10]. Una clasificacién 1til de los defectos topoldgicos se
hace de acuerdo a las simetrias que rompen.

Las dislocaciones son los defectos mds estudiados. En el caso de un patron de
bandas, las dislocaciones aparecen donde una banda adicional termina como en la
imagen de la figura 1.3 a) [11]. La presencia de dislocaciones en densidad finita y
distribuidas al azar es suficiente para romper el orden de traslacién de un sistema
libre de defectos (véase figura 1.3 b)). Las configuraciones defectuosas pueden tener
un tiempo de vida muy prolongado (metaestables).

Otro ejemplo de defecto es una frontera de grano, que es la region donde dos
patrones con orientaciones o geometrias distintas se encuentran. Su nombre le es dado
en analogia con la fisica de cristales. La frontera de grano es un defecto topologico
asociado con la simetria de rotacién de los patrones, o el rompimiento del orden



y t>1,

Figura 1.4: El movimiento de la intnnerfaz puede “favorecer” a un patrén y homo-
geneiza al sistema. Sin embargo, para valores precisos de los pardmetros, la frontera
puede ser estdtica, conservandose el estado mezclado que se esquematiza en la figura

a).

orientacional del patrén perfecto. En la figura 1.4 mostramos un ejemplo de este
defecto entre dos patrones de bandas ortogonales entre si.

Los defectos en general no son estdticos. Por ejemplo. en sistemas extendidos que
evolucionan hacia el equilibrio, se ha observado que tienden a desaparecer. La evolu-
cion temporal de los sistemas espacialmente extendidos que rompen simetrias, como
los que forman patrones espaciales, depende en gran parte de sus defectos topologicos
[12]. Esto sucede a través de mecanismos mds o menos bien conocidos; las dislocacio-
nes como las de la figura 1.3 a), se acercan hasta que se compensan mutuamente (se
aniquilan) y se obtiene el patrén ideal de la imagen b). El movimiento de las fronteras
de grano en los patrones de convecciéon ha sido estudiado sisteméticamente cerca del
régimen en el que se establece la conveccion (13, 14]. Por ejemplo, en los trabajos
de Manneville y Pomeau [13] y Malomed et. al. [14] se han estudiado las leyes de
movimiento de las interfases entre regiones de bandas con orientaciones distintas.

En particular, estos mecanismos explican que las configuraciones ricas en defectos
puedan evolucionar a configuraciones mas sencillas. Se puede decir que la disminucion
de la densidad de defectos causa un aumento en el orden del sistema, pues éste se
vuelve espacialmente mas homogéneo. En la figura 1.4, una frontera se mueve y el
dominio de bandas con mayor longitud de onda termina por ocupar todo el espa-
cio. Sin embargo, los defectos no siempre evolucionan, haciendo que configuraciones
complicadas, o con poco orden, subsistan en el tiempo en estados metaestables.

Un caso importante son los sistemas en los que pueden coexistir dos (o mads) es-
tados de simetrias distintas, pues pueden llevar ficilmente a estados desordenados.



Configuraciones heterogéneas se han observado experimentalmente en la conveccion
de Rayleigh-Bénard [15, 16], en materiales granulados excitados por medio de vibra-
ciones [17], en sistemas de descargas eléctricas en gases [18] y en sistemas opticos
no lineales [3]. Estas configuraciones se caracterizan por regiones o “islas”, donde
un patrén dado (A) prevalece, rodeadas de regiones compuestas de otro patrén (B).
Entonces, los defectos relevantes para el estudio de estos sistemas son las interfases
A-B.

En los ejemplos mencionados arriba, los diagramas de bifurcacién, que nos in-
dican la estabilidad de los patrones como funcién de un pardametro de control, son
similares. En la figura 1.5 mostramos unos diagramas de bifurcacién experimentales:
aumentando lentamente el valor del pardmetro de control (en cada caso ¢, Uy 6 y), a
partir de un estado uniforme trivial, sin patrén, se llega a una bifurcacion en la que
espontdneamente aparece un patréon hexagonaln estable. En los tres casos se observa
un régimen de coexistencia, o biestabilidad, de los hexdgonos y del estado uniforme,
en cierto intervalo del parametro de control.

Las ecuaciones diferenciales parciales que describen un sistema en el que aparecen
patrones hexagonales, se caracterizan por tener una forma variacional, es decir que
las “ecuaciones de movimiento” del sistema provienen de un funcional F', que tiene
un papel andlogo al de una energia libre. En el régimen de biestabilidad, cada uno
de los dos estados estables corresponde a un minimo local de la energia libre F'. Se
puede saber cudl de los dos estados es el mds “favorable” comparando el valor de F
correspondiente: el minimo local con el valor méds bajo de F' corresponde al estado
absolutamente estable y el otro a un estado “metaestable”. Sin embargo, estos valores
minimos de la energia no son suficientes para una descripcion dindmica. Una manera
de conocer el destino de los dos estados en el tiempo, es observar su comportamiento
cuando coexisten espacialmente.

En este sentido, estudiar la dindmica de las fronteras tiene importancia. Depen-
diendo de si las interfases se mueven o no, los sistemas bidimensionales se ordenaran
rapidamente en estados homogéneos o se quedaran en estados complejos, heterogéneos
v desordenados.

El propdsito de este trabajo es estudiar la dindmica de una frontera plana que
separa una regién de hexdgonos de una region uniforme sin patrén, en el régimen de
biestabilidad. El contexto inicial es la conveccién de Rayleigh-Bénard, pero nuestros
resultados son generalizables a otros sistemas que detallaremos mds tarde.

Este reporte estd organizado en tres partes; en el Capitulo 2, después de definir el
contexto fisico de la conveccién de Rayleigh-Bénard y el origen de los modelos feno-
menologicos (de Swift-Hohenberg) que describen la formacion de patrones periddicos,
hacemos una introduccion al formalismo de ecuaciones de amplitud que emplearemos
mas adelante para describir la evolucion espacio-temporal de los patrones. Luego, a
través de un ejemplo sencillo, presentamos el método de la energia con el que se calcu-
la la ley de movimiento [14] de una interfaz que divide al patrén hexagonal del estado
uniforme conductivo, el primer orden en teoria de perturbacién. En el Capitulo 3
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Figura 1.5: Diagramas de bifurcacién experimentales para: a) Conveccion de Rayleigh-
Bénard [15]. En el recuadro, la bifurcacién subcritica a los hexdgonos ocurre en g,
v la desestabilizaciéon del estado conductivo en ¢ = 0. b) Descargas eléctricas en un
gas [18]. Por encima del voltaje critico U,, aparece el patron hexagonal de filamentos
de corriente en un fondo dieléctrico. Si se reduce el valor del voltaje de control U,,,
disminuye la cantidad de filamentos hasta regresar al estado dieléctrico inicial. c)
Sistema 6ptico [19]. El trazo continuo y el discontinuo corresponden, respectivamen-
te, a las soluciones estables e inestables del estado homogéneo. Los circulos indican
el mdximo y el minimo de los patrones hexagonales. En el intervalo [yr4,yr—| los
patrones hexagonales y el estado homogéneo coexisten.



presentamos nuestros resultados originales, que incorporan las llamadas correcciones
no adiabaticas al formalismo estandar de las ecuaciones de amplitud. Demostramos
que unicamente en el régimen no lineal y gracias a la interaccion entre las dos escalas
de variacion naturales del sistema, la interfaz hexagonal-uniforme puede ser estatica.
Este mecanismo puede explicar la estabilidad de configuraciones desordenadas obser-
vadas en muchos sistemas, tanto en experimentos como en simulaciones numéricas.
En el Capitulo 4, confrontamos estos resultados con lo que se obtiene de la reso-
lucién numeérica directa de la ecuacién de Swift-Hohenberg. También ilustramos las
consecuencias que tiene la dindmica de las interfases para la formacién de estados
desordenados.
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Capitulo 2

Formacion de patrones y la
dinamica de fronteras

2.1. Conveccion de Rayleigh-Bénard en sistemas
espacialmente extendidos

2.1.1. Descripcidon general

Se conoce como conveccion de Rayleigh-Bénard al flujo convectivo que sucede
bajo las circunstancias ilustradas en la figura 2.1.1; una capa horizontal de fluido es
calentada por debajo y enfriada por arriba, de manera que las superficies superior e
inferior se mantengan a temperatura constante 7, v 7T} respectivamente, con T} > Tb,.
La inhomogeneidad en la temperatura provoca un flujo de calor, es decir que el sistema
estd fuera del equilibrio termodindmico. El sistema se extiende ad infinitum en las
dimensiones horizontales v tiene un ancho d. Consideramos que el sistema se encuentra
en la aproximacion de Boussinesq: el calentamiento es moderado, la ecuacién de estado
del fluido es p = pref(1 — @(T = T,ey)), donde T,.s es una temperatura de referencia,
pres la densidad a esa temperatura y a el coeficiente de expansion térmica. En las
ecuaciones de Navier-Stokes el fluido es aproximado como incompresible, salvo en el
término de flotabilidad. Las propiedades fisicas del fluido son constantes en toda su
extension.

Cuando la diferencia de temperatura es pequena, se observa un régimen de con-
duccion (difusion del calor por la Ley de Fourier). El régimen también es llamado
uniforme porque el campo de velocidad es nulo y el campo de temperatura no depen-
de de las coordenadas zy y s6lo depende de z (T" = T'(z)). El estado del sistema tiene
las mismas simetrias que las condiciones de frontera. En esta secciéon nos ocupamos
de mostrar el origen fisico de la inestabilidad primaria que lleva del estado conducti-
vo, al convectivo y presentamos una explicacion cualitativa de los parametros que la
determinan.
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Figura 2.1: Una burbuja de fluido caliente desplazada infinitesimalmente de su posi-
cién inicial, sube impulsada por la fuerza diferencial de flotacién, f;. Este movimiento
es contrarrestado por el intercambio de calor y la friccién viscosa con el fluido circun-
dante maés frio.

La estabilidad del régimen conductivo depende del balance de tres factores. El
primero es un factor desestabilizante debido a la fuerza de gravedad y se ocupa de
inducir el movimiento. La diferencia AT = T, — T5 se traduce en una diferencia de
la densidad, por lo que una burbuja de fluido en el fondo del recipiente es més ligera
que una en la parte superior. Si una burbuja del fondo caliente es desplazada una
distancia dz hacia un entorno mas frio, sobre ella actia una fuerza diferencial de
flotacién por unidad de volumenmnn f;, que la sube a una regién mas fria, donde
de nuevo se ejerce una fuerza ascendente y asi sucesivamente. Esta fuerza se puede
cuantificar por el tiempo caracteristico 75 que una burbuja de liquido caliente (frio)
tarda en subir (hundirse) una distancia d:

d
fo=gpalAT =pa=p— , (2.1)
B

donde g es la aceleracion de la gravedad, p es la densidad promedio, « es el coeficiente
de expansién térmica y a es la aceleracién de la particula de fluido.

Hay dos mecanismos estabilizantes que impiden el ascenso de la burbuja. El mo-
vimiento desde el fondo es amortiguado por la friccién viscosa, f,, con el fluido cir-
cundante y por el enfriamiento de la burbuja (difusién del calor) a medida que sube.
Ambos procesos disipativos obedecen leyes de la forma

0 2
o) 0 VR (2.2)
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Los coeficientes de proporcionalidad son la viscosidad cinemadtica v = 1, donde 7 es
la viscosidad dindmica, y la difusividad del calor k = X, donde x es la conductividad
térmica y C es la capacidad calorifica por unidad de volumen. Estos dos coeficientes
tienen dimensiones de aceleracion, de manera que se pueden definir los tiempos 7, de
disipacion y 7, de difusion de la burbuja:

2

i = i— (2.3)
2

& = i— (2.4)

Cualitativamente, se puede esperar que el régimen de convecciéon se establezca
cuando la fuerza de gravedad, f,, supere a los efectos retardantes de la friccion viscosa
v el enfriamiento térmico. Por lo que, en términos de los tiempos definidos arriba, una
condicién cualitativa para la conveccion es

LTl AT (2.5)
™ TB

Cuando (7,/78)(7/78) < 1, la fuerza desestabilizante, 7;, es insuficiente para hacer
que la burbuja caliente (fria) suba (baje) suficientemente rdpido, dando tiempo a que
los procesos difusivos contrarresten las perturbaciones del estado uniforme, haciendo
que el fluido se mantenga en calma. En cambio, si (7,/75)(7x/78) > 1, sea 75 < 7,7,
la flotabilidad es suficientemente grande para causar una conveccion que puede llegar
a ser turbulenta.

El producto que aparece del lado izquierdo de (2.5) se conoce como el niimero de
Rayleigh R. Sustituyendo (2.3), (2.4) y (2.1) en (2.5), R se escribe como

B gaATd3
T vk

R (2.6)

A R se le llama frecuentemente el parametro de control pues contiene a AT,

que es la variable fisica que determina cuan alejado estd el sistema del equilibrio

termodindmico. El valor de R por arriba del que se establece la conveccion, es conocido

como el valor critico, R., en el que ocurre una bifurcaciéon. El nimero de Rayleigh

reducido, €, es la distancia adimensional por encima de R, y nos indica que tan lejos
se encuentra el sistema del estado conductivo:

R

g=—=1, o

R (2.7)

Cuando R > R, (e > 0), el establecimiento de la conveccién rompe la homoge-

neidad del estado bdsico de conduccién. Como todo el fluido frio no puede descender

simultdneamente, este empezara a moverse hacia arriba y hacia abajo en un patrén

que, en general, tiene una estructura espacial. El ordenamiento mads sencillo de un
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T+AT ¥

t v,(z=d/2, x)

B T e
1COSEE
e + * + + <

Figura 2.2: Esquema del patréon de bandas mds sencillo que se obtiene por encima
del umbral de la conveccién. Las flechas indican el sentido del flujo convectivo. La
grafica de la derecha muestra el patréon de bandas que se obtiene cuando se mide la
velocidad del fluido medido en el plano medio z = d/2.

estado convectivo consiste de rollos paralelos, como los que se esquematizan en la
figura 2.2. Esto se observa para distancias 0 < ¢ < 1. Al alejarse del punto de la
bifurcacién, es decir al incrementar €, bifurcaciones secundarias pueden ocurrir, lle-
vando al sistema hasta un régimen caético. Por lo tanto, nosotros nos limitamos a
estados primarios, que son esencialmente periddicos.

El nimero de Prandtl Pr es otro parametro adimensional de control necesario
para describir la formacién de patrones convectivos y se define como

v

P = 2 (2.8)

De manera analoga al numero de Rayleigh, Pr puede ser visto como la razén del
tiempo de difusion 7, y el tiempo de relajacién viscosa 7,, por lo que determina la
fuerza relativa de los dos mecanismos de disipacion.

2.1.2. Fenomenologia de la formacién de patrones

Hay varios caminos para encontrar soluciones aproximadas de las ecuaciones de
la hidrodinamica del problema de conveccién. El primero es la linealizacion, que per-
mite buscar una soluciéon en forma de modos normales, pero en la que cualquier
fenémeno proveniente de la no linealidad queda eliminado. El segundo es resolverlas
directamente con un método numeérico, en ésta se resuelven las ecuaciones de manera
aproximada pero en toda su complejidad. En este caso la renuncia a cualquier cono-
cimiento analitico de las soluciones estd implicita. Una alternativa que usaremos a
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Figura 2.3: Tasa de crecimiento ¢ en funcién del nimero de onda para varios e. El
ancho Ak de la ventana de nimeros de onda es proporcional al inverso de la longitud
de coherencia &.

continuacion, es trabajar con modelos reducidos (ecuaciones diferenciales parciales)
que, aunque menos complejas que las ecuaciones de movimiento del fluido, integran al-
gunas caracteristicas no lineales del problema y sus soluciones pueden dar una imagen
realista del comportamiento del sistema.

La primera caracteristica que debe de estar contenida en el modelo, es la inesta-
bilidad lineal que destruye al estado conductivo. Para las ecuaciones linealizadas de
movimiento del fluido, podemos buscar soluciones con forma de modo de Fourier

WY(z,t) = Yo’ 4 ce. | (2.9)

donde #)(z, t) es una funcién real llamada pardmetro de orden local, que representa la
componente vertical de la velocidad del fluido medida en el plano medio z = d/2 (véase
figura 2.2). c.c. denota el complejo conjugado, la tasa de crecimiento o es un nimero
real en el presente caso y k es el vector de onda del modo. En el estado conductivo
(e < 0) ¥ = 0. Sustituyendo (2.9) en las ecuaciones linealizadas, se encuentra una
relacion de dispersion o (k). La dependencia de o respecto de k se muestra en la grafica
de la figura 2.3, para tres valores del niimero de Rayleigh reducido ¢, cerca del punto
de bifurcacion.

Segun estas curvas, el estado basico homogéneo es estable si no hay un k tal que
o > 0, este es el caso cuando € < 0. Si el pardmetro de control es mayor a cero, aparece
un pequerno intervalo de de nimeros de onda al rededor de ky que corresponde a modos
crecientes. Después de un tiempo suficientemente largo estos modos dominan sobre
el estado homogéneo, apareciendo un patrén con nimero de onda al rededor de k.
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La parte lineal del modelo se puede construir partiendo de la relacién de dispersién
de la figura 2.3 y de las caracteristicas fisicas del sistema. La forma mas sencilla de
aproximar o es como una pardbola invertida. El desarrollo de o(e, k) en serie de Taylor
cercadee=0y k= kyes

2

%)e+%(%)(k—kg)2+.... (2.10)
Esta forma garantiza que el patrén que emerja tendra un nimero de onda k = kg
finito, caracteristica que es comin a muchos sistemas fisicos donde se forman patrones.
Con un signo negativo delante del segundo término del lado derecho, la ecuacién (2.10)
reproduce también la relacién de dispersién mds simple; si do/de > 0y si el pardmetro
de control se encuentra por debajo un cierto valor critico, entonces o < 0 para todo
k. Cuando el valor de € estd por encima de ese valor critico, entonces o > () para
numeros de onda k ~ kg.

La capa de fluido se extiende infinitamente, es decir que no tiene fronteras en el
plano horizontal, como consecuencia el vector de onda del modo creciente no adopta
una direccién particular. Por lo tanto o = o(|k|). Atin mds, de (2.10) necesitamos
como minimo que o sea dos veces diferenciable respecto de k, es decir o = o (k?).

Bajo las condiciones impuestas anteriormente, la relacién de dispersion mds sen-
cilla toma la forma

ole, k) = (

2
oc=€— &“E(k"’—kg)z. (2.11)

Donde la constante & /4k% adquiere su forma por posterior conveniencia.

En un anadlisis lineal de perturbaciones, supondriamos que la solucién a nuestras
ecuaciones se escribe como ¢ = ¢, + 07, donde 1), es la solucién de base (el estado
conductivo ¢, = 0) cuya estabilidad queremos analizar y 1) es una perturbacién, la
cudl tiene la forma

8 (z,t) = dehee” cos(kx) | (2.12)

pues debe de ser solucién de las ecuaciones linealizadas y, en caso de ser un modo
inestable, cuando ¢ — oo el patron de bandas que aparezca debe de tener el perfil de
cos(kx).

A partir de (2.11) y (2.12) la parte lineal de nuestra ecuacién modelo, en dos
dimensiones espaciales, para la funcién parametro de orden local ¢)(z,y,t) debe de
ser

J £ 2\2

—p=ep — =5 (A+ ki)Y, 2.13
donde A es el laplaciano. Ahora es necesario agregar términos no lineales que sean
congruentes con la geometria de los patrones, en la siguiente seccion veremos por



16

qué son necesarios. Para la conveccién de Rayleigh-Bénard cerca de la bifurcacion, se
introdujo la llamada ecuacién de Swift-Hohenberg [20]

d Ex gsn .

—tp = eh — 2 (A + k)2 — 3, 2.14
5 = € 4k5( o) Y=y, (2.14)
donde t(xz,y, t) representa la componente vertical de la velocidad del fluido medida
en el plano medio z = d/2, el pardmetro € es el nimero de Rayleigh reducido y & es la
longitud de coherencia. En (2.14), el estado homogéneo de la conveccién corresponde
a la solucién trivial ¢¥» = 0. Las coordenadas (z, y) corresponden al plano horizontal.

2.1.3. La necesidad de ser no lineal

Hasta ahora sélo hemos analizado la parte lineal del problema. Sin los términos
no lineales de la ecuacién (2.14), los modos lineales crecientes divergen en t — oo. El
término ciibico, ¥*, v en general los términos no lineales, juegan un papel importante
de estabilizacion cuando la perturbacién inicial ha crecido mucho.

Veamos cudl es el origen fisico de una no linealidad ciibica (¥*) en (2.14), pensando
en el patron de bandas que se observa en un fluido de Boussinesq cerca del umbral de
la conveccion. En esta aproximacion, el fluido se considera incompresible, excepto en
el efecto de la fuerza diferencial de flotacion, es decir un fluido en el que la densidad es
unicamente funcion de la temperatura y no de la presion. Propiedades del fluido como
son la viscosidad, v, la difusividad del calor, a. vy el coeficiente de expansién térmica,
K, se aproximan como constantes. Agregando a esto condiciones de frontera iguales
en z =0y 2 = d, el sistema es invariante por reflexién respecto al plano z = d/2.
La necesidad de la saturacién del crecimiento lineal (para estabilizar los patrones).
por un lado, y la consistencia con las simetrias del sistema, por el otro, se satisface
agregando el término ¢®, pues esto hace invariante a la ecuacién (2.14) ante el cambio
de signo de la solucién 1» — —1). El término 10* es responsable de la estabilizacién
de los patrones de bandas, o con perfil senoidal de ¥ (véase figura 2.2).

La ecuacién completa de Swift-Hohenberg en su forma (2.14) cumple con otras
propiedades: es invariante respecto de traslaciones r — z+a. pues el operador diferen-
cial tiene coeficientes constantes, es invariante respecto de reflexiones © — —z, pues
no hay derivadas espaciales impares, y es invariante respecto de rotaciones porque el
vector de onda interviene como el escalar k2.

Experimentalmente, en la conveccion de Rayleigh-Bénard se pueden observar otros
patrones mas complejos, por ejemplo hexagonales, es decir, que el flujo convectivo se
ordena en celdas como las de la figura 2.4. Del modelo (2.14) con término cibico no
se puede predecir la aparicién de tales configuraciones, por no ser estables. El modelo
de Swift-Hohenberg se puede generalizar agregando otros términos no lineales tanto
en 1) como en sus derivadas espaciales. Una ecuacién simple que admite soluciones



Figura 2.4: Si las propiedades del fluido dependen de la temperatura, éstas cambian
con el sentido del flujo: el fluido que baja forma pequenas islas y el que sube llena el
resto del plano. Por lo tanto no hay mas simetria de inversion. Aqui se puede apreciar
el flujo en un patrén hexagonal.

hexagonales, como mostraremos en la seccién 2.3.4, incluye un término g,v/%:
) J 2y

2
%L’; =) — f—%(.ﬁ+kg)2+gﬂj}2 —?, (2.15)
con g > 0 sin restriccion de generalidad. La interpretacion de la funcion ¢ y los
parametros €, & v ko no cambia respecto de (2.14). Veamos las consecuencias y el
significado fisico que tiene el nuevo término cuadratico.

Como resulta evidente, ¥* rompe la simetria vertical v» — —1. Puesto que v
representa la velocidad vertical en el plano medio (d/2), eso significa que la simetria
de reflexion respecto del plano medio es rota. Esa asimetria puede ocurrir cuando
las propiedades constitutivas del fluido (densidad, viscosidad, etc.) dependen de la
temperatura, y por lo tanto de la coordenada z. Esta dependencia es despreciada
en la aproximacion de Boussinesq, pues su efecto es normalmente pequeno. En la
ecuacion generalizada (2.15), el pardmetro g, incorpora la asimetria de la viscosidad
v, el coeficiente de expansion térmica c, la difusividad térmica k, la densidad p y la
capacidad calorifica C en las fronteras del fluido, por lo que le llamamos constante de
efectos no Boussinesq.

En general, los términos no lineales son responsables de la seleccion de la solucion
v de la simetria del patrén resultante.

2.2. Otros ejemplos de formacion de patrones

Los modelos (2.14) y (2.15) fueron construidos en el contexto de la conveccion
de Rayleigh-Bénard, sin embargo se ha mostrado que estas mismas ecuaciones, o
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algunas similares, pueden describir la formacion de patrones en diversos sistemas
fuera de equilibrio. Este hecho nos permite suponer que los métodos y resultados
de este trabajo son generalizables ficilmente a los modelos que presentamos abajo.
siempre y cuando nuestras aproximaciones sean validas en los sistemas que describen.

a) Un fundido de copolimeros de dibloque es un liquido compuesto de macro-
moléculas, donde cada macromolécula estd compuesta por dos subcadenas quimica-
mente distintas (A y B) atados por un vinculo covalente. En ciertos casos, las fases A
v B se separan, formando dominios ricos en A y otros ricos en B. Debido a la unién
covalente, esa separacion no puede ser microscopica en los copolimeros de dibloque, v
genera patrones macroscopicos. La dindmica de la separacion de fases de los polime-
ros de dibloque se modela frecuentemente por una una ecuaciéon de Ginzburg-Landau
dependiente del tiempo [2, 21, 22, 23]

) ' ‘

Lo A4y + 4 - Li DY) = (% — o) (2.16)
donde la funcién parametro de orden local ¢ es la diferencia local de concentracion
entre las dos especies quimicas, € y ky juegan el mismo papel que en la ecuacion de
Swift-Hohenberg, a saber la distancia adimensional al punto en el que se inestabili-
za un estado uniforme sin patron y el numero de onda dominante de la estructura
(relacionado con el tamano de las cadenas), respectivamente. M es la movilidad.

b) En zonas dridas, el ordenamiento de las plantas en patrones es la regla. Debido
a la competencia por los escasos recursos, los arreglos de "manchas”de vegetacién de
un tamano caracteristico son preferidos a las distribuciones espacialmente uniformes
[6]. En [7], la autorganizacién espacial de la vegetacién en ecosistemas con recursos
limitados se modela a través de la ecuacion

d ; . -
a_f;:(l_,u,)p+(A_1)pz_p3+1/z(y_p)w_1/8,;&;;, (2.17)

donde p es la densidad de fitomasa por unidad de superficie, g (andlogo a € en SH) es
la razon de la tasa de crecimiento a la tasa de decrecimiento y se le puede ver como
una medida indirecta de la escasez de recursos. Los pardmetros A y L son una medida
de la competencia entre las plantas por los recursos disponibles.

¢) En la quimica, la ecuaciéon de Swift-Hohenberg (2.14) es el modelo al cudl se
puede reducir la dindmica de formacion de patrones durante procesos de reaccion-
difusiéon de Turing cerca del umbral [24].

Modelos similares han sido utilizados para describir descargas eléctricas en gases
(18] y fenémenos dpticos no lineales [19].

2.3. Formalismo de las ecuaciones de amplitud

Para estudiar la dinamica de los patrones partimos de la geometria del flujo con-
vectivo. Cuando 0 < € < 1, suponemos que la ecuacién de Swift-Hohenberg tiene
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soluciones estacionarias aproximadas de la forma

N o=
Y= Ane*T 4 ce. (2.18)

n=1

donde A, es la amplitud del modo ky v N es la simetria del patron. N = 1 para
bandas, N = 2 para cuadrados y N = 3 para hexdgonos. Es decir que el patrén se
describe como la resultante de N ondas planas.

Se llama ecuaciones de amplitud a las ecuaciones que gobiernan la evolucién de
las funciones A4,. En esta seccién mostraremos de forma explicita como deducirlas a
partir de la ecuacién modelo de Swift-Hohenberg (2.14) o su extension (2.15).

La principal razon para usar estas ecuaciones es que es son mas sencillas de resolver
que la ecuacion de Swift-Hohenberg. Otra de sus ventajas, es que son genéricas, y de
cierto modo universales cerca del umbral de la bifurcacién, pues aparecen con la
misma forma en otros sistemas donde hay formacién de patrones, por lo tanto con
las mismas soluciones. Sirven de ilustracién los patrones de Turing [9], y los que se
forman en los copolimeros de dibloque [21]. Los pardmetros constantes que aparecen
en las ecuaciones de amplitud son especificos al sistema que modelan.

2.3.1. Analisis de multiescalas

El primer caso que tomaremos como ejemplo es el de un patron de bandas como
los que suelen aparecer en la conveccion de Rayleigh-Bénard ligeramente por encima
del establecimiento de la conveccién (0 < € < 1). En estos patrones el flujo convectivo
estd ordenado en franjas paralelas caracterizadas por un solo vector de onda Tr} = koZ.
Si 0 < e < 1, suponemos que la funcién pardmetro de orden local puede aproximarse
como un solo modo

¥(z,y,t) = A(z, y, t)e?*® + A(z, y, t)e~ o | (2.19)

donde la funcion A(z,y,t) es la amplitud del patrén, que a priori depende de la
posiciéon y el tiempo. Para estudiar el patrén queremos encontrar la ecuacion que
gobierna la evolucion de A.

El sistema es de hecho bidimensional, permitiendo ligeras modulaciones en las
direcciones z y 9. De modo que (2.19) resuelve la ecuacién de Swift-Hohenberg

2 2 2
% = et) — 45—%(%5+6—6y5+k§)2w—w*. (2.20)

La idea general para derivar las ecuaciones de amplitud es llamada andlisis de
multiescalas que consiste en aprovechar la separacién natural entre las escalas de
variacién de la modulacién A(z,y,t) y de la estructura periddica local eto®.

Cuando € < 1, la amplitud varia lentamente en el espacio respecto del térmi-
no oscilante y la variacion temporal es pequena; por lo tanto es conveniente hacer
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una distincién explicita entre las variables del portador e** y las de la modulacién
A(z,y,t), escribiendo
P(x,y,t) = A(X, Y, T)e*® + c.c. (2.21)
v haciendo la sustitucion
3_}8_’_6 0_}0_{_8 0_)0_{_3
dr Ox O0X ' Oy Oy 9Y ' Ot ot 0T
en el modelo de Swift-Hohenberg. Las derivadas 9/0X, 8/0Y y 0/0T actian en A
tinicamente e identificamos 9/0x = ik, 9/0y = 0, /0t = 0 cuando se aplican al
factor oscilante.
Para conocer el orden relativo de las derivadas que se aplican a las amplitudes,
suponemos que A incluye una ligera modulacién espacial, es decir
A(X,Y,T) = a(T)et0k=XtehY) (2.23)
con 0k, 0k, < ko. Esto es equivalente a suponer que las modulaciones tienen un
nimero de onda k = (ko + 0k;)Z + dk,§. La parte lineal de la ecuacién (2.20)

(2.22)

) g gt

e —_— ;‘ . s

V=Y~ 1glom TaE TRV, (2:24)

aplicada a (2.21) da

lda £ 2 =

s = gkt ok o) + 0k2 — k2)? (2.25)
€ — %“(2&05@, + 6k2 + 0k2)% . (2.26)

0

Requerimos que los distintos términos de la ecuacion (2.26) sean del mismo orden de
magnitud. Comparando los términos independientes de orden mas bajo dentro del
paréntesis, vemos que
- N 2 —
Oky ~ Ok, . (2.27)
De las correspondencias entre /90X y dk,. 3/0Y y 0k, podemos deducir la relacién
entre las derivadas que actian sobre la amplitud:
0 0? o
—A~veAn —A~n —A. 2.28
oT 0X? oY+ ]
De donde las variables que describen las variaciones de la amplitud A(X, ¥, '.f‘) estan
dadas por

T = T (2.29)
X = é°x (2.30)
Y = /iy . (2.31)
Cuando € — 0, las variables X, Y y T son muy lentas comparadas con z (X) , y (Y)

vt (-
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2.3.2. Deduccidén de las ecuaciones de amplitud

Con la definicién de las variables X, Y y T', los operadores diferenciales se escriben
€omo

2 - ﬂ uzi 2.32
%z 0z ¢ 8x (432)
Y = an < 2
Or J Yy (2:88)
d 0

De donde la segunda derivada espacial se escribe como

B8 P anld
ox?  Oy* 022 © oz 0X  9X? oYz’

El operador lineal (3}3 + ?3;? + k2)? en (2.20) queda expresado como una serie de

Taylor en potencias de €'/?

0? 62 5 9? 5 120 0O 0* 5 BR
A — (2 9112 Y i 12 9 2
(612 +!r) (82+k+ e o 6X+Fa){2+e 8}’2)
0? 62 Jd 0 F G
= + k? I Az + k2 2
(552 5)% + €2 {4( )5, %t 6:526Y2}
32 0? 82 0? g 90 0 o
e 52 5 2ax arax vz oy
+ &2 {4 L +2 82 b+ 2{‘—} (2.36)
9z 9X3 axmw X! B
El siguiente paso es suponer que la funcién pardmetro de orden local ¥ puede
escribirse también como una serie de potencias de ¢'/2:
P = EUQT,"-'UQ + e + 63}’2’!,193‘{2 o y (23?)

con 12 = O(1),¢1 = O(1)... .

Si ahora sustituimos esto y el desarrollo (2.36) del operador en (2.20), obtenemos
la ecuacién de Swift-Hohenberg desglosada en ordenes de €'/2.

En el orden mas bajo €'/?, obtuvimos la ecuacién

2

I} a & f
Leprya = ( + k§) 12 =0. (2.38)

Ox?
El operador L. actia tnicamente sobre la escala rapida, por lo que la solucién
mas simple de la ecuacién (2.38) es

’lpug(.’f, Y, t) = A]_J(g(_.}z, 1}._ j:')eiko:': o i o (239)
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donde la amplitud Aug()"{, Y,T) depende de las escalas lentas tinicamente. La ecua-
cion (2.39) justifica la forma (2.19) de .
En el orden e, la ecuacién de Swift-Hohenberg es

a 0 0? 8? )
fh = =29 — 2 /
Lap = =225 o= + - (5 + k)Y (2.40)

92 . i .
Como (Ef? + k3)t1/2 = 0, entonces L., = 0. La ecuacién para v, es la misma que
para 1, 2, entonces podemos elegir ¢; = 0.
En el orden €*/2, se determina th3/2 a partir del conocimiento de los érdenes ante-
riores:

a 0 0° &= . ok

) 0
Lepsyp=—[—= -1+ 0

2

+2 — + k)0 (2.41
5T 1,{2 4&2[ ar(?JY (j}/2) aY?(a )]]?1' 1/2 ( )

De (bf};:} + k&)1 /2 = 0, la ecuacién anterior se reduce a

0 y & . 8 8 0?
L(_' by /s = === 1 . ‘ 0 2_ e y
War2 [6T +1D;,u t+ 4k§( T —BX aY!) ]T%’i{? L
que se puede escribir como

Lepyys = Lapijs— i), (2.42)

donde £ es un operador lineal.

La ecuacién (2.42) tiene solucion para vy, si el término inhomogéneo Lahyye— Ui
es ortogonal al nicleo del adjunto de L.. Esta condicién de solubilidad se conoce como
el teorema de Fredholm.

Dos funciones f y g son ortogonales si su producto interno es cero

(flg) = /ﬂ frgd/2=0. (2.43)
Donde € es un drea que puede ser todo el espacio, pero en la practica es un cuadrado

de drea Ay x A\g. Como L, es autoadjunto y la funcién ¢*o* pertenece al nicleo de L.,
entonces la condicion de h(}]ublhddd se puede escribir como

(e™0% | Lapyjp — 3 )5) =0 (2.44)

0 en forma integral

oo 1 3 1 —iko’ gt 5
fx A_O[ﬁwuz)—ww]e de' = 0, (2.45)
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después de integrar segin y. Sustituyendo (2.39) en (2.45), con £ = —(—'?- -1+

—07(2833: a‘} 5‘2—%)2) y desarrollando el término cibico con v/, dado por (2.39), ob-
tenemos

A0 1 —2ikoa!
f 3o l(£ = 3141 Ay + (£ = 3| Ay Ay e~
—Af;.zrfz‘k““" - .31‘?;26‘4”‘“ ldt=i0) . (2.46)

Cualquier término oscilante (¢™*9%') en (2.46) se integra a cero, pues las amplitudes
Aipy AI;Q dependen tinicamente de las escalas lentas {X, ¥, T} y node z'. En (2.45),
E[yﬁw)*wi‘ﬂ contiene términos que oscilan como ¢*°' | llamados términos resonantes.
Estos corresponden a los términos no oscilantes (£ —3|A;/2|?) A, /2 en (2.46). Para que
se cumpla la igualdad (2.46), los términos no resonantes (£ —3|A;/|*) A,/ tienen que
ser cero necesariamente, llegando a una ecuacién para A, ;:

o g 9 P
o e = At g ikogg + o0

)2 A1 = 3| Ay Ay - (2.47)

Regresando a las variables fisicas

A(z,t) = €24y, (2.48)
&
= 2
T w: (2.49)
}/".
y = - (2.50)

tenemos la ecuacién para la amplitud A

d 3 Ea 82

2 -
= 24 - 3|APA (2.51)

Este es un resultado conocido, deducido por primera vez por Newell, Whitehead
[25] y Segel [26]. Se trata de una ecuacién de Ginzburg-Landau, que de manera ge-
neral es una serie de Taylor en A y sus derivadas. La ecuacién con sus constantes,
pueden ser calculados a partir de las ecuaciones completas que describen la fisica de
sistemas muy distintos (patrones de Turing, separacién de microfase en mezclas de
copolimeros de dibloque). Esta ecuacién describe naturalmente cualquier bifurcacién
supercritica estacionaria si el sistema es invariante ante traslaciones y tiene simetria
de reflexion (z — —=z). El término cibico 3|A[?A se explica del hecho que la ecua-
cién es invariante cuando se multiplica a A por por una fase arbitraria ¢, de forma
que la invariancia ante una traslacién implica que la ecuacién para A tiene que ser
invariante bajo la transformacion A — Ae'®.
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2.3.3. La estabilidad de los patrones y el diagrama de bifur-
cacion

En los experimentos de conveccion se pueden obtener situaciones en las que un solo

patron ocupa todo el sistema, no tiene defectos y es estacionario si los pardmetros

de control, niimeros de Rayvleigh y Prandtl, no son alterados. En ese estado ideal.

la amplitud del patrén cumple con dA/dx = 0, dA/0t = 0. Sustituyendo estas
condiciones en la ecuacién 2.51 obtenemos

€eA—3|APA=0. (2.52)

Las soluciones de (2.52) son dadas por las amplitudes del estado conductivo y del
patron de bandas con nimero de onda kg y amplitud |A|

A=0 y |A]=\/¢3. (2:53)

Podemos describir a la amplitud como una funcién del pardmetro de control €. De
ahi se deduce que la solucién conductiva v = 0, en principio, puede existir para
cualquier valor de €, pero que los rollos de conveccion sélo existen cuando € > 0. Es
decir que si € > 0, seria posible observar la coexistencia de ambas fases, lo que de
hecho no se observa.

Esta discrepancia se despeja examinando la estabilidad de los patrones. Para eso
superponemos una perturbacién 6 A = u(t) + iv(t) a cada estado ideal. La ecuacion

d " .

—A =¢A - 3|A[*A, (2.54)
ot
nos debe de indicar si la perturbacion crece o decrece exponencialmente en el tiempo.

En el caso de la solucién A = 0, ya anticipamos la respuesta en la seccién 2.1.2:
el estado convectivo es estable para € < 0 e inestable cuando € > 0. Por lo que para
tiempos largos no se le observa junto a la fase de bandas.

Para el patrén de bandas sustituimos A = \/5/73 + u(t) + ww(t) en (2.54) y linea-

lizamos alrededor de la amplitud de base Ay = \/€¢/3. Separando la parte real de la
compleja, obtenemos después de la linealizacion

% = —2eu |u| <K Ve (2.55)
%fti = —2ev || < Ve. (2.56)

Es decir, que la perturbacién siempre decrece y por lo tanto el patréon de bandas es
estable en el intervalo € > 0.

La respuesta del patréon ante las perturbaciones se representa en el diagrama de
la figura 2.5, llamado de bifurcacion. La amplitud A del patrén como funcion del
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uniforme

Figura 2.5: Diagrama de estabilidad cerca del punto critico ¢o=0. La bifurcacién de
la amplitud ocurre en ¢, = 0.

parametro de control, se dibuja con un trazo continuo si es estable y discontinuo
cuando no. La transicion de la fase conductiva estable a la de rollos convectivos
estables ocurre en un valor critico del pardmetro de control. Dicho de otra forma, en
e = 0 la solucién a la ecuacion de amplitud se bifurca. A esta clase de bifurcacién
se le llama supercritica pues la bifurcacién ocurre cuando € sobrepasa el valor critico

= 0 del pardmetro de control. La amplitud crece desde cero de manera continua
cuando el parametro de control aumenta.

2.3.4. Ecuaciones de amplitud para la fase hexagonal

En la seccién 2.1.3 hemos introducido la ecuacién de Swift-Hohenberg generalizada

0 53 22 2 3
— ) = eh — 29 —q
5 €Y 12 (A + k§)“y + gotp* — 97, (2.57)

haciendo una breve descripcién de la fisica asociada al término cuadrdtico g,1)%. La
ecuacion (2.57) admite como soluciones estables a las fases hexagonales, gracias a la
estabilidad que el término g»%* da a esta simetria, como veremos més adelante en
la ecuacion (2.71). Una deduccién detallada de las ecuaciones de amplitud para los
hexdgonos se puede encontrar en la referencia [9].

La geometria de la fase hexagonal necesita tres direcciones para describirse. En
la figura 2.6 se muestra la construccion del entramado hexagonal a partir de tres
ondda pla.nd.s cuyos vectores de onda son kl, kz, k; tienen modulo &y y son tales que

k = (. En esta geometria definimos las direcciones 7; = ki, v ¥; en la direccion
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Figura 2.6: Construccién de la fase hexagonal del pardmetro de orden 3 como su-
perposicion de 3 ondas planas. La regularidad de los hexdgonos esta garantizada si
s F=0
s T

ortogonal a k;. En este caso, la solucién aproximada de la ecuacién (2.57) se puede
encontrar asumiendo que

(@, 5, t) = AL (F, )T + Ay(F, t)e®2™ + Ay(F, 1) + cc. | (2.58)

donde 7 = (z,y) y las Aj(z, y,t) son envolventes que cambian lentamente en el espacio
y el tiempo.

La deduccion de las ecuaciones de las A; se logra repitiendo lo hecho en las seccio-
nes 2.3.1 y 2.3.2 para cada una de las tres direcciones k_i, k_;, k_;';. Omitiendo detalles,
veamos lo que sucede para la direccién ks, en la que las variables espaciales longitu-
dinales y transversales son z3 y ys.

Definiendo las escalas lentas { X,, Y, T'} asociadas a k;, del andlisis de multiesca-
las, obtenemos la misma parte lineal en la ecuacion que gobierna la evolucion de As,.
La determinacién de la parte no lineal se calca de lo hecho en el caso anterior, sélo
tenemos que agregar el término gg'll)i,g, escribir v/, en la forma adecuada (2.58) y
evaluar las resonancias respecto del vector k. La condicién de solubilidad (Teorema
de Fredholm) es

(€% 7| Loy jp + Q':ali'?fz = 15'?;2) =0, (2.59)

es decir

e L, PRl : 3 1, —ikyr
/r X;/y A_U[ﬁ('ﬁbl/'z) +Q2'1f)f;2 '"'T.f—"ffz]e tkar'de'dy’ = 0, (2.60)

- a a _a 3% 2
dOIldeﬁ——(ﬁ “14*(25?25(-;‘1‘%5) )
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Después de sustituir (2.58) en (2.60), los términos resonantes que aparecerdin en
la ecuacién de amplitud son los que oscilan como %27 entre paréntesis cuadrados de
la ecuacién (2.60). Desarrollamos v}/, usando la relacién general (T a;)° = ¥ a? +
3 i ala;+6 Yizj#h @i@;a,. De donde sale un término de auto interaccion del modo
2 con el mismo, 3|4,[?A,, y términos de interaccién con los demds modos, 6|4,[°A,
y 6/A3/2A,. El término de efectos no Boussinesq genera un nuevo término resonante,
2¢,A, A3, dado que —k_'l — ky = ky.

La condicion de solubilidad nos lleva a

0Ay T r 2, O i 0., 2 A 12 2
E = €A, +2g2A1A3 + 60(6_)3:—2 = Efa@) Ay — (3]‘42| +6|A,]° + 6|A3| )442(261)

Las ecuaciones para las amplitudes A; y A3, se obtienen por permutaciéon de los
subindices:

0A, T 2 4 i 0 2 2 2 2
= A e e - | A
6‘1‘ EAl + 293/43443 -+ 60(3.’.61 2kﬂ ay%) Al (3|A1| -+ 6,A3| + 6|A3] )A{QB?)
OAs . i O ;
5 = ¢t 2pAi4+ &f(a—xs = Q—%a—ﬁ)ms — (3| A3|* + 6|4, * + 6] A|*) A5(2.63)

Ahora buscamos las soluciones “ideales”, correspondientes a las A; (j=1.2,3) cons-
tantes en el tiempo y el espacio. Las ecuaciones (2.61) a (2.63) se convierten en el
sistema

0 = €A +2g2454;5 — (3|A;|* + 6| 4z)* + 6A43/*) Ay
0 = E.’qg + 29@@1/{3 b (3[142}2 + 61A3|2 + 6|A1'2)A2 (264)
0 = €Ay +2g2A2A; — (3| As]® + 6] A, |2 + 6| A42/%) A5 .

Cada uno de los patrones que pueden aparecer en el sistema cerca de una bifur-

cacidén, corresponde a una de las tres posibilidades siguientes

hexagonal A; = Ay = A3 = Ay (2.65)
bandas en la direccion k;  A; #0 Aj; =0 (2.66
estado uniforme A, = A;=A3=10 (2.67)
En el caso hexagonal, (2.64) se reduce a
Ao+ 2gsA0° — 15 | Ag 2 Ao =0, (2.68)

es decir que el mosaico hexagonal puede tener dos amplitudes

g2 /93 + 15¢
Al: Ay = =+ +———

15 15
2 -3
; \/ g5 + 15¢ 2
AIT: Ay = f—g—%— sz‘—f—;<e<0 (2.69)

B s (gg \/93*1‘156)
.U—__"__"'_

T T sie>0 (2.70)
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Fijando el valor de g, la amplitud del patrén hexagonal perfecto es una funcién del
numero de Rayleigh reducido, €. AI y AIl son las ramas una pardabola que se abre
hacia la derecha y con vértice en el punto (€,, = —g3/15 < 0, Ay = go/15). Nosotros
tomamos g, > 0 sin restriccion de generalidad y suponemos que g, = O(y/¢) por
consistencia.

Ahora bien, no basta con conocer las posibles soluciones de (2.68), la estabilidad
es el criterio definitivo para decidir sobre su existencia. Siguiendo los mismos pasos
que en la seccion 2.3.3, la condicion de estabilidad para el patron hexagonal es

—2(6 + Q’QA()) <0, (271)

que depende tanto de € como de g,, recordemos que Ay = Ag(e, g2). Si go # 0, la
desigualdad (2.71) se cumple para Al en un intervalo €, €,] pero no para AII. Los
hexagonos con esas amplitudes son respectivamente estables e inestables.

El patrén de simetria uno (bandas), corresponde a suponer que una amplitud
es distinta de cero, por ejemplo A;, mientras que A, v As son nulas. La ecuacion
resultante es la que conocimos en la seccion 2.3.3, de manera que la amplitud de las
bandas que puedan surgir serd siempre

% : (2.72)
De un analisis de estabilidad lineal se sabe que el patron de bandas es inestable
en el intervalo € = [0,4g93/3] v estable fuera de él. El estado conductivo es estable
unicamente para € < 0, como en la figura 2.5 [9].

En la figura 2.7 se sintetiza lo que he explicado acerca de la estabilidad de las
soluciones uniformes a las ecuaciones (2.61) a (2.63). En este diagrama, la bifurcacion
del estado conductivo al estado convectivo hexagonal es discontinua y como es visible,
el valor de ¢ en el que ocurre es menor que 0. Esta bifurcacién es conocida como
subcritica. El intervalo [€,,,0] corresponde a una zona de biestabilidad donde los
hexagonos y la soluciéon uniforme 1 = 0 son estables.

2.4. Dinamica de fronteras

En esta seccién mostraremos que el formalismo de las ecuaciones de amplitud pue-
de ser usado para describir la estructura y la dinamica de las interfases que separan
dominios con patrones de simetrias distintas o dominios de misma simetria pero con
orientaciones distintas. En algunos casos estas interfases son estacionarias. Aqui tra-
tamos una situacién mas comun, que es la de una frontera que avanza con velocidad
constante. Primero analizamos el ejemplo de una frontera entre dos patrones de ban-
das (el caso “estandar”, estudiado por primera vez por Pomeau y Manneville [13]).
Después se muestran los resultados conocidos en el caso de una interfaz plana que
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Figura 2.7: Diagrama de bifurcaciones de la ecuacién generalizada de Swift-
Hohenberg.

separa a un patrén de hexdgonos de una region uniforme [14]. La tltima situacion se
ha estudiado experimentalmente en la conveccién de Rayleigh-Bénard [15].

Cuando varios patrones estdn compitiendo en un sistema espacialmente extendido,
el signo de la velocidad de las fronteras nos dice hacia qué estado (patrén) evoluciona
el sistema.

2.4.1. Interfaz plana que separa a dos regiones de bandas

El ejemplo que vamos a desarrollar se ilustra en la figura 2.8; una interfaz, o
frontera de grano, separa a dos patrones A y B orientados perpendicularmente entre
si. Consideramos que el parametro de orden local, v, es solucion de la ecuacion de
Swift-Hohenberg (2.14). En este caso 1 se expresa como

Y(7,t) = A(F,t)e*® + B(F, t)e* + c.c. , (2.73)

donde z es la coordenada normal a la interfaz. Suponiendo que el dominio A tiene un
numero de onda k > kg y el dominio B un nimero de onda kg, las amplitudes A y B
en la ecuacion 2.73 se pueden escribir como

ATt = A(z)e*® = |A(z)|e?*=eo® (2.74)
B(7,t) = B(z)e'*¥ = |B(z)|e*®e*o¥ | (2.75)
donde ¢ es una fase arbitraria (elegimos ¢=0) y 6k =k — ko > 0.
Este sistema es descrito por las ecuaciones acopladas de Ginzburg-Landau
0A 2, 0 i 0%, 2 2 -
5 = €A +E{}(aI T ay'*’} A - (3|A]* +6|B|*)A (2.76)
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Figura 2.8: Cada dominio de bandas es definido por un vector de onda k; (i=A.B)
con [ A=kZy k; = kogy, lo que hace que la frontera se extienda a todo lo largo de
la coordenada y. Este caso, a diferencia del sistema hexagonal-uniforme que se trata
mds adelante, involucra a dos patrones de misma simetria, pero con orientacion y
periodicidad distinta (véanse ecuaciones (2.74) vy (2.75)).

n

oB
ot

donde los términos cruzados provienen de las condiciones de solubilidad, como para
las ecuaciones (2.61)-(2.63). A partir de (2.76) vy (2.77) se puede mostrar que los
patrones cuadrados (A = B = cst.) son inestables [27] y en cambio las interfases
(limy 00 A(z) = Ag, lim, o B(x) = By, etc...) (véase figura 2.8) son estables.

Estas ecuaciones, como las ecuaciones de amplitud en muchos casos, tienen la
importante propiedad de poder ser derivadas de un funcional de Lyapunov (o “energia
libre”) F, que en este caso toma la forma

0 i 0

—_— 2 —— R - —a——
= 5 +£0(8y 2k Ox?

):B - (3|B|® + 6/|A|*)B, (2.77)

F(t) = / f(A, A, B, B,0,A,004,0,A,0,A...)d7 . (2.78)

Donde la integral se calcula sobre toda el drea del sistema. Aqui f representa una
densidad de “energia libre” por unidad de drea y se puede ver como una funcion de
las amplitudes y sus complejos conjugados. Para el ejemplo de las ecuaciones (2.76)
v (2.77) (véase figura 2.8), F' es dado por

F(t) = [(~€(AP+|BP)+ S(AI + |BI") + 6|47 B
0A i 8%A i 0*°B

2 — — — — — —
+ &l dr  2qy Oy? 2qy 0x*

o s;ﬂ%—i - 2)gF . (2.79)
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A partir de esta definicién de F, las ecuaciones (2.76) y (2.77) pueden escribirse
simplemente como

9A a
= - (2.80)
OB a
== = (2.81)

donde 6F/6A denota la derivada funcional ( derivada de Fréchet ) de F respecto del
complejo conjugado A. Esta propiedad nos indica que la dindmica del sistema tiene
una estructura potencial. El origen potencial de las ecuaciones de amplitud es de
gran ayuda para la derivacién de la ley de movimiento de una interfaz plana, como
se vera mas adelante.

Usando (2.80) y (2.81) se muestra inmediatamente que

dF 0A, 0B, .
—s B —— _— <0. ]
= 2/(|8t| + |5 [)dF < 0 (2.82)

Por lo tanto la dinamica de las amplitudes es disipativa. Ahora la interpretacion de
F como un funcional de energia libre adquiere mas sentido; F' siempre decrece, por
lo tanto cualquier patrén estacionario debe corresponder a un minimo local o global
de F.

Regresando al funcional (2.79), cuando evaluamos f lejos de la frontera se tienen
los dos limites:

X — 400
A — ‘40
B —0

T — —00
B — By(# Ao)
A —0.

Lejos de la interfaz, el término cruzado |A|?| B|? tiende a cero. Las derivadas 0A/dz
y 0B/0z son distintas de cero unicamente cerca de la frontera y 0A/0y =0B/0y=0,
pues la interfaz es invariante en la direccién y. Entonces notamos

Jm f(A,B,AB..) = fx(A) (2.83)
lim f(A,B,A,B..) = fx(B), (2.84)

donde f(A) ¥ foo(B) son las densidades de energia de los patrones A y B aislados.
Sin necesidad de conocer de forma precisa el perfil (A(z),B(z)) de la frontera, es
posible emplear un argumento energético para obtener una expresién analitica de la
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Figura 2.9: El movimiento de la frontera favorece una disminucién de la energia libre
F., es decir que el patron con la densidad de energia f., menor tiende a prevalecer.

velocidad, vy, de la frontera. Suponemos que la interfaz plana se mueve sin deformarse
en un intervalo de tiempo At a una velocidad constante vg, por ejemplo, hacia la
derecha, (véase figura 2.4.1). El cambio en las dreas a4 v ap de las regiones A y B,
respectivamente, se relaciona como

Aag = vpAtLy = —Aay , (2.85)

n donde L, es la longitud de la interfaz. El cambio de “energia” debido a este movi-
miento es

AF = AAgfs(B) — AAgfs(A) (2.86)
AF = vpAtLy(feo(B) = foo(A)) (2.87)
AF

EE- TngLyAfm . (2'88)

Para escribir las ecuaciones (2.86)-(2.88) hemos usado el hecho de que el movimien-
to de la frontera es equivalente a un patrén A que disminuye en la misma proporcién
que el patron B aumenta. De forma que lejos de la interfaz podemos sustituir un
segmento de patrén A perfectamente regular, por un segmento de patrén B perfecta-
mente regular del otro lado del sistema, lejos de la interfaz. El cambio resultante en
la “energia” es por lo tanto independiente de la forma de la frontera.

Ademas, la condicién de que avance la frontera sin deformacion se puede traducir
€Omo

AL = A

Az — x4(t)) (2.89)
B(\t) = Bz —zy(t)

) , (2.90)

donde z;(t) es la posicion de la interfaz. Esto quiere decir que A y B se propagan
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como un frente localizado que conserva su forma. Por lo que necesariamente

0A J0A

'"a't'—' = —?}955}; ¥ (291)
Ahora, utilizando la relacion
dF 0A, 0B,
= =2 [P+ 1S P 2.92
= (15 1° + 15 )dr (2.92)
con (2.91) se tiene que
dF 9 0A, 0B,
e — + |—*)d7 . -
=2, [P+ 150 P (2.93)
Pero de (2.88) tenemos también
AF dF
‘3.}'120 E = E = vgbLyAfoo . (294)

De igualar las dos ecuaciones anteriores resulta la ley de movimiento de la frontera

1L (fx(B) ~ fx(A) _
W T TR + [ P)dady )

o S pl) oo
22515512 + 152 12)dz

En esta expresion de vy, se aprecian dos contribuciones de origen cualitativamente
distinto. Mientras que el numerador, A f, depende del valor de las amplitudes lejos
de la interfaz, el valor del denominador depende de la estructura de la frontera (donde
0A/0x # 0,0B/0x # 0). De la ecuacién (2.96) se obtiene una condicién necesaria
para el movimiento de la frontera: la “energia” de los dos patrones tiene que ser
distinta, fo(B) # fx(A). Para el sistema de bandas de la figura 2.8 se tiene que [13]

fold) = _?152+1A|25k2 (2.97)

fulB) = €. (2.98)
Por lo que la velocidad de la interfaz es
1 |A?(k = ko)?
- : . 2.99
Ugh 21-1—;0( 6.4|2 X |BB[2)dm ( )

or oz |

La interpretacién general de la ecuacién (2.96) es que la interfaz se mueve de
manera que el patrén con menor energia se expande a expensas del otro. Esto se ve
claramente en la ecuacién (2.96): vy >0 porque fi(B) < fx(A) . A partir de de la
ecuacion (2.96) se puede hacer una analogia con un sistema mecdnico; el numerador
foo(B) — fso(A) puede verse como una fuerza que actia sobre la frontera y el término
J(|0A/0z|* + |0B/0z|*)dx es andlogo a un término de friccién que no es conocido
analiticamente pero es siempre positivo.
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Figura 2.10: El patrén hexagonal B tiene una frontera plana (linea punteada) con la
region uniforme A. B es descrito por tres vectores de onda R;; (i=1,2,3) con |IE;-.| = kg,
tales que forman un dngulo de 27/3 entre ellos (i.e. ¥7_, R:; = (). Las direcciones z;, 3;
estan definidas como la direccion paralela y ortogonal a ki respectivamente.

2.4.2. Frontera entre un patrén hexagonal y una region uni-
forme (o de conduccidén) en la zona de biestabilidad

En la seccién (2.3.4) se obtuvo el diagrama de bifurcaciones (2.7) asociado a la
ecuacion de Swift-Hohenberg generalizada para patrones hexagonales. Para valores
del pardmetro de control, €, en el intervalo I, definido como

2
o = gl (2.100)

15

el patron uniforme (¢ = 0) y el patrén hexagonal son estables. Es decir que ambos
patrones pueden coexistir si € pertenece a I.. Esta situacién es particular de las
bifurcaciones subcriticas (véase figura 2.7). Una geometria que puede resultar de esta
coexistencia se ilustra en la figura 2.10, donde los dos tipos de patrones son separados
por una interfaz plana. En los experimentos de Bodenschatz ét. al. [15] sobre la
conveccién de Rayleigh-Bénard, se observo el crecimiento de una “isla” de patrén

hexagonal rodeada del estado conductivo.

Ahora conviene recordar la descripcion que de este sistema se presentd en la seccion
2.3.4. El parametro de orden local, v, es

G(F 1) = A (F, £)e®T + Ay (7, t)e™2T + Ay(7, 1) + ce. | (2.101)
con las condiciones

lim AL,.42,.4;; = 0 (21”2)
T—++00
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Tom. i, A,y = BENB OO (2.103)
T——00 15

siendo Ay solucién de las ecuaciones (2.61-2.63) para un patrén hexagonal regular de
numero de onda ky. Recordemos que g, es el parametro de los efectos no Boussinesq
en la ecuacién (2.15).

El funcional de “energia libre” asociado con las ecuaciones (2.61) a (2.63), es

F() = [{-g(Aidas+ Adods) — (AL + Al + | 4qf?)
3 4 ; ‘ ! . .
+ 5(]4‘41“ + |Ao|* + |Ag|*) + 6(| A1 *[Aa]? + | Ay [*[As]* + [A2[*| A5 [)

ga OA 1 0%4;
& &22'8:@ 2q dy;?

(2.104)

Como en el caso anterior, las ecuaciones de amplitud (2.61-2.63) pueden abreviarse
€omo

0A;  oF 2
E = —6";_51;; (3 = 1.2,3) : (21[}0)
Dada esta simetria, la relacién aniloga a la ecuacién (2.92) es
BA 3A 0A
= =2 [P+ |52 + |2 Py (2.106)

Por lo tanto, el argumento energético y el ansatz A;(7,t) = A(x — x;(t)) para una
interfaz plana a lo largo de la direccion y que se usé antes conduce a

o= ) T < T+ T —
con
fuld) = 0 (2.108)
fo(B) = A [?Aa — 4g3Ag — 3€] . (2.109)
Ay esta dado por (2.103), entonces
S 1 &F[%Agz — 4g, Ay — 3¢ (2.110)

2TD1BP + 15221 + 52 P)dz

dx dxs dr3

El sentido de movimiento de la frontera es determinado por el signo de la velocidad.
Por lo tanto, el signo de —f,(B), que es una funcién del pardmetro de control, e,
indica cudl patrén crece.n
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interface 88 ng
estatica 0.000010

| |
| l 0.000008
| |
|I : 0.000006
| crece! crecen los
lw=0| hexégonos -1 0.000004
I

-1 0.000002

)/I 0.000000

b + ! " ! . | " |
¢ ! '

T t 1 + f -
-0.004 -0.002 0.000 €

Figura 2.11: El intervalo de biestabilidad es I, = [e,,,0] v 1 es dada por (2.111). En el
sub-intervalo [y, 0] v > 0, por lo que el patrén hexagonal se expande (¥=0 se reduce).
En el sub-intervalo mas reducido [€,,, €3] v < 0: el patrén uniforme, =0, crece a
expensas del hexagonal. En € = €y(g,) la interfaz plana es estdtica.
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La grafica de la figura 2.11 resume el resultado de esta seccién, en ella graficamos
la velocidad, vg, de la frontera que separa a los hexdgonos del patron uniforme, en
funcién del pardmetro de control € (el nimero de Rayleigh reducido en la conveccion de
Rayleigh-Bénard). La constante positiva p que multiplica a la velocidad esta definida
€omo

+oo QA . 0As . JdA; .
=[G+ |5 + |5 e (2.111)

81:1 | (9.’132 ¥ | 63:3

y es analoga a una friccién. Para un valor fijo de g,, que da cuenta de los efectos
no Boussinesq en la ecuacion de Swift-Hohenberg, la frontera nunca es estacionaria
en el intervalo de coexistencia uniforme-hexagonal I., salvo en € = €(g2). Cuando
€ = €o(g2), los dos patrones tienen la misma “energia”.
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Capitulo 3

Efectos de bloqueo de fronteras

En la dltima seccién del capitulo anterior se dejo ver que el movimiento de una
interfaz en una zona de biestabilidad se traduce en el crecimiento de un patrén sobre
otro. Como consecuencia, si consideramos un sistema. por ejemplo, compuesto de una
mezcla aleatoria de regiones hexagonales y uniformes, y suponemos que € # €, uno
de los patrones terminara por ocupar todo el sistema después de un tiempo finito.
Una situacion analoga en un sistema en equilibrio, es la del fluido de Van der Waals;
en una transicion de fase de primer orden la fase que se expande corresponde a la fase
estable, la que se reduce seria metaestable. Podemos asociar un concepto de orden al
hecho de que un patrén termine por ocupar todo el sistema , es decir, que un sistema
heterogéneo como el del ejemplo se considera desordenado y al evolucionar hacia una
configuracién homogénea (un solo patrén) tiende al orden.

Los resultados presentados en el Capitulo 1 son bien conocidos en el estudio de la
dindmica de defectos topoldgicos. En este capitulo mostramos los resultados originales
de este trabajo.

Nuestro propésito es mostrar que los estados desordenados de los que habldba-
mos, pueden existir, ser estacionarios y estables, en contradicciéon con lo que predice
la ecuacién (2.110). Es decir que el movimiento de la interfaz puede ser impedido en
un intervalo de la region de coexistencia, [.. Para esto, primero mostramos que los
efectos de bloqueo provienen de términos adicionales en las ecuaciones de amplitud
que usualmente son despreciados, pero que pueden ser importantes. Son llamados
términos “no adiabaticos” porque dependen de la escala rapida de la estructura pe-
riodica. Luego, a partir de las nuevas ecuaciones de amplitud, se calcula una expresion
corregida de la velocidad y se determina el intervalo donde las interfases no se mueven.

Los efectos de bloqueo (“pinning effects”) que actian sobre los defectos en fases
moduladas, fueron discutidos por primera vez por Pomeau [28], y luego analizados en
varios casos [14]. Se ha mostrado en particular que estos efectos pueden ser impor-
tantes para interfases bandas-bandas [29] y hexdgonos-hexdgonos [30].
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3.1. Calculo de los términos no adiabaticos

Para que sea mas claro el origen de las llamadas contribuciones no adiabdticas [31],
primero hacemos un breve resumen de la deduccién de las ecuaciones de amplitud
(2.61)-(2.63) hecha en el Capitulo 2.

Para encontrar una solucién aproximada de la ecuacién modelo bidimensional de
Swift-Hohenberg

o £_§

2 G 8 2
il 61—4k3(k0+A) Y — Y7+ gt , (3.1)

se hace un andlisis de multiescalas.

Este andlisis consiste en desarrollar la ecuacién (3.1) en potencias del pardmetro
de control € < 1; primero se desarrolla el operador diferencial (k3 +A)?, considerando
que ¥(z,y,t) es funcién de variables rdpidas 7 ={x,y} y funcién de variables lentas
{X,Y,T} independientes de las rdpidas. A continuacién, se supone que el pardmetro
de orden local, ¥, puede escribirse como una serie de potencias

¥ o= PP+ + € Py + ., (3.2)

que se sustituye en la ecuacién (3.1), obteniendo su expresion en ordenes de €'/2.
En el primer orden €'/2, tenemos la ecuacién

- %) & o
Lebijg = (ki +(=—+ 5)%) %12 =0. 3.3
el 1/2 ( 0 (a:r ay) ) u’lf? ( )
L. opera unicamente sobre la escala rdpida, por lo que la solucién de la ecuacién (3.3)
para una configuracion hexagonal es

W(z,y,t) = A (X1, Y1, )R T + Ay(Xo, Yo, )€ + A3(Xa, Ya, )™ ™ + cc., (3.4)

donde las amplitudes A; (j=1,2,3) son desconocidas y dependen unicamente de las
escalas lentas, c.c. denota el complejo conjugado de los primeros tres sumandos. De
esta solucién es inmediato que e’”;"‘r, gtk ® y €**T pertenecen al nicleo de L..

Y372 se determina a partir de v,/ por la relacién

Lepsss = L) + 9a%3 — ¥i)s (3.5)
donde

__9 & ,0 9 .

L=-lg7 -1+ @r %oz x| (3:6)

es un operador lineal que ha sido derivado en la seccién 2.3.2.
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Para que la ecuacién (3.5) tenga una solucidn, su parte derecha debe ser ortogonal
al nucleo de Ll, el adjunto del operador L.. Como L, es autoadjunto, entonces la
condicion de solubilidad es

(L(r2) + 0¥ys — 1)l Ty =0 (1=1,2,3). (3.7)

De (3.7) se deducen las ecuaciones de amplitud. Por ejemplo, dada la configuracién
hexagonal-uniforme de la figura 2.10, donde las amplitudes dependen de z solamente,
la ecuacion para A; viene de

ik )

(L(¥12) + 9291 /5 — ¥} 1) e = 0

/THO LT h l[L( bui) + G2, — Wnle T dyde’ = 0. (3.8)
x Ao li—+o0Jo 1, Vij2) + 9a¥ip2 — Vipale Pl = Ay :

Sustituyendo (3.4) en (3.8) con L dado por (3.6) y expandiendo los términos no li-
neales, podemos rescribir (3.8) en dos clases de términos. La primera clase proviene de
los términos entre paréntesis rectangulares de la ecuacién (3.8) que oscilan como e*t'™
(llamados resonantes con e~k 7). Se obtienen de ellos integrales que no involucran
términos oscilantes:

T+Ao ] ; by 1 — byt N
/ Sopdim, [ el Adyds' (G=1,2,3) (3.9)

La funcién g depende de las amplitudes A;, por lo tanto de las variables lentas.

La segunda clase de términos son llamados no resonantes, son integrales de fun-
ciones trigonomeétricas:

o+ 1 % 1 o B e
— lim < A;, A;)eimkor +imkoy') o=tkoZ' gt ot 3.10
n/x ﬂly._}l_l_m 4 Ey[gngn‘m( vE _.:) ] Y ( )
donde cada gy, (A, r‘Ij) es un producto de amplitudes que viene del desarrollo de los
términos no lineales ggwfﬂ - 11)?;23 /2 estd dado por (3.4). Por ejemplo, de ggf.'j,‘i;2 se
obtienen integrales como

292 ] PR g lAkA;e"“”'*"“’” " dy'dx | (3.11)
z Ao li—+oeJo 1,
con la notacién A_p = Ay, k_y = —ky y —3<k,1<3(kl+#0).

Las integrales (3.10) son nulas en el régimen débilmente no lineal porque las A;
son constantes en el intervalo [z, z + Ag], pero pueden ser finitas fuera de este régimen
como se ve a continuacion.

Dadas las ecuaciones de amplitud (2.61)-(2.63) deducidas en el capitulo anterior,
A; se puede escribir como A;(z/€). La interfaz en la configuracién hexagonal-uniforme
tiene un ancho £ que obedece al escalamiento

& . &
o —,
el 92

G (3.12)
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donde & es la longitud de coherencia. Por lo tanto si || < 1, go K 1y & ~ Ap, el
ancho de la frontera es mucho mds grande que la escala de variacién g del patrén. Es
decir que en un periodo del patrén, el cambio en la amplitud es despreciable. Entonces
la integral (3.10) es siempre 0 (involucra funciones senoidales) y de la condicién que
(3.9) sea cero, se obtiene la ecuacién de amplitud estdndar para A, a partir de los
términos resonantes solamente:

0A > . T , .
9(A;,4;) = h?rl + €A + 205445 — (3| Ay |2 +6 | A2 |> 46 | 43 [P)A,

+ 80 ya=o.

Sin embargo, cuando el pardmetro general de control, €, no es arbitrariamente
pequeno o si § < Ap, la variacion espacial de las amplitudes no es nula en una
distancia Ag. Esto equivale a que la suposicién £ > Ay no se cumple necesariamente.
Entonces, las integrales (3.10) pueden contribuir a las ecuaciones de amplitud (los
productos g, m no pueden ser considerados como independientes de la posicion).

Dado que en nuestro sistema hemos escogido que la frontera entre la region he-
xagonal y la region uniforme sea plana y perpendicular a la direccién k, = kok, las
amplitudes A; dependen iinicamente de z'. Entonces cualquier término en (3.10) con
m # ( se integra idénticamente a cero y no contribuye a la ecuacion de amplitud.

A pesar de que esta condicion geométrica elimina una gran cantidad de integrales,
restan todas las que cumplen con n # 1 y m = 0. O sea, los exponenciales complejos
que dependen exclusivamente de z'. En esta clase, llamamos “subresonantes” a los
términos que oscilan con nimero de onda +ky v los conservamos en la condicién de
solubilidad. Los términos secundarios oscilan con nimero de onda lkq (I > 1) y aunque
no integran a cero, los desechamos de las ecuaciones de amplitud por ser despreciables
en el cédleulo de la velocidad, respecto de los principales. En el Apéndice A se hace
un calculo detallado que nos muestra la validez de este argumento. Un ejemplo de los
términos secundarios derivados de gy, es

4o ] ——
295 / AL b (3.13)

Haciendo esta seleccion de términos para cada una de las direcciones (k_'lk-; y k-;,),
encontramos que las condiciones de solubilidad, cuando € no es despreciable respecto
de la unidad o cuando & < Ay, quedan como la suma de la ecuacién de amplitud
estandar y una serie de términos que incorporan explicitamente a la variable espacial
x. Después de un célculo largo obtenemos: (véanse ecuaciones (2.104)-(2.105) )
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94, _ —6F
ot 0A
1 T+ Ao kot L
o [ (6 Ay + A A )
0 Yz
3
¥ 29’22 | AJ |2) o EikUIJ(QQAf = 6;‘-‘11&21@3)](&3, (314)
=1
94, _ —0F
o A,
1 z+Ao —ikog! = 9 - ' &
+ /\_./ [(3 9 (3(:‘11 A3+.‘12A3J +292.41A2)]d1? ) (310)
0 Jx

Y permutando los subindices 2 y 3 se llega a la ecuaciéon para Az (recordemos que
A, = Az en nuestro caso):

04; _ —O0F
ot 64,
1 T+Ao i - 9 = 9 == 7
+ :\—f [e7%07 (3(A,2 A + A24,) + 292 A1 A3)]dz’ . (3.16)
o Jr

3.2. Velocidad con contribucion no adiabatica

En el cdlculo de la velocidad de la frontera hexagonal-uniforme, abandonamos
el método de “energia” empleado en la seccién 2.4.1 a favor de uno mads general,
pues las ecuaciones (3.14)-(3.16) no tienen una estructura potencial a priori. Con
este procedimiento no es necesario suponer quen las ecuaciones de las amplitudes
A; se derivan funcionalmente del funcional de Lyapunov, pues basta con conocer las
ecuaciones (3.14)-(3.16) que se acaban de deducir.

Para derivar la ecuacién de movimiento de la frontera multiplicamos la ecuacion
(3.14) [Ec. (3.15), Ec. (3.16)] por A, /0t [0A,/0t, 0A3/0t], las sumamos e integramos
en la direccion z en el intervalo [—o0, +00].

Los términos del lado izquierdo dan

/+wi|84J Pdz (j=1,2,3). (3.17)

e o]

Los términos del lado derecho se pueden escribir como la suma de una parte de origen
potencial POT y otra de origen no adiabatico N A:

+oo 3 04 5F
POT = f S L (3.18)
NA = f; Z%T.&'A(j)dm, (3.19)

j=1
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donde TN A(j) es la parte no adiabdtica en la ecuacién de la amplitud A;.
Suponemos una vez mas que las soluciones se pueden escribir en la forma

Ay = Ai(X) (3.20)
X = s—uut) . (3.21)
Entonces
0A; B d0A;
W - "'T}ghg (3‘22)

Presentamos el cilculo por separado para NA y POT con el fin de distinguir sus
contribuciones a la ley de velocidad de la interfaz. De la relacién (3.22) y dado que
la ecuacién (3.17) es un nimero real, POT se expresa como

v SF 0A, oFaqj
B = f Z[M Bz T 04, Bz 1 :2)

donde se reconoce la derivada total de f (recordemos que F = [ fdr), por lo que

por = %2 [ ap s (a) - By (3.24)

Si despreciamos la parte no adiabdtica, ecuacién (3.19), e igualamos las ecuaciones
(3.17) y (3.18) se obtiene la ley de movimiento

1 fold) - fx()

+00 3 94; |2

v gb

recuperando la expresion de la velocidad, ecuacién (2.107), que obtuvimos con el
argumento de “energia”.

Ahora calculamos la contribucién de NA dado por (3.19) a la ley de movimiento
vgp. Primero explicitamos N A:

04,
NA = 921 N A(1)a: 25
A foc TN A(L)d (3.25)

°°64.2
2, f_ TN AR)d

/'+°° 0As

2 TBTNAB)dz =T+ 1T+ 11T .

—oc Ot
Cada sumando de N A esta asociado a una amplitud A; (j=1,2,3) y TNA(j) es la
correccion a la ecuacion de amplitud correspondiente. A continuacion se detalla el
calculo del término asociado a A, (j=1). Célculos andlogos al de 7, dan las expresiones
de II y III, por lo tanto se omiten aqui.
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En la ecuacién (3.25), I estd dado por

+oc ] L’I r+Ap " N B Bl
.tr = / 0 l/ [(ﬂhtko:r (—6(‘41.42A;3+A1.42A3)

—w Ag O
+ 20(| AL P+ A2 P+ | A3 %)
+ ek (g, A2 — 6A, Ay Ay)|dx'dx: (3.26)

Expresando 0A,/0t = —v,0A, /Ox e integrando por partes se llega a

v +oo B g
[ = f"bf A, cos(koz)[—18(A1 AsA3) + g5(2 3 A2 + AZ)FHodz |
0 /- =1
J
Luego sustituimos al término entre los paréntesis cuadrados, por su serie de Taylor
a primer orden alrededor de z. Esta sustitucion es vélida si A; varia poco en [z, 2+ \¢).
Se obtiene

+00 O(—18(A; AsAs) + ¢2(253 . A% 4+ A2
I = wg A, cos(kor) ( (A14:45) E;.{:( 2j= Aj t 1))dm.

Dado el ansatz (3.20)-(3.21), hacemos el cambio de variable z = X + z4(t),
obteniendo

400 B(—18(A1 Ashs) + g2(2 T3, A% + A?
f:i_rgbf_ Ay cos(ko(X + zq(t))) A= 18l a%é( Zj= A+ A))

dX (3.27)

Las integrales II y II] tienen una forma similar a la de I. Las tres (I, 11.111])
son funciones de zg(t) mediante el término trigonométrico de la ecuacién (3.27). De
la ecuacién (3.27) se cumple la ecuacién diferencial

(N A)

2
dzy,

= —k}(NA). (3.28)

Entonces
NA = pcos(kozg(t) +¢) .

La constante p se obtiene de la ecuacion (3.27) y de las ecuaciones similares para
Iy III:

—18( A, A3) + g2(3A7 + 443))
0X

JdX . (3.29)

; +o0 a(
po= méixf cos(koX + O)[A,

24s 0X
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En resumen, igualando la relacién (3.17) con (3.18) y (3.19), se obtiene la velocidad
con sus varias contribuciones:

HUgp = ——Aoz[—An —4g,A0 — 3€] + p cos(kozg + ¢) (3.30)

Con

- [” z: |22 P o (3.31)

3.3. Comentarios sobre el resultado

La velocidad vg, incluida la contribucién no adiabatica, se escribe genéricamente

Yy = B 32 cos(kozgp) - (3.32)
H H
Donde Af es la diferencia de “energias libres” entre los patrones uniforme y hexa-
gonal que se calculd en la seccién 2.4.2.
Haciendo una analogia mecdnica, podemos decir que el movimiento de la frontera
imita el de una particula viscosa que se mueve bajo el potencial efectivo V. ;. Es decir
que

. aVv,
fLgy = —a—f (3.33)
Verg = —Afoer = lp sin(kozx) + Vp , (3.34)

ko

con Vj una constante arbitraria. Segiin la forma de V,ss(z), existen dos regimenes de
movimiento de la frontera. En la figura 3.1 se muestra como se modifica V. /(z) segin
el valor de Afy y p; cuando |Afx| > p, el potencial no tiene minimos, por lo tanto la
interfaz avanza siempre. Cuando |Afi| < p, el potencial V;;; adquiere una serie de
minimos locales separados entre si por una distancia 27 /ky. En estos minimos locales,
la velocidad de la frontera es nula. Después de alcanzar tales posiciones, la frontera
estd bloqueada, por lo tanto en esta situacion el patrén hexagonal no se expande ni
se contrae. Por este efecto, a p se le llama potencial de bloqueo (“pinning potential”).
De hecho, p representa la magnitud del potencial de bloqueo.

De la aproximacion de p obtenida en el Apéndice A, a partir de la ecuacién (3.29),
tenemos que la dependencia de p respecto del ancho de la frontera £ es

Il

; - e 3
p~ Afe™%k = Ale™E ~ e RfovE B T (3.35)

donde kg es el vector de onda base del patron hexagonal, ¢ es una constante de orden
unidad. Lo que es importante notar en esta expresion es su no analiticidad, que hace
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Figura 3.1: La forma de Vs, se modifica segiin el valor relativo de Af y p. En a)
Af, > p, no existen minimos locales del potencial y la velocidad nunca es nula: la
frontera avanza a “tumbos” pero nunca se detiene; en b) A f > p, Vess tiene minimos
locales en los que vy, = 0: la interfaz se encuentra bloqueada.

p __Aoq'e('c':ko)

16k, (&)

Figura 3.2: El potencial de bloqueo p muestra un comportamiento no analitico cuando
la escala de variacion de las amplitudes, &, tiende hacia infinito o 1/€ky ~ /e — 0.
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que p crezca de manera dramdtica como funcién de £7!; es decir que la magnitud de
p. respecto de los parametros fisicos del sistema, es practicamente una funcién escalon
(véase figura 3.2).
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Capitulo 4

Resultados numéricos

En los capitulos anteriores se han deducido expresiones semianaliticas para la ve-
locidad de la interfaz hexagonal-uniforme. En este capitulo mostraremos como se
determiné numéricamente la dinamica de la frontera, a partir del resultado de la
aproximacion no adiabdtica, v como se compara esta con la que se obtiene de la
resolucion numérica directa de la ecuacion de Swift-Hohenberg (2.15).

Para llegar a esto resolvimos las ecuaciones de amplitud (2.61)-(2.63) de primer
orden, sin efectos no adiabéticos, obteniendo los perfiles numéricos estacionarios de las
amplitudes A; (7 = 1,2, 3). A partir de estos cdlculos se verificaron algunos resultados
analiticos sobre la velocidad presentados en el Capitulo 2 (véase figura 2.11). Como
la ley de movimiento con contribucion no adiabdtica (3.30) contiene el nuevo término
pcos(kozg + @), donde p depende de los mismos perfiles A}, A,, Az, evaluamos la
intensidad p del potencial empleando los perfiles numéricos obtenidos previamente.

Al incluir las correcciones no adiabaticas contenidas en p, fijando go, encontramos
que la frontera puede ser bloqueada en un intervalo del pardametro €, cuyo tamano
aumenta a medida que la longitud de coherencia &, (véanse ecuaciones (2.15),(2.61)-
(2.63)) decrece y se hace mucho més pequena que la longitud de onda, Ay, del patréon.
Para un valor €(g;) la frontera tiene velocidad cero en todo el intervalo de coexis-
tencia, I, = [en, 0], estableciendo lo que llamamos el régimen de bloqueo total.

El andlisis que sigue permite concluir que el avance de los frentes puede bloquearse
unicamente en el régimen fuertemente no lineal (§; < Ag). Sin embargo, este resultado
tiene principalmente un valor cualitativo pues los cdlculos se basan en una aproxima-
cién débilmente no lineal. Una comparacion con los resultados de la solucién numérica
directa del modelo de Swift-Hohenberg se hard en la secciéon 4.1.5.
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4.1. Caélculo numérico de la magnitud p del poten-
cial de bloqueo

4.1.1. Solucién de las ecuaciones de amplitud de primer or-
den
Dada la simetria A, = Aj de nuestro sistema (véase figura 2.10) y eligiendo la

fase del patrén de tal manera que las A; sean reales, las ecuaciones de amplitud del
sistema de base (2.61)-(2.63) se reducen a

dA ; ; A

8—131 = €A, + 202A1A; — (342 + 6A2 + 642 A, + €2 37;

DA ; , . ,024

a—; = €Ay +2g0A% — (3A5 + 643 +6A43) A, + 53% : (4.1)

El sistema de ecuaciones (4.1) corresponde al régimen débilmente no lineal de la ecua-
cién de Swift-Hohenberg y se aplican cuando || < 1, & < Ag. Como es evidente, este
sistema de ecuaciones acopladas no se puede resolver analiticamente. Los resultados
numeéricos que se presentan mas adelante fueron obtenidos discretizando las derivadas
espaciales y temporales de las ecuaciones (4.1). La discretizacién de la derivada tem-
poral se hizo con el método de Euler y aproximamos las segundas derivadas espaciales
con una férmula de cinco puntos. Veamos rapidamente cémo hicimos esto.
Rescribiendo el par de ecuaciones (4.1) simplemente como

9A
—8t1 = F(A,4;) (4.2)
0A:
—a; = G(A, A7) , (4.3)

las series de Taylor (primeros dos términos) de A; y A, al rededor del punto (z,1;)
son

‘41(:}7, t) = Al(.’ﬂ, t(]) + (t = f{)) F(Al, ‘42)
Ap(z,8) = As(z,to) + (£ — to) G(Ay, As) . (4.4)

Definimos el intervalo minimo de tiempo At = t —t;, de donde t = ty+ At. Enseguida
se discretiza la coordenada espacial x en un paso que llamamos Az, es decir que dos
puntos consecutivos del espacio, z; y =4, estdn separados por una distancia Ax.

La aproximacion de las segundas derivadas espaciales se hizo usando una férmula
que evalia la funcién 824, /922 en el punto z;, empleando el valor de A, en los puntos
Ti-2y Tit2,Ti-1; Tit1 Y Tit

PA, Aol
922 (x;) = (E] 12

[—.‘11 (3’?;‘.!.2) e Al(;ﬁi_g) + 16;—'11 (JJ,'+1) o 16!’11(.’1‘?1_1} = 3{]41(1",)](—15)
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Aunque una aproximacion con tres puntos podria ser suficiente, la que usamos noso-
tros nos garantiza de una vez una buena precision.

En resumen, el algoritmo para calcular numéricamente las amplitudes en el tiem-
po t se escribe

AL (3, t+A8) = A (5, 8)+ At F(A,(i-2,5—1,1,i+1,i+2,1), Ap(i—2,5—1,4,i+1,i+2, 1))
Ao(i, t+A8) = Aa(3,8)+At G(AL(i-2,i-1,4,i+1,i+2, 1), Ao(i—2,i—1,i,i+1,i+2, 1)),

donde el subindice 7 denomina el punto x;. En el tiempo ¢ = 0, tomamos una condi-
cion inicial analitica inspirada en la solucién aproximada conocida de las ecuaciones
de amplitud del sistema bandas-uniforme. Esta condicién es una tangente hiperboli-
ca, pues la variacion espacial de esta funcion es propicia para describir una frontera
que, por definicion, es la zona de transicion entre los dos valores, 4y y 0, que toman
las amplitudes. El programa perfil en lenguaje FORTRAN de este algoritmo, se
encuentra en el Apéndice B.

Para distintos valores del parametro €, obtuvimos los perfiles de las amplitudes
en un tiempo final ¢; tal que se ha alcanzado un régimen estacionario, es decir, que
la frontera hexagonal-uniforme se mueve con velocidad constante. Registramos la
evolucion temporal de la interfaz, siguiendo la posicion del punto zg(t) desde ¢t = 0
hasta ¢t = t;. Definimos zg, como A(x = z4) = Ag/2 (véase figura 4.1 a)).

De la seccién 2.4.2, sabemos que la velocidad de la interfaz se anula en €5 = € =
—8¢3/135, es positiva si € > ¢ y negativa cuando € < €. Los cdlculos numéricos
confirman este comportamiento; en la figura 4.1 se representa z4(t) para tres valores
de € en el intervalo I.. La frontera se detiene justo cuando € = ¢, pues la pendiente de
la funcion x4 (t) es nula después de un tiempo suficientemente largo. Una pendiente
positiva 0 negativamente constante se establece en los otros dos casos, mostrando
respectivamente el signo de vg.

4.1.2. Calculando p

Para determinar el valor numérico de p, sustituimos los perfiles calculados
numéricamente en la igualdad (3.29). La magnitud p del potencial es en principio una
funcién de las amplitudes A; que solucionan las ecuaciones (3.14)-(3.16) con contri-
bucién no adiabatica. Para simplificar el andlisis, los perfiles que elegimos sustituir en
(3.29) son los perfiles soluciones de (2.61)-(2.63) (sin contribucién no adiabdtica), es
decir las soluciones de las ecuaciones de amplitud de primer orden. La aproximacion
que supone emplear estos perfiles con vg(€) # 0 en una ecuacién que prevé la ocurren-
cia de vg(€) = 0, se justifica suponiendo que la forma de las amplitudes (véase figura
4.1) no depende importantemente del estado de sus velocidades. En el Apéndice C
se puede consultar el cédigo del programa potencial en lenguaje FORTRAN que se
escribio para calcular p.
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Figura 4.1: a) Perfil numérico de la amplitud A, después de un tiempo largo, ¢ =
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Mis adelante mostraremos que, cuando la longitud de coherencia &, es menor que
un valor caracteristico, p es suficientemente grande para que la interfaz hexagonal-
uniforme se detenga en todo el intervalo de coexistencia, ., contrariamente al dia-
grama de la figura 2.11.

4.1.3. Regimenes dinamicos

De acuerdo con la ecuacién (3.32), una vez calculado p, debemos de compararlo
con la magnitud |F| = Afy de la “fuerza externa” para averiguar el estado de
movimiento de la interfaz. Consideramos que € y & son los dos parametros importantes
del problema. En la figura 4.2 se grafican |F| y p como funciones de e. Escogimos
g2 = 0.3 sin restringir la generalidad. La constante g; de efectos no Boussinesq impone
la escala del intervalo de coexistencia (podriamos graficar los resultados como funcién
del pardmetro reducido €/g?), pero no afecta la forma de las amplitudes. El potencial
p se grafica también para distintos valores de la longitud de coherencia &;.

Para un valor fijo de &, la interseccion de las curvas |[F'| y p define tres intervalos
en los que la dindmica es distinta. En el intervalo €5, < € < 0, donde |F| > p, el
patron hexagonal avanza para cubrir toda la extension del sistema, mientras que en
€m < € < €ins €l patron uniforme (¢» = 0) prevalece. En un intervalo €;,; < € < €5up.
se observa un régimen donde vy, = 0: p > [F| y la interfaz estd bloqueada. Esta
posibilidad se anunci6 en la seccion 3.3, ver también la figura 3.1. A medida que la
longitud de coherencia & incrementa, la region €,y < € < €4, donde la interfaz no
avanza disminuye de tamano; por tanto podemos decir que los efectos de bloqueo
aumentan a medida que &, decrece v se aleja del valor de Ay.

Por debajo de un valor determinado de la longitud de coherencia &, notado {é”},
se tiene que p > |F| en todo el intervalo I, de coexistencia. Esto es, las fronteras
hexagonal-uniforme tienen vy, = 0 para todo €, a esto llamamos régimen de bloqueo
total. Para cada valor de la constante no Boussinesq g, existe un tnico valor de éé” )
en que se establece este régimen. En la figura 4.3 se grafica 5[{,p) en funcién de g,, la
relacion es lineal. Encontramos numéricamente

& - o1
== ~(.158¢; . (4.6)
)\(]

En la figura 4.4 se muestra el ancho relativo del intervalo de bloqueo como funcién
de 50/5((,‘" ). La curva tedrica proviene del presente andlisis débilmente no lineal de la
ecuacion de Swift-Hohenberg, la curva (llamada numérica) se obtuvo de resolver la
misma ecuacion con un método numérico directo.

4.1.4. Validez de los resultados

La relacion (4.6) entre la longitud de coherencia “critica”, é”), v el parametro gy
., muestra que el régimen de bloqueo es posible cuando & es mas pequeno que Ag.
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Figura 4.4: Aqui se muestra el ancho relativo del intervalo de bloqueo como una
funciéon de E{(}p}/({).la")Sgg,\g). La curva tedrica imita el comportamiento de la curva

numeérica, que es mas suave.

Recordemos que la escala de variacion de las amplitudes.€, o el ancho de la interfaz,
es aproximadamente dada por la ley de escala

g2l (4.7)
gz

por lo que inmediatamente se deduce que el régimen de bloqueo sélo se alcanza cuando

£ <0.158) (4.8)
0EKL Ap - (4.9)

Esta condicién es exactamente opuesta a la que nos permitio deducir las ecuaciones
de amplitud no adiabdticas, donde se supone que el ancho de la interfaz es mucho
mayor que A\g. De hecho, (4.9) define el comportamiento fuertemente no lineal de la
ecuacion de Swift-Hohenberg, donde las ecuaciones (3.14)-(3.15) y lo que se deduce
de ellas no es valido. Con el objetivo de saber en que medida los resultados de la
seccion describen la dinamica real de la interfaz, se resolvié la ecuacion de Swift-
Hohenberg con un método numérico directo, en la siguiente seccion se abunda sobre
esta comparacion.
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4.1.5. Resultados numéricos para dos dimensiones

Los resultados numéricos que se presentan en esta seccion se obtuvieron resol-
viendo la ecuacién (2.15) usando un método pseudo espectral y un procedimiento
de integracién temporal descrito en [32]. El espacio estd discretizado en una malla
cuadrada con 2048 nodos a lo largo de la direccidn &, 128 nodos a lo largo de 3. v
condiciones de frontera periddicas. La condicion inicial es un dominio rectangular de
patron hexagonal de longitud 1028 y ancho 128, que se encuentra entre dos regiones
de conduccién con ¢ = 0. Las dos interfases son paralelas a la direccién § y coinciden
con un frente del patrén hexagonal (interfase faceteada). El intervalo Az es la unidad
espacial. El periodo del patrén Ao = 27/ky es 4v/3Ax.

Para determinar si las interfases se encuentran bloqueadas o no, se calculd la
evolucién temporal de la cantidad

bl wli2
alt)= | f’_fdm , (4.10)

donde I, y [, son las dimensiones del sistema. La funcién a(t) estd directamente
relacionada con las posiciones relativas de las interfases, pues es proporcional a la
longitud del patrén hexagonal.

La figura 4.5 muestra las transiciones entre los regimenes de movimiento y de
bloqueo a medida que cambia €, para g, y & dados. Como se esperaba, la superfi-
cie hexagonal se expande, permanece del mismo tamano o se contrae. Cuando las
fronteras avanzan o retroceden, el movimiento es notoriamente ondulado, tal y como
predice cualitativamente la ecuacién (3.30)

I . .48
PUgp = —5‘402[?0‘402 — 4g2Ag — 3€] + p cos(kozgp + ©) (4.11)

A partir de la condicidn inicial descrita en el primer parrafo, se dejo evolucionar el
sistema por un tiempo numérico t=8000. El estado final se muestra en la figura 4.6
para los mismos valores de €, g» ¥ & que en la figura 4.5.

En la figura 4.7 se muestra el diagrama (¢, &) de estabilidad de la frontera hexagonal-J
uniforme; el grupo de curvas N (“Numéricas”) proviene de la aplicacién del método
numérico descrito en los parrafos anteriores, las curvas T (“Tedricas”) se obtuvieron
de la aproximacion descrita en los Capitulos 1 y 2. Dada una longitud de coherencia
&, T y N dividen al diagrama 4.7 en tres o cuatro zonas dindmicas distintas. Veamos
cudles son las diferencias y similitudes entre los resultados numéricos y tedricos:

= Si € < €p, el patrén uniforme () = 0) es la tinica solucién estable. El ¢,
encontrado con el analisis débilmente no lineal es independiente de la longitud
de coherencia y difiere en mds del doble del encontrado numéricamente en el
régimen fuertemente no lineal (§y < Ag). Sin embargo, en el limite § — Ay, el
valor numérico tiende al valor tedrico €!%).
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Figura 4.5: Posiciéon de una interfaz como funcion del tiempo, obtenida de la resolucion
numeérica de la ecuacién (2.15), para varios valores del pardametro de control, €. Las tres
curvas superiores muestran como la frontera avanza sobreponiéndose al potencial de
bloqueo, el dominio hexagonal crece a expensas de la regién de conduccion (€ > €4, =~
—0.0038). La curva siguiente corresponde a una interfaz bloqueada (€iny < € < €54p),
y la inferior al retroceso del patrén hexagonal (€, < € < €,f). Aqui § = 0.04 y
g2 = 0.2.Cada curva corresponde a un punto en el diagrama (g, &) de la figura 4.7.
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Figura 4.6: Se permitio que el sistema evolucionara libremente por un tiempo numeérico
t=8000. Aqui mostramos los estados finales para cinco valores de € en el intervalo de
coexistencia. Se aprecia claramente como el dominio hexagonal crece, disminuye o
permanece del mismo tamano. Aqui & = 0.04 y g, = 0.2. Cada curva corresponde a
un punto en el diagrama (eq, &) de la figura 4.7.
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= Entre las curvas €, ¥ €y, el patron hexagonal retrocede a favor de la solucién
¢» = 0. En ambos diagramas estas curvas convergen en el limite & /Ay — 0.

= El bloqueo de la interfaz sucede en la regién comprendida entre €5 y €5p. A
medida que & — Ay, ambas curvas convergen al valor ¢ (aqui notado ef:’f))
conocido desde la seccion 2.4.2. En el régimen débilmente no lineal (& ~ A0),
el intervalo de bloqueo es sumamente pequeno, imposible de determinar en la
practica. Cuando &/Ag es pequeno, el diagrama N se distingue del T, en que
no muestra la aparicion del régimen de bloqueo total, es decir, que no existe un
%) tal que vg = 0 en todo el intervalo de coexistencia, I = [e5,; 0]. No obstante,
el intervalo de bloqueo en N crece desde cero hasta ser comparable con [., ver
también la figura 4.4. Las curvas €;,5 v €5,y divergen alrededor del mismo valor
caracteristico &}.

= A la derecha de €, la solucion hexagonal se expande sobre el estado uniforme.

Por todo lo anterior podemos afirmar que la descripciéon de la dindmica de una
frontera hecha en los Capitulos 1 y 2, reproduce cualitativamente los resultados
numeéricos presentados en esta seccion. Desgraciadamente, la dindmica deducida de
las ecuaciones (2.61)-(2.63) con contribucién no adiabdtica no nos permite predecir
mas que el orden de magnitud correcto de los valores de transicién €7, €5,p ¥ ff,”).

4.2. La dinamica de las fronteras y la estabilidad
de los estados desordenados

Capitulos atras mencionamos que la inmovilidad de las fronteras es una de las
explicaciones posibles para la estabilizacion de configuraciones desordenadas. De la
figura 4.7 podemos concluir que esto es posible cuando el valor de la longitud de
coherencia es del orden de & y que por encima de este valor, cuando las curvas €,y
V €5up convergen, no hay posibilidad de que existan configuraciones mezcladas.

Para ilustrar estos resultados, hemos resuelto numéricamente la ecuaciéon de Swift-
Hohenberg (2.15) en dos regiones del plano (€, &) de la figura 4.7, con g, = 0.2
v condiciones iniciales aleatorias. ¥(7,t = 0) es un campo aleatorio gaussiano con
(¥) =0y (¥?) = aA?, con o una constante ajustable de orden unidad. Los cédlculos
se realizaron en una malla de 256 x 256 nodos, durante un periodo de tiempo suficiente
para alcanzar un estado estacionario. Fijamos el valor de la longitud de coherencia
& = 0.04).

En la region limitada por las curvas €,,5 v €4,,, donde las interfases hexagonal-
uniforme estin bloqueadas, las configuraciones mezcladas de regiones hexagonales
v cumulos de puntos tienen tiempos de vida largos. En la figura 4.8 se muestra la
evolucion de un estado inicial aleatorio en € = —0.00453. Las fronteras regulares o (fa-
ceteadas) en el estado intermedio 4.8 a) son estdticas. Aquellas que no lo son, avanzan



te te
E:m( ) L"n{
R B S .

0.07 ]
0.06 — -

T
&/ N, 0.05- -
0.04 - X o R
0.03 - Em EI'I"Iil‘l Esup aid
0.02 - -

T T T T T T T T

T T T T T T T
-0.007 -0.006 -0.005 -0.004 -0.003 -0.002 -0.001 0.000
€

Figura 4.7: Diagramas dindmicos de la interfaz hexagonal-uniforme. Las curvas N
fueron obtenidas numéricamente mientras que el diagrama T viene del anélisis débil-
mente no lineal y su correccién no adiabdtica (§ ~ Ao). Aqui g» = 0.2, pero no es
relevante para la forma de las curvas pues inicamente establece las escalas horizontal
y vertical segin las ecuaciones (2.100) y (4.6).
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de manera que se complete un dominio hexagonal regular con fronteras faceteadas.
Cuando esto sucede se detienen. De hecho, podemos mostrar que las fronteras tienen
que ser faceteadas para ser estdticas. Como se ve en el cilculo de los términos no
adiabdticos de las ecuaciones de amplitud (seccién 3.1), si ninguno de los nimeros de
onda k; del patron hexagonal coincide con la direccién perpendicular a la frontera,
los términos dependientes de la escala rdapida en (3.10) siempre se integran a cero,
regresando a la dindmica de la figura 2.11.

También en 4.8 observamos que pequetios cimulos de 1.2, 3 v 4 puntos son estables.
De cierto modo estos ciimulos se pueden ver como dominios de tamano de orden
Ao. Aun mads, es notable que para estos cimulos se pueden determinar, de manera
independiente, las curvas c,(-f:;f") y f(;f,;;] con n=2,3,4..., andlogas a las €inf ¥ €sup
de los frentes hexagonales. Para valores de € a la derecha de €(CY»), los ciimulos de

Su

n puntos funcionan como nicleos para la formacién de atrongs hexagonales que
después se expanden libremente. A la izquierda de fﬁﬁ}’ . los cimulos se encogen
hasta desaparecer (véase figura 4.10). En resumen, las estructuras localizadas tienen
transiciones dindmicas similares a los de los dominios grandes. Para verificar que esto
es posible, determinamos numéricamente algunos puntos de sﬁﬁf % en el espacio (o, €)
con g, = 0.2 y los graficamos junto con el diagrama de estabilidad de las fronteras.
Estos resultados son consistentes con el andlisis cualitativo de estructuras localizadas
en una dimensién espacial, publicado recientemente en [33].

En contraste, la figura 4.9 ilustra la inestabilidad de un estado desordenado, por
el avance de las fronteras. Fijamos los valores & = 0.04A0 y € = —0.0038. En este
régimen se llega, en tiempos largos, a estados ordenados de patrones hexagonales. Los
cumulos estables del estado desordenado inicial 4.9 a), son rapidamente engullidos por
las regiones hexagonales crecientes. Evidentemente, para tiempos largos, las regiones
conductivas son también barridas por los hexdgonos. En el intervalo €,,, < € < fgfff n)
los crimulos estables constituyen un estado metaestable.
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Figura 4.8: Evolucion hacia una configuracion desordenada estacionaria del parame-
tro de orden v (g2 = 0.2). La longitud de coherencia es § = 0.04Xq, €y < € =
—0.00453 < €5p. En el régimen de bloqueo, las fronteras inmdbiles favorecen que
el estado desordenado prevalezca. a) El estado intermedio; b) t=100000 unidades de
tiempo después, es notorio que las fronteras que no estaban faceteadas han avanza-
do; ¢) t=200000 todas las fronteras estan faceteadas, sin embargo algunas avanzardn
hasta el estado de la figura d) (t=300000).
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Figura 4.9: Evolucién de los patrones para e,sup < ¢ = —0.0038 < €12, Los
otros parametros son & = 0.04Ag y g» = 0.2. En a) tenemos el estado inicial, en
b), ¢) v d) tres configuraciones sucesivas de la misma corrida, respectivamente en
tiempos t=10000, 20000, 30000. Los cimulos de estructuras localizadas son estables
pero finalmente son engullidos por el patron hexagonal creciente. Dicho de otra forma,

en este régimen los “muéganos” son un estado metaestable.
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Capitulo 5

Conclusiones

Estudiamos la dindmica de una frontera en la regién de biestabilidad de la ecuacién
de Swift-Hohenberg (2.57). De un andlisis débilmente no lineal (£, ~ Ag) e incluyendo
efectos no adiabdticos, encontramos que el régimen de bloqueo total de la interfaz
hexagonal-uniforme, es consecuencia de la interaccion entre las dos escalas naturales
del sistema: la lenta que describe la modulacién del patrén (por lo tanto la frontera)
v la rapida que describe la estructura periddica local.

El tamano del intervalo de bloqueo [e,-nf, €sup) €S importante tan pronto como la
longitud de coherencia &, es del orden (0 menor) que un valor caracteristico {f,” ). des-
crito por la férmula (4.6). Los efectos no lineales aumentan a medida que &, decrece
(con € y g, constantes), y disminuye el intervalo [, €;s] donde los hexdgonos re-
troceden a favor del estado uniforme. Es decir que en el régimen no lineal, el patrén
hexagonal es dominante.

Exploramos rapidamente las consecuencias que tiene la dindmica de las fronteras
en la existencia de las configuraciones desordenadas. Los estados estacionarios de-
sordenados son posibles unicamente en el régimen no lineal (§/A\y < 1), donde el
movimiento de las interfases estd bloqueado. En el régimen de movimiento, la fase he-
xagonal constituye una fase estable, pues el patrén uniforme (¢» = 0) y las estructuras
localizadas son barridas por los frentes al avanzar.

En la regién de biestabilidad, donde concentramos nuestro estudio, aparecen fre-
cuentemente las llamadas estructuras localizadas. Estas han sido estudiadas amplia-
mente y se ha encontrado que tienen un papel importante en la produccion de estados
desordenados [5, 34, 35]. Sin embargo, no se cuenta ain con modelos para una inter-
pretacion completa de su estabilidad y dindmica. Esto es mds notorio en el caso de
los ciimulos de mas de dos particulas [36], donde los estudios son predominantemente
numéricos. En particular, parece interesante buscar una interpretacién cuantitativa
que explique la similitud entre la dinamica de las estructuras localizadas y aquella
de los frentes de patrones hexagonales. Una discusién cualitativa ha sido presentada
para patrones unidimensionales [33].

Como explicamos en el Capitulo 2, las ecuaciones (2.14) y (2.15) tienen estructu-
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ra potencial. Esta propiedad nos permitié determinar el sentido del movimiento de
la interfase entre dos patrones ideales distintos: la frontera se mueve de forma que
el patréon que minimiza una “energia libre” crezca; la seleccion del nimero de onda
también se puede explicar por la minimizacion del funcional de “energia”. Sin em-
bargo, muchos sistemas, en particular convectivos, no son potenciales en la practica.
Las ecuaciones de amplitud que describen sus patrones contienen algunos términos
no potenciales, es decir que no son derivables de un potencial. Se ha investigado la
influencia que estos términos pueden tener en la dindmica de los frentes de la fase
hexagonal [37]. La seleccién del nimero de onda es alterada de forma que los pa-
trones no estan compuestos de hexdgonos regulares. Cerca del umbral, la velocidad
de la interfaz hexagonal-uniforme, en el caso no potencial, no es muy distinta de la
que se obtiene del analisis débilmente no lineal estandar. Lejos del umbral, como en
el régimen de bloqueo discutido arriba, todo indica que los términos no potenciales
deberian modificar notablemente la dindmica y las distintas transiciones. Falta inves-
tigar el resultado conjunto de los términos no adiabdticos y los no potenciales sobre
la dindmica discutida aqui.

Otra posible continuacion de este trabajo es la aplicacién de los mismos métodos y
aproximaciones a la investigacién de otros modelos que describen sistemas ecolégicos,
quimicos u 6pticos, que fueron presentados rapidamente en la seccion 2.2.



Apéndice A

Estimacion de la magnitud p del
potencial de bloqueo

En la seccién 3.2 se calculd la magnitud del llamado potencial de bloqueo, p, en la
aproximacion no adiabdtica y se obtuvo

—18(A; A3) + g2(3A7 + 4A3))
0X

JdX . (A1)

+00
P = méix] cos(koX +@)[.41

0(3(‘4‘5‘42 + .’Jl;) + gg'zAtAg)
X
De [27] sabemos que las amplitudes cambian aproximadamente en el espacio como

la funcién tanh(z/€), con & el ancho de la frontera. En una primera aproximacion, la
integral (A.1) tiene el mismo orden de magnitud que la parte imaginaria de

4 SA,

Al ] ¢*0% tanh(z/€)dz (A.2)

donde Ay esta dado por la ecuacién (2.103).
Si integramos la funcién compleja

f(2) = e*°% tanh(z/€) (A.3)

sobre el contorno I' (véase la figura A.1), la parte sobre el eje real coincide con la
integral (A.2) cuando R — 0.
Entonces calculamos

ik 1 =) e—‘z:f&
)'S 0z J F
/r(, 1L e %E e—2zf£dz ; (A4)
Por un lado, del teorema del residuo obtenemos
e o~k £ (2n+1)w
0< it y —&o A S
/1. e dz = 2im€ Y e7*03 a (A.5)

n=0
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y
% intg(2n+1)/2

4; ing3/2
'r

r o in&/2

-R R

Figura A.1: Los polos z, de la funcién f(z) son z, = ‘;—25(211 + 1)7, cuando R — oo,
todos quedan dentro del contorno I'.

Por otro, la integral (A.4) tiende a cero en los puntos sobre el semicirculo v5 por
lo tanto esta se reduce a

p~ AgIm( f T gikox tanh(z/€)dz) = Aj i omgekofn+l)m (A.6)

oo n=0

Esta aproximacion de p es una suma infinita y podemos evaluar la aportacién
de cada sumando. En el régimen en que € k; > 1, tenemos que e~ ¢ < 1, de
donde el primer término (n = 0) de la suma es dominante: p ~ e~ 2%¢ <« 1. El
segundo sumando (n = 1) es e~ 2%%¢, ¢l tercero (n = 2) e~ ThE Si consideramos
valores mayores de n, sumamos potencias del primer sumando, que son pequenas
comparadas con la unidad, y por lo tanto términos de orden cada vez menor a la
suma de p. Por lo tanto p se aproxima unicamente por el primer término.

El vector de onda en la expresién (A.1) de p es kg, pues en la deduccién de los
términos no adiabdticos de las ecuaciones de amplitud se eliminaron todos los términos
subresonantes que oscilaban con vector de onda lkg, [ > 1. Esa eliminacion se justifica
ahora. Si se les hubiera conservado, a la aproximacién (A.6) se agregarian sumas con
primer término dominante proporcional a e~tho32n+l)r ) mayor de estos términos
es despreciable comparado con el término dominante e~ %€ de (A.6).
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Apéndice B

Programa ‘“perfil”

Los perfiles numéricos A, (z,t) y As(z,t), usados para calcular el potencial de bloqueo
p. se obtuvieron resolviendo las ecuaciones (4.1) usando un algoritmo de Euler descrito
en la seccion 4.1.1. En el programa, el sistema tiene un tamano 1 a lo largo de la
direccién 7 y estd discretizado en l*nstep segmentos iguales, donde nstep es el
numero de nodos en los que subdividimos una unidad de distancia. La condicién
analitica inicial es una funcién tangente hiperbdlica centrada en el punto medio del
espacio, es decir que la posicion inicial de la frontera es zg(t = 0) = 1/2. Definimos
la longitud de onda del patrén hexagonal A\q = 1.

En la salida del programa obtenemos las amplitudes A;(z,T) y As(z,T) en un
régimen estacionario, es decir que después de un tiempo numérico T, la velocidad de
la frontera es constante. En el preimbulo del programa podemos definir y modificar
los valores de

los parametros g;, € v &. Hicimos corridas que cubren los intervalos 0.3 < g, < 0.7
y I. : —8.592/135 < € < 0. Fijamos el valor & = 1 porque hicimos el cambio de
variables z = £yz, de forma que los perfiles obtenidos son independientes de &;.

A continuacion esta el codigo FORTRAN del programa.

program perfil

implicit none
c se dan todas las constantes
c# define "parametros.def.F"

# define g2 0.4

# define epsilon -((8./135.)*(g2)*%*2)
# define gp 3

# define go 6

# define deltat 0.0005

# define xi0 1.

# define lambdaO 1.

# define nstep 20



0O 0 # # #H #

O 0 0O 0O 0

[ ]

define 1 200
define T 2000
define ncalc 2000
define 1x (1*(nstep))

se definen las variables
real*8 ali,a2i,al1(lx),a2(1x)
real*8 d2a1,d2a2,f(1x),g(1lx)
real*8 pi,a0,x(1x),x01,x02
real*8 time,fil,fi2,fi,gi,s2,s3
integer i,n,nt,ntcalc
pi=dacos(-1.0d0)
a0=(g2/15. +(1./15.)*(g2x*2
& + 15.xepsilon)**(0.5))
open(unit=3,file=’pfe8-nst20-g20.4’,
& form="formatted’,status=’unknown’)
las condiciones iniciales analiticas c
open(unit=4,file="ple0-nst30_600",
& form=’formatted’,status=’o0ld’)
open(unit=5,file="p2e0-nst30_600",
& form=’formatted’,status=’o0ld’)
do 1 1i=1,1x
read(4,*) x(i), ai(i)
read(5,*) x(i), a2(i)
£fi1=0.5%(1.-tanh((real(i) /real(nstep)- real(l)/4.0)*g2))
£i12=0.
al(i)=a0*x(fil+£fi2)
a2(i)=a0*(fil+£fi2)
x(i)=lambdalO*real(i)/real (nstep)
continue
calculo del perfil
nt=int (real(T)/deltat)
ntcalc=int (real(nt)/real(ncalc))
do 4 n=1,nt
time=n*deltat
do 2 i=2,1x-1
d2al=(real(nstep)/lambda0)**2x(al(i+1)+al(i-1)-2.%al1(i))
d2a2=(real(nstep)/lambda0) **2x (a2(i+1)+a2(i-1)-2.%a2(i))
do 2 i=3,1x-2
d2a1=(real(nstep)/lambdal)#*2x(1./12.)*(-a1(i+2)-a1(i-2)
& + 16.%a1(i+1)+16.xal1(i-1)-30.*a1(i))
d2a2=(real (nstep)/lambda0) **2*(1./12.) *(-a2(i+2)-a2(i-2)
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& + 16.*%a2(i+1)+16.%a2(i-1)-30.*a2(i))
f(i)=epsilon*al(i) + 2.%g2*a2(i)#**2 - gp*al(i)**3
& - 2.%go*al(i)*a2(i)**2 +d2al*(xi0**2)
g(i)=epsilon*a2(i)+2.*g2*al(i)*a2(i)
-(gp+go) * (a2 (i) **3)
& - goxa2(i)*al(i)**2 + d2a2*(xiOxcos(pi/3.))**2
2 continue
f(1)=£(3)
£(2)=£(3)
g(1)=g(3)
g(2)=g(3)
f(1x)=£f(1x-2)
f(1x-1)=£f(1x-2)
g(1x)=g(1x-2)
g(1x-1)=g(1x-2)
do 3 i=1,1x
fi=f (i)
gi=g(i)
s2=deltat*fi
s3=deltat*gi
al(i)=a1(i)+s2
a2(i)=a2(i)+s3
3 continue
if (mod(n,ntcalc).eq.0) then
do 6 i=2,1x
if((a0/2.-a1(i-1))*(a0/2.-a1(i)) .le.0.) then
x01= (lambdaO/real(nstep))*(ail(i)-a0/2.)/(a1(i-1)-a1(i))+x(1)
endif
if((a0/2.-a2(i-1))*(a0/2.-a2(i)).le.0.) then
x02= (lambdaO/real(nstep))*(a2(i)-a0/2.)/(a2(i-1)-a2(i))+x(i)
endif
6 continue
write(*,*) time,x01,x02
write(3,*) time,x01,x02
endif
4 continue
open(unit=1,file="ple8-nst20-g20.4’,
& form=’formatted’,status=’unknown’)
open(unit=2,file=’p2e8-nst20-g20.4’,
& form=’formatted’,status=’unknown’)
do 5 i=1,1x
write(1,*) x(i), ail(i)

=3

ESTA TESIS NO SALF
LA BIBLIOTECA
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write(2,*) x(i), a2(i)
5 continue

close(1)

close(2)

close(3)
c close(4)
c close(5)

end
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Apéndice C
Programa “potencial”

Este programa sirve para obtener la magnitud p del potencial de bloqueo, resolviendo
la integral (3.29). Para calcular la integral se ocupa un sencillo método del trapezoide,
las primeras derivadas se calculan con una férmula de tres puntos similar a la que se
empled en el programa perfil.

A la entrada del programa se encuentran las amplitudes A, (z,T) vy As(z, T) cal-
culadas con el programa perfil, a la salida obtenemos p como funcién de € para un
valor particular del cociente £,/Ag. Recordemos que ademads de ¢, el otro pardmetro
importante en nuestro problema es &, pues la razon &,/ Ay mide la importancia de la
contribucién no adiabdtica a la dindmica de la frontera. Las corridas se hicieron en
los intervalos 0.3 < g» < 0.7, I, : —8.5¢2/135 < ¢ < 0 y 0.03 < & < 0.06. A partir
de los resultados de este programa, pudimos determinar la existencia de un 5((,”} para
el cudl las fronteras estdn bloqueadas en todo el intervalo de coexistencia . (véase
figura 4.2).

A continuacién estd el codigo FORTRAN del programa.

program potencial
implicit none
c se dan las constantes
c# define "parametros.def.F"

define g2 0.3

define epsilon =-(8./135.%(g2)*%*2)
define gp 3

define go 6

define deltat 0.0005
define xiO 0.0
define lambdal 1.
define nstep 20
define 1 200
define T 600

H OH H H OH O H H HH



# define ncalc 600

# define 1x (1*(nstep))

c

¢ se definen las variables

real*8 p,p2,pl,pi,phi,ap

real*8 dlal(lx),d1a2(1x),al(lx)
real*8 a2(1x),f(1x),g(1x),x(1x)
integer i
pi=dacos(-1.0d0)p

open(unit=1,file=’ple8-2811’,
& form=’formatted’,status=’0ld’)
open(unit=2,file=’p2e8-2811",
& form=’formatted’,status=’0ld’)
do 2 i=1,1x
read(1,*) x(i), al(i)
read(2,*) x(i), a2(i)
2 continue
close(1)
close(2)
calculo de las primeras derivadas
do 3 i=3,1x-2
dlai(i)= (real(nstep)/(12.*lambda0)) *(al(i-2)-8.*al(i-1)
& +8.*al(i+1)-al1(i+2))
dia2(i)=(real(nstep)/(12.*lambda0))*(a2(i-2)-8.%a2(i-1)
& +8.*xa2(i+1)-a2(i+2))
3 continue
dla1(2)= d1a1(3)
dla1(1)= dia1(3)
dlal(lx-1)= dlal(lx-2)
dlai(1x)= dia1(1x-2)
d1a2(2)= d1a2(3)
dia2(1)= d1a2(3)
dla2(1x-1)= d1a2(1x-2)
dla2(1x)= d1a2(1x-2)
¢ calculo de las integrales con metodo del trapezoide
c primero se calculan los integrandos f y g
do 4 i=1,1x
x(i)=lambdaO*real (i) /real(nstep)
f(i)=(cos(2.*pi*xi0*(real (i)/real(nstep)))*(al(i)*
& (-18.%x(dlal(i)*a2(i)*x2+2 . %al(i)*a2(i)*d1a2(i))
& +g2x(6.xal(i)*dla1(i)+8.*a2(i)*d1a2(i)))

O
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& +2.%a2(1)*(-3%(2.*al(i)*dlal(i)*a2(i)+al(i)**2xd1a2(i)
& +3%a2(i)**2%d1a2(i))+2xg2*(dlal(i)*a2(i)+al(i)*d1a2(i)))))
g(i)=(sin(2.*pi*xi0*(real(i)/real(nstep)))*(al(i)*
& (-18.%(d1al(i)*a2(i)**2+2.%al(i)*a2(i)*d1a2(i))
& +g2*(6.xal(i)*dlal(i)+8.*a2(i)*d1a2(i)))
& +2.%a2(i)*(-3%(2.xal(i)*dlal(i)*a2(i)+al(i)**2xd1a2(1)
& +3*%a2(i)**2xdla2(i))+2*g2*(dlal(i)*a2(i)+al(i)*d1a2(i)))))
continue
open(unit=4,file=’int1e8-xi00.048-nst20-g20.3’,

& form=’formatted’,status=’unknown’)
open(unit=5,file=’int2e8-x100.048-nst20-g20.3’,
& form=’formatted’,status=’unknown’)
open(unit=8,file=’rese8-xi00.048-nst20-g20.3",
& form=’formatted’,status=’unknown’)
open(unit=7,file=’pvse8-xi00.048-nst20-g20.3’,
& form=’formatted’,status=’unknown’)
do 5 i=1,1x

write(4,*) x(i), f(i)
write(5,*) x(i), g(i)
continue
close(4)
close(5)
p1=0.
p2=0.

c el intervalo de suma es menor en realidad, hay que reducirlo

do 6 i=1,1x-1
p1=p1+0.5%(lambda0/real (nstep))* (£ (i) +f (i+1))
p2=p2+0.5%(lambdal/real (nstep))*(g(i)+g(i+1))
continue

c una vez calculadas las integrales podemos encontrar la fase phi
c en la que p=cos(phi)*pil-sin(phi)*p2 es maximo

phi=atan(-p2/p1)
p=cos (phi)*pi-sin(phi) *p2
ap=abs(p)
write(*,*) p1,p2, phi,p
write(8,*) pi,p2, phi,p
write(7,*) epsilon, ap
close(8)
close(7)
end
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