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Prefacio

Los neutrinos son las particulas conocidas mas elusivas e intrigantes de la na-
turaleza. Dentro del Modelo Estdndar (SM) de los constituyentes fundamentales
de la materia se le asignan las propiedades minimas que son compatibles con
los experimentos: masa nula, carga nula, momento dipolar nulo. Cualquier me-
dicién que se aparte de este simple esquema dara una indicacién clara de Fisica
nueva més alld del Modelo Estdndar. Esto explica el enorme interés y el gran
esfuerzo en el estudio experimental y teérico de las propiedades de los neutrinos,
asi como en el entendimiento de sus consecuencias en astrofisica y cosmologia.
Si los neutrinos tienen masa y existe entre ellos una mezcla de estados, entonces
puede ocurrir el fenémeno de las oscilaciones de neutrinos, o sea, transforma-
ciones periddicas entre los diferentes sabores (por ej., ve = 1,,). Recientemente,
los resultados de los experimentos SuperKamiokande (SK) y SNO han propor-
cionado una clara evidencia de la existencia de tales oscilaciones [1, 2], lo que
constituye uno de los descubrimientos mas trascendentes de los 1ltimos afios en
la fisica de las particulas elementales.

Basados en el entendimiento de la evolucién estelar, la fisica del Sol parece
estar muy bien entendida; el Sol es una estrella que se encuentra en una etapa
estable, donde se fusiona hidrégeno para formar helio. Debido a estas reacciones
nucleares se produce un flujo intenso de neutrinos del electrén. Por més de tres
décadas, los experimentos de neutrinos solares han detectado menos neutrinos
de los que son predichos por detallados modelos tedricos del Sol. Este déficit se
conoce como el problema de los neutrinos solares. Y la mejor solucién a dicho
problema la constituyen las oscilaciones de neutrinos. Las transiciones entre
los distintos sabores pueden incrementarse notablemente cuando los neutrinos
atraviesan medios densos como el interior de una estrella. Esto se conoce con
el nombre de mecanismo MSW |[3, 4] y provee la mejor solucién al problema de
los neutrinos solares.

Es un hecho bien conocido, que cuando los neutrinos (provenientes del Sol)
atraviezan la Tierra, como resultado del efecto de la materia sobre las transicio-
nes entre v, y Vo (a=p, ), el flujo de neutrinos del electrén observado durante
la noche resulta diferente al que se observa en el dia. Casi todos los cdlculos rea-
lizados en general predicen un flujo nocturno mayor que el diurno. La mayoria
de estos estudios han sido realizados bajo la suposicién de oscilaciones entre dos



sabores con un angulo de mezcla 8 < 45°, de tal forma que el nimero de v,
que llegan a la Tierra es mayor que el nimero de v.. En dicha circunstancia,
se plantea que el efecto de la materia terrestre es el de convertir v, en v, y
viceversa, y ya que inicialmente hay un nimero mayor de v,, durante la noche
el flujo de neutrinos del electrén resulta mayor que en el dia.

En un trabajo reciente Chiang y Wolfenstein 5] sefialaron que la explicacién
anterior es incorrecta. Dichos autores han llevado a cabo un estudio cualitativo
de la asimetria dia-noche y a partir del mismo llegaron a la conclusién de que
el signo de la asimetria es dictado por el hecho de que el efecto de la materia
en el Sol tiene el mismo signo que en la Tierra. En la referencia [5] se empled
la aprozimacidn adiabdtica para la solucién de los neutrinos dentro del Sol y un
perfil de densidad constante para la Tierra.

La densidad de materia terrestre puede ser aproximada por medio de una
funcién escalén, con un valor en el niicleo de unas 2.6 veces mayor que en el
manto. En esta tesis, se realiza un anélisis mas completo de la asimetria dia-
noche en los neutrinos solares, introduciendo el operador de evolucidn en la base
de sabor para estudiar la propagacion de los neutrinos a través de la Tierra. Se
considera una situacién mas realista de un perfil tipo escalén para la densidad
de materia terrestre y se incorporan los efectos no adiabdticos en la solucién de
los neutrinos dentro del Sol.

La tesis esta estructurada de la siguiente forma:

En el capitulo 1 presentamos el formalismo de la mezcla entre neutrinos
masivos y de las oscilaciones de neutrinos en el vacio

En el capitulo 2 consideramos la propagacién de los neutrinos en un medio
material (neutro) para una densidad constante. También se deriva la solucién
adiabética para una densidad variable, y se discute la manera de tomar en cuenta
efectos no adiabéticos.

En el capitulo 3 describimos algunas caracteristicas de los neutrinos solares,
asi como su evolucién desde el punto de produccién hasta que arrivan a la
superficie de la Tierra.

En el capitulo 4 se hace un estudio més detallado de la asimetria dia-noche
de un perfil constante y uno de tipo escalén para la densidad en el interior de la
Tierra, incorporando los efectos no adiabaticos en la solucién de los neutrinos
solares. En este andlisis se emplea la representacion del operador de evolucién en
la base de sabor, para los neutrinos solares que cruzan la Tierra, cuya derivacién
se presenta en el apéndice B.

En el capitulo 5, se hace un resumen de los resultados obtenidos y se pre-
sentan las conclusiones.
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Capitulo 1

Oscilaciones de neutrinos en
vacio

Las oscilaciones de neutrinos son transformaciones periédicas de neutrinos
de un sabor en otro, y se presentan cuando existe mezcla entre neutrinos masi-
vos, en otras palabras, el estado del neutrino que es producido por interaccién
electrodébil no es un eigenestado de masa. Este fenémeno fue primero sefialado
por Pontecorvo [6], mientras que la posibilidad de mezcla arbitraria entre dos
estados de neutrinos masivos fue primero introducido por Maki, Nakagawa y
Sakata [7]. El fenémeno de las oscilaciones de neutrinos esta relacionado con la
naturaleza cuantica de los neutrinos y tienen su origen en el hecho de que el esta-
do de una particula puede ser expresado utilizando diferentes bases. Estas bases
estdn formadas por un conjunto de estados independientes y se caracterizan por
ser el conjunto de estados propios de algiin observable fisico.

1.1. La matriz de mezcla.

De acuerdo al Modelo Estdindar (SM por sus siglas en ingles) de las particulas
elementales [8] , existen tres tipos de sabores de neutrinos: v, v, y v-, los cua-
les estan asociados con cada uno de los leptones cargados conocidos (electrén e,
muén p y tau 7), de tal forma que (v4,a), @ =e, u, 7, conforman una genera-
cién o familia de leptones. Estas generaciones se caracterizan por los nimeros
lepténicos individuales L,, definidos por

La(vg) = 0up - (1.1)

El nimero dé neutrinos se determiné experimentalmente a través de la medicién
del ancho de decaimiento del bosén Z°, en los experimentos llevados a cabo con

el acelerador LEP [9], en CERN. El resultado fue
n,, = 3.00 £ 0.06. (1.2)



1.1. LA MATRIZ DE MEZCLA.

En el SM los neutrinos no tienen masa y se propagan en el vacio a la velocidad de
la luz. Sin embargo, hasta donde sabemos, no existe una razén teérica profunda
por la que las masas de los neutrinos deban ser exactamente cero. Por otra
parte, los neutrinos tienen masa en la mayoria de las extensiones tedricas del
SM. Ademas, los experimentos llevados a cabo con neutrinos atmosféricos y
solares han aportado evidencia concluyente de la existencia de oscilaciones entre
neutrinos masivos.

Supongamos que el estado de un neutrino que se propaga en el vacio co-
lapsa a alguno de los estados de sabor definido mediante la realizacién de una
medicién del observable llamado sabor, lo cual puede hacerse a través de una
interaccién débil (intercambio de un Z° o un W#) con un leptén o un quark.
Si este conjunto de estados de sabor no fuera la base en la que el Hamiltoniano
del neutrino, propagdndose en el vacio, es diagonal esperariamos que existiera
algin otro conjunto de estados independiantes del neutrino que asociariamos
con los estados estacionarios. Mas atin, el estado de un neutrino en un momento
determinado podria ser al mismo tiempo una combinacién lineal de los esta-
dos de sabor definido, y una combinacién diferente de los estados propios del
Hamiltoniano.

Para que esto sea posible, es necesario suponer que los estados con sabor
definido no son los estados estacionarios del neutrino, y por lo tanto existe
necesariamente el segundo conjunto de estados. Como veremos mas adelante,
los estados que diagonalizan al Hamiltoniano de una particula libre deben tener
una masa y un momento bien definidos, lo cual nos lleva a concluir que, si los
estados de sabor definido no coinciden con los estados estacionarios en el vacio,
entonces los neutrinos tienen una masa distinta de cero. Sin embargo, esta masa
debe ser muy pequeiia debido a cotas experimentales.

La base de los autoestados del Hamiltoniano del neutrino en vacio deberd
tener tres elementos, para coincidir en dimensionalidad con la base de los au-
toestados de sabor definido, v; (i=1,2, 3) [10]. El cambio de una base a otra se

verifica por medio de la matriz de mezela U

3
|Ua> - ZUM|V§> ’ (1.3)
=1

|V‘-) = Z UJ&[”«} = ZU;!:lVa) ) (1-4}
(&7 o
donde av=e, pt, T, y U,i son elementos de una matriz unitaria de 3x3
UlU = UUY =1, (1.5)
es decir,

Z Univ,gi = 0ag » Z UaiUc:j = ij . (1.6)

2



CAPITULO 1. OSCILACIONES DE NEUTRINOS EN VACIO

En el SM todos los neutrinos son no masivos, en cuyo caso la matriz U no
tiene significado fisico y siempre se puede hacer igual a la identidad I. Por lo
tanto, al introducir la matriz de mezcla, estamos suponiendo implicitamente que
al menos uno de los neutrinos tiene masa no nula. En general, U es una matriz
compleja de nxn, y para construirla hay que determinar 2n? pardmetros reales.
La condicién de unitariedad impone n? restricciones, por lo cual, el nimero de
pardmetros independientes se reduce a n?. De estos pardmetros, 2n—1 fases
arbitrarias pueden ser eliminadas por una redefinicién de los componentes iz-
quierdos de los campos (de los leptones cargados y neutrinos) que participan
en la interaccién de corriente cargada [11]. De tal manera que el nimero de
pardmetros fisicamente significativos en la matriz de mezcla es (n—1)2. Una
matriz ortogonal de nxn es caracterizada por n(n—1)/2 dngulos de mezcla, asi
el resto de los pardmetros esenciales de U corresponden a (n—1)(n—2)/2 fases.
Si CP se conserva en el sector de los neutrinos, entonces desaparecen todas las
fases y U es una matriz (real) ortogonal, con n((n—1)/2 pardmetros (dngulos
de mezcla).

Para n=2, no hay fases (conservacién de CP) y el tinico pardmetro fisico es
un tnico dngulo de mezcla 8. En este caso, U es la matriz ortogonal

Ua Ue cos® senf
U= = 5 (1.7)

Ui U —senf cosf
que es una matriz de rotaciones en dos dimenciones. Para n=3 hay tres dngulos
de mezcla y una sola fase, y la matriz de mezcla es andloga a la matriz de

Cabibbo-Kobayashi-Maskawa en el sector de quarks. Una parametrizacién muy
usada de la matriz de mezcla para tres sabores es la siguiente [12]:

1 0 0 1 0 0 Ciz 0 S5 Cia Syp 0
U=[0 cy3 S5 )[0 €% 0 0 1 0 —819 G2 0 ],

(1.8)

donde c;; =cos®;;, S;; =senb;; (i,j=1,2,3),y § es la fase de violacién de CP.
La factorizacién (1.8) combina una rotacién alrededor de cada uno de los ejes
coordenados en un espacio tridimensional y una matriz diagonal que incluye la
fase 4.

1.2. El operador de evolucion.

Un sistema cudntico aislado de toda intervencién exterior evoluciona de for-
ma exactamente previsible y, si tal sistema no se somete a ninguna medicion, su
evolucién (i.e., la transformacién del vector que representa su estado dinamico

3



1.2. EL OPERADOR DE EVOLUCION.

en el instante tg Itb(to)) en el vector de estado |¢’{t)) en un instante arbitrario
t, es lineal [13]. Por lo tanto, existe un operador lineal % (t, ¢o) tal que

() = 2 (t,to)|¥(to)) (1.9)

donde % (t,to) es, por definicién, el operador de evolucién del sistema. Como
|#(to)) es arbitrario, es claro de (1.9) que

U (to,to) = 1. (1.10)

Empleando la ecuacién diferencial de movimiento de los estados dindmicos del
sistema (Ec. de Schrodinger)

i |(0) = HOW®) (1.11)

el operador % (t,to) es completamente determinado cuando el Hamiltoniano
H (t) del sistema es dado. Al sustituir (1.9) en la ecuacién (1.11) se tiene que el
operador de evolucién satisface la misma ecuacién [14], es decir

iﬁ%@/(:, to) = H(t)% (¢, to) . (1.12)

Para que la norma del vector [w(t)) permanezca constante en el transcurso del
tiempo, es necesario y suficiente que H(t) sea Hermitiano y, en consecuencia,
que % (t,to) sea un operador unitario:

U?{_l(t! to) = a‘)‘/t(t! to) (113]
lo cual se sigue de (1.12) y (1.10).

Si el sistema es conservativo, i.e., si su energia, representada por el Ha-
miltoniano H no depende explicitamente del tiempo, la Ec. (1.12) puede ser
facilmente integrada. Tomando en cuenta la condicién inicial (1.10), obtenemos

%(t$ l"(:l) = e—ib’(t—'%)/ﬁ ] (114)
y si |s0n> es un eigenvector de H con eigenvalor E,,, entonces:
U(t,to)|pn) = € Bt/ R (1.15)

Cuando H es explicitamente dependiente del tiempo, se puede estar tentado a
considerar, por analogia con la ecuacién (1.14), que el operador de evolucién es
igual a el operador V(t,tp) definido por:

V(t,to) = € Jio H(DAT (1.16)

Sin embargo, en general esto no es cierto, ya que la derivada de un operador
de la forma €4(®) no es, en general, igual a A’(t) €4 lo cual, puede verse por
expansién de () en una serie de potencias en A(t). Se requiere que A(t) y 41
conmuten para que se verifique la igualdad.




CAPITULO 1. OSCILACIONES DE NEUTRINOS EN VACIO

1.3. Oscilaciones en vacio.

Consideraremos al neutrino como una particula masiva propagddose en el
vacio con una energia mucho mayor a su masa en reposo. Supongamos que
la particula puede estar en cualquiera de n estados cuédnticos independientes,
elementos de una base A, a los que denotdmos por ¥, , Y3, ¥, , ..., y que
existe una base B, cuyos elementos denotamos por 9, ,i =1,2,..., en la que el
operador Hamiltoniano de particula libre es diagonal, es decir

(¢:|Hol|¥;) = E: &5 . (1.17)

La base en la que el Hy es diagonal es la base de los estados con masas
definidas m; , i = 1,2,... n, y cuyas energias son dadas por la ecuacién

B = \[pic +mich, (1.18)

donde p; es el momento del estado i. Por lo tanto, en esta base el Hamiltoniano
de particula libre se puede escribir como la matriz diagonal

Ho = diag{Ey, Es, ..., En}, (1.19)

con E; dada por la Ec. (1.18). En la aproximacién relativista, con p; mucho
mayor a la energia en reposo, de la particula a primer orden en el cociente

m?2c? /p? podemos hacer

2,3
m:c
E; =pc+ 2;0 ; (1.20)

Supongamos que al tiempo tg, el estado de la particula estudiada es uno de
los elementos de la base A, i.e.,

[¥(to)) = [¥a) » (1.21)

el cual,se puede escribir como una combinacién lineal de los elementos de la base
B (autoestados de masa definida)

|"\bn> = Z chil"f)g) ) (122)

donde U,; son los elementos de la matriz de mezcla U.

El estado al tiempo ¢ serd una combinacién lineal de los n estados de masa
definida, y se propagard en el vacio hasta alcanzar un detector capaz de hacerlo
colapsar en uno de los elementos de la base A. Suponiendo que el neutrino
es creado con un momento definido (15, 16], cada elemento de la base de los

5



1.3. OSCILACIONES EN VACIO.

eigenestados de masa, que compone a la particula, se propaga con un momento
definido, el cual, es comiin para todos. Esto significa que en la Ec. (1.18)

p;i=p =12, it (1.23)

¥, por el hecho de tener masas distintas, llevardn una energia diferente.

De acuerdo con (1.9) y (1.22), el estado [¢(t)) al tiempo ¢ en términos de
los elementos de la base de autoestados de masa, se expresa como:

[¥(t)) = ZUni@’(t, to)| ;) - (1.24)

La probabilidad de que al tiempo ¢ el estado que originalmente era |¢a) se
observe como el estado [wbﬁ) seré

2
Pba = ¥5it) = [(ws6®)] (1.25)
donde
(Wl () = UasUp;(0;| % (£, t0) 1) - (1.26)
]
Para particula libre, en la base de los autoestados de masa definida, el operador

de evolucién es diagonal y, a partir de la ecuacién (1.19), el estado de la particula
al tiempo t se expresa como

() = 3 Uns ™ E=t0)/ s ) (1.27)

Por lo tanto, para este caso, las ecuaciénes (1.25) y (1.26) toman la forma

(sl (®) = Z ULl & WiEeina, (1.28)

P(, — Pgit) = Z U Ul Us; e i(EBi=E;)(t-to)/h (1.29)
ij
y separando la suma de la ecuacién (1.29) en tres partes correspondientes a:
i=j,i<j, i>7j, podemos escribir la probabilidad de transicién como:

|2
P(po—Yait) = Z |UailU34]
+ 2Ry UaiUsUsUp; € #E-E=t)/A (1 30)
j<i
Empleando la Ec. (1.20), la diferencia de energias (E;—E;) puede ser escrita de
la siguiente manera:
5m?j o

Ei—Ej":” p

(1.31)




CAPITULO 1. OSCILACIONES DE NEUTRINOS EN VACIO

donde ém%; =m?—m? son las diferencias de las masas elevadas al cuadrado.

El momento p de la particula puede escribirse en términos de su energia
promedio E, definida por

1
E= ;ZE,-, (1.32)
1 1
y para hacerlo, observamos que, si m;c << p, i =1,2, ... ,n, entonces
1 m? ¢ m2c?
Es - i ; 1.33
HZ(pc+ gp) pc(+2p2) (1.33)
con
m? = % m?, (1.34)

y despreciando el término m?2c?/2p® < 1 se tiene
oy (1.35)

La suposicién de que la particula tiene una energia mucho mayor a su energia en
reposo m; < E; implica que se trata de una particula relativista con una veloci-
dad comparable a la de la luz. En el problema de neutrinos solares, es necesario
considerar neutrinos cuyas energias son del orden de MeV. Experimentos de
laboratorio establecen los siguientes limites cinemdticos superiores en las masas
de los neutrinos [17]

my, <22eV, m, <0.19MeV, m, < 18.2MeV. (1.36)
Mientras que limites cosmoldgicos establecen

> m, <14eV, (1.37)

con a=e, i, 7 [18]. Por lo tanto, es buena aproximacién asumir que

T
t—to~=—, (1.38)
c
donde z es la distancia recorrida por la particula. Con estas consideraciones
reescribiremos la probabilidad como

L2 I _om? cf
P(lj’}ﬂ — ’Q’)JG) = Z‘: IUﬂiUﬁi| -+ 25]?(; UaiUﬁan_jUﬁj exp (—EIE‘;? 1

(1.39)
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donde el primer término es la probabilidad promedio, obtenida al promediar
sobre la distancia y/o energia:

(P(¥, —»wﬁ»-ZIUmUﬁ. Zl wUsil|® = (P(Ws — ¥a)) . (1.40)

Midiendo las probabilidades promedio obtenemos tinicamente informacién sobre
los pardmetros de la matriz de mezcla, pero no sobre las diferencias de las masas
elevadas al cuadrado.

El segundo término de (1.39) tiene un comportamiento periédico como fun-
cién del tiempo, razén por la cual se usa el término oscilaciones para denominar
este fenémeno fisico. Una particula para la que se cumplan las aproximaciones
hechas en esta seccién experimentara un cambio periédico en su composicién en
términos de los elementos de la base A mientras se propaga en el vacio.

En el resto del trabajo nos restringiremos al caso de dos neutrinos, digamos
v, y v,, en el que la matriz de mezcla depende de un solo parémetro 6 y existe
solo una diferencia de masas elevadas al cuadrado 6m? =m3—m?. La razén es
que dos generaciones son suficientes para explicar las ideas teoncas involucradas
en la solucién del problema de los neutrinos solares y la inclusién la tercera
generacién vuelve mas complicadas las formulas. En este contexto, la evolucién
espacial de un haz de neutrinos, en la base de los eigenestados con masa definida,

es gobernada por el Hamiltoniano

(1.41)

2 2 2
mi+mz\,  om
iE )I[ g

H[)I(E+

donde o3 es la matriz diagonal de Pauli

(o 2)
g3 = b (1.42)
0 -1

Utilizando unidades naturales (A=c=1) en un haz que inicialmente estaba
compuesto tinicamente de v,, la probabilidad de encontrar a un v, o un », a una
distancia = es dada por la sustitucién de los elementos de la matriz de mezcla
(1.7) en la ec. (1.39):

2

P, = |<uelu(z]>|2 =1 — sen® 20 sen? (I%) ; (1.43)

P, =[(v ]u(ﬁ.:)>|2 = sen’ 20 sen” iy (1.44)
b = | iE ) :

donde P, + P, =1. Notemos que la probabilidad de encontrar un v, es menor,
en general, que la unidad. Gribov y Pontecorvo [19] fueron los primeros en

8



CAPITULO 1. OSCILACIONES DE NEUTRINOS EN VACIO

proponer que esto podia ser la causa de la disminucién del flujo de los neutrinos
del electrén observado en experimentos con neutrinos solares. P, se conoce
como la probabilidad de supervivencia del neutrino del electrén, la cual como
se mencioné antes, tiene un comportamiento oscilatorio con una longuitud de
oscilacién (distancia en la que completa un periédo) de

i E

T om?’

by (1.45)
y una amplitud que es proporcional a los elementos de la matriz de mezcla. Cabe
mencionar, que una condicién necesaria para que las oscilaciones de neutrinos se
presenten, es que los niimeros lepténicos individuales L, no sean estrictamente
conservados. En las ecuaciones (1.43) y (1.44), el espacio fisico de parametros
es cubierto con ém? >0 y 0 < § (o alternativamente 0 < § y dm? < 0), las
oscilaciones s6lo ocurren sf 8 #0 y 6m? # 0, y su amplitud es maxima para £
(mezcla maxima). En ocasiones el argumento del término oscilatorio es escrito
como

dm?

= 2 2
I'ﬁ = 1.276m (eV )

z(Km)
A partir de la Ec. (1.40), la probabilidad de supervivencia promedio, del neutrino

electrénico, es dada por
2 1.5
P,=1- 7 sen 26, (1.47)

lo cual es equivalente a considerar, en (1.43), que

om? 1 om? 1
Elgnt Bl il — 5,
sen (I 1B ) 5 [1 cos (:c 5H )] 3 (1.48)

debido a la integracién sobre la energia y/o la distancia.

En el supuesto caso de que las oscilaciones de neutrinos en el vacio ocurran
debido a la mezcla de las dos primeras familias, es posible hallar relaciones entre
los pardmetros de interés en el problema (sen? 26, §m?) que dependeran de can-
tidades que pueden ser medidas experimentalmente. En un experimento real, £
y z, tienen cierta dispersién debido a varios efectos, pero en un subconjunto de
estos experimentos existe (z/E) bien definido alrededor del cual se distribuyen
los eventos. Para ser sensible a un valor dado de dm?, un cierto experimento
tiene que ser disenado con x~1,, i.e., con (m/f})mé‘m2 [20]. Es instructivo hacer
un modelo en el cual b=1.27x/F tenga una distribucién gaussiana con desvia-
cién estandar oy sobre un valor central by [21]. La probabilidad de transicién
promediada sobre b es entonces:

<P> = %sen2 20 [1 — Ccos (2b05m2) e—zof(ém"’)z] ’ (1.49)

9
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1000 g——r—v=v-rrrrey

100
E (a) v appearance

experiment
(Los Alamos)
10 | N4
%o f[_=m2 _
= 1L 12%LIE)
I
io 1L Am2e —YE) 7 oy ~
TE Il.27(LfENsin229
F [
0.01 L :
F >(P)
5 I
0.001 AR o BT B
0.001 0.01 0.1 1

sin220

Figura 1.1: Rango de parametros, de las oscilaciones de neutrinos, excluidos
por tres experimentos. La linea punteada en (a) corresponde al experimento
(DURKIN 88) de Los Alamos, mientras que la linea sélida se obtiene de la Ec.
(1.49) usando los parametros (P) = 0.0065, m? = 0.095eV* en sen?20 =1, y
0, /bo=0.23; (b) corresponde a los datos obtenidos en (DIDAK 84); y para (c) el
resultadon del experimento del reactor Palo Verde (BOEHM 01) es mostrado por
la linea punteada, la linea sélida es obtenida de la Ec. (1.49) usando (P) =0.084,
dm2?2=0.011eV? en sen?20=1, y 0, /bo =0.3. Los experimentos se han elegido
para propésitos ilustrativos y ninguno representa el mejor limite actual.

cabe sefialar que (P) no es el valor promedio dado en (1.40), sino el valor que
resulta de integrar sobre la resolucién del experimento. El valor de (P) es esta-
blecido por el experimento, y entonces, se encuentra a sen? 26 como una funcién
de §m?2. Esta funcién es mostrada en la figura 1.1 pare elecciones particulares del
parametro. El limite de la regién de exclusién del pardmetro tiene las siguientes
caracteristicas:

(1) Para un valor grande de ém?, las oscilaciones rapidas son completa-
mente eliminadas por el efecto exponencial, y en este limite sen® 20 =2(P);

(2) La excursién maxima de la curva esta en sen? 20=(P) si la resolucién
es muy buena. Este “tope” a la izquierda ocurre en dm? = /2b;

(3) Para un valor grande de sen? 26, ém?=,/({P)/(boVsen? 26);

10
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Si un efecto positivo es observado en un experimento, entonces la regién de
exclusién es remplazada por una region permitida, que usualmente depende de
otra informacidn, tal como estimaciones de = y E para cada evento.

En el caso del Sol las interacciones entre los neutrinos y los electrones del
plasma estelar afectan la probabilidad de oscilacién. En esta situacion el forma-
lismo discutido anteriormente debe ser modificado para incorporar los efectos
de un medio sobre la propagacién de los neutrinos. Esto serd analizado en el
capitulo siguiente.

11
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Capitulo 2

Oscilaciones de Neutrinos
en Materia.

Cuando los neutrinos se propagan a través de un medio material, pueden
sufrir interacciones con las particulas presentes en él y dispersarse, ya sea cohe-
rente o incoherentemente. Estas interacciones modifican las propiedades de los
neutrinos, y por ello el fenémeno de las oscilaciones se ve afectado. Para dis-
persién ineslastica incoherente v—p existe una seccién eficaz caracteristica muy
pequena [22]:

2
o ~ 10~ 3em? = : (2.1)
MeV

La pequefiez de esta seccién eficaz es mostrada por el hecho de que si un haz
de 10'° neutrinos con energfa E ~ 1MeV fuera dirigido a la Tierra, sélo uno
es deflectado por la materia terrestre. De lo anterior podria parecer que para
los neutrinos la materia es irrelevante, pero se debe tomar en cuenta que la Ec.
(2.1) no considera la contribucién de interacciones coherentes eldsticas a dngulo
cero (forward scattering), la cual, se considera en este estudio.

2.1. Potenciales efectivos.

La propagacién de los neutrinos a través de un medio se estudia como un
proceso de dispersion eldstica coherente, proceso en el que la condicién de cohe-
rencia de la funcién de onda de los neutrinos en el medio material se traduce
en un indice de refraccién [23] o, equivalentemente, en un potencial efectivo
de interaccion, el cual depende de la densidad y composicién de la materia
[4, 24, 25, 26]. Usando la descripcién del modelo estandar (SM) el potencial
efectivo se debe a las interacciones de corrientes cargadas y de corrientes neu-
tras con las particulas del medio, asi los dos tipos de interacciones contribuyen

13



2.1. POTENCIALES EFECTIVOS.

Tabla 2.1.— Potenciales efectivos para v, (signo superior) y 7, (signo
inferior) en distintos medios.

medio Vee Ven

et ye +v2GFp(N, — Ng) :F%(Ne —~ N.-)(1 — 4sen® By)
PYP 0 (N, — Np)(1 — 4sen’ i)
nys 0 ?%(Nn — Ngz)

neutro +v2GgN, ?%%Nn

a la energia potencial de interaccién por separado:
V=Vec+Ven . (2.2)

El potencial efectivo para neutrinos electrénicos v,, inducido por la interaccion
de corriente cargada con los electrones en materia esta dado por:

Voe = V2GEN. , (2.3)

donde N, es la densidad del niimero de electrones que, en general, es dependiente
de la posicién N, = N.(x). El potencial es positivo indicando que la fuerza es
repulsiva [27] (para 7, el signo de V es negativo), el potencial tambien puede
ser expresado en términos de la densidad de materia p:
~14 g \!
Voo ~7.6x 107 Y, eV (£5) (2.4)
cm

donde Y, = N—:}N—” es la fracién de electrones. En la tabla [2.1] se presentan los
potenciales efectivos para la interaccién de v, con diferentes particulas en el me-
dio [28]. Para neutrinos del muon v, y neutrinos del tau v,, el potencial efectivo
inducido por interacciones de corriente cargada es Voo = 0 para cualquiera de
estos medios, mientras que el potencial inducido por interacciones de corriente
neutra Ve es el mismo que para v,

1

Ven = - ﬂGFNn . (2.5)

Para comenzar nuestro estudio de la evolucién de los neutrinos en materia,
recordaremos que la ecuacién de evolucién del neutrino en vacio es particular-
mente simple en la base de los eigenestados con masa definida:

4 vl(x)) (vl(s-:))
i = , (2.6)
dz (”2(17) "\ @)
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CAPITULO 2. OSCILACIONES DE NEUTRINOS EN MATERIA.

donde Hy es el Hamiltoniano en vacfo dado por (1.41). La relacién entre los
estados de sabor y los eigenestados de masa es

()-()
.i'.«f,_l 15]

con U la matriz de mezcla dada en (1.7). Teniendo en cuenta que U es unitaria
¥ que el d4ngulo de mezcla no tiene dependencia espacial (§=0), la evolucién del
neutrino en la base de sabor es

4 (v@\ (v

e =H , 2.8

da (vp(x)) °(v»(x>) -
donde

, 2 1 m2 sm2 [ —cos28 sen26
H. —THp = (E ok g 2) i . (29)
° 4E 4E sen26 cos26

Debido a la interaccién con el medio, el Hamiltoniano de un neutrino pro-
pagandose en un medio material es de la forma

H=Hy+ Hip:. , (2.10)

en donde H;,, anade una interaccién definida a cada estado de sabor definido
(e, v,,) que compone al neutrino

vee 0
Hine = ; (2.11)
0 Ev

con V¥ «=e,pu, la energia potencial de interaccién de los neutrinos v,, v,
con el medio.

En un medio neutro el neutrino electrénico v, puede tener interacciones de
corriente cargada inicamente con los electrones, mientras que v, y v, partici-
parian en las interacciones de corriente cargada si los muones y los leptones tau,
respectivamente, estuvieran presentes, pero estas condiciones no son satisfechas
en materia normal. Por consiguiente, consideramos que las contribuciones de
corriente cargada afectan sélo a los v,, mientras que los tres tipos de neutrinos
sufren interacciones de corriente neutra idénticas con los protones, neutrones
y electrones del medio. Las contribuciones al potencial debidas a protones y
electrones se cancelan para un medio neutro donde N.=N,.

De tal forma, podemos separar las energias de interaccién de los neutrinos
como sigue!:
Ve = Ven+Vee,

!Esta derivacién fue basada en las siguientes suposiciones: (a) los efectos de dispersién
inelastica y de absorcién son irrelevantes, (b) las particulas del medio estan en reposo, y (c)
la dispersién de los neutrinos por las particulas del medio ocurren independientemente [29].
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V¥ = Ven. (2.12)

Dada la forma que toma la energia de interaccion para cada neutrino en (2.12),
podemos separar el Hamiltoniano de interaccién en una parte proporcional a la
matriz identidad y una parte no trivial:

G

7 (N, - N,,) I+ V2GFpN,03 (2.13)

Hint =

Combinando este resultado con la ecuacién (2.10), escribimos el Hamiltonia-
no para un neutrino que se propaga en un medio material neutro en la base de
estados de sabor definido como:

= m% +m% GF
H = {E+T+_J_§(Ne_Nn) I
1 —ém2cos20+ A dm2sen?28
o , (2.14)
4E dm? sen 26 dm2cos20 — A

en donde A es el pardmetro de Wolfenstein, el cual es muy importante en todo
el andlisis siguiente, y es definido como:

A =2V2GpN.E (2.15)

que tiene una dependencia espacial A= A(zx), debida a la densidad del nimero
de electrones

La parte proporcional a la matriz identidad sélo anade una fase global al
estado que es solucién de la ecuacién de evolucién y no afecta al dngulo de
mezcla ni a las probabilidades, por lo que basta considerar la parte no diagonal

i [=B A
H= i) (2.16)

donde A =ém?sen28 y B =ém?cos20— A. La matriz H = H(z) corresponde
a un caso particular de un sistema de dos niveles (ver apéndice A), con los
elementos fuera de la diagonal igual a una constante real .A. Como H es real, la
transformacién que la diagonaliza U(x) es ortogonal (i.e., =0 en Ec. (A.4)).
Como H(z) es dependiente de la distancia, la diagonalizacién también lo serda

- N SI(I) 0
Hp(z) =Ul(z)H(z)U(x) = 0 &) ; (2.17)
2\ T
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con

81.2 = :FL\/ A? + B2 . (2]8)

4F

los elementos de la matriz diagonal. En este contexto, definimos los eigenestados
instantdneos del Hamiltoniano en materia mediante la relacién:

al —~ Ve
(~ ) - U*(z)( ) : (2.19)
V2 V}l

donde la transformacién unitaria, es dada por

- COSé sené
Uz) = 3 i (2.20)
—senf cosd
con el dngulo de mezcla efectivo en materia, 8, dado por la Ec. (A.5)
= A

en donde observamos que 8 depende de la posicién z, debido a que 6=6(A).

2.2. Evolucion en materia.

De acuerdo con (A.10), la ecuacién de evolucién para los eigenestados ins-
tantaneos en materia es
d 2 ~ (1
== =H ; (2.22)
T\ Uy

H=Hp- iU*% ) (2.23)

donde

Ahora llevaremos a una forma explicita el Hamiltoniano dado en la Ec. (2.23),
para lo cual, comenzamos con la derivada espacial de la matriz de mezcla en

df} dé senf —cosf
= ( ) , (2.24)

materia

CcOs g sen é

2Los eigenvalores del Hamiltoniano completo (Ec. (2.14)) son
m2 +m? Gr 1
E120=FE 2 L+ —=(Ne—N, — A2+ B2,
1,2 + 1B +¢§( n):F4E\/ -

ya que, mientras los eigenestados son los mismos que los de la parte no diagonal, esto no
sucede con los eigenvalores.

17



2.2. EVOLUCION EN MATERIA.

y enseguida multiplicamos por —iU' a la izquierda de ambos miembros de la
igualdad:

s g
_;ptdv _ 40 ( ) . (2.25)

Entonces, H se expresa como

- dé 0 -1
H=Hp+i— R (2.26)
dz (1 0)

y por lo tanto (2.22), se reescribe de la siguiente manera:

Pz & -\ /v
G2 = T o B (2.27)
dz vy 48 & Uy

dz

Esta tltima expresién puede llevarse a una forma mas conveniente e ilustrativa.
A partir de la ecuacién (2.18), expresamos la diferencia de las energias, en
analogia con la Eec. (1.31), como:

SM?
&&= 5, (2.28)

en donde M? = M3 — M3 es la diferencia de los cuadrados de las masas de los
eigenestados instantédneos

SM? = A2+ B2

= /(6m?sen26)? + (6m? cos28 — A)? . (2.29)

y por lo tanto reescribimos los valores propios como:

sM?

= (2.30)

E12="F

con lo cua,l podemos generalizar la ecuacién (1.45) a una longuitud de oscilacién
en materia como:

~  4dnE
l= — 2.31
M2’ ()
que en términos de la longuitud de oscilacién en vacio [,,, es dada por:
. Sm?
l=1l,— . 2.32
t M2 (2:32)
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A partir de la ecuacién (2.21) tenemos

ém? sen 20
dm2cos20— A’

en donde @ no tiene dependencia espacial, sino inicamente el pardametro de Wol-
fenstein A= A(z). Al tomar la derivada de (2.33) con respecto a = obtenemos:

cos? 20 dA

tg 20 = (2.33)

dé

lc 2
e i — 2.34
dz 26m Se112'9(611'1"’1:0826—A}2 dr (2.34)
De (2.33)
- 2 _
cos 20 = dm=cos26 — A ’ (2.35)
V/(dm? sen 26)2 + (6m? cos 26 — A)?
y (2.34) toma la forma
Eé _1 dm? sen 26 dA (2.36)
dz 2 (m2sen26)2 + (6m2cos20 — A)? dz ’

Finalmente, empleando (2.30), la ecuacién de evolucién de los eigenestados
instantaneos del Hamiltoniano en materia (2.27), es

~ 2 . dé —~
.d(vl) ~%E i (w) aan
17— E y .
VR AT

dr
donde
dd 1 om? dA
ae _ 2 i) 38
& 2 M Y (2:38)

2.2.1. La nocién de resonancia.

La longuitud de oscilacién en materia, dada por (2.32),

[=1 i (2:30)
¥ /(6m? sen 20)% + (3mZ2 cos 20 — A)? ' )
y el pardmetro de mezcla sen? 26, obtenido a partir de (2.33),
: 2 2
sen? 26 = (6m* sen 26) (2.40)

(0m?2sen26)? + (dm2cos20 — A)?’

presentan un comportamiento resonante, en funcién del parimetro de Wolfens-
tein A(z), y su valor en la resonancia Ap=A(xy) es definido como el valor para
el cual la diferencia entre las masas efectivas, Ec. (2.29), es minima:

Ap = ém?cos26 . (2.41)
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sen'20

Ag A

Aty M any

Figura 2.1: Dependencia del pardmetro efectivo de mezcla sen®28 sobre el
parametro de Wolfenstein A.

En el punto de resonancia sen? 29(3:) =1y, por lo tanto, la longitud de oscilacién
toma el valor

Ly

lr = TS (2.42)
o bien, emplendo la relacién (2.39),

I = J (2.43)

g sen20 '

Suele definirse el ancho de la regién de resonancia como el intervalo de valores
A(z) delimitado por los puntos donde

sen®20(z) = % ; (2.44)
lo cual, nos lleva a resolver la ecuacién:
A%(z) ~ [20m2 cos 28] A(z) + [(5m2 c0s20)% — (6m?sen 29)3] -0, (245)

dando por resultado

A* = m? cos 20 + dm? sen 26 , (2.46)
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que define el ancho de la regién de resonancia §Ap = (AT — A7), en valores de
A(z), como:

SAR = 26m%sen20 . (2.47)
Por lo tanto el pardmetro de mezcla
(6AR)?
(6AR)? +4(Ag — A)?’
tiene la forma caracteristica de una resonancia Breit- Wigner de amplitud I' =
(0AR/2), centrada en Ap, Fig. 2.1. Mikeyev y Smirnov [30] fueron los primeros

en darse cuenta de la importancia de la presencia de tal resonancia en el contexto
del problema de neutrinos solares.

sen?20 = (2.48)

2.2.2. Cruce de niveles.

En la ausencia de mezcla, los elementos diagonales de la matriz de evolucién
E. y E,, son los niveles de energia de v, y V. En un medio, E. y E, son
funciones lineales de A. Ellos se cruzan en el punto A= Ag = dm? (Ee=E,),
i.e., en el parametro de densidad de materia resonante [29] (figura 2.2). Esto es
radicalmente alterado cuando la mezcla es introducida. Los estados U, y v, los
cuales son diferentes de v, y v,,, tienen energfas £1(A) y £2(A), las cuales no se
cruzan (fig. 2.2): la mezcla remueve el cruce de niveles.

La diferencia de energias

£ — B = % V/(8m2 son 26)2 + (872 c0s 26 — A) (2.49)

tiene un minimo en la resonancia. Notamos que, cuando A incrementa, &£ (A)
cambia de la trayectoria E, a la trayectoria E,, mientras que £ muestra el
comportamiento opuesto, y la transicién ocurre principalmente en la regién
de resonancia. Esto trae consigo el hecho de que v, es principalmente v, a
densidades bajas y principalmente v, a densidades altas. Lo opuesto es cierto
para .

Los eigenestados, dados por (2.19)

v v, cosf — v, senf
(1)= el (¥ (2.50)
vesenf + v, cosd

muestran rasgos interesantes. Como un ejemplo consideraremos que el dngulo
de mezcla en vacio 6 es pequeiio. Entonces, para N, —0, § — 0, tal que 1, >~ v,.
Para el otro caso cuando N, — 0o, 8 — (7/2), tal que 7, ~ v,,. En otras palabras,
el eigenestado de masa inferior es casi puramente v, si la densidad de materia
se anula, y es casi puramente v, si la densidad de materia es infinita.
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2.3. DENSIDAD UNIFORME.

Figura 2.2: Esquema del cruce de niveles. Dependencia de los niveles de energia
de dos neutrinos en funcién de A en ausencia de mezcla (lineas discontinuas) y
tomando en cuenta la mezcla (lineas continuas).

2.3. Densidad uniforme.

Para ciertas situaciones muy particulares, es ficil hallar una solucién a la
ecuacion (2.37). Este es el caso cuando consideramos un haz de neutrinos viajan-
do a través de un medio de densidad uniforme, en el cual la densidad del niimero
de electrones N, es constante y, entonces, el parametro de Wolfenstein A tam-
bien es constante. De esta manera notamos que (df/dx)=0, por lo cual ¥, y 7,
son, de hecho, estados propios estacionarios y evolucionan independientemente
sin transiciones 7, < ¥,. También es importante mencionar que las componen-
tes de sabor, relacionadas con @, de los eigenestados no varian. Mientras A es
constante, los eigenestados de masa evolucionan solo por una fase

(51(3:)) (51(0))
=G (x) , (2.51)
Uy () 5(0)
donde, a partir de (A.14)
e—if‘z 0
U(x) = ( _ ) ; (2.52)
0 6—182;.7

con &1, &, los eigenvalores (constantes) dados por (2.18).
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CAPITULO 2. OSCILACIONES DE NEUTRINOS EN MATERIA.

Las probabilidades correspondientes para un haz de neutrinos viajando a
través de un medio uniforme que inicialmente era v, pueden ser obtenidas reem-
plazando 4 por 8, y 6m? por la diferencia de masas al cuadrado efectiva en el
medio §M?, en las expresiones dadas en (1.43) y (1.44):

} 2

P, (z) =1 — sen? 20 sen® (%x) ; (2.53)
: 2

P, (x) = sen? 20 sen? (%z) ’ (2.54)

Tomando el promedio del término dependiente de = en (2.54), obtenemos la
probabilidad promedio de conversién

P, = -sen’20 (2.55)

[

que es proporcional al pardmetro de mezcla sen? 26, y como hemos visto ante-
riormente, tiene un comportamiento resonante.

2.4. Solucion adiabatica.

Consideremos el caso cuando la densidad del nimero de electrones N, cam-
bia con suficiente lentitud, tal que df/dx es pequeiia, de tal manera que podemos
hacer uso de la aprozimacién adiabdtica y considerar la matriz H de la ecua-
cién (2.37) aproximadamente diagonal. Que tan pequena debe ser df/dz esta
relacionado con el hecho de que los términos fuera de la diagonal en la matriz
H sean mucho menores que los términos de la diagonal principal:
do|  sM?
de| > 4E
de tal forma que las transiciones 7, « I, resultan despreciables, con lo cual la
probabilidad de cruce P. desaparece y los v; (i=1,2) evolucionan independien-
temente. Esto es andlogo a la situacién en un medio con densidad constante.
Las componentes de sabor de los eigenestados v;, determinadas por 6(z), va-
rian conforme a la variacién de la densidad, lo cual es la diferencia basica en
comparacién con el caso de un medio de densidad constante.

(2.56)

La desigualdad en (2.56) es llamada condicién de adiabaticidad, y a la evo-
lucién de los eigenestados instantaneos del Hamiltoniano en materia cuando se
satisface dicha condicién se le llama evolucién adiabatica. Si se satisface la con-
dicién de adiabaticidad a lo largo de toda la evolucién de los neutrinos en el
medio material, se puede escribir la matriz H de la siguiente forma:

- (81 (z) 0 )
s , (2.57)
0 &z)
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2.5. SOLUCION NO ADIABATICA.

y un estado expresado en la base de eigenestados instantédneos del Hamiltoniano
en materia H evolucionara, a partir de (A.14), de la siguiente manera:

vlcx)) ( ) (0))
=Y (x) ; (2.58)
vy() ,(0)
donde
e—if“' £;(x')dz’ 0
wig)= ( 0 =i I E2(2")da’ ) (2:80)

En general, en el punto de produccién, de acuerdo con (2.50)

7, (0) v, cosfp — v, sen bo
( ) = ; (2.60)
(0)

v, senfy + v, cos fo

donde el subindice ‘0’ de ahora en adelante indica las cantidades en el punto
donde el neutrino es producido. En el caso del Sol, cuando los neutrinos llegan a
la superficie en z,, los eigenestados instantédneos coinciden con los eigenestados
de masa en vacio, es decir

(zg) v
(__1 © ) = ( ) (2.61)

Vy(zg) v
Por lo tanto, utilizando la relacién entre los eigenestados de sabor y de masa
(2.7), después de abandonar el Sol la probabilidad de detectar a un neutri-

no electrénico a una distancia = del punto de produccién, en la aproximacién
adiabdtica, es

P(z) = P2 + %sen 20y sen26 cos [ / (&2 - Sljdy] ; (2.62)
0
donde

v

Pml = 1 + lCOS 2@0 cos26 . 2.63
2 2

es la probabilidad promedio.

2.5. Solucién no adiabatica.

Los efectos no adiabéticos inducen transiciones entre los estados vy y v,.
Mas adelante, demostraremos que para valores realistas de los parametros, tales
efectos son importantes sélo cerca de la regién de resonancia [31, 32]. Para otras
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CAPITULO 2. OSCILACIONES DE NEUTRINOS EN MATERIA.

regiones, la aproximacién adiabética es buena y puede ser usada sin proble-
mas. En la regién de resonancia, debemos resolver la ecuacién de propagacién
(2.37) de manera exacta, asumiendo alguna forma simplificada para el perfil
de densidad que sea aproximadamente valido en esa regién. A partir de dicha
solucién podemos hallar la probabilidad P. de que en dicha regién tenga lugar
la transicién de un estado propio instantdneo al otro.

Una férmula analitica, aproximada, para la probabilidad de supervivencia
de un v, viajando fuera del Sol, que toma en cuenta los efectos no adiabdticos,
es la siguiente:

B = %[1 + (1 = 2P.) cos 26 cos 29] ; (2.64)

En el siguiente capitulo daremos una descripcion detallada de la evolucién de
los neutrinos solares, asi como un anilisis completo de la probabilidad de su-
pervivencia del neutrino electrénico.

La solucién adiabética se obtuvo suponiendo que 6 es un parametro que varia
muy ligeramente. Cuantificaremos ahora este enunciado, lo cual también llevara
a una plausible expresion para P,.. Usando la expresién para df/dz, dada en la
ecuacién (2.38), tenemos

dd  V2EGpim® dN.

E = W sen 26 P y (2.65)
con lo cual, reducimos la condicién adiabitica a la forma
dN, 1 (6M?)?
T | = 4V/2E2Gp 6m?sen 20’ §E08)
y teniendo en cuenta que
= dm?sen20
sen 26 = W f (267)
reescribimos la ecuacién (2.56) como
K(z) > 1. (2.68)
donde
1 om?\ % sen?20 1
)z —— ) ————, 2.69
(=) \/§GF(2E) sen326|%¢l ( )

es el llamado pardmetro adiabdtico, el cual, depende de la posicién via 0y
dN,/dz. Sila densidad es muy alta en algin punto, 8 — (7/2) y k(z) llega a ser
muy grande. Por el contrario, si la densidad de materia se anula en algin lugar
6—8, y de nuevo k(z) serd grande a menos que # tenga un valor cercano a 7 /4.
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2.5. SOLUCION NO ADIABATICA.

De la ecuacién (2.69), es obvio que la condicién adiabética es més dificil
de satisfacer en la resonancia, donde sen?2f# es méaximo. La probabilidad de
transiciéon P. mencionada anteriormente depende de las condiciones cerca de la
resonancia. Sea kK =k(zy) el valor del pardmetro adiabético en la resonancia,
de (2.69), teniendo en cuenta que sen26(z)=1y que

dm? cos 20
Ne(zg) = SVICLE (2.70)
resulta
dm? sen? 26 1
- ; 2.71
*r 2FE cos 26 _1,%’\1Jr~ (2.71)
e dr

R

Por supuesto, si k> 1, entonces P, 20 y la propagacién es adiabdtica en todas
partes, mientras que, si K, <1, entonces P, es apreciable.

Intuitivamente, es claro que P, debe ser més grande para valores mayo-
res de E, lo cual dice, que el cruce de neutrinos mas energéticos ocurre mas
répidamente. También se puede decir que si E— 0, P, debe desaparecer. Tam-
poco puede ser un polinomio en E, puesto que el cruce de niveles es esencial-
mente un efecto no perturbativo. Estas consideraciones sugieren una solucién
de la forma

P, = e "rF (2.72)

donde la cantidad F es independiente de E' y depende de cémo N, varia con x
cerca de la resonancia, por ejemplo, si la variacién es lineal, F' es una constante,
como veremos enseguida en la llamada aprozimacion semicldsica.

La probabilidad de transicién no adiabatica entre dos estados fue calcula-
da independientemente por Landau, Zener y Stiickelberg [33] en el contexto de
problemas de Fisica atémica, y fué aplicado al presente caso por Parke y Hax-
ton [34, 35]. Para encontrar el comportamiento principal en la aproximacién
semicldsica, usamos el método de trayectorias complejas de Landau [36]. este
método da

In P, = —23m Sy (t1,t,) + Sa(ts, t2)], (2.73)

donde S)(t;,t.) denota la accién para el movimiento del haz de neutrinos en
el estado ¥ de un tiempo inicial ¢; a un tiempo de transicién t. el cual serd
especificado muy pronto. Despues del tiempo t,, usamos la accién en el estado
Up hasta un cierto tiempo final ¢ cuando el haz de neutrinos sale de la region
no adiabdtica. Las partes imaginarias de la accion siguen siendo inafectadas si
tomamos t; =13 =tp, siendo tp el tiempo al cual el haz de neutrinos cruza el
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CAPITULO 2. OSCILACIONES DE NEUTRINOS EN MATERIA.

punto de resonancia. Asi,
t.
InP, = —29m / =Lkt (2.74)
tr

Cambiando la variable de integracién de t a A, dada por (2.15), se tiene

InP, = ——l-E}m/A- — —————/(6m? cos 20 — A)? + (6m2sen26)2, (2.75)
" E (dA/dz) '

donde reemplazamos dA/dt por dA/dx puesto que hemos estado utilizando ¢ y
z alternativamente. Agr es dada por (2.41) y, A, es el valor de A en el “punto
de transicién” antes mencionado. En el metodo de Landau, este es el valor de
A para el cual los dos eigenvalores coinciden, es decir, £; =E&s. De la figura 2.2,
observamos que esto no sucede para ningin valor real de A. De hecho, de las
ecuaciones (2.29) y (2.30) se tiene que

A, = ém?er?® (2.76)

el cual es complejo. Asi, la integracién de (2.75) tiene que ser hecha para los
valores complejos de A. Esta es la razén por la cual este método es llamado
método de trayectorias complejas.

Para evaluar la integral, necesitamos conocer el comportamiento de A como
funcién de z en la regién de resonancia. Si la variacién es lineal, dA/dz es
constante y podemos ponerla fuera de la integral. Cambiando la variable de
integracién de A por a=(A—dm? cos 26)/dm? sen 26, tenemos

(0m? sen 26)? / (6m?sen260)? =
PO U R e R Ul o G
R EldAjda], e Elaa/a], 1 @™

y, recordando que Ag=dm? cos26, podemos también escribir:

dm? sen? 20

By == E cos 26 ]%

1 T
Sy (2.78)
dx

TR
Por lo tanto, en la ecuacién (2.72), F=m/2, es decir,
P. = e "5r/2 (2.79)

Este resultado, de hecho, depende sobre la suposicién de una variacién lineal de
A cerca de la resonancia, lo cul, puede parecer un poco drastico.

Por otro lado, D'Olivo [14] usando la aproximacién de Magnus, obtuvo una
expresion analitica para la probabilidad de cruce

P, = sen? [(90 = 9)e~'n] : (2.80)
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2.5. SOLUCION NO ADIABATICA.

la cual, se comporta cualitativa y cuantitativamente mejor que la Ec. (2.79),
para todo el rango de valores de energia de los neutrinos, pero sobre todo en el
limite extremo no adiabético.

Existen otras expresiones para la probabilidad de cruce, en las que se asu-
me alguna forma simplificada del perfil de la densidad, dando por resultado
expresiones del siguiente tipo

e—nﬂF i e—KRF/senza

P.= (2.81)

Jress e—uRF!sen'zB !
donde F es calculada usando el metodo de Landau. En el préximo capitulo,
asumiremos un perfil de tipo exponencial para la densidad del Sol, en el estudio
de la evolucién de los neutrinos solares.
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Capitulo 3

Neutrinos Solares

Basados en el entendimiento de la evolucién estelar conocemos que las reac-
ciones termonucleares generan la energia solar. Estos procesos involucran sélo
la primera generacién de fermiones, y de este modo, los neutrinos solares son
unicamente neutrinos electrénicos, ademas, debido a las reacciones de fusion se
producen sélo neutrinos y no antineutrinos. Dichas reacciones ocurren via dos
cadenas principales, la cadena pp que es responsable del 98.5% de la energia, y
el ciclo CNO con el 1.5 % restante. Existen cinco reacciones que producen v, en
la cadena pp y tres en el ciclo CNO. Ambas cadenas dan lugar a la fusién de
protones en ‘He:

4p — “‘He+2et +2u. +7, (3.1)

donde la energfa liberada en la reaccién, Q = 4mp —maye —2m, = 26MeV, es
mayormente radiada a través de los fotones y solamente una fraccién pequena
es portada por los neutrinos, (Es,, ) = 0.59MeV. Los fotones son dispersados
y redispersados por la interaccién con la materia solar y, en promedio, les to-
ma cerca de 10? afios para salir. En cambio, los neutrinos interactuan muy
débilmente con el plasma estelar, viajando casi a la velocidad de la luz, y sélo
requieren de unos dos minutos para emerger del Sol.

Para determinar de forma precisa las razones de las diversas reacciones en
las dos cadenas, que nos daran los flujosde los neutrinos y su espectro de energia,
es necesario un conocimiento detallado del Sol y su evolucién. Los modelos so-
lares describen las caracteristicas del Sol y su evolucién a partir de un conjunto
de pardmetros observacionales (luminosidad superficial, edad, radio Rg y ma-
sa) y de varias suposiciones basicas (simetria esférica, equilibrio hidrostatico y
térmico, ecuacién de gas ideal, y abundancias actuales de los elementos). Duran-
te los ultimas cuatro décadas, los modelos solares se han refinado constantemente
como resultado de la creciente informacién acerca de los pardmetros de interés.

Nosotros adoptamos como Modelo Solar Estdndar (SSM) la versién mds
reciente del modelo desarrollado por Bahcall y Pinsonneault[37], designado como
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Figura 3.1: Espectro de los neutrinos solares. El flujo de neutrinos de fuentes
continuas son dadas en unidades de cm~2s~1MeV ™! en una unidad astronémica

y el flujo de las fuentes monoenergéticas es dado en em~ 2L

BP2000. En la figura 3.1 mostramos el espectro de energia de los flujos de
neutrinos de las reacciones en las dos cadenas principales (tabla 4.1).

Tabla 3.1.— Reacciones de la produccién de neutrinos en el Sol.

Reaccién Flujo (em~2s71)
p+p — *H+et + v, é(pp) = 5.95 x 10'°
pte+p — *H+v, d(pep) = 1.40 x 108
3He+p — *He+et + v, ¢(hep) = 9.30 x 10°
"Be+e — TLi+v, #("Be) = 4.77 x 10°
8B — ®Be+et +u, #(®B) = 5.05 x 106

BN - BCtet+v.  (*N) = 548 x 10°
0 - ®N+tet+v.  ¢(*°0) = 4.80 x 10°
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Para describir la evolucién de los neutrinos en materia solar, es necesario
conocer otras cantidades que son predichas por el SSM, tales como la densidad
y la composicién de la materia solar, las cuales nos proporcionan la densidad
del nimero de electrones N,. La densidad de la materia solar disminuye mo-
noténicamente como funcién de la distancia radial R al centro del Sol (Fig. 3.2).
Para una distancia R<0,9Rg, N, se puede aproximar por un perfil exponencial

N.(R) = N.(0)e R/ro | (3.2)

conry=Rp/10.54=3.4x10'eV~!. Ademés, para determinar de manera precisa
la evolucion de los neutrinos se necesita conocer la distribucién en la regién de
produccién para los flujos de los neutrinos producidos en las distintas reacciones.
En la figura 3.3 obsevamos la prediccién del BP2000 para las distribuciénes de
la cadena pp.

log(n,/N,) vs. R/R,
2} BP2000 .

_4'....|....|‘...|.“.|.. 1 i il g iigeeve Siaris papranaie G

0 01 02 03 04 05 08 07 08 09 1
R/R,

Figura 3.2: Perfil de la densidad de materia solar. La linea continua es la pre-
diccién del BP2000; y la linea discontinua es la aproximacién exponencial.
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20 LA O LS S NI B T B PO O En I e e [ e T L T e
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Figura 3.3: Producci6n de los neutrinos de la cadena pp como una funcién de la
distancia del centro del Sol.

3.1. Evolucion de los neutrinos solares

Consideremos un neutrino del electrén producido en el interior del Sol en
x =10, cuyo vector de estado representamos por

1
n=(,): 9
0

Este estado se puede escribir en la base de los eigenestados instantdneos del
Hamiltoniano en materia:

cos 90 — sen 50 cos f;‘g
P(xo) = " Yy, = s (3.4)

sen By cos By sen @y

donde 8y es el dngulo de mezcla en la materia solar, en z=z,. La evolucién del
estado es esencialmente adiabética desde el punto de produccién z;, hasta antes
de entrar a la regién de resonancia en t=x5,—4, por lo que a esta distancia el
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estado es dado por

em 0
Y(zp —08) = ( , ) ¥(zo) , (3.5)
0 e

bk 5

donde

=0
YT = f & p(x)dx . (3.6)

(1]

Mientras el neutrino viaja dentro de la regién de resonancia, existe la posibilidad
de cruzamiento entre los eigenestados instantidneos del Hamiltoniano, por lo
cual, al salir de esta region el estado puede escribirse como:

.-"1 = pc e-——ia v/p;e—iﬁ
_\/Ees,@' /1= pceick

donde hemos elegido una parametrizacién SU(2) general para el operador de
evolucién en la base de los eigenestados instantaneos de masa en materia, en
términos de la llamada probabilidad de cruce P. y de dos fases genéricas a y S.
Esta es la forma m4s general de una matriz unitaria de 2x2 con sé6lo dos fases.
Para un perfil de densidad exponencial [38, 39]

Y(zp +6) = ( ) Y(zg —9), (3.7)

e—'rsen2 g _ e

B.= =7 3 (3.8)
donde
dm?
— 2 P 3.9
es decir, en la ecuacién (2.81), F' toma el valor
2
Py SOk B8 =E(1_tg29) ) (3.10)

sen? 20 2

La evolucién del neutrino desde que abandona la regién de resonancia hasta que
llega a la superficie del Sol (z=x4), con muy buena aproximacién, de nuevo es
adiabatica:

em 0
Y(es) = | ¥lep+9), (3.11)
0 e

con

Tg
7;.2:/ &1.2(z)dz (3.12)

RrR+4
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En términos de los eigenestados de masa en vacio el estado al borde del Sol es:

COsWwW senw
Yo = ( ) ¥(as) (3.13)

—Ssenw cosw

con w =0z —0, donde O es el dngulo de mezcla en materia en z =25 y 6 el
angulo de mezcla en vacio. Suponemos que la densidad se anula en el borde del
Sol, con lo cual 85=6, de donde resulta w=0y Yo =1)(xs).

Con lo antes expuesto, la evolucién completa del neutrino electrénico, desde
el punto de produccién en el interior del Sol zo hasta su superficie =g, en la
base de los eigenestados de masa en vacio, puede expresarse como

Yo = (0, To)¥(o) (3.14)

donde ¥(z,) es dada por (3.4) y % (2, 2¢) es el operador de evolucién total
hasta la superficie del Sol

o Pce—ifu \/P;e—i&'z
U (T, x0) = ; (3.15)
_\/pzeifzz \/1___15281'612
donde
Ay + A Ay — Ay
tp=a-(2220), fp=p- (L), (316
2 2
con

Ay=vn-v, &=m-1. (3.17)

Eliminando una fase global, tenemos

Yo = (“‘ _ ) (3.18)
aze“"’"

con |a,|?+]ay)*=1, donde

1
2

a, = [% + (%—Pc) cos 200 + / P.(1—P,)sen 26, cos (glg—ggg)J , (3.19)

¢ = arctg e . (3.20)
v

u = +/P.(1-P.)cos 2§gsen(§12+§gg) - %sen 26, sen 212

1 "
+§Pcsen290 (sen 2€12+sen2€p2) (3.21)
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2 1 ”
v = —\/Pc(l—Pc)003290008(512+§22}+Esen2900052€12
1 _
—§Pc sen 26p (cos 2€12+cos 2€22) . (3.22)

Notemos que £12—€22 no depende de A~', es decir, sélo depende de las diferencias
de fase antes y durante la regién de resonancia.

En el camino del Sol a la Tierra, los neutrinos recorren en el vacio una
distancia D, de manera tal que, salvo una fase global, el estado (3.18) que

arriva a la superficie de la Tierra es
4! 0 a,
= = i 3.23
Yo 0 e-iv Yo a, e e +¥) L

donde = %’gD es la fase (relativa) adquirida por los eigenestados de masa en
vacio en el camino del Sol a la Tierra. Escrito en la base de los eigenestados de
sabor (3.23) resulta

a a, cos @ + a,sen f€~i(#¥)
e — 1 2 . i ( 3. 24}
a, —a, sen @ + a, cos§ € (¢+¥)
con |a, |2+ laﬁ|2 =1. De aqui, durante el dia, la probabilidad de supervivencia
del neutrino electrénico es dada por

i i

P,j? =la,|* = g~ 5(1—2&?) cos 20 + a,a, sen 260 cos(¢+¢) , (3.25)

Con el fin de hacer un anilisis, antes de incorporar el efecto de la Tierra,
escribiremos (3.25) con més detalle. A partir de (3.19), tenemos que

(1—2a%) = (2P.—1) cos 20y — 2\/P.(1 — P.) sen 26 cos (®12—P20) , (3.26)

donde (1—2PF;) es llamado factor de adiabaticidad, el cual determina la adia-
baticidad de la conversién dentro del Sol y cos26y es el factor de posicion de
la resonancia, el cual, determina a que distancia del punto de produccién esta
situada la capa de resonancia. Se puede ver que

ajagcos(¢+ @) = —+/Pe(1—P.)cos 28 cos(®12+P20)

- %PC sen 26, (cos 2®12+cos 2P93)

1 "
+§ sen 290 cos 2@12 ¥ (327)

a,azsen(¢p+¢) = /P.(1-PF,)cos 20 sen (P12 + Pa2)

1 "
+ §Pc sen 26 (sen 292 +sen 2Pg7)

1 -
—3 sen 20y sen2d 4 , (3.28)
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donde, se ha hecho conexién con la notacién de los angulos ®;; que aparecen en
las referencias [40, 41, 42], mediante la identificacién:

Pr2=612— g v P=En- g » (3.29)

Con lo cual (3.25) se puede escribir como
B, =P, +P¥ (3.30)
donde

B, = % + (%—Pc) cos 26 cos 26, (3.31)

es la probabilidad promedio, derivada primeramente por Parke [34], y

P = P.(1 — P,) cos 20 sen 20, cos (®15 — o)
V P:(1 — P.)sen 26 cos 26, cos (12 + ®22)

- %Pc sen 26 sen 20 (cos 2B 15 + cos 2Pg9)

1 m
+ 3 sen 26 sen 20y cos 29,2 , (3.32)

son términos oscilatorios, y el tltimo de ellos corresponde a la parte adiabética.
En general, en el caso de los neutrinos solares, se considera una buena aproxi-
macién el despreciar los términos oscilatorios' y conservar sélo P,_, ya que, al
promediar sobre la energia de los neutrinos que llegan a la Tierra, es de espe-
rar que ocurran fuertes cancelaciones en estos términos. Hacemos notar que, si
P.=0, se tiene

ped = % - %cos 20 cos 26y , (3.33)

Ve

que corresponde a la probabilidad de supervivencia para el caso en que los
neutrinos evolucionan, en el Sol, de forma completamente adiabdtica.

1En el siguiente capitulo exponemos las justificaciones de esta afirmacién tan itil para
nuestros fines.
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Capitulo 4

Asimetria Dia-Noche

En la seccién (2.3) hemos visto que, para una densidad constante, la solucién
a la ecuacién de evolucion de los eigenestados en materia, es extremadamente
sencilla. Sin embargo, debido al abrupto cambio de densidad en el borde y a la
existencia de una probabilidad de transicién entre el estado i, (en el vacio) y
v en el medio, la base que forman los eigenestados en materia no es una repre-
sentacién adecuada para tratar un haz de neutrinos que atraviesan la frontera
entre el espacio vacio y un medio uniforme. Una buena representacién del haz
de neutrinos que llegan a la Tierra es la base de los eigenestados de sabor, los
cuales son continuos a través del borde. Por tal razén, en este caso, es conve-
niente describir la evolucién en la Tierra en términos del operador de evolucién
en la base de sabor.

Cuando los neutrinos solares viajan por el interior de la Tierra, como conse-
cuencia del efecto de la materia (apéndice B), el flujo de neutrinos del electrén
en la noche es diferente que en el dia. Nosotros estamos interesados en el signo
de la llamada Asimetria Dia-Noche [43, 44, 45] y, en este capitulo, hallaremos la
solucién a dicho problema para un modelo sencillo, aunque bastante realista, del
perfil de densidad terrestre, el cual consiste de dos regiones (manto y nicleo),
cada una caracterizada por una densidad constante, como se muestra en la figu-
ra 4.1. Primero describiremos el caso en que los neutrinos cruzan sélo a través
del manto y luego analizaremos la situacién mas compleja en que atraviezan
ambas regiones.

4.1. Cruce a través del manto.

Sea 1(0) el estado inicial y que corresponde al estado, en la base de sabor,
del neutrino que llega a la Tierra, dado por (3.24). Empleando el operador
de evolucién % (L) para un neutrino que se propaga en materia con densidad
constante, dado por (B.20), y omitiendo la fase global &, la evolucién a través
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4.1. CRUCE A TRAVES DEL MANTO.

0 2 4 6 8 10 12
L (10°km)
Figura 4.1: Perfil realista de la densidad de la densidad de la materia terrestre

(linea continua) dada en el Preliminary Reference Earth Model (PREM) [46].
Y perfil escalén manto-niicleo-manto (linea discontinua).

de la Tierra para un sélo perfil constante es dada por:

ae(L)
(L) =% (L)p(0) = i (4.1)
au(L)

donde L es la distancia recorrida y
a.(L) = aecosA\L —isenAL (a,‘ sen 20 — a, cos 25) ;
au(L) = a,cosAL —isenAL (ae sen 2 + a,, cos 26) ; (4.2)

Por lo tanto, la probabilidad de supervivencia del neutrino electrénico al emerger
de la Tierra, durante la noche, es

P = la(L)P
= |ae|® —sen2A\L sen 2§Q‘m(a;a‘“)
+ sen)\L [(1 —2|a.|?) sen® 20 — sen 455}&(&;(:,‘)] ; (4.3)

donde PP =|a.|? es la probabilidad, dada por (3.25), de detectar a un v, durante
el dia, es decir, cuando llega a la superficie de la tierra (L=0). De acuerdo con
(3.24)

1
aja, = 5(1 —2a3) sen 20 + a,a, cos 20 cos(¢+p) — ia asen(p+p) . (4.4)
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CAPITULO 4. ASIMETRIA DIA-NOCHE

Es conveniente para nuestros fines definir el pardmetro adimensional'
x=6m?/A, (4.5)

donde A = 2v/2GpN,E es el pardmetro de Wolfenstein, con N, la densidad
del nimero de electrones en el manto terrestre. Considerando que la distancia
promedio del Sol a la Tierra es D =1.50 x 10'3cm, o bien, en unidades naturales
D=27.60 x 1017eV~!, en términos de nuestra variable adimensional x, la fase en
vacio ¢ viene dada por

¢ = V2GpN.Dx = 1.29 x 10°x , (4.6)
con lo cual, las cantidades
ayaq COS(¢+{p} ’ a,89 Sen(‘i""@) 1 (47)

que contienen a ¢, oscilan rapidamente y son importantes unicamente para
valores de x $107° % <10717eV ) que corresponde a la regién de oscilaciones
en vacio (VO), en donde los efectos de la materia suprimen las transiciones de
sabor en el Sol y en la Tierra. Los términos en la probabilidad de supervivencia
(4.3) que contienen las cantidades dadas en (4.7), corresponden a la contribucién
de interferencia, debida a la coherencia de la mezcla de los eigenestados de masa
en vacfo.

En este trabajo, asumimos la aproximacién de mezcla incoherente? cuya
regi6n se toma como [47, 48, 49, 50, 51]: x > 10~2 (%izw—“ev). El rango
intermedio 107® < x < 1072, en ¢l que las cantidades (4.7) deben tomarse en
cuenta, corresponde a las oscilaciones de cuasivacio (QVO) [52, 53, 54, 55] que no
seran contempladas. Por lo tanto, para x 21072 (regién MSW) se desperecian
tales términos, y

. 1 5
PY = |ac|* + (1—2a?) sen® AL (sen2 20 cos 26 — 7 sen 4 sen 26) . (4.8)
con
1 1
lae|> = 5 5[1—-2&?) cos 26 ,
* fa¥) 1 2
aa, = 5(1—2a1) sen 26 . (4.9)

! Equivalente a la razén entre la longitud de refraccién lp = 2w/ V2G g Ne y la longitud de
oscilacién en vacio [y [56].

2La integracién sobre la energia del neutrino, asi como sobre la regién de produccién, lleva
al promedio en las oscilaciones, lo cual es equivalente a considerar al estado del neutrino que
arriva en la superficie de la Tierra como una mezcla incoherente de los eigenestados de masa.
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4.1. CRUCE A TRAVES DEL MANTO.

Reescribiendo las definiciones de las funciones trigonométricas del angulo
doble de la mezcla en materia terrestre en términos del pardmetro adimensional

X
~ x sen 26
sen 20 = )
V/(xcos28 — 1)2 + (x sen 26)?
cos 20 = Rngu iy —1 , (4.10)
V/(x cos 20 — 1)2 + (x sen 26)2
vemos que
sendd = 2sen?2d w R
X sen 26
sen(2fsg) — ¥ (4.11)
X
con lo cual, la probabilidad de supervivencia toma la forma:
PY = |ac|* + (1—-2a}) sen(20—20) sen 20 sen® AL , (4.12)
en donde (1—2a?) es dado por (3.26).
1 T T T T T
os il ;
ael 1} _
04 [ -
¥=0.01
02 | x=0.03 -
x=0.1
0 L 1 1 1 L
0 05 1 15 2 25 3

Figura 4.2: Probabilidad de cruce en terminos del dangulo de mezcla, en radianes,

para ciertos valores de x.
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CAPITULO 4. ASIMETRIA DIA-NOCHE

En (3.32), el primer término contribuye de manera significativa, tinicamente
si se cumplen dos condiciones: (a) sen®? #<2.5 x 1072 y (b) que la probabilidad
de Parke (3.31) y el valor absoluto de dicho término sean menores a 10~2 [40].
Con tales condiciones, tomamos la siguiente aproximacién

(1 —2a?) = (2P, — 1) cos 26, . (4.13)

El siguiente paso es encontrar una expresién para los factores que aparecen en
(4.13), en funcién del dngulo de mezcla en vacio 6 y del pardmetro adimensio-
nal x (para el manto terrestre). Comenzando con la probabilidad de cruce, la
cantidad -, es dada por

=~ 3.60 x 10%y . (4.14)

En la figura 4.2, mostramos P, en funcién de las cantidades de interés. Hacemos
notar que para x> 1072 la condicién de adiabaticidad, v>> 1, es completamente
satisfecha y, consecuentemente P. 2 0. Tanto P. como cos28 fueron derivadas
para un éngulo de mezcla 0 < % donde la resonancia es posible, sin embargo,
pueden ser continuadas analticamente para 0> Z. P, es significativa para valores
de x<2.

06

02k

1]

cos 28,

02 F

-0.6 -

-08 F

= 8

Figura 4.3: Coseno del dngulo doble en el punto de produccién en términos del
pardmetro adimensional terrestre x, para distintos valores del dngulo de mezcla
0y R=41.
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4.1. CRUCE A TRAVES DEL MANTO.

Ahora reescribiremos cos 26, en términos de un “parametro adimensional
solar” en el punto de produccién xg, dado por

§m?2

—_ 4.15
e (4.15)

X0 =
en el que Ap=2v2Gp New E, donde N, es la densidad del nimero de electro-
nes en el punto de produccién, de esta manera

Xocos26 — 1

\/(XD c0s 20 — 1)2 + (xo sen 26)2 : (4.16)

cos 250 =

Cuando los neutrinos son producidos en la resonancia se tiene que cos 200 =0,
mientras que cos 260y <0 si la resonancia ocurre en densidades mas bajas que la
densidad en el punto de produccién. Teniendo en cuenta que xo=XNe/Neo, la
expresion (4.16) toma la forma:

xcos20 — R

V/(xcos20 — R)? + (x sen 26)? A (4.17)

cos 250 =

donde R = N, /N, es la razén entre las densidad del nimero de electrones en
el centro del Sol y en el manto terrestre. En la regién de produccion

200m“3NA ‘-g Ne(o) S IOOCm_SNR F (4.18)

donde N es el nimero de Avogadro, mientras que en el manto terrestre la
densidad del niimero de electrones tiene, aproximadamente, el valor constante
N.=2.2cm™2N4. En la figura 4.3 se ha graficado cos 28y para N, =90cm™3N,
que corresponde a la densidad del nimero de electrones en la que, como puede
verse en la Fig. 3.3, ocurre el méximo de la produccién de neutrinos del ®B, a una
distancia de 0.05Rg del centro del Sol. De dicha figura, observamos que cos 26y
alcanza el valor de —1 cuando x <« R 2241, que corresponde a la situacién en
que la capa de resonancia esta lejos de la regién de produccién (i.e., densidades
mucho més bajas que N,y,). Aqui, tomaremos cos 20y = —1 como una buena
aproximacién, vélida en nuestra regién de interés.

Bajo las consideraciones anteriores tenemos que la probabilidad de supervi-
vencia del neutrino electrénico es

PN = |ae|? + (1-2P.) sen 20 sen(20—20) sen® AL , (4.19)
donde

(1-2F;)cos26, (4.20)

B | -
b | =

|‘1~‘3[2 =

¥, en términos de x,

. \/QGFNE
_T

A v (xcos20 — 1)2 + (xsen26)2 . (4.21)
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CAPITULO 4. ASIMETRIA DIA-NOCHE

Teniendo en cuenta que v2GrN, 2 1.70 x 10~13eV [57] y que el radio de la
Tierra es Rg =6371Km, o bien, en unidades naturales, Rg ~3.25 x 1013V ™!,
tenemos

AL = 2.76£+/(x cos 28 — 1)2 + (x sen26)? , (4.22)
donde ¢ = L/Rg es la distancia recorrida, a través del manto, en radios te-
rrestres. Si las oscilaciones son promediadas debido a la integracién sobre la

distancia sen? AL — 1/2 y, la probabilidad promedio de supervivencia del neu-
trino electrénico, es

PY =|a.* + % (1—2P.)sen 26 sen(26—20) . (4.23)

La asimetria dia-noche es definida como

(4.24)

donde N y D son los flujos de neutrinos electrénicos durante la noche y el dia,
respectivamente. Supondremos que

PN . pD
Doy =~ —Pj, T sz , (4.25)
donde
PY-PP = (1-2P.)sen20sen(20—20)sen® AL (4.26)

Plf +P,£" =1+ (1-2FP) [sen 20 sen(20—26) sen® AL — cos 26‘} : (4.27)

La cantidad PY—PP es llamada factor de regeneracion fr., [47]. Para cada valor
de ¢, la asimetria es funcién del dngulo de mezcla en vacio 8 y del pardametro
adimensional x. A partir de (4.26), vemos que freq, ¥ por lo tanto, &,y se
anulan cuando

x (1—2P,)sen?20sen’ AL =0 . (4.28)

En el espacio fisico de pardmetros considerado dm? > 0, con lo cual x > 0. De
esta forma, el signo de &,y depende exclusivamente de P.. Asi, &y es positiva
para P. £1/2 y cualquier valor de ¢, mientras que frq <0 ocurre tinicamente
para P. > 1/2. De la figura 4.2, se observa que, de modo general, P. < 1/2
excepto para valores pequefios del 4ngulo de mezcla (sen? < 1), en los cuales

P.x e veen’0 (4.29)
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4.1. CRUCE A TRAVES DEL MANTO.

Por lo tanto, &/, es positiva a excepcién de una regién de valores pequenos
del dngulo de mezcla alrededor del caso maximo de asimetria, x = 1, como se
observa en las Figs. 4.4 y 4.6. Tomando P.=1/2 en (4.29), vemos que

sen® @ = lnT2 , (4.30)

el cual, es independiente de £. Evaluando (4.30) en x =1, se tiene sen? #20.0019
y como se puede apreciar en la Fig. 4.7, @/, 5 es negativa hasta ese valor.

Cuando la condicién de adiabaticidad es completamente satisfecha, P, =
0, vy la resonancia ocurre lejos de la regién de produccién, la probabilidad de
supervivencia del neutrino electrénico al emerger de la Tierra, tiene la forma:

P,f = sen’ @ + sen 2§sen(2§~29) sen’ AL, (4.31)

que coincide con la probabilidad encontrada en [5]. En este caso, observamos
que el factor de regeneracién fr., 2 0 y por lo tanto, la asimetria dia-noche
A, es siempre positiva, como se muestra en las figuras 4.8 y 4.9, las cuales
han sido realizadas para el valor promedio de la probabilidad de supervivencia
(sen? \L=1/2).
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Figura 4.5: Asimetria dia-noche para el caso no adiabético, cuando x =1 (a)
¢=1.5, (b) £=1, (c) £=0.5.
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Aoy
x
=
0 X
W
-0.005 |
001
-0.015 f
-0.02
P 0.002
' 0. 0.0015
1 0.001
X 1. 0.0005 sen’d
1 0

Figura 4.6: Asimetria dia-noche para el caso no adiabético, para pequeiios angu-
los de mezcla y £=1.5.
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Figura 4.7: Asimetria dia-noche para el caso no adiabético para pequefios valores
del 4ngulo de mezcla, cuando y=1 (a) £=0.6, (b) £=1.1, (c) {=1.5.
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Figura 4.8: Asimetria dia-noche para el caso completamente adiabatico y
sen? AL =1/2.
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Figura 4.9: Asimetria dia-noche, para el caso completamente adiabético, en
funcién de x, para diferentes valores de sen®#8 y, sen? A\L=1/2.
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4.2. CRUCE A TRAVES DEL NUCLEO Y MANTO

4.2. Cruce a través del nicleo y manto

Cuando el neutrino cruza a través del nicleo de la Tierra, viaja por tres
regiones de densidad (casi) constante hasta llegar al detector, y el operador de
evolucién en la base de sabor resulta

% (L) =%(L3)%(L2)% (L) , (4.32)

siendo L;, i = 1,2,3, la distancia viajada en el medio i. Para cada factor en
(4.32) tenemos

(L) = ¢, 1—is,U; , (4.33)

donde hemos introducido las abreviaciones

S; = sen A;L; (4.34)
c; = cos A L; '
con \;=86M?/4E. En (4.33), I es la matriz unidad y
—gg E,' g,' = sen 25,'
U:i=(_. _], _ . (4.35)
C; S; C; = cos 26;

que satisface U? = I. En el apéndice (C) mostramos que Ly = L3 y, por lo tanto,

X=X, Uy=Us, (4.36)
con lo cual
(L) = cy(c?—s3)I—i2s,¢,CU; —icis,Us
- 8,€,8,(U2U; + U Up) + isis, U, U Uy (4.37)
donde L=2L,+Ls y
U,U, + U, U, = 2€C1, (4.38)
con
C = CaCy + 525; = cos(20; — 26)) . (4.39)

Ademsés, multiplicando (4.38) a la izquierda por Uy, se tiene
U,U,U,; = 2¢U; — U, , (4.40)

de manera. tal que el operador de evolucién es finalmente escrito como:

w(L) = [cg(cf-s';‘) 9 2slc,sgb"] T — 42 (5,C,Cy — 528,C) Uy — is,Us. (4.41)
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CAPITULO 4. ASIMETRIA DIA-NOCHE

Después de atravezar la Tierra el estado del sistema puede expresarse como
en la ecuacién (4.1), pero con % (L) dado ahora por (4.41). La amplitud de
probabilidad de supervivencia del neutrino electrénico resulta

ae(L) = (v + ia)ac — ifay , (4.42)

donde a., a, son dadas en (3.24) y

v = cp(cf—87) —25¢18,€,
a = 28;(c;Cy —8;5,C) Cy +8,Ca,
De la unitariedad del operador de evolucién % (L)% (L)= 1, se tiene que
V+a®+pi=1, (4.44)
con lo cual,
P} = lac(D)”

ia‘\,|2 + 2v83m(aza,) — 200Re(aza,) + 52(1 - 2|ae]2) . (4.45)

Recordemos que |a.|? es la probabilidad de detectar un v, durante el dia
(Ec. (3.25)). Ademads, usando los resultados dados en (4.9), para x > 107>, se
tiene

PY = la.|* + (1 - 2a}) B¢ (4.46)
donde (1—2a%) es dada por (4.13), y
¢ =fBcos20 —asen2d . (4.47)

Lo siguiente es escribir las funciones trigonométricas para el doble de los angulos
de mezcla en materia en términos del pardmetro adimensional y, para el caso
del manto, estas expresiones son las mismas que aparecen en (4.10), es decir,

- X sen 26

= xcos20 — 1
S1= ) C1=
v/ (x cos26 — 1)2 + (x sen 26)?

i v/ (x 0828 — 1)2 + (x sen 20)? ’
(4.48)

mientras que, para el caso del niicleo, se tienen expresiones de la forma (4.17)
% - X sen 26 = xcos20 — Ry
g V/(x cos20 — Rr)% + (xsen26)? ’ ? V/(xc0s20 — Ry)? + (xsen26)? ’
(4.49)

49



4.2. CRUCE A TRAVES DEL NUCLEO Y MANTO

donde Ry = NN /NM = 245 es la razén entre las densidades del nimero de
electrones en el nicleo y el manto [58]. De lo anterior, se tiene que

~ = (xcos20—1 ~ = [xcos20—Rr
G=% ( X sen 26 ) ' Ca="5 ( x sen 26 X sy
y
sen (26, -26) = %‘s’l ,  sen(20,—26) = %@ , (4.51)

con x#0, 8#0, 7, con lo cual
¢ = 28, (C,Cy — 8;8,C) sen(20, —26) + S, sen(20,—20) . (4.52)
Al igual que en la seccién (4.1), asumiremos: (a) el estado del neutrino que
arriva en la superficie de la Tierra es una mezcla incoherente de los eigenestados
de masa en vacio; (b) la relacién (4.13); (¢) en el Sol, la resonancia ocurre lejos de

la regién de produccién. Entonces, la probabilidad de supervivencia del neutrino
del neutrino electrénico, es finalmente escrita como:

P)! = lac|* + (1-2P.)5¢ (4.53)
donde |a.|? es dada en la ecuacién (4.20).

En el caso Ly =0 (s, =0, ¢, = 1), la distancia recorrida en la Tierra es
L=2L,, con lo cual,

B=sen\Lsen20, (=senALsen(20—26), (4.54)
donde hemos hecho Ay =\ y 8; =8. Por lo tanto, (4.53) se reduce a
PY = |a|* + (1-2P.) sen 20 sen(20—20) sen®* AL , (4.55)

que coincide con la Ec. (4.19) correspondiente a la probabilidad de supervivencia
para el caso en que los neutrinos sélo cruzan por el manto.

Asimismo, si la densidad de ambos medios fuese la misma, entonces A; =
Xa=A, con lo cual §; =0s=0, C; =Co=cos20 y C=1. Teniendo en cuenta que

25, (C1Cy — §;S;) + Sy = sen [A(2L1+L2)] , (4.56)

vemos que (3 y ( toman las formas simples dadas en la Ec. (4.54) (pero con
L=2Ly+Ls) y, otra vez PY se reduce a la expresién (4.19).
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CAPITULO 4. ASIMETRIA DIA-NOCHE

4.2.1. Analisis de la asimetria

La asimetria dia-noche o7, definida en (4.24), para el caso manto-nicleo-
manto, estd determinada por

l

Pl -E)
PY+PY

(1 _2Pc) ;BC ]
1+ (1-2P,) (B¢ — cos26) , (4.57)

con B y ¢ dados en (4.43) y (4.52), respectivamente. La asimetria es una fun-
cién del angulo de mezcla 6 y del pardmetro adimensional x, para cada valor
del dngulo nadir 7, definido en el 4pendice C, y el cual determina las distancias
recorridas por el neutrino en el manto y en el niicleo terrestres.. El analisis de
dicha funcién en forma completa no se vé como una tarea sencilla, sin embargo,
empezaremos por examinar a C (el cual, denominaremos como factor de loca-
lizacidn de las resonancias terrestres) como funcién de x, para cada valor de
6. En la Fig. 4.10 mostramos el comportamiento de ¢ como funcién de x ,para
distintos valores del 4ngulo de mezcla, y en ella observamos lo siguiente: (a)
para valores pequefios del angulo de mezcla, C~ —1 en la regién 1 < x < Ry
y €=~ 1 en cualquier otro caso; (b) para valores de # cercanos a m/4 y toda la
regién m/4 <0< /2, llamada dark side [59], C~1.

08

0.4 | \ / i

cos (26 - 207])
o
T

02} ',' i 4

06 “\‘ ‘,,z“ .
8=0.1

& lk Il 1 1

0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.10: Factor de localizacién de las resonancias para distintos valores del
dangulo de mezcla.
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4.2. CRUCE A TRAVES DEL NUCLEO Y MANTO

Aiin cuando el comportamiento de € no permite hacer una aproximacién para
todo el espacio de parametros, si nos permite hacer el estudio de la asimetria por
intervalos en x delimitados por x=1 y x=Rr. En lo que resta de esta seccién,
haremos este analisis, para cada una de las soluciones MSW que estuvieron en
boga en afios recientes: LOW, SMA y LMA.

La solucién llamada LOW corresponde a un valor central de dm? = 7.8 x
10-7eV? (x &~ 2.1 x 10~2, para una energia de 10 MeV) [60], que cae en la
“frontera” de la aproximacién de mezcla incoherente, y un rango

0.27 <sen?0 < 0.5, (4.58)

para el angulo de mezcla. Para esta solucién C = 1 y la asimetria dia-noche,
resulta pequefia y positiva, para cualquier valor del dngulo nadir. En la Fig.
4.11, se grafica @,y para algunos valores de 7, como n = 0 correspondiente
al caso en que los neutrinos recorren el didmetro de la Tierra, n = 0.4014 el
valor minimo que alcanza el detector SNO, y 7o =0.5789 el d4ngulo méximo por
el cual los neutrinos cruzan a travéz del nicleo (apéndice C). De tal manera
que, la asimetria se mantiene positiva para cualquier distancia recorrida, ya
sea Gnicamente en el manto, o en ambas regiones del perfil terrestre (manto y
nicleo).

La solucién SMA de pequefios dngulos de mezcla,

0.0003 < sen®6 < 0.002, (4.59)

corresponde a dm?=4.6 x 10~%¢V? como valor central (x~1.4). En este caso,

C= —1y, a partir de (4.30), resulta que &/, es negativa y de magnitud ex-
tremadamente pequena hasta sen? = 0.00137, independientemente del angulo
nadir, como puede apreciarse en la figuras 4.13. De tal forma, una asimetria que
se mantuviera negativa al variar 7 de cero a m/2 seria evidencia de la solucién
SMA.

Los datos de los neutrinos solares, incluyendo la fase de sal de SNO, asi
como el analisis combinado de los resultados solares y de los datos espectrales
de KamLAND [56], favorecen la solucién LMA de grandes dngulos de mezcla.
Los valores favorecidos de los pardmetros de las oscilaciones son

om? =7.1x10"%V?,  sen?6 = 0.2857. (4.60)

Los nuevos resultados de SNO [61] excluyen la mezcla maxima a un nivel de
5.20, y desfavorece también, a un nivel de 3o, la regién alta de la solucién LMA
(h-LMA): §m?>10~%eV?. A este nivel de confianza los limites son

4.8 x 107%V? < §m? < 1.7 x 10~ %eV2. (4.61)

Nosotros tomaremos como valor central de los pardmetros de oscilacién del
neutrino aquellos dados en (4.60) y un rango al cual convergen diferentes analisis

dm? = (6—8) x 107%eV?,  sen?d = 0.28—-0.30. (4.62)
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CAPITULO 4. ASIMETRIA DIA-NOCHE

Para el rango de parametros (4.62), la evolucién del neutrino dentro del Sol
ocurre en el regimen altamente adiabatico (P.=0). Para el méximo de emisién
de neutrinos del Boro y energias relevantes para la sefial de SNO (E=10MeV),
obtenemos un valor de x =20.5, para el cual, sigue siendo valida la aproximacién
cos 20p ~ —1. En la Fig. 4.14 graficamos para dicho valor la asimetrfa dia-noche
en funcién de sen? ), y de la misma, observamos un claro efecto del niicleo sobre
el signo de &, y, en contraste a su valor siempre positivo cuando el neutrino
sélo cruza el manto. A continuacion, explicaremos con mayor detalle este hecho.

Cuando x> Ry (i.e., x> 1), como en el caso considerado, entonces C=1,
con lo cual

= o 1 = -~ -
B=5,81+5(5-5), (= - [S,\Sl + 85 (RS2 — sl)] , (4.63)

donde
S, =sen (2L1/\1 +L2/\2) 5 (464)

¥, por lo tanto el factor de regeneracién f,., =3¢ es dado por

o = s vssa (82 1)+ (3 )
N Sg(nglsg 1) (::_"_T_l) } (4.65)

con
Ry —1
B gadBE=l ey (4.66)
S X
5 R
R,S?S2 1N (Rp-1) (1 & TT cos29) ‘ (4.67)
1

De esta forma, a primer orden en 1/, el factor de regeneracién toma la forma

~2
S
frea =5 [83 + (Rr = 1,8, (4.68)

con

S; = sen26 . (4.69)
Por lo tanto, la asimetria dia noche 27, puede tomar valores negativos debido
al segundo término que aparece en (4.68). La aproximacién anterior resulta muy

buena y proporciona una expresién sencilla para determinar el efecto del niicleo
sobre la asimetria dia-noche.
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4.2. CRUCE A TRAVES DEL NUCLEO Y MANTO

Por tltimo, la Fig. 4.15 muestra &/, como funcién del 4ngulo nadir 7, para
el valor central y los valores limite de sen? 6 para la solucién LMA. En esta figura
observamos que, para valores de 1< 0.1696 (correspondiente al valor de la latitud
m4és alta, para la cual, los neutrinos solares siempre pasan por el nicleo cada
dia del afio A, ver apéndice C), se asegura que la asimetria es positiva para los
parametros considerados. El detector SNO se localiza en la latitud Agsno =46.3°
norte y la razén del tiempo total, en un afio, durante el cual los neutrinos solares
cruzan el nicleo en el camino al detector SNO es de 0.0396 [62]. Esto implica
que en la localizacién del experimento SNO, en promedio, el 7.9% de una noche
el Sol estd detras del niicleo de la Tierra. Ademas, el experimento alcanza un
minimo del &ngulo nadir 7, .. de 0.4014, y el tiempo de cobertura del ano,
en que los neutrinos cruzan el nicleo (apéndice C), se restringe a los meses de
otofio e invierno. Por lo tanto, al experimento SNO no le es posible caracterizar
en forma completa la influencia del niicleo sobre la asimetria dia-noche.
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0.015
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Figura 4.11: Asimetria dia-noche para la solucién no adiabdtica, con x =0.02
(a) n=0.5789, (b) n=0.4014, (c) n=0.
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Figura 4.12: Asimetria dia-noche para la solucién no adiabética, con x=1.4 (a)
n=0.5789, (b) n=0.4014, (c) n=0.
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Figura 4.13: Asimetria dia-noche para la solucién no adiabatica, con x=1.4 (a)
n=0.5789, (b) n=0.4014, (c) n=0.
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Figura 4.14: Asimetria dfa-noche para la solucién adiabética, con x =20.5 (a)
n=0.5789, (b) n=0.4014, (c) n=0.
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Figura 4.15: Asimetria dia-noche, en funcién del angulo nadir 7, para la solucién
adiabdtica, con x=20.5 (a) sen? #=0.28, (b) sen? #=0.2857, (c) sen? §=0.30.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo hemos presentado una forma analitica, lo bastante completa,
para describir la evolucién de los neutrinos que son producidos en el interior del
Sol. Se asume un perfil exponencial para la densidad de materia solar y, en
el trayecto de los neutrinos en el interior del Sol, se emplea la aproximacién
adiabética, excepto en la regién de resonancia, donde existe una probabilidad
de cruce de los eigenestados instantdneos. Se demostré que los eigenestados de
masa s6lo adquieren una fase relativa, debido a la distancia entre el Sol y la
Tierra que recorren los neutrinos en vacio.

El estudio de la evolucién de los neutrinos solares en la Tierra fue realizado
en la base de sabor, para un perfil de la densidad terrestre compuesto de dos
regiones (manto y nicleo), cada una caracterizada por una densidad constante,
para las cuales el operador de evolucién toma una forma sencilla. En dicho estu-
dio se hizo uso de las siguientes aproximaciones: (a) el estado del neutrino que
arriva en la superficie de la Tierra es una mezcla incoherente de los eigenestados
de masa; (b) la relacién (4.13); y (c) en el Sol, la resonancia ocurre lejos de la
regién de produccién.

Bajo las consideraciones anteriores, para el caso en que los neutrinos sélo cru-
zan a través del manto, para cada valor de la distancia recorrida, obtuvimos una
expresion sencilla de la probabilidad de supervivencia del neutrino electrénico
en términos de los pardmetros de interés: el denominado pardmetro adimensio-
nal x=0m?/A y sen? §. La asimetrfa dia-noche, en este caso, es siempre positiva
a excepcion de una regién de valores pequenos del angulo de mezcla, alrededor
del caso maximo de asimetria, y =1, donde la amplitud de la asimetria toma
valores menores que cero, extremadamente pequefios.

Cuando el neutrino cruza a través del nucleo, encontramos también una
expresion analitica sencilla para la probabilidad de supervivencia del neutrino
electrénico en términos de x y del dngulo de mezcla, para cada valor del angulo
nadir 7. El andlisis de la asimetria se realizé tomando en cuenta el denominado
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factor de localizacién de las resonancias terrestres, que aparece en dicha pro-
babilidad, asi como las diferentes soluciones MSW. Dicho anaélisis nos permite
concluir que, para la solucién LOW se mantiene una asimetria positiva para
cualquier distancia recorrida por el neutrino, ya sea en una o ambas regiones
del perfil terrestre. Andlogamente para la solucién SMA el signo de la asimetria
es negativo para cualquier valor de la distancia recorrida en la Tierra, de tal
forma que si una asimetria se mantuviera negativa al variar el rango completo
del dngulo nadir, se tendria una evidencia clara de la solucién SMA. En tanto
que para la solucién LMA, que es la mds favorecida por los datos experimenta-
les, existe un claro efecto del nicleo sobre el signo de la asimetria dia-noche, en
contraste a su valor siempre positivo cuando el neutrino cruza sélo el manto.

Por dltimo, también analizamos la cobertura del dngulo nadir de SNO, uno
de los detectores mas importantes hoy en dia, que se encuentra en una latitud
de 46.3° norte. Llegamos a la conclusién de que a dicho detector no le es posible
caracterizar en forma concluyente la influencia del nicleo sobre la asimetria dia-
noche debido a que el 4ngulo nadir minimo que alcanza en el ano es apenas de
0.4rad, aproximadamente, y el tiempo en que el neutrino cruza por el nicleo,
se restringe a los meses de otofio e invierno. La localizacién del detector es una
consideracién muy importante si se desea observar, de mejor manera, el efecto
del nicleo sobre la asimetria en los neutrinos solares. Las latitudes cercanas al
ecuador (menores a 9.72°) son las més favorables para tal propdsito.

De esta forma, hemos mejorado y profundizado el analisis de Chiang y Wol-
fenstein [5], para la asimetria dia-noche. Asi, nuestro trabajo, no se ha limitado
a la solucién adiabdtica para los neutrinos solares y tampoco a una densidad
constante para la Tierra. Al incorporar los efectos no adiabéticos en la evolucién
de los neutrinos dentro del Sol, asi como el empleo del operador de evolucién
en la base de sabor, para la propagacién de los neutrinos en la Tierra, se ha
conseguido una descripcién méas completa y 1til de la asimetria. La densidad
de la Tierra fue aproximada por un perfil tipo escalén, lo cual nos permiti6
tomar en cuenta las modificaciones a la asimetria introducidas por la diferencia
de densidad entre el nicleo y el manto. Si la probabilidad de cruce en el Sol es
despreciable y la trayectoria de los neutrinos es tal que sélo pasan por el man-
to terrestre, nuestros resultados coinciden con las afirmaciones hechas en [5].
A diferencia de su analisis, hemos explorado el comportamiento general de la
asimetria como funcién de # y x considerando el status actual de los neutrinos
solares.
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Apéndice A
Sistema de dos niveles

El problema de dos niveles, de un sistema cuéntico, es de considerable im-
portancia en varios campos de la Fisica, tanto tedrica como experimentalmente
(14, 63, 64, 65]. En sus Lectures on Physics [66] Feynman describe ejemplos en
los cuales la aproximacién de un sistema de dos niveles puede ser empleadada.
Algunos de estos ejemplos incluyen la molécula de amoniaco, la molécula de
hidrégeno y oscilaciones de estrafieza en el sistema del meson K°.

Consideremos un sistema fisico, cuyo espacio de estados sea bidimensional.
En una base ortonormal' {|@,),|#,)} el Hamiltoniano H(t), que describe la
evolucién del sistema de dos niveles, es representado por una matrix hermitica:

( haa(t)  hab(t) )
H(t) = , (A1)
hoa(t)  hus(t)

donde los elementos h.q(t) y hps(t) son funciones reales de t, mientras que
hya(t) = h%,(t). A cada tiempo t, H(t) puede ser diagonalizado por medio de
una transformacién unitaria:

Ul (t)H(6)U(t) = Hp(t), (A.2)

donde Hp(t)=diag{E,(t), E_(t)} es una matriz diagonal cuyos elementos son
los eigenvalores instantdneos

1 1
E:l: = §(haa . hbb) + 5 \/(hb& - haa)2 iy Lllh'abi2 . (A3)

En la seccién A.1 presentamos la manera en que se lleva a cabo la diagonolizacién
de (A.1). Tal y como alli se demuestra la matriz unitaria U(t) es dada por

cos v €M/2 sen 9 €7/2
U(t) = (A.4)

—sende" M2 cosPe—in/?

wn>=”

o) = (%
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En general, los dngulos 9 y 1 dependen del tiempo y son definidos por

2|hab‘
tg29 = ————, 0KV <2,
& hbb i haa
hat = |has|€", 0<n<2m. (A.5)

El estado del sistema al tiempo t, es

|t> = wa(ﬂ[@a) + wb(t)l(pb)
Dy ()4 (6)) + 9 (B)]e-(1)) , (A.6)
donde |‘P:t (t)) son los eigenestados instantaneos, asociados con Ey4 (t), los cuales

estan dados por los vectores columna de la matriz unitaria (A.4). Las amplitudes
en ambas bases son relacionadas a través de U:

(%(t)) (%(f) )
=U(t) ’ (A.7)
Y1) ¥_(t)
Consideremos la ecuacién de evolucién de las amplitudes en la base ortonor-
mal {|(p0>' J(Pb)}
L d (w.,(t)) _n (%(t)) -
4\ gy (t) w)) '

utilizando la relacién de las amplitudes entre ambas bases, dada en (A.7), y
multiplicando por Uf(t), por la izquierda, ambos miembros de (A.8) se tiene
que:

v (t t
ith(t)%)- (%(t)) i ifiU‘(t)U(t)EdE ( o )) =Hp (%( )) . (A.9)

v_(¢) Yv_(t) v_(t)
Usando la unitariedad de la matriz U(t) y reorganizando los términos obtenemos
v, (t P (t)
il ( + )) = {HD —mU'(t)$} ( ¥ ) , (A.10)
4\ y_(t) t I \v_)

que es la ecuacion que satisfacen las amplitudes en las base de los eigenestados
instant4dneos del Hamiltoniano.

De esta forma la funcién de onda que describe la evolucién temporal del
sistema en la base de los eigenestados instantéaneos es

(%(U) (%(to))
= U(t,to) : (A.11)
Y_(t) ¥_(to)
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donde el operador de evolucién % (t,tp) es una matriz unitaria de 2x 2, la cual
obedece la ecuacién (1.12), con el Hamiltoniano que aparece en (A.10)

; dav() [+ b(t))
Hp(t) —ihU' (t)——= = , A.12
R (b'(t) a(t) e
donde
a,(t) = Ei(t):l:ﬁgcosm?,
b(t) = h(gsenw—né). (A.13)

La dependencia temporal asociada con la parte diagonal de (A.12) puede ser in-
tegrada exactamente por un cambio en la representacién. Para tales propdsitos,
realizamos otra transformacién unitaria y escribimos

U (t,to) = P(t,to)%l(t,to) , (A.14)
donde
e»—a‘a+(t) 0
P(t,to) = ' (A.15)
0 e-—ia_ (t)
con
1 t
ay =< / ay(t')dt’. (A.16)
h 5

En la nueva representacion, el operador de evolucién satisface

3‘593'7? = H,%, , (A.17)
con
0 h(t)
Hy(t) = ( )
h*(t) 0
h(t) = b(t)e les®—a_ (0] (A.18)

A.1l. Diagonalizacion de la matriz hermitica.

Cuando necesitamos \inicamente los eigenvalores de (A.1), es muy facil resol-
ver la ecuacion caracteristica, debido a que es un polinomio de segundo grado.
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A.1. DIAGONALIZACION DE LA MATRIZ HERMITICA.

En principio, el célculo de los eigenvectores normalizados es también extrema-
damente simple; sin embargo, es incomodo llevarlo a cabo y puede conducirnos
a expresiones innecesariamente complicadas y dificiles de manejar. Aqui presen-
tamos un método simple para calcular los eigenvalores, el cual, es aplicable en
todos los casos [67]. Para ello reescribimos la matriz (A.1) de la siguiente forma:

H= %(hua + hbb)ﬂ o+ %(h&b = h‘m)K ! (Ang

donde I es la matriz identidad de 2x2 y K es el operador hermitiano represen-
tado en la base {|p,),|¢,)} por la matriz:

1 2hgy
hip—haa
K (A.20)
2hyg 1
hbb_han

A partir de (A.19) notamos que H y K tienen los mismos eigenvectores |1,0i)
H |¢:I:> = Ei|"¢’i) ’
Klpy) ki lvy) (A.21)

donde E. y ki son los eigenvalores de H y K respectivamente. Con esto con-
cluimos que

Il

1 1
Ey = 5(haa + hop) + 5 (hes = haa)ks (A.22)

son los eigenvalores de H. Ahora resta encontrar k4 mediante la diagonalizacién
de la matriz K. Reexpresemos a (A.20) como:

-1 |z] €™

K= ) . (A.23)
|z] €7 1

donde |z| y (0 <1< 27) son el argumento y la fase del niimero complejo

2hab

= i R

Construimos la matriz diagonal

gt p
43— : (A.25)
0 e

con lo cual K =TLI*, en donde

9 1)
L= ) (A.26)
lz] 1
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ahora considerando (A.26) y la matriz ortogonal?

costd send
D= § (A.27)
—sen?d costd

con 0<J < 2m, deseamos construir una matriz diagonal Kp=0*LO

—cos2d — |z|sen2¥ —sen2d + |z|cos 29
Kp= ; (A.28)
sen2d + |z|cos2d  cos 29 + |z|sen 29
matriz que para ser diagonal es necesario que
|2| = tg2¥, (A.29)
y de esta forma
ek 0
KD - ( cos 20 l ) ) (A3U)
0 CDSEB

Ya que la matriz diagonal (A.30) es dada por Kp=U'KU, donde U=T0 es la

matriz unitaria®

cos ¥ €1/2 sen €7/2
U= _ _ (A.31)
—send €~ /?% cos9E /2
los eigenvalores de K estan dados por
1
R e A.32
Ry = F s (A.32)
A partir de (A.29),
2|hgs|
= A33
tg =~ (A.33)

y por lo tanto los valores propios de K en términos de los elementos de matriz
h,;j, son

hbb = hna)2 + 4|hab|2
hbb - hcm
2Una matriz O es ortogonal, si su transpuesta OT es igual a su inversa

ooT =oTo=1.

ke =4 (A.34)

3Una matriz U es unitaria, si su hermitica conjugada es igual a su inversa

vty =uut = 1.
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A.1. DIAGONALIZACION DE LA MATRIZ HERMITICA.

Ahora procedemos a calcular los autoestados, recordando que H y K tienen
los mismos eigenvectores. Denotando por 9,1, las componentes de ]cp +) sobre
la base {|¢,),|¢;)} v tomando k, en (A.21) se tiene:

1 tg29€e="\ [, 1 Ya
) = ; (A.35)
tg 29 € = Wy cos 29 \ o,

en donde tenemos un sistema linealmente dependiente de 2 ecuaciones, por lo
cual, basta tomar una de ellas

1 — i —
(1 et m) ‘(,i’)'a + tg219€ ’f,bb =0 N (A36)

la cual simplificando
(cos 29 — 1) €M%y, +sen20€™ "2, =0,
aplicando las funciones trigonométricas de los angulos dobles, se obtiene:
—send €2y, + cosIe M2y, =0, (A.37)

si elegimos ¥, =sen¥ €"/2, tenemos que ¥, =cos¥ €~""/2 por lo cual, el eigen-
vector normalizado |1,b+) es

o) = cos9€™2|,) + sen9 €|, ) (A.38)
analogamente tomando el eigenvalor k_ se tiene
lo_) = —sende™"2|p,) + cos V€™ 2|, ) , (A.39)

en donde observamos que I(p 2y |(p_) son son ortonormales.
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Apéndice B

Evolucion en materia con
densidad constante

Para un neutrino que se propaga en un medio material neutro la ecuacién
de evolucién, en la base de sabor, es

. d
i ¥(t) = Y(t) (B.1)

con el Hamiltoniano dado por la ecuacién (2.14)

H=CI+T, (B.2)

donde ¢ = E+ﬂzﬁfﬁi+@%§ﬁ, I es la matriz identidad de 2x2 y T es la

matriz con traza cero dada por

1 -B A

con A=dm?sen 20, B=6m?cos20—Ay A=2v2GpN.E. Suponiendo que N, es
constante a través de la materia en la cual los neutrinos se propagan, la solucién
de la ecuacién (B.1), poniendo t=L, es
(L) = % (L)¥(0) , (B.4)
donde
()= et (B.5)

es el operador de evolucién. Para obtener % (L), lo siguiente es hallar la expo-
nencial de la matriz —i#L.



Cuando se requiere la exponencial de una matriz M de N x N comunmente
se recurre a la definicién

eM = z —M", (B.6)

en la que la serie infinita es convergente para cualquier M. Sin embargo, el
célculo de los elementos de €M en (B.6) no es en general muy til. A continuacién
demostraremos que la serie en (B.6) puede reducirse a un polinomio finito [68].

La ecuacién caracteristica de la matriz M es el polinomio en A dada por
P =det(M - AD) =A" ey AV 14 4+ A+¢ =0, (B.7)

donde ¢;, i=0,1,..., N —1 son coeficientes dados, I es la matriz identidad y
aquellos valores de A que satisfacen (B.6) son los eigenvalores de M. El teore-
ma de Cayley-Hamilton asegura que la matriz M satisface su propia ecuacién
caracteristica, i.e.,

MN fey MN-14 . 4o M4 I=0. (B.8)
Despejando M™ se tiene
MY = —(eyo MV 4 4o M 4 ¢oT) (B.9)
de lo cual se sigue que
MP =D MN-1y 4+ PM 4P, vPeEN (B10)
donde cEP), i=0,1,---,N—1, son ciertos coeficientes. Usando el resultado
anterior la exponencial de la matriz M puede ser escrita como

N-1
eM=agl+a,M+--+ay_ MV = > oM, (B.11)
i=0

donde los a;, deben determinarse para cada M. Asi, la serie infinita en la Ec.
(B.6) se ha reducido a sélo N términos, donde N es la dimensién de la matriz
M.

Tomando en cuenta que, en la Ec. (B.5), el exponente es una matriz de
2x2, a partir del resultado general dado en (B.11) resulta que la expansién del
operador de evolucién consta tinicamente de dos términos:

(L) =¢€ T = ¢(agl —ia,LT), (B.12)

con £ = €L un factor de fase complejo, T la matriz dada en (B.3) y ag,
coeficientes por determinar.
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APENDICE B. EVOLUCION EN MATERIA CON DENSIDAD
CONSTANTE

Como el resultado dado en (B.11) fue derivado a partir de la ecuacién ca-
racteristica de la matriz M sus eigenvalores tambien satisfacen dicha relacién.
De esta forma, podemos plantear el siguiente sistema lineal de ecuaciones para
el par de coeficientes que aparecen en la Ec. (B.12):

€A =gy —iLA_a,,
e = gy —iL)ya, , (B.13)

donde A4, son los eigenvalores de la matriz T, es decir, soluciones a la ecuacién
caracteristica

AMteh+e=0, (B.14)
con
¢ = —trT=0,
6 = detﬂr=—@(ﬁ+62). (B.15)

Notese que los coeficientes ¢, ; son reales. Las soluciones de (B.14) son:

;TR T (B.16)
con
’\=ZIE‘/W = V=detT. (B.17)
Despejando de (B.13) se tiene
ay = cosAL,
a = jpsemAL, (B.18)

que sustituidos en (B.12) nos dan
U(L)=¢ (cos)tL]I— %senz\L'][‘) . (B.19)
A partir de (2.29) identificamos que A=8M?/4E, con lo cual

%(L) = &(cos ALT — isen ALU) , (B.20)

donde U es la matriz ortogonal

—cos20 sen?26
U= . . (B.21)
sen26  cos26
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con

- A
sen 26 = BN
~ B
cos20 = T (B.22)

Cuando los neutrinos viajan a través de una serie de regiones de espesor
Ly,---, Ly con densidades constantes N,(1), -, Ne(n), €l operador de evolucién
total es simplemente dado por:

(L) =[[%L)=2%(Ln)--%(Ly), (B.23)
i=1
donde L=3Y"" | L; y %(L:) es calculado para el pardmetro a;=2v2GN).

Dado un cierto estado inicial |va) en la base de sabor, entonces la amplitud
@, Para la transicién a un neutrino de sabor 3, es dada por el elemento de

matriz del operador de evolucién entre los estados IVO} y [u,g>, es decir,
anp = (VB|% (L)|Va), a,B=e,pn. (B.24)

La correspondiente probabilidad de transicién P,z = |-:am(,‘|2 es dada por
Pap = agplep - - (B25)

Para oscilaciones entre dos neutrinos, de (B.20), la amplitud de supervivencia
del neutrino electrénico resulta

(g = cos AL +icos20sen AL , (B.26)

con lo cual
P.. =1 —sen®20sen® \L , (B.27)

que coincide con la expresion (2.53) correspondiente a la probabilidad de super-
vivencia del neutrino electrénico, en un medio con densidad constante. a, y P,
del texto corresponde a a,, y Pe. respectivamente, para el caso en que el estado
inicial es |v, ).
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Apéndice C

La trayectoria en la Tierra

manto

D

Figura C.1: Geometria de la Tierra. C y D denotan el centro de la Tierra y
el detector respectivamente, I es el punto de incidencia del neutrino del Sol en
la superficie terrestre, 7 es el dngulo nadir del Sol, Rg es el radio de la Tierra
(6371 km), y Ry es el radio del nicleo (3486 km).

La trayectoria exacta de los neutrinos solares es una funcién complicada del
tiempo que cambia con la época del afio y de la localizacion geografica. En este
anélisis, como modelo de la Tierra, utilizamos el PREM [46] en el cual existen
dos estructuras importantes en la densidad: nicleo y manto. Suponiendo que la
Tierra es un cuerpo esférico e isotrdpico, el dngulo nadir n basta para determinar

ES I'A TESIS NO SALE
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la posicién del Sol. El 4ngulo nadir es aquel subtendido por las direcciones del
detector a los centros del Sol y la Tierra, como se observa en la figura (C.1).
Durante el dia 1 es mayor a 90°, mientras que en la noche 7<90°, un neutrino
solar cruzard el centro de la Tierra cuando n=0°.

La trayectoria visible del Sol en el cielo con respecto al detector es una
funcién del dia del afio d. Cada noche el Sol alcanza un valor minimo del d4ngulo
nadir 7,, ;. En el transcurso del afio 7, , tiene un valor maximo 7,, ... y un
valor minimo 7,, ... Estos limites y la trayectoria visible del Sol son funciones
de la localizacion del detector especificada por su latitud Ap y longitud. Para
un detector fuera de la banda tropical, [Ap|> 6mex, donde &, =23.45° (0.4093
rad) es la declinacién méxima del Sol, 7,, ... es alcanzado en el solsticio de
verano, 1, .. se alcanza en el solsticio de invierno, y 7, .. > 0° de modo
que los neutrinos que llegan al detector niinca cruzan el centro de la Tierra.
En cambio, para detectores localizados dentro de la banda tropical, 7, ..., =0°
y neutrinos que cruzan el centro de la Tierra son detectados, el minimo y el
maximo del angulo nadir en la noche se alcanzan en épocas entre los equinoccios
y los solsticios. Finalmente para un detector ecuatorial 7=0° es alcanzado justo
en los equinoccios.

A continuacién demostraremos que las distancias recorridas por el neutrino
en el manto y en el nicleo terrestres quedan determinadas por el 4ngulo nadir
[69]. De la figura (C.1) observamos que la distancia total recorrida por el neutrino
en la Tierra hasta el detector es:

L=L+L>+Ls, (C.1)

y del tridngulo formado por el detector D, el centro de la Tierra C y el punto
de incidencia I, se tiene que

L? —2LRgcosn=0, (C.2)
y, omitiendo la solucién trivial L =0, entonces
L =2Rgcosn , (C.3)

donde 0<7< 5. De la interseccién de L con la circunferencia de radio Ry

R + L'* = 2L'Rg cosn = R}, , (C.4)

[p2
L, = Rgcosn+ Rg %2‘1 —sen?yp, (C.5)
@B

donde 0 <7 <1, con n, =arcsen(Ry/Rg)~33.17° (0.5789 rad). De la figura,

Vemos que
C R}
Lo=L, - L_ =2Rg :@-——sen?n,
®
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Rz
L3 = L. = Rgcosn— Rg R—QN-senzn. (C.6)
]
Y de (C.5) y (C.6) se encuentra que: Ly = L3, es decir, las dos longitudes en el
manto son iguales.

Entonces, para 0<n<n,, la distancia total recorrida en radios terrestres es

£=2¢,+45 , (C.7)
donde
R? R?
¢y =cosn — R—zN—senan, ly =2 Eé"\i—senzn. (C.8)
@ @
En tanto que, para 7o <n< 3,
¢ =2cosn, (C.9)

de lo cual se sige que, para este caso, 0<£<1.67.

La localizacién del detector es una consideracién muy importante si se desea
observar los neutrinos que cruzan el niicleo y el manto de la Tierra. Existen
dos aspectos a tomar en cuenta: (a) el tiempo de cobertura del afo en que los
neutrinos deben pasar a través del nicleo para llegar al detector y (b) el valor
minimo 7, ... que alcanzan sus trayectorias.

La latitud mas baja para la cual los neutrinos solares ninca pasaran a través
del niicleo terrestre [70] es A, =17+ uax = 56.62°, y la latitud mas alta para
la cual los neutrinos solares siempre pasardn por el nicleo cada dia del afio es
As =M= 0nix = 9.72° (0.1696 rad). Se puede ver que para una latitud del detector
Ap dada, menor que d,.4, el 4Angulo nadir se anula alguna vez en el invierno,
y cubrira el rango completo 0 < n < 7y. Para A > 6,4, el valor minimo 7, .
ninca es cero y su valor incrementa con la altitud.

La figura (C.2) muestra el tiempo de cobertura por dia como funcién de las
estaciones del ano. En la latitud 0°, la cobertura oscila entre un maximo de
casi 4.5 horas durante los equinoccios de primavera y otofio, y un minimo de
cerca de 3.25 horas en los solsticios de verano e invierno; el tiempo de cobertura
asciende en conjunto hasta 14.3% del afio. Mientras que la latitud aumenta,
este porcentaje decrece y para 25°, la cobertura ocurre uinicamente en los meses
de otofio e invierno, y en el solsticio de invierno la cobertura es de casi 5 horas.
Esto tiene el efecto interesante de doblar la cobertura durante la parte relevante
del afio. Por ejemplo, en 30°, el tiempo total de cobertura es de 7.5% del afio
completo, pero 15% en otofio e invierno; asi comparar los eventos en la noche
y en el dia durante este intervalo sélo realza la senal total a costa de reducir la
estadistica total.
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Hours in Core

Orbital Phase (Degrees)

Figura C.2: Nimero de horas por noche en que los neutrinos solares pasan a
través del niicleo de la Tierra: variacién anual para varias latitudes.

Del tiempo de cobertura y el rango barrido en 7, es claro que, las latitudes
cerca del ecuador son las mds favorables para observar los efectos del nicleo
terrestre sobre los neutrinos solares. Los experimentos actuales de neutrinos
solares estan en latitudes mayores a 30° y su cobertura se restringe entre a los
meses de otofio e invierno.
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