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Una invitacion a la Geometria
(Teorema de Mohr-Mascheroni)

Introduccion.

Los amantes de la Geometria no necesitan una invitacidén para
acercarse a ¢lla; la estudian, la trabajan y 1a disfrutan; para slios que estan
acostumbrados a su lenguaje, sus construcciones y sus demostraciones,
Mascheroni resulta ser un viejo conocido. Sin embargo, dentro del &mbito
matematico general, y particularmente en el de la ensefianza, no siempre
son consideradas las construcciones geométricas en si mismas, sino sdlo
como medios para resolver problemas o realizar investigaciones
posteriores,

Esta invitacion estd mas bien dirigida a aquéllos que aun no
descubren lo esencial de las construcciones geométricas, a aquéilos, que
dedicados a la enserianza a nivel elemental, medio y medio-superior, no les
han proporcionado el lugar que les corresponde dentro de los juegos mas
ingeniosos que proporcionan un gran reto, qgue permiten no sélo desarrollar
destreza sino que a la vez ofrecen una interesants gama de posibilidades
para aprender y utilizar conceptos sumamente importantes de la Geometria.

Este trabajo se realizé con una doble intencidn; por un lado, las
construcciones aqui presentadas resultan ser un pretexto ideal para
formalizar y recordar diversas demostraciones a teoremas fundamentales
de la Geometria y por ofro lado, pretende provocar el interés en que se
desarrollen construcciones yfo demostraciones diferentes.

Un poco de historia.

Todos los que tratamos con las matematicas hemos realizado
construcciones con regla y compas, pero cuantos de nosotros nos hemos
cuestionado cudles de ellas podriamos realizar si sélo contaramos con un
conpas.



El poeta y gedmetra italiano Lorenzo Mascheroni (1750 - 1800)
realizé un importante descubrimiento que aparecié publicado, en 1797, en
su "Geometria del compas"; Todos los problemas de construccién que se
resuelven con ayuda del compds y la regla, pueden resolverse con
precisién empleando sélo el compés.

En 1928 el matematico danés Johannes Hjelmslev (1873 - 1950)
encontrd en una libreria de Copenhague una copia de un antiguo libro
publicado en Amsterdam en 1672, "Euclides danés” de Georg Mohr en el
que, con una solucion distinta, el autor demostraba [a propuesta que
Mascheroni haria 125 afos después.

El propésito del presente trabajo es ofrecer una demostracion del
Teorema de Mohr-Mascheroni y realizar algunas construcciones utilizando
s6lo compas, para ello haré antes un par de observaciones:

» Dado que una recta no se puede frazar sin una regla, ésta se
considera determinada cuando se encuentran cualesquiera dos
de sus puntos.

¢ Cada una de las construcciones propuestas seran justificadas,
Para ello haré uso de diversos teoremas de la Geometria
Euclidiana. Las lineas que aparecen punteadas son auxiliares
para dichas demostraciones, no participan en las construcciones.



Capitulo i

Cuando un problema de construccion en el plano de Euclides se
puede resoclver con regla y compas, la solucidn se reduce a una sucesion
finita de los cinco problemas fundamentales:

1. Por dos puntos dados tracese una recta,

2. Desde un punto dado como centro describase la circunferencia
de radio dado.

3. Determinense los puntos de interseccién de dos circunferencias
dadas.

4. Encuéntrense los puntos de interseccion de la circunferencia
dada y la recta determinada por dos puntos.

5. Héllense los puntos de interseccitén de dos rectas, cada una de
las cuales queda determinada por dos puntos.

Por lo tanto, para demostrar que todos los problemas de
construccion resolubles con regla y compas pueden solucionarse con
precisién utilizando sélo un compas, es suficiente demostrar que las cinco
operaciones fundamentales lo son.

Para la primera operacién demostraré cdmo usando sélo compés
podemos marcar uno, dos, tres, y en general, cualquier nimero de puntos
en una recta dada; sin embargo, no hay razones para considerar que la
recta estd construida, en realidad el trazado de una linea recta no esta
cubierta por la Teoria de Mohr-Mascherani.

Dado que la segunda y tercera operaciones se realizan mediante
compas directamente, aqui realizaré las demostraciones de las restantes
por medio de la solucién de ocho problemas basicos.

Notacion.

La circunferencia con centro en A y radio BC la escribiré (A, BC); en
el caso en que la circunferencia sea con centro en A y radio AB, en lugar de
escribir (A, AB) escribiré (A, B).

Los numeros al margen corresponden a las demostraciones
generales que se encuentran en el Apéndice.



¢ Problema 1. Construir un punto simétrico al punto dado C
respecto a una recta dada AB.

Construccion: Describimos (A, C) vy (B, C), en la interseccion de las
circunferencias obtenemos C' que es el punto simétrico.

Demostracién: Por demostrar que CX=C'X

CB =C'B por serradios de (B, C)

CA = C'A por ser radios de (A, C)

= A y B estan en la mediatriz de CC'
(1) = ABiCC

= CX=CX

i.e. X eselpuntomediode CC'

Observacion: Dados tres puntos A, B, X, sabemos que estén alineados si,
al tomar un punto arbitrario C fuera de AB y al construir su simétrico C',
resulta que CX = C'X entonces X esta en la recta AB.



s Problema 2. Trazar un segmento 2, 3, 4, y en general n veces
mayor que el segmento dado AA1=r (n e N).

Construccion 1: Trazamos la circunferencia (A1, r) y las cuerdas tales que
AB = BC = CAz = r, entonces resulta AAz2 = 2r, es decir, diametralmente
opuesto a A. Describimos ahora (A2, r} y (C, r) que se intersectaréan en D.
Trazamos (D, r} y (A2, r) y en la interseccion obtenemos As, diametraimente
opuesto a A1, i.e. A1A3 = 2r, como AA3 = AA:1 + AsAs entonces resulta que
AAa = r + 2r = 3r, etc. Al realizar las construcciones indicadas n veces,
trazamos AAn = 1.

Demostracién:

(2) Elcompas con abertura igual al radio de la circunferencia divide a
ésta en seis partes iguales.



Construccion 2: Tomamos fuera de la recta AA1 un punto arbitrario B y
trazamos (A1, AB) y (B, r) hasta su interseccién con el punto C. Trazamos
(A1, ) y (C, BA1) hasta que se corten en el punto A2. El segmento AAz serd
igual a 2r. Describiendo (A2, r) y (C, BA2) obtenemos As tal que AAs = 3r,
elc.

Demostracion: Por demostrar que AAz=2r,

AA1 = r por hipétesis
BC =r por construccion
= AA1=BC
AiC = AB por construccion
(3) = ABCA: es paralelogramo
CA2 = BA1 por construccion
AiA2 = r por construccién
= A1A2=BC
. A1BCAz es paralelogramo
= BCIl AA1 y BCI| AlA2
(4) = A, AiyA:2 soncolineales
= AA2=AA1 +AlAe=r+r=2r
A2A3 = por construccién
BAz = CAa por construccion
= A2BCA3 es paralelogramo
= A, A1, Az y A3 soncolineales
ademas AAz = AA1 + A1A2 + A2A3 = 3r, elc.



¢ Problema 3. Trazar un cuarto segmento que sea proporcional a
los tres segmentos dados a, by c.

Construccién 1. Caso 1. Para ¢ < 2a.

De un punto arbitrario O trazamos las circunferencias (O, a) y (O, b).
En la circunferencia (O, a) trazamos |a cuerda AB = c y tomando un radio d,
describimos (A, d) y (B, d) tal que intersecten a la circunferencia (O, b} en
A1 y B1. El cuarto segmento proporcional a los tres segmentos dados es
A1B1.

Demostracion: Considero A AOA1 y A BOB1
AO =a=BO por serradios de (O, a)
A10 =b =B10 por serradios de (O, b)
AA1 = d = BB1 por ser radios de (A, d) y de (B, d)
(LLL) = A AOA1 = A BOB;1
= ZAOA1 = £ZBOB1
ZAOB = ZAQA1 + ZA10B = ZA10B + ZBOB1 = ZA10B:1
AAOB y A A1OB1 son is6sceles
() = ZOAB=Z0BA y £0OA1B1= ZOB1As
= 2Z0AB + Z/AOB = 2,0A1B1 + ZA10B1 = 180°
= Z0AB = £0AB1
()] = AAOB=~ A AiOB:1
s AQ: A10 = AB: A1B1
ie, a:b=c:AB1 qed.



Construccioén 1. Caso 2. Parac > 2a.

Si b < 2a construimos el cuarto segmento proporcional a los
segmentos a, ¢ y b (caso 1); sino, trazamos el segmento na (problema 2)
tal que ¢ <2na (o b < 2na), de la siguiente manera:

Trazamos el segmento a1 = 2a (prob. 2). Del punto arbitrario O1
describimos (01, ¢} y en direccion arbitraria trazamos segmentos O1As = ay,
01A2 = 2a1, O1A3 = 3as, etc. (prob. 2); después de un numero finito de
pasos llegamos al punto An gue se encontrara fuera de la circunferencia
(O1, c). Entonces O1An = nar = 2na > c.

Tracemos el cuarto segmento Y, proporcional a los segmentos na, b
y ¢ (caso 1).

Ahora trazamas X = nY {prob. 2).

na:b=c:Y

e, na¥=bc

= a:b=c:nY

La:b=c: X

Construccion 2. Parac < 2a.
Sean C y C1 los extremos de c. Trazamos las circunferencias (C, a) y

(C1, a) que se cortaran en B. Sean D y D1 los puntos de interseccién de las
circunferencias (C, a) y (C1, a) con (B, b). El segmento DD1 = x es el

%



Demaostracion:

Los triangulos isésceles ACBD y A C1BD1 son congrientes
ya que por construccion sus lados son iguales,

entonces

ZCBD = £ZC1BD1.

Ahora

ZCBC1 = ZCBD1 + £ZD1BCH
£DBD1 = ZDBC + £CBD1
como

ZDiBC1 = £DBC

= /CBCt = ~/DBD1

= A CBCi= A DBD1

~ a:b=c:DD

Sicz2ay b 2z 2a, trazamos el cuarto segmento Y, proporcional a los
segmentos na, b y ¢ (c < 2na); después encontramos el segmento

X = nY que es el buscado.

(Observacion en la Construccion 1, Caso 2) *,

* ¢ Por qué necesltamos considerar casos?

10



« Problema 4. Hallar el centro de la circunferencia dibujada.

Construccién: En la circunferencia dada tomamos un punto A y con d
arbitrario describimos (A, d), en las intersecciones de ambas
circunferencias obtenemos B y D. En la circunferencia (A, d) marcamos el
punto C diametralmente opuesto a B. Describimos (C, D} y {A, CD) hasta su
interseccion en E, Trazamos (E, CD) hasta su encuentro con (A, d) en el
punto M. El segmento BM es igual al radio de la circunferencia dada. Las
circunferencias (B, M) y (A, BM) determinan el centro buscado X.

11



Demostracién:

(LLL)

(14)

(1)

(1)

(LAL)

AE =CD = CE por construccion

= AACE esisdsceles

EM = CD = AE por construccion

= AAEM esisdsceles

AM = AC por construccién

= AACE =z AAEM

= ZEAM = LEAC = ZACE

/BAE es angulo exterior del A ACE
= «ZBAE = ZACE + ZAEC

ademas

ZBAE = /BAM + ZEAM

= LACE + ZAEC = £BAM + ZEAM
= LAEC = ZBAM

El A ABM es isGsceles ya que AB =AM
= AABM=~AACE

entonces BM:AB=AC:CE
como BM=8BX y CE=CD

= BX:AB=AC:CD

= AABX=~AACD

= ZBAX = £ACD

ZBAD + £DAC = 180° = ~DAC + ZACD + ZCDA
= «£BAD = ZACD + ZCDA

pero £ZACD = £CDA

= /BAD = 2/ACD,

es decir,

1 ZBAD = ZACD

ZBAX = % ZBAD
pero
ZBAD = ZBAX + £DAX
= £BAX = 1 ZBAD = £DAX
AB = AD por construccién
AX = AX lado comin
= A BAX = ADAX
= BX=DX=AX
.. X es el centro de la circunferencia dada.

12



* Problema 5. Dividir por la mitad el arco dado AB de la
circunferencia.

Construccion: Por el problema 4 podemos suponer que conocemos el
centro O de la circunferencia,

SeanOA=0B=ry AB=a

Describimos (O, a), (A, )y (B, r), en las intersecciones obtenemos
los puntos C y D. Ahora trazamos (C, B) y (D, A) hasta su interseccion en E.
Trazamos las circunferencias (C, OE) y (D, OE) y en sus intersecciones
obtenemos X y Xi. El punto X es el punto buscado.

13



Demostracién:

3 .

@)
(4)

(5)

CO =a=AB por construccion

AC =r=0B por construccion

= ABOC es paralelogramo

OD = a = AB por construccién

OA =r=BD por construccién

= ABDO es paralelogramo

= AB|lcoyaAB||lOD

= C, 0 y D son colineales.

El A CED esisosceles yaque CE=ED,

el A CXD es isosceles yaque CX=DX,

como CO=0D

= E, X y O estan alineados ya que estan en la mediatrizde C y D,
ademas

= EQLCD

= £COX = ZCOE =1 recio

= OX es perpendicular a la cuerda AB, por lo tanto, para demostrar
que X divide el arco por la mitad, es suficiente demostrar que OX =r.

Del paralelogramo ABOC:
:ﬁz +ﬁ2 =208’ +2AB°
r2 +BC% = 2r% 1 2a°
BC® =2a2 +r2
Del trigngulo rectangulo COE
= CE =0C  +0F

pero CE=BC y OC=a
=2a? +12 =a + OF-
OF’ = a2 +1?

Del tridngulo rectangulo COX, y yaque CX = OE

OX =VCX: -0C’ =JOE - 0C: =Ja?+12-a? =1

s OX=r g.ed.

14



¢ Problema 6. En la recta determinada por dos puntos Ay B es
necesario obtener uno o varios puntos.

Construccién: Tomamos un punto arbitrario C fuera de la recta AB y

encontramos su simeétrico C1 (prob. 1). Con radio r = —% CCh, describimos las

circunferencias (C, r) y (C4, r), en las intersecciones obtenemos los puntos
Xy X1 que se encuentran en la recta dada AB. Al cambiar el radio r,
encontramos otra pareja de puntos, etc.

Demostracion:

En el problema 1 demostramos que AB determina
{a mediatriz de CCi.

Por construccion

CX=CiX vy

CX1 = C1Xi

s Xy X1 estanen la mediatriz de CCi.

15



¢ Problema 7. Trazar los puntos de interseccion de la
circunferencia dada (O, r) con la recta dada por dos puntos Ay B.

Construccion: Caso 1.

El centro O se encuentra fuera de la recta dada AB. (La
comprobacion de este hecho se realiza mediante la observacion en el
problema 1).

Determinamos el punto O1 simétrico al centro O (problema 1).
Describimos (01, r) que intersectara la circunferencia dada en los puntos X,
Y. Estos puntos se encuentran en AB.

Demostracién:
AB es la mediatrizde OO0
OX=r=01X
y QY=r=01Y
= X, Y estan enla mediatrizde 001

16



.Construccién: Caso 2.

Supongamos que O esta en la recta dada AB.

Trazamos (A, d) con d tal que intersecte a (O, r) en C y D. Dividimos
a la mitad los arcos CD de la circunferencia (O, r) (prob. 4). Los puntos X, Y
son los buscados,

Demostracion:
Como A, O y B son colineales y
ademas
AC=AD y
oC=0D
= AB es la mediatriz de CD
Por consiruccion X, Y dividen los arcos a la mitad
- estan en 1a mediatriz de CD.

Observacibn:
De la construccion se deduce que

AY=A0+0Y y AX=A0-0OY (OX=OY)

17



¢ Problema B.IConstruir el punto de intersecciéon de dos rectas
AB y CD cada una de las cuales queda determinada por dos
puntos.

Construccién: Describimos C1 y D1 simétricos, respectivamente, a C y D
en relacidn a la recta AB. Trazamos (D1, CC1) y {C, D) y designamos con E
su interseccién. Trazamos el cuarto segmento x que es proporcional a los
segmentos DE, DD1 y CD (prob. 3}, Ahora describimos (D, x} y (D1, x), en su
interseccion obtenemos el punto buscado X.

18



Demostracion: Como Ct1 y D1 son simétricos a C y D, encontraremos el
punto de interseccion de las reclas dadas si encontramos el punto de
interseccion de las rectas CD y C1D1, ya que dicho punto por estar en la
interseccion de ambas seid tal que CX = C1X y DX = DiX, lo cual implica
que estad en la mediatriz de CC1 y DDt a la cual pertenecen A y B por
construccion,

Consideremos CCiD1E que es paralelogramo ya que
PHE = CC1 por construccion
C1D1=CD por ser simétricos
CD = CE por construccidn
= CiD1=CE
(3) = CiC||DIE y CiDil|CE
C1C || DD1 por ser simétricos
(4) = D, D1y Esoncolineales
Por construccién el cuarto segmento proporcional a
DE,DD: y CDes x,

ie.
DE:DDh=CD:x
como
x=DX=D1X

tenemos que
DE:DDi=CD:DX=CD:Di1X=CE: DiX
. DE.DD1=CD:DX=CE: DX
() = ACDE=~AXDDi
D es vértice cominy D, D1, E estan alineados
= XDi1||CE
¥ COmo
CiD1]|CE
= C1, X y D1 son colineales.
Los triangulos son semejantes, D es vértice comdn y
XDs || CE
= C, X y D estan alineados
s X estaenlainterseccionde CD y CiD1
ademas
DX = DiX
= X estaen AB.

19



Capitulo Il. Otros problemas.

» Problema 9. Levantar una perpendicular al segmento AB en el
punto A.

Construccion 1: Con una abertura de compas invariable e igual al

segmentor > 1 AB, trazamos (A, r) y (B, r) hasta que se intersecten en el

punto O. Describimos (O, r) y trazamos las cuerdas CD = DE =r donde C
es el punto de interseccién de (B, r) y (O, r), el punto E es diametralmente
opuesto a B. El segmento AE L AB.

Qg?)

Demostracién: Como BC = CD = DE =, E es diametralmente opuesto a B.
E! A ABE tiene un lado igual al diametro de la circunferencia,

(9) = AABE esrectangulo, donde BE es Ia hipotenusa,
. AE 1 AB.

Sitomamosr = AB = AE = J3AB y el punto C coincidira con A.
AE’ +AB’ =BE’

—2 =——2 -2

AE" =BE - AB

como BE=2r y AB=r, entonces

AEZ =4r? 12 = 312

.. AE=J3AB

20



Construccion 2: Describimos la circunferencia (B, A) y consideramos en
ella un punto C arbitrario, trazamos (C, A) y llamamos D al punto de
interseccién. Describimas la circunferencia (A, D) hasta su interseccién con
(C, A) en el punto E. El segmento AE L AB.

. D

Demostracién:

El segmento AC une los centros de las circunferencias (A, D) y
(C, A), el segmento DE es su cuerda comtin,

(10) =>ACLDE Yy
ZCAD = ZCAE ya que el A ADE es isdsceles

Por otra parte ZCAD = ZADC ya que el A CAD es isbsceles
9 = <ADC=1AC

ZCAE = ZCAD = ZADC = 1 AG
(15) = AE LAB,

ie, AE estangente a (B, A) en el punto A



* Problema 10. Trazar un segmento igual a % del segmento dado
AB. (Dividir el segmento AB en n partes iguales, n=2, 3, ...)

Construccion 1: Trazamos AC = nAB (problema 2). Describimos la
circunferencia (C, A) y en la interseccién con (A, B) obtenemos D y D1, Las
circunferencias (D, A) y (D1, A) determinardn el punto buscado X. El

segmento AX = %?—. Al aumentar el segmento AX, 2, 3, ... , n veces

(problema 2), construimos los puntos que dividirdn el segmento AB en n
partes iguales.

22



Demostraciéon: El A ACD es is6sceles ya que
AC = CD por ser radios de (C, A)
El A AXD es isosceles ya que
AD = XD por ser radios de (D, A),
= £/DAC = £CDA y
ZDAX = ZDXA
X esta alineado con Ay C ya que por construccion:
DC=D1C
DA=D1A y
DX=D1X
i.e.
A, X y C estén en la mediatriz de DD1
Entonces
£DAC = ZDAX
= ZDAX = /DXA = ZDAC = ZCDA
{1) = AACD~AAXD
= AC:AD=AD:AX

AC-AX = AD-AD = AD’
pero
AD = AB
AC.AX = AR’
como
AC =nAB
nAB. AX = AB~
nAB

:>AX=1AB
n

Observacion: Si los valores de n son grandes, la determinacion de X carece
de precision: los arcos de las circunferencias (D, A) y (D1, A) se intersectan
en el punto X bajo un angulo muy pequefio. En este caso en vez de la
circunferencia (D1, A) para determinar X, se puede trazar (A, ED) donde E
es el punto diametralmente opuesto al punto D1 de la circunferencia (A, B).

23



Construccion 2: Trazamos AC = nAB (problema 2). Describimos las
circunferencias (A, C), (C, A) y (C, AB) que se intersectaran en los puntos D
y E. Ahora trazamos (D, A) y (C, DE}, en la interseccién obtenemos X tal

que AX =1 AB,

Demostracion:

Por construccion
AD = AB,

DC = AC,
CE=AB y

AE = AC

= AE=DC y
AD = CE
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(LLL)

DX = AD por construccion
CX = DE por construccion
= DX=AD=CE

.. CEDX es paralelogramo
= CX||DE

Considero ADAC y A ECA
AD = CE

AE =DC

AC =AC lado comin

= ADAC=zAECA

Sean DH la altura del A DAC sobre AC y
EF la altura del A ECA scbre AC

= DH=EF

= DE{|AC

.. CXIIDE[IAC
= X, A y C son colineales.

Ahora,
AACD y A ADX son isdsceles ya que
DC=AC y DX=AD,

entonces

ZDXA = ZDAX = £DAC = Z/ADC

= AACD ~ A ADX

= AC:AD=AD:AX
AC-AX=AD-AD=AD"
pero

AD=AB y AC=nAB

NAB-AX = AB-

" nAB

:>AX=-1~AB
n
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Construccién 3: Propuesta por el profesor A.S. Smogorzhevski, que a

diferencia de ias anteriores, la parte buscada ﬁ del segmento AB, no se

encuentra en el segmento dado.
Trazamos AC = nAB (prob. 2). Describimos (A, C) y (B, AC) hasta su
interseccion en el punto D. La circunferencia (D, AB) cortara a las

circunferencias (A, C) y (B, AC) en E y H. El segmento EH = % AB.
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Demostracién: Consideremos A ABD, AADE y A BDH,
AB =DE = DH por construccién
AC = AD = BD = AE = BH por construccion

(LLL) = AABD = A ADE = A BDH
= ZADB = /DAE = /DBH

Como los tres triangulos son isdsceles, entonces
£BDH = #ZBHD = ZADE = ZAED = ZDAB = ZDBA
ZADE = ZADH + ZHDE
«BHD = /BDH = /BDA + ZADH
= /HDE = ZBDA
El A EDH es isosceles ya que
DE=DH
(). = AEDH=~AADB
= EH:ED=AB:AD
EH-AD = AB-ED
pero
AD=AC=nAB y
ED=AB
EH-nAB = AB-AB

s EH=1AB

Observacién: Podemos también notar que

1
HK =(2—B?)AB y

Demostracion: Paran=3.

Por demostrar que HK =(2 B

EA = 3AB por construccion
Sea G el simétrico a D con respecto a AB
= AG=AD=BD=8BG

1
9
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(i

= AAGB =z AADB

= £ADB = /AGB

ZDAB = Z/BAG = ZGBA = ZABD

ZEAD + ZDAB + /BAG = ZAGB + £BAG + ZABG = 180°
. E,Ay G son colineales

= EG=6AB

Ahora,
F es diametralmente opuesto a E
= EF =2AB,

ademés ED=AB y EH= 1 AB

A EGF =~ A HGK ya que por construcciéon HG = KG

F, Ky G son colineales {la demostracién es analoga a la anterior)
y ZEGF es comun,

= EG:HG=EF:HK

/

Considero el A ABH

ZHAB + ZABH + £BHA = 180°

180° = ZHAD + ZDAB + ZABD - ZHBD + ZBHA
£ZHAD = #ZHBD y #DAB = ZABD

= 180° = 22DAB + ZBHA

pero

£DAB = ZHED y 2ZHED + ZHDE = 180°
entonces

22DAB + ZBHA = 2ZHED + ZHDE

= /BHA = ZHDE

Ahora,

ZEHD + /DHA = Z/EHD + /DHB + #BHA =
= ZEHD + ZHED + ZHDE = 180°

(£DHA = £ZDHB = ZHED y £BHA = £HDE)

. E,HyA soncolineales

.EG_ 6AB 6AB

HG EG-EH GAB——;—AB
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6AB  2AB

T HK
3

HK -6AB :—33—4Kl§2
34 -—2
YA YONT

3
HK = =—AB =—AB
6AB 18 9

1 1
HK = 2—-9— AB= 2-—52- AB gq.e.d.

4n? -1
n

Por demostrar EK = AB, para n=3

Considero el A AKE, es isOsceles ya que
AE = AK por ser radios de (A, C),

AD es la bisectriz del ZEAK

pues ZEAD = ZDAK

= AL es la altura de} triangulo sobre EK
= ZALK=1recto y EL=LK

= LKes [a altura del A DKX

El A DKX = AKDF ya que ADFB es paralelogramo, XKI|DF
= DX=FK, DF =XK y DK es lado comln

.. LK es alturadel A KDF

29



Ahora,
EK=2LK y como
KF = EH

= A KDF ~ A DAB yaque

KF = 1 AB
AB = DF = DK = 1 DA

Sea h la altura del A ADB sobre AB

h? =AD" - 1 AB?
4
como AD = 3AB

h? = 9AB’ -%7\62

132

?=9-—]AB
()

V&

h=
2

AB

LK==h=
pero 3

J§§

o
6

EK=2LK =

z —
E|(=_(_43‘§_)__1

" ged.
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e Problema 11. Trazar un segmento igual a zindel segmento dado
AB (dividir el segmento AB en 2N partes iguales,n= 2, 3, ...).

Construccion 1: Trazamos el segmento AC = 2AB (prob. 2). Describimos
la circunferencia (C, A) y llamamos D1 y D+t a los puntos de interseccion
con (A, B). Dibujamos (D1, A) y (Dt', A), en su interseccidn obtenemos Xi. El
segmento BX1 = AXi = % AB. Ahora describimos (A, BD1) y en su

interseccién con (C, A) obtenemos D2 y D2. Trazamos (D2, A) y (D2, A)

hasta su encuentro en el punto X2. El segmento BXz = 51? AB. Si luego
dibujamos las circunferencias (A, BDz2), (D3, A) y (D3, A), obtendremos el

punto X3 tal que BXa = -233- AB, etc.
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Demostracién: Los triangulos ACD:1 y ADiXi son isOsceles por
construcciéon {(AC = CD1 por ser radios de (C, A) y AD1 = D1X1 por ser radios
de (D1, A)).

(13)

A, Xy C estan alineados ya que pertenecen a ia mediatriz de DiD1'
AD1=AD1'; XiD1=XiDy' y CD1=CDv

ZD1XiA = £ZD1AXs = ZDI1AC = ZAD1C

= ZADWX1 = £D1CA

5. A ACD1 = A AD1X

= AD1: AC = AX1: AD1

pero AD1=AB y AC =2AB

AB-AB = AX1.2AB
1 AB = AXj
2

SeanAB=ayBDk=m, k=1,2,3,...n

E! segmento BD1 es mediana del A ACD1 yaque AB=BC
= 4BD; = 2AD; + 26D -AC* 6
2 52 A =2 TR2 A7S2 TR2 ATS? . 452
4m"=2AB" +2AC" -AC" =2AB" +AC” = 2AB" +4AB
2 _2AB +4RB- _2alv4a 142 ,

e 3
m" =BD; ==— 4 7 45

ie. BD, = oa?
2
Los triangulos isdsceles ACD2 y AD2X2 son semejantes
ya que por construccion
AC=CD2 y AD2=D2X2
A, X%z y C son colineales pues pertenecen a la mediatriz de D2Dz2’
ZCD2A = £ZD2AC = £D2AX2 = LAX2Dz2
=> ADz2: AC = AX2: AD2
pero AD2=BD1 por construccion

AD2AD2 = AX2AC
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27 AC  2AB
3
AX2—'2“'—=‘—a
2a 4

AB = AX, +BX, = BX, =%a

BX, = -ZTZ—AB

De modo analogo

_ 2
8022=m22=1+22+2 ay BX3=—é:|3~AB

ADs = BDz por construccion, BD2 es mediana del A ACD2
= 4BD, =2AD, +2CD, - AC"
pero CD,=AC=2AB
S—2 —_2 TR2 2 =2
4BD,” =2AD, +AC =2AD, +4AB
pero  AD,=BD,
4BD,’ = 28D, +4AB"
como 2BD,’ = 3a?

48D, = 3a? + 42

. 2 2 2
m22=BD22=3a :43 =1+Z;2 &

Consideremos A ACD3 y A AD3Xa que son isdsceles y semejantes
entonces AD3: AC = AX3:AD3

D

AC

= AX,

33



5 _

2a

142422 ,
T 7 122 7
2a 222 "8

:>Bx3=%a=-2%AB

En general:

2 k-1
2:1+2+2 +.,. 42 &y BXk=-217AB

k-1 2k-1
AB = AX, +BX,

_BDyy _ My

T 2a 2a

1424224 4247
o+ a _‘1+2+22+...+2""a

2a 2

AX, =

1
142+2%+. 42 1

ie. 2k +?=1

a

Demostracién por induccion:

1.1
k=1 —t4—==1
Para >3

Supongamos que es vélido para k, por demostrarlo para k+1

1+2+22+"'+2k_1+—1——1
2 2

142+ 2%+, 42" 41

2 1
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1+2+22+.'..+2""+1(g)=1

2 {2
2422+ 2%4.. 42" 42

2l(+1 =1
2+2+22+ 2%+, .42

2k+l :1
142+ 284, +2" +1 1

2k+1 -

1+2+2%+.42% 1
_"—‘21?:1“‘_—** T =1 ge.d.

Entonces, para dividir el segmento AB en 2" partes iguales, es
necesario aumentar 2" veces el segmento BXn (problema 2).

Construccién 2: Trazamos el segmento AC = 2AB (prob. 2), describimos
(B, A) y en ella trazamos las cuerdas AE = EH = HC = AB = a. Describimos
las circunferencias (A, C) y (C, E) hasta su interseccién en D1 y D1
Dibujamos (D1, C) y (D4, C) y en la interseccion encontramos el punto X1 tal

que BX1 = 1 AB. Describimos (C, BD1) que intersecta (A, C) en D2 y D2,
trazamos (D2, BD1) y (D2, BD1) que al cortarse determinaran el punto

buscado X2 tal que BXz = —212- AB. Si se describen (C, BD2), (D3, BD2) y

(Da', BD2) determinamos Xs tal que BXa = 51; AB, etc.
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Demostracién:
Los triangulos isdsceles ACD1 y CD1X1 son semejantes
ya que por construccién
AC=AD1 vy
D1C = DiXa
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(9)

A, X1y C son colineales pues pertenecen a la mediatriz de DiD1".
ZAD1C = ZD1CA = £D1CX1 = £CX1D1
=CX1:CD1=CD1:AC

Como A AEC es rectangulo
=CE =CA -AE"
pero CA=2AB y AE=AB
CE = 4AB -AB" =3AB
CE=+3AB
como CD,;=CE
entonces

CX1 'AC = CD1‘CD1 =-C_Ez

-2 -2
CE 3AB 3
OXi=ac = 2a8 “2"°
AC = AX;+CX,
3
2AB = AX, +SAB

3 i
AX, = 2AB ~=AB = —AB
f 2 2

AX1 +BX1 = AB

1,0 1
= AB-—AB =~AB
BX;= AB-=AB = ZA

SeaBDk=mx, k=1,2 ..., N
BD1 es la mediana del A ACD1 por construccion,

Ahora, en la Construccién 1 vimos que:

4BD,’ = 4m;? = 2AD;" +2CD, -AC’
4BD, = 2AC’ +2CE -AC’
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4BD,’ = AC’ +2CE = 4a%+2.3a?

4m,? =4a%+2.3a°

2 2
m12 =5E—+7’2.—3'a—=82+382=(|+—2-)62

Consideremos los triangulos isésceles ACD2 y CD2X2

Por canstruccion

AC=AD2 y

D2X2= CD2= BD:4

A, X2y C son colineales pues pertenecen a la mediatriz de D2D2
£AD2C = £D2CA = £D2CXa= ZCX2D2 '

= CX2: CD2=CD2: AC

como CD2=BD1=mi y AC =2AB =2a

B2 m? & 5 s
CX = 2 =£n-1—=—2—=—a=-—a
2°°AC 2a 2a 4 22
AC = AX2 + CXz;
AB = AX2 + BX2

= AX2=AB - BX2
2AB = AB - BX2+ CX2

BXz= CX2- AB
5 1
BX, = ya-a= 7 AB

Andlogamente se demuestra que:

m22=f3_5;2=—i—a2, CX3=%a y BX:,:-%AB

y en general:

— 1 1 1 3
mk_12 =BDk_1z =(1+§+§.‘,-+...+§:-2—+-2—|:;)az Yy

1
BXk = ?AB
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En la construccion segun el procedimiento 1, para valores grandes
de k (k < n), la determinacién de Xk no es precisa, los arcos de las
circunferencias que determinan este punto casi tocan uno a otro, entonces
es posible resolver este problema de la siguiente manera;

Construccién 3: Trazamos AC = 2AB (prob. 2). Describimos (A, C), (C, A)
y (C, AB) y en las intersecciones obtenemos D1 y Ei. Trazamos las
circunferencias (D1, A} y (C, D1E1) y en su interseccion obtenemos el punto

buscado Xital que BX: = 1 AB.

Describimos (A, BD1) y (C, BDs) y en las intersecciones con (A, C) y
(C, A) obtenemos D2y E2 tales que AD2 = CE2 = BD1.
Trazamos (D2, A} y {(C, D2E2) hasta su encuentro en Xz. El segmento

BX2 = 21 AB. etc.
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Demostracién:

Por construccion
AD1 = AB = D1 X1,
CEi=AB vy
CX1= D1k

(3) =>AD1=CE1 y CXi= DiEr
- XID1E1C es paralelogramo
= XiC || D1E1

Considero A D1AC y A E1AC

AC es lado comtn

CD1= AE1 por construccion

ADs= CE1 por construccion
(LLL) = AD1AC= A EAC

Sean Py Q los pies de las alturas de A DIAC y A E1AC, sobre AC,
respectivamente

=>DiIP =EiQ

= AC || DiEs || X1C

~ X1 estéa enlarecta AC.

Anélogamente podemos demostrar que X2, X3, ..., Xnestdnenla
recta AC.

Como AC es la mediatriz de DiD1', D2DZ, etc.

= DiX1=D1'X;

D2X2 = D2'X2'; . . . etc.

Entonces por lo demostrado en la Construccion 1.

1

2
BX, = L AB:

BX; = %AB; etc
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¢ Problema 12: Trazar un segmento que sea 3" veces mayor que
el segmento dado AAo(n=1,2,3,...).

Construccién: Describimos la circunferencia (Ae, A) y sin cambiar la
abertura del compas trazamos las cuerdas AE = EC, AE' = E'C'. Trazamos
las circunferencias (C, A) y (C', A) hasta su interseccién en el punto As. El
segmento AA1 = 3AAg. Describimos la circunferencia (A1, A) y trazamos las
cuerdas AE1 = E1Cs, AE+' = E1'C+". En la interseccion de (C, A) y (C1', A)
obtenemos el punto Az El segmento AAz = 32 A4, etc.
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Demostracion:

Por construccion

AE = AE'

AC =AC

AC=AIC y

AoC = AoC'

= A, Aoy A1 estan alineados

ya que pertenecen a la mediatriz de CC'

Sea X tal que EC = CX,
i.e. AX =2AA0

Considero A CAAo y A CXAs

Por construccion

CA=CAi1 vy

CAc=CX

ZCAA1 = ZCAIA yaque A CAA1 esisbsceles

= ZACA = ZCAA0 = LZCAA1 = ZCAIA = ZX A1C = ZA1CX
= £LCA0A = ZCXAq

= A CAA0 = A CXA

= AAo = XA1

AA1 = AX + XA1 = 2AA0 + Ao = 3AAD

Sea Y tal que C1Y = E1Cy,

ie. AY =2AA

A1C1 = AsCt'

YC1=YC/

= A1, Y son colineales pues estan en la mediatriz de CC1
AY = AA1 = 3AA0

Andlogamente a la demostracion anterior

AlY = YAz

AA2 = AA1 + AtY + YA2
AA2 = AAT + 2A1Y

AA2 = 3AA1

AA2 = 3(3AA0) = 32 AAo
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¢ Problema 13: Dividir el segmento AB en tres partes iguales.
Propuesta por Lorenzo Mascheroni.

Construccién: Trazamos AC = AB = BD (problema 2). Describimos (C, B),
(C, D), (D, A) y (D, C) en cuyas intersecciones obtenemos los puntos E, Es,
F y F1. Las circunferencias (E, C) y (E1, C), (F, D) y (F1, D) determinaran los
puntos buscados X, Y que dividen el segmento AB en tres partes iguales.
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Demostracion:
Considero los tridngulos isésceles CEX y CDE.

X, Y estan alineadoscon Cy D
por estar en la mediatriz de EE1y FF1

C y D estan alineados con Ay B por construccion,
ZEXC = LECX= ZECD = ZDEC
= ACEX =~ ACDE

= CX:CE=CE:DC

Por construccion

CE=CB

AC = AB

CB=2AB y

AD = 2AB

= CE = 2AB

CD=CA+ AD=AB + 2AB = 3AB

_CE _4AB’ _4
DC 3AB 3
CX=CA +AX=AB + AX

AX=2pB-A3-1aB
3 3

Analogamente se demuestra que

BY =—1-AB
3
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» Problema 14: Trazar el segmento %\/ﬁ AB, donde AB=1 vy
n=12,.., 25

Construccion:

Describimos la circunferencia (A, B) y con el radio AB igual a un
segmento unitario, para simplificar 1a notacion, trazamos en ella las cuerdas
BC = CD = DE. Describimos (B, D} y (E, C) hasta su encuentro en los
puntos F y F1. Trazamos (8, AF) y (E, AF) que intersectaran (A, B) en los
puntos H y Hi, y las circunferencias (B, D) y (E, C) enlos puntos Ny N1, M
y M1 Describimos (E, A) y {B, A) y en sus intersecciones con las
circunferencias (B, AF) y (E, AF) marcamos P, P1, Q y Q1.

Las circunferencias (P, B) y (P1, B) se cortaran en et punto R,
mientras que la circunferencia (A, B) la intersectardn en los puntos S y S.
De igual manera las circunferencias {Q, E) y (Qi, E) se cortaran en el punto
T, mientras que a (A, B) la intersectaran en los puntos O y O1.

Describimos (R, AB) y (F1, AB) hasta su encuentro con (A, B) en los
puntos L, L1 y G, La interseccion de las circunferencias (O, A) y (01, A)
determinaran el punio K. Finalmente trazamos (K, AB) y (T, AB) en cuya
interseccion obtenemos los puntos | e 1.

Entonces:

_14‘ pT_lJ“ DR = J§, AB:%JZ, HT=%~/§.
AM:—I QQ, = 1J‘ AF=%~/§, BR:%JQ’. BL=%\/1_5.
PS,:—J~ BD = \/ﬁ K_-J_s BS:lﬂ' LL, = 14_
BE=—J_6 FK = Jﬁ, KN=%\/ﬁ, KD:%J@, FG=%\/§5.

o_—J_ KS = Jz’éMM,——F MN, = 1J— KE-1J—

45



(AB
O ¢p) O (a8, (@E)
O (rav) (F., AB)

O (e, (€S

O) (g%, (&,4F) O (o,a); (0,A)
O (8,05 (E,) 7y (K,AB): (T,AB)
O (PIB)}(R,B)
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Demostracion: Por demostrar que K, B, T, A, R y E estan alineados.

Por construccion A, B y E estan alineados, y
QT =QuT

QE=QE vy

QB =QuB

= T.E y B estan en la mediatriz de QQ:+

~ T, Ey B son colineales

Par construccién

PR=PiR

PB=PiB y

PE = PiE

= R, By E estén en la mediatriz de PP+
- R, By E son cofineales

OK = 01K por construccién
OA = O1A por construccion
= Ky A estén en la medialriz de 001

Kl = Kly por construccion
Ti=Th por construccion
= Ky T estan en la mediatriz de Il,
- K, Ay T son colineales
. K B, T, A, Ry E estan alineados

Por demostrar que F, H, A, Hit y F1 estan alineados

AB =BC =CD=DE =EA = DA =1 por construccién
= CDBA y CDEA son paralelogramos

= CD|{BE

BF1 = BF = EF = EF1 por construccién

BH1 = BH = EH = EHt por construccion

= A BFE y A BHE son isésceles

BA=AE = ABAF=zAEAF y ABAH=AEAH
= £BAH = LZEAH y «/BAF = ZEAF

£BAH + ZEAH = 180° = «BAH =90°

£BAF + LEAF = 180° = £BAF =90°

= AF LBE y AH 1 BE

= F, Hy A son colineales
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De manera analoga se demuestra para F1, Hiy A

Como CD| |BE = AHLCD, para demostrar que

¢H=HD

basta con demostrar que H esta en la circunferencia (A, B),

ie. AH=AB

Esta demostracion se sigue de la dada en el problema 4, por lo tanto

podemos decirque CH = HD.

Ahora, AH=AB y AH L BE

= A HAE es rectangulo, entonces
RE = AH + AR

HE =1+1=2

HE = V2

Considero el A PBE. Por construccion
PE =HE =42

PB=AB=1 y

BE=2

Sean h la altura del A PBE sobre BE y X el pie de esa altura
Seana=BX y b=XE

a®+h?=PB" =1

W +b2=PE =2

pero a+b=2

entonces

h=1-g?

b?2+1-a2=2

b?-a?=1y a=2-b
b2-(2-b)2=1

b2-4+4b+b?2=1

4db=5

5 3
b:-— ==
s — %73

) 3 5
e, BX=-— XE==
i.e y y y

pero A PBR es isésceles = BX=XR
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BX+)(R=BR=-§

4
BR + RE =BE

2

=>RE==
4

=AR

N =

De manera andloga se demuestra que

1
BT=TA=-
2

' 1
LAT==\4
2‘/—

Considero el A BPR, BX = XR
BT+TX=XA+AR y BT=AR

:>TX=XA=:1—; BP=1y BX=

I

PX’ =8P -BX

Considero el A ADE que es equiiatero y AR = RE
=> A ADR es rectangulo

DR’ =AD - AR

=2 1 3
DR =1-—=Z=
4 4
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~DR=-43

1
2
AB=1 = AB=%\/Z

Considero el A THA que es rectangulo
HT = AR +TA”

—2 1 5
HT =1+—-==
+4 4

1
~HT=—=45
2\/_

Por demostrar que MX L BE.

Considero el A CBE que es rectangulo ya que BE es diametro;
CB=1yBE=2 = CE=+3

Ahora considero el A MBE;

BM = AF = /2,
EM=EC=+3 y
BE=2

Sea h la altura del triangulo sobre BE y Y el pie de la altura.
SeanBY =a, YE=b

a+b=2;

a?+h?=2y

h?+p?=3

entonces

b?2-a’=1;

a=2-b

b2-(2-b)y2=p2-4+4b+b2=1

db=5 = b=2

4
= YE=XE
aX=Y

= MX L1 BE
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El A MXB es rectangulo, BM=+2 y 8X =

WX =BM - BX
——2 9 23

=2 ———=—
MX 16 16

El A MXA es rectangulo, XA = %
AN =MX" + XA

~AM= %JE

Considero el A QTE que es isosceles.
SeaY el pie de la altura sobre TE

TY=YE = AY=YR=%

QT=QE=1, TY=

AHiw

Qv =ar -7V
9 17

—_—2
¥o=1-— =L
a 16 16

ﬁ
—4—=Q1Y

::>QQ1 ’—‘2{1

Qy =
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- Q=747

AF=2 = AF:%JB—

BR=BA+AR=1+

N =
N W

1
L BR=—49
2J—

Por demostrar que L, Q, Q1y L1 estan alineados

El A LAR es is6sceles yaque AL=RL

= ZLAR = ZLRA

180° = ZLAR + ZLAT = ZLRA + ZLRE

= ZLAT = ZALRE;, AT=RE

entonces ALTA= A LER

S~ LT=LE

ademas QT =QE y YT =YE, esdecir, L, Q, Yestanenla
mediatriz de TE

~ L, Q, Y soncolineales

De manera andloga se demuestra para L1, Q1, Y.

Considero el A LYR que es rectangulo

¥ = R°-VR, va:%
—2 1 156
LY —1—:]—6——1—6

Considero el A BLY que es rectangulo

BL =[V*+BY., av:%
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—2 15 25 40

BL ==+ -2
16 16 16
BL - Y40
16
.'.BL=%\/1_0

Por demostrar que O, P, Q y 8 son colineales
APBXzA QYT yaque
PB=QT BX=TY y

ZPBE = £QTE

= QY=PX

Ahora,

PB=AB =AS y PS=AB

.. PSBA es paralelogramo

= PS||BE

ie. P,Q y S estan alineados
OA=AB=QE y OQ=AB=AE
= OQAE es paralelogramo

= 0Q||BE

~ 0, P y Q estan alineados

= 0O,P,Q y S son colineales

De manera analoga se demuestra que
01, P1, Q1 ¥y S1 estan alineados.

Ahara,

PP1 L P18t
= el A PP1S1 es rectangulo, P1S1 =1

PP1=QQ1 = %1[7_

PS) =R 4P, = 2+ 1= 10

~PS, = %Jﬁ
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El A BDE es rectangulo
BD’ =BE. -DE
BD’=4-1=3

=BD =43

;BD:%JE

El A HKA es rectangulo
HK® = KA +HA’

Ei A RSE es isOsceles, Sea Z tal que RE L SZ
entonces el A BSZ es rectangulo

7 7

L BZ =~

16’ z 4

BS’ =52 +BZ°

=2 7 49 56

R TARTIRET)

§Z'-av’-

El A LYA es rectangulo

Y2 =A% -AY AY=-1—
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y2=1-L-18

1616
LY=Ly = t,=-2/2
16

sl = %Jﬁ

BE=2 = BE:%J?E

El A FKA es rectangulo, KA =

N w

FK* =KA” + AF-
=—2 9 17
FK =242=—

47°7%

~FK= %JT?

Podemos afirmar que N y Y estan alineados ya que se
demuestra de manera analoga a que M y X estan alineados.
Entonces NY L BE

N =X’ =2
16

El A NKY es rectangulo

KNZ = NV + KY2, I
4
kN2 =23, 48 72
16 16 16
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~KN=~—18

=

El A KDR es rectangulo

KD’ = DR® + KR, ﬁf:% y KR=2
Kﬁz=g+4=1—9—

4 4
.'.KD:%\/E

Ahora, por construccidn F1G = AB y AG = AB
entonces el A AGF1 es isosceles

Sea W tal que GW L AF

= AW = WF

AW + WF1 = AF1 = AF = 42

=>AW=?12-\/§
FW=AF+AW=\/§+%\/— =%J§

El A GAW es rectangulo
GW =GA -AW

GW =1-

Y PN

1
2
Considero el A FGW que es rectangulo
FG =GW +FW’

Fe2-1,18_20
274 4
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FG_—J—

El A IKT es equilatero

DR=CT=IB
= |, C y D soncolineales

El A BID es rectangulo
ID°=BD -BI

3 9
B=3-2-2
474

ll, =BI+Bl, = /3
I1_DZ=EI2+IT52
9 21
15 =3+2=%
! 44
,D_-J_

El A KSZ es rectangulo
KS'=KZ°+SZ°

81 7 88
kS’ “16716 16

entonces, MM

=2MX
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- MM, =%~E§

El A MMiN1 es rectangulo
MN,” =MW, + W,

wn2-23,1. 24
4 4 4
~ MN, =%J2’Z
5
KE =KB +AE = 3
Conclusion.

En el Capitulo | se demostrd el Teorema de Mohr-Mascheroni y en el
Capitulo 1| se demuestran algunas construcciones particulares. Ahora
sabemos que todo lo que se puede construir con regla y compas, se puede
hacer sélo con compas, y a pesar de que estas Ultimas construcciones
suelen ser mas complicadas, también resultan ser mas bonitas e
interesantes.
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Apéndice.

En esta seccidn se demuestran los teoremas generales que se usan
en los problemas. Los teoremas referentes a congruencia y semejanza de
tridngulos se enuncian sélamente,

Definicién: Dos triangulos son congruentes si tienen respectivamente
iguales sus lados y sus angulos. La relacion de congruencia se denotara
con el simbolo =.

Teorema LAL: Si dos triangulos tienen respectivamente iguales dos lados
y el angulo entre ellos, entonces los triangulos son congruentes.

Teorema ALA: Si dos triangulos tienen un lado y los dos dangulos
adyacentes a este lado respectivamente iguales, entonces los otros dos
lados son iguales y los triangulos son congruentes.

Teorema LLL: Si dos tridngulos tienen respectivamente iguales los tres
lados, entonces son congruentes,

Definicién: Dos triangulos son semejantes si sus angulos correspondientes
son iguales y sus lados correspondientes son proporcicnales. Denotaremos
la relacién de semejanza mediante el simbolo =.

Teorema I: Dos lriangulos que tienen sus angulos respectivamente iguales,
tienen sus lados proporcionales.

Corolario; Si dos triangulos tienen dos angulos respectivamente iguales,
son semejantes.

Teorema lI: Dos tridngulos que tienen un angulo igual y los dos iados
adyacentes a ésle proporcionales son semejantes.

Teorema lil: Dos triangulos que tienen sus tres lados proporcionales son
semejantes.
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Definicion: La mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de los
puntos equidistantes de los extremos del mismo.

(1) La mediatriz de un segmento de recta es la _ perpendicular al
segmento trazada por el punto medio del mismo.

Demostracién:

i
I
t
'
i
|
I
]
i
1
s
M

A

Sean Ay B los extremos det segmento
dado. Sea M su punto medioy m la
perpendicular por M. Sea O un punto
cualquiera en m.

Por demostrar que OA = OB.

Considero A OAM y A OBM

AM=MB por hipotesis

OM=0M lado comun

ZAMO = £BMOQ = 1 recto  por hipdtesis
(LAL) => A OAM = A OBM

= 0OA=08B

Por lo tanto cualquier punto de m es equidistante de A y B, es decir, esta en

la mediatriz de AB.

Ahora sdlo falta demosfrar que tedo punto de la mediatriz esta en la
perpendicular al segmento AB trazada por el punto medio M.

A

I
]

!

'

t

i

1

'

t

'

]

]

'y

M

B

Sea N un punto en la mediatriz de AB,
ie. NA=NB
Sea M el punto medio de AB.

Consideremos A ANM y A BNM
AN =BN por hipotesis

AM=MB por hipétesis

MN=MN lado comdn

(LLLY = A ANM=z= A BNM

= ZAMN = ZBMN

como A, My B son colineales

= LAMN + £BMN = 2 rectos

= ZAMN = ZBMN =1 recto

- N esta en la perpendicular trazada por M g.e.d.
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(2) El compas con abertura igual al radio de la circunferencia la divide
en seis partes iguales.

Demostracion: Consideremos (O, A).
Sabemos que
A B AB=BC=CD=DE=EF=FA=0A

DA=0B=0C=0D=0E=0F
=> los triangulos son equilateros.

F
c .
Sabemos que dngulos centrales que
subtienden cuerdas iguales, subtienden
E b arcos iguales
~— L] ~~~ ~—~ ™
~AB=BC=CD=DE=EF=FA g.ed.

(3) Un cuadrildtero es paralelogramo < los lados opuestos son
congruentes.

Demostracién:
|-  Sea ABCD paralelogramo, i.e. AB||CD y AD!/IBC

Consideremos A ABD y A CBD

p=5
ya que DB es transversal a paralelas
D ¢ P=9¢
=] yaque AD[|BC
- \5 BD es lado comun a ambos tridngulos
AN (ALA) = A ABD = A CBD
A By \B =>AB=CD y AD=BC g.e.d.

Ademas £DAB = £DCB
. los &ngulos opuestos de un paralelogramo son congruentes.
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<!  Sea ABCD un cuadrilatero tal que AD=BC y AB=DC

D
Y
/’f’ ‘Y'
o /’/
2>\
A B

= ABCD es paralelogramo

Consideremos AABC y A ADC
AB=DC por hipétesis
AD=BC por hipdtesis
AC=AC lado comun

(LLL) > AABC=AADC

= a=y y o=y

. AB|IDC y ADI|BC

g.e.d.

(4) Poslulado de las paralelas: Dados una recta / y un punto P que no
esta en la recta /, existe sdlo una recta a través de P que sea paralela a /.

(5) En un triangulo isdsceles los angulos opuestos a lados iguales son

iguales.

Demostracion:

=

Sea ABC un tridngulo isésceles,

i.e. AB=AC

Trazamos la bisectriz del ZBAC.

Sea M el punto medio donde la bisectriz
corta al lado BC.

Consideremos A ABM y A ACM

AB =AC por hipbtesis

ZBAM = ZMAC porque AM es bisectriz
AM = AM lado comun

(LAL) = AABM= A ACM

= ZABC = ZACB g.e.d.
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Ademas

BM=MC y AM LBC yaque
ZBMA + ZAMC = 2 rectos
= /BMA = ZAMC = 1 recto

Es decir, en un triangulo isdsceles la bisectriz del dngulo determinado por
los lados iguales es perpendicular al otro lado y lo corta en su punto medio.

(8)  Si una recta que pasa por el centro de un circulo es perpendicular a
una cuerda gue no es su didmetro, entonces bisecta a la cuerda y a su arco
menor.

Demostracion:
Sean AB una cuerda de (O, A) v
P tal que OP L AB.

Consideremos los triangulos AOP y BOP
AC =BO por serradios

OP=0P lado comin

ZAPO = £ZBPO =1 recto

= A AOB es istsceles

= ZOAP = ZOBP

180° = ZOAP + ZAPO + ZPOA = ZOBP + /BPO + £POB

= APOAj\APOB

= AR=XB

La medida de un arco menor es la medida de su dngulo central asociado

Ademas

A AOP = A BOP
= AP=PB

. OP bisecta a la cuerda AB y a su arco menor. g.e.d
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Si una recta que pasa por el centro de un circulo bisecta a una
cuerda que no es un diametro, entonces es perpendicular a la recta.

Demostracion:
Sean AB una cuerda de (O, A) y
OP tal que PA=PB

Considero A ACP y ABOP

AO =BQO por ser radios

= AAOB esisosceles

= #BAO = ZABO = £PAO = £PBO
PA=BP porhipotesis

{LAL) = AAOP=ABOP

= ZAPO = £BPQ

£ZAPQO + £BPO = 180°

= ZAPO = £BPO =1 recto

.. OP LAB g.e.d

(7) Sea ABOC paralelogramo tal que OA= Q0B =r y AC =r, entonces
ﬁz +BC* =208 +2ﬁ2

Demostracion:
CO=AB por ser paralelogramo
Sean AQ = BR = PO perpendiculares a
CO y AB

OA=0B

= A OAB es isdsceles

AC=r=0A

= AACO esisdsceles

= AP=PB y CQ=Q0,

ademas

(LLL) = A CAB=AACO

= AP=PB=CQ=Q0=0R yaque
BRLCO
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Ahora; OA’ = OB

BC’=BR’+CR°  (Teorema de Pitagoras)
pero BR=PO y CR=CO+OR

=BC =PO’ +(CO +OR)?

como CO=AB y OR=PB
=BC' =P0O" +(AB+PB)?

BC’ =PO° +AB" +2AB-PB +PB"
como PB=%AB

enhtonces
OA’ +BC" =6§2+ﬁ2+ﬁ§2+7\§2+2AB-%AB
pero PO +PB = 0B

OA’ +BC’ =0B  + 0B +AB’ +AB"

- OA’ +BC® = 208" +2AB" ge.d.

(8)

Teorema de Pitdgoras: Sea ABC un tridngulo rectangulo, entonces

AC’+AB" =BC"

Demostracién: (por semejanza de triangulos).

Sea D tal que AD L BC
Consideremos A ABC y ADCA
ZCAB = ZADC = 1 recto

ZACB = ZACD vyaque

D, Cy B son colineales

ZCAB + £ABC + ZACB = 180°
180° = ZADC + £ACD + ZDAC

= £ABC = ZDAC
= AABC =~ ADCA
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.. AC:CD=AB:AD=8BC:AC
= AC> =BC-CD

Ademas

AABC ~ ADAB yaque

/CAB = £BDA = 1 reclo

Z/CBA = #DBA y #«DAB = ZDCA
(demostracién andloga a la citada arriba)
. AC:AD=AB:BD=BC:AB

= AB" =BC.BD

= AC-+AB’ =BC-CD+BC -BD

AC +AB’ =BC(CD +BD)

AC’ +AB- =BC -BC

. AC°+AB =BC" g.e.d.

(9} La medida de un anguio inscrito es la mitad de la medida de su arco
interceptado.

Demostracidn:
Sean B y C puntos en (O, A), por
demostrar que

16
ECA = ZCBA

ZCOA + ZOAC + £ACO = 180°
ZCOA = 180° - £OAC - £ACO

ademéas

180° = #CBA + ZBAC + ZACB

= £LC0A = ZCBA + ZBAC + ZACB - ZOAC - Z/ACO

pero

£ZBAC = £ZBAO + ZOAC y £ACB = £ZACO + 20CB,

entonces

ZCOA = ZCBA + ZBAO + £OAC + ZACO + £0CB - Z0AC - ZACO
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ZCOA = ZCBA + £BAO + £0CB
pero

£ZBAQ = Z0BA

pues A AOB es isdsceles

y £0CB = «Z0BC yague

A BOC es iséscsles

= £COA = ZCBA + ZOBA + £OBC
como

£CBA = #0BA + Z0BC,

entonces

£ZCOA = ZCBA + ZCBA =2 ~ZCBA

Por definicién, 1a medida de un arco menor es la medida de angulo central
asociadpo, i.e.

~
CA=«COA

T
CA=—-/ZCOA = ZCBA g.e.d.

N~

N =

Corolario; Un angulo inscrito en un semicirculo es un angulo recto,

Demostracion:
Sean By C puntos en (0, A) tales que

’ B BC es undiametroy Aestaentre By C.
A Por la demostracion anterior
1
ZBAC = EBC

pero arco BC = 180° por hipétesis
¢ . £ZBAC =90°

Corolario: i un tridangulo esta inscrito en un circulo, con un lado como
diametro entonces el triangulo es rectangulo.
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(10) Dada AB cuerda comun a las circunferencias (O, A) y (O, A)
entonces 00" es la bisectriz perpendicular de AB.

Demostracion: Sean r radio de (0, A} y r' radio de (O, A)

A AOB es is6sceles ya que
OA=0B=r
= ZOAB = Z0BA
A AQ'B es isésceles ya que
OA=0B=r
= /Z0'AB=Z0'BA
= £OAO'= £Z0BO'
(LAL) = A OCAQ'=A OBQ'
. ZAOO' = ZBOO' y ZAQ'0=4£BO'O

Consideremos AOXA y A OXB

OA=0B porserradios

0X=0X lado comun

ZAOX = Z/BOX y ZOAX= Z0BX
(ALA) = AOXA=AOXB

= ZAXO = /BXO=1recto y AX=BX

.~ 0Q' es la hisectriz perpendicular de AB g.e.d.
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(11) La medida del angulo formado por una tangente y una cuerda
trazada al punto de contacto es igual ala mitad del arco interceptado.

Demostracién:

Seattangente a (O, r) y AB una cuerda.
Por demostrar que

1~
ZBAP :EAB

(12)

[tangente = OALI

Sea X talque AX = XB

(6) = OPLAB = XPLAB

A OAP es rectangulo y

(8) = queessemejanteal AAXP
= LAOX = ZPAX

1/\

L)
ZAOX = AP'= EAB

g.e.d.

(12) La tangente a una circunferencia es perpendicular al radio en el

punto de contacto.

Demostracion:

~ A=Ay OALI

Sea (0, A} y | tangente a ella en el punto
A. Por demostrar que OA L1

Demostracidn por contradiccion.

Supongamos que no es perpendicular.

Sea A' un punto en la circunferencia

tal que

A'O L1 = AAOQA es rectangulo y

AO es la hipotenusa

= AD>AQ !

AO = A'C por ser radios de (O, A)
g.ed.
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Si una recta es perpendicular al radio en el punto de la
circunferencia entonces es tangente en ese punto.

Demostracion:

. lestangente a (O, AJen A

Sea A un punto de la circunferencia (O, A)

y I tal que | L OA

Por demostrar que | es tangente a (O, A)

enA.

Supongamos que | no es tangente,

i.e., | corta a (O, A) en un punto.

Sea B ese punto.

Como QA L| = A AOB es rectangulo

= 0B>0A!

yaque OA=0B

por ser radios de la circunferencia
g.e.d.

(13) Sea ADC untriangulo y B en AC tal que AB = BC. Entonces:
4BD’ =2AD’ +2CD ~AC_

Demaostracion:

SeaE tal que DE 1 AB

Por el teorema de Pitégoras
AD’ = AE" +ED

pero

AE’ = (AB -EB)?

T2 =2 ==2 =2
=> AD =AB -2AB-EB+EB" +ED
pero
ED’ =DB -EB°

= AD’ = AB° -~ 2AB -EB +EB- + DB’ -EB"

AD- =AB’ +DB°-2AB-EB

Ademas CD°=ED +EC’
CD° =DB’ -EB’ +EC”
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pero
EC’ = (EB+BC)?
=~ CD’ =DB -EB°+EB° +2EB-BC+BC-
CD° =DB +BC" +2E8-BC
Como AB=BC =1AC
2
= AD’ +CD’ = AB- +DB ~2AB-EB+DB- +BC_ +2EB-BC
AD’ +CD =(-;—AC)2 +2DB° +(%Ac)2 —2AB.EB +2EB.AB
Kﬁz+€52 =2f)_l§2 +2GK52)

1

2DB° = AD’ +CD" -Ech'z

- 4DB’ = 2AD’ +2CD’ -AC" g.ed.

(14) La medida de un angulo exterior de un triangulo es igual a la suma
de sus dos angules interiores no contiguos.

Demostracidn:
Sea ABC un triangulo

d+p=180°
a+f+y=180°

> 5+Bath+y

= b=a+y g.ed.
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(15) Sealunarecta y A un punto de contacto en la circunferencia (O, A},

AB cuerda tal que ZCAB = % AB entonces | es tangenie a (O, A).

Demostracién: Sea Q un punto de | tal que QO L AB
Sea X el punito de interseccion de
c QO yAB

ZCAB = ZQAB = % AB y

£A0Q = LAOX = -;. AB

por ser AX=BX y ZAOX central,
i.e. <CAB=ZA0X

como ZAXQ = ZAXO =90°

= ZAQX= ZXA0

pero ZAQX + ZQAX =90°

= ZQAX + ZXAQ = 90°
(£QAX=£CAB y ZXAO = £BAO)
£CAB + £BAQ = ZCAO = 90°

como AQ es radio perpendicular a |

= |estangenteen A g.e.d.
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