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INTRODUCCION

Este trabajo es introductorio a las nociones de fractal,
dimensidn fractal y complejidad susceptibles de poder ser usadas
dentrc de los programas esténdar a nivel bachillerato,

Las ideas que se desarrollan a lo largo del trabajo tienen
un caracter manifiestamente intuitivo y pretenden dar elemntos
para acercarce a definiciones, asf{ sean provisionales.

Todos los problemas y actividades planteados y analizados
pretenden alcanzar la comprensién de dichas definiciones.

Las actividades planteadas pretenden ser problemas a
resolver por el lector.

Este trabajo pretende dirigirse a érofesores en activo que
encuentren aqui ejemplos, problemas y actividades que encajen en
‘los' temas de los programas vigentes de matemdticas a nivel
.bachillerato, 8in necesidad de hacer cambios en los mismos.

Otro trabajo en esta direccidn es de la Profescra Becerril
P.C. que plantea via el trifingulo de Sierpinskii tawbién la idea
de fractal.

En el capitulo I ge construyen diferentes curvas por etapas,
mediante reglas cuya encencia consiste en que son autosemejantes,
por medic de algin factor de contraccién y cuyas diferentes

etapas me construyen mediante iteraciones sucegivas.

En el capitulo II, se introduce con algunos ejemplos de
plausibilidad un Modelo Matemitico, que nos ayuda al célculo de
la Dimensién tanto para estructuras cuya dimensién topolégica es



conocida, agi como para estructuras fractales; este modelo es
conocido como dimensién de autosemejanza, ademds se da una
variante de la dimensién de Hausdorff en su forma simplificada,
ejemplificando el tratamiento de wurna circunferencia para el
cdlculo de su dimensién y longitud, asi como también para 1la

curva de Koch con respecto a su dimensién

En el capitulo III trata de una veriante mis para el cédlculo
de la dimensién fractal llamado dimensidén por compartimentos, el
cual tiene la caracteristica que al hacer ‘tender los
compartimentos se ajustan exactamente a la frontera de la costa,

‘por ¢l método descrito en este capitulo y aprovechando las
propiedades de los logaritmeos, <viz una ley implicita de
potencias.

También se ofrece la construcci6n de distintas curvas como
gon: las espirales, la escalera del élablo, la curva de Peano;
gque aungue no tienen dimeneién fractal si tienen varias
caracteristicas de estos objetos.



CAPITULO I

ALGUNAS CURVAS PATOLOGICAS

1. Construccién de la curva de Koch.

A

IR S U

Primera etapa

Helge Von Koch en [1) introduce una
curva "Patoldgica® {rara) que
describiremos:

Tomamos un segmento de recta de
longitud unitaria.

Dividimos en tres partes iguales al
sagnento.

omitimos la parte media.

Las terceras medias partes son
reemplazadas por 2 segmentos en
forma de pico triangular.

Esto ccncluye la primeta etapa [El].

Segunda etapa

Dividimos en 3 partes lguales a cada
segmento,

omitimos las partes nedlas de cada
segmento.

Las terceras medias partes de cada
segmento las reemplazamos por 2
segmentos en forma de pico.



Esto concluye la segunda etapa [Ez).
Jerccnu Glapa ’

pividamos en 3 partes lguales a cada segmento
que queda de la etapa anterior.

Omitamos las partes nmedias.

: En las terceras partes medias de cada segmento
: reemplazamos la parte media omitida por 2

segmentos en forma de pico.
Esto concluye la Tercera Etapa [E3].

Las siguientes figuras representan las etapas
cuarta y dguinta {_Ea] y [Es}] del mismo

aetapa zslfarea:en otra escaia

1}‘“‘% procedimiento. Lz quintaet
g J% - pavs que e alcance 5 percibir 18 figurs.
&P ﬂfﬁ?\,‘n‘

Si este proceso de construccién continda, en el "Limite" obtenemos 1? Curva
Koch. Este proceso seqy ravecharta, poregemplopara molivar la nocion de Umite evel
curso de precaleulo ( Matematieas Vdel CCH)

2. construccidh del Copo de Nieve de Koch.

ACTIVIDAD L.

Si juntamos y ajustamos 3 copias juntas sobre los lados de
un Tria"ngulo Equilé,tero se obtiene una figura compleja llarada
"Copo de Nieve de Koch". Construir por ctapas la Curva Copo de
Nieve. (Solucion en el Ap&nhdice 1)

3. Numero de segmentos de la Curva de Kach, longitud de cada
segmento de la Curva de Koch, lonyitud de la Curva de Koch,

Retornemos a la curva original de Koch y discutamos su
longitud. Su longitud se determinara por etapas.

Tomamos un segmehto de longitud
unitaria. (Etapa iniecial (E0))

En la primera ctapa [E1] la
reduccion de la longitud de cada

-6 -



segmento es un tercio del segmento
original y la parte media que se
omite es reemplazada por dos
'segmentc:s en forma de pico, as{ el
n!i.mero de segmentos de esta etapa es
de 4.

La longitud total de los segmentos
en esta etapa ests dada por el
producto del nimera de segmentos por
la longitud de dichos segmentos:

40 -}]= -g_ (0 1o que es 1o mismo:
la suma de la longitud anterior mas
lo incrementado:

1 4
1+-§'-=—:‘-).

En la segunda etapa [E2] la
reduccion de la longitud de cada
segmento es 1/3 del correspondiente
segmento anterior, o sea 1/J1 del
segmento original, y las partes
medias de cada segmento gue se
omiten son reemplazadas por dos
segmentos en forma de pico exterior.

Asi el numero de segmentos de esta
etapa es de 4 3 4 =24, y la

longitud en este etapa es:-;—,_ y por lo
cual la longitud total de la curva

en esta segunda etapa es: g% _ o)
. 3@ 3
(esto es lo mismo que la longitud en

esta etapa wis la longitud
incrementada , esto es:

foe(d) -+ (e 4T

-7~



En la tercera etapa [E3) la longitud
1

de cada segmento se ypguce —
3
] respecte del anterior segmento, es

deecir en:

B3] -5
x] 3 32
respecto del segmento original.

Como el nﬂmero de segmentos aumenta en esta etapaa 4 x 4 x
4 = 43 entonces la longitud total en esta etapa serd de:

G -7

"o sca es la suma de la longitud anterior mas la longitud

incrementada:

A2 g [L ] - 423482 (4733
32 33 33 3

Por analogia con las 3 etapas anteriores podemos coleegir
gque en la cuarta etapa [E4) la longitud total de segmentos
construidos es: (4/3)*. Esta longitud puede ser obtenida de dos
maneras distintas, a saber como el mimero de segnentos de esta
etapa 44 por la longitud de cada segmento 1/3‘ (o bien como 1la
suma de la longitud de )a etapa anterior (4/3)’ nds las longitudes
incrementadas 43-_(!/3!), gue en efecto nos da el mismo resultado

().

Observese gue para una etapa arbitraria, que bautizaremos
_como la k-fsima etapa la longitud total podenos suponerla del
mismo tipo como vimes gue se daba la regularidad (el modelo
matemdtico) hasta la etapa 3, esto es como:

H) - (4]



Pero como ¢sta sSuponemos suponemos ¢s Una etapa cualquiera,
debemos ser capaces de mostrar con alguna de las dos modalidades
. r
gque tenemos -para generar la etapa sigulente, que esta es de la

misma forma que la supuesta en la etapa k-8sima.

En efecto, tomemos la segunda modalidad para generar la
etapa siguiente, entonces la longitud total sera la longitud
anterior (para eseo necesitabamos la hlpétcsis de la longitud en la
etapa anterior k-é€sima), mds la longitud incrementada (que también
tiene su regularidad, o sea el ngmero de segmentos agregados 4
por la longitud de cada segmentd 1/3%'):

~—
[RY S

X 1 K, x
] + 41(. L 473 + 4 _ [ i Jm‘
3m 3u1 3

que es de la misma forma gue la hlpdtesis, pero para la siguiente
etapa (K+1). Esto demuestra que para cualquier n¥mero natural k la
longitud de la curva esta dada por: ( 4/3 )K.

Intentando ser mas apegado al 1llamade Principio de Induccién
Matemdtica, que a la letra dice: Una proposicién que depende de
los nmeros naturales es verdadera para todos los nameros
naturales n, si resulta verdadera para alg(n n especifico, digamos
para n = 1, sI por hipotesis la suponemos verdadera paran = k y
gi a partir de esto se logra demostrar que la proposicién es
verdadera también para el siguiente valor de n = k + 1,

En nuestro caso la proposici6n gque depende de los nlmeros
naturales seria: la longitud de la curva de Koch en la etapa n de
su construccién es ( 4/3 )", Esto resulata una proposicion
verdadera para todos los nimeros naturales, ya dque es cierta para
n = 1, dado que con cualquiera de las 2 versiones de que
disponemos para construir por etapas, resulta por construccién que
la longitud de la primera etapa esta dada por 4 segmentos de 1/3 de
longitud o sea por ( 4/3 )l . que coincide con nuestra proposieién
para n = 1, Si ahora suponemos que nuestra proposicion es clerta

-9 -



ﬁafa n =k, es decir: la longitud de la curva de Koch en la etapa
k es por hipotesis igual a ( 4/3 )“. ¥ finalmente para el
siguiente valor de n = k + 1, tendriamos que la longitud de la
curva de Koch deberia de ser la longitud de la etapa anterior més
las longitudes incrementadas o sea: '

Entonces por el Principio de Induccién Matemitica la
longitud de la curva de Koch en cualquier etapa n es: ( 4/3 )".

Pero como nos interesa la lohgitud de la "“curva limite",
entonces debemos pasar al limite en la etapa n de la longitud de
la curva esto es: 4 1n

L = lim [ - ] =w
]

Obgservese gque esta longitud tambien pude haberse calculado
directamente como €l limite de la suma de longitudes acumuladas
hasta la etapa nt

2 n-t
1 4 4 4
lim L, = lim [1 + -+ ——+—-+...+—]

n-yao 3 32 33 3"
1 s 4° 4™
= lim [1 + - [1 L R T ]]
3 3 32 Jn-l

simplificamos el corchete interior gue depotaremos por In :

4 42 n-‘
In=1+ — + — +.0et—"
3 32 3n-1
restandole
4 A 4 88
= In= -4 —+ —tit—
3 3 3 33 "



y factorizando en el lado izquierdo:

n
4 L
In[l"*i-—] -

queda s6lo despejar In

1
-
]
{

y simplificar

4
In=—3-[1 -—-].
3I'l

Sustituvendo en el limite original el valor de In:

1
L'—‘lim[l-t-—In]=1im{1-[1—-4—J]
3 3"

n

=lim[i—]=m

311
s hemos obtenido de nuevo la confirmacion de que la longitud de la
curva de Koch es infinita.

4. Determinacién del nfimero de segnentos para el Copo de Nieve de
Koch.

ACTIVIDAD 2.

Hallaremes el mimerc de segmentos en las distintas etapas del
Copo de Nieve de Koch, el n;fmero de segmentos se determinard por -
etapas desde la etapa inicial hasta la tercera etapa y después vamos i
generalizar para hallar un Modelo Matemgtico para un nivel n de
compartimientos y finalmente pasaremos al 1{mite para n mms alla de
cualquier cota. (Solucién en el Apéndice 1).

5. Perimetro del Copo de Nieve.

Dado gque ya se demostr,O’ que el ninero de segmentos que se
determinan en cada etapa del Copo de Nieve es, para 1a etapa n~-ésima,
3.4 Yy como tanbich se demostro’ gue la longitud de la curva de Koch
para la etapa n-ésima es: :(1/3)", entonces el perimetro para cada

-.11 -



etapa del Copo de Nieve se determina como:

en la etapa n

Pn = [ Nymero de segmentos } I [Longitud en cada segmento
*
en la etapa n

Asi en forma general el Perf{metro en la n-gsima etapa sers:

me ] (2] -0 () - ()

La siguiente tabla muestra la relacidn entre el nimero de etapa y

el perimetro gue se determina:

Etapa ol112 |3 |4 5 e n

als 16|64 |256{1024 : ?
Perimetro -— 27 | 8 . [

e e

Luego, sl gueremos determinar el per{metro en la etapa limite del

Copo de Nieve hay que determinar 1im Pn, esto es:

P=1lim Pn = 1lim 3‘[—2—]" = o,
@ n=0

4 4 .
dado que — > 1, luego — elevado a potencias cada vez mayores'
se hace mas grande que cualquier cota. Luego tiende a Infinito. -

Y entonces se puede afirmar que el Per]l metro del Copo de Nieve es

*Infinite?, es decir que la longitud de la curva Copo de Nieve es

infinita,
6. Area del Copo de Nieve,
Actividad 3.

Hallar el drea del Copo de Nieve y determinar si esta drea es
finita o infinita. (Solucién en el Apéndice 1).

- 12 -



. CARITULD 1l
. LA DIMENSION FRACTAL,
1, Dimensidén

El concepto de dimensién en tiempos pasados fue uno de los
mayores o principales problemas en matem&ticas, existen distintas
nociones para la dimensidén tales come la Dimensidn Topeldgica,
Dimensién de  Hausdorff, bimensidn Fractal, Dimensidon de
Autoseme janza, Dimensién de Compartimientos, Dimensidén de Capacidad,
Dimensién de Informacién, Dimensidn Euclideana y otras més.

Ne definiremes cada una de ellas, dado que no pretendemos ser
exhaustivos y podriamos confundirnos, por lo que nos retringiremos a
una discusibn elemental de solo tres de ellas:

+Dimensién de Autoseme janza,
*Dimensidn de Area (también llamada Dimensidén de Distribucién).
«Dimensién de Compartimientos.

Antes de discutir cada uno de estas conceptos estableceremos un
modelo matemdtico general o férmula para el cdlculo de la dimensidn
de objeteos, cuya dimensidn topoldgica es conocida, aoi come para
curvas patolégicas,

. Estableceremos el modelo matemdtico o f&rmula para el cédlculo de
la dimensi6tn (D) teniendo en cuenta la relacién existente entre el
factor de la cscala, ya sea de contraccién (e) o expansién (E) y el
némero de piezas en las que la estructura se divide (N); en los

casos que vamos a discutir usaremos la sigulente notacién:

"dimensién"

"factor de expansién®

"factor de contraccidn®

"niimero de partes en que se divide la figura”

2000

¥ 8 Mok
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Comencemos con figuras en las cuales su dimensién sea conacida
como son un  sSegmento de recta, un area (un cuadrado), y un volumen
{cubo), cuyas dimensiones topolégicas son 1, 2 y 3 respectivamente,
auque el pretenss problema consista en determinar la dimenaidn D.

PRIMER CASO,
Tomemos un gegmento de longitud arbitraria, dado que es un segmento
de linca, entonces su dimensién es D=1, apligquemos un factor de
expansién E = 3, asi el ndmerc de= piezas en las cuales se divide el

gegmento es N = 3, por lo tanto la relaclén que se cumple es:

3D=3 L 31= 3 = D=1

el leeed

luego la dimensidén D es en efecto 1. E=3

SEGUNDO CASO
Tomemos un cuadrado, cuya
N dimersién topolégica es
. 2. rpliquemosle el mismo
) factor de expansién ,E =
Dm 3, asf el namero de
piezas en las que se

divide la estructura @s
D

33 = 9, por lo tanto E

=N =» 32=9, entonces D=2,
ya que E=3, N=9.

- 14 -




TERCER CASO

Tomemos un  cubo, cuya

, dimensién topolégica es'

£=3 D=3.Apliquemosle a cada
Tr—— - - arista del cubo un factor
de expansién de E=3; asi

el nlmero de piezas

resultantes es 3:3:3 = 27

cubos, por lo tanto ED=N

» 3227, luego D=3, ya
que E=3, N=27.

i -‘ j & i i llar
amos enseguida algunos otros ejemplos de pldnslbihdad'para ha
Flante J, g oS el modelo para la "dimensién", en ca-

E=3 ™4 da caso el valor para N no necesaria-~
3 mente es un entero.

D E N
4”,,r”’]| ! 2 2 4

z z z
E=N 2204
- ".’:3 . 3
| { { ]
|
| il D E N
2 2.5 6.25
. 25
L I L E2eN o 2.5%=6,125
[
0 "_‘
[S— [ Y
] D E N
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//”_F——‘*‘A . o X
S E™*N =» P°=P
P
o DRy
R .l :L
LI A <
AN fp E N '
_."‘ T 2 3 9
aeet”! ;
K 2 2
E°N » 3%=9

Observamos asi que el modelo matemdtico N = ED,(nﬁmero de piezas en
las que se divide la estructura es igual al factor de la escala (E)
elevada a la dimensién (D), funciona para cualguier nimero real gque

se tome como el factor en la escala).

Resumlendo

Podemo concluir q o
s A ‘l ) ve 1la f rmula que se cumple para todos los

N:E"

donde N = "Nimero de Partes"
E = "Factor de expansién"
D = "Dimensibn"

Y la generalizacién pretendida serfia considerar que dicha férmula
gigue siendo cierta para todo valor real de D y no s6lo para las D

enteras no negativas como es el caso de todos los ejemplos del cuadro
anterior.

Asi por ejemplo si desconocemos a la dimensidén D se puede calcular
despejandola de la igualdad arriba mencinada, es decir.

N =P
tomando logaritmos en ambos lados tenemos

log N = log ED + log N = D*log E
log N

log E

- 16 -



2. Dimensién de Autosemejanza,

Deduciremos la idea con los siguientes principics de semejanza.

Dos figuras son semejantes si
tienen la misma forma, aungue no
necesariamente el miesmo tamaiio.
n En el caso de los tridngulos:
dos trifngulos son semejantes si
- existe una razén de
D \ proporcionalidad entre los lados
[y e correspondientes de ambos
tridngulos e igualdad entrec las

medidas de sus dngulos.

& ~J A

Para figuras geométricamente mas

complejas como son las descritas
. ~ en las figuras adjuntas, la

definicién anterior no es muy

precisa debido al hecho de que
lr - egtas figuras tienen una

caracteristica especial, gon

e ' i\ procesos iterativos infinites de
<. b figuras geométricas, con un

G e niimero tan grande de pasos como
s se quiera, © sea, que son

procescos infinitos.
Entonces estos tipos de figuras se adaptan a una de las dos
definiciones siguientes: ‘
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" Definicidn 1. Si las partes o componentes de una figura contienen

replicas o copias del total de la figura, entonces la figura es
autoseme jante,

Ejemplos de estructuras autosemejantes son, la Curva de Koch. el
Copo de Nieve de Xoch, el Conjunto de Cantor, la Alfombra de
Sierpinski, la Curva Tres Medics, etc.

Definicién 2. Si la figura puede descomponerse en partes, alguna
de las cuales es réplica exacta del total de la figura, entonces la
figura se llama estrfctamecnte autoseme jante.

Ejemplos ! Copo de Nieve de Koch, Alfonbra de Sierpinskii, etc.

Establecida 1la definicién de autosemejanza aseguramos que el

modelo matemdtico N = ED, estd relaciénado con el célculo para la
dimensién de autosemejanza (dimensién fractal) que se expresa como a

1
= lﬁ , donde a = N, D = " dimengibén ", s = B = *factor de la escala";
s

en otras palabras es la misma f6rmula que sirve para la linea, el
cuadrade y el cubo, asi como plausiblemente para el cllculo de
dimensién de autosemjanza de las dltimas figuras.

Exiete pues una relacién conveniente entre la potencia D, el
factor de reduccidén s y el nimero de partes a.

Comprobemos que obtenemos la misma
dimensién de autosemejanza para la curva
copo de nieve con la nueva férmula: a =
l/sD calculando la dimeneién de 1la
“curva Copo de Nieve de Koch.

pimensién calculada de la etapa inicilal
a la primera etapa. La reduccién de

1
escala es 8 = 3 y el nimero de partes es

- 18 -



‘a=N=4, entonces : a = l/sD s

- " D .
"T“«“}J\Z; a= [——%——] s 4= 3D £
§> . = |
V‘}‘ (‘\/-Z log 4 = D+log 3 »

Vel

- (log 4, _
D = [E;La-] = 1,2619...

Si reducimos el factor en la escala a piezas mds pequefias, es
decir, si el factor en la escala es de s = 1/9, cuando el nimero de
partes es a = 16, entonces

16=9D » log 16 = D:log 9 =» D= 2log 4/2log 3 = log 4/log 3 . D

= 1,2619...

Y asf la regla general se expresa como

D = log 4%/1og 3* o D = kelog 4/k'log 3 » D = log 4/log 3
= 1.2619...

Entonces la relacién de la ley potencial entre el nimero de
plezas a y la reducién en la escala s da la misma dimension via el
ntmero D independientemente de la escala que se use en la evaluacitn.

Se observa que el nimero D est@ en el intervalo 1<D<2 y se le
conoce como la dimeneién de autosemejanza para la curva de Koch, Mds
generalmente, dada una estructura autosemejante, existe una relacién
entre el factor de reducién s y el nimero de piezas a de la forma a =

1/5D, o equivalentemente

log a
D=
Tog(1/8}
donde D es la Dimensién de autosemejanza.

Denotemos con D. a la dimensién de

‘autosemejanza, cntonces para la linea,

- 19 -~



Con junto de Cantor

1t
{

Ll

EREE

- o~

\ L
Tridngulo ée gierspinsk!

&2,

Alfombra de Sierspinshki

el cuadrado y el cubo se obtuvierén
las dimensidénes  autosemejantes
esperadas 1,2,3.

Para la Curva de Koch se tiene
Ds=1'2619"' La parte fraccionaria
0.2619.es exactamente igual al exponente
de la ley potencial que describe la
medida de longitud de 1la curva en
términos de la abertura del compéas
usado. Esto lo discutiremos con més
detalle posteriormente, antes
calcularemos  para algunos objetos
autogemejantes su dimensidn Ds; esto €5
para el Conjunto de Cantor, El Tridngulo
y la Alfombra de Sierpineski,

Reducién en la escala s = 1/3,
1/32...1/3k

Nimero de piezas: a=2, 4, 8,...., z“

Ds= log zk/loq 3k=

k+log 2/k+log 3 = log 2/log3d =
= 0,6309

Reduccién en la escala s=1/2, 1/4, ...
1/2%

Nimero de piezas: a = 3, 9, 27...3k
Ds= log 3/log 2 = kelog 3/kQlog 2

= log 3/loy 2 = 1,5B50

Reduccidén en la escala s = 1/3,

1732, .173%

Ninpero de piezas a = 8, 64,...Bk

Dé= log akllog 3k = klog 8/klog 3 = log
8/log 3 = 1,8927,
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)
Resumiendo los resultados en una tabla tenemos

Objeto Escala Nimero de Dimensidn
8 piezas )

Triangulo de 1/2* 3k i D = 1.5850
Siespinki : .
Carpeta de 1/3% 8" D = 1,8927
Sierspinki .
Conjunto de

| Cantor 1/3* 2" 0.6309

PR SRS DI

3, Determinacién de la longitud y dimension de una Circunferencia,

No obstante que la longitud de la circunferencia de radio R es
concclda y su dimensidn también (2TIR y 1 respectivamente), lo primero
que gueremos es mostrar un método que simulténeamente determine dicha
longitud y obligue a que la dimensidn tenga también un determinado
valor.

Esto se hace con la intencién de generalizar la nocién de
dimensién usual (topolégica) a la de una nueva dimensién (fractal).

Empecemos por aproximar la longitud de la circunferencia por
medio de diferentes poliyonos inscritos en ella, denctando para ello
con long = "la longitud", con S8 = "la circunferencia" y con ¢ =
"a longitua del lado del polfgono regular que aproxima a la
circunferencia"

En la etapa 0, tomeémos un simple didmetro como aproximacidn de la
longitud de la circunferencia:

loh 5 & 2 il
I ¢ \§
En la etapa 1, tomemos un tridngulo:

long S & 3¢ )

- 2] -
En la etapa 2, tomemos un cuadrado:



long § & 22¢”

~.

En la etapa 3, tomemos un octigono: et
iong 8 = 2%¢

En la etapa 4, tomemos un paligono
de 16 lados:

long S = 2%

long 8 = 2m¢

OO0

Observese gue lo natural agqui seria pasar al limite, cuandoc n
tiende a =, Bin embargo, este limite nog da la forma usual de calcular
la longitud de la circunterencia, que auque no eccenta de dificultades,
ya gue cuande n -> »  también ¢ -> 0 y lo que se obtiene ep una
incdaterminacién del tipe 0 , lo cual para romperse es necesario
expresar a n, en 2P,en términog de ¢ y pasar finalmente al limite
cuando £ -> 0, sin embargo este método directo esencialmente ya no nos
sirve para otro tipo de entes como son las curvas patolégicas
cornstruidas en el capitulo I,

Por ello trataremos de describir un método diferente gue va por
otr> camino, se va por la via de cubrir el ente geométrico en cuestién
cor. holas de didmetro e y luego tender £ a 0, para que en el limite
ge obtenga la medida de dicho ente, en nuestro caso la longitud de la
cirzunferencia como longitud de la curva limite, pero forzando
sirulténeamente a que la dimensién de dicho ente geométrico guede
obligadamente definida no necepariawente como un ndwero entero noe

Y,



negativo, sino ahora como un nidmero real cualquiera con la condicidn
de gque dicha longitud sea finita, o equivalentementc en simbolos:

long S = (Nimero de lados del poligono):(Longitud de cada lado)
s Nee
g N(e)-e

Esta idltima igualdad aproximada, dade que el nimero de lados N
.del polfgono regular correspondiente evidentemente depende de la
longitud del lado ¢ del poligono n turno, luego intuitivamente queda

justiado que la igualdad se da si

-

long S = lim N{c)-c Ew]
£->0

Entonces, la medida de cualquier ente de dimensién 12

intuitivamente quedaria dada por la férmula:

M, = 1im N(c)+¢e
£-30

Eh forma andloga, la medida de cualquier ente de dimension 2
podria aproximarse por las dreas elementales interiores igual a €2 de
una malla plana, cuyo nGmero es N como la de la figura adjunta y tal
medida queda heuristicamente ahora dada por la férmula:

AN

M, = lim N(e)+£g2 \\7
7] (e) 7
£->0

donde de nuevo N{c} es el nfimero de 4reas elementales interiorea

de la malla plana dada.
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En forma similar si qgueremos medir una figura geométrica
cualquiera de 3 dimensiones, lo podremos hacer introduciendo una
envejado tridimensional de volumenes clementales iguales a £? y dicha
medida quedaria expresada como la suma de los volumenes elementales

interiores del ente geométrico en cuestién, dado intuitivamente por la
férmula:

=

n

My = lim N{c)-g? i

(I
-3

P 4 1

En forma generalizada podriamos tomar heuristicamente la misma
formula, pero ahora para cualquier nimeroc real D y asi suponer que
podemos medir cualguier objetc geométrico de dimensién generalizada
{dimensién fractal} D, mediante la férmula:

My = lim N(g)eeP

C->n

Pero retomando el cdlculo de la longitud de la circunferencia con

esta fltima formula IMh = lim N(c)-c“l podremos simultaneamente

determinar dicha medida (su lorgitud} y su dimensién D, para ello
intentemos determinar cxplicitamente al nimerc de lados del poligonoc N
coro funcidn de c.
Para esto regresemos a la geometria del problema.
Dermos un polfgono de longitud de lado E.
En lugar de ¢ consideremos su dngulo central,
Denotemos al d&ngulo central subtendido como a.
Observemos que tal &ngulo central o = afe).
Asi, si tenemos up cuadrado: N=4 y . a=90° .

CHeq = 4+90° = 360° = 211.

~24=



Para un octédgono: N=8 y - =450 .
N'a = B-45% = 3600 = 2mW.

Er general para todo poligono regular:
N{c)+ale) = 21 -

Nic) 2l
g) = ——
ale)

Irnzentemos determinar a(e) . determinaremos N{e).
Fcrmemos un tridngulo recténgulo bisectando afc).
Er el tridngulo recténgulo formade el &ngule en

a >
el origen es 3 Bu cateto opuesto 5 y su hipotenusa

es el radio del circulo R.

o csteto opueito
Ckservamos que sen | __ = ————— s
2 hipotenusa
G o= :2)
gen (-} = ——— (¢por qué
2 2 P

AlL:zra bien, puesto que £ subtiende a a y se pretende

o o
qus £->0, entonces: sen (3) & (5) {¢por qué?), luego

o I
.
2 2R
1
o s —
R
21
Neg) = —

20R et
long S = M = lim N{c}+c? = lim —E—-c“ =2lIR* 1im ;;-=2ﬂR-1im Lot

£->0 £-0 E-0 £->0

2MR*0 = 0, si D > 1-{por qué?)

2NR'0 = ®, 84 D < 1-(gpor qué?)
2R, si D = 1 {;por qué?)
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La primera y segunda opciones ne tienen sentide debide al hecho
de tener una circunferencia de radio R > € (Es decir es una
circunferencia real) cuya longitud no puede ser ni cero ni infinito.
Pcr consiguiente la dimensién D no puede ser ni mayor ni menor que 1,
perque su  longitud no puede ser ni 0, nl o, luego, la dnica
pcsibilidad es que D = 1, pues entonces su longitud es finita e igual
a lo que ya sabemos: 2IR.

ACTIVIDAD 4. Suponiendo que para el Reino Unido se obtiene que

K
Nig)= . Entonces ? cudl serfa la longitud finita de la costa del
1.96
[

Reino Unido y cuil la dimensidén de la costa para que esto ocurra ?.
(e92lucién en el Apendice 1).

Este camino aparcntemente tortuose, para el case conocido de la
circunferencia, nos da una manera de calcular simultéineamente las
lengitudes medidas de las curvas patoldgicas o caprichosas y su
dirmensién con cierta facilidad.

La verdad es que aun con este esquema supersimplificado de 1la
i¢za de la medida y dimensidn de Hausdorff, tampoco es tan fécil, como
arriba se apunt6é, calcular la longitud de dicha curva vy
simultdneamente su dimensidén, que puede ocurrir ser una dimensidm
fractal. Una manera simplificada de calcular la dimensién D consiste
en tomar el limite anterior, sino dos wvaloraes arbitrariocs de la
lengitud del lado del poligono digamos € y ¢’, para los cuales se
censidera plausible el cumplimiento de la igualdad:

N{e)+c? = N{g’}e'? = const,

de agqui obtendrfamos, para el caco de la circunferencia, si digamos

€
e’ = 3 entonces N(g’') = 2+N{¢} , por lo tanto:
[ 1 1 1
N{e)ecl » 2-“(«:)-(5)” + 1le 2'(5)n - 5 (5)" -

que es el mismo resultado ya conocido para la cincurferencia.
- 26 -



calculemos de nuevo la Dimensién de la circunferencia con ayuda
. de la llamada relacién & formula para la Dimensién de Autosemejanza
" (variante de dimensién fractal).

£n el caso especifico de la circunferencia, recuerdese que la
marera ccmo fue generada consistid en aproximarse con poligones, cada
unce de cuyos lados se duplica, luege para cada lado N = 2 y como la
lorgitud de cada segmento en cada etapa sc reduce a la mitad, entonces

1 1
el factor de contraccién serd e = 5 = 3
En estas nuevas condiciones la férmula N = ED luce de la manera
siguiente:
1
N=(=~)°
e

y pa2r tanto:

De nuevo hemos obtenido el mismo resultado.
m\g\f\(h‘ As{ para la dimensién de la curva
Blapa D
fyy  de Koch tenemos N = E°, observamos
% que de la etapa inicial a la
,\_;"1_5) El‘;" primera etapa existe un factor de
reducion e = 173, el nimero de
J\_;J\l/\ EI;’PA gejmentos es N=4, asmi al aplicar
- la fé6rmula tenemos

D D
TADA O
o n=di=espdy
2 3
[ 3
4 = 3D 3 .
» log 4 = Dlog 3 o
log ¢ 1,2619
= = .
log 3
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%aDeterminacién de la dimension de la Curva de Koch.

Dada la curva de Koch, determinaremos su dimensién introduciendo
ura nueva variante que relacionada con la dimensién de Hausdorff
simplificada nos lleva, para muchos fractales al mismo resultado.

La variante consiste en trazar circunferencias en cada uno de los
segmentos resultantes de las distintas etapas del desarrolloc de la
curva estas circunferencias tendrin como didmetro la longitud del
segmento, de tal forma que cubramos a toda la curva en sus
distintas etapas.

Esta cubierta resultar& en el limite infinita, pero con didmetros
€ que tenderdn a ceroc,

Para dos etapas cualesquiera tendremos :

Nie)e® = N{e')ee'® = const.
donde

N{c) = "Nimero de segmentos en una etapa cualquiera de la construccién
de la curva", Tales segmentos son los di&metros de las circunferencias
respectivas.

€ = "Longitud de los segmentos en esta misma etapa"

D = "Dimensién® (desconocida)

N(c') = “Nimeroc de segmentos, por ejemplo, en la siguiente etapa",

¢' = "Longitud de los segmentos en esta nueva etapa", dichos segmentos
gon los didmetros de las circunferencias que cubren a la figura en
esta nueva etapa.

Debemos hacer notar que la cubierta infinita tiende a un nimero
tan grande de circunferencias de didmetros tan pequeflos como
querrameos, de tal forma que en el limite estas se ajustan Lanto
como se quiera a la curva.

gy
e .
- N

Desarrollo de la curva de Koch en sus
3 primeras etapas con sus respectivas
\ . cubiertas finitas de circunferencias.
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Hallemos la dimensién de la curva con
base en la etapa inicial y la primera
etapa. Entonces:

c
N{e) =1 , Nle') =4 y €' = 3
que sustituidos en :
N(c)-en = N(c')-c'D
cbtenemos
€ Ep
Nic)ed® = N{Z)+ (D)
3 3
<
1’ - 4. (2P
3
1= 4,37"
P e-a
3" = 1n 4
1ln 4
De
in 3

Con el fin de fijar ideas calculemos la dimensién de la misma curva,
pero considerando ahora la primera y la segunda etapas, agui:

NEY = 4, Hier) = R(Z) = 42
K} 32

que sustituidos en

Rie)e® = Nig')ee’

obtenemos

e e - -
5% = 2P o eaP e 257, 4P =g 4 P e s

3 32

D In 4
In3 =1ln4 = D= —

1n 3

Es asi que a partir de Nie)+€® = N(e')+e'® = const. para dos
etapas cualesquiera de la construccién de la curva de Koch la
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X . in 4
dimensién resulta ser igual a D = o3 1.2619...
n

ACTIVIDAD 5. Calcular la dimensidén de autosemejanza para la misma
Curva de Koch (Solucién en el‘Apéndice 1).

Para finalizar calculemos la dimensién de la curva del Copo de
Nieve de Koch, pero recordando gue ésta no es otra cosa, sino la unidn
de 3 curvas de Koch unidas sobre un tri&ngulo equildtero, entonces la
curva Copo de Nieve resultante deberad tener la wisma dimensidn que
la curva de Koch,

Comprobemos lo antes dicho directamente de la etapa inicial a la
1a. etapa:

[ 12
Nic)-c® = N(e'dee!® o 3" 21200007 » 3228 3" =24 a
3 a0
in 4
D =
ln 3

ACTIVIDAD 6, Calcular la dimensién fractal de la Curva Copo de
Nieve de Koch. {solucién en el Apéndice 1)

ACTIVIDAD 7. Calcular la dimensién fractal con dos variantes para
el conjunto de Cantor. (Solucitn en el Apéndice 1).
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4.Medicidén para curvas fractales y leyes potenciales.

4a, Medicién de "« " costas.
" La forma de una isla, es el resultado
de incontables afios de la actividad
tectdénica de la tierra, la erosién ,los
vientes ,el agua y el proceso de
sedimentacidn, La tUnica forma de
obtener la longitud de la costa es
nidiéndola fisicamente, En la préctica
medimos una costa o litoral con un mapa
geogréfico, pero esto es s6lo una
aproximacién de la longitud de dicha
costa.
Tomemos, por ejemplo, a la costa de
Inglaterra, hagamos uso del mapa de
Inglaterra, un compés y un conjunto con
ciertas distancias. Si la escala del
mapa es:
1:1000000 y el compds se abre con una
anchura de 5 cm., entonces la distancia
real correspondiente eg de 5000 000 cm &
50 Km,
Recorramos cuidadosamente el compds a lo
largo de la costa y midamos la longitud
de la costa a distantas escalas.

La siguiente tabla de valores nos da una
relacién entre la abertura del compis y
una serie de distintas distancias para
la longitud de la costa.
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ESCALA DEL COMPAS LONGITUD
Tomada como unidad

500 Km.-w-vmmmmmmmmmmneonn 2600 Km,
200 K, -wommmmmmmnmmm e mmee 3800 Km.
54 Km,=------=srommmmaeon 5770 Km.
17 Km, =w-wmemmmmmmemaaman 8640 Km

La elaboracién de este experimento revela que: si la escala del
conpds es peguefia, entonces el poligono sobre la costa tendrd
detalles més finos y los resultados tendrdn mayor variedad de
medidas., En particular en Escocia la costa tiene un nimero muy
grandes de bahfas o acorralamientos, gque si la midieramos con una
clerta escala constante muchas de las pequefias bahias no se contarfan
en la suma total del litoral.

4b, Comparacién de Medidas entrela: ciraunf,"y la costa de Inglaterra.
Comparemos el fendmeno anterior en forma experimental de 1la

longitud de un circulo, cuyc diémetro sea de 1 000 Km.

Circulo de didmetro 1000 Km. y quercmos

determinar la longitud de la

circunferencia teniendo en consideracidn

que las longitudes sean del. mismo orden

que las magnitudes en la costa de

Inglaterra:

Hagamos uso de la aproximacidén clésica

de Arquimedes:

El wétode usado por Arquimides para el

C&lculo del nimero 1T se basa en

inscribir poligonos regulares en un.
circulo.

Comenzar inscribiendo un exfgono, <on n
= 6 lados , el &ngulo que subtiende una

de sus lados es:
n

6 = —
6

La longitud del lado inscrito es 2r -
tan 0, y la longitud del circulo es U=
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P

Entonces 2rnssen @ < U < 2rn-tan &
dividimos a esta desigualdad por 2r
tanto por arriba como por abajo
para estimar el valor de [T tenemos:
n sen /2 < U < n-tan 68/2.

Si ahora tomamos el doble del nGmero de lados, tendremos para la
férmula de Arquimedes:

2] 2]
2nesen -< 1] < 2n*tan —.
2 2

Ahora tomando Poligonos iegulares de 6, 12, 24, 48, 96,..... se
cbtiene una f6rmula general que incluye hasta la k-ésima etapa, la
cual se escribe como:

] -]
2'n+ sen —< | < 2kntan—
2k 2k

Hallemc;s la longitud de un efrculo de Didmetro 1000 Km y radio 500 Km.
aproximados con poligonos de 6, 12, 24, 48, 96 lados aprovechando lo
establecido por Arquimides,

81 n=6 => 2+6 sen [_EP_ ] << 6ty [_61 ] Promedio de la longitud
2 2

por etapas
60
g =— = 30
2
12,92
6.00 <M< 6,9 ————-=> X 500 = 3230

12.64

> X 500 =3160

n=12 ->» 2+12 sen 15 < M < 2¢12 tg 15
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8 =15, 6.21 <1l < 6.43

ne 24 =»> 2.24gen(7.5)< T <2+12tg(7.5)

8 =7.5 6.26 < 1Ic6.31

n= 48 =» 2+48 sen 3,5 < 1T < 2+48 tan 3.5

8 =3.75, 6.27 <1l < 6.48

n= 56 => 2:96 sen 1,875 < T < 2-96+tan 1.875

@ = 1.875, 6.28 <l < 6.25

No.de lados(S) Longitud(U) logS longU
[ 3230 .77 3.50
12 3160 1.07 3,42
24 3144 1.38 3.496
96 3140 1.98 3.496
192 3140 2,28 3.496
logl -
»g
oo
HQ0oY ) K
4000
1080 7
4 ) L N hg s
5 L L 4Hp L5 S0

Para la costa de Inglaterra tenemos:
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512.57/2 X 500 = 3144

»>12.56/2 X 500 =31490

>12.56/2 X 500=3140

Tabla de valores que
repregentan la medida
de un circuloc de
radio r=500 Km. a
través del método de
Arquimides y sus

regpectivos valores en
base 10.
Grafica de los puntes de
la tabla anterior

logaritmos

en un
plano log/log, los puntos
se ajustan a una linea
horizontal lo que quiere
decir que la longitud es
finita, como aclararemos,



Eecala (d?l Compds Longitud {(u) log(’/s) log U
’ s
17 Km. B640 Km - 1,23

3.93
54 Km., 5770 - 1.73 3.76
100 Km. 3800 -2.0 3.57
500 Km, 2600 - 2.6 3.41

Tabla de valores que representan la medida de la costa de Inglaterra a
través del método empirico de medir con un compis y un cierto conjunto

de medidas.

A continwacién presentames la Grdfica de los puntos de la tabla
anterior en un plano log vs.log los puntog se ajustan a una recta cuya

pendiente ajustada es: de M= 0.3,

leg (U)

4.0~
e
3.5~ /

3 -

I-2.'7 -2.2 -1.7 -1.2 log {S)

0 Bea

.26 +.55 +.34
M= —y = 0.3

Debido a que 1los datos descritos anteriormente implican leyes
potenciales entonces si introducimes una medida de longitud U y una

escala para el compds "S" con las siguientes equivalencias.

U=0.951 = 1000 Km, §=1 = 1000 Km.,
En otras palabras si

S=0.12100 Km,
y asi para las demds medidas.

1
Por otro lado queremos interpretar a -~ como una medida de
: 8
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s ; 1 . . )
pregicidén, es decir, cuando s es pequefia ~ es grande. Los puntos
8
sctre la grdfica log vs. log mostrardn siempre como la longitud total

1
lez (U) cambia al incrementarse la precisién -

«Gbservaciones importantes.

Los puntos en el diagrama log vs. 1log estdn aproximadamente
alradedor de una linea recta seglin la Estadistica Matemidtica la
aproximacién ge define con el método de minimos cuadrados.

En nuestro caso se obtiene una linea horizontal para el circulo
y una lfnea recta con una cierta pendiente m = 0.3 para la costa en
cusstidn,

Suponemos que cuando tomamod estos datos y los usamos, entonces

acemos un pronéstico de los cambios, cuando pensamos en medidas mas
precisas, es declr, cuando usamos una escala de compds peguefia S.
Esta determinacién da justamente el mismo resultado para el circulo
atz cuando la linea sea horizontal., en otras palabras el circulo
tiere una longitud finita; sin embarge la medida de la longitud de la
ccsta determinard un incremento para cada egcala pequeiia de medida,

51 denotamos por b a la interseccibn de la linea ajustada con el
eje vertical, entonces b corresponde a la longitud de medida con
escala 8= 1 que corresponde a 1000 Km.

La relacién entre la longitud U vy la escala de medidas "S"
cubierta por el compds puede expresarse por

1
logl = d.log{-) + b,
B

dende m = d es la pendiente y b es la ordenada al origen.

Esta ecuacifén expresa come la longitud U cambia cuande la
escala del compis "S" cambia, suponiendo que estamos en el plano log
ve, log y las medidas se ajustan a una linea recta.

En tal caso las dos constantes d y b caracterizan la ley de
crecimiento., la pendiente d de la lfnea ajustada es la que
proporciona la dimensi6n del fractal del objeto subyacente.
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5, Leyes Potenciales.

fin, EXPERIMENTO DE LA "CAIDA LIBRE"

Exyliquemos la idea con datos tomados de un experimento de una ley
Fiszica la caida libre de un cuerpo.

': ' t

1
' Experimento: supongamos gue un edificio
17 tiene 8 niveles, la separacion en cada

Jl;

| 4 { : ‘uno de log niveles es de 4 metros. El
| i i ' F experimento consiste en dejar caer un
Do & l objeto desde el primer primer nivel y
Y ! [ I‘ medir el tiempo en que el objeto tarda
r:;' P I' | en llegar al puelo . Después pasar al
| AN . segundo nivel y hacer lo mismo que en

- N ' Pl
I — " ’ 1 . el paso anterior, y asi hasta el
.' l' I J-. octavo nivel., Anotar los resultados en
" — ,' r | o, una tabla y describir la grafica gque
i i i ) mejor se ajuste a dichos datos.

TABLA DE RESULTADOS.
Al-ura h  Caida con respecto Log.h Log.t.
al timpo t.en seg.

4 0.9 0.60 0.05

8 1.3 0.90 0.11

12 1.6 1.08 0.20

16 1.8 1.20 0.26

20 2.0 1.30 0.30

24 2,2 1.38 0.34

28 2.4 1.45 0.38

32 2.6 1.51 0.41

La tabla wuestra los datos del
experimento en la caida lihre de un
objeto ,donde se esta midiendo el tiempo
que ), objeto tarda en llegar al suelo
de nivel en nivel y también
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B 16 14 232

ogq &
o

presentamos el de la altura h y el

‘tienpo t en logaritmos,

La grafica muestra la relacién entre la
altura h y la caida de un cuerpo con
respecto al tiempo los datos en la
grédfica. muestran claramente que los
puntos forman una curva lo que muestra
que la relacién entre la altura h y la
caida con respecto al tiempo t no es

lineal, sino potencial. La gréfica

nuestra la misma relacibn pero, con
ejes transformados X = logh, Y=logt,
se observa que los mismos datos dan
cors resultado una linea recta en
forma  ajustada y  obviamente
representan la misma gréfica.

t=cch . Ley potencial qué "describe la relacién

entre la

:}altura h y la caida del cuerpo con respecto al tiempo t esta relacién
'“es potencial debido a que t depende de h.

log t = log(c-hd)
En la
logaritmos
igualdad.

log t = drlog h + log c

Y = HX + B

ecuacién anterior  tomamos

en ambos lados de 1la

Asf los puntos (log .t,log h) © mids bien los puntos (t,h) deben estar

sobre una linea recta ajustada, cuya pendiente es el valor d y la

interseccion con el ejeyes b = log ¢ por 1o que ¢ = 10”.

En nuestro ejemplo podemos trazar la linea recta ajustada en el plano
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deble leogaritmo escribiendo la pendiente d y la interseccién con el
eje y , es decir, de )la grafica y los datos tenemos pendiente de la
recta ajustada m = d =0,48 {promedio de los puntos ajustados),.

La interseccién con el eje y es

-.33 1 1
log € = -.33 » c»10 "7 C- —iam = Ui C 0.47
Por lo que la ley potencial se expresa por
t= c-hd

Sustituyendo los valores de d y ¢ tenemos

t = 0,27-n%- %8,

Por otro lado segiin la ley de Newton para la caida libre.

h= ]gt , con g= 9.8 m/s

t= / E / + /h =0,451-h'"%=0,451.h%3

Esto es equivalente al resultado empirico calculado anteriormente.

5b. LA LEY POT.ENCII\L Y SU RELACION CON EL CRECIMIENTO DE LA CABEZA Y
’ ALTURA DEL CUERPO DE UN SER HUMANO,
La relacién entre el
crecimiento del tamanc de
la cabeza y la altura del
cuerpo  humano nos
muestra en la ilustracion
que en los primeros 3
aflos del desarecllo del
ser humano ,la proporcion
del crecimiento es
constante pero debido al
desarollo del cuerpo
cxiste un cambio
o s g

- ——

51 s aga igométrico entre ambas
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partes.
Este desarrollc se puede
ver en dos fagses una
hasta logs -3 afios y la
otra fase hasta que el
proceso de crecimiento
termine .
Aprovechando el ugo de las leyes potencilales y las gréficas en papel
logaritmico se puede hacer un modelc para representar este fenSmeno.

TABLA DE RESULTADOS DEL FENSMENO

Afics Altura del Tamafio del Altura del Tamafio del
curplidos cuerpo craneo cuerpo{log h) craneo {log t)
0 50 11 1,70 1.04
1 70 15 1.85 1,18
2 79 17 1.90 1,23
3 86 18 1.93 1.26
5 98 139 2.00 1,28
10 127 21 2.10 1.32
20 151 22 2.18 1,34
25 167 23 2,22 1.36°
30 169 23 2.23 1.386
40 169 23 2,23 1.36

La tabla muestra los datos especificos de la medida del tamafio de la
cabeza c¢on respecto a la altura del cuerpo y las mismas medidas en
logaritmos. .

Con estos datos y sus grificas estdndar y en papel logaritmico
queremos hallar un modelo que relacione el cambio isométrico,
haclendo uso de las 2 etapas ,una hasta los 3 aflos y la otra hasta
que el proceso de crecimiento termine.

. *REPRESENTACION GRAFICA DEL FENOMENO ISOMETRICO.

Los puntos en el plano
log V¥5.log muestran las 2
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v , : etapas de crecimiento
o b ' FET ~ para la ‘persona. La
R .mlu'.n:, hode . o . primera denota la etapa
I T NS pemn dfen. ) hasta los 3 afios , y la
e : - R segunda de los tres

aflos hasta los 40 afios.

1YL 20 -;-s . v La pendiente promedio
. o} en la recta ajustada en

e ’ . la primera etapa es

4 \ -
ralet on .’:s ° m= 1, dado que
“o%
30 ' 1.18-1.04 0,14
¢ m=e28-1.08 9.8
r 1 1.85-1,70 ~ ©0.14
g .. 1.23-1,18  0.05 _
! . M= 1.96-1.85 0.05 %
1 ma1:26:1.23 003
3~ 1,93-1.90 0.03
B
s L U S S T
Mg gy g3 48 T 3 3

La pendiente promedio de la recta ajustada en la segunda.etapa es de
aproximadamente igual a un tercio, dado que:

1.32-1.28 0.04

LR e YoEr e T A iy wdl
me 33a332 - 0% ~0.25
mﬁ“%—:%=’g—:—gi—=ﬂ-5
mv“%‘ o(.]m =0

aom= g1 0“‘325 +0.05 . 1515 =0,38333 s:.%..

Corcluimos, entonces que para la primera etapa hasta los tres afios
log datos tienen una pendiente constante alrededor de 1, esta
corresponde para el crecimiento igual de cabeza y altura del cuerpo.
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La segunda linea tiene una pendiente mis inclinada de aproximadamente
un tercio donde los datos describen las proporciones del llamade
crecimiento isométrice.

Este ejemplo nos proporciona una ley potencial la cual describe 1lo
siguiente: El tamafioc de la cabeza es proporcional a la raiz ciibica
del tamafio del cuerpo, entonces tenemos que el factor en la escala
del tamafic del cuerpo es semejante al cubo del tamaflo de la cabeza,
el cual se dencta como:

ALTURA DEL CUERPO proporcional al (TAMARNO DE LA
CABEZA)3,es decir

hasa

donde h="altura del cuerpo", a="simbolo de proporcionalidad" y & =
Ytamafio de la cabeza".

Sc, RESUMEN SOBRE LAS LEYES POTENCIALES,

Si los datos x, y de un experimento estdn sobre el rango de una
escala, entonces es posible que exista una ley potencial que exprese
a y en términos de x. Donde se conjetura que para los puntos de los
datos de la ley potencial, estos se ajustan a una linea recta en el
plano log VS,log (papel logar{tmico), donde el exponente 3 de la ley
potencial denota la pendiente de la linea recta

El siguiente diagrama log

VS.log nos muestra las

Mwloau‘ I medidas de la costa de
a8 Coclo Inglaterra y el circulo
de radio 1000 Km ,donde

a6 tomamos a s igual a la

7 “drm' ab?rtura cllel compés en

34 unidadeg de 1000 ¥m, Para

1 Log tls’ una mayor presicién en
o7 22 A7 12 la longitud tomamos el
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reciproco de s, o sea
1

log {-}.
8

La gréafica sostiene que la
relacién que se da en
ambos casos el circulo
y la costa son una ley
potencial, donde en forma
general se puede
concluir que ei hacemos U
igual a la longitud y s

igual a 1la egcala del
compéis, entonces  se
cumple

Si recordamos que el resultado para la costa de Inglaterra el valor
para ds0,3 ,entonces la medida de longitud U de la costa crece en
preporcién a un incremento de la presicidén (1/s) elevado a 1la
posencia 0.3 es decir la longitud se expresa como

5d. MAPAS CON MUCHOS DETALLES Y SU RELACION CON LAS
LEYES POTENCIALES,

d
Discutiremos algunos aspectos de la relacidén U = c[%} esta relacién

se puede éxpresar come una ley potencial entre dos escalas la
lorgitud U y la escala del compds s, esto es

d
U = c{%—] , con ¢ = 10b, b=0

: 1
Una consecuencia inmediata es que si, s8— 0, entonces ~+ — = esto
8

es la longuitud U tiende al infinito, por lo que Bi la medida en la
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escala del compds tiende a cero en algin mapa, entonces la relacidn
d

v=ctd)

ge considerard invalida debido a la resolucién finita del mapa. De
hecho en este caso la medida de longitud permite tender a este
linmite. La ley potencial vy esta consecuencia son validas Gnicamente
en un rango de medidas de la escala del compds basado simultaneamente
en algin pico del mapa con una infinidad de detalles
En otras palabras ,la ley potencial caracteriza la, complejidad de la
costa en este caso la costa de Inglaterra sobre algin rango de
escalas, expresando rdpidamente el incremento de longitud si nuestras
medidas son siempre de una exactitud fina.

Eventualmente tales medidas no se hacen con mucho sentido debido a
que no determinamos la continuacidn o direccidén de los mapag, sino
més bien una medida de la costa comenzando cn realidad con sus Fases
y problemas de identificacién come son donde comenzamos y donde
finalizamos la medicitn ,si medimos con marea alta o baja, asi comeo
también la porcibn de las deltas de los rios etc. Esto es el
problema se convierte un tanto enredoso.

A pesar de eso podemos decir que en cualquier té&rmino la costa de
-_j Inoclaterra no tiene longitud. La Unica cosa significante que podemos
decir acerca de esa longitud es gque parece comportarse sobre todo
cowo una ley potencial sobre un rango de escalas que pueden ser
especificadas y este comportamiento serd su caracteristica.

*CARACTERISTICAS DE LAS LEYES POTENCIALES,

Lo que se propone hacer notar acerca de estas caracteristicas es
probar que dichas medidas dadas en nimeros son diferentes cuando se
comparan las costas de Inglaterra con las de Noruega o California.

En forma anéloga sucede 1o mismo si medimos 1a longitud de las
fronteras entre Egpafia y Portugal, por ejemplo si recordamos que en
la enciclopedia de Portugal ,la frontera tiene un valor mayor que en
la de Espana. Deade cufindo la frontera de Portugal es menor en
comparacién con la de Espafia .Es muy probable por lo tanto gue el
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mapa usado en Portugal para la medida de su frontera comiin tubo
mucho mas detalles, fue de una escala més pequefia -que el mapa usado
en Espafia.

El mismo razonamiento explica las difrencias para las medidas del
litoral de Inglaterra.

Se, MEDIDA DE LA FRONTERA DEL ESTADO DE UTHA,

La figura muestra un

bosquejo del mapa de

Utha uno de los estados

de USA, como se puede
— apreciar la frontera de

-IF: . dicho estado es muy

Wyoming

Nevada

/7

Ltah recta o derecha gqueremos

Colorzdo hallar su dimension y
-~ caracterizar la
T longitud de la frontera y
: 81 esta se considera de
longitud finita °
Arizana HMow Meoxizo infinita a través de una
. ley potencial.

lfernla

N f

REPRESENTACION GRAFICA DEL ESTADO DE UTHA.

Egcala (s) Longitud (U) log(l/s) log(u)
500.km 1450 km -2.69 3.16
100 1780 -2.00 3.25

50 1860 -1.69 3.26
20 1890 -1.30 3.27.

La tabla muestra algunas medidas basadas en mapas con varias escalas y
con una medida de abertura del compids cubriende varias distancias y
sus respectivos valores en logaritmos.
Representacion leg VS log
de la medida de la

opiui frontera del estado de
Utha.
3 [ U = "longitud medida en
. unidades de 100 km".
s = "abertura del compés
. medida en unidades de 100
138 23 -2.8%15) km"
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™™ S1730-(-1.637

3.21-3.26 ‘2’: 1 -0.0003448 — 0.

-

me .3:26-3.25 ~  0.01

,® T1.63-1-2.001 -~ ~3.69 0000271 — 0

31.25-3.16 0.09

M S3760-(-2.697 - “2.99 "0-019 —0

o= 0.0003448 + 0.000271 + 0,019 _ 0.022 058
1 K

5 =0.000735266 — 0

la representacién de los puntos en el diagrama log V5 log tienen
intuitivamente el comportamiento de una ley potencial, se chserva que
ademis que los puntos se ajustan a una linea horizontal, cuya
pendiente m.=0. Entonces, para la frontera de UTHA se tiene una ley
potencial, cuyo exponente d=0 es igual al de la circunferencia, lo
cusl significa que la frontera tiene, para todo fin préctico, una
longitud finita, y dimensidén igual a la obtenida para la
ci:‘cunferengia ,es decir, D= 1,

5f. MIDIENDO LA CURVA DE KOCH,

El siguiente ejemplo presenta la importancia del comportamientc de la
ley potencial en una situacidén puramente matemdtica, para ello
recordemos la construccién de la curva del Copo de Nieve de Koch o
athién conocida como curva de la Isla de Koch.
La curva de la Isla de
Koch tiene una costa ©
litoral, el cual estd
formado por 3 curvas
idénticas de Koch,
recordemos que cada curva
puede ser dividida en 4
partes autosemejantes,

- 46 -



R i ' Clas cuales son
. ) ’ ’ semejantes a la, curva
entera, via una
transformacién de
. ' semejanza, la cual se
contrde, por un factor de
3.
Por lo tanto es natural un cambio en la escala del compds cubriendo
medidas de la forma:

1

1 1 1 1
LT

' e
E R SR & 3*

Hay 2 caminos para trabajar con la escala del compds sobre la Isla de

Xoch. Por un lado es técnicamente imposible decir que para un cierte

cnjunte de medidas el compds lleva wuna presicién de —14— =
3

0.0123456789012. ...

Lo conveniente €3 mantener la escala del compéds constante y considerar
amplificaciones cuyocs factores gean 1, 3, 3?, 3., pero estas
recomendaciones son alge confusas debido a la contruccidén de la
'fcurva, por otro lade sabemos que la  curva estd constituida en
distintas etapas, esto es, las medidas en las etapas son

4 2 1
- cuando la escala del compds es 8§ Sy
1° 1
- cuando la escala del compés es s =5
3
41" 1}
[T] cuando la escala del compés es 8 = [-3—]

Represententemos estas medidas en un diagrama log vs,log, pero
haciendo un cambio a logaritmos en base 3, tanto cn la longitud y,
como a la escala del compéds s, cntonces tenemos:

aplicando el log, se tiene:
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4k 1
1og3U = 1093[31 3% logas = loga[—ﬂ
3
4 .
vpero 1og3U = k'1°g3[51 y ademés
TP | 1, _ k i 1
log,s = lnga[;ﬁ » 1093[31 = log33 s 1093[§] = k»logaa ® 1og3[§}.

a2k

sustituyendo el valor de k en la expresién
' = k. 4
logau =k log3[3]
ge tiene que

= 1,, 4
log U = log,[)+log,i5)
pexro el loga(A/a) = d = cont. , por lo que
_ 1 - 1
logau = loga[E]-d @ logav = d-loga[E]
por lo que el valor para d es

= i rd
d = log,{5] = 0.2619
{Véame el Apéndice 3) :

A la ecuacién

log,U = d-logy(3}
se le conoce como la ley de crecimiento de la longitud U.

El valor numérico d = 0,2619, gue es el valor de la pendiente en la
ley potencial es un valor notable, puesto que con &1 se midid la
costa cerrada de Inglaterra.

¢+ Dimensidén de Autosemejanza y medidas de longitud,

¢Cuil es la relacibn entre la ley potencial y la medida de longitud
usando distintas escalas en el comp&s y la dimensién de autosemejanza
de una curva fractal?

Para responder a esta pregunta hagamos D=1+ 4&, donde d denota la

perdiente de la recta ajustada enael planc log VS log, cuya abscisa



es la escala del compids log(l/s) y la ordenada.es log U es decir, U =

c/sd.

Simplifiquemos primero con un camblo apropiado de las unidades de
medida de la longitud, tal que el factor ¢ en la ley potencial sea 1:
U= 1/sd; tomando logaritmos tenemos log U = deleg{1/s5), donde U es
la medida de longitud con respecto a la medida de la abertutura del
ccnpés s.

Por otro lado, tenemos la ley potencial dada por a = 1/sd, donde
a denota el niimero de piezas en cada uno de los pasos de
resmplazamiento del fractal autosemejante con un factor que depende de
la escala s, En forma logaritmica

log a = Dslog(lls).

Ahora notemos la conexién entre la longitud U y el nimero de
piszas a sl la escala del factor s=1 entonces medimos una longitud
=1, Efectivamente tenemos U ='1/sd » 51 8=1 » U = 1/1d = U= 1;
entonces si hacemcs un cambic en la escala s, donde todo el objeto
eetd compuesto por coplas pequefias cada una de medida s entonces la
medida total de longitud a, al mismo tiempo que el factor s se denota
por: U = a-s,
Es-o asegura la conclusién siguiente:
log U = log (a*s) = log a + log s
en esta ecuacién hagamos las siguientes substituciones:
log U = d-log{1/s8), log a = Dslog(lls)
entonces tenemos que
log U= log a + log 8 6 d+log(1/s) = Dslog(ljs) + log s

y como leg {1/s) = ~log s entonces

~d+slog 8 = ~ Dslog s + log 8
ordenando los términos y dividiendo por el log s obtenemos

-d = - Ds + 10w ns =d+ 1
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El resultado de esta deduccién nos lleva a conclulr que la

dimengién de autosemejanza puede ser calculada por dos caminos
equivalentes.
i) Pasandose en la autogemejanza de las estructuras, calculando el
nimero de piezas "a" sobre "1/s" donde "s" es el factor de la escala,
que se caracteriza como copias o partes de una estructura total. El
exponente de D en esta ley es la dimensién de autosemejanza.

ii} Llevando en el exterior y en la frontera de la figura un conjunto
de distintas medidas con el compis (abierto a distintas escalas)
calculando la ley potencial que relacine a la longitud con 1/s; donde
s es la abertura del compés a distintas escalas. El exponente d en
esta ley incrementado en la unidad es la dimensién de auto-semejanza;
D =1+ d.

El resultado que describe la segunda alternativa D=1+ d, donde
d es 1la pendiente de la lfnea ajustada en el plano loa\log
considerando la longitud U gobre la presicidén en 1a escala "1/s'
describe un resultado general puesto gue es una alternativa para
calcular la dimensién de objetos que no son aute- semejantes como gon
las costas o litorales, a esta alternativa se le denomina "dimensién
de drea o comp&as".

81 recordames para la costa de Inglaterra 4 = 0.3 asi 1la
dimensidn para la costa es DF 1+ 0.3=1.3.

La dimensién fractal de la frontera del estado dc UTAH es d = O,
as{ D=1 + 0 =1 que es la dimensién de una lfnea recta. {véase
Apéndice) .

6a. cdlculo de la dimensidn para la curva "3/2"

Daremos unh ejemple para hallar la dimensién de la curva
autosemejante 3/2 cuyo procesc de construccién describiremos hasta la
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segunda etapa. e, $_J——l~—ypq B

« Construccicn de la curva "3/2"
Etapa inicial.

Partimos de un segmento de longitud unitaria la cval se le
considera la etapa inicial ley).

Primera etapa.

Remplazamos al segmento de linea por una poligonal de ocho
segmentos cada una de longitud 1/4; podemos decir entonces que la
lorgitud de la poligonal es de B/4 = 2 {Doble de la etapa anterior)
Secunda etapa.

En esta etapa cada segmento de la etapa anterior se reduce a un
cuarto de longitud de la etapa anterior y a 1/4°% de 1la longitud
original. La longitud total en esta etapa es de 8°/4% = 2°.

51 continuamosz con egte proceso obtenemos en el limite a la curva
3/2. Bl resultado de la longitud en cada etapa es el doble de la

. P . k
anterior asfi en la k- ésima etapa la longitud se expres como 2°.

Bl nimero de segmentos crese a razbn de 8 segmentos por cada

gecmento en tada una de las etapas asi en la k-égima etapa se tienen
8¥ segmentos de longitud 1/4%.

Podemos entonces argumentar que la longitud de la figura es entonces:

k
k
8 8 k
L‘E‘ﬂ»;‘r“%‘ﬂ}n;]ﬂf%z —w

es decir la longitud de la curva es infinita.
* Dimensién de la curva "J3/2"

Calculemos ahora la dimensidén de la curva, para lo cual tenemos
que U = 2 y el factor de reduccitn en la escala del comp&s es

g=1/4%, tomando logaritmos en una base apropiada, por ejemplo en base
4 tenemos:
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T

log U 10942"

L

log,U klog42

log4s = log‘(llu}")

1 S
E log, (1/s) = 10944“

4k

1094(1/8) =k log44 ; pero log¢4 = 1 asf log‘(lls) = k;

asi 1094(1/5) = log‘

combinando las dos ecuaciones encontradas y sustituyendo el valor de k
tenemos:

logU = 1094(1/9)109‘2

hagamos log22 = d, entonces
1og4U = d'log‘{l/s)
asi

d = log2 w4t =2y 4

=2=2d=1/2 =0.5
por lo tanto la dimensidn de auto-semejanza es D =1 +0.5=1.5
Otra forma para el calculo de la dimensidén es aplicar el modelo

N=E"',~ por ejemplo de la etapa inicial a la primera eotapa, N = 8, e

)
= 1/4, por lo que obtenemos 8 = [—-—] + B =4

&« D=

log 8 09030 _ s

Tog 4 ©

Gb Fractales Naturales dec algunos organismos.

El fractal natural del organismo fue apoyado por M. Sernetz y
otros en 1985, sobre ciertas especulaciones facinantes que se tenian
acerca de dicho fractal el cual consiste 6 se basa en la tasa del
metabolismo de varios animales (ratas, perros y caballos) y esta
realcionado con respecto al peso de sus cuerpos.
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Y= loaardmo dela

-1

-1

La  tasa de metabolismo es medido en
Joules por segunds y el peso en
fpaz do melobolisma. kilogramos. Puesto que el peso del
cuerpo es proporcional al volumen y dado
que la escala del volumen esta dada en
unidades ctbicas para nuestro caso I
entonces el factor de  escala se
consldera en unidades lineales r.

Una primera conjetura puede ser que la

A S tasa del metabolismo deba ser
4 04 .2 3 4 5
-.:logml’mndtl proporcional al peso del cuerpo (es
?esoddcm?u' decir proporcional a r?),

La grdfica muestra que de alglin modo la
ley potencial es significativamente
diferente para un valor esperado. La
pendiente de la linea interpolada es de
aproximada- mente m = 3/4 = 0.75.

Denctemos a m, 1.a pendiente, come la tasa de wetabolismo y a w
como el peso del cuerpo, entonces log m = arlog w + log donde ¢
dersta la interseccién, entonces m = cw™, usando w « r° (tasa del
metabolismo es semejantemente proporcional al peso del cuerpo) esto

es equivalente a decir que m r™ donde 3a = 2.25.

Esto significa que nuestra conjetura de acuerdo a que la tasa del
metabolismo  debe ser proporcional al peso/volumen del cuerpo, es
inconveniente.

Es una escala de acuerdo a un fractal cuya dimensién es D = 2.25,
Esto tiene una explicacién y esta basada en una especulacién scbre la
ley del potencial para la tasa del metabolismo y se basa en una
reflexitn al hecho de gque un organismoes en alglin sentide altamente
mie semejante a una superfice enrroscada que a un cuerpo solido, Es
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conforme a la egcala.de una superficie fractal de dimensién D = 2,25,
7-Dimensién de Compartimientos.

Dimensién de compartimientos. La dimensién de. compartimientos

propone una medida sistematica la cual se aplica en cualguier

estructura en el plano y puede ser adaptada a estructuras en el
espacio.

Egtas estructuras pueden sgser autosemejantes o no pueden serlo;
para poder hallar esta medida, que se conoce como la "medida de
complejidad” de la estructura procedemos de la siguiente manera.

Pongamos la estructura sobre una cuadricula regular que depende
de una escale "s"; el proceso consiste en cambiar la escala de &8
progresivamente a cuadriculas mds pequefias y contar el nimero de
cuadrosque contienen alguna porcién de la figura en cada cambio que
hagamos sobre la escala de 3.

Denotemos por N, al nimero de cuadriculas que contienen alguna
parte de la estructura y dado que este nimero dependeri del cambio de
la escala s, denotamos a este nimero por N{s}; y en la escala d
tomamos el reciproco 1/s de 1la misma.

Estableciendo lo anteriormente dicho, escribimos los valores en
una tabla estableciendo los puntos en un plano doble logaritmo;
dichos puntogs son de la £forma log N(s}/log (1/s).

Una propuesta prdctica para considerar la sccucencia de las
cuadriculas cs que el tamafio de la misma tenga una escala cuyo factor
de reduccién sea de 1/2 de una de las cuadriculas a la siguiente,

En cada una de estas aproximaciones, para cada copmpartimiento de
una cuadricula esta debe ser subdividida en cuatro compartimientos de
longitud 1la mitad del compartimiento, esto nos da la siguiente
cuadrieula y as{ para las siguientes hasta donde se quiera.
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Para el calculo de la dimensién del fractal consideremos lo
siguiente: los puntos de la forma log N{s}/lcg (1/s) grdficados en el
planc doble logaritmo  describviréa en forma aproximada una linet
recta, entonces la "pendiete" m de la recta ajustada de los datos
denotada por D, es la dimensidén de compartimiento de la figura,

Definicién: La pendiente "m" de la linea ajustada de los puntos
de la forma: compartimientos/(1/escala x} en el, plano doble logaritmo
es la dimension de compartimiento de la figura, La dimensién de
compartimentos nos da también una medida de la complejidad de la
figura.

En segulda presentamos una estructura "desordenada"; a travéz de
la dimensién de compartimientos hallaremos su dimensién.

La figura representa una estructura la cual no es auto-semejante
y esta encerrada en forma desordenadg hallaremos la dimensién por
corpartimientos.

Asi N(sx) = 19 (nGmero de cuadros gue cubren una porcion de la
ficura), para N(sz) = 52 niimero de compartimientos que tocan una vez
la figura. '

Escribamos estos resultados en una tabla

1/escala x 6 12

compartimlentos 19 52

log (1/s) .77 1.07

log Nis) 1.2 1.7

Por lo tanto la pendiente tiene el valor

moe 11.6‘7/ = é:%’? = o.gJ..go = 1.72

asf la dimensién de la figura es D = 1.72.
Para una mejor comprensién del tema ver las actividades

propuestas. En forma general cuando las cuadriculas tienden a una

secuencia de la forma N(z*, k= 0, 1, 2, 3 ... la pendiente de la

w B§ =



recta ajustada de los datos en el correspondiente diagrama log\log

es:

v ) . ey 1Y 1V RIT
log N{27*!) - log N(27%) NNy R =\
log (2 - log (2% = lo e mé‘:\“ S&A“—“Lﬁ
- 10 —~—] e
9 _4)ch - \; ST S
e R
8l los logaritmos estan dados en base 2, Nl - 19 O
= Nis) < 52

Esto es sl el nimero de compartimientos contados se incrementa
por un factor de 2" cuando 1la medida de compartiminetos scea la mitad,
ertonces el fractal es de dimensién igual a D,

1

Diferencias entre D, dimensién de auto-semejanza Yy Db (por
ccmpartimientos), observamos que para la curva de Koch y la curva 3/2
en ambas la dimensién por  compartimientos y la de auto-semejanza
ccinciden D, =D =1.2 (ver ejercicio resuelto).

Notemos que la dimensién por compartimientos D < 2 porque las
dimensiones de estructuras fractales son curvasque en el paso limite
gon curvas muy temblorosas, es decir son curvas no lisas si no méas
bien gordas que exeden a la dimensidn, por ejemplo de una recta es D
= 1. En otras palabras son curvas m&s gordas gue una recta pero mis
flacas que una &rea.

Ahora bien para hacer notar la diferencia entre D, v D,
observamos que como a través del ejemplo siguiente D > 2 (dimensidn
de auto-semejanza puede ser mayor gue 2),

En la figura se tiene que el factor de reduccién s es de 1/3 y el
ninero de piezas en alguna etapa de remplazamiento es a = 13,
entonces ez

ehx?ao _ Gﬂ;\?a{ . gg

By e b
etaga 2 |
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log (a) . log 13
D, * Togirivsr - = 1337 = 2.335,., s 2

8
asi Dz > 2. La razdn para esta discrepancia es que la curva generada

en la figura tiene Partes traslapadas las cuales son ignoradas por la
dimensién de autosemejanza, pero no por la dimensién de
compartimiento.

7a+ Ventajas de la dimensién por compartimientos,

La dimeneién por compartimientos es una de lasm
en todas las ciencias. 1La razén de este dominio es que su
comportamiente descanza en 1a facilidad para hacer los calculos en
una computadora automatica. EL conteo de compartimientos en forma
integra permite montar una estadistica para el calculo de 1la
dimensién.
El problema puede ser llevado a cabo con y
la dimensién del objeto puede ger ecalcula
dimensién espacial. Por ejemplo cuando
comunmente tienen 3 dimensiones con altura,
concepto también se aplica a fractales tales como el "conjunto Cantor!
el cual esta compuesto por subconjuntos que practicamente son "polvos”
de intervalos; en tales casos los intervalos son infinitamente
pequefios.. " , 1 -+t
Dimensién por compartimientos 6738 vuapoeusl HisH-HE
de la costa de Inglaterra e : ik & a7)
Irlanda. sy ouds:
Un ejemplo clédsico que
consideraremos es la costa de H
Inglaterra e TIrlanda, come i T
S fl
puede observarse la frontera B
de ambas  costas  estan 2
cubiertas por rejillas ¥
cuadriculadas cuyas escalas
son de 1/24 y 1/32, los >
compartimientos que contienen ’ :
una porcién de la figura son P HTH
191 vy 238 compartimientos aal
respectivamente, con estos
datos podemos ahora calcular ~
la dimensién, para esto o=
pongamos los datos en el .
plano  log\log, la pendiente ro:
de la linea recta que
conecta dog puntos es
d = log 283 - log 194 - I s
log 32 - log 24 et H HT
2.45 - 2.29 : 1

T.51 - 1.38 131

43 usadas para "medir"

sin auto-semejanza. Ademis
da si el posee una mayor
consideramos objetos que
ancho y espesor., Pero el

Iy
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eate  resultado se ohtuvo : :
previamente cuando se calculo
la dimensidn de

T
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la wmisma figura vero a travéz de aberturas del compis a distintas
escalas.

@ ¢ Fractales de lineas fronteras,
Construccidén de la escalera del diablo y la curva de Peano.

La mayoria de los fractales vistos anteriormente tienen una
dimensidén no entera; pero todos los fractales son de este tipo.

De este modo los siguientes dos ejemplos representan casos
extremos, es decir son fgractales pero sus dimensiones son enteras.

. Construccidn de la escalera del "diablo"

Esta estructura estd relacionada con el conjunto de "“Cantor", 1la
cual describiremos a continuacién

Conjunto de Cantor Etapa inicial.
Towmemos el intervalo [0,1] [ ——
Primera etapa.
Dividamos en tres partes iguales al conjunto anterior omitiendo
la parte de en medic. —_ .

Sequnda etapa. — et
A cada segmento de la etapa anterior se divide en tres partes

iguales y =e omite la parte media.
] it
b bd ——

Si el proceso contfnua en el limite obtenemos el conjunto de
Cantor, algunos puntos de este conjunto son 0, 1, 1/3, 2/3, 1/9, 7/9,
1/27, 2/27...

Este proceso se le conoce cowmo retroalimentacién el cudl se

compone de una  secuencia de intervélos cerradom los cuales ason

generados por etapas donde para la n-ésima etapa se tendran 2
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intervales de longitud 1/3"°.

p—

Ahora construiremos la escalera del diablo.

4
Construir un cuadrado en el intervdlo [0,1), la longitud en cada
lado del cuadrado es la unidad.

Dividamos en tres partes iguales a la base del cuadrado; la base
del cuadrado queda dividida por los puntos: 0/3, 1/3, 2/3 y 3/3.

Primera etapa.

En la tercera parte media del cuadrado construimos una columna
cuva base sea de un tercio y de altura un medio; asi la base de ecsta
columna estard situada en el intervdlo [1/3,2/3]).

Dividamos los tercios de la derecha y de la izquierda en tres partes
exactamente iguales; eato es a los intervdles 1[0,1/3) y 12/3,3/31.

Segunda -ctapa.

, Se levantan dos columnas una de altura
4, e un cuarto sobre el intervdlo [1/9,2/9);
y la otra de altura 3/4 sobre el

[
-
-
24
»
-
=
>
e
-

intervalo [7/9,8/9].

Tercera etapa.

['-ln J En las cuatro partes de en medio de la
ﬂﬁ particién anterior se construyen cuatro
O AT °i'§§ :,.‘HL columpas una de altura 1/8 smobre el
intervdlo [1/27,2/27), la siguiente
altura de 3/8 scbre el jintervdlo
‘ [7/27,8/27], la tercer columna cuya
altura es de 5/8 sobre el intervidlo
[19/27,20/271, y la cuarta cuya altura
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—. es de /8 sobre el intervalo
[25/27,26/27); esto concluye la tercera

etapa. -
II_E En la k-ésima etapa tenemos:

para el nimero de columnas levantadas vy

1

alturas correspondientes

Etapa NGmero de Alturag por
Columnas intervalos
primera 1 %
t 3
segunda 2 ry vy
1 3 5 7
tercera 4 T 7 + 7
cuarta 8 .1_ .L 5_ 7_. L L
16 16 16 16 16 16
k-1
k-ésima 2" ——:: e 2 k_; E
2 2

Si continuamos con este proceso en el limite se obtiene una
estructura gue tiene la forma de una escalera infinita con un nimero
infinito de peldafios o valores en un intervale cerrado y finito.
talculemos la loagitud total de nuestra escaleu.fngl.mi:u )

El primer peldaflo mide 1/3. Los siguientes dos peldaflos miden
1/9 cada uno, los siguientes cuatro, miden 1/27 cada uho; asi la suma
de las longitudes de todos los peldafios hasta la k-ésima etapa se

k-1
1.2 ... 2

expresa por la progresidén geométrica Sk--j-+—§-+-2—7-+ + o=
y al multiplicarse por 2/3 se tiene

x
2 2 4 8 ..., 2
R Y A U A
y reotando las dos expresiones antariores se obtiene

-j = = + —-—_l+ —_— - 4 4 rreses 1—2'
s S = [9 [2 2_‘] * 3

factorizando se llega a

=G0=



w
f‘;'\
[
.
wlng
e
®
th
+
—
win
|
t 4
2=~ NI e

, , @V, oy .
La longitud total se obtiene al hacer tender k a infiniteo en la
Berie sk o sea

M
. B 2
LE}lgmsk”%ig‘bul'Fa [_3]
k
2
3

pero para valores muy grandes de k, {-—~:| tiende a cero, por lo tanto
se tiene que

L=14+30=1

Pero la estructura no crese en estos peldafios, 56lc se gana
. altura en log puntos del conjunto de Cantor pero muy poccs puntos
caen en este co'njunto {atin c¢uando su cardinalidad es la del continuo)
tsu lonagitud es cero!, la longitud del segmento ([0,1] es unc y la
lengitud total de los peldafios es uno.

La estructufa sube de "¢ a 1" adn cuando sélo crece en un
conjunto de longitud cero y nunca da ningin salto,
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« Area bajo la curva de la escalera infinita.

Se puede observar que una escalera infinita aciende desde la izqulerda en
dngulo recto, tiene una infinidad de etapas y sus alturas se hacen
infinitamente pequefias.

Dado que el proceso continua, en el
{ limite el cuadrado se llena con la
parte superior A y en la parte més
baja con la B.

En el limite, habrid una simetria
perfecta, la parte A sers
exactamente una copia de la parte
B; la parte A se obtiene haciendo
una rotacién de 180° de la parte B.

En este sentido la frontera de la parte B de la escalera divide al cuadrado ¢N
dos fractales identicos reducidos a la mitad; asi el &rea determinada por la
parte B es exactamente un medio del cuadrado inicial en el limite,

El &rea bajo la curva que describe la escalera infinita se obtiene del
siguiente modo.
Etapa inieial.

Para el &reca de la escalera en este
caso la columna levantada de base
igual a 1/3 y altura 1/2, el &rea

=
2

se define por Al = —;- .
Segunda etapa,

Para el calculo del drea unimos las
dos columnas de base 1/9 y alturas
de 1/4 y 3/4 respectivamente
entonces obtenemos una sola columna'

de altura 1; asfi el area en esta
»®
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11 3) .
etapa es A, = -—9—[—4- + -4—] =
1

51

Tercera etapa.

Aqui las 4 columnas son de base 1/27 y sus
respectivas alturas son de 1/8, 3/8, 5/8 y

7/8, entonces el &rea en esta etapa es A: =

1f1 3 5 7Y _ 1 . as
27["5"*'8‘*'5’*7:“)"?131
cont inuamos este proceso es decir si movemos

las columnas en &ngulo recto y juntamos las
partes respectivas de tal manera que se formen
recténgulos cuya altura sea de uno excepto en la
primera etapa entonces para la etepa inicial
tendremos: un recténgulo de base 1/3 y altura
1/2, en la segunda etapa tendremos un recténgulo
de base 1/9 y altura 1, en la tercera
etapa tendremos dos recténgulos de base 1/27 y
altura 1, en la k-ésima etapa tendremos 2*

rectangulos con base 1/3% y altura 1; en el

limite se obtiene una figura que "llena la
mitad del cuadrado", asegurando asi gque el
drea baijo la curva de la escalera infinita es
de 1/2; como comprobaremos.

Denotemos por A el &rea total de la escalera y peor Ax' Ao A el drea en
respectivas etapas, entonces tendremos:

et 3 (E 3 A(E e F e F)
= el e (2 b )+ -3—}(2“) P
A= -%% + %&-[1 + %} + -%— EIRERRERRE S fg})
Hallemos la suma de la serle geometrica
2 4 2
§ =1+ 3 4 5ot T;H

ai multiplicamos por 2/3 a la serie tenemos
»
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2 2 4 8 2**!
381!“_3—+T+T7_+”“”.+-§—k_;1
restando las dos expresiones anteriores se tiene
.25 - 2.2 4 4 P
5% asu‘l“(a a]*(? 'T]*"""*‘;‘Wf
k+1
2 2
N [1 Togwy o~ 14 ak+1
. kel k+1
sk=3-[1+ zk”}=3+3-[—2.]
3 3
2mi
en el 1fmite cuando k — » el término [——-] -—— 0 entonces
: 3
1im Sk=3+3'0:3
k 2w
Por lo tanto el area A de la escalera infinita es
N T I N 32 .1
A= b gde &t 5 =5

Dado que se comprobd que la longitud de la escalera infinita es 1 entonces,
dado que la curva dentro del cuadrado es simétrica y la frontera de la
escalera divide al cuadrado en dos fractales reducidos a la mitad, por una
rotacién de 180° entonces la longitud de la curva es exactamente 2 por lo ;v
tenemos una curva fractal la cual es de longitud finita.

7d.Dimensién de la escalera infinita.
Recordemos gue en el capitulo 2 se llegd que

Nig)e® = Nig*)oe'"”

en egte caso tenemos que N{¢) = 1, N{e') = 3 y ¢’ = ¢/3 sustituyendo tenerds

1+¢® = 34(e/3) w e2=¢ s
D'lne=1lne =+ D=1Inegflnec =1

asf la dimensidén de la escalera infinita es D = 1,

La congtruccifn de la escalera del diablo no es una estructura auto-semejanie
es una estructura auto-afin esto es: "si una egtructura puede ser reducida
dos diferentes factores, tanto en su escala horizontal como en la vertical

imigenes que tienen partes que son copias afines de un total son llamados
estructuras autoafin.

La escalera del diablo es un caso especial de una transformacidén afin como
describiremos a continuacién.
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Gréfica completa que describe
a la escalera infinita

dividamos al intervalo [0,1)
en tres rectangulos cuya
altura sea igual a 1/2 (factor
vertical} y base igual a 1/3
{factor horizontal)

Apliquemos la  construccién
reduciende la imdgen de la
escalera con un factor
horizontal reducido a 1/3 y un
vertical reducido a 1/2 es

_.decir por dos escalas
. diferentes; en cada uno de los

tres rectangulos  obtenemos
asi, tres copias identicas
reducidas de la escalera
infinita.

Haciendo rotaciones de 180° se
observa gque el block 6 es
igual al block 1 en forma
gemejante el block 2 es igual
al block 3 v el block 4 es
jgual al block 5 de tal forma
que si reunimos las seis
copias en forma conveniente
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obtenemos la imagen de 1la
escalera infinita original,
hacemos notar que dicha
estructura no es auto-~
semejante porque sus factores
de reduccidén en las escalas
difieren (esto 1/2#1/3) y en
. . las escructuras auto-
semejantes dichos factores son
iguales; asf la escalera
infinita es auto-afin.

I
. Ba.
L;;A%licacién de laescalera infinita a la fisica.

La escalera infinita es un invento que se considera puramente matemitico y
tiene una relacién con la figica de la manera siguiente: censideremos al
conjunto de Cantor con una modificacién; la cual describe al segmento unitario
(iniciador como una barra con densidad r = 1.

Supongamos que podemos comprimir y estrachar a la barra enforma arbitraria,
entonces para las diferentes etapas de este fractal tenemos:

. ) Barra inicial con

] longitud L = 1 y masa

inicial m = 1 ahora

1 | cortemos a la barra a la

mitad, obteniendo dos
| piezas idénticas con
masas iguales me= M=
' l‘ 1/2.

. : { en la siguiente etapa

hacemos esfuerzos

——
=

reiterados para que la
longitud sea reducida a
Lﬁ=1/3 en cada una de sus
partes. Entonces la masa
ge conserva, la densidad

en cada pieza debe de
inerementarse por
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Repitiendo este broceso
se tiene que el nimero de

barras es de N = 2" con

una longitud 1 = 1/3" y

maga m = 1/2", Mandelbrot
llamé a este proceso
cuajamiento de una
distribucién uniforme de
masas; por este proceso
las masas se agrupan en
muy pequefias regiones con
una alta densidad. La
densidad de cada una de
estas piezas, peguefias

La figura muestra que la
densidad es alta en las
barras en cada
generacién.

Suponemos ahora que el proceso de cuajamiento tiene que ser aplicado una
.infiniodad de veces y tenemos que pengar en la estructura resultante puesta.
.enun eje de longitud 1 medida de izquierda a derecha.

Entonces la masa M(x) de la estructura scbre un cierto intervédlo digamos [O,H
se puede escribir formalmente por:

X
Mix) = [ ame)
0
donde la mesa no cambia.
Ahora si ircrementamos por saltos infinitesimales al conjunto de Cantor, la
gr&fica de la funcién resultante es una escalera infinita.
Q.La curva de peano.

En la seccidn anterior discutimos la consruccién de un fractal cuya dimensidn
es D = 1 veamos ahora otro caso extremo, un fractal de dimensién D = 2 el ¢
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describiremos.

et

PRI YR J—

. Longitud de la curva de Peano.

Etapa inicial.

SE  toma un segmento de

longitud unitaria como
iniciador, dividimos en tres
aprtes iguales a dicho
segmento.

Segunda etapa.
Cada segmento de linea de
anterior es

la etapa
remplazado por nueve
segmentos de longitud 1/3 del segmento
original; se observa que en la mitad de
la tercera parte hay dos puntos donde
la curva se toca asi misma. Este modelo
geométrico se le conoce como el generador
y es el patron

que se va a seguir en

la construccidén de la curva.
Tercera etapa.

Con el modelo muestra, cada
segmento de linea de la etapa
anterior es remplarzado por 9
segmentos de longitud 1/3 de
la longitud de 1la

anterior,

etapa
la curva tiene en
esta etapa 32 puntos Yonde se
corta asi misma

Si cont inuamos con este
proceso en forma iterativa en
el limite se obtiene la curva

de Peano,

Observamos de la construccién en sus distintas etapas se tiene gue cada
segmento de linea se remplaza por 9 segmentos de 1/3 de longitud de lq etap
anterior, asi obtenemos gue el scgmento de linea que constituye el iniciado

tiene longitud unitaria.

En la primera etapa la longitud es de S+({1/3) = 3 .
en la segunda etapa la longitud es de 9:9.{1/3%) <= 9
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en la tercera etapa la longitud es de 9-9-9-(1/33) = 27

en la k-ésima etapa la longitud es de 1 = 3k

+ Caleulo de la dimensidn del fractal de la Curva de Peano.

Observamos que la curva de Peano es auto-semejante porque én cada
etapa el facor de reduccidén es de un tercic entonces de acuerdo a la

formula tenemos N = 1/g" y basandonos en la primera etapa tenemos gue
N=38, = 1/3 y sustituyendo encontramos gque

por le tanto la dimensidn de la curva de Peano es 2.
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CAPITULD I

LA IDEA DE COMPLEJIDAD
1. Conceptos fundamentales: Funcién Lineal, Funcién Exponencial

Qn*‘*b (¥R

opuesto

*La siguiente gr&fica muestra a un
Jen mena Zineal Bnecienle, denotado

por una Recla Baccicnte:y = mx + b,
dende

der ,
m £ "pendiente" = tan @ =
catelo opuesto

csteto adyacente

*Fenbmeno lineal Decreciente:

Recta decreciente. )
m "pendiente" < 0 ..o
e Qe
»Fendmeno constante:
Recta no creciente y no decreciente.
m=20

El ejemplo siguiente nog muestra en forma particular los 3
fenémenos descritos anteriormente,

Consideremos un mercado capitalista hipotético, en donde se
ncgocia un productc, cuya cantidad demandada por los compradores varia

s¢lo en funcidn del tiempo, al igual que la cantidad ofrecida por los
vendedores.

Basta considerar 4 variables en el modelo, a gaber:
t = "tiempo"

Cy = "Cantidad demandada"

Cy = "Cantidad ofrecida" y

P = "Precio de la mercancia"

Se establecen los siguientes 3 supuestos bédsicos del modelo;
1. A medida que el precioc aumenta, la cantidad demandandada

disminuye en proporcidén constante y a la inversa,esto es, C; es una
furcién lineal decreciente de P: Cy=mP + b, con m < 0,

2. A medida que el precio aumenta, la cantidad de mercancia
ofrecida aumenta en proporcién constante y viceversa, esto es,
€, es una funcién lineal creciente de P.

3. El mercado del producto de referencia se considerard en
equitibria si golo si la oferta es igual a la demanda: €, = C,
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Ya introducido el sistema
Czrtesiano de
coordenadas,  las  rectas
crscientes, decrecientes
y Thorizontales quedan
tcdas dnivocamente
caterminadas por una sola
firmula que depende de 2
Eirdmerros:

Y=mx + Db : m, beR
Fandmeno Empirico
{experimental) con:

stos aislados cercanos a
una recta.

. H
, Funclon
Conaf&n*&
m=0
Ofecta

13 .
ion decreciv
/ | lumwh Far

P

X mn
1
« !
2 | ¥,
X |y
3 i 3 Tabla de datos
X, | ¥,
S
[,
|
Xn U ¥n

Ajustar la mejor recta posible a una
tabla de datos se puede materializar
a través del Método de "Minimos Cua-
drados", el cual esencialmente cone
siste en obligar a que la suma de los
errores verticales sea minima.

{vlase et Apéndice 2)

Ahora los datos experimentales parecen
alinearse a lo largo de la gréfica de
una funcidén exponencial, por ejemplo :

v= ka¥ con a $o0 vy ad 1,
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y = x a¥

Iny=1n (Kax)

lny=1lnXK+ 1ln a¥
Iny = x*lna + In K
Y= X+ -M+B

M, B

{*) Las féreulas que
minicizar 1a sma de
ser las del Apéndice 1.
si los datos
experimentales
parecen ajustarse a
le largo de la
grifica de una
funcién  potencial,

®e

tos

~ entonces
el ajuste
. se hace
reduciendo
el
e problema a
un  ajuste
lineal,
—3) pero con
escalas de
los ejes
transforma
dos.

Partamos de una funcién exponencial.

Apliquemosle la funcién logaritmo a
ambos miembros de la igualdad.

Pox el logaritmoc de un producto,
Por el logaritmo de una exponencial,

Se identifica con una recta, pero como
y y ¥ son conocidas, por ser datos,
las nuevas X y Y también serdn datos,
mientras que M y B aparccen como las
incégnitas

Se determinan M y B por "Minimeos
Cuadrados". Siendo ahora ya conocidos
My B,

Se estiman los parfmetros originales

de la funcién exponencial: K y a.

eate wétoda obtiencn de
cuadréticos verticales,que resvitan

| RN

deducen
errores

<on (1

-~

por

entonces

¢

el

ejemplo
con r

r+ 1,

ajuste
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se hace reduciendo
el proklema a un
ajuste _ineal pero
con los

ejes transformadoes.

Y=kx Partamos de una funcién potencial, con
r constante y mayor que cero.

iny = 1n (k xr) Apliguemosle la funcién logaritmo.

Iny = Ink + In x Por el logaritme de un producto.

Iny = r<lnx + 1lnk Por el logaritmo de una potencia.

¥ =RX+K Se identifica como una recta, pero X
y Y son conocldos por ser datos x
y ¥, e incognitas R y K.

R, X Se determinan R y K por "minimos

cuadrados". Siendo ahora ya conocidos.

R=pr => Se estiman los pardmetros de la fun-
K= 1Ink =»> cién potencia original r y k.

. Lag formulas que (13 deducen con este mékodo se abtienen por #l
procesc do ninimos cuadrades (véase &1 Apéndice 2)

*.2Ajuste de curvas a la mejor linea recta posible

En lo subsiguiente se dan algunos ejemplos de datos
experimentales, los cuales describen ciertos fendmenos '"reales" o
parecidos a los fendmenos "reales" con alguna catacteristica de tipo
'practico".

Por ejemplo, la Tabla 1 describe el {funcicnamiento de un
"velocimetro" que mide en winutos el tiempe (x} y la distancia
recorrida (y) medida en mektros.

Tabla 1
X len min.}{6 |1o |xs |zs |:1

Y f(en wmta.) :55]103116]'27! I:IJG
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4 una recta.

400

250

Este velocimetro describe parejas de puntos de la forma (x,y),
que en un sistema cartesiano de coordenadas estandar parece ajustarse

Y

L
|
-1
|
-1
|
-
l
-
|
-1
|
-
I
-

—

|
|

La nueva tabla :

20 25 30

Klen min.)

— X

35

|a J:u 115 125 ]m

log ¥toucva um.ﬂl.nla.osla.z: Iz.lalz.sz

se muestran una nueva relacién del funcionamiente del velocimetro, a
gaber:
parejas transformadas de la forma (X,Y¥) = (x,log y}, esto es: X = X
Y = log y {observese que estamos tomando logaritmos en base 10:log)

»

las parejas (x,y)
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originales han side sustituidas por las

Ahora la
grafica en el
plano 1llamado
semilogar{tmico
con los nuevos
ejes x, log ¥

no ge ajustan
mejor a una
recta, sino mis
bien parece
ajustarse a una
curvat



3.0 | Distancias

Y = log y
l
2.5 |
I
2.0 | ]
1.5 | o
«
l
1.0 |
l
5
! Liempo
—p——x—tienpe ¥
x

| s 10 15 20 25 30

log Xinueve Uemmﬂ.w}x ll.n]l.:a]:.u

Los nuevos datos:
log ytwueva dist.) Il.alz.oa]z.zl]a.nla.sz

donde, se muestran otra relacién del funcionamiento del velocimetro, a
saber: las parejas (x,y) originales han sido ahora sustituidas por las
parejas transformadas de la forma {X,¥) = {leg x,log y}, esto es: X =
logx , Y = logy. i

Al plano, donde se dibuja esta nueva grdfica se le llama
logaritmico y en él los datos {(log x,leog y) de plano se ajustan a una
curva

N =1log y

2.5 4%

| -
2.0 |
|
1.5 |

|

1.0 |

I

5 |

‘+_rm » \o%V-
.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
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Comparando las 3 grificas anteviores, observamos que los datos,
cuva relacidén es tiempo vs distancia es una relacién de tipo lineal,

dsdo que los puntos (x,y) se ajustan mejor a una linea recta en el
p:iano esténdar.

‘La siguiente tabla 2 relaciona el tiempo {dado en decenios} con
el crecimiento del Tamafio de la Poblacién Humana (medido en millones
de personas)

tabla 2
X(en decenlo:)ls 110!15‘25 |Ju

Yten miltones) |63 |71 {31 ] 160|250 toeoer 1650 & 19500

En el planco estdndar {x,y) los datos se ajustan a una curva,

1a)
[2]
o

L%
m
[=3

= =
[ &) w
a o

ur
-4 ©

n
&
«
e e e —— o — e — -

>
*

o]

10 15 20 25 30

En el plano semilogaritmico (x,log y) los datos se ajustan a una
recta:

X(en decenjos) is ‘m i:s izs lao

log Yinueva poblacldn)‘l.79|1.55l1.95[2.20!2.39
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En el plano logaritmice {log xX,log y) los datos se ajustan a otra
curva:

log X(nuevos tiempust l,aq I’ |1.17f1.:9[1.47

log Yinueva poblacien) ‘1.19'1.35‘ 1.95‘2.20'2,39

log ¥y
Iy

3.0}

2.5

| !
2.0] .

Rl
e
1.5]

1

!
T p Log*
|
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Comparando las 3 grdficas anteriores observameos que los datos de
.1a tabla B cuya relacidn est& dada en el plano semilogaritmico (X,Y)
= (x,log y) dado por decadas vs.logaritmo de la poblacién son una
relacién de Tipo Exporencial, dado que los puntos transformados (x ,
log y) se ajustan a una recta en dicho plano semilogaritmico.

Esto, en efecto resulta ser asf, ya que si suponemos que la
poklacién cambia segln una lecy exponencial, entonces:

) 1ogy=logk+logax s log y = xlog a + log k

que es de la forma;

, donde en efecto: ¥ =legy , X = X, ademds de
que M= loga y B=log k.

*En este dltimo ejemplo sobre salto de altura, los datos de la
Tabla 3 muestran la destreza de un deportista en el tiempo (medido en
secundes) con respecto al salto de altura (medido en metros)

Tabla 3

XK(en segundon) ]lU|15|20’25130 b
Y(altura en mli.ll l l [ t 4
ACTIVIDAD 8.

De manera similar a como
heros trabajado los otros
ejemplos, genera las
nuevas Tablas de datos y
graficalos para el plano
genilogaritmico (x,log y)
y para el logaritmico
(log x,l0g9 y). Verifica
que el ajuste a una recta
se logra en aquel plano, — P

dorde se justifica que o 5 o gs 39
la funcién que mejor
ajusta a una recta es una
funcién potencia,
{respuesta en el Apéndice

1.
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ESTA TESIS N9 biag
'~..3‘Aju'ste de curvas (continuacién).SAuB BE M B’Buenc‘

La medida de la complejidad de un fractal, representado en forma

gecmétrica, depende Gnicamente de la relacién entre una funcién y su

* t
-~ 1

griafica.
El caso de la funcién lineal,
y =2 + 1 Funcién lineal, con pendiente m = 2 y
ordenada al origen b =1,
‘1 2 4]15 |6 {7 |8 {9
x| I '3] l I l I { ' Su tabla usual de valores.
yi3[st7lel12l2a]as|17{19]21
Y
21
|
17 |
|
15 | Gré&fica de y = 28 + 1
i
12 | {en papel est#ndar)
o
s |
|
6 |
I
3
| L x
[
}

«Conaideremos una funcilén exponencial.

y = 0,25 « 2¥ Funcién exponencial,

x{1 |2|3|4i5]6
ylo.5(1|2{4{8]l6
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I
nN

ﬂ

Tabla adicional tomando los logaritmos base 10 en la variable y
oy servird para ajustar la curva a la mejor recta posible, en el

lano semilogaritmico:
X |1 1213 |4 lS |6
" .5 1]2 4 8 16
log y!~.501]0{.301].602].903|1.20

Esto se justifica, ya que:
y = (0.28).2% Funcidn exponencial.

log y = log[(o.zs)'zx ] Tomando logaritmos.
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log
Y

Yy = x-log 2 + log {0.25) Por el logaritmo del producto.

= Mx + B

Con M = log{2) y B = log (0.,25)

*Tomemos ahora uuna funcién potencia:

y:

x{1

(0.1) %"

|2 (3 {4 IS _ ¢

Funcién potencial (x variable)

y{.1].8]z.7]6.4{12.5]21,6

Tabla minima de valores

Y
4 .

- i
I /

16 | /!

/

|

12| Grafica de y«(0.1)+x°.8e ajusta a una cur
|

8 f
| 4

4 1 /"
I

- e * X

o [ 1 2 3 4 5 ¢
l ’
¥ = {0,1) % Funcién potencial (x variable)
log y = log (0.1)(x3) Aplicando logaritmos.

logy = log x3 + log (0,1) Por el logaritmos de un producto.

logy = 3 logx + log{0.1) Por el logaritmo de una potencia.
Y= R X + 8

Se identifica como una recta, pero
X,Y, son datos, entonces Xy Y son
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conocidos.

R, S Se determina R y 8 por minimos
cuadrados, luego se consideran aheora
ya conocidos.

Y = 3X + log (0,1) Recta estimada.

Consideremos ahora esta misma curva, pero en el plar
logaritmico:

x |1 |2 J:i |4 !5 16 Tabla de valores {(log x,log ¥

Y .11.8 2.7 16.4 |12.5(21.6

log x{0 }.301 |,477|.602}.698|.778

log y|~1|~.9206{.431{.806}1.09}1.33

% = log y
1.5 |

l .
1.0 |

i -
0.5 |

I Grifica de y=0.1:%" en el plano logaritt

0
: = —~ X~ \os“-
.4 .8
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4. Dimecnsién por Compartimentos.

La dimensién por compartimientos es un proceso, cuyo
aprevechamiento nos ayuda a medir el nivel de complejidad de una
figura geométrica complicada.

Para calcular la dimensién a través de compartimientos de una
figura:

a} Cubrimos al fractal con una maya o cuadricula, teniendo en
cuenta que las medidas de los compartimientos o cuadrades de la malla
gque cubren al fractal deben tener diferentes escalas de medidas : 1/4,
1/8, 1/12, 1/16, 1/32.,. 1/n, donde: 1 : representa la unidad (un
cuadrado de longitud 1), n : niimero de partes o compartimientos en el
cual se divide a la unidad.

b} Contar el niimero de compartimientos que contienen una porcién
de la figura en cada uno de las cubjertas a diferentes escalas.

¢} Registrar los resultados en una tabla de valores. La Tabla

1
recege puntos de la forma : (~——-—, y), donde
escaln X

1

--+ ep el reciproco de la eccain X ¥
escala X

¥ : e3 el nimero de cuadriculas o compartimientes que contienen
alguna porcién de la figura.

d) La pendiente que se obtenga de la mejor recta ajustada, en un
" plano logaritmico, con los datos obtenidos en el inciso ¢}, dicha
medida se conoce como la dimensidn por compartimientu de la figura,

En cada una de las gréficas descritas a continuacién se hallard
la dimensidén de la figura a través de loas pasos descritos
anteriormente.

Las figuras a considerar son : Ondas (Sinusoides}, Circulos { Hoyos
Negros )} y Una Funcién Arbitraria.

4 a. ONDAS
. | - .
Tomanos un segmento de longitud unitario, es%;a | R 3
dicho segmento lo dividimos en 4 partes M :
X \
icual de 1 itud *-.n, Jat
iguzles de longitu n 2 /;va 4 .

Este nimero representa la "escala" de los
compartimientos; ahora cubrimos a la fi-
gura con una malla o cuadricula de 4 x 4

1
=16 compartimientos con escala de “E"'
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El nimero de compartimientos gue no con-
rienen una porcién de figura son : 5.

Asf el nfimero de compartimientos que con-
tienen una porcién de la figura son: y =
16-5 = 11 compartimientos.

1

El reciproco de 1a escala x =
escala x
G = 4
=G = 4.

Dividamos al segmento en 8 partes iguales
siendo la escala igual a 3

El nfimero total de compartimientos es de
2

8" = 64,

El ndmero de compartimientos gue no cen- escaig | {8
tienen una porcién de la figura : 30, L P P
Ndmero de compartimientos que contienen a
la figura y = 64 - 30 = 34. 301
El reciproco de la escala x = -—»-1--—-= ble
eccala x
L \

= (-} =8

8 ) A\

B

1
Escala; —. -
ca 3 7.

BiIg

' Namero de compartimientos : 127 = 144, escala,

Nimero de compartimientos due no contienen 12

a la figura : 93,

la figura: y = 144-93 = 51.
1

]

2

3
Nimerc de compartimientos, ¢gue contienen a e

5

[

—_—

El recfproco de la escala x =

apcala X 14

VERE NP
T : ]/

=

1
Escala 1 -——.
16

Nimero de Compartimientos que contienen escal
una porcién de la figura y = 68. ca'e
1 116
El reciproco de la escala x = —
, eccala x /
1.
= (—17" = 18, /
16 .
i
I;
- 84 =
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I
escals, | ¥ 7.
124 i o
j | I
1 I
Escala : —. fi
24 {
Nimero de compartimientos que contienen i { Tt
una porcién de la figura: y = 100. f v
1 \ 14
El reciproce de la escala x = —— 1 !
cscala x i t
1a '
{(—)" = 24. O] s Tt
24 escale . {44
1132 t
i
Escala : —. ] ¢
32 3 ) t
Nimero de compartimientos que contienen ; ¥ :
una porcién de la figura: y = 135. : e ) fH11
1
El reciproco de 1a escala x = -~ = Esssaluansy TS
p e escala x H ,‘_JLI:&
) - sad R
= (=) =32, : R b
32 A T
HH £
- 1 LI }

La siguiente tabla muestra la relacién entre el reciproco de la escala
1 . . .

~ y el ninero de compartimientos que contlenen una porcion de la
®

figura : ¥y

1
-4
X

y|11]3s|51{68] 100|135

8 |12]16[24 {32

Al tomar como base estos datos los graficamos en 3 distintos planos
graficos: N S

\Graficas de ONDAS en el Plano Esténdar

1
—l4 |8 [12|16]24 {32 .
X

yl11]34]51]68]100|1235

Ajusta mejor a una curva y no a una recta.

.Graficas de ONDAS en el Plano Semilogaritmico
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1

X
log y|1.04]1.53]1.70{1.83[2 [2.13

4 8 12 16 2432

Ajusta mejor a una curva y no a una recta.

*Cr&ficas de ONDAS en el Plano Logaritmico.,

1
log ~|.60 |.90 |1.073.20|1,38/1.50

log yl1.04{1.53[1,70]1.83}2  |z,13

Ajusta mejor a una recta, donde las pendientes
sucesivas son:

1.53 - 1.04
m = ————— = 1,63333:::
.90 -~ .60
1,70 - 1,53
m, & ——————m——e = 1, 000000 ¢+
1,07 - .90
1.83 - 1.70
My & = = 1,00000+¢+
1.20 - 1.07
2 -1.83
mg e ———— = 0,99444+:
1.38 - 1.20
2,13 - 2
mg = ———————— = 1,00000::-
1.50 - 1.38

De aqui que la pendiente promedio total sea '

1.63333 + 1 + 1 + 0.94444 + 1
= L]

5

Es decir, la dimensién por compartimitntos es D = 1.

kb, HOYOS NEGROS

1
Escala: -.

- Cubrimos a la figura con una cuadricula
de 16 compartimientos de longitud 1/4

- 86 =



de la longitud unitaria original.

El nimero de compartimientos gue contie-
nen una porcién de la figura es el total
Yy = 16.

1 1.
El reciproco de la escala x: — = (=) =
x x
1.
(=) = 4.
4
1
Escala: -.
8

Cubrimos a la figura con una cuadricula
, 1
de 8%=64 compartimientos de longitud 3

de la longitud unitaria original.

El nimero de compartimientos que contie-
nen una porcién de la figura es el todo
menos 4: y = 64~-4 = 60,

1.
El recfproco de la escala %: — = (-)7 =
x

X |-

.
(1 = 8.
8

1
Escala: —.
12
Cubrimos a la figura con una cuadricula
1
de 12°=144 compartimientos de longitud P

de la leongitud unitaria original.

El nimero de compartimientos que contie-
nen una poreidn de la figura es el todo
menos 46 = 24, luego: y = 144-24 = 120.

1 1.
El reciproco de la escala x: — = (;)’ =
X

1,
(—) 7 = 12,
12

1
Bscala: -—.
16

Cubrimos a la figura con una cuadricula
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Gscalg i i et Wi, -
116 [ gty
‘1—4

1
de 167=256 compartimientos de longitud T

de la longitud unitaria original.

El nimerc de ¢compartimientos que contie-
nen una porcién de la figura es el todo
menos 4¢12 = 48 . y = 256-48 = 208.

1 1.
El reciproco de la escala x: — = (;)1 =
X

1.4
(= = 16.
1s

1
Egeala: —.
24

Cubrimos a la figura con una cuadricula

1
de 24°=576 compartimientos de longitud ET
de la longitud unitaria original.

El ntimero de compartimientos que contie-

nen una porcién de la figura es el todo
manog 4+32 = 128 ;. ¥y = 576-128 = 448,

1 1.
El reciproco de la escala x: — = (-} =
S x x

1
(—)7" = 24,
24
1
Escala: —.
32 -
Cubrimos a la figura con una cuadricula tscala

113
de 32°=1024 compartimientos de longitud PPy 132

de la longitud unitaria original.

El nimero de compartimientos que contie-
nen una porcidn de la figura es el todo
menos 4+67 = 268 . y = 1024-268 = 756.

1 1.
El reciproco de la escala x: - (;)l =

1.4
(=) = 32,
32

«Teniendo como base estos datos los graficamos en 3 distintos papeles
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gréficos Papel Estédndar, Papel Semllogaritmlcos Y Papel

Logaritmico, como se muestra a continuzeién, con la siguiente tabla de
resultados:

1
4 18 |12
X

16 ‘24 .32

¥{16]60|120{208)448]756

Al tomar como base estos datos los graficamos en 3 distintos planos
gr&ficos:

3y .
Geo ! !
Grafica de HOYOS NEGROS en el Plano Esténdar bt i
T )
1 ;
—-]4 8 j12 (16 |24 |32 200 /
250 N
vl16]60|120]208]a48]756 200 .
Ajusta mejor a una curva y no a una recta. ‘50 3
[1) : ®

4 8 % 16 24 32

«Graficas de HOYOS NEGROS en el Plano Semilogaritmico

T

12 16 24 32

4
log y|1.2|1.77|2.07]2.31]|2.65]2.87

1

N
Ajusta mejor a una curva y no a una recta.
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*Grafica de HOYOS NEGROS en el Plano Logarfitmico.

1
log x .60),90 [1.,0711,20{1.38}1,50

Yog yl1.2{1.77|2.07[2.31]2.65]2,87

Ajusta mejor a una recta, donde las pendientes
sucesivas son:

1.77 - 1.2

m = —— = 1,90
.90 - .60
2.07 - 1.77

My = m——————— = 1, 76470:+"

i 1.07 - .90

2.31 - 2.07

My & = = 1,84615¢+s
1.20 - 1.07
2.65 - 2.31

my = ————————- = 1,85888¢ ¢+
1.38 - 1.20
2.87 - 2.65

mg = = 1,83333¢+s
1.50 - 1.38

De aquf que la pendiente promedio total sea

m = 1.9 +1.76470 + 1.84615 + 1,88888 + 1.83333
5

{Véase adicionalmente ¢l Apéndice %.)
Es decir, la dimensién por compartimientos es D « 1,85

M. GRAFICA DE UNA FUNCION ARBITRARIA -

escabe
1 | L

= 1, BHe

1
Escala: -
4

Cubrimos a la figura { grafica de una
funcién arbitraria ) con una cuadricula

de 16 compartimientos de longitud 1/4.

£l nimero total de compartimientos: 16.

El niimero total de compartimientos que
no intersectan con la grafica: 7.
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El niimero total de

intersectan con la

El reciproco de la

: 1
Escala: —
]

Cubrimos a la figura
funcién arbitraria ) con una cuadricula

compartimientos que
griafica: y =16-7= 9.
Cytes

4

escala: x

{ grdfica de una

@ L . 1
de 8=54 compartimientos de leongitud E.

El
El

nimero total de
nimero total de
no intersectan con
El nimero total de
intersectan con la

EL reciproco de la

1
Escala: —
12

Cubrimos a la figura
funcién arbitraria ) con una cuadricula

compartimientos: 64.
compartimientos que
la gréafica: 40.

compartimientos que
grafica: y=64-40=24,

1.
egcala: X = (5) =8,

{ gréfica de una

de 12°=144 compartimientos de longitud
1

'ﬁ-

El nimero total de
El nimero total de

" no intersectan con

El nimerc total de
intersectan con la
= 45,

El reciproco de la

1
Escala; —
16

Cubrimos a la figura
funcién arbitraria } con una cuadricula

compartimientos:144.
compartimientos que
la grafica: 99.

compartimientos gue

grdtica: y = 144-99
1.

escala: X = (—) =12,
12

{ grdfica de una

de 162=256 compartimientos de longitud

- 0] -

escam | M| 2]3[als|g|7]8
8 g Tl u]r]iz]y s
AOEERI
SRR
}qu!f%. eI
RN
21 28| " |29 199/ 30[34 )38,
1781 391361 36! 37| 38 30| 44
¢ scalq —-—-— 1L LT :l
1712 ;
AN
(1IN
| AN
@ ﬁnﬁ il ; A
AT




1

16"

El nGmero total de
El nimero total de
no intersectan con
£l nimero total de

intersectan con la
= 63,

El reciproco de la

Bscala:

Cubrimos a la figura

funcién arbitraria

compartimientos: 256.
compartimientos que
la grédfica: 193,
compartimientos que
grifica: y = 256-193

-1

1
egcala: X = (—)} =16
16

{ grafica de una
) con una cuadricula

de 24°-576 compartimientos de longitud

1

24

El nimero total de
El ntmero total de
no intersectan con
El nimero total de
intersectan con la
108.

El reciproco de la

Escala:

Cubrimes a la figura

funcidn arbitraria

1

32"

El numero total de
El niimero total de
no intersectan con
El nimero total de
intersectan con la
150.

El reciproco de la

compartimientos: 576.
compartimientos que
la grédfica: 471,
compartimientos que

grafica: y = 576-471
1.4

escala: X = {~) =24
24

{ grafica de una
) con una cuadricula

de 32%=1024 compartimientos de longitud

compartimientos:1024.
compartimientos que
la grdfica: 874,
compartimientos que
grifica: y =1024-874

1 .
egcala: X {~——) '=32.
32

~ 92 «

escalq
116

2 scald
1124

escale 7]

1/32

bei

..
]
=

]

e

=1

=

e
CRy
Py i

3.4
1)
_Fz._.
i

st

-4 14

4 H

e
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«La siguiente tabla muestra la relacién que se tiene con respecto al

reciproco de la reduccién en la escala |

-1 .

)7 y el nimero de
escala - X .
compartimientos y :

1
~[4f8 [12]16{24 |32

y19]24]45]63]105]150

Al tomar como base estos datos los graficamos en 3 distintos planos
gréficos: ’

«Grdfica de la FUNCION ARBITRARIA en el Plano Estandar

et

24 ‘32 20

4 |8 [12 |16

y|16]|60{120]208(448(756

Ajusta mejor a una curva y no a una recta.

«Graficas de FUNCION ARBITRARIA en el Piano
Semilogaritmico
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1 ‘ -
- 4 8 12 16
x

24 {32

log y}.05}1.38{1.65[2.79(2.02]2.17

Ajusta mejor a una curva y no a una recta.

+Grdfica de FUNCION ARBITRARIA en el Plano
Logaritmico,

1
log —1.60;.90 }1.,0771.20}1.38|1.50
X

» les

log y|.95(1,38]1.65|2.79{2,02]2,17

fo

«y X

3 T

6 1715 10 2.6

Ajusta mejor a una recta, donde las pendientes
sucesgivas son:

1.38 - .95
My = e = 1,43
.90 - .60
1.65 - 1.38
My = - w1, B84
1.07 - .90
1.79 - 1.65
my = = 1,070
1.20 - 1.07
2.02 - 1.79
my = ——————— = 1,27
1.38 - 1.20
2.17 - 2.02 .
mg = ——— a2 1,20
1.50 - 1.38

De aqui que la pendiente promedioc total sea

1.43 + 1.58 + 1.07 + 1.27 + 1.2
- 5

o 1,32259¢¢"

(Véase adicionalmente el Apéndice 1. )

g8 decir, la dimensién por compartimientos es D o 1,3225 cual
representa la medida de complejidad de la figura.
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LY
B DINENS](?N DE UNA LINEA COSTERA USANDO DIMENSION DE COMI’ART]MHENTOS

Podemos utilizar a Ja dimension de compartimivntos para medir
la  complejidad de variadas figuras, incluyendo las conple jidades
en una linea costora o en un Litoral.

Para este caso caleularemos Ja complejidad de la costa de
Inglaterra, usando & mapas idéhticos de Ja Costa, y cubricnde cada
une de ellos con una cublerta o cuadricula a dislintas escalas
174, 1781, 1/12.. 1716, 1724 y usaremos @l mismo proceso usado

anteriormente.

5a, Dimensién de la Costa de Inglaterra.

. - e
b
P
1 o ,l":/'? L3
"“'--5—5’::“ —'—45”’17 o o Qubrimos a la figura (costad con
U S
¢ 'ﬁ? i 4> (5> = Z0krmpartimientos con
/] i tls, ' ! 5
~ PrY i una escala de 174,
fﬂ’q’" 'ﬁ_y , El numero de compartimientos los

P\ \ cuales no cubren a la figura son!

W

L "v que cubren a ia figuraes ! Y =

¢ {
A o
. I Asi el numero de compartimientos
J—J'J .
;_.J’ :
4 ! 20 - 4 = 16
' El recuproco de la escala es X =
-1

gtcatase - 95 _[ _L] - 4.

! ‘

3



R N
—
R 17
! éyr‘ 41
! :)"? . /
v"’_ﬁ,/ “ "
Pt e &/RIRAA\
_\‘-, p e g
= ‘:' a‘ ‘L\T
: 17
RS T
C"v N“L/ j IRE
S L=t 1A '
f v“’Ly P
L et
ST

¢scala1/12

Numero total de compartimientos:
Bx10= 80, con una escala de {/2
numero de compartimientos que no

cubren a la figurfa: 32,

Numero de  compartimientos  que
cubren alguna porcion de la flgura:
y=80-32= 48,

El reciproco de la escala es:

W R

Namero total de compartimientos
12 X 15 = 160, con una escala de
112,

Kames» de ecompartimientos que no

cubre a la figura: 96

Namero de compartimientos que

cubren a la figura: y = 180-96 = 84

El reciproco en la escala es
-1

% = [1—;-] = 12
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UNGE sy
T
IR,
sl

rS

A
LA T
< [ AN
5' J ah (1 N -
o N
NZARNPEP Il N
o )
1.l |
| g 2,
. A el
H // e
i f"&:ﬂ—r'[
—L.
escale 1/16
- “M/ »
oLkt
rR
3 4
{ 28
¥ CIN
. - g
i g \
oy IS
. )
Z A,
Fi ] ‘ -
4,.4- y .-; .
T | ] F'L
i 7 .
2 A hAt

@scala 1724

Namero total de compartimicntos:

20.16= 320 con una escala de T!a—

Nimero  de compartimientos que

no cubren a la figura; 198

Numero  de coemparitimientos que
cubren a Ja figura 320-198 = 122

£l reciproco de la escala es

S

Namero de compartimientos: 24.30=72

con una escala de 1/24

Ramere de  compartimientos que no
cubren a l. figura: 526

Nanero  de compartimient.os  que
cubren a la Ciguray=?20-525m 154

- 97 -



1
AT
£3 M aw i Namero total de compartimientos:
X y.&
rnay (32X40) = 1200,con una escala de
; 1 -
HH E73
AN B
3 T
- iy
y 1
< ] Numero de compartimientos que no ¢
1 1
Rl Nl bren a la figura: 997
P g 1
) NHIH "
: 4-HH Namero de compartimientos qr
L XK ~-1J: cubren @ la figura ¥ a
Lt LD = ﬂi' 1280 - 997 = 263,
T -4
S
L] Fl reciproco en la escala es !
P ety
. Y B 1 -t
e scale 1/32 ¥ = [71-_] G
[l
1 |
escala 4 (] 12 16 24 32
compartimientos r 16 48 84 122, 194 283

y |

Tabla de datos que velacioha a las “cubiertas” en sus distint
cubren a la "costa”

escalas y al namero de comparbinientos gue
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Grafica de la costa en el pla

estandar, ge  observa que I

pufirtas se ajustan tanto me jor

una curva que una linea recta, o

la tabla coriginal de los datos

-

eocalal 4 8 iz 16 a4 a2
i
v ‘w 40 8e 122 4ps 203

Grafica de la costa en el plc
semllogaritmico  con  la  tabla
datos Lransformados por X
Yerlog 4y

"l

Lt Tescalak < ] 12 16 24 32
E 2'4 .&21»;(\3- 1,20 1.68 1.062 2.00 2,28 2,45

se observa que los puntos de
datos se ajustan mejor a una cu

que a una linea recta.
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Grafica de cosla en el plano doble~

logaritmo con la t.abla de

datos transformados por el cambio

de ejes X = ]og[v‘l‘—], Y =log[y]

=1
tog{?} 60 QU 107 120 138 150

.y 120 168 1,92 208 220 2.45

Mz

Ms

e wbserva que los dabos so afustaun
ejor a una hinean recta gue a una
curva  ealculando las pendlentes de
Jos puntos que definen dicha recta

ajustada Lenemos:

1,68 - 1.20 48
= 16
20 - G0 30 .
Calculo de las G
192 ~ 1.68 24
= 14117647 pendientes de la
107 - L0 a7
recta ajustada.
2.08 - 192 36
= 1,2307692
120 - 1.07 13
228 - 208 02
= = {11111
138 ~ 1.20 18
245 - 228 A7
= 14166667
150 - 1.38 12
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D= M e L6+ 14117647 + 12307692 + LUINT + 1166667

67703417
E ’ v

= 136

ﬁ .

El promedio do las pendientes

nos da una pendiente aproximada

es D, la

dimensien de la costa.

La dinension de la costa es de b =

1.3¢ la cual representa la medida

de comple jidad de la figura.

G-I)IblENslkﬁN DE COMPARTIMIENTOL PARA ORJCTOS AUTO-SEMEJANTES.

En forma similar

manera slmple para

cuando la figura

medip

la

dimension
comple jldad

es  estrictamente

autosme jantes,

de compartimientos ofrece una’

fractal formado

aungue  Lambién

nes da un enfoque para Ja medida de la compleofidad cuande la forma

exhiibida no sea auto-semd janite.

Para las figuras:

cemposicion, hallaramos

las curvas, siguiendo

cempartimientos.

Gurva de Koch,

la medida dec complejidad

wogom
—5—. ¥y curvo

de cada una e

dimensién por



- [
@M. Curva de Koch (Figura geoméirica estrictamente autosemejante)
‘—_\—-’—.--——-—-_‘o
Tomemos un segmento de  longitud
unitaria y dividamos en 4 partes

igualez  al segmento, csto ez el

escale, Z 3 . factor en la é¢scala de reduccion es
w | L vy
de Y ., cubramos a la curva de
5 ‘-Hlnz G Koch con  una  cubierta de 16
compartimjontos con la misma
eseala, asd ol nuUmero e
8 q |O compartimientoz que la cubren son !

-~

10 compartimicntos, y el numero de

compartimient.os que la cubren son :
Y e 16 - 10 =6

Ll recipraco dic la escala es X =
-1

(4] -

factor v reduccion en la escala :

wcale. | L1 21314516719 170,
18 q

1 ” 12 ’3 "‘/ 15 I(- Namere de compartimlent.os 8 X tmoa
s g L) 2|22

Namero  de  compartimientos que no

cubren de la curva : 51, Numero de
o U | RnFUn
23 124125| 22127 |2¢ 27 |30 companrtimiontos gque cubren a Ia
3] (821 &3] 3y{ 85| 3¢|37 (3Y curva : Y = 64 ~'50 = 14

3§ |4|4) | 42| 4310 Y] 451k¢
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escale
112
1
E 3
-~ U"j \J‘htﬁu
{
=
i
1,
sscale [
1716
B N
|
i
-} i
ey if\_a L{,\_

Pastor de reduccion en la escala ¢
112,

Namero de compartimientos a esla
escala @ 127 = 144.

Numeroe de compartimientos que no
cubren a la curva : 118, NOomero

de compattimicntoes que cubren a la
curva 26

-1

Reciproco de la escola X =( 1;

= 1Z.
Factoy de reduccion en la escala @
116,
Numere tatal de compartimientos a
seta oscala o : 16" = 256
Numero  de  compartimient.os que ne
cubron a la eurva fractal @ 224
Ninero de compartimientos  que
cubren A in curva ;Y =256 - 224=32

1 -4
Reciproen de la escala X =[—1-3-—-]
e 16,
Factolr de reduccion en la escala
1/24.

-1

Reciproco de la escula X =[_2.%—]
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e2sca'a,

1

escale. (=T H

1/32

24

p
1

T

2
4
1
T
e

ot

1L

I

Reciproue ‘
de la
escalal—

= 24

Numero de compartimientos (24)z =

e 576
Numera de compartimientos que no
aubren a la curva- i 52L

Numero de compartimientos que

cubren al fractel

VY = 576 - 621 = 55 compartimientos
Factor de reduceién en la escala @

1/32 veciproco de la escala ¢
t

1 ’ ..
———— = A2
( 32 ] 4

Nemero total due compatLindentos

4® c 402,

Numern de  compartimientos que no

cubren o la cteva @ BEO

Numerc de compartimientos que

cubren o la curva

Y ow=oqud o= UL0 = 74

No. de com 6 14 26
partimien-
tos v

Tabla de resultados que relaciona
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el reciproco de la reduccion en

la "oscala ¥ ] numero de

compartimientos gue cubren a la

flgura en cada ctapa de reduccion

en la escala para la curva de Koch.

log U/% B0 20 1.07 1.20 1.98 1.50
Log %D A7 144 1.41 150 17 104
t.abla de resultados de los puntos
L ‘i;\c%\‘\\
\ Lransformados & partes de la forma
3.0 | [Ias; —L—. log ]
2,54
Grafica de la curva asutosenie jante
2.0
O de el en &) plane doble logaritmo
.5 1
> con los ejes combinados X s=logx
1.0 1 Y =lom (yd v Jos puntos de la forma
.50 + : Klog 17%, log W
X-—‘cﬁ\}() ~
: ' —d i A~ S0 observa que les  puntos  se
. o L& 4B 25 36
540 4 ajustan a una linea recta.

M 144~ T7 057
_ &0

90 - 30

M2 _ 1M1 - 114 _ 27 R

= —i—.o—'fw-_i'o'ﬂ'._f?= 15082353

Mo 150 - 141 _ 009 o0
1.20 - 107 .13

B ——- e 12333333

Calewle do las
"pendientes” do algunos
de log puntos de la

recta ajustada,

— Y05 -



Ma

1,74
=

1.38

1.86
-
150

24

180 o 24 . 1.3333334
120 48

e a3

Ta8 ~ A3

12333333 +

15882353 + 0823076 + 1.3313333 + 1

L]

58472005

[&]

escale
1/4

£ A Y

=
e
Y

Promedio de laz pendientes de ia

vrota ajustada,

Ast ja dimension para la curva de

Keeh es

COMPOSICION DE CURVAS

noe 12

iactor de reduscion en la escala

174,

Nomero total de compartimientos

4% = 16

Raciproco de la escala

-1

(+1) -

compartimientos que no contienen

a la curva

- 106 -
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escale, ”f —1 3 1{— Compart.imientos que contienen a ja
B 51 A i’> p G “urva : Vo= 16 - 4 =18
Al A Ty |
e‘é‘ 718 W Faclor de reduccion en la cseala :
18 8%, Lol
v tr8.
P
N A,
3 :os Reciproco en la escala de reduceién
LERNELYS -
3y [1s] &1 ] x=[%) ==
PLr
1718 4 10 2 | Nuero total de compartimientos
85 = 4
Compartimieutos gque no contiench a
Ja curva @ 2t
' Compartimfentes que conticnen a la
aurval ¥ e 64 - 21 = 45
Factor do reduccion en la escala !
escale Facy -
1112 ¥ ! 1712
]
Phr] Al | S R Reciproca et la wscata de roduccion
5 -
S 3 XN = [ 17] . 12
ay o It
'*'T{I? v K3 i RNumera tutal de compattimientos :
L 4 @
o a’_% i - 12° v 144
1 ‘:ﬁ? N Compartimientos que no contiencn
! a

la curva @ 70,
Compartimlentos que contienen a la

curva Y = 144 - TE ~ o8,

- 107 -



eseale & Factor de reduccion en Ja escala :
17186

-1 1710
?

2

. Reciproco en la escala de reduccidn
r, P, 1 -1
b "d’ X = (—1—,—] = 16
1 4

R ?#J Namoro total de compartimientos 16%=

I
5
a

56,

5 Compaptimientos que no contienen a la

curva @ 153
Campartimicntos que contienen a !a
cutva o Y = 256 - 153 = 100

Factopr dr rnduscinn en Ia escala
1724
Ruciproco  de la reduccion en  la

-t

el o [)»1(] LS

Cscala - Numero total do compartimientos
124 R y

2% = 576

Compartimientos que no  contienen

ningutiw porcion de la curva : 9sg

I

T
B

tumpartt rentos con alguna porcién

B de la ti;ura ¥V = 576 ~ 308 =108

Factor de reducecidn en la escala !
1732
Reciproco de reduccién en la escala

. 1 1 .
X = [-32_] = 32
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escala FEHY
1432 e :
Namero total de compartimientos
- :I sy 2
4 327 = 1024
|- lompartimientos sin ninguna porcion
H - de la figura 760
I irsesantigtuinls
H i Naero total de compartimlentes con
x|
1 i
14 alguna porcién de la figura @
t £
Vo t024 - P69 = 255
Reciproco
e o
escala I/% | 4 [ 12 16 24 32
~— :
No.d:» com-
partimientos |15 43 o 103 me 255

Tabla de resultados que muestra el

reciproce de 1o reducefon en carda

pscaln v el numero

Compartimjentos  que cubre a

flgura en cada 1educcion,

Reciprocn en - i
la escala 1/x q & 12 16 24 a2

No.de compar-

timientos <(y> 15 43 o 103 LGl 255

log {173 L0 w0 107 1,200 1.5t 150 i
— e - PR,

log ¥y 147 163 183 201 227 240 J

de

1a

Loz datos muestran i relacion de

la curva composicien, los puntos

<Cx, v ) se transforman a puntos de

la forma (og %, log v )
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30
25

n’lo

1.0

Iiogty)

Asi X = log(x> y Y=logy oen
los cjes t.l-ansfox-mad_os.

Grafica de la curva autosenejante
denominada composicién de curvas en
el plano dobic logaritme econ  un

X=105L'fx\. camblo de ecjess X = logx

._:', Lt L5 w0 25 30 Y = log <y» g2 observa que los
puntos se ajusian o una linea recta
con la bLransformacién de los puntos
originales a puntos de la forma !
{Jog /%>, log (y)].

. Ms . 1.68 117 =.46 = 1853

N .90 60 a0
Mz 183 1.63 20
k =n = 1147
1.07 20 A7
Ma 2.01 1.83 A ,
L u 1.38
1.20 1.07 A3
M4 2.27 2.01 26
- = 1,44
1.38 1.20 AR .
Ms 150 138 A2
= = 92
240 2.27 A3

Caleulo de las ’ pendientes de

algunos de los puntos de la reata .
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ajustada

D=M= 153 + 117 + 138 + 144 + 92

5
6.44
B o—— = 1,28
5 .
Promediamos las pendientes de la
rect.a ajustada.

El valoy de la dimensién para la

compogicion de curvas es D =128

©C DIMENSION PARA LA CURVA

Revisar la parte I donde se plantea la construccién de la

curva,

Factor de reducclén en la cscala @
174
Namero total de compartimientos :
sscala
14 { 2 3 a4 = 16
R Lo
g&)p; Namero de compartimientos que no
&6? ﬁ:ﬁy &‘ cubren a iI- curva ! 6.
A v a
5, é:.?,’ M? < Namero de compartimientos que
_—— "«{f§ cubren al fractal Y =16 - 6 = 10,
<55 }
4 5 G Reciproco de la escala: X =
-1

(+) -
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Factor de roduccion en la escala

sale ] ! I 178. .
8 ; | Reciproco de la escala @ Xe [%—] =
HARS |
i ‘(’:J H 8
£ "Ei{\'—' 2
ML X3 L S, F Numerco total de compartimjentos & =
: ér"? C 4
i X 64
T 27 "
¢ l Nomero de compartimientos que no
[ |
: " o cubren a la curva i 38
Namero e compartimientos yue
cubren Y = 64 - 3% = 26
Factor de reduccién en la escala @
112
Reciproco de la escala ¢ X =
-1
1
[F[] =12
‘3?125 - Nuntero Lotal de compartimientos que
"\;{ no cubren a la curva 103
LS, o Numero de compartimientos que
Y sﬂﬁ
W NN cubren & la curva Y =144 - 103 =44
éMF v
R W
‘ X ) Factor de reduccién en la escala :
{
T 1716 .
. 1
Rectproco de la escala X = fea -

16
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Namero total de compartimientos =

weala, 2
118 16" = 256
R P Numero de compartimientos que no
!
E.L‘ n ’?g ! cubren a la curva : 193
s% y 1 3
R "_3' ~§ M Namero de compartimientos que
- A ;
b %? cubren Y = 256 - 193 = 63
3
1 ANNNR Factor do reduceién en Ja escala @
1724
1 -1
Reciproco de la escala | X =(_2T] ez
24.
=z
Niuneso total de compartimientos 24 =
576
Namero total Jde compartimientos que
é" " [ no cubren a la curval 472
@5¢8
124" Numere de compartimientos gue cubren
.
A ala curva Y = 76 = 472 = 104
CRMEAGL
x PFactot de reduccion en la éscala @
o
; 2 ] 1-/32
§iir
> Rociproco de la escala @ X =
ot
} (-L] = @
.1 L4

Namero total de compartimiontos 32%=
1024

Nomero de compartimientos que no
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h| - 1T
wealy fﬂ'*?-'- H
73R SpiETi iyt
JFaaAS e
e Apabs)
I Sha 'Ii FERate: _TJ
[suaad: 8 o agh s
5 e e cubren a la curva @ 869
[ 1 g o .
jus ppazhaxn il Plutyus ’ .
: oo ik i’ Rumeny de compartimientos
ot
+ & cubren a Ja curva !
3t yus %t
+ II Y
LT Y = 1024 - 869 = 155
IR AN Ry 1 11
Recipraco de |
la excala 17 | 4 8 1z 16 24 a5
1
i
No. de compar-
timientos Yy 10 26 41 63 104 185
Tabla de datos quo  relaciona,
recaiproco de la reduccion en cada
escala Uxd y su nhumero
compartimiontos que «eubre A
figira y2
l
Jog 1/x | .00 90 1.07 120 138 150
'
1
log ¥ l 1 1.41 1.61 1.7% 2,01 219

1

2.5
2.0

L5

\i :\ Ol‘z’lj)

:50 I&.o {.5 .6 2.5 3.0

qu

o

Tabla de resultados de los puntos

transformados a puntos de Ja forma

Clog 1%, log >

Grafica de la curva autozemejante

3/2 «n el plano doble logaritmo

con los ejes cambiados X =logx,

Y =log vy

y los puntos Lransformadoes :

{log 1%, log Cy) ] Se obhserva
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que los puntos se ajustan a  una

linea recta.

My 141 - 10 «H
= = = 13666667
L = 60 30
Mz 161 - 111 0.2
S s = = {4TGATOG
107 - w0 AT
Ma 179 - 1,61 A8
2 e ————— e 5T 1.3810154
120 - 107 B
Ma 201 - 170 22
= . - e & ] ,2222222
138 - 1.20 48
Ms 219 - 201 18
= - & —= 15
15 =~ 1388 A2

Caleulo de las pendientes de

algunes de los puntos de la recta
a}‘tisbada.

D = M= 13666667 11704706 + 13846154 + 12222222 + 1.5

G

N 645 129 Promedio de las pendientes do la

recta ajustada.
M= D= 129 £l valor de la dimensién para la

curva 3472 es D = 1.2V
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%, Coordenadas Polares,

Por medio de un sistema de coordenadas en un plano, es posible
localizar cualquier punto del plano.

b

En el sistema rectangular un punto

\ P(x,y) se localiza dando st abscisa:

— X, ordenada : Y, refiriendo al punto a
dos rectas fijag perpendiculares

llamados ejes de coordenadas.

En un sistema polar, un punto Be

)
W

localiza especificande s5u posicién
relativa coh respectoa una recta fija
llamada eje polar a un punto fijo
llamado Polo.

P es un punto descrito en coordenadas
Polares a través de (v, o}, donde :

ot Polor T o : es un &ngulo polar descrito en
la figura medido en radianes cuya
variacién es de : 0 a 2y medido a
contrareloj 81 e > 0 y r es la

distancia del polo al punto.

{i 8i r » 0 (positive), el punto P
estard en el mismo cuadrante que
e,
R Sir <0, el punto P estard en el
rayo opuesto al lado terminal de e
a una distancia jr| =-r del polo.
[+
\
< . - 116 -




8i r=0, el 4dngule e puede ser
cualquiera, las coordenadas polares
N {0,0) representan el orfgen cualquiera
{=0 i que sea la coordenada angular e,

Una diferencia entre las coordenadas polares y las rectangulares

es que cualguier punte tiene mds de una representacién en coordenadas
polares.

4 Py} Las coordenadas polares { r,o0 ) y
£
‘ L ,g:\ { -xr, e + ¢ } representan el mismo
°
\\,l. punto, mis generalmente los puntos (
R

r,0 + np ) con n nfimero enterc por.,
v {r, e+ np) conn nimero impar
entero, representaran las mismas

4 coordenadas polares.

A b)) b2
éi\ L (e 3]

representan todes al mismo punto P.

¢« Conversién entre coordenadas polares y rectangulares,

f‘l' Para cambiar de coordenadas polares o
| rectangulares se usan las ecuaciones
b&sicas.
Sens = «IL=> Y = r sene

Cose = —’;—=> X = r cose

giendo e y r conocidos.

para cambiar de coordenadas

rectangulares a polares siendo X y Y
-;K conocidos,

Polv
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2 2
r=x+y2-> =~I)(—").+YZ

Tecrema de Pitdgoras. r
distancia del origen al punto
de coordenadas.

Tge = -)% =» @ = arctg [—3% ] Medida del &ngulo o .

8. Espirales

Las espirales son objetos fascinantes, las cuales difieren en su
medida de longitud., Arquimedes (287 - 212 A.C.) eacribié un tratado
sobre el tema, el cual llevd su nombre "Espiral de Arquimides”.

8a. Espiral de Arquimides

El modelo matemdtico de una espiral de Arquimides se obtiene
introduciendo el sisterqa de coordenadas polares, al cual se hizo
referencia anteriormente-‘, teniendo esto en consideracién, una espiral
de Arquimides, partiendo del centro de la misma puede ser descrita por
etapas las cuales describiremos. ..

La espiral de Arquimides tiene como ecuacién simple que la define
por r = ea, a constante., cada etapa estar& constituida por una vuelta
completa de la espiral.

Primera ctapa, la variacién dec ¢ es de
n\:/f 0 a2p, a,es la distancia entre los
enrrollamientos de 1la espiral y la

ecuacidén que es de la forma : r = ea

nos queda como :

o, r = 2za,
Lo
1
— W i
o Jr Jar Segunda etapa de la espiral en este C4%C

la Variaeion de © es de o a ar, Q es
2 disfnua tilie log enrrollamitnter w
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= &y asf- x=dga.,
Tercera etapa de la espiral, o =6
as{ la ecuacifn es: r = 6fa. ‘

En la n-ésima etapa de la espiral,
@ = 2ny n, nimero entero positivo,

Asi el modelo matemdtico o ecuacién
en forma general para cualquier
' : etapa es r = 2npo.
n=1, 2,3, 4 5, 6, ....
a

SRR o bien r =
Vs ‘\
i
£ Lt
P / "\ ), Puesto que o cfectua una vuelta
4 Pl Sy - ) : :
( / ", \l 1 completa, es decir se incrementa en
g 4
L ,’ Jal ‘ i 2r, el radio de la espiral se
vl \ i ; . .
L T ‘, ; incrementard en 2pa esta cantidad
. . 4
s N 7 es la distancia constante entre dos
. et /
s o enrrollamientos sucesivos.

Asf si a = 1, r =2p primera vuelta
a = 2, r =4p segunda vuelta
a = 3, r =6 tercera vuelta

.

8b. Espiral logaritmica.

Consideremcs una nueva espiral cuya ecuacidn es  parecida a la

espiral
natural

Inr =

Elm:= e

a.
r= e

r =

eaﬂ

anterior pero donde en lugar de r tomamos logaritmo
de r.

o.a —» reemplazamo o sustituimos a.rxr por lnr.

©+8 _, Tomando logaritmos Naturales en base e

e . propiedad de los logaritmos Naturales base e

e Modelo matemitico que define la ecuacién general

para una espiral logarfitmica,
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8 7c. caracteristicas de las espirales,

Lzs caractgristicas dependen de a y o asf si

] ~
L‘-‘-\ \\
N

N
'...‘. : .,'

a > 0 y e crece indefinidamentr

entonces la espiral es infinita,

ya que : I = e?®

Sias0s>r=e"3carse® = ran
ecuacién del circulo de radio 1
en coordenadas polares.

_ae 1
a 2> T = —

L1]
e

Siaco=> r=e

esta espiral se enrrolla al centro ¢
coordenadas y e tiende al infinito.

ésta espiral esta relacionada con lr

v3=r2 = ra-ril,

o
- ’
"\,’u,r""
i
. Rl '\“_\
dA40 ‘*
/ A1
{ 3
: fL N
-2 + o ¥at ) T
: s, Ta
4 ..4 !
\
| A
T
g.d. Relacién de la
espirales

ri~r3 = r3-r2,

fractales Y es una e

autosemejante.

Serie Aritmética y Geométrica para -

Marquemos puntos sobre la espiral,

cuyos radios a partir del centro de 1

mismo a puntos marcados sobre 1
espiral sean : 1, r
¥ ... Xl v.,In, ...y elijamos v

&ngulo « arbitrario y constante.
Entonces los nimeros 11 constituye
una  serie aritmética del mew’

siguiente:

r5=rd4 = rd~-r3, ré-r5 = ré6-ré,...,
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ri+‘2-r'n*1 = ri+l-ri,...

Esto es, la diferencia entre nfmeros consecutivos es siempre la
misma.

Realmente si : r1, = q¢, entonces r2 = r1 + b donde b es g veces

el &ngulo « , esto es, b= gx. ( g y « depende de las vueltas
dela espiral )

Asf : 11, gf, => r2 = r1 +b, ra =1 + 2b...riz r1 + 1h., . 1n=

r1 + nb,...

Sustituyendo el valor de b tenemos:

ri = qp, =>7rz = ¥l + Qu => Y2 = QP + gx => 12 =q (g, + 1)

rz = r1 + 2(ge) => r3 = q¢,+2qx =>, r3 = qlg, +2«)

=711+ 3{ge) => re = qP,+3gx => 1ri = ql¢,+3x)

i = X+ igx =>» It = gd, +Hqx => r1 = qlg, + tx)

In = ¥n + NQx => In = @, + Ngx => In = q(@, + n«}

Dado que la diferencia entre nimeros consecutivos es 'siempre 1la
migma, entonces las medias aritméticas o mds bien "los promedios®

de cualquier de los radios es la media aritmética entre 2 radios
preximos o vecinos asf s8i: r3-r2 =ra-r1 =» ri+ri = 2r2 =» ra2 =

I3 + n ra + ra2 . ri42 - 1l
6 ri= (-2 & B G N,
2 2 2
\ , r1 4+ 13 ,
si reemplazamos la media aritmética ra = por la media

geometria ‘In.ra -

se cbtiene otra espiral clésica la famosa espiral logarfitmica.

l ry n =

Reemplazamos la media aritmética
por la media geométrica,

elevamos al cuacrado en ambos lados

EIER
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de la ecuacidn.

1t . or3l = rdt ‘ pero
como ri y rz son radios Yy
portanto son positivos el m&dulo
del producto es el mismo producto.

X, ¥ = T2 Forma equivalente.
r I,
P = X, la forma equivalente la escribo
como forma proporcional,
in | 2L = 1n| *2 ' Aplico la funci6n logaritmo a la
r2 ra
a la igualdad
* Ipra - lnrz = lpre - Inrt las
medias aritméticas de los
logaritmes forman una serie
aritmética.
Inry + In1
lnrz = G Media Aritmética de la serie que forman
los logaritmos.
Inrs - Iar2z = 1nra - lnni Partimos de nuevo de la ecuacién *
Iars + 1ara = 2larz Arreglo de términos
lnry = lar2® - lars Despejamos a log ri
r§
In vt = 1n — propiedad de la diferencia de los logaritmos
¥ .
r2
et | ol 3 exponenciando ambos lados de la ecuacién a;
2
o= rz Por defipici6n de logaritmo.
r3
v’
9 = T reemplazamos a: ——= Y Yy

3
r, =q¢ :
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r o= qf

“ecuacidn de la espiral

De manera similar a como se hizo antes podemos generar la espiys

logaritmica.

log r= q¢
logr 4%
¢« =€

]
r=eq

sustituimos

logaritmos

ar por el logr

toman

naturales en base e.

ecuacién de la espiral logaritmica.

los radios
logaritmico

genmétrica
B LU | R oY

Iz pa) 4

3 de 1la espire
forman una sucesd’

* de la forma:

rs rn + 1

igualande el nésimo término con una

constante digamos ¢ tenemosg; para

cualquier indice n

Tn
In + 1 &  o—-
a

congidera 1la

= a =>
ratl
n "

, donde se le

razén de 1la

serie geométrica, asi : '

rn rn-1 b}
e = “ R
a 2 n
a a
o sea
1 rz r3 n
— I T - ek
a a a a
es decir

1 I r

n

Ty, = === =" s s ™ 4

a a a



8e. Autosemejanza de la espiral logaritmica,

La observacién de la nocién de autosemejanza se debe a Bernoulli,
cuzl consiste en: medir a diferentes escalas a la espiral ce
respecto_a su centro, esta medicibn tiene el mismo efecto

hacar una rotacién o giro simple de la espiral wediante un &ngulo

Rotacidn de la espiral logarftmica
al ser girada un &ngulo ¢

representacién en forma analitica &
la nueva espiral rotada.

Rotada por un &ngulo ¢ es la misma
que medida, a través de diferen nr

g
ch - : v
\ escalas (multiplicada) por b «e%

ey ety

pera, ? cudl es la longitud de esta espiral ?. Para esto conaldereme
un =jemplo de wuna espiral cuye proceso de construceidn se.
per.cilla. '

Bste ejemplo es proporcionado por el sistema geométrico A
retroalimentacidn, el cual trata sobre la construccién de espirales d
tipo Poligonal. En esta construccién distinguiremos entre espiral..
espirales, poligonales de longitud finita e infinita.

9, Construccidn de un poligeono infinito.

Y . Flegir una sucesién decreciente de

1 nimeros ai,az, a3, .... consideremos ai
como la lengitud de la pieza inicial de
Poligono trazar a1 verticalmente d-
longitud arbitraria en el ext1
superior del segmerito rotar un &nguls
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q,

a 4

4
"

%

Qi -

Ay

Q4

L34

i

2w
[ 0q

&;. recto y trazar de nuevo al

M\

basareos en las secciones que componen dicha figura de 1la
siguiente:

segment

a1 con la longitud en f.

misma

horizontal el giro es a la derecha B~

la prolongacién (Superior del Segmento}.
En el extremo horizontal del segmento .
marcar un asterisco (*) y trazar a

g
continuando en la misma direccié
horizontal y despuds rotar a t

dngulo recto.

reloj

La longitud de a2 es menor que la de

pegmento at Asi a2 < ait En el ex+> -
inferior de
(*) a

segmento a3,

a2 marcar otro asterisc
partir de el asterisco trazar e
primero continuando en 1

misma direccién y después girar

"reloj" un dngulo recto la longitud ¢

az es menor que la longitud ¢

segmento a3 esto es : (a1 <« az2) &

continuamos este mismo procesc

concluiremog la primera etapa '

poligono. (una vuelta completa) Tambié

se le considera como la

LT e

etapa de una espiral Poligonal

Ahora surge una pregunta, en el sentido de calcular la longitud
érea de este tipo de espirales Poligonales.

8a. Longitud de la espiral poilqonal.
Para el cdlculo de la longitud de la

espiral poligonal n

ne e

La longitud en esta primera seccién .

la espiral poligonal es : a1 + a2
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J

24ar,

La ldngitud en la segunda sececidén -
de 2a1 + 2a2 = 2(a: + a2) La longitud ¢
la tercera Seccién es de 2a1 + 2az2 + 2
= 2(at + a2 + a3).

observamos que la longitud de cada segmento aparce 2 veces en
construccion de la espiral y asi{ argumentamos que la longitud es «
doble de la suma esto es:

2 (al + a2 + a3 +...ak + .,,) Para todo a

2 (al + a2 + a3 +...ak + ..,) Coneideramos la longitud 1 de la
espiral, cuya longitud es el dobl:
de la suma de las ai

b
u

“ aie AKerene - Elijamos valores particulares de ai
en 1.
qg>90 o ) Sea g un nimero positivo, pero
acotado -1l<g<l
ak = qf" . ’ Tomgmos la sucesién como geométric
del modo siguiente:
ax = g )
a - ql-l sq =1
az - qz-l o q\
i 3 as e

-aa
B
e
[

=

11 = k
k-éaimo

-
g
-
40

~
2
i
a

L)

it Porlotantol=22qk=

2(1+q4~q +...qk1 ) Con
esta expresién obtenemos 1a longitud
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total de la espiral, esta expresién
es una serie geométrica para -le<g<l
y nos interesa que tenga limite.

Para obtener dicho limite definamos las sumas parciales,
Sm=1+q+ql+, it

- . 2
gSn =1 {q) + 9.9 + 9.9" + ... + q.q

2
Sn-qesn =1+ (q-q)+ (a° - q%) +eeetqeq”

Sn - g*Sn = 1 = qn Haciendo la simplificacidn,
Sn'(l ~q) = 1~ qn Factorizando &n,

1-q" .
sn = —— Despejando a Sn,

1~-q

Ahora bien, cuando n se hace grande, es decir cuando n = o la g’
hace pequefia tendiendo a cero, porque - 1 < q < 1.
1-=0 -
Asi S, tiende a hacerce: T—————-por lo que podemos escribir Zq“
-q
kel

1
o con lo cual comprobamos que la longitud total de la espire

-]
1
definida por: quk = 2{(1 +°q + q2 + ) = 2(1———) tiene limite
' . -a
k=0

este es infinito.
Por lo tanto la espiral poligonal tiene longitud finita.

Otro ejemplo cualitativamente diferente al anterior es cuando tomamc

1
Z\k = -l:—r
contruyamos algunos términos de 1
1
espiral poligonal siendo a = %
L] L]
! 1
RIS
k=1 kel
1 1 1
1+ - vt 3 ¢ T+ .
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ntonces esta serie no tiene limite, en otras palabras la egpiral
asociada es de longitud infinita, como comprobaremos, Partamos de la

guma finita: 1 + 4 4 L 4 L, vout ~— + ..., O en forma corta a
2 3 K n

L
través del operador sumatoria Z—i—

k=

1

Supongamos que: 8 = 1 + -;— + 5 o+ ... €8 finita,

Consideremos la suma de todos los términos con denominadores pares:

1 1 1 1
[7+T*T+-§-+m]=

Ya que la suma original es S, entonces:

oo

L, 1 PO I N S S s
1+-§—+-—5—+...- S [2 + g +* T * +...+]= 5
. : 1 1 1 1 1
Pero también se tiene 1 > R s - SR
Per lo tanto 1 4 %4» -—é— > —?J-“-.+ '—;-'4 —%— . Esto es contradictorio,

ya que la suma debe ser entre ambos «g—

Por lo que nuestra suposicién de que la suma 1 4 —%’-1» —}+ —i- +oaae

Sea finita es inconveniente., un limite finite de esta suma no existe
con lo cual probamos lo que gueriamos,

-Eswrnl Lisa UWfovme.”
Sobre cadg uno de los Po\'uaom:s dele contbruce ton 2 nhevior (l'sae‘:-'rl':aéu).
o 1.

Ifracemos circunterencias de radio a, v centro uno de J.Q:“'A
angulosd rectos (convenientemente) del poligono de tal torma que
dos de los pegmentos que determipnan al poligono circunden a 1la
circunferencia.

Esta construccitn va a proaducir en sug digtintag etapas, una
espiral liza uniforme. cuyo eoporte es la espiral poligonal
calcularemos gimulténeapente tanto la longitud como el drea de la

espiral liza uniforme. - 128 -



9b, Area de la espiral,

e -
1 . -.\~
| /s
0!‘ j:// K-
! / .

! ;
i

\

i

1

i

&Y

v'/ .
N 04

Primera seccidn simulténea de la espiral
Poligonal y la espiral liza, dicha
espiral es generada poxr el trazo de un
cuarte de circunferencia de radio a,
las cuales circundan a la ircunferencia.
En esta seccién la longitud de la
circunferencia con respecto al poligono
es de

n
L, = 3 vay el drea de Al [+1:H

)

Sequnda seccién simulténea de las

espirales liza y poligonal en ésta

seccidén la longitud y &rea estan dadas
n

por 11 + 12 = -2--51l + -2--é1Z

< . I, I,
yelareaes:Al+Az=Xa1+Za2.

Tercera peccién olmulténea de la espiral
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S,

uz\

‘o

R

Qs

[+ 38 Qe

/ 9.

‘-l‘&__

lisa y poligonal.,‘en este caso.la
longitud es : 1t + l2 4 13 =

n T n T
Ea'+532+5a3= -

.[B‘ +32 +an]

y el &rea es:

Primera etapa simultdnea de las
esgpirales liza y poligonal asgi:

longitud = 1 = 11 + 12 + 13 + 14 =
v .
T . [al + az + d3+ a“]

y el area se determina por:
=A + A+ A + A =
1 2 3 1

T 12 2 2 2
=5 [al +a +a+ta |

S8i seguimos con el proceso de

construccién en forma infinita,
obtenemos la 2#piral liza uniforme la
cual de considera de longitud finita o
infinita, pero con drea determinada comc
mostraremos. ..

8.c Longitud de la espiral lisa uniforme,
Observemes que loa radios de los circulog son segmentos cuya longituc
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R ¢
es a , estos segmentos tienen longitud: 1k = 2qa, /4 =5 a,

*
expresién para la longitud es:

2

asf una

@

[
r
Zlk = 7 zak
k=1 k=1
. k-1
Si a =4q

- .

T r

—Ja, = s ra+ad+.)
k=1

, con d < 1 entonces:

r
Z

1
(E-—q) .

Esta expresién tiene lfmite y este es finito, asf la longitud de

espiral es finita.

L]
, 1 T .
S:Lak=?=s-2—2ak- +
k=1

k

S = lim §, = lim §
k- kw 1a1

I

La
4

1

7

+ -;— + gt et — L,

Esta serie no tiene limite en otras
palabras la espiral tiene longitud
infinita.

AREA DE LA ESFIRAL"

El 4rea en la k-ésima etapa es:

2

, LA
Sk- }\lﬂx‘?-r..dl\k = 3 ay + p a,

LY '
_— k
4

que en forma compacta se escribe como:

K
= lim— Zaf =

AW

k

r
4
121
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s oar=q' ' e 1im gtmn

. qr. k3w 171
81 an.—.-—}- :—— lim i -}—,‘,
k-3 '
1=

1

Cue en forma compacta ge escrikbe como:

K X
T r
¢ = 14 - 14 I L 2
& = lim 8, lim Z T 9 1lim ) Za,
k- Tk k-39 1=t
X
r
lim —~— Z aj. Tiene 2 componentes las cuales son:
k=00 4 =1
2 31 Y. S o2(s-1)
.y = i L = T 3 =i
51 a% = g7 = lim — z ay =" lim zq
k=Yoo 4 11 4 k-oo 51
T
a1 T £ 2
;)Bia=—]—-=>1imTZal-411mz :
a0 = k-joo l=lj

Hallemos el drea cn el caso 1}

Definamos las suwas parciales,
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.8 = f 2e1) = q° v gt v q 4.
k 1 o

351

Multipliquemos por g* a la sumatoria anterior
x

2
T . sk=z ¢ =g+ g e g
3=

Hagamos la diferencia S - ¢®+§
¥ k

S -g°. 8 = 1+(92-q2)+(q4-q‘) +...-q2k

S -¢ .8 =1- g™ simplificando.

k X
2 2%
5 (1-q)= 1-¢ Factorizande S
K K
(€5
1-q
8 & -— Despejando S,
k l-qz

1 2k

Hes, - g . 2. 2
. 1-¢

o —

1_q2 l_qﬂ

ya que cuando k » =, la qz" -+ 0, dado que g < 1

1
ast Tiinm 5, = ~——— este limite es finito y por lo tanto
4 xoa 4{1-q2)
el &rea también es finita.
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Hallemos el drea en el caso 2)

8d. La espiral del Cuadrado Dorado.

LYY

Ga

e

[ o,

Construccidn de la espiral

Dada una sucesién de nimerocs decrecient
ar < 42 < a3 ... entonces.
Se forma un recténgulo de lados:ai,

(a1 + a2} con a1 < dentro de

rectAngulo se forma un cuadrado de 1l.'

az

ar.

Teniendo come radio a1 y centro u
vértice del cuadrado se traza un ~u. .t
de circunferencia de tal forma que lo

lados del cuadrado circunden a la misma.

Construir un nuevo recténgulo de lad
con az < ai dentro -

este rectédngulo formemos un cuadrado ¢

az y f{az + a3}

// lado igual con a2z teniende como radio 1
longitud de a2 y centro un vértice de

. nuevo cuadrado se traza un cuartoe d
8 circunferencia como en el casc anterior

El siguiente rectdngulo que se conside=
de
cual tomamos un a cuadrado de lado as.

tendrd como lados a3z y (a3 + ad)

el cuarto de circunferencia que trazamo

en egta seccidn es de radio r = aa.

-

si
s obtendremos

continuamos
lo

con este

del

pro- -1

espiral cuadrad
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dorado.

9¢, Longitud de la espiral del cuadrado dorado,
o ey " -
/ En la construccién de 1la espir
poligonal, vista anteriormente tomemc

a = donde g se considera como
gk-l
valor ‘promedic" de 1la espiral ¢

cuadrado dorade calculemos la longit

de esta cspiral.

Marcar un recténgulo de lados a1 y a1

ai 1
donde a1 =1 y —eg s az=s -
az g
a1
Al — = _1_ = g,
az g

Bl nueveo rectingulc comienza, dando

giro de 90° a vreloj con lados az y w

y dentro un cuadrado de lados lor
de a2, dado que:

az= L Y a3taz= at => ais ai-az.
g
az
Entonces: —-—= g, porque:
o 4 ’ a3
/ | l .
2 —_ —
a4 g 1 g-1 g

a, a.a; 1-1/9 ¢ glg-1} g

4 @
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. 1 :
donde g-1= — medida de la espiral
g

" En general para el k-ésimo término
tenemos:

ak 1

n~ 9 Obien a=—m

) 1 1
Con medio igual con g-1 =— =» gig-1l)= — (g)
. g g

=> gP-g= 1
=3 gz-g-l =0

Asf g es: - -(-1) +V (-1)* 4@1) (-1} = 1+ j4+1 -

9; 2 z
En la construccion de la espiral poliponal tomemos a =
-1
nk-x y entonces:
W
- N Ty
lin Sn= lim ¥ con Sa= bl l gl o
k~oo haon L‘ 9 g con 2nma g fﬂi"‘, A 7
n=1
1 __ 1 + 3 + 1 Eray |
z ° sn'T Fl 3
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Se#ultiplicd la suma anterior por <.

8
. 1 r o 1 r1 171
L - LT I —_— - — - Arf—— -a.——-—J—-—
T e T g%
- -3 - e )s
Hicimos la diterencia ontre ambas sumas parcialesl.
. 1 1 '
&n [1— 11 = 1 - — Simpliticando.
R J i!y
_ Despejandp a Se
Entonces cusndo kg, —— ~2o an!  gpe —m—. .
’P».- n= 1-1 " 1-1
? [3 e
AS! 1a lonpitud dehespiral poligonal esta dada por:
L7
AN 2w
i, e a1 " Ee1 . como
XTI B
Lo 1+v¥ b
Be Ty
Entonces la longitud es: 2 fﬁj—i—.} - {1 +7 5 )
14J5' ~ T )
F)

e = 34/ b

lLongitud de la espiral poligonal

Por Jo que la longitud delbespiral uvniformemente inscrita es

Frzgl"“’]zﬁa 5 | el cual
28—-2[ Z J"t;[+ el cual es un

numero real finito. - 137 - R



APENDICE 1
+Solucién a la Actividad 1.
construccién de la curva Copo de Nieve.

Tomemos un tridngulo equildtero con lados
unitarios etapa cerc [Eo)

PRIMERA ETAPA

Dividamos en 3 partes iguales a cada uno
de los lados del tridngulo.

Despreciamos las partes medias de cada
uno de los lados del tridngulo.

En las terceras partes medias de cada una
de los segmentos, los raemplazamos por
dos segmentos en forma de pico exterlor,

SEGUNDA ETAPA.

bividamos en 3 partes iguales a cada uno
de los segmentos gue quedan de la etapa
anterior,

omitimos las partes medias.

Las Terceras partes medias de cada
segmento las reemplazamos por 2 segmentos
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en forma de pico exterior.

Esto concluye la Segunda Etapa [E2).

TERCERA ETAPA

Dividamos a cada uno de los segnentos que

guedan de la etapa anterior en 3 partes
iguales.

Liberemonos de las terceras partes medias

‘.,) ,,-‘ de dichos segmentos.
o "‘?
l-‘\r -\’ ‘f‘ v a
Yl
v

Las Terceras partes medias las
recmplazamos 2 segmehtos en forma de pico
exterior.,

Esto concluye la Tercera etapa [E3].

Si este proceso de construccipn se contina indefinidamente, entoces .
el limite obtenemos el Copo de Nieve de Koch.

*Solucién de la Actividad 2.

Etapa inicial fEo].

Ninmero de segmentos que se determinan: 3

Primera etapa [E1).

Njmero de segmentos determinados: 12
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Segunda Etapa [E2].

Nimero de segmentos determinados: 48

Tercera Etapa (£3)

Mimero de segmentos determinados: 192

La siguiente tabla muestra la relacion entre el mimero de etapas
¥y el correspondiente nimero de segmentos que se determinan.

Etapa |Ne.segmentos

3
12
48

192

SBerIaLOPMO

" e s e)ey

En efecto, usando la tabla de resultados del niimero de segmentos de la
curva Copo de Nieve observamos que: ‘

3 = 3.4°
12 = 3.4
48 = 3.4%
192 = 3.4

n = 31
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No. de segmentos de En = 3.4 (hipdtesis de induccio'n)
. No. de segmentos de En+l = 3.4%4 = 3.4™! gue en efecto es de la
misma forma que el nimero de segmentos de En pero para la etapa n+l

Entonces por el principio de induccidn la fgrmula ‘N = 3.4" es cierta
como el nimero de segmentos de la etapa nh para toda n natural.

Pasando al limite determinaremos el mimero total de segmentos en la
etapa linite de la curva Copo de Nieve.

N =lnm 3.4" =g

nire

ya que si n crece! 4 elevado a potencias a potencias cada vez mayores
crece aun mds, sin cota alguna.

El nimero de segmentos determinados en el Copo de Nieve es
Infinite.

+Solucién a la Actividad 3.

Para resolver este problema debemos calcular el drea de cada una de '
etapas que conforman la figura y tratar de hallar un modelo matenatic
que generalice el drea en cualguier etapa.

Area en las Distintas Etapas.

AREA EN LA ETAPA INICIAL.

Tomemos un tria’ngulo equila'tero con lados
unitarios.

Entonces por el teorema de Pita’goras:

h2=lz-'[-2£]2=>
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h= '1-.{:Jt3_‘=§
. 4 4 2

as’ el drea de 1a mitad del triangulc

l es:?
(]
| 1 {3
2 22
IE)
—
8
2

Por lo tanto el aTea de todo el

tri’.{ngulo es!

A [r-:»] = 2-§= %-ﬁ

para hallar el grea del "Copo de Nieve" en las siguientos etapas,
cubriremos el drea en cada una de las etapas del Copo de Nieve cor
tria'ngulos congruentes entre si, y semejantes al original,

Area de la etapa 1: A [El}
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Area que se quiere determinar

Dividimos el Area de la figura anterior en 9
triingulos congruentes entre si y semejantes al
original

Trifngules congruentes con el Postulado tipo
(Lon)

1
Trifingulos semejantes razén de semejanza: 3

Para calcular el 4rea de la primera ctapa tenemos: cada uno de los 9
tridngulos gue cubren al tridngulo original tiene por 4rea -%—-A[Ew
El 4rea en la primera etapa es:

A[El]”[%awu)]n[no}é%[‘E]+-?= 2—5(1+%)

4

Area de la etapa 2: A [Ez]

Area gue se quiere determinar.

Esta drea estd formada por el 4rea del
{3

tridngulo de la etapa inicial A [Eu] = - Yy

por el frea de 108 g trisngulos de la primera

etapa de A&rea —;—-A[Eo] Yy por [9] [9] = B8

'
R
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tridngulos,- cuya &rea es de é%- A[Eq para
cada uno de ellos.

El incremento de &rea es de 12 nueves
tridngulos cuya &rea es de:

12
A[Ez] = A[En + A[El] + ——A[Eo] =
81
_ /3 /3 3 12 3
VgtV gy T T
VAR TRV A R (i T
g ) ) -

Los tridngulos que cubren al 8rea a determinar son congruentes entre si y

semejantes al original.

Todos los trifngulos son congruentes por el
postulade (L . L . L.},

Estos tridngulos son semejantes por 1z
propiedad de transitividad ( Si el triangulo 1
es semejante al triidngulo II y este a su ve:
es semejante con el triingulo III, entonces el
triadngulo I es semejante al tridngule III ),

Esto es, la razén de semejanza entre e:

1
tridngulo T y I es de r = 3 y la razén entre

1
el tridngulo II y III es 3"

Se observa que para las siquientes etapas las particiones en triidngulo:
equiliteros congruentes entre si y semejantes al tri&ngulo original, hay un
clerta reqularidad en cuantec al ndmero de tri&ngulos formados y en cuanto a
incremento del drea en cada etapa,
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Area en la etapa 3: A(Eﬂ

La particién del grea del tridngulo original: 929 = 729 tridngulos ‘™
triéngulos son congruentes entre si y semejantes al original).

NtGmero de tri&ngulos incrementados: 4%3 = = 48

» El drea de la etapa 3 : A{Eﬂ ,resulta ser:

A - afe) + () + afe) + 2 (5 -
ply el

81 4 729 4

. . 3.42
v g2 93 }'

{ Obtenida como la suma de las dreas anteriores mis el drea incrementa

Area de la Etapa 4

+Particién del &rea dal tri&ngulo original: 9%9 = 6561 tri&ngulos,

(NGmero de tridngulos que cubren al triéngulo original congruentes entre
semejantes al original}).

*Nimero de trifngulos que se incrementan en ésta etapa: 43 = 192,
1

6561°

+Area de un tridngulo de esta etapa:

s El &rea de la Etapa 4, A[Eq, es:

A (o) - afe) +afm) o afe) oafe] ¢ 2 o

ff,0,208 el ][
9

8l 4 729 4 6561 4

=t
n B3 34 342 a-fj
( + =24

L2}

[*]

T ] g2 g3 —;4_
{ Obtenida como la suma de las 4reas anteriores mis el &rea incremer™-
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Area de la etapa niimero 5

'Particién del &rea del tridngulo
original en trlingulos congruen-
tes entre si{ y semejantes al ori~-

ginal ess 9%9 = 59049

«Nimero de triéngulos incrementados

Area de la etapa 5:

A[Es) = [En] + A[El] + A[Ez]

+

o4

=[5 &

|.

NGmero de tridngulos
equilateros que cu-
bren al tridngule -

original.

3.4% = 768

{ } A[E'] * 5-9’239'{;

3-435 , 168 F
4 59049 4
3es4
2
95

{ obtenida como la suma de las 4reas anteriores mé§ el Area Incrementar

Por lo tanto, observando los resultados de las diferentes &tapas el &r

una etapa n-ésima cualquiera es :

3 B3¢ 3 3
SRR
4 4 9 92

e

3.44 Je4n-t
Fa

g5

gn

que expresa el &rea para cualquier etapa n del Copo de Nieve,

Esta férmula, en efecto puede ser verificada por el Principio de Tnin.
decir, verificarla para algin valor .en particular, digamos

ne1 = A[E,]@ Bz

g1

4

4

9 92

A(En] EE . E( 4 34 342

—_— 4,

E+¥.[%]

En la n-ésima etapa (hipétesie de induccién) el &rea es :

3.4 34401
95 gn )



A[Enu] [ } + Area Incrementada
r A3 304 3042 3447 3eg8 3y {330
—_ —[ +-—-+ +-—+—-+....—-—-] —
4 4 g3 g4 g6 [ 4 gne
{3 3 [ 3 24 3047 3043 3agd 34
= - 4 e =4 b o— ot — s
4 4 9 92 93 94 [ gnit

que efectivamente nos da de la misma forma ¢ue ¢l &rea n-é&sima, con la .
diferencia de que en lugar de n sumandos obtenemos (n+l)., Y esto es lo
queriamos demostrar.

Dado que tenemos un modelo matemdtico que expresa el drea, para cualquiera
las etapas, comprobemos si ésta es finita (determinada) o no.

Como resulté gue

i3 13 344 3442 3043 3egd Jegnt
3

A[En] 8 - 4 _...( 5 + o G o 4 ]
4 4 92 g3 g4 g5 gn

3
y factorizando a T en A[En:] , ésta se puede expresar como:

—_— —_— —_— Y

I3 3 304 342 3.4 3e4t 3egnet
A[En] = -[1+ + + + + ]

—4— g2 93 g4 3 9n
E 3 4 42 43 4 4 n-d
A(En] =—-—-[1+-—[1+—+—+—+—-—+,... ]]
4 9 9 92 92 o4 ge-1
sn

51 la suma parecial S, converge, es decir si 1im Sn existe, entonces el
del Copo de Nieve serd finita, pero dicha suma finita es una suma geomét:

4 4
con razén 3 > 1, luego multiplicando a S, por la razén 3 y restandola

misma, puede despejarse factorizdndela. Actuando de acuerde a lo an*r~
tendremos:

4.n
1'('9')

por consiguiente
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ya que — < 1 ¥ por tanto elevado a potencias cada vez més grandes se vu
- cada vez mis pequefio tendiendo en el limite a cero
entonces

Concluimos por lo tanto que el &rea del Copo de Nieve es fipita, no sobr-
el doble del 4rea original R[Eo .
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’ 1 T . -
Solucidn a la ACTIVIDAD 4. My == }é‘::‘a Neey-&” = iﬂi«; 2117.3-5 P = Ké&; &

_J Ko, s Dolie !
T) Reawy 4t DLA36
K ) i D =436

Solucién a la Actividad 5,

Recordemos que tal dimensién satisface la férmula N=En, donde |

es el nimero de segmentos en la etapa considerada, E el facto:

: s 1.
de expansién (en nuestro caso el factor de contraccién: ¢ = — = -
. E -

) y D la dimensién de autosemejanza. Consideremos por facilidas
la 1la. etapa de la construccién de la curva, entonces N = 4
luego:

1 1
N={(3% o 4« o 223" 4w D= = 1.2619...
e 1 3

]
Idéntico resultado al ya cbtenido con otras formas de ealcul..
esta dimensién fractal.

Solucién a la Actividad 6.

Recordando que la.- curva del Copo de Nieve de Kech no es of-
cosa, 8ino la unién de 3 curvas de Koch unidas sobre u
tridngulo equildtero, entonces la curva Copo de Nieve resultant
deberd tener la misma dimensién que la curva de Koch.
Comprobemos lo antes dicho directamente de la etapa inicial a 1
1s, etapa de la construccitn de la Curva de Koch:

c 12
Hie)e® = Nie')ee'® 4 3¢” = 12:(0)° 9 32222 3"«
3 3D
In 4
1n 3

y de nuevo obtenemop el mismo resultado que con otros métodos.
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Solucién a la Actividad 7,

Se toma un segmento de longitud unitaria.
Dividimos en 3 partes iguales al segmento,
oritimos la parte media.

Asi concluimos la primera etapa.

Sejunda etapa.

Dividimos a cada uno de los segmentos obte-
nidos en 3 partes igualesg,

Onmitamop las partes medias en cada segmento.
Egto concluye la segunda etapa.

Tercera etapa.

Dividir a cada uno de los segmentos obteni-
des en 3 partes iguales.

Oomitamos las partes medias de cada segmento.
Esto concluye la tercera etapa.

5i continuamos con este proceso en forma i-
terativa e infinita, obtenemos el conjunto
de Cantor o "Polvo" de Cantor.

Supongamos que se quiere hallar la dimensién
de este conjunto, por ejemplo, de la primera.
a la tercera etapa :

Nie)ee® « Nic')ee®
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CD

& = 4 —

320

1 = 437
3% s

In 2

D ————

in 3
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APENDICE 2.

METODO DE "MINIMOS CUADRADOS"

o | = e e |

X* ¥

Xy Y1

Xz Ya

. y, (datos)
X4 Ya

Xn ¥n

"Exror" i-ésimo vertical Iei l

n n
ey = z |c1 ‘ = z Iyi- mxj= b i Suma de errores verticales.
ie1 i=1

Peroc es dificil operar con

valores absolutos, por ello s

trabaja con errores cuadrdticos que siguen teniendo la propiedas
de ser siempre positives como los valores absolutos,

n
eq = z (Yi' mxi- b :]2
i=1
ec = eg(m,b)
corocidos
fur.sién
n
Min eg = Min 2 [y,_- mxi- b ]2
i1
los

Suma de errores cuadréticos.

Como X4 vy yj son valore

eg que la suma de los errores
cuadriticos resulta ser un:

de los parfmetros m y b
Se plantea minimizar la suma &

errores cuadraticos verticales
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Para lograr lo anterior se buscan los valores de m vy b para lo
que se satisfaga el que sus derivadas (parciales) sean igules a cero:

[ n
niz [yi- mxj- b ]" =90 Condicién suficiente para la
J ol'ni:1
n
E;ib (Yi‘ mRi- b ]Z = 0 existencia de minimo.
i=1
([ n
2. 2 [Yj.' mxi- b ](-Xi) = 0 Perivada de la composicién.
J inl
2 Z (Yl' nxj- b }(-1) =0
{ i=1
[ n n n
- XxiYi + me( Xxi) + b Z)q) = 0 Desarrollando la sumatoria.
) i=1 i=1 i-1
n n
—ZYL +m-(in) + bn=0
{ is1 11
[ n n n
me{ Zx:) + bef le) = ZXiyi 2 ecuaciones con 2 incognitas.
i-1 is1 i=1
1 n n
m(Yx) +ben= §yy
| 12 i=1
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n n n
ne Y oxgyg = () xq)( ) vs)

i=1 =1 i=1 . :
- Férmulas de ajuste li
n
oot Y x%) - (] xp)?
i=1 =1
n n n n
CTx) Y va) = (3wt xys)
i=1 i=1 i=1 i=1
n n .
ne( ) xg) - (Y w)?
i=1 i=1
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Apéndice 3

Comprobacion de que loq3[§]= 0,2619

En efecto por definicién

4 4
1093[51 =X ® 3" = 3

X log 3 = log [%]

log 4 - log 3
== Tog 3
_ 0,6020599 - 0,4771212 _ .1249386, _
= 0. &771213 = SF7iiaig] = ©0.2619

- 155 =



Apéndice 4,
Salto de Altura

X{en segundos) |10l15[20[25’30
Ytaitwrs en mis. 2, gl10 9l 45 03 43.6

Los datos muestran la destreza de un deportista con respect
al salto de altura, la relacién estd dada por el tiempo r
secundos {x} vs. la altura en metros (y).

La gréfica del fendémeno en el Plano Estdndar de los date
{x,y) se ajustan a una curva.

Yy
ot

‘{-:4
set
at
10 *

-—*—‘-:--——d—.—-—“'-«"v—,——.—»-«- y
16 15 20 2530

X{en segundos) |10'15|20|25|30
1og yinuva atturad | galy 031 281 481 1,63

La nueva tabla muestra la transformacién a los puntos { X,Y
= (x,log y). Es asfi que X =x , Y = log ¥y y en el plar
perilogaritmico obtenemos que los datos se ajustan a una curva:

Y=1lgy

1.5¢

I '

B

S G
10 15 20 25 30
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log Xinuevo Uzmpo)’ 1 ll-s ‘ 2 I 2.5 , 3
log ¥inueva altura) | g8 ,1_03 '1.28 11.48 , 1,88

Por Gltimo grafiquemos los datog de esta tabla en el pl..
logaritmico (log x,log y} y como puede apreciarse se ajustan
una linea recta.

Y = logy
. 1
2,5 4
!
2.0 +' /
! e
e
1 5 _f ”' o
I e
14
-~
al
i ~+ Y
f -t : ; -
| 1 1.5 2.0 2.5 3.0

NOTA: El Salto que hace el deportista es un
salto de Trampolin y se esta midiendo
desde la minima a la maxima altura.
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CONCLUSIONES.

La propuesta aqui elaborada est& dirigida a los profesores
alumnos del Bachillerato, en dicho trabajo se pueden observar “n
variantes, una de ellas estd encaminada a que con la construccié
de la s curvas fractales, el alumno de Bachillerato es interes
en temas con la matemdtica contempporanea a través de

modelos matemdticos como los gque se muestran en 1
construceidén de nimero de lades, longitud de cada intervalo
perfimetro y &rea del copo de nieve, etc,

Se puede observar 1la conexién existente entre dich:
disciplinas del &area como son: Algebra, Geomatria, Tndun-isa

matemdtica, Series y Sucecionesy Precdlculo,

Estos temas vistos de la forma propuesta tienen un cavr-k-
erpirico, experimental y se rompe, al menos cierta parte 4
moZele tradicional de la ensefianza, dado que el alumno en st
clages deja de ser un expectador de la materia y se convierte -
un sujeto activo al estar desarrosllansdo los problemas prepuesto
bajo la guia del profesor,

Por otro lade la segunda variante de la ropuesta est
relacionada con el trabajo en sf mismo, es decir cdon la idea &
la complejidad a nivel de Bachillerato, debemos advertir =
lector que las definiciones agquf planteadas se dan en form
intuitiva y provisional y son suceptibles de irse perfeccionando
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Definiciones Provisionales a las que se intenta llegar,

1, Fractal. Ente gecmétrico con la propiedad d
auicsemejanza a diferentes escalas, de longitud infinita
resiringido a un &rea infinita*, y cuya nueva dimensién
(éimansién fractal) es mayor gue la dimensidén usual (Dimensi®
tepelogica) Dy, esto es D > Dy . 1l<D<2),

* o &drea infinita en un volumen finito de dimensibn fracta
D 3sD>2)

2. complejidad. La complejidad puede caracterizavrse o est
relacionada con la dimensidn ds la curva fractal, esto es, con e
exrcnente de la ley potencial gue describe a dicho procesc. Ta
exzonente es la pendiente de la mejor recta ajustada con el T -r
lezarftmico de la ley potencial.

hgi por ejemplo en las costag de Islas la pendiente de
rerza en papel logaritmico incica gue tan compleja o accidentad
gz:z la costa, es decir, entre m4s sinuosa sea la costa, la rect
tendrd una mayor pendiente, lc que significa que la longitud ¢
la costa aumentard mids rapidamsnte en un caso que en otro o qu
lz costa sea mds rocosa que la otra. La pendiente a su
cararteriza a la dimensién fractal.

Asi tambien la 1Isla de Inglaterra tiene una dimensif
fractal igual a 1,30, la isla Socorro del Pacffico Mexicano '.. ..
dimensién 1.16 y el estado de Utah cuya dimensidén eg la unidad 1

Entonces podemos decir que la Isla de Inglaterra tiene mayn
cewplejidad que la Isla Soccrro (1,36 < 1.16) y ademds 1
frontera del estado de Utah su complejidad es cero,
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