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INTRODUCCIOll 

Este trabajo es introductorio a las nociones de fractal, 

dimensión fractal y complejidad susceptibles de poder ser usadas 

dentro de los programas estándar a nivel bachillerato. 

Las ideas que se desarrollan a lo largo del trabajo tienen 

un caracter manifiestamente intuitivo y pretenden dar elemr.tos 

para acercarce a definiciones, así sean proviaionales. 

Todos los problemas y actividades planteados y analizados 

pretenden alcanzar la comprensión de dichas definiciones. 

Las actividades planteadas pretenden ser problemas 

resolver por el lector. 

Este trabajo pretende dirigirse a profesores en activo que 

encuentren aquí ejemplos, problemas y actividades que encajen en 

.1.os temas de los programas vigentes de matemáticas a nivel 

bachillerato, sin necesidad de hacer cambios en los mismos. 

Otro trabajo en esta dirección es de la Profesora Becerril 

P.C. que plantea via el triángulo de Sierpinskii también la idea 

de fractal. 

En el capítulo I se construyen diferentes curvas por etapas, 

mediante reglas cuya encencia consiste en que son autosemejantes, 

por medio de algún factor de contracci6n y cuyas diferentes 

etflprtA R~ con!=ltruyen mediante iteraciones s11ceeivrt~. 

En el capitulo II, se introduce con algunos ejemplos de 

plausibilidad un Modelo Matemático, que nos ayuda al cálculo de 

la Dimensión tanto para estructuras cuya dimensión topológica es 



conocida, a~í como para estructu1:"as fractales; este modelo es 

conocido co~o dimensión de autosemejanza, además se da una 

variante de la dim~nsión de Hausdorff en su forma simplificada, 

ejemplificando el tratamiento de ur.a circunferencia para el 

cálculo de su dimensión y long.itud, así como también para la 

curva de Koch con respecto a su dimens:.6n 

En el capítulo III trata de una variante más para el cálculo 

de la dimensión fractal llamado dimensión por compartimentos, el 

cual tiene la característica que al hacer tender los 

compartimentos se ajustan exactamente a la frontera de la costa, 

por el método descrito en este cafítulo y aprovechando las 

propiedades de los logaritmos, vía una ley implicita de 

potencias. 

También se ofrece la com.-itrucci6;-. de distintas curvas como 

son: las espirales, la escalera del diablo, la curva de Peana; 

que aunque no tienen dimensión f~actal si tienen varias 

característicus de estos objetos. 
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CAPITULO I 

ALGUNAS CURVAS PATOLOGICAS 

I 
l. Construccion de la curva de Koch. 

,_,__/\ _ _._. 

/\ _ .../ \.. 

Primera etapa 

Helge Von Koch en (1) introduce una 
curva "Patolég ica 11 (rara) que 

describiremos: 

Tomamos un segmento de recta de 

longitud unitaria. 

Dividimos en tres partes iguales al 
segmento. 

omitimos la parte media. 

Las terceras medias partes son 

reemplazadas por 2 segmentos en 

forma de pico triangular. 

Esto ccncluye la primeto etopa [El). 

segunda etapa 

Dividimos en 3 partes lguales a cada 
segmento. 

omitimos las partes medias de cada 
segmento. 

Las terceras medias partes de cada 

segmento las reemplazamos por 2 

segmentos en forma de pico. 

- 5 -



Esto concluye la segunda etapa [E2]. 
!1 CllCClla etapa 

Dividamos en J partes iguales a cada segmento 
que queda de la etapa anterior. 

Omitamos las partes medias. 

En las terceras partes medias de cada segmento 
reemplazamos la parte media omitida por 2 
segmentos en forma de pico. 

Esto concluye la Tercera Etapa [EJ], 

~ Las siguientes figuras representan las etapas 
cuarta y quinta [E•] y [Es] del mismo 

rf'L.. procedimiento. La qu[nta ehiR'l apareceenotr~ escc.1a 

~W' <~~" q~"' "°"~" l""ibi' ~ I'""'· 

si este proceso de construcción,. continúa, en el 11 Limite 11 obt}memos,. ~.Ja :~rva 
Koch. E'stepi;ocesosea.proy~rw,pore¡emplopara motnra.rLa nac¡otide l<nllte et.el 
curso de p,-e.có.lrnlo (Ma!:cmahcos Y del te H) _ . 

2. construcción del copo de Uicve de Koch. 

ACTIVIJlA.Il L 
Si juntamos y ajustamos a copias juntas sobre los lados de 

un Tria~gulo Equil¿tero se obtiene una figura compleja llat-.ada 

"Copo de Nieve de l<och". construir por etapas la curva copo de 

Nieve. (solución en el Apéndice 1) 

3. Nl.Únero de segmentos de la curva de Koch, longitud de cada 

segmento de la Curva de Koch, longitud de la curva de Koch. 

Retornemos a la curva original de Koch y discutamos su 

longitud. su longitud <>e determinará por etapas. 

Tomamos un segmento de longitud 

unitaria. (Etapa inicial [EO]) 

En la primera <?tapa [El] la 

reducción de la longitud de cada 

- 6 -



segmento es un tercio del segmento 

original y la parte media que se 

omite es reemplazada por dos 

segmentos en forma de pico, asl el 

n~mero de segmentos de esta etapa es 

de 4. 

La longitud total de los segmentos 

en esta etapa e!ltD dada por el 

producto del niÍmero de segmentos por 

la longitud de dichos segmentos: 

4•(-} )= + (o lo que es lo mismo: 
la suma de la longitud anterior mas 

lo incrementado: 

1 + i· = 4 ). T T 

En la segunda etapn. [E2] la 

reduccion de la longitud de cada 

segmento es 1/3 del correspondiente 

segmento anterior, o sea 1// del 

segmento original, y las partes 

medias de cada segmento que se 

omiten son reempla2adas por dos 

segmentos en forma de pico exterior. 

Así el número de segmentos de esta 
etapa es de 4 >< 4 ~2 4 , y la 

longitud en estQ. etapil es:-\ 1 por lo 
cual la longitud total de 

3 
la curva 

en esta segunda etap• es: 4 2.~ ~(~)2 
,. 3 

(esto es lo mismo que la longitud en 

esta etapa más la longitud 

incrementada , esto es; 

-7-



En la tercera etapa [E3] la lonqitud 

de cada segmento se 1 
reduce 3 

respecto del anterior segmento, es 

decir en: 

(~·( +) l ' 

respecto del segmento original. 

Como el n~mero de segmentos aumenta en esta etapa a 4 x 4 x 

4 = ; entonces la longitud total en esta etapa será de: 

o sea es la suma de la longitud anterior mas la longitud 

incrementada: 

Por analogía con las 3 etapas anteriores podemos coleegir 

que en la cuarta etapa [ E4] la longitud total de segmentos 

construidos es: (4/3)~. Esta longitud puede ser obtenida de dos 

maneras distintas, a saber como el nlÚnero de segmentos de esta 

etapa 44 por la longitud de cado segmentb 1/3' (o bien como la 

suma de la longitud de Ja etapa anterior (4/3)J más las longitudes 

incrementadas 4ª•.(1/34), que en efecto nos da el mismo result.ado 

(4/3)4 ) .. 

Observese que para una etapa arbitraria, que bautizaremos 

como la k-!!'sima etapa la longitud total podemos suponerla del 

mismo tipo como vimos que se daba la regularidad (el modelo 

matemático) hasta la etapa 3, esto es como: 

4··(ikJ = l -r 
- 8 -



Pero como ésta suponemos suponemos es una etapa cualquiera, 

debernos ser capaces de mostrar con alguna de las dos modalidades 
que tenemos para generar la etapa siguiente, que ésta es de la 

misr.ia forma que la supuesta en la etapa k-Ósima. 

En efecto, tomcmoo la segunda modalidad para generar la 

etapa siguiente, entonces la longitud total sera la longitud 

anterior (para eso necesitabamos la htpÓtesis de la longitud en la 

etapa anterior k-e'.sima), más la longitud incrementada (que tambilÍn 

tiene su regularidad, o sea el nµmero de segmentos agtegados 4• 

por la longitud de cada segmentó í¡3K+r): 

( r 4 )''', 

que es de la mioma forma que la hl.pÓtcsis, pero pa1·a la siguiente 

etapa (k+l). Esto demuestra quo para cualquier m,Ímero natural k la 

longitud de la curva esta dada por: ( ·4¡3 >". 

Intentando ser mtin ñpegado al llamado Principio de Inducción 

Matemática, que a la letra dice: Una proposición que depende de 

los nümeros naturales es verdadera para todos los números 
naturales n, si resulta verdadera para algün n especifico, digamos 

para n e 1, sl por hípotesis la suponemos verdadera para n ~ k y 

si a partir de esto se logra demostrar que la proposición es 

verdadera también para ol siguiente valor de n = k + l. 

En nuestro caso la proposición que depende de los números 

naturales sería: la longitud de la curva de Koch en la ctnpa n de 

su construcción es ( 4 O >". Esto resulata una proposición 

verdadera para todos los números naturales, ya quo es cierta para 
n = l, dado que con cualquiera de las 2 versiones de que 

disponemos para construir por etapas, resulta por construcción que 

la longitud de la primera etapa esta dada por 4 segmentos de 1/3 de 

longitud o sea po1· ( 4/J )1 , que coincide con nuestra proposición 

para n = l. Si ahora suponemos que nuestra proposicion es cierta 

- 9 -



para n = k, es decir: la longitud de la curva de Koch en la etapa 

k ea por h1potesis igual a ( 4/3 {'. Y finalmente para el 

siguiente valor de n = k + 1, tendriamos que la longitud de la 

curva de Koch deber1a de ser la longitud de la etapa anterior más· 

las longitudes incrementadas o sea: 

Entonces por el Principio de Inducci6n Matemática la 

longitud de la curva de Koch en cualquier etapa n es: ( 4/3 )". 

Pero como nos interesa la longitud de la "curva limite", 

entonces debemos pasar al limite en la etapa n do la longitud de 

la curva esto es: ( 4 )" 
L = lím J = ., 

...... 
Observase: que? estn longitud tambicn pudo haberse calculado 

directamente como El limite de la suma de longitudes acumuladas 

hasta la etapa n: 

lim Ln = lim 
n .. .., 

= lim 

( 
1 4 42 4•-1 

1 + - + - + - + ... +-) 
3 32 33 3" 

1 4 4 2 4•·1 

(1 + - (1 + - + - + ••• +-- )) 
3 J 

3
2 

3
n-I 

simplificamos el corchete interior que denotaremos por In 

42 4•·1 

+-+ .•. -·· In 1 + 
3

2 
3

n-1 

restando le 

4 42 43 4" 
In = - + - + -t .•. +-

3 3 3• J' 3n 

- 10 -



y factorizando en el ·lado izquierdo: 

In ( 1 - i-) = l 
.queda sólo despejar In 

l 

y simplificar 

1 

3 

In = -3• ( l - ;. ) • 

sustituvendo en el limite original el valor de In: 

( 1 ) ( [ _ ;---4nn ) J L = lim 1 + J In g 11m 1 - 1 

=lim(~]=m 
:. hemos obtenido de nuevo la confirmacion de que la longitud de la 

e11rva de l<och es infinita. 

4. Determinación del nl1mero de segmentos para el Copo de Nieve de 
l<och. 

ACTIVIDAD 2. 

Hallaremos el nÚmcro de segmentos en las distintas etapas del 

Copo de Nieve de Koch, el nµ'mero de segmentos se determinará por -

etapas desde la etapa inicial hasta la tercera etapa y después vamos 1 

general izar para hallar un Modelo Matemático para un nivel n de 

compartimientos y finalmente pasaremos al límite para n moo alla d• 

cualquier cota. (Solución en el Apéndice 1). 

s. Per1metro del copo de Nieve. 

Dado que ya se demostr.Ó que el n'Úmero de segmentos que se 

determinan en cada etapa del Copo de Nieve es, para '1a etapa n-ésima, 

3 • .f y como también se demostro' que la longitud de la curva de Koch 

para la etapa n-ésima es: : (l¡J)", entonces el perlmetro para cada 
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etapa del Copo de Nieve se determina como: 

Pn = [ Número de segmentos ] 

en la etapa n [ 
Longitud en cada segmento] 

en la etapa n 

As{ en forma general el Perf.metro en la n-ésimn etapa será: 

Pn = 

La siguiente tabla muestra la relación entre el número de etapa y 

el perímetro gue se determina: 

Etapa o l 2 J 4 5 ... n 1 
16 64 256 1024 

? : Perlmetro J 4 - - -- ... 
1 J 9 27 81 

Luego, si queremos determinar el perí.rnetro en la etapa limite del 

Copo de Nieve hay que determinar lÍm Pn, asto es: 

P = l!m Pn = lim J • (}) 
0 

= "'• 
n--)ai n~ 

4 . 
dado que - > 1, luego 3 elevado a potencias cada vez mayores' 
se hace m~s grande que cualquier cota, Luego tiende a Infinito. 

Y entonces se puede afirmar que el Peri metro del Copo de Nieve es 

"Infinito", es decir que la longitud de la curva Copo de Nieve es 

infinita. 

6. Arca del Copo de Nieve. 

Actividad 3. 

Hallar el área del Copo de Nieve y determinar si esta área es 

finita o infinita. (Solución en el Apéndice 1). 
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CAPITULO 11 
LA DIMENSION FRACTAL, 

1, Dimensión 

El concepto de dimensión en tiempos pasados fue uno de los 
mayores o principales problemas en matemáticas, existen distintas 

nociones para la dimensión tales como la Dimensión Topológica, 

Dimensión de Hausdorff, Dimensión Fractal, Dimensión de 

Autosemejanza, Dimensión de Compartimientos, Dimensión de Capacidad, 

Dimensión de Información, Dimensión Euclideana y otras más. 

No definiremos cada una de ellas, dado que no pretendemos ser 

exhaustivos y podrjamos confundirnos, por lo que nos retringiremoe a 

una discusión elemental de solo tres de ellas: 

•Dimensión de A11tosemejanza, 

•Dimensión de Area (también llamada Dimensión de Distribución). 

•Dimensió11 de Compartimientos. 

Antes de diocutir cada uno de estas conceptea estableceremos un 

modelo matemático general o fórmula paro e·l cálculo de la dimenaión 

de objetos, cuya dimensión topológica es conocida, aoí como para 

curvas patológicas . 

. EAtableceremos el modelo matcrn<'ítico o fórmula para el cálculo de 

la dimensión (D) teniendo en cuenta la relación exiotente entre el 

factor de la escala, ya sea de contracción (e) o expansión (E) y el 
número de piezas en las que la estructura se divide (N); en los 
casos que vamos a discutir usaremos la siguiente notación: 

D .. 11 dimensi6n 11 

E 11 factor de expansiónº 
e "' 11 factor de contracción 11 

N "número de partes en que se divide la figura" 
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Comencemos con fjguras en las cuales su dimensión sea con.:icida 

como son un segmento de recta, un arca (un cuadrado) , y un vo:umen 

(cubo), cuyas dimensiones topológicas son 1, 2 y 3 respectivamente, 

auque el pretenso problema consista en determinar la dimensión D. 

PRIMER CASO. 
Tomemos un segmento de longitud arbitraria, dado que es un segmento 

de linea, entonces su dimensi6n es D=l, apliquemos un factor de 

expansión E = 3, así el número de piezas en las cuales se diviáe el 

segmento es N = 3, por lo tanto la relación que se cumple es: 

3D=3 o 3 1= 3 o D = 1 

luego la dime11Aión D es en efecto 1. 

SEGUNDO CASO 
Tomemos un cuadrado, cuya 

dimer.sión topológica es 

2. J!.pliquemosle el mismó 

factor de 

3, asi 

piezas en 

diYide la 

expansión , E = 

el número de 
las que se 

entructura es 
3•3 • 9, por lo tanto Eª 

= N .,. 32=9, entonces D=2, 

ya que Ec3, N•9. 

- 14 -
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TERCER CASO 

Tomemos un cubo, cuya 

Ff1 . ~ dimensión topológica es• 

L_j) t E.=3 ~ 0=3 .Apliquemosle a cada 

arista del cubo un factor 

m 
de expansión de E=3; así 

el número de piezas 

resultantes es 3•3•3 = 27 

cub~s, por lo tanto Eº=N 

~ 3 =27, luego 0=3, ya 
que E=3, N=27. 

Planteamos enseguida algunos otros 

..... ·· E=3 ·· .. <i i & 
... -

~I 1 
t z ¡: 

1 f .5 

1 f •S 

.s ,5 .-25 

E=Jt 
,,, .... 

, . 
..__. 

1 

ejemplos de plansibilidad para hallar 
el modelo para la "dimensión", en ca
da caso el valor para N no necesaria
mente es un entero. 

O E N 
2 2 4 

O 
2 

D 
l 
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E~3 

~),. 

. . C)
. ~ 

E 
3 

N 
9 

Observamos así que el modelo matemático ll • Eº, múmero de piezas en 

lao que se divide la estructura es igual al factor de la escala (E) 

elevada a la dimensión (0), funciona para cualquier número real que 
se tome como el factor. en la escala). 

Resumiendo 

Podemos concluir que la fórmula que 1 
casos es la siguiente: se cump e para todos los 

donde N = "Número de Partes" 

E ºFactor de expansión" 

D 11 Dimensi6n 11 

y la generalizución pretendida seria conoiderar que dicha fórmula 
sigue siendo cierta para todo valor real de D y no sólo para las D 
enteras no negativas como es el caso de todos los ejemplos del cuadro 
anterior. 
Así por ejemplo si desconocemos a la dimensión D se puede calcular 

despejandola de la igualdad arriba mencinada, es decir. 

N = ED 
tomando logaritmos en ambos lados tenemos 

lag N = lag ED ~ lag N = D• lag E 

:. D 
lag N 

lag E 

- 16 -



2. Dimensión de Autosemejanza, 

Deduciremos la idea con los siguientes principios de semejanza. 

G 
o 

~ 

Entonces estos ti¡.ios 

definiciones siguientes: 

Doo figuras son semejantes si 

tienen la misma forma, aunque no 

necesariamente el mismo tamaño. 

de 

En el caso de los triángulos: 

dos triángulos son semejantes si 
existe una razón de 

proporcionalidad entre los lados 

correspondientes de ambos 

triángulos e igualdad entre las 

medidas de sus ángulos. 

Para figuras geométricamente más 

complejas como son las descritas 

en las figuras adjuntas, la 

definición anterior no eo muy 

precisa debido al hecho de que 

estas figuras 

car,:icterística 

tienen 
especia], 

una 
son 

procesos iterativos infinitoq de 

figuraa geométricas, con un 

nltmero tan gJ:ande de pasos como 

se quiera, o sea, que son 

procesos infinitos. 

figuras ne adapla.n d una de 

- 17 -
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Definición l. Si las partes o componentes de una figura contienen 

replicas o copias del total de la figura, entonces la figura es 
autosemejante. 

Ejemplos de estructuras autosemejantes son, la Curva de Koch, el 

Copo de Nieve de Koch, el Conjunto de Car.ter, la Alfombra de 

Sierpinski, la Curva Tres Medies, etc. 

Definición 2. Si la figura puede descomponerse en partes, alguna 

de las cuales es réplica exacta del total de la figura, entonces la 

figura se llama estrictamente autosemejante. 

Ejemplos : Copo de Nieve <le Koch, Alfonbra de Sierpinskii, etc. 

Establecida la definición de autosemejanza aseguramos que el 

modelo matemático N = ED, está relaciónado con el cálculo para la 

dimensión de autosemejanza (dimensión fr.actal) que se expresa como a 
l l 

e ;o ' donde a = N' D e 11 dimensión ti, s = E = n factor de la escala 11
; 

en otras palabras es la misma fórmula que sirve para la linea, el 

cuadrado y el cubo, asi como plausiblemente para el cálculo de 

dimensión de autosemjanza de las últimas figura.o. 

Existe pues una relación conveniente entre la potencia D, el 

factor de reducción s y el número de partee a. 

Comprobemos que obtenemos la misma 

dimensión de autosemejanza para la curva 

copo de nieve con la nueva fórmula: a = 
1/sº calculando la dimeneión de la 

curva Copo de Nieve de Koch. 

Dimensión calculada de la etapa inicial 

a la primera etapa. La reducción de 

escala es s = : y el número de partes es 
3 
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a = N = 4, entonces : a = 1/sº ~ 

.. 

lag 4 "' D• lag 3 ., 

D"' (~].: l,2619 ..• 

Si reducimos el factor en la escala a piezas más pequeñas, es 
decir, si el factor en la escala es de s = 1/9, cuando el número de 

partes es a ::: 16, entonces 

16=9º " lag 16 
1.2619 ... 

D•lag " D = 2lag 4/2lag 3 

Y así la regla general se expresa cono 

D = log 4k/lag 3k " D = k•log 4/k•lag 3 ., D 
• l. 2619 ... 

lag 4/lag 

lag 4/lag 3 D 

Entonces la relación de la ley potencial entre el número de 

piezas a y la reduci6n en la escala s da la mi~ma dime.nsion viu eJ. 

número D independientemente de la escala que se use en la evaluación. 

Se observa que el número D está en el intervalo l<D<2 y se le 
conoce como la dimensión de autosemejanza para la curva de Koch. Más 

generalmente, dada u11a estructura autosernejante, existe una relación 

entre el faclor de reuución s y el número de piezas n de la forma a 

1/sº, o equivalentemente 

o-~ 
- log(l/s) 

donde D es la Dimensión de autosemejanza. 

Denotemos con D a la dimensión de . 
autosemejanza, entonces para la linea, 

- 19 -



Conjunto dr. cantor 

l ~ ~ 

l l 
Triángulo 

' ! 
' 1 
1 1 

Je 'siersplns/ci 

Alfombra de Slerspínski 

el cuadrado y el cubo ee obtuvierón 

las dimensiónes autosemcjantes 
esperadas 1, 2, 3 . 

Para la curva de Koch se tiene 

Ds=l.2619 ... La parte fraccionaria 

o. 2619 .. es exactamente igual al exponente 

de la ley potencial que describe la 

medida de longitud de la curva en 

términos de la abertura del compás 

usado. Esto lo discutiremos con más 

detalle posteriormente, antes 

calcularemos para algunos objetos 

autosemejantes su dimensión D
8

; esto es 

para el Conjunto de Cantor, El Triángulo 

y l~ Alfombra de Sierpjnoki, 

Rcdución en la escala s = 1/3, 

1/32 •• , 1/3k 

Número de piezas: a=2, 4, a, .... , 2k 

D = log 21'/log 3k= s 
k•!og 2/k•log 
~ º· 6309 

log 2/log3 

Reducción en la escala s=l/2, 1/4, ,,, 
1/2k 

Número de piezas: a~ 3, 9, 27 ••• ak 
D

6
= log 3/log 2 = k•log 3/kQlog 2 

= log 3/log 2 = 1,5850 

Reducción en la escala s = 1/3, 

1/32 ••• l/3k 

Núi¡ero de piezas a = .8, 64, . , . ek 

Ds= log Bk/log 3k = klog 8/klog 3 

8/log 3 = l. 8927. 

- 20 -
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Resumiendo l~s resultados en una tabla tenemos 

Objeto 

Triangulo de 
Siespinki 

Carpeta de 
Sierspinki 

Conjunto de 
Cantor 

Escala Número 
s piezas 

l/2k 3• 

1/3' 9• 

--
de Dimensión 

o l. 5850 

o l. 8927 

D = 0,6309 _____________ J. 

3, Determinación de la longitud y dimension de una circunferencia, 

No obstante que la longitud de la circunferencia de radio R es 
conocida y su dimensión también (21l~ y l respectivamente), lo primero 
que queremos es mostrar un método qüe simultáneamente determine dicha 
longitud y obligue a que la dimensión tenga también un determinado 

valor. 
Esto se hace con la intención de generalizar la noción de 

dimensión usual (topológica) a la de una nueva dimensión (fractal). 

Empecemos por aproximar la longitud de la circunferencia por 
medio de diforentes polí(Jono8 inscritos en ella, denotando para ello 
con long "'" 11 ln longitud", con S ~ "la circunferencia" y con e = 

·.;la longitud del lado del polígono regular que aproxima a la 

circunferenciaº 
En la etapa O, tomemos un simple diámetro como aproximación de la 

longitud de la circunferencia: 

lonq s a 2•r. 

En la etapa 1, tomemos un triángulo: 

lonq s a J•c 
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ionq s g 22•c 

En la etapa 3, tomemos un octágono: 

long S ~ :z»c 

En la etapa 1, tomemos un poligono 
de 16 lados: 

long S ~ 24 •c 

long S 2"•c 

o 
o 
o 
o 

Observeae que lo natural aquí oeria pasar al límite, cuando n 

tie~de a m, sin embargo, este lími~e nos da la forma usual de calcular 
la longitud de la circunterencia, que auque no ecenta de dificultades, 
ya que CULlndo n -> o,} también e -> o y lo que ae obtiene es una 

inC2terminaci6n del tipo =·O 1 lo cual para romperse es necesario 
ex¡:resar a n, en :zn,en términoe de e y pasar finalmente al limite 
cuando e -> O, sin embargo este método directo esencialmente ya no nos 
sirve para otro tipo de enteG como oon las curvao patológicas 
cor.struidas en el capitulo I. 

Por el lo tratinemos de describir un método diferente que vu por 

otrJ camino, se va por 1a via de cubrir el ente geométrico en cuestj6n 
cor. bolas de diámetro e y luego tender e a o, para que en el limite 

se obtenga la medida de dicho ente, en nuestro casa la longitud de la 
cir=unferencia como longitud de la curva limite, pero (orzando 
sir.:.iltáneamente a que la dimensi6n de dicho ente geométrico quede 
obligadamente definida no neceoariamente como un número entero no 

-22-



negativo, sino ahora como un número real cualquiera con la condici6n 
de ºque dicha longitud sea finita, o equivalentemente en símbolos: 

long S > (Número de lados del polígono)•(Longitud de cada lado) 
!::: N•c 

• N(c)•c 

Esta última igualdad aproximada, dado que el número de lados N 
.del polígono regular correspondiente evidentemente depende de la 

longitud del lado e del polígono n turno, luego intuitivamente queda 
justiado que la igualdad se da si 

long s lim N(c)•c 
C->O 

Entonces, la medida de cualquier ente de dimensión l 
intuitivamente quedaría dada por la fórmula: 

lim N(c)•c o 
En forma análoga, la medida de cualquier ente de dimension 2 

podría aproximarse por las áreas elementales interiores igual a c2 de 
una malla plana, cuyo número es N corno la de la figura adjunta y tal 

medida queda heurieticamente ahora dada por la fórmula: 

M2 = lim N(c)oe2 

C·>O 

donde de nuevo N(c) es el número de áreas elementales interiores 

de la malla plana dada. 
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En forma similar si queremos medir una figura geométrica 
cualquiera de 3 dimensiones, lo podremos hacer introduciendo una 
enrejado tridimensional de volumenes elementales iguales a e' y dicha 
medida quedaría expreaada como la suma de los volumenes elementales 

interiores del ente geométrico en cuestión, dado intuitivamente por la 

fórmula: 

M, lim N(c)•c' 

C->O 

En forma generalizada po:lríamos tomar heurísticamente la misma 

formula, pero ahora para cualquier número real D y así suponer que 
podemos medir cualquier objete geométrico de dimensión generalizada 

(dimensión fractal) D, mediant• la fórmula: 

Pero retomando el cálculo de la longitud de la circunferencia con 

eata últlma fórmula IMn = lim ~~ podremos simultaneamente 

determinar dicha medida (su lor.gitud) y su dimensión D, para ello 

intentemos determin~r cxplícita".ente al número de lados del polígono N 

como función de e. 
Para esto regresemos a l~ geometría del problema. 

Derr.os un polígono de longitud de lado e. 
En lugar de e consideremos su ángulo central. 

Denotemos al ángulo central subtendido como a. 

Observemos que tal ángulo central a " a(c). 

As!, si tenemos un cuadrado: N:4 y ·" a•90° ... 

-24-

0 
G 



Pa=a un octágono: ll=B y :. a=45º :. 

ll•a = 8•45º = 360º = 2TI. 

E~ general para todo polígono regular: 

N(c)•a(c) = 2ll 

2TI 
N(c) = -

a(c) 

Ir.:entemos determinar a (e) :. determinaremos N(c). 

Fc=memos un triángulo rectángulo bisectando a (e) • 

Er. el triángulo rectángulo formado el ángulo en 

Or 'gen es ~. e el ~ 
2 

su cateto opuesto Í y su hipotenusa 

es el radio del círculo R. 

Obervamos que sen [ + } 
a 

SE~ (-) 
2 

e 
R 

(¿por qué?) 

cateto opuesto 

hlpolenusei 

o 
o 

At:~a bien, puesto que e subtiende a a y ae pretende 
a a 

q':. c·>O, entonces: sen ("2) " ("2) (¿por qué?), luego 

()( 

- i! -- ... 
2 R 

o: • - :. 
R 

~ 
~ 

2TIR c0 

long s Mo = lim N(c)•c• • lim -;-•eº •2llR•llm -;;-- =2TIR•lim c0·• • 

C->O C->O 

¡2TIR•O = o, si D > 1-(¿por qué?) 

2IlR•m = "'• si D < 1· (¿por qué?) 
2l!R, si D = 1 (¿por qué?) 

- 25 -
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La primera y segunda opciones no tienen sentido debido al hecho 

de tener una circunferencia de radio R O (Es decir es una 

circunferencia real) cuya longitud no puede ser ni cero ni infinito. 

Pcr consiguiente la dimensión D no puede ser ni mayor ni menor que 1, 

pcrque eu longitud no puede ser ni O, ni m1 luego, la única 

pcsibilidad es que D = 1, pues entonces su longitud es finita e igual 

a lo que ya sabemos: 2IlR. 

ACTIVIDAD 4. Suponiendo que para el Reino Unido se obtiene que 
K 

N(C)=--. Entonces ? cu51 sería la longitud finita de la costa del 
c1 .36 

Reino Unido y cuál la dimensión de la costa para que e oto ocurra ? . 

(Eolución en el Apendice 1). 

Este camino aparentemente tortuoso, para el caso conocido de la 

ci!.'cunferencia, nao da una manera de calcular simultáneamente las 

lc~gitudea medidas de las curvas patológicas o caprichosas y su 

di:::ensión con cierta facilidad. 

La verdad eo que aun con este esquema superoimplificado de la 

ici;a de la medida y dimensión de Hausdorff, tampoco ea tan fácil, como 

ar~iba se apuntó, calcular la longitud de dicha curva y 

si!!lultáneamente ou dimensión, que puede ocurrir ser una dimensión 

fractal. Una manera simplificada de calcular la dimensión D consiste 

en tomar el limite anterior, sino dos valores arbitrarios de la 

lc!lgitud .del lado del polígono digamos e y e', para los cuales se 

cc~sidera plausible el cumplimi~nto de la igualdad: 

N(c)'cº • N(c')•c'º • const. 

de aqul obtendrlamos, para el caEo de la circunferencia, si digamoo 
e 

e' '2" entonces N(c') = 2•N(c) , por lo tanto: 

.. 
que es el mismo resultado ya conocido para la cincurferencfa. 
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Calculemos de nuevo la Dimensión de la circunferencia con ayuda 

de la llamada ·relación 6 fórmula para la Dimensión de Autosemejanza 

(variante de dimensión fractal). 

En el caso específico de la circunferencia, recuerdese que la 

mar.era como fue generada consistió en aproximarse con polígonos, cada 

une de cuyos lados se duplica, luego para cada lado N = 2 y como la 
lor.gitud de cada segmento en cada etapa se reduce a la mitad, entonces 

l 1 
el factor de contracción será e = - = -. 

E 2 

En estas nuevas condiciones la fórmula N :::r ED luce de la mtmcra 

sig-Jiente: 

y p:>r tanto: 

~ 
~ 

(:_)n ., 2 q 2" " D e l 
1 

2 

De nuevo hemos obtenido el mism:> resultado. 

Así para la dimensión de la curva 

d-e Koch te1ie.nios H r:: EO, observamos 

que de la etapa inicial a la 
primera etapa existe un factor de 

ri::-.lucion e = 1/3, el número de 

se'.Jlllentos es N=4, asi al aplicar 
la fórmula tenemos 

N 

D 

t-{1 = 4 = 
e 

4 = 3D, ~ 
lag 4 = D•log 3 " 

log 4 
D = -- = l,Z619 

log 3 
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!a.Determinación de la dimensión de la curva de Koch. 

Dada la curva de Koch, determinaremos su dimensi6n introduciendo 

ur.a nueva variante que relacionada con la dimensión de Hausdorff 

simplificada nos lleva, para muchos fractales al mismo resultado. 

La variante consiste en trazar circunferencias en. cada uno de los 
segmentos resultantes de las distintas etapas del desarrollo de la 

curva estas circunferencias tendrán como diámetro la longitud del 

segmento, de tal forma que cubramos a toda la curva en sus 

distintas etapas. 

Esta cubierta resultará en el límite infinita, pero con diámetros 
e que tenderán a cero. 

Para dos etapas cualesquiera tendremos 

N(c) ·e" = N(c' )'e'" const. 

donde 

N(c) = 11 Número de segmentos en una etapa cualquiera de la construcción 

de la curva". Tales segmentos son los diámetros de las circunferenciaa 

respectivas. 
e .. "Longitud de los segmentos en esta misma et.apa 11 

D = 1'Dimenaión 11 (desconocida) 

N(c') ""' 11 Número de segmentos, por ejemplo, en la siguiente etapa", 

e' = 11 Longitud de los segmentoo en eota nueva etapaº, dichos segmentos 

son loa diámetros de las circunferencias que cubren a la figura en 

esta nueva etapa. 

Debemos hacer notar que la cubierta infinita tiende a un número 

tan grande de circunferencias de diámetros tan pequeilos como 

querramos, de tal forma que en el límite estas se ajustan tanto 

como se quiera a la curva. 

' ' ' 

' ..... -.. --

Desarrollo de la curva de Koch en sus 

3 primeras etapas con sus respectivas 

cubiertas finitas de circunferencias. 
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. ; .. -.?\''• 
' ('""(~/ )~}'"· .... ¡ .......... ' 

........ _ ... · ........... .. 

Hallemos la dimensión de la curva con 
base en la etapa inicial y la primera 
etapa. Entonces: 

N(c) = l N(c') 

que sustituidos en : 

N(c)oc0 N(c')•c• 0 

obtenemos 

N(c) ·eº 

l•cº 

ln 4 
D • 

ln 3 

N (:_)o(:_) o 
3 3 
C D . (-) 

-D 
' 3 

3 

e 
y e' 

3 

Con el fin de fijar ideas calculemos la dimensión de la mioma curva, 
pero considerando ahora la primera y la segunda etapas, aqui: 

que sustituidos en 

obtenemos 

ln 3D = ln 4 

e 
N(-) • 4, 

3 

e 
!l(c') =N(--) =4ª 

32 

!l(c) •eº N(c')oc• 0 

.. .. 4 .. 

Es asi que a partir de !l(c)oc0 = N(c')•c•
0 

= const. para dos 
etapas cualesquiera de la construcción de la curva de Koch la 

- 29 -



dimensi6n resulta ser igual a D = 
ln 4 
ln 3 

l. 2619 ••• 

ACTIVIDAD S. Calcular la dimensión de autosemejanza para la misma 
Curva de Koch (Solución en el Apéndice 1). 

Para finalizar calculemos la dimensión de la curva del Copo de 
Nieve de Koch, pero recordando que ésta no es otra cosa, sino la uni6n 

de 3 curvas de Koch unidas sobre un triángulo equilátero, entonces la 

curva Copo de Nieve resultante deberá tener la misma dimensión que 

la curva de Koch. 

Comprobemos lo antes dicho directamente de la etapa inicial a la 

la. etapa: 

N(c) ·eº 

D 
ln 4 

ln 3 

12 - .. 

ACTIVIDAD 6. Calcular la dimensión fractal de la Curva Copo de 

Nieve de Kóch. (solución en el Apéndice 1) 

ACTIVIDAD ?. Calcular la dimensión fractal con dos variantes para . 

el conjunto de Cantor. (Solución en el Apéndice 1). 
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4.Medición para curvas fractales y leyes potenciales. 

4a. Medición de costas. 
La forma de una isla, es el resultado 
de incontables años de la actividad 

tectónica de la tierra, la erosión ,los 

vientos , el agua y el proceso de 
sedimentación. La única f arma de 

obtener la longitud de la costa es 
midiéndola físicamente. En la práctica 
medimos una costa o litoral con un mapa 

geográfico, pero esto es sólo una 

aproximación de la longitud de dicha 

costa. 
Tomemos, por ejemplo, a la costa de 
Inglaterra, hagamos uso del mapa de 
Inglaterra, un compás y un conjunto con 

c:iertae distancias. Si la escala del 
mapa es: 

1: 1000000 y el compás se abre con una 

anchura de 5 cm., entonces la distancia 
real correspondiente es de 5000 000 cm 6 
50 Km. 
Recorramos cuidadosamente el compás a lo 

largo de la costa y midamos la longitud 

de la co~ta a distantas escalas. 

La siguiente tabla de valores nos da una 
relación entre la abertura del compás y 

una serie de distintas distancias para 

la longitud de la costa. 
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ESCALA DEL COMPAS LONGITUD 
Tomada como unidad 
500 Km.------------------- 2600 Km. 
100 Km.------------------- 3000 Km. 

54 Km.------------------- 5770 Km. 
17 Km.------------------- 0640 Km. 

La elaboración de este experimento revela que: si la escala del 
co~pás es pequeña, entonces el polígono sobre la costa tendrá 
de~alles más finos y los resultados tendrán mayor varjedad de 
medidas., En particular en Escocia la costa tiene un número muy 

grandes de bahías o acorralamientos, que si la midieramos con una 

cierta escala constante muchas de las pequeñas bahías no se contarían 

en la suma total del litoral. 

4b. comparación de Medidas entre la: circunf. y la costa de Inglaterra. 

Comparemos el fenómeno anterior en forma experimental de la 
longitud de un círculo, cuyo diámetro sea de l 000 Km. 

Círculo de diámetro 1000 Km. y queremos 
determinar la longitud de la 

circunferencia teniendo en coneideraci6n 
que las longitudes sean del. mismo orden 
que las magnitudes en 1a costa de 
Inglaterra: 
llagamos uso de la aproximación clásica 

de Arquímedes: 
El método usado por Arquimides para el 
Cálculo del número 11 se basa en 
inscribir polígonos regulares en un. 

círculo. 
Comenzar inscribiendo un exágono, con n 

= 6 lados , el ángulo que aubtiende una 
de sus lados eR; 

11 
e D -

6 

La longitud del lado inscrito es 2r • 
tan e, y la longitud del círculo es U• 
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2Tr• 
Entonces 2rn•sen 8 < U < 2rn•tan B 

dividimos a esta desigualdad por 2r 
tanto por arriba como por abajo 
para estimar el valor den tenemos: 

n sen 9/2 < U < n•tan e/2. 

Si ahora tomamos el doble del número de lados, tendremos para la 

fórmula de Arquímedes: 
e e 

2n•sen 2< n < 2n•tan 2· 

Ahora tomando Polígonos regulares de 6, 12, 24, 48, 96, ...•. se 
obtiene una fórmula general que incluye hasta la k-ésima etapa, la 

cual se escribe como: 

Hallemos la longitud de un círculo de Diámetro 1000 Km y radio 500 Km. 
aproximados con polígonos de 6, 12, 24, 48, 96 lados aprovechando lo 

establecido por Arquímides. 

Si n•6 => 2•6 sen [ 6

2
º ] < íl < 6 tg [ ~O ] Promedio de la longitud 

por etapas 

60 e 30 
2 

12. 92 
6.00 < 11 < 6.9 ----->--X 500 3230 

2 

12.64 
n~12 -> 2•12 sen 15 < 11 < 2•12 tg 15--->-

2
- X 500 •3160 
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e 15, 6.21 e JI e 6.43 

n= 24 => 2•24sen(7.5)c JI c2•12tg(7.5)~->12.57/2 X 500 = 3144 

e= 7.5, 6.26 e JI e 6.31 

n= 48 => 2•48 sen 3.5 e JI e 2•48 tan 3,5--->12.56/2 X 500 =3140 

e 3.75, 6.27 e 11 e 6.49 

n= 96 => 2•96 sen 1,875 < 11 < 2•96•tan 1.875 -->12.56/2 X 500=3140 

e. 1.875, 6.20 < 11 < 6.25 

No. de lados (S) Longitud (U) 
3230 6 

12 
24 
% 

192 

log u 

~-ººº 

1oto 

3160 
3144 
3140 
3140 

.s l.~ .t'.v L !j J.o 

logS 
• 77 

l. 07 
1.38 
1.98 
2.28 

long U 
3.50 
3.49 
3.496 
3 .496 
3 .496 

Para la costa de Inglaterra tenemos: 
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Tabla de valores que 
representan la medida 
de un círculo de 
radio r=SOO Km. a 
través del método de 
Arquímides y sus 
respectivos valores en 

logarítrnos base 10. 

Gráfica de los puntos de 
la tabla anterior en un 

plano log/log, los puntos 
se ajustan a una línea 
horizontal lo que quiere 
decir que la longitud es 
finita, corno aclararemos. 



Escala del Compás 
(S) 

Longitud (IJ) log(1 /s) log u 

17 Km. 8640 Km 1.23 3 .93 
54 Km. 5770 l. 73 3.76 

100 Km. 3800 ·2. o 3.57 
500 Km. 2600 - 2.6 3 .41 

Tabla de valores que representan la medida de la costa de Inglaterra a 

través del método empírico de medir con un compás y un cierto conjunto 
de medidas. 

A continuación presentamos la Gráfica de loo puntos de la tabla 

anterior en un plana lag ve.log los puntos se ajustan a una recta cuya 
pendiente ajustada es: de M • 0.3. 

log (11) 

4.0-1 ~~ 
3.5- ...------

3 -

-2.7 -2.2 -1.7 -1.2 log (S) 

o sea 

.26 +.SS 1·.34 
M = 0.3 

Debido a que los datos descritos anteriormente implican leyes 
potenciales entonces si introducimos una medida de longitud U y una 
escala para el compás 11 8" con las siguientes equivalencias. 

11=0. 951 1000 Km, 

En otras palabras si 

5=0.1"'100 Km. 
y asi pctra las demás medidas. 

S= 1 1000 Km., 

Po:: otro lado queremos interpretar a - como una medida de más 
s 
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pri::sición, es decir, cuando a es pequeña 
s 

es grande. Loa· puntos 

como la longitud total 

le~ (U) cambia al incrementarse la precisión -. 
s 

•Observaciones importantes. 

Los puntos en el diagrama log vs. log están aproximadamente 
al>:ededor de una línea recta según la Estadística Matemática la 

ap~oximación se define con el método de mínimos cuadrados, 

En nuestro caso se obtiene una línea horizontal para el círculo 
y una línea recta con una cierta pendiente m = O .3 para la costa en 

c\.:astión. 

Suponemos que cuando tomamos estos datos y los usamos, entonces 

ha:emos un pron6stico de los cambios, cuando pensamos en medidas más 

pre=isas, es decir, cuando usamos una escala de compás pequeña S. 

Es:a determinación da justamente el mismo resultado para e] círculo 

aC:-;, cuundo la línea aea horizontal., en otras palabras el círculo 

tie".e una longitud finita; sin embargo la medida de la longitud de la 
ccs-=.a determinará un incremento para cada escala pequeña de medida, 

Si denotamos por b a la intersección de la línea ajustada con el 
eje vertical, entonces b corresponde a la longitud de medida con 

es:ala S= 1 que corresponde a 1000 Km. 
La relación entre la longitud U y la escala de medidas 11 8 11 

cubierta por el compás puede expresarse por 
l 

logU = d.log(-) + b, 
s 

do~Je m = d es la pendiente y b es la ordenada al origen. 
Esta ecuación expresa como la longitud U cambia cuando la 

es::ala del compás "S" cambia, suponiendo que estamos en el plano log 

ve. log y las medidas se ajustan a una linea recta. 
En tal caso las dos constantes d y b caracterizan la ley de 

crecimiento., la pendiente d de la línea ajustada es la que 
proporciona la dimensión del fractal del objeto subyacente. 
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s. Leyes Potenciales. 

ria, EXPERIMENTO DE LA "CAÍDA LIBRE" 

Ex¡:liquemos la idea con datos tomados de un experimento de una 
Fíoica la caida libre de un cuerpo. 

ley 

11 1 1 
,~,_¡~ 
: 1 1 ¡ 
. ~ 1 1 ' 
1 ¡.__-.-+~ 
1 ! 1 i' : 

..: j ~ 1 

~ ¡- 1 

"l 1 1 

1 : 1) 
:· ' ! 

i '" ~; 
•' ; : 1 

__ J_._ _ __,..JJJ 
1'ABLA DE RESULT/\DOS. 

Experimento: supongamos que un edificio 

tiene 8 niveles, la separacion en cada 

uno de los niveles es de 4 metros. El 

experimento consiste en dejar caer un 

objeto desde el primer primer nivel y 

medir el tiempo en que el objeto tarda 

en llegar .al suelo . Después pasar al 
segundo nivel y hacer lo mismo que en 

el paso anterior, y así hasta el 

nivel. Anotar los resultados en 
tabla y describir la gráfica que 

octavo 

una 
mejor se ajuste a dichoa datos. 

Al:ura h Caida con respecto Log,h Log.t 
al timpa t.en aeg. 

4 0.9 
8 1.3 
12 1.6 
16 1.8 
20 2.0 
24 2.2 
28 2.4 
32 2.6 

0.60 o .05 
0.90 0.11 
l. 08 0.20 
1.20 o .26 
1.30 0.30 
1.30 o .34 
1.45 0.38 
l. 51 o .41 

La tabla muestra los datos del 

experimento en la ca ida libre de un 

objeto ,donde se esta midiendo el tiempo 
que el, objeto tarda en llegar al suelo 
de nivel en nivel y también 
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1¡ ""'f<' ll' 

1.~ /' ;,s 

1.0 

º'"' aH••• 
8 ·~ 1~ ., 

o.O 

o.C. 1.1 ,,, J.~ 

h 

presentamos el de la altura h y el 
tiempo t en logaritmos, 

La gráfica muestra la· relación entre la 

altura h y la caida de un cuerpo con 

respecto al tiempo los datos en la 

gráfica muestran claramente que los 

puntos forman una curva lo que muestra 

que la relación entre la altura h y la 

caida con respecto al tiempo t no es 

lineal, sino potencial. La gráfica 

t'uestra la misma relación pero, con 

ejes transformados X " logh, Y•logt, 

se observa que los mismos datos dan 
con? resultado una línea recta en 

forma ajustada y obviamente 

representan la misma gráfica. 

Ley potendal que ''élescribe la relación 

entre la 

: ':altura h y la caida del cul'rpo con respecto al tiempo t esta relación 

· es potencial debido a qui• t depende de h. 

En la ecuación anterior tomamos 

logaritmos en ambos lados de la 

igualdad. 

lag t " d •lag h + lag e 

y B 

Asi los puntos (lag .t,log h) o más bien los puntos (t,h) deben estar 

sobre una linea recta ajustada, cuya pendiente es el valor d y l.a 

interseccion con el eje y es b = lag e por lo que e = lOb, 

En nuestro ejemplo podemos trazar la linea recta ajustada en el plano 
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doble logaritmo escribiendo la pendiente d y la intersección con el 
eje y , es decir, de la gráfica y los datos tenemos pendiente de la 

recta ajustada m = d =0,48 (promedio de los puntos ajustados). 

La intersección con el eje y es 
log e= -.33 q c=l0-' 33~ c.. 1 

1;)1/3 
1 

2 .1544 0.47 

Por lo que la ley potencial se expresa por 

Sustituyendo los valores de d y c tenemos 

t = º· 47•hº' 
48

. 

Por otro lado según la ley de Newton para la caida libre. 

h = [~]gt2 , con g= 9,8 m/s2 

t=/1?~ .. t=~·fh·o.4Sl·h"2=o.4sl·hº·· 

Esto es equivalente al resultado empírico calculado anteriormente. 

Sb. LA LEY POTENCIAL Y SU RELACION CON EL CRECIMIENTO DE LA CABEZA Y 
ALTURA DEL CUERPO DE UN SER HUHANO. 

:U.'1S ---·- ·-· 
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La relación entre el 
crecimiento del tamano de 
la cabeza y la altura del 
cuerpo humano nos 
mueatra en la ilustracion 

que en los primeros 3 

ailos del desarollo del 

ser humano , la proporcion 

del crecimiento es 

constante pero debido al 
dcsarollo del cuerpo 

existe un cambio 

isométrico entre ambas 



partes. 

Este desarrollo se puede 
ver en dos faocs una 

hasta los 3 años y la 
otra fase hasta que el 
proceso de crecimiento 

termine . 
Aprovechando el uso de las leyes potenciales y las gráficas en papel 

logarítmico se puede hacer un modelo para representar este fenómeno. 

TABLA DE RESULTADOS DEL FENÓMENO 

Años Altura del Tamaño del Altura del Tamaño del 
cmr.plidos cuerpo craneo cuerpo (log h) craneo (log t) 

o 50 11 l •. 70 l.04 
l 70 15 l. 85 l.19 
2 79 17 1. 90 l.23 
3 96 19 1.93 l.26 
5 99 19 2 ·ºº 1.29 
10 127 21 2.10 l.32 
20 151 22 2 .18 1.34· 
25 167 23 2.22 1.36 
30 169 23 2.'-3 l. 36 
40 169 23 2. 23 l. 36 

La tabla muestra los datos específicos de la medida del tamaño de la 

cabeza con respecto a la altura del cuerpo y las mismas medidas en 

logaritmos . . 

Con estos datos y sus gráficas estándar y en papel logarítmico 
queremos hallar un modelo que relacione el cambio isométrico, 

haciendo uso de las 2 etapas ,una hasta los 3 años y la otra hasta 
que el proceso de crecimiento termine. 

•REPRESENTACION GR1FICA DEL FENÓMENO ISOMtTRICO. 
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Los puntos en el plano 
log VS.log muestran las 2 



/ .. 
,_, 

¡.~ 

.f.t 

'·' 1.• .(,f ~·' 
\.i~-, 

' Ó• \.~ 
ra.\G<.i.01\ o~O°'• 
'! Q 40 . ,,, 

,.~ / 
•·l 

l•t"• 

1.1 d '·' 1-3 

l.6 
Loih 

lo~(J,1 

1. s 

etapas de crecimiento 

para la persona. La 

primera denota la etapa 

hasta los 3 años , y la 

segunda de los tres 

años hasta los 40 años. 

La pendiente promedio 

en la recta ajustada en 
la primera etapa es 

m
1
= 1, dado que 

m= 1.18·1.04 -~:i! =l 1 1.85·1, 70 

·rn = 1.23·1.18 
= g :~;- =l 2 1.90-1.85 

m=~]__=~~--1 
3 1.93-1.90 0.03 

La pendiente promedio de la recta ajustada en la segunda.etapa es de 

aproximadamente igual a un tercio, dado que: 

m = 
l. 32-1. 28 -~=0.1 • 2.10-2.00 o .1 

m = 
l.34·1.32 

= g:~~ =0.25 5 2,18-2.10 

m= 
1.36-1.34 • g: ~~ =O .5 • 2.22-2.18 

m= 1.36-1.36 
= 0~01 =0 

7 2.23-2.22 

0.4 + 0.25 + o.os 
= \

15 
=0.38333 ~.!.. :. mu= 3 3 

Cor.cluimos, entonces que para la primera etapa hasta los tres años 

los datos tienen una pendiente constante alrededor de 1, esta 

corresponde para el crecimiento igual de cabeza y altura del cuerpo. 

- 41 -



La segunda linea tiene una pendiente más inclinada de aproximadamente 
un tercio donde len datos describen las proporciones del llamado 

crecimiento isométrico. 

Este ejemplo nos proporciona una ley potencial la cual describe lo 
siguiente: El tamaño de la cabeza es proporcional a la raiz cúbica 

del tamaño del cuerpo, entonces tenemos que el factor en la escala 
del tamaño del cuerpo es semejante al cubo del tamaño de la cabeza, 
el cual se denota como: 

ALTURA DEL CUERPO proporcional al (Till'J\ÑO DE LA 
CABEZA) 3, es decir 

h a s 3 

donde h= 11 altura del cuerpo", a=º símbolo de proporcionalidad" y El a 

"tamaño de la cabeza". 

Se, RESUMEN SOBRE LAS LEYES POTENCIALES, 

Si los datos x, y de un experimento están sobre el rango de una 
esc~la, entonces es posible que exista una ley potencial que exprese 
a y en términos de x. Donde se conjetura que para los puntos de los 

datos de la ley potencial, estos se ajustan a una línea recta en el 
plano lag VS,lag (papel logarítmico), donde el exponente 3 de la ley 
potencial denota la pendiente de la línea recta . 

El siguiente diagrama lag 

VS. log nos muestra las 

" medidas de la costa de 

º".t" Inglaterra y el circulo 
38 

de radio 1000 Km ,donde 

36 tomamos a s igual a la 

t.\rc.w Ot 
abertura del compás en 

34 unidades de 1000 Km. Para 

L•aflh' una mo.yor presici6n en 

·2.7 ·2.2 ·1.7 ·12 1 la longitud tomamos el 
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recíproco de s, o sea 
1 

log (-). 
s 

La gráfica sostiene que la 

relación que se da en 
ambos casos el círculo 
y la costa son una ley 
potencial, donde en forma 

general se puede 
concluir que si hacemos U 
igual a la longitud y s 

igual a la escala del 
compás, 

cumple 
entonces se 

Si recordamos que el resultado para la costa de Inglaterra el valor 
pa,·a d•0.3 ,entonces la medida de longitud U de la costa crece en 

prcporción a un incremento de la presición (l/s) elevado a la 
po:ancia 0.3 es decir la longitud se expresa como 

u tt 
O,J 

s 

Sd, MAPAS CON MUCHOS DETALLES Y SU RELACION CON LAS 
LEYES POTENCIALES, 

Discutiremos algunos aspectos de la relación U = c(-} )" esta relación 

se puede ~xpresar como una ley potencial entre dos escalas la 

lor.gitud U y la escala del compás s, esto es 

u = c( + r , con e = lOb, h~o 
Una consecuencia 1 inmediata es que si, a---) o, entonces -;!" ~ co esto 

es la longuitud U tiende al infinito, por lo que si la medida en la 
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es:ala del compás tiende a cero en algún mapa, entonces la relación 

1 d 
u =e[;¡] 

se considerará invalida debido a la resolución finita del mapa. De 

hecho en este caso la medida de longitud permite tender a este 

limite. La ley potencial y esta consecuencia son válidas únicamente 

en un rango de medidas de la escala del compás basado simultaneamente 

en algún pico del mapa con una infinidad de detalles . 

En otras palabras ,la ley potencial caracteriza la, complejidad de la 

costa en este caso la costa de Inglaterra sobre algún rango de 

escalas, expresando rápidamente el incremento de longitud oi nuestras 

medidas son siempre de una exactitud fina. 

Eventualmente tales medidas no se hacen con mucho sentido debido a 

que no determinamos la continuación o dirección de los mapar::, sino 

más bien una medida de la costa comenzando en realidad con sus fases 

y problemas de i.dentif icación como son donde comenzamos y donde 

fi~alizamos la medición ,si medimos con marea alta o baja, así como 

rios etc, Esto es el ta!'.'.bién la porción de las deltas de los 

problema se convierte un tanto enredmiO. 

A pesar de eso podemos decir que en cualquier término la costa de 

Inglaterra no tiene longitud. La única coBa significante que podemos 

decir acerca de eea longitud es que parece comportarse sobre todo 

co:no una ley potencial sobre un rango de escalas que pueden ser 

especificadas y este comportamiento será su característica. 

•CARAC'rERÍSTICAS DE LAS LEYES POTENCIALES, 

Lo que se propone hacer notar acerca de eotas características es 

probar que dlchns medidas dadas en números son diferentes cuando se 

co~paran laR costas de Inglaterra con las de Noruega o California. 

En forma análoga sucede Jo mismo si medimos la longitud de las 

fronteras entre España y Portugal, por ejemplo si recordamos que en 

la enciclopedia de Portugal ,la frontera tiene un valor mayor que en 

la de Espana. Desde cuándo la frontera de Portugal es menor en 

comparación con la de Espalla . Es muy probable por lo tanto que el 

- 44 -



mapa usado en Portugal para la medida de su frontera común tubo 
mucho mas detalles, fue de una escala máR pequeña -que 
en España. 

el mapa usado 

El mismo razonamiento explica las difrencia• para las medidas del 
litoral de Inglaterra. 

Se, MEDIDA DE LA FRONTERA DEL ESTADO DE UTHA, 

JO 
Id ah o 

Ari!ana 

La figura muestra un 
bosquejo del mapa de 
Utha uno de los estados 
de USA, como se puede 
apreciar la frontera de 
dicho estado es muy 
recta o derecha queremos 
hallar su dimenaion y 
caracterizar la 
longitud de la frontera y 
si esta se considera de 
longitud finita o 
infinita a través de una 
ley potencial. 

REPRESENTACION GRAFICA DEL ESTADO DE UTHA. 

Escala (s) 
500.km 
100 

so 
20 

Longitud (U) 
1450 km 
1780 
1860 
1890 

log(l/s) 
-2.69 

-2. ºº 
-l. 69 
-l. 30 

log(U) 
3.16 
3.25 
3.26 
3 .27. 

La tabla muestra algunas medidas basadas en mapas con varias escalas y 
con una medida de abertura del compás cubriendo varias distancias y 

sus respectivos valoree en logaritmos. 
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Representacion log VS log 
de la medida de la 
frontera del 

Utha. 

estado de 

U = "longitud medida en 
unidades de 100 km". 
s = "abertura del compás 
medida en unidades de 100 
km" 



m· 3.27-3.26 ~: ~; -o. 0003448 -1 o 
1 -1.30- (-1.69) 

m = 
3.26-J.25 

2 -1.69-(-2.00) ~: ~; •O, 000271 -1 o 

m• 3.25-3.16 ~:~~ .0.019 -1 o 
3 -2. 00- r-2--:69í = 

mT= 0. 0003448 + 0. ~00271 + 0 .019 = 0 • 0~2 :~ =0, 000735266 -1 0 

La representación de los puntos en el diagrama loq VS loq tienen 

in:uitivamente el comportamiento de una ley potencial, se observa que 
además que loe puntos se ajustan a una linea horizontal, cuya 

pe!!diente mr=O. Entonces, para la frontera de UTHA se tiene una ley 

po:encial, cuyo exponente d=O 

cual significa que la frontera 

loc.gitud finita, y dimensión 

ci~cunferencia ,es decir, D = l. 

es igual al de la circunferencia, lo 

tiene, para todo fin práctico, una 

igual a la obtenida para la 

sr. MIDIENDO LA CURVA DE KOCH. 

El siguiente ejemplo presenta la importancia del comportamiento de la 

ley potencial en una situación puramente matemática, para ello 

recordemos la construcción de la curva del Copo de Nieve de Koch o 

ta~hién conocida como curva de la Isla de Koch. 
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La curva de la Isla de 

Koch tiene una coata o 

litoral, el cual está 

formado por 

idénticas de 

curvas 
Koch, 

recordemos que cada curva 
puede ser dividida en 4 

partes autoaemejantee, 



.. las cuales son 
semejantes a la, curva 

entera, vía una 

transformación de 
semejanza, la cual se 

contráe, por un factor de 

3. 

Por lo tanto es natural un cambio en la escala del compás cubriendo 
medidas de la forma: 

1 1 1 1 

3'32'7'"7 
Hay 2 caminos para trabajar con la escala del compás sobre la Isla de 
Koch. Por un lado es técnicamente impoaible decir que para un cierto 

cnjunto de medidas el compás lleva una presición de 

0.0123456789012 .... 

Lo conveniente es mantener la escala del compás constante y considerar 

amplificaciones cuyos factores sean l, 3, 32
, 33 

.. " pero estas 

recomendaciones son algo confusas debido a lu contrucción de la 

·curva, por otro lado sabemos que la curva está constituida en 

distintas etapas, esto es, laa medidas en lus etapas son 

-} cuando la escala del compás es s = + 
cuando la escala del compás es s = -} 

( + r cuando la escala del compás es s ~ ( + r 
Represententemos estas medidas en un diagrama log vs.log, pero 
haciendo un cambio a logaritmoo en base 3, tanto en la longitud y, 

como a la escala del compás s, entonces tenemos: 
k 

[~] u 

aplicando el 1093 se tiene: 

l 
y 8 = k 
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pe!·o y además 

"k 

sustituyendo el valor de k en la expresión 

log3u = k•log3 [~] 
se tiene que 

pe!·o el log3 (4/3) = d = cont. , por lo que 

po!· lo que el valor para d es 

d = lotj3 [~] = 0,2619 

IVé~oe el Apéndice 3) 

A la ecuación 

se le conoce como la ley de crecimiento de la longitud u. 

El valor numérico d = 0,2619, que es el valor de la pendiente en la 
ley potencial es un valor notable, puesto que con él se midió la 
costa cerrada de Inglaterra. 

,, Dimensión de Autosemejanza y medidas de longitud, 

¿Ccil es la relación entre la ley potencial y la medida de longitud 
usa"do distintas escalas en el compás y la dimensión de autosemejanza 
de una curva fractal? 

Para responder a esta 

per.:liente de la recta 

pregunta hagamos D,, l + d, donde d denota la 

ajustada en el plano log VS log, cuya abscisa 
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es la escala del compás log(l/s) y la ordenada es log U es decir, U 

c/sd. 

Simplifiquemos primero con un cambio apropiado de las unidades de 
medida de la longitud, tal que el factor c en la ley potencial sea 1: 

U= l/sd; lomando logaritmos tenemos log U = d•log(l/s), donde U es 

la medida de longitud con respecto a la medida de la abertutura del 
cc:ctpás s. 

Por otro lado, tenemos la ley potencial dada por a = l/sd, donde 

a denota el número de piezas en cada uno de los pasos de 
reemplazamiento del fractal autosemejante con un factor que depende de 
la escala s. En forma logarítmica 

log a D
9

log( l/s). 

Ahora notemos' la conexión entre la longitud U y el número de 

piezas 11 si la escala del factor s=l entonces medimos una longitud 

U=l. Efectivamente tenemos U = l/sd " si s=l "' U = l/ld "' U = l; 
en:onces si hacemos un cambio en la escala s, donde todo el objeto 

es:á compuesto por copias pequeñas cada una de medida s entonces la 
me:iida total de longitud a, al mismo tiempo que el factor s oe denota 

po::: U = a•s. 
Es:o asegura la conclusión siguiente: 

log u = log (a•s) e log a + log s 

en esta ecuación hagamos las siguientes substituciones: 
log U = d•log(l/s), log a = D

6
log(l/s) 

en:onces tenemos que 
log U = log a + log s 6 d•log(l/s) = D

9
log(l/s) + log s 

y como log (1/s) = -log s entonces 
-d•log s = - D6log s + 109 s 

ordenando los términos y dividiendo por el lag s obtenemos 

- d = - D6 + l "' D9 = d + 1 
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El resultado de · esta deducción nos lleva a conc;:tuir que la 

dimensión de autosemejanza puede ser calculada por dos caminos 
equivalentes. 

i) Basandose en la autoaemejanza de las estructuras, calculando el 

número de piezas "a" sobre 11 1/s" donde 11 s 11 es el factor de la escala, 

que se caracteriza como copias o partes de una estructura total. El 

exponente de o. en esta ley es la dime~sión de autosemejanza. 

ii) Llevando en el exterior y en la frontera de la figura un conjunto 

de distintas medidas con el compás (abierto a distintas escalas) 

calculando la ley potencial que relac~ne a la longitud con 1/s; donde 

s es la abertura del compás a distintas escalas. El exponente d en 

esta ley incrementado en la unidad es la dimensión de aulo-semejanza; 

D,=l+d. 

El resultado que describe la segunda alternativa D,= 1 + d, donde 

d es la pendiente de la línea ajustada en el plano log\log 

considerando la longitud U sobre la presición en la escala 11 1/0 11 

describe un resultado general puesto que es una alternativa para 

calcular la dimensión d~ objetos que no son auto- semejantes como son 

las costas o litorales, a esta alternativa se le denomina 11 dimensi6n 

de área o compás" . 

Si recordamos para la costa de Inglaterra d • O. 3 asi la 

dimensión para la costa es D," l + o. 3 " l. 3. 

La dimensión fractal de la frontera del estado de UTI\H ea d = O, 

asi D,= 1 + o = l que es la dimensión de una llnea recta. (véase 

Apéndice). 

6a. Ci!lculo de la dimensión para la curva "3/2" 

Daremos un ejemplo para hallar la dimensión de la curva 

autosemejante 3/2 cuyo proceso de construcción describiremos hasta la 
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segunda etapa. 

• Construcción de la 
Etapa inicial. 

curva "3/2'' 

su-~~ 
Partimos de un segmento de longitud 

considera la etapa inicial (c
0

) • 

Primera etapa. 

unitaria la cual se le 

Remplazamos al segmento de linea por una poligonal de ocho 

se2'mentos cada una de longitud 1/4; podemoll decir entonces que la 

lor.gitud de la poligonal es de B/4 = 2 (Doble de la etapa anterior) 

Segunda etapa. 

En esta etapa cada segmento de la etapa anterior se reduce a un 

cuarto de longitud de la etapa anterior y a 1/42 de la longitud 

original. La longitud total en esta etapa es de 82/42 = 22
• 

Si continuamos con este proceno obtenemos en el límite a la curva 

3/4. El resultado de la longitud en cada etapa es el doble de la 

anterior así en la k- ésima etapa la longitud se expres como 2'. 

El número de segmentos crese .ª razón de B segmentos por cada 

se~mento en Cada una de las etapas asi en la k-ésima etapa se tienen 

a• segmentos de longitud 1/4'. 

Podemos entonces argumentar que la longitud de la figura es entonces: 

( )

k 
a• e 

L • lirn - = l i!" -¡ ..,. to 4k k • ti:) 4 

es decir la longitud de la curva es infinita. 

Dimensión de la curva "3/2" 

Calculemos ahora la dimensión de la curva, para lo cual tenemos 

que U • 2' y el factor de reducción en la escala del compás es 

a•l/4•, tomando logaritmos en una base apropiada, por ejemplo en base 

4 tenemos: 
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log
4
U log

4
2• 

log
4
U klog

4
2 

log
4
s log

4 
(1/4•) 

así log
4 
(l/s) = log

4 
+ 
7 

,. lag (l/s) = lag 4• 
4 • 

:. log
4 
(l/s) = k log

4
4 ; pero log

4
4 = 1 así log

4 
(l/s) = k; 

combinando las dos ecuaciones encontradas y sustituyendo el valor de k 
tenemos: 

hagamos log
2
2 = d, entonces 

log
4
U d•log

4 
(l/s) 

así 

d = log,2 .. 4d = 2 y 4
112 

= 2 .. d = 1/2 = 0.5 

por lo tanto la dimensión de auto-semejanza es 0
8 

= 1 + 0.5 = 1.5. 

Otra forma para el calculo de la dimensión es aplicar el modelo 

N=Eº; por ejemplo de la etapa inicial a la primei·a etapa, N 8, e 

= l/4, por lo que obtenemos 8 = [ + r " B = 4° 

D ~ =..!!_;_!)030 l. 5 1og 4 o.6020 

Gb Fractales Naturales de algunos organismos. 

El fractal natural del organismo fue apoyado por M. Sernetz y 

otros en 1985, sobre ciertas especulaciones íacinantes que se tenian 

acerca de dicho fractal el cual consiste ó se basa en la tasa del 

metabolismo de varios animulcs (ratas, perros y caballos) y esta 

realcionado con respecto al peso de sús cuerpos. 
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'3 

· 1 . 2 

La tasa de metabolismo es medido en 
Joules por segundo y el peso en 
kilogramos. Puesto que el peso del 
cuerpo es proporcional al volumen y dado 
que la escala del volumen esta dada en 

unidades cübicas para nuestro caso r 3 

entonces el factor de escala se 

considera en unidades lineales r. 

Una primera conjetura puede ser que la 
tasa del metabolismo deba ser 

3 4 ~- .... 
lt" lo!j~ntmo dtl proporcional al peso del 

resoddeuerf0· decir proporcional a r'l. 

cuerpo (es 

La gráfica muestra que de algún modo la 
ley potencial es significativamente 

diferente para un valor esperado. La 

pendiente de la línea interpolada es de 

aproximada- mente m = 3/4 = 0.75. 

Denotemos a m, la pendiente, como la tasa de metabolismo y a w 

co~.o el peso del cuerpo, entonces log m e a•log w + log donde e 

de::::>ta la intersección, entonces m = c•wª, usando w OI r 3 (tan a del 

me~abolismo es semejantemente proporcional al peso del cuerpo) esto 

es equivalente a decir que m ~ r'~ donde 3~ • 2.25. 

Esto significa que nuestra conjetura rle acuerdo a que la tasa del 

metabolismo debe ser proporcional al peso/volumen del cuerpo, es 
inconveniente. 

Es una escala de acuerdo a un fractal cuya dimensión es D • 2.25. 
Esto tiene una explicación y esta basada en una especulación sobre la 
ley del potencial para la tasa del metabolismo y se basa en una 
reflexión al hecho de que un organismoes en algún sentido altamente 
más semejante a una superfice enrroscada que a un cuerpo solido. Es 
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conforme a la escala de una superficie fr~ctal de dimensión D • 2.25. 
1·Dimensión de Compartimientos. 

Dimensión de compartimientos. La dimensión de. compartimientos 
propone una medida sistematica la cual se aplica en cualquier 
estructura en el plano y puede ser adaptada a estructuras en el 
espacio. 

Estas estructuras pueden ser autosemejantes o no pueden serlo; 

para poder hallar esta medida, que se conoce como la "medida de 

complejidad" de la estructura procedemos de la siguiente manera, 

Pongamos la estructura sobre una cuadricula regular que depende 

de una escalo. ºs 11
; el proceso c::onsiste en cdmbiar la escala de A 

p1·ogresi va mente a cuadriculas más pequeñas y contar el número de 

cuadrosque contienen alguna porción de la figura en cada cambio que 
hagamos sobre la escala de s. 

Denotemos por N, al número de cuadriculas que contienen alguna 

parte de la estructura y dado que este número dependerá del cambio de 
la escala s, denotamos a este número por N(s); y en la escala d 
tomamos el reciproco l(s de la misma. 

Estableciendo lo anteriormente dicho, escribimos los valoreo en 

una tabla estableciendo los puntos en un plano doble logaritmo; 

dichos puntos son de la forma log N(s)/log (l(s). 

Una propuesta práctica para considerar la secuencia de las 
cuadriculas es que el tamafio de la mioma tenga una escala cuyo factor 
de reducción sea de 1/2 de una de las cuadriculas a la siguiente, 

En cada una de estas aproximaciones, para cada copmpartimiento de 
una cuadricula esta debe ser subdividida en cuatro compartimientos de 
longitud la mitad del compartimiento, esto nos da la siguiente 
cuadricula y asi para las siguientes hasta donde se quiera. 
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Para el cálculo de la dimensión del fractal consideremos lo 

siguiente: los puntos de la forma log N(s) /log (l/s). gráficados en el 

plano doble logaritmo describvir&'1 en forma aproximada una line< 

recta, entonces la 11 pendiete 11 m de la recta ajustada de los datos 

denotada por Db es la dimensión de compartimiento de la figura. 

Definición: La pendiente "m" de la linea ajustada de los puntos 

de la forma: compartimientos/(l/escala x) en el, plano doble logaritmo 

es la dimensión de compartimiento de la figura. La dimensión de 

compartimentos nos da también una medida de la complejidad de la 

figura. 

En seguida presentamos una estructura "desordenada"; a travéz de 

la dimensión de compartimientos hallaremos su dimensión. 

La figura representa una estructura la cual no es auto-semejante 

y esta encerrada en forma desordenado. hallaremos la dimensión por 

co~partimientos. 

As! N(s
1

) = 19 (número de cuadros que cubren una porcion de la 

figura), para N(s
2

) .; 52 número de compartimientos que tocan una vez 

la :igura. 
Escribamos estos resultados en una tabla 

1/escala x 12 

compartimientos 

log Cl/s) 

log Nis) 

19 

.77 

1.2 

52 

l. 0.7 

1.7 

Por lo tanto la pendiente tiene el valor 
m = 1.7 - 1.2 • 0.5160 = 1 , 72 

1.07 - 0.77 0,3 
así la dimensión de la figura es Db = 1.72. 

Para una mejor comprensión del tema ver las actividades 

propuestas. En forma general cuando las cuadrículas tienden a una 

secuencia de la forma N(2-k), k = O, l, 2, 3 ... la pendiente de la 
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recta ajustada de los datos en el correspondiente diagrama log\log 
es: 

log N(2·•-1¡ - log N(2"'¡ 

log (2''1) - lag (2') 
log -;¡;:o¡ ~ . . -N(2·•- 1¡··· • .: ;:··-

ai los logaritmos estan dados en base 2. w;~ 
N{S)• 19 N{s) .. 52 

Esto es si el número de compartimientos contados se incrementa 

por un factor de 2° cuando la medida de compnr.timinetos cea la mitad, 

entonces el fractal es de dimensión igual u D. 

Diferencias entre 0
6 

dimensión de auto-semejanza y Db (por 

cc:npartimientos), observamos que para la curva de Koch y la curva 3/2 

en ambas la dimensión por compartimientos y la de auto-semejanza 

coinciden D, • Db • l. 2 (ver ejercicio resuelto) . 

Noterr.os que la dimensión por compartimientos Db < 2 porque las 

di:nensiones de estructura·~ fractales son curva.s que en el paso límite 

sa=i curvas muy temblorosas, es decir son curvas no lisas si no más 

bien gordas que exeden a la dimensión, por ejemplo de una recta es D 

• l. En otras palabras son curvas más gordas que una recta pero más 

flacas que una área. 

notar la diferencia entre Ahora bien para hacer 

observamos que como a través del ejemplo siguiente o. > 2 

de auto-semejanza puede ser mayor que 2) , 

º· y º· 
(dimensión 

En la figura se tiene que el factor de reducción s es de 1/3 y el 

nú::-tero de piezas en alguna etapa de remplazamiento es a = 13, 

en:.onces 
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lag (a) ~13 
09 = lag (l/s) -= IOgT"" = 2.335 ... > 2 

así D2 :> 2. r,a razón para esta discrepancia es que la curva generada 

en la figura tiene partes traslapadas las cuales son ignoradas por la 
dimensión de autosemejanza, pero no por la dimensión de compartimiento. 
7a• Ventajas de la dimensión por compartimientos, 

La dimensión por compartimientos es una de lasmás uaadus para 11 medir
11 

en todas las ciencias. La razón de este dominio es que su 
comportamiento descanza en la facilidad para hacer los calculas en 
una computadora automatica. El conteo de compartimientoa en forma 
integra permite montar una estadística para el calculo de la dimensión. 
El problema puede aer llevado a cabo con y sin auto-semejanza. Además 
la dimensión del objeto puede ser calculada si el posee una mayor 
dimensión e.spacial. Por ejemplo cuando consitleramos objetos que 
comunmente tienen 3 dimensiones con altura, ancho y espeoor. Pero el 
concepto también se aplica a fractales tales como el 11 conjunto Cantorº 
el cual esta compuesto por subconjuntos que praclicamentc son "polvos" 
de intervalos; en tales casos los intervalos son infinitamente pequeños .. 
Dimensión por compartimientos 
de la costa de Inglaterra e 
Irlanda. 
Un ejemplo clásico que 
consideraremos es la costa de 
Inglaterra e Irlanda, como 
puede observarse la frontera 
de ambas costas es tan 
cubiertas por rejillas 
cuadriculadas cuyas escalas 
son de 1/21 y 1/32, los 
compartlmientoR que contienen 
una porción de la figura aon 
194 y 238 compartimientos 
respectivamente, con ea tos 
datos podemos ahora calcular 
la dimensión, para eato 
pongamos los clatoH en el 
plano log\log, la p~ndiente 
de la linea recta que 
conecta dos puntos es 

lag 283 loe¡ 
-rog-r2 lag 

2.45 - 2.29 , 1.31 
1.51 - 1.38 

d 194 
24 

este resultado se obtuvo 
previamente cuando se calculo 
la dimensión de 
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la misma figura pero a travéz de aberturas del compás a distintas 
escalas. 

9 • Fractales de lineas fronteras. 

Construcción de la escalera del diablo y la curva de Peano, 

La mayoria de loa fractales vistos anteriormente tienen una 

dimensión no entera; pero todos los fractales son de este tipo. 

De este modo loa siguientes dos ejemplos representan casos 
extremos, es decir son fgractales pero sus dimensiones son enteras . 

• Construcción de la escalera del "diablo" 

Esta estructura está relacionada con el conjunto de "Cantorº, la 

cual describiremos a continuación 

Conjunto de cnntor 

TO!'emos el intervalo [O, l] 
Primera etapa. 

Etapa inicial. 

Dividamos en tres partes iguales al conjunto anterior omitiendo 
la parte de en medio. 
Segunda etapa. 

A cada segmento de la etapa anterior se divide en tres partes 

iguales y se omite la parte media. 

~ ..__, 
Si el proceso contfoua en el límite obtenemos el conjunto de 

cantor, algunos puntos de este conjunto son O, 1, 1/3, 2/3, 1/9, 7/9, 

1/27' 2/27 •.• 

Este proceso se le conoce corno retroalimentación el cuál se 

compone de una secuencia 

generados por etapas donde 

de interváloe cerrados los cuales son 

para la n-ésima etapa se tendran 2• 
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intervalos de longitud 1/3". 

Ahora construiremos la escalera del diablo. D 
Construir un cuadrado en el interválo [0,1), la longitud en cada 

lado del cuadrado es la unidad. 

Dividamos en tr~s partes iguales a la base del cuadrado; la base 

del cuadrado queda dividida por los puntos: 0/3, 1/3, 2/3 y 3/3. 

Primera etapa. 
En la tercera parte media del cuadrado construimos una columna 

cuya base sea de un tercio y de altura un medio; asi la base de esta 

columna estará situada en el interválo [l/3,2/3]. 

Dividamos los tercios de la derecha y de la izquierda en tres partes 

exactamente iguales; esto es a los interválos [0,1/3) y [2/3,3/3]. 

[IJJ 
. ''• J/, 

1. f, 1¡, 

o ''• ,¡, 

Segunda etapa. 

Se levantan dos columnas una de altura 

un cuarto sobre el interválo [l/9,2/9); 

y la otra de altura 3/4 sobre el 

intervalo [7/9, 8/9). 

Tercera etapa. 

En las cuatro partes de en medio de la 

partición anterior se construyen cuatro 

columnas una de 11ltura 1/8 sobre el 

interválo [l/27, 2/27), la siguiente 

altura de 3/8 sobre el interválo 

[7/27,8/27], la tercer 

altura es de 5/8 sobre 

columna cuya 

el interválo 

[19/27,20/27], y la cuarta cuya altura 
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Etapa Número de. 
Columnas 

primera 

segunda 

tercera 

cuarta 1 
16 

k-ésirna 1 

7 

es de 7 /8 sobre el intervalo 
(25/27, 26/27]; esto concluye la tercera 
etapa. 

En la k-ésirna etapa tenernos: 

para el número de columnas levantadas 

alturas correspondientes 

Alturas por 
intervalos 

1 
?. 

l 2-
4 4 

l 3 5 7 

• ... • • 
3 5 7 • 11 13 IS 

16 16 16 16 16 16 16 

Si continuamos con este proceso en el límite se obtiene una 

estructura que tiene la forma de una escalera infinita con un número 
infinito de peldaños o valores en un intervalo cerrado y finito. 

Calculemos la longitud total de nuestra e¡calen. fn5Lm~a 
El primer peldaño mide 1/3. Los siguientes dos peldaños miden 

1/9 cada uno, los siguientes cuatro, miden 1/27 cada uno; ací la suma 

de las longitudes de todos los peldaños hasta la k-ésima etapa se 

1 2 4 2•·1 

expresa por la progresión geométrica Sk = 3 + 9 + 27 + • • • + ? 
y al multiplicarse por 2/3 se tiene 

y restando las dos expresiones anteriores se obtiene 

s. - 1 s. = + . ( + -+ J • ( -h - 2+ 1 • . . . . . . • ( ; r 
factorizando se llega a 
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s; (1 - i) = + + ( i r 
s, = l • 3 (ir 

La longitud total se obtiene al h~cer t~ndt'~ k
1 

a infinito en la 

serie S" o sea 

L • ~Í.'.'¡ ., s, = F!'l .. 1 + 3 ( i ) . 
pero para valores muy grandes de k, ( 1)" tiende a cero, po1· lo tanto 

se tiene que 

L = 1 + 3•0 = 1 

Pero la estructura no crese en estos peldaños, sólo se gana 

al :ura en los puntos del conjunto de Cantor pero muy poccs puntos 

caen en este c~njunto (aún cuando su cardinalidad es la del continuo) 

¡su longitud es cero!, la longitud del segmento [0,1] ea uno y la 

lo~gitud total de los peldaños es uno. 

La estructuta sube de "O a 1" aún cuando s6lo crece en un 

co~junto de longitud cero y nunca da ningún salto. 
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, Area bajo la curva de la escalera infinita. 

Se puede observar que una escalera infinita aciende deode la izquierda en 
ángulo recto, tiene una infinidad de etapas y sus alturas se hacen 
infinitamente pequeñas. 

Dado que el proceso continua, en el 
límite el cuadrado se llena con la 
parte superior A y en la parte más 

baja con la B. 
En el límite, 
perfecta, la 

habrá una símetria 

parte A será 
exactamente una copia de la parte 

B; la parte A se obtiene haciendo 
una rotación de 180° de la parte B. 

En cote sentido la frontera de la parte B de la escalera divide al cuadrado en 
dos fractales identicos reducidos a la mitad; así el área determinada por la 
parte B es exactamente un medio del cuadrado inicial en el límite. 

El área bajo la curva que describe la escalera infinita se obtiene del 
siguiente modo. 

Etapa inicial. 
Para el área de la escalera en este 
caso la columna levantada de base 

igual a 1/3 y altura 1/2, el área 

se define por A
1 

= + • -} 
Segunda etapa. 
Para el calculo del área unimos las 

dos columnas de base l/9 y alturas 
de l/4 y 3/4 respectivamente 

entonces obtenemos una sola columna, 
de altura 1; así el area en esta ., 
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' 
'1 

J. 

1· 

líl, 

+(+ + +) etapa es A
2 

+·1 
Tercera etapa. 
Aquí las 4 columnas son de base 1/27 y sus 

respectivas alturas son de 1/8, 3/8, 5/8 y 
7/8, entonces el área en esta etapa es A

3 
= 

l (l 3 5 7) l . 27 a· + 8 + 8 + 8 = 27 •l s1 

continuamos este proceso es decir si movemos 
las columnas en ángulo recto y juntamos las 
partes respectivas de tal manera que se formen 

rectángulos cuya altura sea de uno excepto en la 
primera etapa entonces para la etepa iuicial 

tendremos: un rectángulo de base 1/3 y altura 
1/2, en la segunda etapa tendremos un rectángulo 
de base 1/9 y altura 1, en la tercera 
etapa tendremos dos rectángulos de base 1/27 y 

altura 1, en la k-ésima etapa tendremos 2k 

rectangulos con base 1/3' y altura l; en el 

límite se obtiene una figura que "llena la 
mitad del cuadrado", asegurando así que el 
área bajo la curva de la eacalera infinita es 
de 1/2; como comprobaremos. 

Denotemos por A el área total de la escalera y por A
1

, A
2 
••• An el área en 

respectivas etapas, entonces tendremos: 

A ª + + + (1 + -} + + + """'+ ~: ) 

Hallemos la suma de la serie geometrica 

s, ª l • 1.. • .!. ......... L 
9 3• 

si multiplicamos por 2/3 a ln serie tenemos 

• 
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+ •••. ···+ 2k•t 
Jk+1 

restando las dos expresiones anteriores se tiene 

s. - 1 s. = l + ( + -+) + ( ~ +) + ...... 

s. (1 - 1-J . l + 

s = • ( 2 1·" = 3 + 3• -;-

en el límite cuando k -> m el término (-;-) .. , ---+ O entonceo 

!í: °' sk = 3 + 3 ·o ... 3 

Por lo tanto el área A de la escalera infinita es 

A = i- + -} •3 = + + + = + 
Dado que se comprobó que la longitud de ln escalera infinita es 1 entonces, 
dado que la curva dentro del cuadrado es simétrica y la frontera de la 
escalera divide al cuadrado en dos fractales reducidos a la mitad, por 'Jna 
rotaci6n de 180° entonces la longitud de la curva es exactamente 2 por lo ~vt 
tenemos una curva fractal la cual es de longitud finita. 

id.Dimensión de la esc¡¡lera infinita. 
Recordemos que en el capitulo 2 se llegó que 

N(c) •eº = N(c •)•e'º 

en este caso tenemos que N(c) = l, N(c') = 3 y e' = c/3 sustituyendo tenerros 

l•cº = 3• (c/3) 
D•ln e = ln e ~ 

• 
D 

eº = e 
ln c/ln 

• 
e • l 

así la dimensión de la escalera infinita es D = l, 

La construcción de la escalera del diablo no es una estructura auto-semejant~ 
es una estructura auta-afin esto eA: "si una entructura puede ser reducida 
dos diferentes factores, tanto en su escala horizontal como en la vertical 
imágenes que tienen partes que son copias afines de un total son llamados 
estructuras autoafin. 

La escalera del diablo es un caso especial de una transformación afin como 
describiremos a continuación . 

• 
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'/, 

o 

¡----·-

Gráfica completa que describe 

a la escalera infinita 

dividamos al intervalo [O, 1) 
en tres rectangulos cuya 

altura sea igual a 1/2 (factor 

vertical) y base igual a 1/3 

(factor horizontal) 

Apliquemos la construcción 

reduciendo la imágen de la 

escalera con un factor 
horizontal reducido a 1/3 y un 
vertical reducido a l/2 es 

.decir por dos escalas 

diferentes; en cada uno de los 
tres rectangulos obtenemos 
así, tres copias identicas 
reducidas de la escalera 

infinita. 

Haciendo rotaciones de 180° se 

observa que el block es 
igual al block 1 en forma 

semejante el block 2 es igual 
al block 3 y el block 4 es 
igual al block 5 de tal forma 
que si reunimos las seis 

copias en forma conveniente 
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obtenemos la imagen de la 

escalera infinita original, 
hacemos notar que dicha 

estructura no es auto-
semejante porque sus factores 

de reducción en las escalas 

difieren (esto 1/2•1/3) y en 

las escructuras auto-

semejantes dichos factores son 

iguales; así la escalera 

infinita es auto-afin. 

·í•.:i%i.icaci6n de la c1,a(tra infinita a la física. 

''11 

¡ 11 11 

11 11 
11 ti 

11 11 
11 11 - -: ~----- 1 

Barra 

longitud 

inicial 

cortemos 

mitad, 

piezas 

inicial 

L,= y 

m,u 

a la barra 

obteniendo 

idénticas 

ahora 

a la 
dos 

con 

masas iguales m = 
1 

mu 
2 

1/2. 

en la siguiente etapa 

hacemos esfuerzos 

reiterado~ para que la 

longitud sea reducida a 

L
1
=1/3 en cada una de sus 

partes. Entonces la masa 

se conserva, la densidad 

en cada pieza debe de, 

incrementarse por 
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m, 
r. 1 = 

1 

Repitiendo 

1/2 
TT3 
este 

3 
2 

proceso 
se tiene que el número de 

barras es de N = 2n con 

una longitud ln • 1/3" y 

masa mn • 1/2", Mandelbrot 

llamó a este proceso 
cu aj amiento de una 
distribuci6n uniforme de 

masas; por este proceso 

las masas se agrupan en 

muy pequeñas regiones con 
una alta densidad. La 

densidad de cada una de 
eotas piezas, pequeñas 

m 
r = T-

n 

La figura muestra que la 
densidad es alta en las 
barras 

generación. 
en cada 

Suponemos ahora que el proceso de cuajamiento tiene que ser aplicado una 
infiniodad de veces y tenemos que pensar en la estructura resultante puestCL 

,eoun eje de longitud 1 medida de izquierda a derecha. 

Entonces la masa M (x) de la estructura sobre un cierto interválo digamos [O, ij 
se puede escribir formalmente por: 

X 

M(x) = J dm(t) 
o 

donde la masa no cambia. 
Ahora si ir.crementamos por saltos infinitesimales al conjunto de Cantor, la 
gráfica de la funci6n resultanle es una escalera infinita. 

C\.La curva de Peana. 

En la sección anterior discutimos la consrucción de un fractal cuya dimensiJn 
es D = 1 veamos ahora otro caso extremo, un fractal de dimensi6n D • 2 el e 
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describiremos. 

....,_._._ .. - .. 

• Longitud de la curva de Pea no. 

Etapa inicial. 
SE toma un segmento de 

longitud unitaria como 

iniciador, dividimos en tres 

aprte"' iguales a dicho 
segmento. 
Segunda etapa. 
Cada segmento de linea de la etapa 

anterior es remplazado por nueve 

segmentos de longitud 1/3 del segmento 

original; se observa que en la mitad de 

la tercera parte hay dos puntos donde 

la curva se toca así misma. Este modelo 

geométrico se le conoce como el generador 

y es el patron que se va a seguir en 

la construcción de la curva. 
Tercera etapa. 
Con el modelo muestra, cada 

segmento de línea de la etapn 

anterior es remplazado por 9 

segmentos de longitud 1/3 de 

la longl tud de 1 a etapa 

anterior, la curva tiene en 

esta etapa 32 puntos tionde se 

corta así misma 

Si continuamos con este 
proceso en forma iterativa en 

el límite se obtiene la curva 
de Peana, 

Observamos de la construcción en sus distintas etapas se tiene que cada 
segmento de linea se remplaza por 9 segmentos de 1/3 de longitud de la etap 
anterior, así obtenemos que el segmento de línea que constituye el iniciado 
tiene longitud unitaria. 
En la primera etapa la longitud es de 9•11/3) = 3 

en la segunda etapa la longitud es de 9•9• !1/32
) 9 
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en la tercera etapa la longitud es de 9•9•9• (l/33
) 27 

en la k-ésima etapa la longitud es de l = 3• 

• Calculo de la dimensión del fractal de la curva de Peano. 

Observamos que la curva de Peano es auto-semejante porque en cada 
etapa el f acor de reducción es de un tercío entonces de acuerdo a la 

formula tenemos N • l/s0 y basandonos en la primera etapa tenemos que 

N - 9, s = 1/3 y sustituyendo encontramos que 

9 = l 

(+)" 
.. .. D 2 

por lo tanto la din1ensi6n de la curva de Peano es 2. 
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CAPITULO 111 
LA IDEA DE COMPLEJIDAD 

l. Conceptos fundamentales: Función Lineal, Función Exponenc al 

•La siguiente gráfoca muestra a un 
~cn llWl<l fi.rieot t!!'leciC11te, denotado 
por una :Recta t!!'leciC1ttc: y = mx + b, 
dende 

m d~r 11 pendiente 11 

calclo opueslo 

calelo 11dyacenle 

tan a 

• Fen6meno 1 ineal Decreciente: 
Recta decreciente. 

m d~r. 11 pendiente 11 < O 

•Fenómeno constante: 
Recta no creciente y no decreciente. 
m = o 

~+'\~ 
'"·º·S t-"\ (,c.. 

El ejemplo s:.guientc nos muestra en forma particular los 
fe~6menos descritos anteriormente. 

Consideremos un mercado capitalista hipotético, en donde se 
negocia un producto, cuya cantidad demandada por los compradores varía 
sélo en función del tiempo, al igual que la cantidad ofrecida por los 
vendedores. 

Basta considerar 4 variables en el modelo, a saber: 

t "" 11 tiempo 11 

Cd = 11 Cantidad demandada" 
C0 = 11 Cantidad ofrecida 11 y 
P = "Precio de la mercancía 11 

Se establecen los siguientes 3 supuestos básicos del modelo: 

1. A medida que el precio aumenta, la cantidad demandandada 
disminuye en proporción constante y a la inversa,esto ea, Cd es una 
fu:-.ción lineal decreciente de P: cd = m P + b, con m < o. 

2, A medida que el precio aumenta, la cantidad de mercancia 
of~ecida aumenta en proporción constante y viceversa, esto es, 
c 0 es una función lineal creciente de P. 

3, El mercado del producto de referencia se considerará en 
equUU.~in si solo si la oferta es igual a la demanda: c0 = c. 
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Y> introducido el sistema 
Cs"tesiano de 
c:~1·denadas, las rectas 
c:~cientes, decrecientes 
)' horizontales quedan 
t:~as únivocamente 
ó~terminadas por una sola 
fórmula que depende de 2 
¡:arámetros: 

Y = mx + b 
Fen6meno 
(e:qierimental) 
Ce.:os aislados 
~::a recta. 

m, b e IR 
Empírico 

con: 
cercanoo u. 

- --·- - --

, 
F Uf\C.~ (;)\"\ 

ton:> t11n Te. 
l'I'\ :.O 

º~e.~to. 
.\.undÓ11 cltc..n.ei-.i. 

--¡-"'---'-------~.t.. o. 

X y 

- T -
X 1 'lt 

1 1 
x. 1 '{2 

X 1 y 

1 
x, I Y1 

1 
1 
1 

Xn 1 Yn 

ki~ 
Tabla de datos 

Ajustar la mejor recta posible a una 
tabla de datos se puede materializar 
a través del Método de "Minimos Cua
drados11, el cual esencialmente con· 
siste en obligar a que la ouma de. los 
errores verticales sea mínima. 
( <é".se el Apén.d.lte .e ) 

Ahora los datos experimentales parecen 
alinearse a lo largo de la gráfica de 
una función exponencial, por ejemplo 

y " k aK, con a +o y a + l, 
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,+ 

.1"·· 

' 
1 .,. 

ln y 

ln y 

ln K + ln ax 

x•ln a + ln K 

Y= X•H+B 

H, B 

H lna ~> la = eHI 

B ln K •> IK = e8
\ 

( •) L" C6rir.uhss 

mlnlr:tzar l• 
ser las del Ap~ndlce 1. 

Si los datos 
ex:ierimentales 
pa!-ecen ajustarse a 
lo largo de la 
gráfica de una 
fu:.ción potencial, 
por ejemplo 

IY = K ,.r j. con r 

+o y rfl, 
entonces el ajuste 

quo ,, '" 

/ 

.~ 

·' 

entonces 
el ajuste 
se hace 
reduciendo 
el 
problema a 
un ajuste 
lineal, 
pero con 
escalas de 
los ejes 
transforma 
dos. 

Partamos de una función exponencial. 

Apliquemosle la función logaritmo a 
ambos miembros de la igualdad. 

Por el logaritmo de un producto. 

Por el logaritmo de una exponencial. 

Se identifica con una recta, pero como 
y y x son conocidao, por ser datos, 
las nuevas X y Y también serán datos, 
mientras que M y B aparecen como lns 
incógnitas , 

Se determinan M y B por "Mínimos 
cuadrados". Siendo ahora ya conocidos 
H y B, 

Se estiman los parámetros originales 

de la función exponencial: K y a. 

deducen 
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se hace reduciendo 
el pror:ema a un 
ajuste :~neal pero 
con los 
ejes tra~sformados. 

y= k x' 

ln y 

ln y 

ln y 

lnk + ln xr 

r· lnx + lnk 

'i = R•X + K 

R, K 

R = r => Ir = ni 
K In k •> lk = eKI 

Las fórtr.ulas que 

Partamos de una funci6n potencial, con 
r constante y mayor que cero. 

Apliquemosle la función logaritmo. 

Por el logaritmo de un producto. 

Por el logaritmo de una potencia. 

Se identifica como una recta, pero X 
y 'i son conocidos por ser datos x 
y y, e incognitas R y K. 

Se determinan R y K por nmínimos 
cuadrados". Siendo ahora ya conocidos. 

Se estiman los parámetros de la fun-

ción potencia original r y k. 

deducen con este m6lodo cibllencn el 
procevo d1e1 lf fnltr.os cuadrados (v6ase el Apéndice 1) 

· ·2~Juste de curvas a la mejor linea recta posible 

En lo subsiguiente se dan algunos ejemplos de datos 
experimen~ales, los cuales describen ciertos fenómenos "realesº o 
parecidos a los fenómenos "realesº con alguna catacterística de tipo 
"práctico 11

• 

•Por ejemplo, la Tabla describe el funcionamiento de un 
"velocímetro" que mide en minutos el tiempo (x) y la distancia 
recorrida (y) medida en metros. 

Tabla l 
X len mln.) ¡ 6 to 15 25 31 

y len 11l11.) J 6s tos 163 271 336 
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Este velocímetro describe parejas de puntos de la forma (x,y) 1 
que en un sistema cartesiano de coordenadas estandar parece ajustarse 
a una recta. 

y 

"' 1 

'ºº -1 
1 

350 -1 
1 

300 -1 
1 

250 -1 
1 

200 -1 
1 

150 -1 
1 

so -1 
ul 

5 10 15 20 25 30 35 

Xfcn mln.J 
La nueva tabla , 10 IS I" !JI 

se muestran una nueva relación del funcionamiento del velocímetro, a 
saber: las parejas (x, y) originales han sido sustituidas por las 
parejas transformadas de la forma (X,Y) = (x,lag y), esto es: X= x 

Y = lag y (observese que estamos tomando logaritmos en base lO:log) 
Ahora la 
gráfica en el 
plano llamado 
semi 1 agar Itmico 
con los nuevos 
ejes x, lag y 
no se ajustan 
mejor a una 
recta, sino más 
bien parece 
ajustarse a una 
curva: 
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3.0 1 Distancias 
Y a log y 

2.5 

2.0 ... 
l.5 ........................... - ........ • 

l.O 

.5 

X tien1po 

5 10 15 20 25 

log Xlnuevo 
Los nuevos datos, 

log ylnucva 

..... ... 

~i .. rnpo 

:t. 
30 

llempo) 

.11 1 1~1.3'1'"' 
dial,) 1.e 2.oJ ~.21 2.43 <!.S2 

donde, se muestran otra relación del funcionamiento del velocímetro, a 
saber: las parejas (x,y) originales han sido ahora sustituidas por las 
parejas transformadas de la forma (X,Y) e (109 x,109 y), esto es: X• 
109 X , Y • 109 y • . 

Al plano, donde se dibuja esta nueva gráfica se le llama 
logaritmico y en él los datos (109 x,log y) de plano se ajustan a una 
curva 
~ = log y 

2.s 1 
1 

2 .o 1 

1 
1.5 1 

1 

l.0 1 

1 

.5 1 

.. ... 
"/ 

,,, ....... .. 

¡ 
-t-flo"''J-11<-I -----------· \oi X. 

1 .5 l.O l.5 2.0 2.5 3.0 
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Comparando las 3 gráficas anteriores, obi:;ervamos que los datos, 
ct:ya relación es tlempo vs distancia es una relación de tipo lineal, 
dado que los puntos (x,y) se ajustan mejor a una línea recta en el 
p:ano estándar. 

•La siguiente tabla 2 relaciona el tiempo (dado en decenios) con 
e! crecimiento del TamafiD de la Población Humana (medido en mjllones 
de personas) 

330 

2::0 

150 

lJO 

tahla 2 
XCen dccenloa) 5 ~O _1s-+2_s+'-º_...,.__,,,.._. 

/lios 1650 a 1950) 
ye en mi 1 loMs) 63 71 91 160 250 

En el plano estándar (x,y) los datos se ajustan a una curva. 

t 
1 

1 

1 

1 

1 

1 
1 

1 
1 

50 1 

g 10 15 20 25 30 

En el plano semilogaritmico (x,loq y) los datos se ajustan a una 
re.::ta: 

X(cn decenios) 10 15 25 30 

loq fCnueva población) t.79 1.85 1.95 2.20 2.39 
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Y = log y 
t 

3.0 1 

1 
2 .5 1 

I~ 2 .o 1 
1 • 

l.5 1 

1 
1 1 

1 

-H 
10 15 25 30 

En el plano logaritmlco (log x,log y) los datos se ajustan a otra 
curva: 

lag X(nucvos Ltemposl .6~1 1.17 l.39/t.47 

lag Ylnuev" poblaclónl l.7--~Ti.es t.9S 2.2ol2.J9 

log y 

+ 
3.o¡ 

1 

2 .5 j 

1 

2.01 

1 

1.5 j 

1 

l I 
1 

-r¡-.,..,, 

1 
/ . ...-"' ... 

1 .5 1 1.5 2.0 2.5 
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Comparando las 3 gráficas anteriores observamos que los datos de 
la tabla B cuya relación está dada en el plano semilogarítmico (X, Y) 
= (x,log y) dado por decadas vs. logaritmo de la poblaclón son una 
re:ación de Tlpo Exponencial, dado que los puntos transformados (x , 
log y) se ajustan a una recta en dicho plano semilogaritmico. 

Esto, en efecto resulta ser a6f, ya que si suponemos que la 
población cambia según una ley exponencial, entonces: 

log y = log k + loq ax 

que es de la forma: 

!v = H·X + Bl, donde en efecto: Y 

que H = log a y B = log k. 

log y = x• log a + log k 

log y X x, además de 

•En este último ejemplo sobre salto de altura, loo datos de la 
Tabla 3 muestran la destreza de un deportista en el tiempo (medido en 
se~undos) con respecto al salto de altura (medido en metros) 

Tabla 3 

Xlen S!!qUndonl 10 15 20 25 30 

yCallura en mla. 1 

ACTIVIDAD J:>. 

De manera similar a como 
het:'.::>S trabajado los otros 
ejemplos, genera las 
nuevas Tablas de datos y 
graffoalos para el plano 
se~ilogarítmico (x,log y) 
y para el logarítmico 
(log x, log y) • Verifica 
que el ajuste a una recta 
se logra en aquel plano, 
dar.de se justifica que 
la función que mejor 
aj~sta a una recta es una 
funclón potencia. 
(respuesta en el Apéndlce 
il. 

10 I& 16 30 
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.,,?¡Ajuste de curvas 

ESTA TESIS lfl DQE 
(continuación), SAUR BE lA llBUOTECA 

La medida de la complejidad de un fractal, representado en forma 
geométrica, depende únicamente de la relación entre una fUnción y su 
gráfica, 

El caso de la función lineal, 

y = 2X + 1 Función lineal, con pendiente m 
ordenada al origen b = 1, 

21 

X 

y 

y 

1 
17 1 

1 
15 1 

1 
12 1 

1 
1 
1 
1 
1 

10 
su tabla usual de valores. 

11 13 15 17 19 21 

Gráfica de y = 2x + 1 

(en papel estándar} 

1 
_¡_ '·---~--.---.--..---1' :f., 

' 1 
o 1 2 10 

•Consideremos una función exponencial. 

y 0,25 • zX Función exponencial, 
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y 
t 

Tabla adicional tomando los logaritmos base 10 en la variable y 
os servirá para ajustar lu curva a la mejor recta posible, en el 
lano semilog~rítmico: 

X 
2 3 4 tl6 

y • 5 l 2 4 8 16 
loq y •,501 o .301 ,602 ,903 l.20 

y = log y 
t 

1.5 1 

1 
1 

1 
0.5 1 

1 
X-=-'$.. 

o 4 

Esto se justifica, ya que: 

y= (0,25)•2" Funci6n exponencial. 

loq y= log(¡o,zs}'2x} Tomando logar!tmos. 
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loq y= x•loq 2 + Ioq (0,25) Por el logaritmo del producto; 

Y = M•x + B Con M = log(2) y B = log (0.25) 

•Tomemos ahora uuna función potencia: 

y= (0.1) •X
3 

x11 12 13 14 15 16 
y ,1 ,8 2.7 6,4 12.5 21.6 

y 

' 20 1 

1 
16 1 

.! 
/ 

/ 

Función potencial (x variable) 

Tabla mínima de valores 

1 
12 1 

1 

1 

,...! Gráfica de y•(O.l)•x3 .Se ajusta a una cun 

B t 
1 

L/ -1 
1 

......+-J·· 

,.J/ 
/' 

....!::•·:;_" ______________ .X. 

o 

y= (O.l)•x3 

loq y= loq (O.l)(x3) 

loqy = loq x3 + loq (0,1) 

loqy = 3 logx + loq(O.l) 

y R X + S 

Función potencial (x variable) 

Aplicando logaritmos. 

Por el logaritmos de un producto. 

Por el logaritmo de ~na potencia. 

Se identifica como una recta, pero 
X, Y, son datos, entonce: a X y Y son 
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R, S 

Y = 3•X + loq (0,l) 

conocidos. 

Se determina R y S por mínimos 
cuadrados, luego se consideran ahora 
ya conocidos. 

Recta estimada. 

Consideremos ahora eot.J misma curva, pero en el plar 
logarítmico: 

_x~~<-1~~2~~-+-3~-+'-4~-+5--~f--~ Tabla de valores (loq x,loq} 
Y ,l .a Z.7 16.4 12.5 21,6 
lag X 0 ,301 ,477 ,602 .698 .778 
log y -1 -.906 ,431 .806 1.09 1.33 

f 
1.5 1 

1 
l. o 1 

1 
o.s 1 

1 

log y 

Gráfica de y~o.1•x3 en el plano logarítt 

o 1 
-++:.-.~ ...... ~------rt K ~ \o~.:t. y . . 
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4. Dimensión por Compartimentos. 

La dimensión por compartimientos es un proceso, cuyo 
aprcvechamiento nos ayuda a medir el nivel de complejidad de una 
fig~ra geométrica complicada. 

Para calcular la dimensión a travén de compartimientos de una 
fig>..:ra: 

a} Cubrimos al fractal con uun maya o cuadricula, teniendo en 
cuenta que las medidas de los compartimientoa o cuadrados de la malla 
que cubren al fractal deben tener diferentes escalaa de medi.das : 1/4., 
1/8, 1/12, 1/16, 1/32 ... l/n, donde: 1 : representa la unidad (un 
cuadrado de longitud 1), n : número de partes o compartimientos en el 
cual se divide a la unid.ad. 

b} Contar el número de compartimientos que contienen una porción 
de ia figura en cada uno de las cubjertas a <liferentea escalas. 

e) Hegietrar los resulta deo en una t.Jbli:i. de vulores. La Tabla 
1 

recc3e puntos de la forma : (-----··, y), dando 
ttGLaln X 

es el recíproco de la e~rnl/\ x y 
ei;ca)a X 
y : ce el número de cuadrículas o compartimientos que contienen 

alg4na porción de la figura. 

d) La pendiente que se obtenga de la mejor recta ajuHtada, en un 
pla:-..:i logarítmico, con los datos obtenidos en el inciso e) , dicha 
medida se conoce como la dimensión por compartimiento de la figúra. 

En cada una de las gráficas descritas a continuación se hallará 
la dimenGión de la figura a tr~v6s de los pasos descriton 
anteriormente. 

Las figuras a considerar son : Ondas (Sl!:•.rnoides), Círculos ( Hoyos 
Negros ) y Una Función Arbitraria. 

4a. ONDAS 

To~a~os un segmento de longitud unitario, 
dicho segmento lo dividimos en 4 partes 

1 
iguales de longitud 11

:(, 

Est.e número representa la 11 escala" de los 
compartimientos; ahora cubrimos a la fi
gura con una malla o cuadrícula de 4 x 4 

1 
=16 compartimientos con escala de "-" 
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El número de compartimientos que no con
tienen una porci6n de figura son : S. 

Así el número de compartimientos que con
tienen una porci6n de la figura son: y = 
16-5 = 11 compartimientos. 

El recíproco de la escala X :: 

l 

escah x 

Dividamos al segmento en 8 partes iguales 
1 

siendo la escala igual ~ 
8 

El número total de compartimfontos es de 

8
2 

= 64. 
El número de compartimientos que no con
tienen una porción de la figura : 30. 
Número de compartimientos que contienen a 
la figura y = 64 - 30 • 34. 

El recíproco de la eoi::ah X = 
i&r:cala x 

Escala: 
12 

Número de compartimientos : 12' = 144. 
Número de compartimientos que no contienen 
a la figura : 93. 
Número de compurtimicntos, que contienen a 
la figura: y = 144-93 • 51. 

El recíproco de. la escala x = 

= c2-¡·1 
• 12. 

12 

Escala 
16 

eAcola x 

Número de Compartimientos que contienen 
una porción de la figura y • 68. 

El recíproco de la esceih 11: ... 

• c2.¡-' = 16. 
16 

1 

eccala Je 
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Escala : 
24 

Número de compartimientos que contienen 
una porci6n de la figura: y = 100. 
El recíproco de la encala x = 

¡2..¡ ·1 = 24. 
24 

1 
Escala 

32 

1 

cuco.la x 

Número de compartimientos que contienen 
una porción de la figura: y~ 135. 
El recíproco de la "r.cala x = 

¡2..¡ ·1 = 32. 
32 

1 

C!iCAlll X 

escala. 
1/24 

La siguiente tabla muestra la relación entre el recíproco de la eEicalci 

~ y el número de compartimientos que contienen una porción de la 
X 
figura : y 

1 
- 4 12 
X 
.f-+--1-+

y 11 34j51 

Al tomar como base estos datos los graficamos en 3 distintos planos 
gráficos: 

•Gráficas de ONDAS en el Plano Estándar 

~ :J :J ::t-:.4-:-:-0.¡.:-:-5 
Ajusta mejor a una curva y no a una recta. 

•Gráficas de ONDAS en el Plano semilogarítmico 
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12 16 24 32 
X 

log y 1,04 1.53 1.70 1.83 2 2.13 

Ajusta mejor a una curva y no a una recta. 

·G~áficas de ONDAS en el Plano Logarítmico., 

log ,60 ,90 1.07 l.20 1,38 1.50 
X 

log y l.04 1,53 l.70 1.83 2 2,13 

Ajusta mejor a una recta, donde las pendientes 
sucesivas son: 

l. 53 1. 04 
m, ~ l. 63333 ... 

.90 - .60 
l. 70 - 1.53 

m, l.ººººº"' 1.07 - .90 
l. 83 - l. 70 

M3 l.ººººº'" 1.20 - 1.07 
2 - l. 83 

m, ----- = o. 99444• .. 
l. 38 - 1.20 

2 .13 - 2 
ms = l.ººººº". 1.50 - 1.38 

De aquí que la pendiente promedio total sea 

1.63333 + 1 + + o. 94441 + l 
m = o l 

Es decir, la dimensión por compartimi~ntoa es D º l. 

~fo. HOYOS NEGROS 

Escala: -
4 

Cubrimos a la figura con una cuadricula 
de 16 compartimientos de longitud 1/4 
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de la longitud unitaria original. 

El número de compartimientos que contie
nen una porción de la figura es el total 
y= 16. 

El recíproco de la escala x: (_:¡-• 
X X 

Escala: -

Cubrimos a la figura con una cuadrícula 

de 82=64 compartimientos de longitud _: 
8 

de la longitud unitaria original, 

El número de compartimientos que contie
nen una porción de la figura es el todo 
menos 4: y= 64-4 = 60. 

El recíproco de la escala x: (.:_¡-• 

1:1·1 

6 

Escala: 

X X 

8. 

12 
Cubrimos a la figura con una cuadrícula 

de 122=144 compartimientos de longitud 2:._ 
12 

de la longitud unitaria original. 

El número de compartimientos que contie
nen una porción de la figura es el todo 
ffieJlQS 4•6 a 24 I luego: Y = 144-24 e 12{), 

El reciproco de la escala x: 
1 (_:¡-• 

(_:_) -I = 12. 
12 

Escala: 
16 

X X 

cubrimos a la figura con una cuadrícula 
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l. 
1 

de 16'=256 compartimientos de longitud 
1 

16 
de la longitud unitaria original. 

El número de compartimientos que contie
nen una porción de la figura es el todo 
menos 4•12 = 48 y = 256-48 ª 208. 

El recíproco de la escala X: l (:) "1 

(2.) ·I = 16. 
16 

Escalil: 
24 

X X 

cubrimos a la figura con una cuadrícula 
2 l 

de 24 =576 compartimientos de longitud '24 
de la longitud unitaria original. 

El número de compartimientos que contie
nen una porción de lH. figura es el todo 
menos 4•32 ª 128 y " 576-128 = 448. 

El reciproco de la escala x: 
1 

(_:) "1 

Escala: 
l 

32 

X X 

Cubrimos n la figura con una cuadrícula 

de 322=1024 compartimientos de longitud !_ 
32 

de la longitud unitaria original. 

El número de compartimientos que contie
nen una porción de la figura es el todo 
menos 4•67 = 268 yª 1024-268 = 756. 

El recíproco de la escala x: 
1 

(:_) -t 
X X 

¡!_¡ _, ~ 32. 
32 

e.sca111. 
1i24 

<scalo. 
1/32 

•Teniendo como base estos datos los graficamoo en 3 distintos papeles 
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gráficos : Papel Estándar, Papel Semilogarl'.tniii:os y Papel 
Logarítmico, como se muestra a continuación, con la siguiente tabla de 
resultados: 

_x.¡..__.__¡_1_2_¡._16--1.24 132 
y 16 60 120 208 448Í?s6 

Al tomar como base estos datos los graficamos en 3 distintos planos 
gráficos: 

•Gráfica de HOYOS NEGROS en el Plano Estándar 

1 
- 4 12 16 24 32 
X 

y 16 60 120 208 448 756 

Ajusta mejor a una curva y no a una rectu. 
150 

" 
11 \& 24 Jl 

•Gráficas de HOYOS NEGROS en el Plano Semilogarítmico 

t~f - 4 8 12 

~oq y 1,2 ~77 2.07 

16 j 24 132 
2,31 2.65f2.a1 

Ajusta mejor a una curva y no a una recta. 
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•Gráfica de HOYOS NEGROS en el Plano 

_io_g_~-1-·-6º_,_·_9_0 l 1. 01li.20ji.38j1. 50 

log y 1.2 l,11i2.07~~2.6sl2.87 

AJusta mejor a una recta, donde las pendientes 
su ce si vas son: 

l. 77 - 1.2 
m, = l. 9 ... 

.90 - .60 
2.07 - l. 77 

m?. l. 76470•" 
l. 07 - .90 
2.31 - 2.07 

m, l. 84615• .. 
1.20 - l. 07 
2.65 - 2.31 

m, ----~-- l. 88888•" 
l. 38 l.?.0 
2.87 - 2 .65 

ms l. 83333• .. 
1.50 1.38 

De aquí que la pendiente promedio total sea 

l.9 + 1.76470 + l.64615 + 1.88888 + 1.83333 
m = ci 1.85·•• 

5 

(Véase adicionalmente ol Apéndice 2.) 
Es decir, la dimensión por compartimientos es Da 1,85 

"le. GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN ARBITRARIA 

Escala: 
4 

Cubrimos a la figura ( gráfica de una 
función arbitraria ) con una cuadricula 
de 16 compartimientos de longitud 1/4. 

El número total de compartimientos: 16. 
El número total de compartimientos que 
no intersectan con la gráfica: 7. 
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El número total de compartimientos que 
intersectan con la gráfica: y =16-7= 9. 

El recíproco de la escala: x = ·(.:¡'-1.4 
4 

Escala: S 
Cubrimos a la figura ( gráfica de una 
función arbitraria ) con una cuadricula 

de 82=64 compartimientos de lcngitud .:. 
8 

El número tota 1 de compartimientos: 64. 
El número total de compartimientos que 
no intersectan con la gráfica: 40. 
El número total de compartimientos que 
intersectan con la gráfica: y=G4-40=24. 

E~ recíproco de la e oca la: x " (!::)- 1=8. 
B 

Escnla: 
12 

Cub"imos a la figura ( gráfica de una 
función arbitraria ) con una cuadricula 
de 122=144 compartimientos de longitud 
1 

12 

El número total de compartimientoa:l44. 
El número total de compartimientos que 
no intersectan con la gráfica: 99. 
El número total de compartimientos que 
intersectan con la gráfica: y = 144-99 
= 45. 

El reciproco de la escala: x = (2_¡-•:12. 
12 

Esca.la: 
l 

16 
Cubrimos a la figura 
función arbitraria ) 

( gráfica de una 
con una cuadrícula 

de 162=256 compartimientos de longitud 
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l 

16 

El número total de compartimientos: 256. 
El número total de compartimientos que 
no intersectan con la gráfica: 193, 
El número total de compartimientos que 
intersectan con la gráfica: y = 256-193 
= 63. 

El reciproco de la escala: x • 12..)-1=16 
16 

Escala: 
24 

Cubrimos a la figura 1 gráfica de una 
función arbitrarh1 ) con una cuadrícula 

de 24 2~576 compan.imientos de longitud 
1 

24' 
El número total de compartimientao: 576. 
El número total d~ compartimientos que 
no intel'oectan con la gráfica: 471. 
El número tot~l de compartimientos que 
.i..ntersectan con ia gráfica: y = 576-~71 
= 105. 

El recíproco de la escala: x 

Escala: 
32 

cubrimos a la figura ( gráfica de una 
funció~ arbitraria ) con una cuadrícula 
de 3~.2-1024 compartimientos de longilud 
1 

32 
El número total de compartimientos:1024. 
El número total de compartimientos riue 
no internactan con la gráfica: 874. 
El número total de compartimientos que 
intersectan con la gráfica: y •1024-874 
= 150. 

El reciproco de la escala: x = ¡2..)-1=32. 
32 
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•La siguiente tabla muestra la relación que se tiene con respecto al 

recíproco de la reducción en la escala (--
1
-)"

1 y el número de 
e1cala ·X 

compartimientos y 

~~ I~ - 8 12 16 24 

24 45 63 -105 

Al tomar como bane ~stos datos los grufica.mos en 3 distintos planos 
gráficos: 

•Gráfica de la FUNCIÓN ARBITRARIA en el Plano Estándar 

8 12 16 24 32 
X 

y 16 60 120 208 440 756 

Ajusta mejor a una curva y no a una recta. 

•Gráficas de FUNCIÓN ARBITRARIA en el PÍano 
semilogaritmico 
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12 16 24 32 
X 

log y .95 1,38 1,65 l,79 2.02 2.17 

Ajusta mejor a una curva y no a una recta. 

•Gráfi "ª de FUNCIÓN ARBITRARIA en el Plano 
liogarítmico. 

",_ _ _,__1_. _º7-' i. 2t_:_~t. s"o 
l,65jl.79 2.02 2.17 

Ajusta ~cjor a una recta, donde las pendiP.ntes 
sucesivas son: 

i.Je - .95 

mJ =~o~ 
1.GS - 1.38 

m, 

1.07 - .90 
1.79 1.65 

1.20 - 1.07 
2. 02 - 1. 79 

= l. 43 ... 

l. 59 ... 

m4 1.38 - 1.20 l.Z7"' 
2.17 - 2.02 

ms = uo:-l.38 • l.z ... 

De aquí que la pendiente promedio total sea 

1.43 + 1.58 + l.07 + l.27 + 1.2 
m = "------------- • l. 3225• .. 

5 

(Véase adicionalmente el Apéndice 2. ) 
lls decir, la dimensión por compartimientos ea D • 1,3225 cual 
representa la medida de complejidad de la figura. 
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5· n1~1r.NsJ<lN OE UNA LlNF.A COSTP.RA USANDO (JJMENsio'N DE COMPARTJMrnNTt~ 

l.:l complejidad de \'ariadas fi~uP.:is. im:luyendo las complejidade>s 

ln¡,;Jat.Q1'1•0, usando 6 maµ.as idént.icos ch~ Jo Cos.1.Cl, y 1.:ubrfc11du c<'tdrl 

uno do o!los con una culiJC>J•t . .:i o cund1•1cula o dist.int.;:as escalos 

1/·I, l/BI. 1/12. 1/16, 1/24 y usm·emos ol mismo p1•oceso usado 

Sa. Dimensión de la Costa de Inglaterra. 

Cubrimos & la fig,·ura <costa) con 

(4) (5) e:; 20t-:intpart..imivnt.os con 

u11a e-scaJ.:.. de 1/·1. 

cuales no culi1·~r1 a Ja figut•a son: 

5. 

Asi el numo1•0 d°' compat•t.imtont.os 

que cub1•en a Ja rtcui•a es : Y ar 

20 - ·t 111 16 

81 N .... cup1•oco de Ja oscnla es X • 
-·- ··- --- -·----·-----

ÜcalQ 11~ - 95 -( + r ~ 4. 



- .. 
i l 1 i ·} - ¡ 1 --n· 

i ii;ij; .. 
1 A '·.str . !/ 
1 V~ ' 
l 1 :'!liJJ. """r--

,-h')i.-... "'"¡ ' 1 \ 

- b ~~~ ~ \, .t-- ,_ 
, . ~ 

'" ·1'1 

- ~--l_i{ >--' 
-¡ 1 1( l 1 / : 

~ 0 r9 1 
,,,. 

! r"'- '1 -
1 

-¡ ) 1 - ¡,_,,. ~ 
1 1 r; ,,- .....,, 

l!scala 1112 ,. 

1 

.. 
-

\ 
"'11 
11) 

..., 
,..,.,. 

' 

NUJne1•0 t..ot..ol da compal't.imlent.os: 

BxtO::!; so, con una escala de 1/2 

nume1•0 de compa1•t.i1nient..os que no 

cubren a la fi¡:;urf.o.: 32. 

Número de comparthnient..os que 

cub1•i;in al~una po1•dón c..le la fJ~ul'a: 

y=S0-32= •IB. 

El r~ciproco de 1::1 escala es: 

Núme1•0 t.ot.al de coinpal'timient.os 

12 X 15 = 160, con una escala de 

1/12. 

Núm'"') •J de compa1•t.irnlent.os qua no 

cubro a J'°' i· i(.;UI·a: 96 

Núme1•0 de compart.imient.os que 

cubren a la f!~\U'a: y = 100-96 a 84 

El 1•ecip1•oco en la escala es 

X= ( 1{-f " 12 
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1 ' ~~-:•! ! 1 
t. 

r~.-' ,! /' 
::']:_~ _¡_ 

1 

>"'., 
1 I 
1 

1 

H--t-l-+-1 +-4~+-+--r-l--+-· -~ ·-
1 ~- :5 

HH__..
1
-t-

1
-++.f"'' b)v+-l··~,.;.;;;; - -¡--r- -

f\ - f-+- f-
H4-h"-r-h',• ,_ ' - 1 ¡_¡ -··->-- ,__ 
i .:..1 1~1 { ,, ,,., ' 

escalo 1/16 

1-+t-t-_.H-~1-MH-·1-Hi-H"tiH 
' 1 ~ ' 

T ¡ il f.!"-i*-H-t-t-t-11-t-J 
·· -.. H- ~ '· 'H-t+t-V-H-t-t-t-f-H 

ctscal4 1124 

Número t.ot.al de compaI't.hntc~nt.os: 

20.16" 320 con una escala de 1~ 

Núrne1·0 de compal't.imicnt.os 

no cubr-0-11 n Ja figUl'a: 198 

Nu111e1·0 do compa1•t.imient.os 

cubrt=:on :'"t Ja figura: 320-190 e 122 

E:! recipt•oco de la escala es 

x:[-k-)· 

que 

que 

Número de comp•:tl't.imicm.t.os: 24.30='/2 

con una ei=:cala de 1/24 

Núm91•0 d.:.• com¡Hu•t.imient.o'e que no 

cub1·en a 1 1 Ci~Ul'a: !J26 

Núm1;t1•0 <le c.,mrai•t..tmientos qtJe 

cUbNn1 a ln ftt;Ul'a'.y-720-526• 194 
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' 

t'. 
J.+HcF!d+~++-+_, 

- .LJ 

:-' 

Númei•o t.ot.al de compnrt.tmte11t.os: 

C32X•10) e 1200,con una escala de 
1 

:J2 

Número de compnrlimient..os que no e 

bI'C>ll a la fi{;u1•n: 997 

dC' compart.irniont.os 

cuL1·en a l~ fl~uJ>a: 

1280 - 997 • ;),iJ3. 

El 1•t"!ctp1··aco en lrt escala es 

32. 

escalo 1/32 

1 
~ 12 16 24 32 

compart..imiant..os \ 16 40 84 122 194 283 

y i 

ToUla de dat.os qutt relaclow:. a 14.ls "cubiertas" t:ffl sus dtstJnt. 

as<.:alas y ol 1tú111i:1·-."" U~ cornpC1.l"l...Í111i~11l.o::; q11e t.:Ul11'to-lt á Id "co::>l.a." 
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:+-zJ··:· 8·;-,:1-" 1.i;·:t'l~.32)! •. '1... 
·-·--~ ···-· ... -- .... ·. - · 1 

1-~--- --~~-~\~~-~~) : ·-· ; 

1
3.S -····'-- . - . i 
...• -- ::· ! 

?··i .~~~Jz±-

0'1•it.fica de la cost.a en el pJa1 

úst.a11J.:11•, so obs~1·va que J· 

pun··tas so ajust"'n tanto mejor 

una CUl'Va que una linea f>ect.a, e' 

Ja tabla orJt;inal de los dat.os 

-'---1 
~t:~'~~~~·-·~~·~ª~-·~·~~~ª''--

jtd 40 es;, 122 1~4 20!1 

01•áfica de la costa 

sümllosc~r1t.1111co con 

dnt..os l.f'an~formados 

VnJor '::}•) 

en el pk 

JQ t&bla 

poi' X 

r-t=f=i.··,,,:=.-..,¡r ... ~=1-ti=~=,= ... ~,:i., *~ j 
;¡¡;¡: .:::;:~;:··~:t~1f~~§~~llo;t:.}~ •. 2~ l2 'ª 2• az 

2. 28 2. •5 1. 68 1, 02 2. 00 

se observa qu~ los puntos de · 

datos sa ajust.an mejor a una c11 

que a una Unea N~ct..a. 
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:11i~~~(lll~f !~ ' ~~;.?~:~~~:.[~ ;.~·~~~:: ~ 
ii1c1~t~~'):;~:::;:~:;,::;:::~;,;::••»• 

aJusL;uJ;:i f~l4nt:o111us: 

Mi 
1.60 - 1.20 ,.,a 

~ ------ ~ -- e 1.6 
.90 - .60 .30 

Cálculo de )as 5 
M2 1.92 - 1.68 .24 

----- 1.4117647 pcndtcnt.es de Ja 
t.07 - .90 .t'i 

?•('et.a ajust.oJa.. 
M• 2.0íl - 1.92 .16 

1.2307692 
120 - 1.07 .13 

MI 2.28 - 2.0U 0.2 
1.111111 

1.39 - 1.20 .10 

~r. 2.45 - 2.211 .17 
e--- e 1.4166667 

1.50 - 1.39 .12 
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[l = 'I = 1.6 + l.4Íl'i'647 :•. 1;2307692 + ·1.UUÚ + 1.-1166667 

6.77~3117 - 1.36 
El 111~orncdio do lé.1s pondiont..es 

nos da una pendient..e ap1~oxi111ada 
[l ,. 1.36' 

y est.e valo1~ ~s D., lc.1 

dimensl ón de lu cost.a. 

Ln dimen!>ion do la cost.a es do U 

rk• comple jld~"d dé la figu1•a. 

6-l>!MENSION Dl> COMPARTIMIENTOS !'ARA Oll,]C'J'oS AUTU·SE:MEJANTES. 

En fo1·ma similar la dimc~n~iót1 de comparthniont.os ofrece uno.· 

111a:-1el'a simple po.ra lllt:H.llt• la CQlllplojldad en un fl•act..;ll formado 

cuando la fit;u1•a es esl.t•ict..amt.:nt.~ aul.asmeja1it.t.~s, aunque t..ambión 

n':'s da un enfoque pai•a Ja rnudlda di? la coinplojtdad cuando la forma 

Para las fiburas: Curva de °Koch, Curva 
.. 3 .. 
-Z' y curvo 

Ja modidz1 de complojidad de cada une\ de 

cu1•vas, siguie11do &! mét.odo de lzi dimensión por 

cc·rnpa1•t.lmtent..os. 
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I 
{g().. Cur\'a de Koch CFi:;ut'a beom&t.rica est.rict.ament.e aut.osemejant.e) 

escale. 
1/4 

11.Scale.. 
1/8 

7 8 'º 

i 2 3 ~ 5 G 7 s 
9 IC 11 1213 ¡<¡ /.5 /r. 
,.., /t / 9 20 ~/ 22 

~7 lfS ' 
-.,] 1..1, 119 ,5( 

A 
.~) < ,~J ) -!;"< 

23 2~ 2.5 26 27 2f 21 .3b 

31 32 33 Jy f>5 86 "37 3Y 

39 J¡{¡ 11/ 'i2 '13 1/ 1
/ 'l!i "' 

Tomemos un se~menlo de loncit.ud 

unit.m,ia y dividamos ('0 4 par-t..PS 

i'tJ.lles al sobment..o, cst..o Cf.' el 

f¿,ct.01· en la t?scala de J·ac..luccióo Id::>° 

de 
"1 " 
-.¡- cul.u•amo.s a la CUJ•\'.:t de~ 

Knch con una cuhio1•t.a di? 16 

co111J-1a1•t..i1niv11t.o::. con la misma 

i.:.ornpaf't.imiont,os que Ja cubren son : 

1U comp:n·t.l111it:11l.c1::;1 y C>l 11úme1·0 do 

compar·ljmi~11Ln~: que la cuhr-en son : 

\' e 1(> - 10 e: 6 

f.;ct.v1• 11.- 1·.:..ducdon (.'I) la. t?scola 

1/ú. 

!\Úmi:•ro de comptn•t.fmicnt.os qun no 

t.:ub1·tn1 de la curva : 5L Númepo de 

comp<:11·t.imio11t.os. quo cub1,on a la 

cur·\•a : Y s< 64 - · 50 i:=i 14 

- \02 -



4scal1. 
1/12 

l 

: 

bw"' 
r 
1 

' 

tScala rl 
1/16 

1 
1 

1 

1 

1 

ll 
1,.1 

1 

1 

,,. 
·~ 

I\., ..t' 
~ 

·-f-
,_,_ 
-~~ 

1-
1-

-1-

- '-

Pw::t.ur di;'" i·e-duccilm t.~n la c•scala 

1/12. 

Núrno1·0 de compai·t.imient.os a esLa 

escala : 12
2 = 144. 

cub1·en a lM cur·\•a : 110.. Núrne1·0 

1-:u1·vn : 26 

Recip1•oco di: k• r!s..::.:dA X e: ( -rir-j-
1 

== 14:L 

F';11::l.,1J· de 1•1:·d1J•.:cic•11 011 JEi o:~ccdo 

1/16. 

cuL1,on a 1 .. 1 cu1·vn f1·¿1ctal : 224 

do> compa1•t.i111iont.ot."" que 

ct1b1·c.·11 ~·1 i:·. curv~-. Y =2!:i6 - 224=<.i2 -· 
Roclpro<::•• de le. escala X e ( ~) 

e 16. 

r.act.01· Ü;..• 1·educr.ion en la oscala 

-1 

Rectpr-or":O d1• lci t:rscé1Ja X .: ( F) 
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rzsca'e.. 
1/24 

1/32 

Rt?<:l}•l·O~u 

de la 1 
escala:~ 

No. Je com 
pat·Limion.-
\.OS )' 

11 
4 f! 17. 

-

l 
6 14 26 

= 24 

= 5'/6 

Nuntf."!l'O de compar·t.imiC>llt.os que no 

cubrc>n n J.:1 crn·va· : 521. 

Númo1·0 de cc1111pm·t..imio11t..os que 

Fact.01· de r·t..~ducc:ión en la escala 

I/~;¿ t•111.:.\p1·uco dG l;~ Pscal.:a : 

( -:3&--) ·1 c. ~~2 

Nu111t·1·0 de• compart..imicnt..os que tv.J 

co111pc"lt•t.i111lont..os quo 

cuh1•úll u 1.:1 CUJ•VCI : 

\' :o. JU~~4 - IJ!..)0 ti:i 7•1. 

16 24 32 

32 '313 74 

Tabla da 1·osult..ados que t'elttciona 

... 104 -



el rucip1•oco de Ja roduccJon en 

la "f."'sr:ala )' P) nú111e1·0 de 

compa1~t.imient.os que> cubi·en a la 

f"J~upa en cada t:ol. .. 1p.:t do i·educción 

en la e~:.cala po1~a la cuM'~ de Koch. 

lo;; <.1/x) .60 .90 1.07 1.2U 1.31< LSO 

Lo~ Cx) .77 1.1'1 1..Jl 150 1.7'"1 1JJ6 

]

1 'f:.. \o~\~) 

~.o . 

i.s 

t.abl¡:1 ele PH:-:::ult..:uJns de J1")s punt..os 

l.1•:.H1sf'opll\;}rlns .-1 ¡i;..:t1•1,('s de 1:-:t t'o1•mrt 

1 
"";.? J 

.l,.O 

1· s 

,50 

..• - ........ -~-~-..,. 
\ 

: (Joc; 1/>.:, In¡:; \') 

:x~ º!:i~l 
So ''bscrvo que Jos punt.os se 

.5u \.O 1.S J.. G 1.5 a.o 
"-'Just..an a un 1 Hnea 1·oct...:l. · 

1 -·~9,,,
4

0,,.--_-·...,~¿,,,,0 .,. 0 ·~~0 • 1.za33333 

C.).JcuJn d(I J.-.is 

Mz 1.41 - 1.14 .27 1.5082353 
r. T.or--=-90 = ~ = 

"pPrv:lient..;:os" de~ al:;unos 

di? lo~ punt..os de la 

t.50 - 1.41 = ~I: . <'923076 
N:.•ct..n r1just.ada . 

1.20 - 1.07 0.13 

·- ros -



M• 1.74 - 1.60 =~= !.3333333 
1.38 - 1.20 .10 

M• 1.06 - 1.74 m~n 
1.50 - t.aB .12 

M a 1.2333333 + 1.50023!.'>3 + .óU2307C• + 1.33~3333 + 1 

11.Scale. 
1/4 

P1•onwdlo de las p~ndient.es de l~ 

N~c:t.J;l ajust.rtda. 

5.847209!3 6 
----- ~ ~ 1.2 

5 

D M = 1.2 i\t::i la dimem.d1.111 para la cui•va do 

6b• DIMEN::;ioN PARA LA C<lMl'OSlClON DE GURVAS 

l·'act.01• de ~E!Uucdón 01,1 Ja esca!& 

!/•\, 

( + ) '" •I 

cc1mpapt.imie.nt.o_s que no contienen 

i"J ka Clll•Vd. ! 

- . .106 -



e:scakl 
1112 

--n 
'-'-- I(' ,., i 

'::l;::J ~G'l:r ~t;.~ ~lt:--: 
1-1- "' : 

t:¡·, ~· 
, µ.; ,, ~ 

1.1' ¡;. l.! 
11 

V !::~ ~._ '~ ~o-

"!!~ ~ '- !--•-
--l~ 

ComimJ'f.imic-nt.os que cont.letten a la 

CUM•a : \' e lO - 1 t:t15 

1/8. 

Recipr-oco r~n Ja escala. do reducctóJ) _, 
X=(}) =8 
NúweJ•o t...o1.;.;;J de compiirtimient..os 

0
2 

-== <i·{ 

lé! \~111'\'i:I : 21 

lú.>i:"lf•t·ocü E'.·t\ !a ··~1.::ala Ul.4 T'oducci6h 

X" [ d-f • 12 

Nun1t-'1•11 i,ul,al dp t.:ll!Op¡\i~t.iminnt.on 

Comp;H·t.hnh'mt.os qu~ n.o con~,h:mon 

'1a r.un'i1: 7'Ci. 

t:omp~l't.tmlcnt.os que cont..ienen a la 

cur\'n : Y ~ 14•1 - 76 - Oll. 

-·lo~· -



e.scala H-f-JH--H-k'N-+l-++-l-1-1 
1/16 

escala 
1f24 

1/lb 

Rc~ctproco en la ('sr;ala de r~ducción 

X= hA-f = 16 

Nüm1.•1·0 t.ol.é1l de co111pa1't.imieint..os 162= 

%56. 

(~\11'\'\:I ; Y '= ;¿3(, - J5~:¡ = tQ~J 

1/2-1 

Comp.:n .. t.jmicnt.o~ que- no co11t..fenen 

11ing-u11<.1 pr:irclon d~ la curva : 38A 

C:umJHU•t.r. ·11otnf.us con éil~u11a po:rción 

Recipi·oco de J·e-duccióri en J¡:i escala 

-· x=(:fz-) =32· 

- 1oa -



1132 

di;.o Ja 

Nú111L·t·o t.ot.al di.'.\ ct."m1pa1~t.imJent..os 

~u2 = 1n2.i 

Co11111a1•t.imf~r-.Lt.1s ~in nincuna por•cion 

\' r:: 102..J - 769 e; 255 

RP.ctp1•cu::o / 

_,..,,,~¡" J/~ J •I H 12. 16 21 3?. 
--------!---------------. 

No.di• com- \ 
péwt.Jmiant.os \ 15 4a óll 103 11.it~ 255 

i:oo;;c:u)."'"! f-1 OUlllP.J'O de 

Reclp1•oc1l '"'º ---·---------------1 
,,_L_a_e_s_c_a1_a_1_/_x ______ º ___ 12 ____ 1_(• __ 2_A ___ __::__i 

No.d& compa1·
t.tmient.os <y> 15 .¡:; 103 : .. !) 255 

!--------------------------·---
Jur; (J/x) .úO .YU 1.07 1.20 1.~..;·~ tDO 

.._1_.,_~_Y _____ 1_.1_7_t._6-_3_-_;.~~~--~:__·3j~_;,·A~I··--¡ 
Lo:; d;~t.os mt1C>!:t.ran 1::1 1·clación de 

la curva composicion, Jos ,-,unt.os 

< x. r ) st:t tr<:ln:s:iorman a punt..os de 
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3,0 

f.5 

1.0 

Asi X = lo¡;(><) y Y = lor; y on 

los ojes t..1•ansfol'mados. 

Orafica de la curva aut.osemejante 

di;_.11ominada composición de curvas et\ 

el pJano dobJa lo¡;o1•it..mo con un 

:ii;, lo:l'/><) cambio de cj~" X = loe>< 
~1o-~~~+-~~~~~~~~~~~ 

Mt t.6B - 1.17 

; ·',90 - .60 
Mz :.,: 1.83 - 1.63 

1.07 - ,90 

M• 2.01 - 1.03 

1.20 - 1.07 

M• 2.27 - 2.01 

1.39 - 1.20 

M• 1.50 - 1.39 

2.40 - 2.27 

./"< 

=~-
.30 

.20 

.17 

.10 

.rn 

.26 

.IR 

.12 
=--

.13 

se ob!"ll21'Va que los 

punt,os se <'lju:s~;¡n u una linea recta 

01·iginales a puntos do la forma : 

{ioc CVx> , lo.,; Cy> J. 

= 1.63 

= 1.17 

a t.30 

. 1.44 

= .92 

Cálcolo do las pendientes 

~Isunas de Jos puntos de la recta 

- 110 -
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ajusl.ada 

D = M = 1.53 + 1.17 + 1.38 + 1.44 + .92 

5 
6.44 
--- = 1.28 

6 

Promcdi,:i;mos las pendientes de Ja 

El v.alol' da la dimen:::;oi6n pa1·a la 

compnsiciúu dt> cui·vas es D =1.20 

.. 3 .. 

T GC DIMENSION PARA LA CURVA 

Revisa?' Ja pa1•te 

OU1•\'Q, 

is cala 
1/4 i l 

1 donde ne plantea la const.1•ucción de Ja 

Pnct.or ÜC' 1·educció1"1 P.n la escala 

1/1 
Número t.ot.al do compart..imient.os 

4
2 = 16 

Número da cornpart..irnicnt..os que no 

cUbf'en Ct ¡. CUl"Va. : 6. 

Núme1·0 de cornpart.irnient.oe que 

culH;eu Hl t r-actal Y =16 - 6 = 10. 

Recip1•aco de la escala : X a 

(+f'" 
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.cala 
1112 

! 
1 

1.r, 

1 

1 

"1 

1 

: 

1 1 
1 1 
~~ 

tv, '!' 

r,. 

"" ~-· :• 
;.,¡ 

-

··-

~~~ 

\[~ ·~ 
i> .. 1 

-

Fact.01• drl r-oduccióJ'l en la l'Scola 

1/8. _, 
Rec)pJ'oco de Ja E.•sr.ala 

B 

Núm€'N."• t.ot.al de compar•t.imiE.<nt.os B
2 

e 

Cllbl•en a la cu1•va : 38 

l\'.úmN·o compa1~t.i111ien1...os que 

cub1•en Y = 64 - 3fJ • 26 

Fr-tcLot• do l'nducci6n en Ja cscola 

1/12 

Hectproco de la escala X = 

(í} r a 12 

Nwnel'o 1~olal de compart.imient.os que 

no cub1•en a la curva l03 

Nú111e1·0 de comp&rt.imient.os que 

cubl'en a la curva Y -=-144 - 103 ••U 

r~,ct.or de 1·educción en la escala 

1/16 

RPcip1•oco do la escala X • ( 1{-) 
•1 

16 

- H2 -



~cale. rrt-t+i-l·-1-l-++·l-~-l-l-IJ 
1/16 H-l-HH-1--1-I t+ 

H-+-H-+-¡.....¡.-J-J-1-i

'-'-'-'-.LL..W.J...lj_ ~ 

Númoro t.ot.al de comparMmlent..os 

162 
e 256 

Numoro de compart.hnlcnt.os quo no 

c.uh1•en a Ja cu:rva : 193 

Núrnol'o do compal't.tmient.o:s 

cub1•en Y u 296 - 193 = 63 

F'act.oP do J•aduccfón 6'h Ja escala 

1/2'1 

Reciproco da Ja escala X "(.!...) 24 

24. 

que 

2 

N1J111eJ•o t.otal 1k• eomp;wt.imlent.os 24 • 

Gí"6 

f\'(1111~1·0 Lota) úe r::ompai·limient.us ~ue 

r10 cul>N:!ll ::. J.;, GUJ'V~: <172 

NumN·o de co1npart.imif:ntos que cubren 

P;"'ct.01• dc.i h~ducción en Ja óscaJ.& 

1/82 

C+J-· = :l?. 

1024 

Númúro de compaPt.imlent.os que no 

- ll.3 -



3,D 

1.5 

l 

R~c1p1•oco de.~ 

J~ e:c:::cala 1/~ 

No. dA compap-
1~imiont~os y 10 

8 

26 

.90 

12 

·11 

1.01 Jo¡; J/)( . 11 ·"° 
----+-------

1.61 Jo¡; l' 11 1 1.41 

'i>-lo~l'I) 

,50 LO l.':l 2.0 2. 5 3. b 

1:ub1·m1 ¿1 la curva : 869 

NUlllC'J'U de compaPt.imiont..os qu. 

cubl'Oll ;. la cu1~va 

y = 1024 - (169 " 165 

16 24 35 

104 155 

TuLJ.a de dr..tt.os quo :rr:itadonn, 

1·ec1pruco d~ la l'cúucc:Jón on cada 

et.:caJa <1/x) y r.:u nume1•0 .. 

compart.imiont..os que i::ul11•e _,. 

1.20 1.3ll 1.!30 

1.79 2.0l 2.19 

1'ahJa d1? 1•es1JJt.ados dC' los µunt.os 

t.Nmsfot·mados a punt.o.S d~ la f'ot·ma 

.Ol'áfica deo Ja cuPva autoscmojaht.o 

3/¿ en el plano doble 10,.;wit.mo 

con los ejes cambiados X =lo~x. 

Y= los v 

)' los puntos t....-.. 11sfo1'111ados : 

{101; 1/x, lot; <y> } Se obsorv.:. 
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que los punt.os se ajust..an a una 

Uno.a N'*CLa. 

Mt 1.-11 1.0 .41 
1.3666667 

.90 .60 .30 

Mz 1.61 1..11 0.2 
1.1<'6·1~06 

J.07 .90 .J7 

M• 1.79 1,61 .10 

--------- 1.3tMb1!:M 
t.:w 1JJ7 .1:-i 

M• 2.01 1.7f> .22 
1.2222222 

t.a~ 1.?.0 .18 

Mo 2.19 2.01 .18 
a ----·--- = -- ~ 1.5 

1.50 1.3B .12 

co.1c::ulo de J.as pendient.es de 

al:;unos de Jos JJtmt.os de 1.:. 1·eci.a 

t:t.just..ada. 

l> a M ~ l.'d666667 1.1764706 + 1.3946154 + 1.2222222 + 1.!3 

o 
~I 6.43 1.29 P1•omodio de Jas pendiont.es, do Ja 

o 
l•lioCt.a ajust.ada. 

~l. o • 1.29 El valo1· do Ja dJnit:•nsión paJ•a la 

curva 3/2 es l• = 1.2!> 
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~. Coordenadas Polares, 

Por medio de un sistema de coordenadas en un plano, es posible 
cualquier punto del plano. 

En el sistema rectangular un punto 
P (X, y) se localiza dando su abscisa: 
X, ordenada : Y, refiriendo al punto a 

dos rectas fijas perpendiculares 
llamados ejes de coordenadas. 
En un sistema polar, un 

localiza especificando su 

punto se 
posición 

relativa con respectan una 

llamada eje polar a un 
recta fija 

punto fijo 

llamado Polo. 
P es un punto descrito en coordenadas 

Polares a travé~ de (r, o}, donde 

o : es un ángulo polar descrito en 
la figura medido en radianes cuya 

variación es de : O a 2 r medido 
contrareloj si e > O y r es la 

distancia del polo al punto. 

Si r >O (positivo), el punto P 
estará en el mismo cuadrante que 

e. 

Si r < O, el punto P estará en el 
rayo opuesto al lado terminal de e 

a una distancia lrl =-r del polo. 
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i 
l. 
i 

o 

f0tb 

''i 

'"º 

Si r=O, el ángulo e puede ser 

cualquiera, las coordenadas polares 

{O,e) representan el origen cualquiera 

que sea la coordenada angular e, 

Una diferencia entre las coordenadas polares y las rectangulares 

es que cualquier punto tiene más de una representación en coordenadas 

polares. 

/ 

Las coordenadas polares { r,o ) y 

( -r, o + r 1 representan el mismo 

punto, más generalmente los puntos 

r,a + nr) con n número entero por., 
y ( r, o + nr ) con n número impar 

entero, representaran las mismas 
coordenadas polares. 

Asi : (2. + ) (- 2 , 
4

3
r 1 (2 • 

7
; 

y ( - 2, -~ 

representan todos al mismo punto P. 

• Conversión entre coordenadas polares y rectangulares. 

::\. Para cambiar de coordenadas polares o 
rectangulñres se usan las ecuaciones 

básicas, 

.z !~ 
' 

0 i 'í. -y;-
~~ ~o\•~ 

Sene = f => Y " r sene 

Cose = 

siendo 

X -=> r 
e y 

Para cambiar 
rectangulares 

conocidos. 

- 117 -

X = r cose 

r conocidos. 
de coordenadas 

a polares siendo X y y 



r2 X 
2 

+ y2 •> r k + y2 

Teorema de Pitágoras. r 
distancia del origen al punto 
de coordenadas. 

Tge .l.. 
X 

=> e arctg [f ) Medida del ángulo o 

1. Espirales 

Las espirales son objetos fascinantes, las cuales difieren en su 

medida de longitud., Arquímedes (287 - 212 A.C.) escribió un tratado 

sobre el ter.ia, el cual llevó su nombre "Espiral de l\rquimides". 

9a. Espiral de Arquímides 

El modP.lo matemático de una espiral de Arqufmides se obtiene 

introduciendo el sistem_a de coordenadas polares, nl cual se hizo 

referencia anteriormente~ teniendo esto en consideración, una espiral 

de Arquimides, partiendo del centro de la misma puede ser descrita por 

etapas las cuales describiremos ... 

La espiral de Arquimides tiene como ecuación simple que la define 

por r =ea, a constante,, cada etapa estará constituida por una vuelta 
completa de la espiral. 

---Q:r 
Primera etapa, la variación de & es de 

o a 2r; a, es la distancia entre los 

enrrollamicntos dt la espiral y la 
ecuación que es de la forma : r • ea 

nos queda como : 

r = 2rª· 

Segunda etapa de la espiral en este ~~~O 
~a V11.~i6ci0n cit. o ~ s el. o a ~rr. Q t~ 1 

J .\¡,\inw.. t.n\¡e \o~ r.IHto \\o.~!tNl.1-.,,, u.. 
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gb, Espiral logarítmica. 

= ·4.- A&Í-· ~4ra., 
Tercera etapa de la espiral, o =6 r 
así la ecuación es: r = 6riª· 
En la n-ésima etapa de la espiral, 

e = 2nr n, número entero positivo. 

Asi el modelo matemático o ecuación 

en forma general para cualquier 
etapa es r ~ 2n¡-0. 
n = l, 2, 3, 4, 5, 6, ..•. 

o bien r = a.o 

Puesto que cfectua una vuelta 

completa, en decir se incrementa en 

2r, el radio de la espiral se 
incrementará en 2 rª esta cantidad 

es la distancia constante entre dos 
enrrollamientos sucesivos. 

Asi si a 1, r =2 n· primera vuelta 
a 2, r =4" segunda vuelta 

a o 3, r =~r tercera vuelta 

Consideremos una nueva espiral cuya ecuación ea parecÍ.da a la 

espiral anterior pero donde en lugar de r tomamos logaritmo 

natural de r. 

lnr o. a -> reemplazamo o sustituimos a. r por lnr. 

elnr= e e.u-> Tomando logaritmos Naturales en base e 

r = eª·ª~> propiedad de los logaritmos Naturales base e 

r = Modelo matemático que define la ecuaci6n general 

para una espiral logarítmica. 
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a .'.C, Caracteristicas de las llSpirales, 

........ ~ ...... ,.._ 
'd.l...o f:. "~ 

a y o así ni 
a o y e crece indefinidament( 
entonces la espiral es infinita, 

ya que : r = eª·ª 
Si a = o => r = eº·ª = r = e o 

ecuación del círculo de radio 
en coordenadas polares. 

Si a < o => 
-ae r = e .. > r 

=> 

l 

'ª 
e 

r= ' 

esta espiral se enrrolla al centro r' 

coordenadas y © tiende al infinito. 

: _L :· "_,\.__";-· -----i---.. ésta espir~.l esta relacionada con lr / )ij'--~."' '\. 
~- '.:. .. -~--/ f fractales y es una "'·--. 

\.. i 
~- -t 

.... ":--- ,.¡)"' 

g .. d. Relación de la 

espirales 

autosemejante. 

Serie Aritmética y Geométrica para 

Marquemos puntos sobre la espiral, 

cuyos radios a partir d~l centro de 
mismo a puntos marcados sobre 

espiral sean ri, r 

rJ, .. , ,n, ... ,rn,,.. y P.lijamos 

ángulo~ arbitrario y constante. 

Entonces los números n constituye 

una serie aritmética del mno· 

siguiente: 

r3-r2 r2-rl, r4-r3 = r3-r2, r5-r4 r4-r3, r6-r5 r6-r4, . .. , 
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ri+Z-r'n+l = ri+l-ri,,,, 

Esto es, la diferencia entre números consecutivos es siempre la 
misma. 

Realmente si 

el ángulo 1.oc , 

dela espiral 

n, = ql/J, entonces r2 = r1 + b donde b es q veces 

esto es, b= q«, q y « depende de las vueltas 

Asi : rt, qtP, => r2 = n + b, r3 = rt + 2b ... ri= ri + 1b ... rn= 
ri + nb, ... 

Sustituyendo el valor de b tenemos: 

rt ql/J, => r2 = rt + qo: :> r2 = ql/Jt + q• m> r2 =q (l/J, + •1) 

r, • rt + 2 (q•) => n = ql/J, +2q• =>1 n = q(l/J,+2•) 

r• r1 + 3 (q•) => r4 = ql/J, +3q• => n = q(l/J, +3•) 

r1 m r1 + 1q• => r1 q¡/J, tlqoc '*> rl = q(t¡I, + , .. ¡ 

rn = rn + nqo: => rn = qr¡,, + nq::ir => rn = q(f/I, + no:} 

Dacio que la diferencia entre números con_~ecuti vos es siempre la 

mis:tta, entonces las medias aritméticas o más bien "los promedios 11 

de cualquier de los radios es la media aritmética entre 2 radios 

prcximos o vecinos así si: rl-ra =r2-r1 •> rJ+rt = 2r2 a> r2 a 

rJ + ri r• + r2 r1+2 - r1 
--- 6 rJa ---- ó rl + 1 -----

2 2 2 

si reemplazamos la media aritmética ra 

geometría ~ ra 

n + rl 

2 
por la media 

se obt·iene otra espiral clásica la famosa espiral logarítmica. 

C-:- = ra 

Reemplazamos la media aritmética 

por la media geométrica. 

elevamos al cuacrado en ambos lados 
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r1 r3 = rz. r2 

r¡ r2 

r2 r, 

ln [ :: J ln[~ 
rJ 

de la ecuación. 

lr1 . ni = r.2 pero 
como rt y r• son radios y 

portanto son positivos el m6dulo 
del producto es el mismo producto. 

Forma equivalente. 

la forma equivalente la escribo 

como forma proporcional. 

Aplico la función logaritmo a la 

a la igualdad 

* lnrJ - lnr2 = lnr2 lnr1 las 

medias aritméticas 

logaritmos forman 
aritmética. 

de 

una 

los 

serie 

·in r 3 + ln r 1 
lnr2 = --------Media Aritmética de la serin que forman 

2 

lnr3 - lnr2 = lnr2 - lnr1 
lnrJ + lnrJ e 2lnr2 

lrirt lnrl - lnrJ 

ln rt 
r~ 

ln -
r, 

r 

r2 
rJ 

los logaritmos. 

Partimos de nuevo de la ecuación * 
Arreglo de términos 
Despejamos a lag rt 

propiedad de la diferencia de los logaritmos 

exponenciando ambos lados de la ecuaci6n a; 

Por defirición de logaritmo. 

reemplazamos a: -- = r y 
r3 

r, = q~ 
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r ecuación de la espiral 

De manera similar a como se hizo antes podemos generar la espir; 

logarítmica. 

log r= q4' 
los'<" q.e 

e_ :: e:. 

r 

sustituímos a r por el log r 

toman 

logaritmos naturales en base e. 

ecuación de la espiral logarítmica. 
los radios r1 de la espir< 
logarítmico forman una 

ge_nmHrica 
n 

de la forma: 

sucesj, 

rz rs rn + 1 

igualando el néaimo término con una 

constante digamos o tenemos; para 
rn 

cualquier índice n --=a => 
rn+l 

rn 11111 

rn + t = donde se le 
a 

considera la razón de 
serie geométrica, así 

rn rn-1 

a a• 
o sea 

rz rJ rn 
7' ··-;-··~--, a 

es decir 
rt n rt 

a 

la 

rt 

a" 

rt' 7'-;-,-ª-, .... n,··· 

- 123 -



8e. Autosemejanza de la espiral logarítmica. 

La observación de la noción de autosemejanza se debe a Bernoulli, 

cuñl consiste en: medir a diferentes escalas a la espiral cr 

reepecto_ a su centro, esta medición tiene el mismo efecto ~· 

hacer una rotación o giro simple de la espiral mediante un ángulo 

V~ 
~.!) 

./ 
'f ~ e q~, 

Rotación de la espiral logarítmica 

al ser girada un ángulo ~ 

representación en forma analítica d· 

la nueva espiral r.otada. 
Rotada por un ángulo W es la misma 

que medida, a través de dl feren•,.. 

esculas (multiplicada) por b •eq~ 

pe!·~. ? cuál es ln longitud de esta <>Spiral ? . Para esto conniderem<' 

un ~jemplo de una espiral cuyo proceso de constrUcci6n se. 

ser.=illa. 

Este ejemplo es proporcionado por el sistema geométrica no 

retroalimentación, el cual trata sobre la conatrucción de espirales d1 

tip Poligonal. En esta construcción distinguiremos entre espiral, .. 

esFirales, poligonales de longitud finita e infinita. 

9. Construcción de un polígono infl ni to. 

o., 
Elegi,r una sucesión decreciente de 

números a1,a2,aJ, .... consideremos a1 

como la longitud de la pieza inicial de 

Polígono trazar a1 verticalmente d• 

longitud arbitraria en el ext1 º 

superior del segmento rotar un ángulo 

- 124 -



o., 

segment faz recto y trazar de nuevo al 

, at con la misma longitud en f, 

horizontal el giro es a la derecha sn~

la prolongación (Superior del Segmento) . 

En el extremo horizontal del segmento , 

marcar un asterisco { *) y trazar ª; 

continuando en la misma direccié 

horizontal y después rotar a reloj 

ángulo recto. 

La longitud de a2 es menor que la de 

oegmento m Así a2 < a1 En el ex ........ · 

inferior de a2 marcar otro asterisc 
(*) a partir de el asterisco trazar e 

segmento aJ, primero continuando en 1 

io misma dirección y después girar 
11 reloj 11 un ángulo recto la longitud 

a2 es menor que la 

segmento ttJ esto es 

longitud 

(aJ < a2) 

\\i continuamos este mismo procese 

concluiremos la primera etapa 

polígono. (una vuelta completa) Tambié 

se le 

etapa de 

considera como la :.r . ... 
una espiral Poligonal 

Ahora surge una pregunta, en el sentido de calcular la longitud 

área de este tipo de espirales Poligonales. 

9a, Longitud de la espiral poligonal, 

Para el cálculo de la longitud de la espiral poligonal n. 

baeareos en las secciones que componen dicha figura de la m· .,~. 

siguiente: 
o, La longitud en esta primera sección , 

a,j la espiral poligonal es at + a2 
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2a1. 

La longitud en la segunda sección 

de 2a1 + 2a2 = 2 (a1 + a2) La longitud ' 
la tercera Sección es de 2at + 2a2 + 2 
= 2 ( a1 + a2 + aJ) . 

observamos que la longitud de cada segmento aparee 2 veces en 

construcción de la espiral y asi argumentamos que la longitud es 1 

doble de la suma esto es: 

2 (al+ a2 + a3 + .•• ak + ,,,) 

2 (al+ az + a3 +,,,ak + ••• ) 

Para todo a 
ccnsideramoc la longitud l de la 

espiral, cuya longitud es el dobl· 
de la suma de las a1 

ak • •••• -

q , o 

k•I 
ak = q 

k·I q 

aJ 

Elijamos valores particulares de a~ 

en l. 
Sea q un número positivo, pero 
acotado -l<q<l 

Tomemos la sucesión como geométrjc· 
del modo siguiente: 

1-1 qº q 
2-1 q ql 
3-1 2 q . q 

ª' 1-l. k 

t-t k q • q 

k-ésimo 

Por lo tanto 1 

k=O 
2(1 + q + q2 +,,,qk-l+,,,) Con 

esta expresión obtenemos la longitud 
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total de la espiral, esta expresión 
es una serie geométrica para -l<q<l 
y nos interesa que tenga límite. 

Para obtener dicho límite definamos las sumas parciales. 

Sn = 1 + q + qz + •• ,qn-1 

qsn =·1 (q) + q,q + ·q,qz + ••• + q.qn-1 

Sn - q•Sn = l - qn 

Sn•(l - q) = 1 - qn 

1 - qº 
Sn = ----

1 - q 

Haciendo la simplificación, 

Factorizando Sn, 

Despejando a Sn. 

Ahora bien, cuando n se hace grande, es decir cuando n H m la qn .. 

hace pequeña tendiendo a cero, porque - l. < q < l. 

1 - o 
As.i 5 0 tiende a hacerce: ~r lo que podemos escribir l q' 

k•O 

, con lo cual comprobamos qu<e la longitud total de la espir~ 
1-q 

definida por: 2 ¿ q' 

k=O 

este es infinito. 

2 (1 + q + q2 + •• , l 
l 

2 (-) tiene límite 
1-q 

Por lo tanto la espiral poligonal tiene longitud finita. 

Otro ejemplo cualitativamente diferente al anterior es cuando tomamc 

1 
~\e• k 

Contruyamos algunos tGrminoe de 

1 
espiral poligonal siendo ª• = k 

a • 
k lª· ¿-} 

k=l k•l 

1 1 
+ 

1 
+ ++ + T T 
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e~tonces esta serie no tiene límite, en otras palabras la espiral 

asociada es de longitud infinita, como comprobaremos. Partamos de la 
l 

suma finita: l l 
-3 + 4· + • • • + n + ••• , o en forma corta a 

través del operador sumatoria l + . 
k•I 

Supongamos que: S = l + { + i- + • • • ea finita. 

Consideremos la suma de todos los términos con denominadores pares: 

(+ + + + + + -} + ... ) = f 
Ya que lu suma original es s, entonces: 

l + + + + + •. ·= s - ( + + + + i- + + + ... +) = 
s 

2 

Pero también se tiene l > -} , + > -} , ~ > -} 

Por lo tanto l ; + + -} > -} + -} + {- • Esto es contradictorio, 

ya que la suma debe ser entre ambos f 
P~r lo que nuestra suposición de que la suma l ; -~ + -} + i- + ••• 

= s 
Sea finita es inconveniente., un límite finito de esta suma no existe 

con lo cual probamos lo que queríamos, 

'tracemos clrcunferencian de radio. 

.!tn.mJlos rectos ( oonve.rli~ntemente) del 

~ on~k.Tu. te. \o'n a fi\(.•fior (1:5J~c.1't !\ob'" · 
Po l1'.~c1:..,). 

ª~: y cenl1·0 uno de los 

po11gono de tal 1 orma que 

dos de los segmentos que determinan al poli gono circunden ;¡ la 

circunferencia. 

Esta conatruccl.ón va n prtlduciJ· r.n Eun dist1ntao etapas, una 

espiral liza unj forme. cuyo Eoportc es la espiral poligonal 

calcUlñremos eimult~nean:ente tanto la lon~itud como el ~rea de la 

espiral liza uniforme. - 1:18 -



9b, Area de la espiral, 

r··········· ... 

1 
'·. 
?·. 

1 / \ 
~. 1 ? / \\ 

L:.<_ ... --- -- \ 
u,, 

Primera secci6n simultánea de la espiral 
Poligonal y la espiral liza, dicha 
espiral es generada por el trazo de un 

cuarto de circunferencia de radio a
1

, 

las cuales circundan a la ircuníerencia. 

En esta sección la longitud de la 

circunferencia con respecto al polígono 
es de : 

11 
L, = 2 a

1 
y el área de A

1 
es: 

Segunda secci6n simultánea de las 
espir~les liza y l>oligonal en ésta 
sección la longitud y área estan dadas 

11 11 
por 11 + 12 = 2°a

1 
+ 2°a

2 

y el área es n • -·a 
4 1 

11 2 
+ -•a . 

4 2 

Tercera oecci6n oimultánea de la espiral 
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o. 
-----·· 

·~ 

'·( 
a, 

\ 

n, 
o,/ 
a, 

(}., <h 

./"~ 

~ ,.,.·· 

1 // 
º:. 

G<I/ 
r. [L¿J 

r 
U¡\ • ./ 

a, 

lisa y poligonal., en este caso. la 
longitud es 1 11 + l2 + l3 = 

TI TI TI r 
2'ª1 + 2·ª2 + 21 ª3 = 2 • 

. (ª1 + ª2 + ª3 ) 

y el área est 

A
1 

+ A
2 

+ A • ~-a2 + ~•a2 = 
3 4 1 4 2· 

Primara etapa simultánea de las 

espirales liza y poligonal así: 

longitud = l = 11 + 12 + 13 + l• = 

-~·(ª+a+ a+ª•) 2 1 2 3 

y el área se determina por: 

A = A1 + A
2 

+ A
3 

+ A4 = 

= ~- [a~ + a: ·• n~ + a! ) . 
Si seguimos con el proceso de 
construcción en forma infinita, 
obtenemos la e~piral li.za uniforme la 
cual se considera de longitud finita o 

infinita, pero con área determinada come 
mostraremos . .. 

9,c Longitud de la espiral lisa uniforme. 
Observemos que los radios de los círculos son segmentos cuya longituc 
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~ 
es ak , estos segmentos tienen longitud: lk :o 2 rªk /4 · = 2 ak, así una 

exprnsión para la longitud es: 

r 
I i. = 2 ~:a. 
k=l k:1 

Si ak =: qk-l, con q < 1 entonces: 

.. 
r r 2 r 1 
Tl''." ··2-( 1 + q+ q + ... ) = 2'1-q). 

k•I 

Esta expresión tiene límite y este es finito, así la longitud de la 

espiral es finita. 

1 

k 

11 

1 + + ••• + - + ••• 
n 

Esta serie no tiene limite en otras 

palabras la espiral tiene longitud 

infinita. 
AREA DE LA ESFIRAI, 

El área en la k-ésima etapa es: 

= _!_ ª2 + _!_ ª2 s, = A, +A,+ . "A• 4 t 4 2 

+ a: 
4 

que en forma compacta se escribe como; 
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r 1-1 lim l q2(1-t} a1=q :-4.-
k4a> l •1 

SI al=..!... lim k l 
1 :-4-

k4a> l -;-2 
t::t 

Cue en forma compacta se escribe como: 

r r 

s lim s. = lim l T a~ = lim T la~ 
k4"' ...... J=I 

,_,,, 
J=I 

lim Tiene 2 componentes las cuales son~ 

k~OO 

• ' Si a2 

<I Si ª2 = 
J 

k-700 4 

+ => lim T l a~ 
k-700 

J•I 

Hallemos el área en el caso 11 

Definamos las sumas parciales. 

k-700 
j•I 

I< ·-f lim l 1 
2 

k-700 J:at j 
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1( o 
s. ª I q2 ( 1-1 i = q 

J•I 

l 
+ q 

~ 
+ q 

Multipliquemos por q2 a la sumatoria anterior 

q2 s, = I q•• q• + q' + .•. + q" 

J•I 

Hagamos la diferencia S - q2 
, S 

s l + (92 - q') + (q' - q'l + ..• -q2k 

S - q' S = l - q2
" simplificando. 

s (l - q 2) = l-q2" Factorizando s 

l 2k\ 
s ~ 1-q Despejando SI<. 

1-q' 

. l-q
2
' 1-0 l 

Um 5• = t~m --= - = -
.. 1-q2 1-q2 1-q2 

ya que cuando k -> m, la q" ... O, dado que q < l 

As1 ...!....lim s. = __ n_ este límite ea finito y por lo tanto 
4 ...... 4(1-q2 ) 

el área también os finita. 
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Hallemos el área en 

k 

¿ !_= l 
s. l + -+ 

)"1)2 22 

9d. La espiral del 

Construcción de la 

0.1 

L 
~' 

o.. 
~~-·--···· 

1 / J 

1 ''·, o, 
'o., 

' 

el caso 

- + .•• + 
32 

Cuadrado 

eopiral 

2) 

k' 

Dorado, 

Dada unñ sucesión de números decrecient 
at <: a2 < aJ . • . entonces. 

Se forma un rectángulo de 1 aclos: at, 

(at + aa) con a1 a2 dentro de 

C., . rectángulo se forma un cuadrado de 1, ' 

at. 

Teniendo como radio at y centro u 
vértice del cuadrado se traza un ~t.~ ~ ~ 

de circunferencia de tal forma que lo 

lados del cuadrado circunden a la misma. 

Construir un nuevo rect:ingulo de lad" 
a2 y (a2 + aJ} con a2 e: aJ dentro ~ 

este rectángulo formemos un cuadrado C 

lado igual con a2 teniendo como radio ! 

longitud de a2 y centro un vértice de 

nuevo cuadrado se traza un cuarto d 

circunferencia como en el ~aso anterior 

El siguiente rectángulo que se consiclr

lendrá como lados ª' y (al + a•) de 

cual 
0

to1r.amos un aJ cuadrado de lado aJ, 

el cuarto de circunferencia que trazamo 

GL en esta sección es de radio r ..,, a:r. 

Si continuamos 

obtendremos lo 
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., 

dorado. 

9e. Longitud de la espiral del cuadrado dorado, 

.. .. 
-~ .. 

.. . . .. 
~ .. 

En la construcci6n de la espir 

poligonal, viAta anteriormente tomemc 
l 

a • -- donde g se conaidera como 
gk-1 

valor 11 promedio" de la espiral 

cuadrado dorado calculemo" la longit 

de esta espiral. 

Marcar un rectángulo de lados ª' y at 

ª' 1 
donde a1 = 1 y g a2 

a2 g 

at 
Asi • g. 

ª' g 

El nuevo rectángulo comienza, donde 

giro de 90° a reloj con lados a2 y ~ 

y dentro un cuadrado de lados lar 

de a2. dado que: 

a2= 1 y .::iJ+a2• a1 => a3= a1wa2. 

g 

a2 
Entonces: g, porque: 

BJ 

l/g 
a, g 1 g-1 g 

a, ª1·ª2 1-1/g g g(g-1} g 
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donde g-1= medida de la espiral 

con medio igual con g-1 
g 

g 

En general para el k-ésimo término 
tenemos: 

l 

ª' -a.2= g 

a2 
g 

a3 
a3 

--a¡= g 

6 bien 

l 
=> g(g-l)= - (g) 

g 

g•-g= l 

=> g•-g-1 = 

ABi g es: - (-1) + /(:"1) 2
- 4 (1) (-1) i+C =· 

9,,i--------,,---- --2-

En lil construcción de la espiral poligonal tomemos 

1 
,t-t , entonces: 

<\(. 

¿ti lim S:-::-: lim 

n=• 

+ l -.-g 

, c.on Sn=J+J..~.L+.;: •. L ·' .., • ~· . .. .a•-· .• 

l 

• g 

+ ..... _ ¡ 
-¡-
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5\1 'fl!ultipl1 có Ja suma nntarior por 

f 1 1 "\ 
1 + l - - -J 1: g 

r l 

l-;. 
Hlcimos la diferencia entre ambas sumas parciales. 

Sn ( 1- ~ ) : 

1 
Se: - -¡ 

- _1_ 
e 

_l_ 

• ll 
Si1:1pliticando . 

lJ~spejaJ'\do o. 

Entonces cuando k-tc:c 1 ~ ~o aF.! 
¡; 

l\G! la JonP.itud del•e!::.piral poligonal esta dada por: 

2 2: 
---~---

g 

l+.;-;:---2--

como 

Entonces la longitud ea: ,, r i.0) ( i +·¡-;;) .. l 2_ ; 2 . 

~-l t;--fs'-2 
:;¡ 

2( 1+ r;-) 
./5'-· L 

Longitud de lH espiral poligonal 

Por lo que la longitud debesp1ral unitormementP. inscrita es 

4 
(3 + ~ el cual es un 

numero real finito. - 137 -



APENDICJ;: 1 

•Solución a la Actividad l. 

construcción de la curva copo de Nieve. 

6 
/\ 

L~ 

Tomemos un triángulo equilátero con lados 

unitarios etapa cero (Ea) 

PRIMERA ETAPA 

Dividamos en J partes iguales a cada uno 

de los ladon del triángulo. 

Despreciamos las partes medias de cada 

uno de los lados dol triángulo. 

En las terceras partes medias de· cada una 

de los segmentos, los reemplazarnos por 

dos segmentos en forma de pico exterior. 

SEGUNDA ETAPA. 

Dividamos en J partes iguales a cada uno 

de los segmentos que quedan de la etapa 

anterior. 

omitimos las partes medias. 

Las Terceras partes medias de cada 

segmento las reemplazamos por 2 segmentos 

- 138 -



en forma de pico exterior. 

Esto concluyo la segunda Etapa (E2]. 

TERCERA ETAPA 

Di vi damos a cada uno de los segmentos que 

quedan de la etapa anterior en 3 partes 
iguales, 

Liberemonos de las terceras partes medias 
de dichos segmentos. 

Las Terceras partes medias las 
reemplazamos 2 segmontos en forma de pico 
exterior. 

Esto concluye la Tercera etapa [EJ), 

Si este proceso de construccipn se continúa indefinidamente, en~oces • 

el limite obtenemos el Copo de Nieve de Koch. 

•Solución de la Actividad 2. 

Etapa inicial ( Eo] • 

Número de segmentos que se determinan: 3 

• 
Primera etapa [El]. 

N~111ero de segmentos determinados: 12 
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• 
Segunda Etapa (E2]. 

Namero de segmentos determinados: 48 

Tercera Etapa [ EJ] 

N1Ímero de segmentos determinados: 192 

La siguiente tabla muestra la relación entre el nÚmcro de etapas 
y el correspondiente número de segmentos que sa datcrminan. 

Etapa No. segmentos 
o 3 
1 12 
2 48 
3 192 
4 ? 
5 ? 

n ? 

En efecto, usando la tabla de resultados del nQmero de segmentos de la 
curva Copo de Nieve observamos que: 

3.4° 

12 J. 41 

48 J .4' 

192 = J.4'· 

n J.4-
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No. de segmentos de E~ = :¡, 411 (hipótesis de inducciÓn) 

:. No. de segmentos de En+l "'3,4•.4 = ·),411", que en efecto es de la 

misma forma que el número de segmentos de En pero para la etapa n+l 

Entonces por el principio de inducción la fármula 'N = 3. 411 es cierta 

como el número de segmentos de la etapa n para toda n natural. 

Pasando al lÍmite determinaremos el nJmero total de segmentos en la 
etapa Hmite de la curva Copo de Nieve. 

n.-o 

ya que si n crece: 4 elevado a potencias a potencias cada vez mayores 

crece aun más, sin cota alguna. 

El n'Úmero de segmentos determinados en el Copo de Nieve os 

Infinito. 

•Solución a la Actividad 3. 

Para resolver este problema debemos calcular el área de cada una de · 

etapas que conforman la figura y tratar de hallar un modelo matemátic· 

que generalice el FÍrea en cualquier etapa. 

Aroa on las Distintas Etapas. 

AREA EN LA ETAPA INICIAL. 

Tomemos un triangulo equilátero con lados 

unitarios. 

Entonces por el teorema ?ª Pitágoras: 

h
2 

a 1
2 

- ( +) 2 => 
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As( el área de la mitad del tria'ngulo 

es: 

10 
2 2 

.G 
8 

Por lo tanto el a'rea de todo el 

triingulo es: 

Para hallar el área del 11 copo de Nieve" en las siguientos etapas, 

cubriremos el área en cada una de las etapas del Copo de Nieve cor 

triángulos congruentes entre si, y semejantes al original. 

Area de la etapa 1: .A [.i::1} 
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Área que se quiere determinar 

Dividimos el área de la figura anterior en 9 
triángulos congruentes entre sí y semejantes al 
original 

Triángulos congruentes con el Postulado tipo 

(L.L.L.) 

Triángulos semejantes razón de semejanza: 

Para calcular el área de la primera etapa tenemos: cada uno de los 

triángulos que cubren al triángulo original tiene por área -} ·A(Eo) 

:. El área en la primera etapa es: 

2.. (~) + .f3 = .f3 (1 + :. 
9 4 4 9 

Area de la etapa 2: A (E•) 

* . 

Area que se quiere determinar • 

Esta área está formada por el área del 

• 
A (Eº) = ~43 y tr !ángulo de la etapa inicial 

por el área de los g triángulos de la primera 

etapa de i'irea -}A(E•} y por (9) (9) 81 
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triángulos, cuya lirea es de 
cada uno de ellos. 

El incremento de área es 
triángulos cuya área es de: 

:. El área en la etapa 2 es: 

3•4] +-
92 

1 
A(E•) para aT 

de 12 nuevos 

Los triángulos que cubren al área a determinar son congruentes entre si } 
semejantes al original. 

Todos los triángulos son congruentes por el 
postulado (L. L L.). 

Estos triángulos son semejantes por l• 
propiedad de trans iti vid ad ( Si ei tri6ngulo l 
es semejante al triángulo II y cate a su vei 
es semejante con el triángulo III, entonces el 
triángulo I es semejante al triángulo III ). 

Esto es, la razón 

triángulo I y II es do 

do semejanza entre e: 
1 

r = y la razón entr1 

el triángulo II y III es : • 
9 . 

Se observa que para las si(Juientes etapas la~ particiones en triángulo1 
equiláteros congruentes entre sl y semejantes al triángulo original, hay un 
cierta regularidad en cuanto al namero de triángulos formados y en cuanto a 
incremento del área en cada etapa. 
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Area en la etapa 3: A(EJ) 

La partición del hrea del triángulo original: 92•9 = 729 triángulos 
triángulos son congruentes entre si y semejantes al original). 

Número de triángulos incrementados: 42•3 = = 48 

,, El área de la etapa 3 : A(EJ) ,resulta ser: 

A(El) = A(E•) + A(E1) + A(E•) + 7 ~: (~} • 

.fJ .fJ 3 12 .f3 48 f:i' 
4 + 4· 9 + 81 4 + 729 4 

=§: + f:i'·( 2. 3'4 ~ 
4 9 + 9>. + -9,-J. 

Obtenida como la suma de las áreas anteriores más el área incrementa 

Area de la Etapa 4 

•Partición del área del triángulo original: 93•9 = 6561 triángulos, 
(Número de triángulos que cubren al triángu.lo original congruentes entre 
semejantes al original). 
•NQmero de triángulos que se incrementan en ésta etapa: 

•Area de un triángulo de esta etapa: 
l 

El área de la Etapa 4, A (E•), es: 

r;' 
--4-

.fJ 3 12 .f3 48 .fj' 192 .fj' 
- - + - + -·- + -·- + 4 9 81 4 729 4 6561 4 

.fj' .fj' ( 3 3•4 3•42 3•4') 
= 4 + 4· 9 + ~ + -;,- + -;-- J 

Obtenida como la suma de las tlreas anteriores más el área incremer"· 
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Area de la etapa número 5 

•Partición del área del triángulo 
original en triángulos congruen
tes entre s1 y semejantes al ori-

Número de triángulos 
equiláteros que cu
bren al triángulo 

ginal es: 94 •9 = 59049 original. 

•Número de triánqulos incrementados 

Area de la etapa 5: 

Obtenida como la suma de las áreas anteriores más el área incrementa• 

Por lo tanto, observando los resultados de las diferentes étapas el ár· 
una etapa n-esima cualquiera es 

= ./3 + ~. ( ...:!.. 
4 4 9 

3•4 3,42 3,43 3•4' 3.4n-I) 
+-+--+- +- + ... +-

92 9J 94 g!i gn 

que expresa el área para cualquier etapa n del copo de Nieve. 

Esta fórmula, en efecto puede ser verificada por el Principio de Tr .. •I'.· 
decir, verificarla para algún valor ~n particular, digamos 

n = l => A(t•) = .f3 + ~. ( ~1-1 ) ª G + ~. ( ...:!.. ) 
4 4 91 4 4 9 

En la n-ésima etapa (hipótesis de inducción) el área es : 

.fj' + ~·( ...:!.. 
4 4 9 

3•4 3.42 3.43 3.44 
+-+--+- +-

92 93 9• 9s 

Jo4n-I) 
+ .•. + -

9n 

- 146 -



3•4' ~n-1) + :§:.~ +- + .... 
96 gn 4 gn+ 

.[343·( 93 + ~ + 3.42 3•4
3 

3•4' ~·4 --+ + + ... + 
92 93 9• 9• 9nu 

+ 

que efectivamente nos da de la misma forma que el lirea n-ésima, con la . · 
diferencia de que en lugar den sumandos obtenemos (n+l). Y esto es lo 
queriamos demostrar. 

Dado que tenemos un modelo matemlitico que expresa el área, para cualquiera 
las etapas, comprobemos si ésta es finita (determinada) o no. 

Como resultó que 

+ 

y factorizando a ~ en A (En), ésta se puede expresar como: 

1 + + 3•4 3•4 2 3•43 3•4 4 3.4n-I) 
+ - + -- + - + - + ...• -

92 9J g• 9s gn 

3 ( 4 42 4 3 4 1 4 n-1)) 
9 1 + 9 + ;.- + ;,- + ; + .... ;.;:;- . 

Sn 
si la suma parcial sn converge, es decir si 11m Sn existe, entonces el 
del Copo de llieve será finita, pero di.cha suma finita es una suma geomi!t: 

4 4 
con raz6n '9 > 1, luego multiplicando a Sn por la rnz6n '9 y restándola 

misma, puede despejarse factorizándola. Actuando de acuerdo a lo an•r-' 
tendremos: 

por consiguiente 

1-(~)n 
9 

4 
1--

9 
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Urn 

4 

1-lirn(~)" 
9 

Sn = ---4-

1--
9 

1-0 

5 

9 

ya que 9 < y por tanto elevado a potencias cada vez más grandes se vu 

cada vez más pequefio tendiendo en el limite a cero 

entonces 

l1m A (En) = 11rn ~ • ( l + f ( Sn )) 

= ~·urn( l + f ( Sn )) 

~ • ( l + i- ( l1rn Sn )) 

=~·(1+f(~)) 
= ~ ·( l + ~) 

.[j' a 
4 5 

: •A( Eo) 

Concluirnos por lo tanto que el área del Copo de Nieve es fipita, no sobr 
el doble del !\rea original A( E·). 
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Soluc.1Jn 'a (a /1CTIVID/IJJ 'l. 

-{ l;:•O , >; J>)/,3(, 
- K·~, •' :o<1.3h 

:K 1 s: J) =1:;% 

Solución a la Actividad 5, 

Recordemos que tal dimensión satisface la fórmula N=Eº, donde : 

es el número de segmentos en la etapa considerada, E el facto: 

de expansión (en nuestro caso el factor de contracción: c = :_ = : E . 

) y D la dimensión de autosemejanza. Consideremos por facilida< 

la la. etapa de la construcción de la curva, entonces N = 4 

luego: 

N = (.:)o 4 = Óº 
e 1 

J 

4 D 
ln 4 

ln 3 
l.2619 ... 

Idéntico resultado al ya obtenido con otras formas de calcul ... 

esta dimensión fractal. 

Solución a la Actividad 6, 

Recordando que la ·curva del Copo de llieve de Koch no es ot·· 

cosa, sino la unión de 3 curvas de Koch unidas sobre ~ 

triángulo equilátero, entonces la curva Copo de Nieve resultant 

deberá tener la misma dimensión que la curva de Koch. 

Comprobemos lo antes dicho directamente de la etapa inicial a l 

la, etapa de la construcción de la Curva de Koch: 

N(c) •eº 

ln 4 
D = i;3 

12 .. 

y de nuevo obtenemos el mismo resultado que con otros métodos. 
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Solución a la Actividad 7, 

Se toma un segmento de longitud unitaria. 

Dividirnos en 3 partes iguales al segmento. 

Odtimos la parte media. 

AEÍ concluirnos la primera etapa. 

Segunda etapa. 

Dividirnos a cada uno de los segmentos obte
ni~os en 3 partes iguales. 

Orr.itarnoo las partes medias en cada segmento. 
Es:o concluye la segunda etapa. 

Te!·ceru etapa. 

Di·1idir a cada uno de los segmentos obteni

dcs en 3 partes iguales. 

Omitamos las partes medias de cada segmento. 
Es:o concluye la tercera etapa. 

Si continuamos con este proceso en forma i
te=ativa e infinita, obtenernos el conjunto 

de Cantor o 11 Polvo 11 de Cantor. 

Supongamos que se quiere hallar la dimensión 
de eote conjunto, por ejemplo, de la primera. 

a la tercera etapa : 

N(c)•cº w N(c') ·e•º 
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D (C )º l•C ~ 4• ~ 

D cD 
e = 4•-

320 
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APENDICE 2. 

Mt:";JDO DE "MÍNIMOS CUADRADOS" 

X y 

X1 YI 

Xz Yz 

Xl Yl 
(datos) 

x. Y< 

Xn Yn 

n n 

I IYi- mxi- b 1 Suma de errores verticales. 

i•l 

Pero es difícil operar con valores absolutos, por ello S• 

trabaja con errores cuadráticos que siguen teniendo la propieda• 
de ser siempre positivos como los valores absolutos. 

n 

ec = I (Yi - mXi - b r 
i·l 

ec = ec(m,b) 
cor::>cidos 

fur.:ión 

loe 

n 

Hin I (Yi- mxi- b )" 

i·l 

Suma de errores cuadráticos. 

Como Xi y Yi son valore. 

es que la suma de los errores 
cuadráticos resulta ser urn 

de los parámetros m y b 

Se plantea minimizar la suma d· 

errores cuadráticos verticales 
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Para lograr lo anterior se buscan los valores de m y b para lo 
que se satisfaga el que sus derivadas (parciales) sean igules a cero: 

¡:m I (Yi-
i=l 
n 

a8; l (Yi-
i·l 

n 

m><1- b )
, • o 

2•}: (Yi- m><1- b )!-><1l •o 
i·l 
n 

2·}: (Yi- m><1- b) (-1) 

i·l 

n n 

- l Yi + m· ( L "i) + b•n = o 
i·l 1.1 

\"" i .;, 
n n 

+ b•( }:x1) l xm 
i=l i·l i=l 
n n 

m·( l x1) + b•n = l Yi 
i=l i=l 
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Condición suficiente para la 

existencia de mínimo. 

Derivada de la composición. 

O Desarrollando la sumatoria. 

2 ecuaciones con 2 incógnitas. 



n n n 

n• LXiYi - ( ¿x1)·( LYil 
i=l i=l i=l 

m = -------------
n n 

Fórmulas de ajuste li 

n•( l xfl - ( l xd 
i=l i=l 

n n n n 

( l xf)•( l Yi) - ( l Ki)•( l XiYi) 

i=l i=l i=l i=l 
b = -----------·----n n 

n•( l x~) - ( l x1)
2 

i=l i=l 
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Apéndice 3 

Comprobacion de que loq3 [~]= 0.2619 

En efecto por definición 

loq3 (~) = X ~ 

x loq 3 = loq [~) 
X ~ loq 4 - loq 3 

loq 3 

0.6020~~:7;1~i~771212 = :!~~~~~~) 
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Apéndice 4, 

Salto de Altura 

XCen se9undoi;) 10 15 ~'-~~l 30 

ylaltura en mh,) 4.810 19.41iJi3143.6 

Los datos muestran la destreza de un deportista con respect 
al salto de altura, la relación está dada por el tiempo r 
se~undos (x) vs. la altura en metros (y). 

La gráfica del fenómeno en el Plano Estándar de los datr 
(x,y) se ajustan a una curva. 

y 

:~-r/ 
• ¡ 

'º + ·-t-,-, __.._,,,,_,_...._., .... __,.---·-· 
10 15 20 25 30 

Xlen sequndonJ 10 15 20 25 30 

log ytnutv4 c.llur.,_) ,681.0 l.2 1.48 1.63 

La nueva tabla muestra la transformación a los puntos ( X,Y 
lx, lag y) , Es así que X = x , Y = lag y y en el plar 

se~ilogarítmico obtenemos que los datos se ajustan ~ una curva: 

Y = log y 

2.5+ 

1 
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lag X(nueyo t.1empo) l. 5 2,5 

109 Ylnum •lluca) ,68 l.03 1.28 1.48 1.68 

Por último grafiquemos los datos de esta tabla en el pl •. 
logarítmico ( log x, log y} y como puede apreciarse se ajustan 
una línea recta. 

y log y 

2. 5 + 
1 

2 .o t 
1 

1.5 t 
1 

.¡ ,,..,,.·"'/./ 

.¡ 

'.·-
/ 

-f--··-r-+--__,_-~--.-\ 

1 l l. 5 

1 

2.0 2. 5 3 .o 

NOTA: El Salto que hace el deportista es un 
salto de Trampol!n y se esta midiendo 
desde la minima a la mlixima altura. 
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CONCLUSIONES. 

La propuesta aqui elaborada está dirigida a los profesores 

a:·,¡mnos del Bachillerato, en dicho trabajo se pueden observar "n 

variantes, una de ellas está encaminada a que con la construcció 

de la s curvas fractales, el alumno de Bachillerato es interes 

en temas con la matemática contempporanea a través de 

modelos matemáticos como los que se muestran en 

co:lstrucci6n de número de lados, longitud de cada intervalo 

pe,·ilmetro y área del copo de nieve, etc. 

Se puede observar ld conexión existente entre dicP • 

disciplinas del áarea como son: Algebra, Geometría, !:i"! 1~- 1 A 

ma~emdtica, Series y Sucecionesy Precálculo. 

Estos temas vistos de la forma propuesta tienen un r.1~:-0 .. '"

err.pírico, experimental y se rompe, al menos cierta parte d. 

modelo tradicional de la enseñanza, dado que el alumno en st 

clases deja de ser un expectador de la materia y ae convierte -

un sujeto activo al estar deoorrollonsdo los problcmos prepuesto 

bajo la guía del profesor. 

Por otro lado lo segunda variante de la repuesta eet 

relacionada con el trabajo en sí mismo, es decir Con la idea C: 

la complejidad a nivel de Bachillerato, debemos advertir , 

lector que las definiciones aquí planteadas se dan en form 

intuitiva y provisional y son.suceptibles de irse perfeccionando 
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Definiciones Provisionales a las que se intenta llegar. 

l. Fractal. Ente gec~ótrico con la propiedad d 

a:.::c.sernejanza a diferentes escalas, de longitud infinita 

res~ringido a un área infir.ita*, y cuya nueva dimensión 

(cirr.ansión fractal) es mayor que la dimensión usual (Dimensi·' 

tc?ológica) Dr, esto es D > Dr , l<D<2). 

* o área infinita en un \".Jlumen finito de dimensión fracta 

D.3>0>2) 

2. complejidad. La complejidad puede caracterizarse o est 
re:acionada con la dimensión de la curva frñctul, esto es, con e 

e:-:;::::iente de la ley potencial que describe a dicho procese. Ta 

e>:;::::-i.ente es la pendiente de le.. mejor recta ajustada con el ; 

lc;5rftmico de la ley potencia:. 
A.sí por ejemplo en las c:-stas de Islas la pendiente de 

re::a en papel logarítmico inC~ca que tan compleja o accidentad 

e~:a la costa, es decir, entre ~ás sinuosa sea la costa, la rect 

te~.deá una mayor pendiente, le que significa que la longitud e' 

la costa aumentará más rapidarr.snte en un cuso que en otro o qu 

la costa sea más rocosa que la otrn. La pendiente a su 

Cü~actcriza a la dimensión fractal. 

As! tambien la Isla de Inglaterra tiene una dimensi: 

fractal igual a 1.30, la isla Socorro del Pacífico Mexicano 
di~ensión 1.16 y el estado de Utah cuya dimensión es la unidad 1 

Entonces podemos decir que la Isla de Inglaterra tiene may~ 
cc~.plejidad que la Isla Soccrro 11.36 < 1.16) y además 1 

frontera del estado de Utah su complejidad es cero. 
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