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INTRODUCCIÓN 

El presente trabajo tiene por objetivo, analizar la construcción de un tipo 
muy especifico de Integrales (Medidas), aquellas que se definen en Estruc
turas de Grupo, a las que se dotará de una topologla especifica, analizando 
las propiedades que satisface, así como las caracterizaciones que se le pueden 
dar. 

La idea de construir Integrales en Grupos, es basicamente, la de encon
trar una forma de Integrar que sea invariante bajo la operación del Grupo, 
en el sentido de que la Integral no cambie bajo las Traslaciones Izquierda o 
Derecha, que induce la aplicación de la operación grupal. 

No lo señala el titulo del presente trabajo, pero lo que se verá de In
tegración en Grupos Topológicos Localmente Compactos y !Iausdorff, es 
solamente un bosquejo de toda la teoría que se puede desarrollar a partir 
de éstas ideas, y aun los temas que se incluyen pueden ser extendidos y 
complementarse con otras teorías más complicadas; se dará en Ja medida de 
Jo posible, las referencias donde se puede localizar las extenciones de dichos 
temas, así como los libros donde se pueden encontrar las demostraciones de 
los teoremas, que debido a lo complicado y largo de los mismos, se omiten 
del trabajo, pero se consideran basicos en el desarrollo posterior de la Inte
gración en Grupos Topológicos Localmente Compactos y Hausdorff. 

La notación que se utilizará en el presente trabajo; aunque no se especi
fiquen las propiedades de dichos espacios, es la siguiente : 

C(U) = {!:U -><J: : f es continua}. 

Cc(U) = {!E C(U) : Sop(f) es compacto}, 

donde Sop(J) = {x E U : f(x) f. O}. 

ct(U) = {!E Cc(U) : f;:: O}. 

El objetivo principal es una expresión de la forma : 

fu frlµ V f E Ce. 
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Capítulo 1 

NOCIONES DE GRUPOS , 
TOPOLOGICOS 

1.1 Grupos Topológicos 

Definición 1.1.1 Un grupo topológico U es una pareja formada por un 
grupo G y un espacio topológico Hausdorfl X : 

U= (G,X) 

tales que satisfacen las siguientes propiedades: 

i) El conjunto de puntos del espacio X es el mismo conjunto de elementos 
del grupo G. 

ii) La aplicación 
lll:XxX-.X 

definida por la correspondencia 

(x,y) >-> ll!(x,y) = xy-1, 

es un mapeo continuo. 

Como consecuencia inmediata de está definición se tiene la siguiente 
propo'sición : 

Proposición 1.1.1 Sea U=(G,X) una pareja formada por un grupo G y 
un espacio topológico X tales que satisfacen la siguiente condición : 

3 
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4 CAPÍTULO l. NOCIONES DE GRUPOS TOPOLÓGICOS 

a) El conjunto de ¡1untos del espacio topológico X, es el mismo conjunto de 
elementos del grupo G. 

Entonces U es un grupo topológico si y sólo si las aplicaciones : 

i) 

ii) 

\ll*: U X U-> U 
definida por la correspondencia 

(x,y) >-> \ll*(x,y):::: xy. 

<P:U->U 
definida por la correspondencia 

son mapeos continuos. 

Demostración. Supongamos que U es un grupo topológico. Sea xo un 
punto fijo pero arbitrario de U : xo E U y sea W una vecindad del punto 
<l>(x0) : x01 E W. Como ex0 = .T0 , donde e es el elemento identidad del 
grupo U. Las hipótesis implican que existen vecindades U y V de e y xo 
respectivamente: e E U, xo E V, tales que 

\ll( e, xo) = ex01 = x01 E w(U, V) = uv-1
, 

es decir, 
x01 E uv-1 C W. 

En particular, 
ev-1 e w; 

entonces v-1 e W. En otras palabras, <P(V) e W. Esto significa que <I> es 
un mapeo continuo en el punto Xo E U. Como Xo se eligió arbitrariamente 
en U, se tiene que <P es un mapeo continuo en todo U. Así, está demostrada 
la propiedad ii). 
Para demostrar la propiedad i), observemos que la aplicación \ll* es la com
posición de los mapeos continuos : 

0:UxU->UxU 

definida por la correspondencia 

(x,y) >-> 0(x,y) = (x,y- 1) 
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y 

definida por la correspondencia 

En efecto, calculando : 

qi o 0(x,y) = {1(0(x,y)) = iIJ(x,y-1
) = x(v-1r 1 = xy = w•(x,y). 

Se obtiene, 
qr o 0 ::: IJI'. 

Recíprocamente, supongamos que las condiciones i) y ií) se satisfacen. 
La hipótesis a) asegura i) de la definición 1.1.1, por tanto sólo basta probar 
que la aplicación iit es un mapeo continuo. Para éste propósito, observemos 
que dicha aplicación es la composición de los mapeos continuos 0 y qi•. En 
efecto, calculando : 

w• o 0(x,y) = IJl*(0(x,y)) = IJl*(x,y-1 ) = xy- 1 = IJl(x,y). 

Se obtiene, 

Por lo que precede U deviene en un grupo topológico. Así, la proposición 
está demostrada. 

Definición 1.1.2 Sea X un espacio topológico. Sea f una aplicación del 
espacio X en sí mismo: 

f :X-+X 

definida por la correspondencia 

X H f(x) 

Se dice que f es tm UOMEOMORF!SMO si f satisface : 

i) f es biyección. 

ii) f, ¡-1 son mapeos continuos en el espacio topológico X. 
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Definición 1.1.3 Sea G un grupo arbitrario. A todo elemento u del grupo 
G se le asocian los siguientes aplicaciones: 

Tu: G-t G 

definida por la correspondencia 

x ,_. Tu(x) = O'X 

y 
T;: G-t G 

definida por la correspondencia 

X t-> T;(x) = XO', 

A la aplicación Tu se le nombra la TRASLACIÓN IZQUIERDA del grupo G 
con respecto a u y a la aplicación T; se le nombra TRASl,ACIÓN DERECHA 
del grupo G con respecto a u. 

Lema 1.1.1 La traslación izquierda y derecha de un grupo G satisfacen las 
propiedades: 

i) 

ii) 

Demostración. Sea x E G un punto fijo pero arbitrario. Calculando : 

se obtiene 

( 0'¡0'2 )x 

u1(u2x) 

Tu1(u2x) 

= Ta1(Ta2(x)) 

Tu 1u2(x) =Tu, oTu2(x). 

Como x se eligió arbitrariamente en G, se tiene demostrado para cada x E 
G. Así, la propiedad i) está demostrada. Análogamente se demuestra la 
propiedad ii). Así el lema está demostrado. 
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Lema 1.1.2 La traslación izquierda y derecha de un grupo G son biyec
ciones de G en sí mismo. 

Demostración. Sean x¡, x2 E G fijos pero arbitrarios tales que 

Ta(x1) = Ta(x2) =?ax¡ = ax2. 

Por las leyes de cancelación del grupo G se tiene que 

Por tan to, Ta es inyectiva. 

Para probar que Ta es suprayectiva, consideremos la ecuación Ta( x) = T 

para algun T E G; entonces ax = r, implica que x = a-1r E G. Por Jo 
tanto, para cada T E G existe x E G tal que 

es decir, 

Ta(x) Ta(a-1r) 

= a(a- 1r) 

(aa- 1)r 

er 

= r, 

Ta(x) =T. 

Esto significa que Ta es suprayectiva. Por lo que precede Ta deviene en una 
biyeceión. Análogamente, se demuestra la traslación derecha. Así, el lema 
está demostrado. 

El Lema precedente asegura la existencia de las aplicaciones inversas de 
las traslaciones izquierda y derecha, a saber: 

(Ta)-1 :G-+G 

definida por la correspondencia 

En efecto, calculando: 
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se obtiene, 
(Tat1 =T.-1. 

Análogamente, se define y se prueba la traslación derecha. Así, el lema está 
demostrado. 

Advertencia: A partir de éste momento cuando se hable de grupos 
topológicos sólo se utilizará la notación U, refiriéndose al grupo ó al espa
cio topológico como el grupo subyacente ó el espacio subyacente del grupo 
topológico U a menos que se mencione como pareja U== (G,X). 

Teorema 1.1.1 Sea U un grupo lo]Jológico. Las tras/aciones izquierda y 
derecha definidas sobre U son HOMEOMORFISMOS ele U en sí mismo. 

Demostración. A la luz del lema 1.1.2 sólo es suficiente probar que 
tanto la traslación izquierda y derecha son mapeos continuos en el espacio 
topológico subyacente al grupo topológico U. Eu efecto, sea xo E U un punto 
fijo pero arbitrario y sea W una vecindad del punto Tu(xo) : O'Xo E W. 
Como U es un grupo topológico, la aplicación w•, proposición 1.1.1 i), es 
un mapeo continuo. Por consiguiente, existen vecindades U y V de u y xo 
respectivamente: Cf E U, xo E l', tales que 

Cfxo E w•(u, V)= uve w, 
es decir, 

Cfxo E Ul' e W. 

En particular, 
O'l' e w, 

es decir, 
Ta(V) = oV e W, 

esto significa que T" es continua en el punto xo E U. Como xo se eligió 
arbitrariamente en U, se tiene demostrado que la traslación izquierda es un 
mapeo continuo en U. 

Sea Yo E U un punto fijo pero arbitrario y sea W una vecindad del punto 
T;(yo) : YoCf E W. Como U es un grupo topológico, la aplicación w· es 
un mapeo continuo. Por consiguiente, existen vecindades U y l' de y0 y O' 

respectivamente : Yo E U, Cf E V tales que 

YoU E il'*(U, V)= UV C W 
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es 'deéir, 
YoCTE uve w. 

En particular, 
Uu e w, 

es decir, 
r;(U) = Uu e w, 

esto significa que T; es continua en el punto Yo E U. Corno Yo se eligió arbi
trariamente en U, se tiene demostrado que la traslación derecha es un mapeo 
continuo en U. Así, se tiene demostrado que Tu y T; son mapeos continuos. 
Es obvio que los rnapeos inversos son tambien continuos, por tanto, Tu y 
T; devienen en homeornorfismos de 1J en sí mismo. Así, el teorema está 
demostrado. 

Observación: Sea U un grupo topológico. Sea e E U el elemento 
identidad del grupo subyacente al grupo topológico U y sea u E U un 
punto arbitrario. Como Tu es un homeomorfismo, si V es una vecindad 
de e E U : e E V, entonces Tu(V) = uV = {ux: x E V} es una vecindad 
de u: u E u V (u= ere). 

En general, el hecho de que las traslaciones izquierda y derecha sean 
homeomorfismos, implica que si se conoce la famiüa completa V de vecin
dades del elemento identidad e E U, se conocen la familia completa de vecin
dades de cualquier punto u E U. En efecto, se tiene el siguiente lema: 

Lema 1.1.3 Sea U un grupo topológico y sea u E lJ ur1 punto arbitmrio. 
Sea V la familia completa de vecindades del elemento identidad e E U: 

V= {V e U: V es vecindad de e}. 

Entonces 
uV:: {uV: V E V} 

es la familia com¡ilelrl de vecindades ele/ elemento u E U. 

Demostración. Si u E U y V es la familia completa de vecindades del 
elemento identidad e E U, entonces 

Tu(V):: {ul': 11 E V}, 
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es la familia completa de vecindades de <J E U, pues Tu es un homeomorfismo. 

Supongamos ahora que U e U es una vecindad de a : <J E U, entonces 

es decir, 
e E <J-1U. 

Sea V= <J- 1u, entonces V E V y esto implica que, 

es decir, 
aV=U, 

esto implica que 
U EaV. 

En otras palabras, cualquier subconjunto del grupo topológico U que sea 
vecindad de a, pertenece a la familia aV. Así, el lema está demostrado. 
Se puede demostrar un teorema análogo al anterior utilizando la traslación 
derecha. 

Subrayando la afirmación del lema: Las traslaciones izquierda y derecha, 
implican que la totalidad de las vecindades del elemento identidad e E U 
determinan la totalidad de las vecindades de cualquier elemento <J E U. Este 
hecho afirma que, si se conocen las vecindades del elemento identidad e E U, 
entonces la topología subyascente al grupo topológico U está completamente 
determinada por la familia V del lema. 

Sin embargo, la familia V del lema precedente no puede ser dada arbi
trariamente; está familia para que pueda determinar la estructura topológica 
de U debe satisfacer ciertas condiciones las cuales estan expresadas en el si
guiente teorema : 

Teorema 1.1.2 Sea G un gruvo arbitrario. Sea V una familia de subconjun
tos de G tales que cada miembro de la familia contiene al elemento identidad 
eEG: 

V= {V e G: e E V}. 
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Entonces G es un grupo topológico U si y sólo si la familia V satisface las 
condiciones siguientes : 

I.) Si V, W E V, entonces V n W E V. 

11.) íl V= {e}. 
vev 

111.) Si W e G tal que V e W con V E V implica que W E V. 

IV.) Para cada V E V, implica que existe Vi E V tal que Vi V¡ C V. 

V.) v-1 ={V e G: v-1 E V}= v. 
VI.) Sea u0 E G un elemento arbitrario, entonces 

uoVu01 = {uoVu01 
: V E V}= V. 

Demostración. Supongamos que el grupo G es un grupo topológico U 
y sea la familia V,la totalidad delas vecindades del elemento identidad e E U. 

Sean V, W E V. Por definición de vecindad existen conjuntos abiertos 
V', W' tales que 

e E ll' C V, e E W' C W, 

esto implica que, 
e E V' n W' e V n W, 

lo cual a su vez implica que V n W es vecindad de e E U : V n W E V. Así, 
I. está demostrado. 

Supongamos que existe 

tal que, 

xE íl V, 
VeV 

Xi' e. 

Como la topología subyacente al grupo topológico U satisface el axioma de 
Ilausdorff, se tiene que existen vecindades \!¡, V2 de x,e respectivamente: 
x E V¡, e E Vi con V¡ n Vi= 0. Esto implica que existe una vecindad Vi E V 
tal que x ft V2. Esto contradice la elección de la x. Así, II. está demostrado. 
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Sea W C G tal que existe V E V con la propiedad de que V C W, es 
decir e E V C W. Por definición de vecindad existe un conjunto abierto U 
tal que e E U C V C W, esto implica que e E U C W, esto significa que W 
es vecindad de e: W E V. Así, III. está demostrado. 

Sea V E V, es decir e E V y tambien ee E V. Como U es un grupo 
toplológico, la aplicación q¡• es un mapeo continuo. Así, existen vecindades 
Wi, W2 del elemento identidad e E U: W1, W2 E V, tal que 

1ll*(e,e) = ee E W1W2 = ili"(W1, W2) e V. 

Si definimos Vi = W1 n W2, entonces calculando 

1ll*(Vi, Vi)= V¡ V¡ e V, 

es decir, 
ViViCV. 

Así, IV. está demostrado. 

Sea V E v-1• Por definición de la familia v- 1, v- 1 E V, esto implica 
que e E v-1• Como U es un grupo topológico, la aplicación <I> es un mapeo 
continuo. Entonces, por un lado, 

es decir, e = e-1 E V; por otro lado, existe una vecindad V0 del elemento 
identidad e : V0 E V, tal que 

e = e-1 E <I>(Vo) = V¡¡-1 e v-1, 

es decir v0-
1 e v-1, esto implica que Vo e V. Por la propiedad III. se tiene 

que V E V. Por lo tanto, 
v-1 e v. 

Recíprocamente, sea V E V. Por hipótesis, la aplicación <I> es un mapeo 
continuo, por tanto existe una vecindad Vo del elemento identidad e E U : 
Vo E V, tal que 

es decir, 
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esto implica que, 
Vo C v-1• 

Por la propiedad III. v-1 E V. Por definición de la familia v-1 se tiene que 

V E v-1• 

Por lo tanto, 
ve v-1• 

Por lo que precede, 
v-1 =v. 

Así, V. está demostrado. 
Observemos primero que el lema 1.1.3 afirma que: Si <To E U, entonces 
podemos escribir : 

<To V= {U CU U es vecindad de <To}= {<ToV V E V}. 

Sea 
V E uoVu01

• 

Por definición, existe una vecindad V¡ E V, tal que 

V=uaViu01 ~ Vuo=ooVi, 

esto significa que, V uo es una vecindad do u0 y por lo tanto V E V. Así, 

<ToVu01 C V. 

Recíprocamente, sea V E V. Considerando el homeomorfismo derecho T;
0 

y calculando : 

se obtiene que, 
uo E Vuo, 

esto significa que V uo es vecindad <le uo : 

VuoE O'oV. 

Por definición, existe una vecindad Vi E V, tal que, 
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Por consiguiente, 

Por lo tanto, 

Por lo que precede, 

Así, VI. está demostrado. 

Reciprocamente, sea G un grupo arbitrario y sea V una familia de sub
conjuntos de G la cual satisface las condiciones I, II , ... , VI. Consideremos la 
familia U de subconjuntos U de G tales que para cada a E U existe V E V 
tal que aV e U: 

U= {U C G : V a E U 3 V E V tal que al' CU}. 

Se afirma que : La familia U define una topología sobre el grupo G, para 
la cual V es la familia de vecindades del elemento identidad e E G. 
En efecto, es obvio que 0 E U. Sea a E G y sea V E V, como V C G, esto 
implica que al' C aG = G, es decir, o'V e G, esto significa que GE U. 

Sean U1, U2 E U. Consideremos a E U1 n U2, esto implica que a E U; 
para i = 1, 2, esto implica que existen V; E V, tal que aV; e U; para i = 1, 2, 
entonces, 

pero 

significa que 
a(Vi n l'2) e U1 n U2. 

Como V; E V para i = 1,2, entonces por la propiedad I. de la familia V se 
tiene que 

V= Vi nV2 E V. 

Por lo tanto, se tiene que aV C U1 íl U2 y esto significa que 

Sea 
{U;};e1 
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una familia arbitraria de elementos de la familia U : U; E U para cada i E /. 
Consideremos u E U U; arbitrario, esto implica que 

iE/ 

u E U;0 , 

para algún io E /, esto implica que existe 

tal que, uV¡0 e U;0 , pero, 

es decir, 

esto significa que, 

V¡0 E V, 

U;. e LJU;, 
iE/ 

uV¡0 e LJ U;, 
iE/ 

LJU;EU. 
iE! 

Así, la afirmación está demostrada. 

De ésta manera tenemos definida una topología sobre el grupo G, para 
la cual U es la familia de los conjuntos abiertos. Ahora, se afirma que la 
estru~tura del grupo G y la del espacio topológico U son compatibles, es 
decir la aplicación: 

i!!:GxG-->G 

definida por la correspondencia 

(x, y)>-+ 'l'(x, y)= xy-1 

es un mapeo continuo. 

En efecto, sea (xo, yo) E G x G un punto fijo pero arbitrario. Sea W una 
vecindad del punto i!!(xoy0) : x0 y01 E W. Por definición de vecindad existe 
un conjunto abierto U de G : U E U tal que 

xoYñ1 E u e w. 
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Por definición de la familia U, existe V E V, tal que, 

xoy01V CU C W. 

La condición IV. de la familia V, implica que existe Vi E V tal que Vi Vi C V. 
La propiedad VI. implica que existe V2 E V tal que Vi = yoV2y01, esto 
implica que y01 Vi = Viy01• Calculando 

se obtiene, 

1It(xol'2, 1'1-
1yo) xoV2(V1-

1Yot1 

Xo Vz(y() 1 Vi) 
= xo(Vzy01 )Vi 

xoy01ViVi; 

xoy011'¡ Vi e xoy01V e U e W. 

Esto significa que la aplicación 11' es continua en el punto (xo, Yo) E G X G. 
Como (xo, yo) se eligió arbitrariamente en G X G se tiene demostrado que 
la aplicación '11 es un mapeo continuo para todo punto (x,y) E G X G. Así, 
la afirmación está demostrada y con ella el teorema. Así, se tiene la pareja 
U= (G,U) la cual por lo que precede, deviene en un grupo topológico. 
Se afirma que la topología U definida sobre el grupo G satisface el axioma 
de Hausdorff, en efecto tiene la siguiente proposición : 

Proposición 1.1.2 La topologí11 clefinid11 sobre el g1·upo G: U, s11tisf11ce el 
axioma de JI ausdorj]. 

Demostración. Consecuencia inmediata de los siguientes lemas: 

Lema 1.1.4 Sea V e U= (G,U). Consideremos el conjunto 

U= {a E U: 3V¡ E VtalqueaV¡ e V}. 

Entonces U es un conjunto abierto ele G: U E U. 

Demostración. Sea a E U fijo pero arbitrario. Por definición de U 
existe V¡ E V tal que aV¡ C V. La condición IV. de Ja familia V, implica 
que existe V2 E V tal que \12 V2 C Vi, por tanto para cada T E Vi se tiene 
que rtfz e V¡, entonces arV2 e aV1 e V, es decir arVz C V. Por definición 
de U se tiene que ar E U para todo T E Vi, por consiguiente aVz C U. 
Esto significa que U es vecindad del punto a E U. Corno a se eligió arbi
trariamente en U, se tiene demostrado que U es vecindad de cada uno de 
sus puntos y por tanto U es un conjunto abierto: U E U. Así, el lema está 
demostrado. 
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Lema 1.1.5 Pam cada a E U= (G,U) se tiene que: Tu(U) =U. 

Demostración. Sea Tu( U) E Tu(U), por definición Tu( U)= aU. Sea 
r E aU, entonces u-1r E U, esto implica que existe V E V tal que u-1rV C 
U, lo cual implica que rV e aU, por definición aU E U. Así, Tu(U) CU, 
para cada a E U. En particular, para u- 1 E U, se tiene que Tu-• (U) CU, 
esto implica que Tu o Tu-• (U) e Tu(U) e U. Por consiguiente, U e Tu(U). 
Por lo que precede, Tu(U) =U. Así, el lema está demostrado. 

Lema 1.1.6 Para cada a E U= (G,U), los conjuntos de la forma a V para 
toda V E V, son vecindades de a: a V E U. 

Demostración. Sea a E U un elemento fijo pero arbitrario y sea V E V 
fijo pero arbitrario. Se desea probar que a V es un conjunto abierto: aV E U. 
Para éste propósito, consideremos el conjunto: 

Uo ={a E U: 3V¡ E VtalqueuV¡ e V}. 

De acuerdo con el lema 1.1.4, Uo es un conjunto abierto: Uo E U. Por 
definición de U0 y dado que e E V, se tiene que Uo C V. Por el lema 1.1.5, 
se tiene que Tu(Uo) = U con U E U. Como Tu(Uo) C Tu(V), entonces 
U C Tu(V). Además, e E Uo (ésto se sigue de la definición de Uo)i ahora, 
Tu(Uo) = aUo, esto implica que u= ue E uUo, por lo tanto a E U C aV 
con U E U, esto significa que uV es vecindad de u. Como u y V se eligieron 
arbitrariamente en U y V respectivamente, se tiene demostrado que para 
cada u E U y para cada V E V, el conjunto uV, es un conjunto abierto: 
a V E U. Así, el lema está demostrado. 

Demostl'ación de la proposición 1.1.2. Sean a, r E U dos elementos 
distintos fijos pero arbitrarios: uf: r, entonces u-1r f. e. La propiedad JI. 
de la familia V, implica que existe V¡ E V tal que u-1r !/.V¡. La propiedad 
IV. implica que existe Vi E V tal que 1'21'2 e V¡. La propiedad V implica 
que v2-

1 E V, y, la propiedad l. implica que Vi íl v2-
1 E V. 

Sea 
V= V2n v2-

1. 

Se afirma en primer lugar que la vecindad V es simétrica : 

V= v-1• 

En ef~cto, sea 

X E V ===:.- X = y= z-1 con y E l'2, z-1 E v2-1, 
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esto implica que, 

esto implica que, 

es decir, 
x-1 E V, ::::::::> x E v-1 , 

por lo tanto 
ve v-1• 

La contención recíproca es análoga, así, la afirmación está demostrada. Esto 
permite aplicar la propiedad IV. de la familia V, y obtener V E V tal que 
VV C Vi, por consiguiente 

vv-1 e Vi. 

En segundo lugar se afirma que : 

En efecto, supongamos por un instante lo contrario, es decir, que existe 

esto implica que 

X= y= u-1rz con y E V, z E V =} yz-1 = u-1r E vv-1 e V¡. 

Esto contradice el hecho de que u-1r ¡t V¡. Así, la segunda afirmación está 
demostrada. 

En tercer lugar se afirma que: 

uV nrV = 0. 

En efecto, supongamos por un instante lo contrario, es decir, supongamos 
que existe un elemento 

xeuVílrV, 
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entonces 

x = ay = rz con y E V, z E V, 

esto implica que y ::: u-1rz. Por consiguiente, 

Esto contradice la segunda afirmación. 

19 

De esta manera, se pueden elegir conjuntos abiertos Uo, U1 : Uo, U1 E U tal 
que 

u E Uu e u V, TE Ut e rV con Uo n U1 = 0. 

Así, se tiene demostrada la proposición. 

Definición 1.1.4 Sea X rm espacio topológico. Sea x E X un punto arbi
trario. Se dirrí que una subfamilia V' de la familia completa de vecindades 
V del punto X es un SISTEMA FUNDAMENTAL DE VECINDADES del punto x, 
si para cada vecindad U del punto x: U E V, existe un elemento V' E V' tal 
quexEV'cU. 

Corolario 1.1.l Sea U un grupo topológico. A la familia completa de vecin
dades del elemento identidad: V, que satisfacen las pro¡1iedarles I, II, ... ,IV; 
le corresponden las pro]Jiedades siguientes, en cualguier sistema fundamental 
de vecindades V' del elemento identidad e E U, la cual ]JOr definición es una 
subfamilia de la familia V: V' C V y satisface las siguientes condiciones: 

I' Si v; E V' y v; E V'. Entonces existe v; E V' tal que v; C v; n v;. 
II' íl V'= {e}. 

v•ev• 

IV' Si V' E V', entonces existe v; E V' tal que v;v; e V'. 

V' SI V' E V', entonces existe 1'1 E V' tal que v1-
1 e l". 

VI' Si u E U y V' E V', entonces existe \11
1 

E V' tal que ul'; u- 1 C V'. 

Demostración. Sean v;, v; E V'. Por definición de vecindad, existen 
conjuntos abiertos U1 1 U2 tales que e E U¡ e ¡1;, e E U2 C v;, esto implica 
que, 
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Como U1 n U2 es un conjunto abierto y por lo tanto una vecindad de e; por 
definición existe 

l~ E V' tal que e E v; e U1 n U2 e v; n v;, 

por lo tanto 

Así, I' está demostrado. 

Por definición, para cada V E V, existe un elemento 1'
1 

E V' tal que 
e E V' e V, esto implica que, 

íl V' e íl V= {e}, 
v•ev• vev 

esto implica que 
íl V'= {e}. 

V'EV' 

Así, II' está demostrado. 

Sea V' E V'. Por definición e E l'' y tambien ee E V'. Como U es un 
grupo topológico, la aplicación w• es un mapeo continuo, esto implica que 
existen vecindades W¡, W2 E V, tal que, 

Como W¡, W2 E V, existen vecindades w;, w; E V', tales que e E w; C W1 
y e E w; C 11'2, esto implica que 

e E w; w; e W1 W2 e V'. 

Si definimos 
v; = w; nw;, 

se tiene que 

Así, IV' está demostrado. 

Sea V' E V'. Por definición e E V' y tambien e-1 = e E V'. Como U 
es un grupo topológico, la aplicación cI> es un mapeo continuo, esto implica 
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que existe una vecindad V E V, la cual por la propiedad V de la familia V 
se puede elegir como v-1 E V, tal que, 

es decir, 
e-1 = e E V e V'. 

Como v-1 E V, por definición existe V¡ E V', tal que, 

e E Vj C ¡r-l, 

esto implica que, 

es decir, 
V¡-1 e ve V', 

por consiguiente 

Así, V' está demostrado. 

Sea u E U y V' E V'. Como e E F', esto implica que 

es decir, 

esto implica que, 

es decir, 

esto significa que, 
a- 1V'uEV. 

Por definición existe v; E V', tal que, 

v; e u- 1v'u, 
esto implica que, 

av;a- 1 e V'. 

Así, VI' est~. demostrado y con ello el corolario. 
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1.2 El Espacio Homogéneo 

Definición 1.2.1 Sea X rm espacio topológico y Jlausdorff dotado de una 
relación binaria " "' " de equivalencia: 

i) x "'x "lx E X. 

iii) X N y, y N z =? X N z V X' y, z E X. 

Por tanto, el espacio X está dividido en clases de equivalencia ajenas. Si x E 
X, se denotar<Í con el símbolo iv(x) a su clase de equivalencia y denotaremos 
con el si'mbolo X/ "' al conjunto de todas las clases de equivalencia de X 
con respecto a la relación " "' ". 

Consideremos la aplicación: 

ro: X_. X/"' 

definida por la corresporidencia 

X>-> tv(x), 

es decir, aquella aplicación que a todo elemento x E X, le asingna tv(x), su 
clase de equivalencia módulo ""' ". A esta aplicación w se le llama MAPEO 
CANÓNICO, o bien MAPEO NATURAL. Es fácil ver que este mapeo está bien 
definido. 

Dotaremos al conjunto X/"' de una topología en el siguiente lema: 

Lema 1.2.1 La familia O de subconjuntos U del conjunto X/ "' tales que 
la imagen inversa de U bajo tv es un conjunto abierto del espacio X : 

o= {U e X/ N: tv-1(U)esunconjuntoabiertodeles¡mcioX}. 

Define una topologi'a T = T( O) sobre el conjunto X/ "' y, es la topología 
más fina con respecto a la cual el mapeo canónico tv es continuo. 

Demostración. La primera parte del lema es consecuencia inmediata 
de las relaciones: 
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i) w- 1( U U;)= U w-1(U;). 
iEI iEI 

Para toda familia arbitraria {U;};e1 de subconjuntos U; E T. 

ii) 

Para toda familia finita {U;};'.;1 de subconjuntos U¡ E T. 

iii) 

La segunda parte del teorema se demuestra como sigue : supongamos 
que T' define otra topología sobre el espacio X/"' que hace del mapeo na
tural w un mapeo continuo, entonces para todo conjunto abierto U C X/"' 
con respecto a la topología T' : U E T', el conjunto w-1 (U) es un conjunto 
abierto del espacio X, por definición de la familia T(CJ) = T se tiene que 
U E T. Es claro que la aplicación natural w es continua cuando al espacio 
X/ "' de le dota de la topología T Así, está demostrada la segunda parte 
y con ella el lema. 

Al conjunto X/ "' dotado con la topología T del lema se le llamará 
ESPACIO COCIENTE o ESPACIO DE IDENTIFICACIÓN y su topología T, TO
POLOGÍA COCIENTE. De acuerdo con esta terminología el lema no nos dice 
más que el espacio cociente X/"' se obtiene dotando al conjunto de las clases 
de equivalencia módulo la relación ",..,,,, de la topología más fina, que hace 
del mapeo natural 

w:x-x¡,.., 
un mapeo continuo. 

El lema precedente permite establecer la siguiente proposición: 

Proposición 1.2.1 Sea X un espacio topológico y sea :F un grupo de home
omorjismos de X en X. Ento11ces la relación bi11aria definida entre los ele
mentos de X: 

x"' y~ 3f E :Ftalquey = J(x), 

es una relación de equivalencia y, si denotamos con X/ :F su correspondiente 
espacio cociente, el mapeo natuml: 
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w:X->X/:F 

es continuo y abierto. Si además, la grofica de la relación: 

r = {(x,y) E X X X ; X"' y} 

es un conjunto cerrodo, entonces el espacio cociente o espacio de identifi
cación X/ F satisface el axioma de Hausdorff. 

Demostración. Si denotamos con e el elemento identidad en el grupo 
:F, entonces x = e(x), es decir, x"' x. 

Como x"' y, implica que existe f E :F tal que y= f(x) y como f E :F, 
implica que existe, ¡-1 E :F tal que x = ¡-1(y), esto implica que y"' x. Es 
decir, x "' y ::} y "' x. 

Como x"' y, y"' z implica que existe f, g E :F tales que y= f(x), z = 
g(y) respectivamente; entonces existe 

go f E :F 

tal que 
z = g(y) = g(f(x)) = go f(x), 

esto significa que x"' z. 

Por consiguiente, la relación ""'" es una relación de equivalencia. Como 
liemos convenido en denotar con el símbolo X/F al espacio X/"', el lema 
1.2.1 nos asegura que el mapeo natural 

w:X->X/:F 

es continuo. Para demostrar que w es un mapeo abierto, consideremos un 
conjunto abierto U en X: U C X. Su imagen ro(U) será un abierto, si 
se prueba que ro- 1(w(U)) es un abierto en X. Para esto consideremos un 
punto fijo pero arbitrario 

por definición de imagen inversa, 

ro(xo) E w(U), 
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por tanto se puede escribir como 

tv(xo) = tv(y) con y E U, 

lo que significa que y "' :x0 , por la definición de """", existe un homeomor
fismo 

f E :F tal que xo = f (y), 

esto implica que 
xo E J(U) 

y como U es un abierto J( U) también lo es. Se afirma que : 

xo E J(U) e tv-1{tv(U)). 

En efecto, si 
PE f(U), P = f(q) 

con q E U, es decir, q"' p, lo cual implica que 

tv{q)::: tv(p) 

y como 
w(q) E w(U) 

esto a su vez implica que 

Por tanto 
tv- 1( tv( U)) 

es un conjunto abierto, por definición de la familia O del lema 1.2.1 

w(U) 

es un conjunto abierto. 
Para demostrar la 1íltima parte de la proposición se procede como sigue. 

Sean n, f3 E X/:F tal que a'# (3. Si 

a:::: ro(p) y f3 = w(q) 

con p, q E X, entonces p f q y habida cuenta de la definición del conjunto 
r, la pareja 

(:x,y) ft r 
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y como por hipótesis este conjunto es cerrado, existen vecindades abiertas 
U11 U2 en X de p y q respectivamente, tales que 

Como ro es un mapeo abierto ro(U1) y ro(U2) son vecindades abiertas de°' 
y p respectivamente. Se afirma que 

En efecto, supongamos por un instante que esto no sucede, entonces debe 
existir por lo menos un elemento 

mismo que se puede escribir como 

'Y== w(r) == tv(s), 

por tanto r "'s. Esto significa que 

{r,s) E (U1 x U2) íl f 

lo cual contradice la elección de U1 y U2. Así, la proposición está demostrada. 

Lema 1.2.2 Sea U 1111 yrupo topológico y sea 1í un subgr11¡10 topológico ce
nudo de U : 

1í < U, 1t == 'R.. 
Sea :F el co11ju11to de las traslaciones derechas T; asociadas n todo elemento 
<1 E 7i. Entonces :F deviene en un gl'upo de automorfismos de U en U. 

Demostrnción. La asociatividad es una consecuencia inmediata del 
lema 1.1.1 i). Para e E 1i consideremos el homeomorfismo: 

r;:u-u 
definido por la correspondencia 

X H T;(x) =: Xe =:X. 

Sea T; E :F un elemento fijo pero arbitrario. Calculando : 

r; oT;(x) = r;"(x) = x(eu) == xu == T;(x) == T; oT;(x). 
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se obtiene, 
T;o = T;::: T; = T;oT;. 

Como Ta E :F se eligió arbitrariamente, se tiene que el homeomorfismo 
T; E :F es el homeomorfismo identidad. 

La existencia de los elementos inversos es una consecuencia inmediata 
del lema 1.1.2. Así, está demostrado el lema. 

Prop·osición 1.2.2 Sea U ur1 grupo topológico. Sea 1{ un subgru¡io topoló
gico cermdo de U : 

Sea J:' el grupo de los tmslaciones derechas rle U en U asociados a torio 
elemento r¡ E 1{. La relación binaria " "' " definida entre los elementos de 
U: 

<T "' r ~ u1{ = r1i. 

Es una relación de equivalencia. La misma se ¡Juede expresar como: 

u rv r {::::> 3 1/ E 1l tal que r = ui¡ 

también como: 

Demostración. Es obvio que la relación " rv " es de equivalencia. 
Supongamos que la tercera relación se cumple : 

esto implica, 
rh = ur¡h V h E 1l, 

como 1¡h E 1t, entonces 

h1 = r¡h E 1{1 rh = uh1, V h E 1i,. 

es decir, 
r1i e u1{. 

Como " "' " es de equivalencia existe 

T;-1 E :F, 
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tal que, 

es decir, 

esto implica que 
nr1 h =uh 

para todo h E 1í, como 71-1 h E ?í, entonces 

h1=17-11¡ E 1í yrh1 =uh 

para todo h E 1í, es decir, 
u1í e r?í. 

Por lo que precede 
r?í = u?í. 

Reciprocamente, supongamos que la primera relación se cumple : 

u "' r ==? u'lí = r1í, 

por tanto existen h, h1 E 1í tal que 

uh¡ = rh ==? uh1h-1 = r. 

Sea 

entonces existe 

tal que 
T = U/i¡/¡-I = UTJ = T;(u), 

es decir, 
r = r;(u). 

Así la primera y la tercera relación son equivalentes. Es obvio que la segunda 
es equivalente a la tercera. Así, la proposición está demostrada. 



1.2. EL ESPACIO HOMOGÉNEO 29 

Denotaremos con el símbolo '/J/1t al conjunto de todas las clases de equi
valencia modulo la relación " "' " : 

U/:F = U/7t. 

De acuerdo con la proposición 1.2.1, el conjunto '/J/1t de las clases de 
equivalencia módulo la relación de equivalencia" "' " dotado de la topología 
cociente deviene en un espacio topológico y el mapeo natural: 

ro: '/J-+ U/H 

que asigna a todo elemento a E U su clase residual ro( a) módulo la relación 
" ". "' . 

a-+ iv(a) 

es un mapeo continuo y abierto. Como por hipótesis 1t es cerrado y el 
conjunto : 

r = {(a,r)EUxU: ª"'r} 

se puede expresar como 

r = {(a,r)E'/JXU: 31¡E1ttalq11ea-1r = 71} 

y como la aplicación 
'11.(a, r) = a- 1r 

es un mapeo continuo; res la preimagen de H bajo '11. : 

y por consiguiente r es cerrado. Por tanto, de acuerdo con la proposición 
1.2.1 el espacio topológico '/J/1t es de !Iausdorff. Finalmente como a"' r # 

a1t = rH # 317 E 1t tal que 17 = a- 1r E 1t # a = r mód11/o1t. Las clases 
de equivalencia módulo la relación " "' " no son otra cosa que las clases 
residuales izquierdas módulo 1t : 

iv(a) = a1{. 

Por tanto, al conjunto de las clases residuales módulo 1i: U/1t, el cual 
concebido como espacio topológico se le llama el ESPACIO COCIENTE DE U 
MÓDULO H y a la aplicación de U en '/J/7t que asigna a todo elemento a E '/J 
su clase residual módulo 1t : ro( a) = a1t se denotará : 

En resumen, se ha demostrado el siguiente corolario. 
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Corolario 1.2.1 Si U es un grupo topológico y 1í es un subgrupo topológico 
cerro do de U, entonces al conjunto 1J /1í de las clases residuales de U módulo 
1i, se le puede dotar de una estructuro de espacio topológico de llausdorff y 
el mapeo naturol de 1J en el espacio cociente de U por 1í que asigna a todo 
elemento u E U su clase residual módulo 1í : 

ro: 1J ..... U/1í 

definida por la correspondencia 

u,_. ro( a)= u1í 

es un mapeo continuo y abierto. 

Tono E:SPACIO 1J/1i, CONTRUIDO CON UN GRUPO TOPOLÓGICO u y UN 

SUBGllUPO TOPOLÓGICO CERRADO 1i SE LE LLAMA ESPACIO HOMOGÉNEO 

DE lJ POR 1í. 

Proposición 1.2.3 Sea 1J tm grupo topológico /lausdorff. Sea 1í un sub. 
grupo topológico cermdo de 1J : 

1i < u, ?í ='R. 

Sea 1J /?í el correspondiente espacio homogéneo. Si a toda pareja ordenada 

(a,r?í) E 1J X U/?í, 

se le asigna la clase residual 
ur?í, 

entonces la aplicación : 

A: 1J X 1J/?í ..... 1J/1í 

definida por la corres¡JOndencin 

(a,x) ._, A.(a,x):::: ax 

donde 
ux:::: aro(r):::: a(r1í):::: (ar)1í:::: ro(o-r). 

Está bien definida y es un mapeo continuo. Además satisface las relaciones: 
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i) (ur)x = u(rx) para todo u,r E U y para todo x E U/7t. 

ii) ex = xe = x con e E U el elemento identidacl y para tocio x E U /?í. 

Es claro que la aplicación Cl. está bien definida. 

Demostración. Sea U un conjunto abierto del espacio U /?í fijo pero 
arbitrario: U C U/?í. Se habrá demostrado la continuidad de Cl. si se verifica 
que el conjunto 

ei.-1(U) = {(u,x) E U x U/1í: Ci.(u,x) =ax E U}= U¡, 

es un conjunto abierto del espado producto subyacente al grupo topólogico 
producto UxU/?í. En cfcclo, sea (a0 , xo) E U¡ un punto fijo pero arbitrario 
con xo = tv( r0), calculando : 

.ó( Uo1 Xo) = croxo 

= ero( ro1l) 

= (uoro)1l 

= w(aoro) E U, 

se obtiene, ro( uoro) E U, esto implica que 

es decir, V es vecindad de <Toro : <Toro E V C U. Como U es un grupo 
topológico, la aplicación q¡• es un mapeo continuo, definición 1.1.1 i), por 
tanto existen vecindades abiertas V¡, Vi en U de uo y To respectivamente : 
O'o E V¡, ru E V2, tales que 

y como ro es un mapeo abierto, el conjunto ro(V2) == U2 es un abierto en 
U/?í que contiene a Xo, es decir, 

Por consiguiente, el punto (u0, xo) está contenido en el conjunto abierto 
V¡ X U2 del espacio U X U/7t : 

(uo,xo) E V¡ X U2 CU X U/1l. 
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Se afirma que : 
l'1 x U2 e U1. 

En efecto, sea (a,x) E Vi x U2 fijo pero arbitrario, con x E U2 = w(V2), por 
tanto, x = w(r) con r E V2, esto implica que la pareja 

Jo cual implica que 

y por tanto 
w(ar) E w(V) e U 

y como 

A(a,x) = ar?í 

= u(r1í) 

= aw( r) 

= ax E U, 

esto implica que 
(a,x) E A-1(U) = U1 

y como (a,x) se eligió arbitrariamente en Vi X U2 se tiene que 

y como (a0,xo) E Vi x U2 con V1 x U2 abiertos pues ambos lo son, por 
consiguiente U1 es vecindad de (ao,xo) y éste se eligió arbitrariamente en 
Ui. se obtiene que U1 es vecindad de cada no de sus puntos y por tanto un 
conjunto abierto, así la aplicación A deviene en un mapeo continuo. 

Para demostrar las relaciones i) y ii) sean a, r E U y sea x E U/7í. 
Calculando: 

(ur)x = urw(¡) 

= (ur)¡?í 

= u( r( ¡1í)) 

= u(rw(¡)) 

= u( rx), 
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se obtiene 
(ur)x = u(rx) 

y así, i) está demostrado. Calculando ahora, 

ex= ero(¡)= ro(e1) = ro(1) = x, 
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se obtiene ex = xe = x y así, ii) está demostrada y con ella la proposición. 

Con la terminología dada anteriormente¡ la proposición afirma que : U 
OPERA SOBRE EL ESPACIO HOMOGÉNEO U/1{. 

Corolario 1.2.2 Sean x, y E U/?í dos puntos arbitrarios. Entonces existe 
un elemento T E U tal que y = rx bajo t.. 

Demostración. Sea u, "Y E U tales que y= ro( u) con x =ro(¡). Se 
define T = 0'/-1• Calculando 

Tx = rro(1) = ro(T/) =ro( a)= y, 

se obtiene y = rx. Así, está demostrado el corolario. 

Dicho en otras palabras, U OPERA SOBRE U/1l TRANSITIVAMENTE. 

Corolario 1.2.3 Para todo a E U, fo aplicación 

<I>" : U/?í--+ U/?í 

definida por la correspondencia 

x ,_. <I>"(x) =ax 

es un homeomorfismo de U/1l en sí mismo. 

Demostración. Es facil ver que <I>u es biyección. Como 

<I>u(x) = Cl(a,x). 

y como t. es continua en a y x, la misma es continua para a-fija. Por 
consiguiente, la función <I>" es continua. Como la aplicación inversa 
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es continua para toda a E U, en particular para u-1 y como 

por consiguiente 

<I>,-1 (<I>a(x)) 
<I>.-1 (ax) 
u-1ux 

= ex 

x, 

<I>u-1 o <I>u = <I>, o <Jcj"-1 =Identidad. 

Proposición 1.2.4 Sea Sea U un grupo topológico y Ilausdorff. Sea 1i un 
subgrupo cermdo y normal de U : 

1í < U, 1í = 'Fl y u1í = 1ía. 

Entonces el grupo cociente 
U/1i 

es un grupo topológico lla11sdorjJ. 

Demostración. Las hipótesis implican que el conjunto de clases de 
equivalencia de U : U/1í, es un grupo con respecto a la operación: 

<I>: U/1í x U/1i-+ U/1í 

definida por la correspondencia 

(x,y) >-+ <I>(x,y) = xy = tv(ar), 

donde x = tv(a), y= tv(r). 

Por consiguiente, el mapeo natural : 

tv: U-+ U/1í 

definido por la correspondencia 

u>-+ tv(u) = a1i 
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es un HOMOMORFISMO : 

w(ur) = w(u)w(r). 

Establecidas estas consideraciones, se afirma que Ja estructura de espacio 
topológico y la de grupo son compatibles, es decir, la aplicación 

llf : 1J/1í X 1J/1í--> 1J/1í 

definida por la correspondencia 

(x,y) ,_. \lf(x,y) = xy- 1 

es un mapeo continuo. E:i efecto, Sea (xo, Yo) un punto fijo pero arbitrario 
del espacio producto cociente 1J/1í X 1J/1í: 

(xo, Yo) E 1J/1í x 1J/1í. 

Sea U una vecindad abierta de punto 1l'(xo,yo) : xoy01 E U. Supongamos 
que Xo = w(uo) y Yo= ro( ro) con uo, ro E U. Calculando 

xoy01 = w(uo)(w(ro)t1 = w(uo)w(r01
) = w(uor0-

1
), 

se obtiene, x0y01 = w( uor01) E U, esto implica que 

UoTo-l E ro-1 (U) e u, 

es deéir, w-1(U) es vecindad del puntouoT0-
1. Como 1J es grupo topológico, 

existen vecindades abiertas V¡, V2 C 1J de uo y To respectivamente: uo E V¡, 
To E Vi, tales que 

Vi v2-
1 e ro- 1(U) =v. 

Como w es un mapco abierto, los conjuntos w(V¡) = U¡, w(V2) = U2 son 
conjuntos abiertos en el espacio 1J/1í, los cuales son vecindades de xo y Yo 
respectivamente: Xo E U¡, Yo E U2 y como 

w(V¡ v;1) e w(V), 

es decir, 
w(V¡)w(V2-I) = U¡U:¡ 1 e u. 

Por otro lado, el subconjunto U1 X U2 C 1J/1í X 1J/1í, es vecindad del punto 
(xo, Yo) E 1J/1í X 1J/1í : (xo, Yo) E U1 X U2 y con la propiedad de que 

llf(xo,Yo) E llf(U1, U2) = U1U:¡1 CU. 

Esto significa que la aplicación llf es un mapeo continuo. Así, la afirmación 
está demostrada y con ella la proposición. 
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Teorema 1.2.1 Sea U un grupo topológico y Hausdorff. Sea 1i un subgrupo 
topológico cerrado y normal de U : 

1i < U, 1i = R y u?i = 1iu. 

Entonces: 

i) Si U es compacto ==:- U/1i es compacto. 

ii) Si U es localmente com¡mcto => U/1i es localmente compacto. 

Demostración. Como el mapeo canónico ro es continuo, sobreyectivo 
y, U es compacto por hipótesis, entonces la 

Imagen(w) = ro(U) = U/1i es compacto. 

Así, está demostrada la propiedad i). 

La propiedad ii) es consecuencia inmediata del siguiente lema: 

Lema 1.2.3 Las mismas hipótesis riel teorema. Sean U y V e/os vecindades 
abiertas riel elemento irlentirlac/ e E U tales que 

vv-1 e u ==:- ro(V) e ro( U). 

Demostración Sea xo E ro(V) lijo pero arbitrario y sea u0 E U tal que 
xo = ro(uo). Como el conjunto uoV C U es una vecindad del punto uo y 
como ro es un mapeo abierto, el conjunto 

ro( uo V) = ro( uo )ro( V) = xoro(V) 

es vecindad abierta del punto x0 E U/1i : x0 E x0ro(V), lo cual implica que 

xoro(V) n ro( V) # 0. 

Sea z E xoro(V) n w(V) 

z = tv(r2) Xoro( T¡) 

==:- w( r2) = ro( uo)w( r¡) 

=? w(uo) ro( r2)(w(r1}¡-1. 
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Como w es un homomorfismo, entonces 

es decir, 

xo w(uo) 
= w( r2)tv( r¡-1

) 

= tv{T2rt1), 

Xo = tv( T2T1-l) E w(vv-1
) e tv( U), 
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así Xo E w( U). Como x 0 se eligió arbirtariamente en w(V ), se obtiene que 

w(V) e ro( U). 

Así, está demostrado el lema. 

Demostración ii) del teorema. La hipótesis implica que, existe una 
vecin9ad abierta U del elemento identidad e E U cuya cerradura 7J es com
pacta : e E U C U. 

Como U es un grupo topológico existe una vecindad V de e E U, tal que 
vv- 1 e U. A la luz del lema, 

w(V) e ro( U) e w(7J) 

y como el mapeo w es continuo y 7J es compacto, esto implica que ro(U) es 
un compacto, es decir, 

w(V) e ro(ll) e 1J/1t. 

esto implica que, 
ro( V) 

es un conjunto compacto. En otras palabras: se ha exhibido una vecindad 
abierta 

ro( V) 

del elemento identidad 
{e}= 1i E U/1í 

cuya cerradura 
ro( V) 

es compacta. Por traslación, se demuestra que todo punto x E U/1í admite 
una vecindad cuya cerradura es compacta. Es decir, 

1J/1i 
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es localmente compacto. Así, el teorema está demostrado. 

Sea U un grupo topológico localmente compacto. Sea 1í un subgrupo 
cerrado y normal de U: 

1í < U, 1í = 'R y u1t = 1iu. 

Sea U/7í el correspondiente espacio homogéneo y sea f una función con 
valores en un campo K(= Dl ó<C) definida en el grupo topológico U: 

f: U-./( 

constante en todos los elementos de cada clase a1í mod1í de U. Con ésta 
función podemos definir otra función /1 en el espacio homogéneo 1J/7í y con 
valores en /(: 

f¡ : 1J/7í -> /( 

por medio de la correspondencia 

x ,_. J¡(x) = f(u), 

donde x = w(u ). La función así definida satisface la condición : En cualquier 
otro punto de la misma clase toma el mismo valor. 

Proposición 1.2.5 Sea Sea 1J un grupo topológico y Jlausdorff. Sea 1i un 
subgrupo topológico cerrado y normal de U : 

1í < U, 1í = 'R y u1t = 1iu. 

Sea 1J/1í su correspondiente espacio homogéneo. Sea Y un espacio topológico 
arbitrario. Sea 

f:lJ->Y 

una aplicación constante en los elementos de las clases 111í mod1í de U y 
sea la aplicación : 

!1 : 1J/7í -> y 

definida por la correspondencia 

x ,_. J¡(x) = f(a), 

donde x = rv( u) = 111í. Entonces, se satisfacen las propiedades siguientes 
¡¡ropiedades : 
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i) Si f es un mapeo continuo => /1 es un mapeo continuo. 

ii) Si f es un mapeo abierto => /1 es un mapeo abierto. 

Demostración. En primer lugar, observemos que el siguiente diagrama: 

es conmutativo: 

f = /1 oi:v. 

En efecto, sea u E U fijo pero arbitrario. Calculando : 

/1 o ro( u)= /1(i:v(u)) = f¡(x) =/(u), 

se obtiene 

/1 o i:v(u) =/(u). 

Como u se eligió arbitrariamente en U, se tiene que, /1 oi:v( u) = f( u) V u E U, 
es decir, 

ÍI Ot;;I =f. 

Así, la afirmación está demostrada. 

Ahora, se demostrará que la aplicación /1 es un mapeo continuo. Para 
tal efecto, sea U un conjunto abierto en el espacio Y: U C Y. Calculando 
la imagen inversa de U bajo f y haciendo uso del diagrama : 
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Por hipótesis el conjunto ¡-1(U), es un abierto en U: ¡-1(U) e U y como 
el mapeo canónico ro es un rnapeo abierto, el conjunto w(f-1 (U)), es un 
conjunto abierto en el espacio homogéneo U/1í : 

w o ¡-1(U) e U/1í, 

y como 

se obtiene que, 
ro- 1(/(U))::: f 1-

1(U). 

Por consiguiente, ¡1-
1 (U) es un conjunto abierto en el espacio 7J /1í. 

Como U se eligió arbitrariamente en la familia de los abiertos del espa
cio Y, se tiene que f¡ es un mapco continuo en 7J/1í. Así, la propiedad i) 
está demostrada. 

Ahora, consideremos un conjunto abierto U fijo pero arbitrario del espa
cio homogéneo U/11, : U C U/11,. Como el mapco natural tv' es continuo, 
entonces el conjunto ro- 1(U) es un conjunto abierto en U : tv'-1(U) e U. 
Como la aplicación f es abierta, esto implica que 

es un abierto en 1J /11, : 

Pero, 

es decir, f 1(U) es un abierto en el espacio topológico Y: ft(U) e Y. Como 
U se eligió arbitrariamente en U/11, se tiene que f1 es abierta. Así, está 
demostrada la propiedad ii) y con ella la proposición. 

1.3 Continuidad Uniforme 

Teorema 1.3.l LEMA DE: URYSOllN Sea X un espacio topológico local
mente compacto y Hausdorff. Sea A un subespacio compacto de X: A e X, 
y sea U un conjunto abierto del es]Jacio X tal que A C U. Entonces existe 
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una función f definida y continua en el espacio X con valores en el conjunto 
[0,1] : 

f: X--+ [0,1] 

definida por la correspondencia 

{ 
1 si x E A 

XH/(x)= O sixEUc 

Lema 1.3.1 Sea X un espacio topológico localmente compacto y Hausdorff. 
Sean 

U¡, U2, ... ,Un 

n subconjuntos abiertos del espacio X, tal que 

n 

LJU;=X. 
i=l 

Entonces existen n subconjuntos cermdos: 

A1=A¡, A2=A2, .. 0 ,An=An 

del espacio X, los cuales satisfacen las siguientes condiciones 

i) A; CU;, pam cada, i = 1,21 ... ,11 

ii) X= ÜA; 
i=l 

Demostración. Por inducción sobren. Paran= 1, se tiene que X = U1 
el cual es un conjunto abierto y el lema es trivialmente valido. 

Paran = 2, se tiene que, X = U1 U U2, donde U1, U2 son conjuntos 
abiertos, además 

0 =Uf n Uf. 

La hipótesis implica que existen vecindades abiertas Vi y V2 de Uf y Ui 
respectivamente : 

tales que Vi n V2 = 0. 
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Sí definimos A1 =V{, A2 = Viª, entonces se tiene que: 

i) A1 e U1, A2 C U2 y son cerrados: A1 =A¡, A2 = A2. 

n 
ii) U A;= A1 U A2 =V{ U V:f = 0ª =X. 

i=I 

Así, está demostrado el lema paran = 2. 

k 
Supongamos que el lema es valido paran = k - l. Sea X = U U¡. Como 

i=I 

k-1 
X= (LJ U¡)U Uk, 

i=I 

reduce el problema para el caso n = 2 ya probado¡ se tienen que existen 
dos subconjuntos cerrados del espacio X: A= A, Ak = Ak satisfaciendo las 
siguientes condiciones: 

k-1 
i) A e U U;, Ak e uk. 

i=l 

ii) 

Si concebimos al conjunto A como un subespacio del espacio X, entonces, 
los conjuntos Vi = U¡ íl A para toda i = 1, 2, ... , k - 1 son abiertos relativos 
del espacio A, tales que: 

k-1 
A= LJ V;. 

i=l 

Por ser A un subespacio cerrado de un espacio topológico localmente com
pacto y Hausdorff X, A deviene en un subcspacio localmente compacto y 
Hausdorff. La hipótesis de inducción aplicada al subespacio A implica la 
existencia de k-1 cerrados relativos: A¡, A2 1 ... ,Ak-I del espacio A tales 
que satisfacen las condiciones: 

i) A¡ e U¡ vi= 1,2, .... ,k-1; Ak e uk 

k k-1 
ii) U A; = U A; U Ak = A U Ak = X. 

i=I i=I 
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Así, está demostrado el lema para n = k y ésto completa la demostración 
por inducción. 

Teorema 1.3.2 TEOREMA DE LA PARTICIÓN DE LA UNIDAD. DIEUDONNÉ. 

Sea X un espacio topológico localmente compacto y Hausdorff. Sea F un 
conjunto cermdo de X: 

F=FC X. 

Sean 
U1, U2, .... ,Un, 

n conjuntos abiertos del espacio X, cuya un ion satisface la condición : 

n 

Fe LJU;. 
i=l 

Entonces existen n funciones h¡ definidas y continuas sobre X con valores 
en el inte1·va/o cermdo [O, 1 J : 

h¡ : X --+ [O, 1 J 

definida por las correspondencia 

x ,__. h¡(x) (1 $ i $ n) 

Con las siguientes propiedades: 

1) 

11) 

n 
L: h¡(x) = 1, para todo, x E F. 
i=l 

h¡(Uf) =O, paro toda, i = 1, 2, ... , n. 

Demostración. La demostración se hace por casos : 

CASO I. El conjunto cerrado F concide con el total: F = X. 
Sean 

n conjuntos abiertos del espacio X tales que 

n 

LJU;=X. 
i=l 
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esto significa que, la familia 
{U;}R,,1 

es una cubierta abierta finita, ésto implica que es una cubierta abierta 
localmente-finita del espacio X. 

Sean A¡, A2 1 ... , An, n conjuntos cerrados cuya existencia asegura el lema 
1.3.1 con las propiedades : 

i) 

ii) 

A; = A; e U; ( 1 5 i ::; n ). 

n 
LJA;=X. 
i=l 

La propiedad i) significa que la familia: 

{A;}i'.:1 

es un refinamiento cerrado finito de la cubierta y, por lo tanto, es un re
finamiento cerrado localmente finito del espacio X. Como X es localmente 
compacto y llausdorff, X es completamente regular, lo cual implica que, 
X es regular. De acuerdo con el Teorema de Michael ( Teorema 2.3 
Capítulo VJlI [2] ), X deviene en un espacio paracompacto. De acuerdo con 
el (Teorema 2.2 Capítulo Vlll [2] ), todo espacio X paracompacto, es nor· 
mal. Por lo tanto, en el presente caso: X deviene en un espacio normal. 

Ahora, como A; y Uf son conjuntos cerrados tales que 

Se tienen satisfechas las hipótesis del Teorema de la CaracterizacÍon de 
Espacios Normales-Urysohn ( Teorema 4.1 Capitulo VII [2] ). Por lo 
tanto, existen n funciones f¡ definidas y continuas en X con valores en el 
intervalo cerrado [O,l]: 

ft, Ji,. .. , Ín: X ..... [O, 1] 

definidas por la correspondencia 

f;(x) = 1 V x E A; 

f;(x)::: O V x E Uf. 



1.3. CONTINUIDAD UNIFORME 45 

Consideremos ahora las funciones: 

h¡: X--. [0,1] 

definidas por la correspondencia 

f¡(x) 
X H h;(x) = -n--

L,J¡(x) 
i=I 

para cada i = 1, 2, ... , n. 
Observemos que para cada indice i, las funciones h¡ son continuas pues 

cada /¡ lo és, además la suma es continua y mayor o igual que uno: 

n n 

X= LJ A¡ ==> Lf¡(x) 2'. l, 
i=l i=I 

para todo, x E X. Calculando ahora: 

n 

n n EhW 
i) E h;(x) = L, ~ = ;'::' = 1 V x E A¡. 

i=I i=I E /;(x) E /,(x) 
1=1 1:1 

ii) /¡(x) =O, V x E U{ ==> h¡(Utl =O Vi= 1,2, ... ,n. 

En éste caso el teorema está demostrado. 

CASO II. El conjunto cerrado F está contenido propiamente en el espacio 
X: Fe X. 
Sean 

n subconjuntos abiertos del espacio X tal que 

n 

Fe LJU;. 
i=I 

Si definimos a Uo = pe, se tiene que Uo es un conjunto abierto de X y 
además 

n 

FU pe= ( LJ U¡) U (Uo) =X, 
1'=1 
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en otras palabras todo se ha reducido al caso I, por consiguiente, existen 
funciones 

ha, h1, ... ,h. 

definidas y continuas en el espacio X, con valores en el intervalo cerrado [0,1] 
y con las propiedades: 

i) E h¡(x) = 1, para toda x E F. 
i=O 

ii) h¡(U¡°) =O, para toda i =O, 1,2,. . ., n. 

Desde que ho(U8) = ho(F) =O, se tiene que: 

n 
i) L: h¡(x) = 1, para toda x E F. 

i=l 

ii) h¡(U¡°) =O, para toda i = 1,2, .. .,n. 

Así, en éste presente y último caso el teorema está demostrado. 

Sea(f el espacio metrico de los números complejos. La familia de bolas 
abiertas con centro en z E (f y radio !;: 

es un sistema fundamental de vecindades del punto z, esto significa que dada 
una vecindad U de z, existe B.J...(z) tal que z E B.J...(z) CU. 

no no 
Se sabe que un mapco f : (J: __, (J: es uniformemente continuo si para 

cada e > O existe ó > O tal que la relación lz - wl < ó implica que 
IJ(z) - f(w)J <c. 
Dicho en otras palabras: un mapeo f : (J: __, (J: es uniformemente continuo 
si para toda B,(O) E V, existe B5(0) E V tal que para cada pareja 
(z, w) E<f x<C con z - w E B5(0) implica que f(z)- f(w) E B,(O), donde 
V es el sistema fundamental de vecindades del punto O E {f, 

Ahora, consideremos para cada Bp(O) E V el conjunto: 

UBp(o) = {(z, w) E <C x<C : z - w E Bp(O)}. 

En seguida consideremos la familia: 



1.3. CONTINUIDAD UNIFORME 47 

Se dice que el mapeo f : a: -> a: es uniformemente continuo, si 
para cada B,(O) E V existe una B5(0) E V tal que para todo punto 
(z,w) E UB,(O) implica que (J(z),f(w)) E UB,(O)• 

A'la familia e(a:) se le llama: ESTRUCTURA UNIFORME DEL GRUPO 

TOPOLÓGICO ADITIVO DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS. 

Dentro del mismo contexto, consideremos las siguientes definiciones: 

Definición 1.3.1 Sean U y U dos grupos topológicos. Sean V = V(U) y 
W = W(TI) sistemas fundamenta/es ele vecindades del elemento identidad de 
e E U y e E U respectivamente. Para cada elemento V E V, consideremos 
los conjuntos de parejas: 

lv = {(a,r) E U X U : a- 1r E V} 

y 
Dv = {(a,r) E U X U: r-1a E V}. 

A las familias de conjuntos de parejas: 

e¡(U) = {Iv}vev 

y 
fo(U) = { Dv }vev. 

se, les llaman 
ESTRUCTURA UNIFORME IZQUIERDA Y DERECHA DEL GRUPO U . 

Análogamente, para carla elemento W E W, consideremos los conjuntos 
de parejas: 

f¡y = {(z,w) eUx U: z-1w E W} 

y 
D¡y = {(z,w) EÜ x U: wz-1 E W}. 

A las familias de conjuntos de parejas: 

e1(U) = {Iw }wew 

y 
fo(U) = {Dw }wew 

se les llamar1 
ESTRUCTURA UNIFORME IZQUIERDA Y DERECHA DEL GRUPO U. 
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Definición 1.3.2 Sean U y U dos grupos topológicos, sean V = V(U) y 
W = W(U), sistemas fundamentales de vecindades ele/ elemento ic/enticlad 
e E U, e E U y sean ~1(U) y e1(U) sus correspondientes estructuras uniformes 
izquierdas (rlerechas). Se e/irá que un mapeo W ele U en IT: 

es UNIFORMEMENTE CONTINUO si para tocia W E W existe un elemento 
V E V tal que para tocia pareja 

(x,y) E Iv, 

implica que 
('ll(x), 'll(y)) E Iw, 

con respecto a las estructuras uniformes: 

(e1(U),e1(Ü)) ó (fo(U),fo(U)) 

Teorema 1.3.3 Sean U y U rlos grupos topológicos. Sea W un mapeo con
tinuo ele U en U: 

IJI: u .... IT 

definirlo por la correspor1rlencia 

X H IJl(x). 

Si para carla elemento W E W existe un subconjunto compacto Aw ele U: 

Aw e U tal que IJl(Arv) e W. 

Entonces W es un mapeo uniformemente continuo con respecto a las parejas 
de estructuras unif armes: 

i) ( ~1(U), e1(U)). 

ii) (~1(U), fo(U)). 

iii) (fo(U), fo(Ü)). 

iv) (fo(U), e1(IT)). 
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Demostración. En primer lugar, se afirma que : 
Para todo punto x E U, existen vecindades del elemento identidad e E U 
Vx, Ux E V, tales que : 

ii) IJt(xUx) e ( IJt(x)V¡ n V¡IJt(x)), para algún V¡ E W. 

En efecto, sea x E U un punto fijo pero arbitrario y sea IJl(x) E IT el 
correspondiente punto imagen. Sea W E W, por el teorema 1.1.2 IV., existe 
V¡ E W, tal que, V¡ V¡ C W. Sean 

IJt(x)V¡, V¡IJt(x) y ( IJt(x)V¡ n V¡IJt(x) ), 

vecindades del punto IJt ( x) E U. Sea xUx una vecindad de x E U : x E xUx, 
con U,, E V. Como IJt es un mapeo continuo, esto implica que 

IJt(xUx) e ( IJt(x)Vi n V¡IJt(x) ). 

Así, ii) está demostrado. 

Como Ux E V, por el teorema 1.1.2 IV., existe V,, E V, tal que 

V,,Vx e Ux. 

Así, i) está demostardo y con ella la afirmación. 

Dada W E W, existe V¡ E W, tal que, l'¡V¡ e W. Sin perdida de 
generalidad, supongamos que V¡ y W son simetricas : 

V¡-1 =Vi, w = w-1. 

Por hipótesis, existe un subconjunto compacto 

Av¡ e u tal que w(A\,I) e V¡, 

Consideremos la familia de Jos conjuntos abiertos : 

{xV,,,}xeAv
1

, 

la cual es una cubierta abierta de Av,, como AV¡ es compacto, existe una 
subcu.bierta abierta finita de Av1 : 

m 

3 x1, .. .,xm E Av1 tal que Av1 = LJ x¡V,,,;, 
i=l 
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con V.r; E V para cada i = 1, 2, ... n. 

Se define 

Se afirma que : sí la pareja 

m 

V= íl V.r;· 
i=l 

(x,y) E lv = {(x,y) E U X U : x-1y E V}, 

entonces la pareja 

(1ft(x), 1ft(y)) E [¡y= {(1ft(x), lli(y)) E Ü X Ü : q¡-1(x)'ll(y) E W}. 

En efecto, sea (x,y) E Iv. Consideremos los siguientes casos: 

CASO I. Sí 

m 

x E AV¡ = U x;V,,; ~ x E xkV.r., pam algún k, k = 1,. . ., m. 
i=l 

Así, 

i.e. 

a la luz de la afirmación, 

i.e. 
1ft(x) E lli(xk)V¡ ~ w-1(xk)lli(x) E V¡. 

Como V¡ = V¡- 1, entonces 

Por hipótesis, (x,y) E Iv, por definición x- 1y E V, entonces 

ésto implica que 
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i.e. 

lo cual implica que 

Por lo que precede, 

i.e. 
w-1(x)eW(y) E Vi V1 e w, 

lo cual implica que 
q,-1(x)'11(y) E W. 

Por definición, (1Jl-1(x), '1!(y)) E Iw. Así, en el presente caso la afirmación 
está demostrada y por la definición 1.3.2, 'l' deviene en un mapeo uniforme
mente continuo. 

CASO JI. Sí 

Así, 

i.e. 

m 

y E Av¡= u x¡V,.; =>y E XkVXk• p<tra algún k, k:::: 1, .. .,m. 
i=I 

a la luz de la afirmación, 

i.e. 
'l'(y) E 1li(xk)V1 => 1Jl-1(xk)IJl(y) E V¡. 

Como V¡ = v1-
1, entonces 
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Sí 

i.e. 

m 

X E V= n v .. jt ==> X E XkVrk = XkVrke e XkVrkV.t'k c"xkUrk' 
i=I 

a la luz de la afirmación, 

i.e. 
W(x) E W{xk)Vi ==> w-1(xk)W(x) E V¡. 

Por lo que precede, 

i.e. 
'11-1(y)W(x) E V¡V¡ C W =? qi-1(y)'ll(x) E W: 

Como W = w-1, entonces 

qi-1(x)'Il(y) E W, 

Por definición, (W{x ), i!J(y)) E Iw. Así, en el presente caso la afirmación está 
demostrada y por la definición 1.3.2, W deviene en un mapco uniformemente 
continuo. 

CASO III. Sí 

Esto implica que 

i.e. 
'lt(x) E V¡, ill(y) E V¡. 

Sí 
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por lo que precede 
w-1(x)tlf(y) E ViVi e W, 

i.e. 
q,-1(x)tlf(y) E W. 

Por definición, (tll(x), \ll(y)) E Iw. Así, en el presente y último caso, la afir
mación está demostrada y con ella la propiedad i) del teorema. 

CASO I. Supongamos que 

m 

X E Av,= LJ x¡Vx; =? x E XkVx•' para algún k = 1,2, .... ,m. 
i=I 

Así, 

i.e. 

i.e. 
\Jl(x) E V¡tlf(xk) =? IJl(x)tll-1(xk) E V¡. 

Como V¡ = v1-
1

, entonces, 

Por hipótesis, la pareja (x,y) E Iv, por definición x-1y E V, entonces, 

i.e. 

i.e. 
ll'(y) E V¡ tlf(xk) =? IJl(y)tll-1(xk) E F1. 

Por lo que precede, 

i.e. 

i.e. 
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Por definición, la pareja ('ll(x), 'll(y)) E Dw. Así, en el presente caso la 
afirmación esta demostrada y por definición 'll deviene en un mapeo uni
formemente continuo. 

CASO II. Sí 

y E AV¡ ~ y E xkV,.., para algún k = 1,2,. .. .,m. 

esto implica que, 

i.e. 

i.e. 
llt(y) E Vi 'll(xk}, 

esto implica que 

Como 

i.e. 

i.e. 

Como 

Por lo que precede, 

o bien 
llt(y)w-1(.x) E Vi V1 e w, 

Como 
W = w-1 ==? 'll(y)'ll-1(x) E W. 
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Por definidón, la pareja (W(x),W(x)) E Dw. Así, en el presente caso la 
afirmación esta demostrada y por definición W deviene en un mapeo uni
formemente continuo. 

CASO III. Supongamos que 

Por hipótesis, 

W(x) E W(A'¡,,) e Vi, W(y) E Ah e V¡, 

i.e. 
W(x) E V¡, 'll(y) E V¡. 

Como 

por lo tanto, 

i.e. 
w(y)W-1(x) E W. 

Por definición, la pareja (W(x), W(y)) E Dw. Así, en el presente y último 
caso Ja afirmación esta demostrada y por definición W deviene en un mapeo 
uniformemente continuo. Así, está demostrada la propiedad ii) del teorema. 

Las demás propiedades se demuestran análogamente. Así, el teorema 
está demostrado. 

Para terminar con éste primer capítulo, demostraremos el último teorema 
cuyas aplicaciones se verán en el proximo capítulo : 

Teorema 1.3.4 Sea U un grupo topológico arbitrario, a: el grupo topológico 
aditivo de los números complejos y f una función continua definida sobre U 
con valores en a: con soporte compacto : 

f:lJ-.(J 

Entonces, f es una función uniformemente continua. 

Demostración. Sea V = V(U) un sistema fundamental de vecindades 
del elemento identidad e E U. Consideremos el siguiente sistema fundamen
tal de vecindades del elemento identidad O E a: : 

W = W(C) = {B1¡n(O)}neN· 
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Como, para cada vecindad W = B1¡n(D) E W, existe un conjunto compacto 
contenido en U, a saber : 

Aw = Sop(!) = {x E U : f(x) #O} CU 

con la propiedad de que 

f(Aiv) = f((Sop(f)n =o. 

y como O E W, esto implica que, f(Afv) e W. Así, están satisfechas las 
hipótesis del teorema 1.3.2 y por lo tanto la función f deviene en un mapeo 
uniformemente continuo. 



Capítulo 2 

LA INTEGRAL DE HAAR 

2.1 Existencia 

Este segundo capítulo inicia con algunas definiciones : 

Definición 2.1.1 Sea G un grupo arbitrario. Sea E un conjunto arbitrario 
distinito del vacio : E f: 0 y sea f mw aplicación con dominio en el grupo 
G y rango contenido en el conjunto E : 

f :G-E 

Consideremos u11 elemento a E U fijo y la aplicación uf definida en G y 
con rango en E : 

uf: G- E 

definida por la correspo11der1cia 

X>-+ uf(x) = uf(x) = f(ax). 

A [a aplicación uf se /e llama LA TRASLACIÓN IZQUIERDA DE f POR a. 
Análogamente; la aplicación 

fu :G-> E 

definida por la coprrespondencia 

x ,_... fu(x) = f(xa) 

se le llama LA TRASLACIÓN DERECHA DE J POR cr. 

57 
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Además, consideremos la aplicación J* definida en G y con rango 
contenido en E : 

f*:G-+E 

definida por la correspondencia 

llamada LA APLICACION INVERSIÓN. Es obvio que, (c¡ traslacion izquierda, 
derecha y la aplicación inversión : 

uf, fu Y J* 

están bien definidas, para cae/a, a E U fijo. 

Establecidas estas definiciones, ahora, enunciaremos el TEOREMA FUNDA

MENTAL SOBRE FUNCIONALES INVARIANTES 

Teorema 2.1.1 Sea U un grupo topológico localmente compacto y /laus
dorff. Entonces existe una funciona/ I clefinicla sobre Ct(U) : 

I: c¿(U)-+ JR+ ={a E Ill: a;::: O} 

satisfaciendo las siguientes condiciones : 

I(J) 

f(f¡ +h) 
I(af) 

I(af) 

> O si f > O, f E C¿(U) 
l(f¡) + I(h), V f¡, Í2 E c:(u) 
al(!), V a E Jll+, f E c¿(U) 
I(J), V a E U, f E c¿(U) 

Además : Si existe otm funcional 

J : c:(u) - m+ 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 
(2.4) 

satisfaciendo i}, ii), iiiJ, iv); distinta ele cero : J f: O ; entonces existe un 
número real y positivo c > O tal que 

J =el 

Observese que con todo rigor I no es una funcional lineal, puesto que no está 
definida sobre un espacio vectorial, sin embargo, las propiedades nos colocan 
tan cerca como es posible de la linealidad deseada para l. 
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Demostración. Esta se inicia con dos familias de sucesiones finitas, a 
saber : 

6. = {ü = (u¡, ... ,um): u¡ E U, 1 $ i $ m V m E IN} 

A= {é = (c¡, ... ,cm) : c¡ E JR+, 1 $ i $ m V m E IN} 

y para todo par <le funciones positivas y continuas con soporte compacto 

<le fini das sobre U : 
f, 'PE C7(U) con 'P > O 

se definen los siguientes conjuntos: 

S¡,"' = {(ü,c) E 6. X A: f(x) $ c¡ • 1¡p(x) + ... +Cm •m'P(x)} 

S¡,"'(A) ={e E A: (ü,c) ES¡,"' para a/gunci ü E ó.} 

cuyas propiedades están expresadas en el siguiente lema: 

Lema 2.1.1 Las propiedades de los conjuntos S¡,"'(A) y S¡,<p son: 

S.¡,"'(A) 
Sa/.'P(A) 

S¡,,"'(A) 

S¡,"'(A) 

S¡,"'(A) V u E U,/ E Ct(U) 

= S¡,"'(A) V a E JR+,J E Ct(U) 

e S1i,"'(A) si f1$h;f1,f2EC7(U) 

'f 0 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

Demostración. Sea e= (c1, ... ,cm) E S¡,"'(A), ü =(u¡, ... ,um) E 6. 
tal que 

(ü,c) E S¡,"'(A), 

es decir, 
f(x) $ C¡ a1<p(x)+ .. ·+ Cm •m'P(x), V X E U 

en particular, para ux E U, se tiene, 

m 

¿c¡ a a;'P(x) 
i=I 
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m 

= LCi uu;\O(x) 
i=I 
m 

= ¿c; "~r,o(x). 
i=l t 

Es decir, si a; = aa¡, entonces 

para toda x E U. En otras palabras, 

e= (c1, ... ,cm) E Su¡,"'( A) 

lo cual demuestra que 

Recíprocamente. Supongamos que 

e= (c¡, ... ,cm) E Su/,<p(A). 

Como antes, 

uf(x)::; Ct u1\0(x) +"•+Cm um\O(x), X E U 

en particular, para u- 1 x E U, se tiene, 

m 

uf(a-1x)::; Ct u1tp(a- 1x) +"'+Cm um\O(a-1x) = L:c¡ /\O(x), 
i=l 

1 

es decir, si 11; = amu-1, entonces 

f ( ;~) ::; CJ u; <p( X) t "• t Cm a:., \O( X), X E U. 

En otras palabras, 
e= (c1i ... ,cm) E S¡,"'(A) 

lo cual demustra que 

Por lo que precede, 
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Así, la propiedad 2.5 está demostrada. 

Para demostrar la propiedad 2.6, consideremos un elemento e E SaJ,'l'(A), 
con a E JR+ fijo pero arbitrario : 

e= (c¡, ... ,cm) E Sa¡,"'(A), 

como por definición, 

af(x)$c1 a1tp(x)+ .. ·+Cmam'f'(.t), VxEU 

si y sólo si 

si y sólo si 
a-1¡: = (a-1c1 1 ••• ,a-1cm) E S¡,'l'(A) 

Así, la propiedad 2.6 está demostrada. 

Para demostrar la propiedad 2.7 se considera un elemento e de S¡,,"'(A) 
fijo pero arbitrario : 

donde, 
f¡, h E c:(u) y !1 $ f2. 

Por definición de S¡,,"'(A), existe, ü E ti. tal que, (ü,c) ES¡,,"' y con la 
propiedad 

h(x) $ C1 u1'f'(x) +'"+Cm am'f'(X) V X E U 

Como f1(x) $ h(x) para todo x E U, entonces 

por definición, 

es decir, 
3 ü E ti. tal que (ü,c) E S/¡,<p· 
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Por definición, 
e E 8¡1,<p(A). 

Por lo tanto, 
S¡,,'l'(A) e Sfi,'I'' 

Así, la propiedad 2. 7 está demostrada. 

Para demostrar la propiedad 2.8, observemos en primer lugar que la 
hipótesis <p > O implica la existencia de por lo menos un punto u0 E U, tal 
que 

ip(uo) >O. 
Si ahora elegimos un número real f > O, con la propiedad 

O< f < <p(uo), 

y si tomamos en cuenta que <p E Ct(U), el conjunto 

U= {x E U : <p(x) > f} = <p- 1((€,oo)J 

es un conjunto abierto de U, que contiene al elemento u0 : u0 E U; por tanto 
el elemento identidad e E U está contenido en el abierto u01 U : 

e E u01U. 

Por otro lado, como U es un grupo topólogico localmente compacto, exis
te una vecindad V del elemento identidad e E U, cuya cerradura V está 
contenida en el abierto u01U : 

Además, como u0V e U se tiene que 

O < e < rp( uov) 'v' v E V, 

por consiguiente, el ínfimo : 

µ = inf{ rp(uov)} 
vEV 

tiene la propiedad de que 

O< Jl:::; <p(x), 'v' x E uol'. 
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Como soporte de f : Sop(J) = F es un conjunto compacto, existe una 
cubierta abierta finita, a saber, 

F e 17¡ V u 172 V u ... u 17m V, 

con 17¡ E F, (1 S i ::; m ). Por definición, si x ft F entonces J( x) = O y si 

m 

xEFCLJ17;V, 
i=I 

en este caso existe un indice 1 S io S m tal que si 

lo cual implica que se tenga, 

ip(17oa~1 x) 2: µ I;/ 17ol7;;,1x E 17oV 

y como 'f' > O se puede escribir, 

m 

L'f'(17ol7~ 1 x) 2: ¡t 
i=l 

y también como, 

f W u;'f'(x) 2:11f11 'ti X E U, 
i=I µ 

donde, 17¡ = 17017~ 1 , (1 Si S m). Si en seguida se define 

e¡= W, (1 Si S m) 
11 

y como J(x) SI/ J 11 para toda x E U, se obtiene 

m 

A) f(x)::;¿:c;u,'f'(x), 't/ xeU. 
i=l 

Por consiguiente, 
(ü,c) ES¡,"', 

es decir, 
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y por lo tanto, 
S¡,<p(A) f 0. 

Y así la propiedad 2.8 está demostrada, y con ésta se termina la demostraci6n 
del lema. 

El lema precedente permite definir para todo par de funciones 

/, rp E C;t(U) con rp >O 

el número real 
m 

(/ : rp) = inf { I: c¡ } 
i=l 

c=(ct ,. .. ,cm)ES¡,,(A) 

cuyas propiedades estan expresadas en el siguiente lema : 

Lema 2.1.2 Para cada u E U, et E JR+, /, /¡, /2, rp, rp¡, 'P2 E Ct(U), el 
número real (/ : rp) satiface las siguientes propiedades : 

(/: rp) 

(uf: rp) 

(a/: rp) 

(/1 : rp) 

(Ji+ h: rp) 

(/: rp2) 

> o f fo. 
(/:rp). 

a(! : 'P ). 

~ (h: <p), si /1 ~h. 
~ (/¡ : <p)+ (h: rp). 

~ (/: rp¡)(rp¡: 'f'2) si <p¡ >O y ';'2 >O. 

Demostraci6n. Sea 

m m 

Í:: e¡ E { Í:: e¡ : e= (c¡, .. .,cm) E S¡,.,,(A)} 
i=l i=l 

fijo pero arbitrario¡ por tanto 

"' f(x):::; I:c¡ a¡rp(x) 'V x E U. 
1'=1 

(2.9) 
(2.10) 

(2.11) 
(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

Como f E Ct(U) existe un punto uo E U tal que 11 f 11= f(uo) y como en 
particular 

m 

f(uo) ~ I: c¡ a¡rp(uo) 
i=l 
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lo cual permite escribir, 

m 

1) ll/ll:5(Í:c¡)ll\Oll 
i=l 

La l1ipótesis \O :f. O implica 11 \O 11> O, y como en la demostración de la 
propiedad 2.8 del lema 2.1.l, la desigualdad A afirma que el número real 
(!:\O) no exede al número~ : 

2) 

1) y 2) implican 

(!:\O)::; m 11f11 
Jl 

O < JWl < (f . \O) < m 11 f 11 ll\011- . - µ . 

y asna propiedad 2.9 está demostrada. 

La propiedad 2.10, es consecuencia inmediata de la propiedad 2.5. En 
efecto, 

m m 

(uf : \O) = inf { Le¡ } = inf { Le¡ } = (J : \O). 
i=l i=l 

cES,¡,.,(A) cES¡,.,(A) 

Y así la propiedad 2.10 está demostrada. 

La propiedad 2.11, es consecuencia inmediata de la propiedad 2.6. En 
efecto, 

m m m 

(af: \O)= inf {¿e¡}= inf { I:c¡} = ainf {¿e;}= a(f: \O)· 
i=l 

cESa¡,.,(A) 
i=l 

cEoS¡,.,(A) 
i==I 

e' es1,.,(AJ 

Si a= O la propiedad 2.11 se verifica trivialmente. 

La propiedad 2.12, es consecuencia inmediata de la propiedad 2. 7. En 
efecto, si f¡ ::; f 2, se tiene que, 

S¡,,"' e S¡""'' 

lo cual implica que el conjunto, 

m 

{ Le¡ : e= (e¡, ... cm) E S12,"'(A) }, 
i=I 
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está contenido en el conjunto, 

es decir, 

{ f: e; : e'= (e~, ... e~) E S1t,'P(A }, 
i=I 

m 

{¿e;} 
i=I 

<es12 ,,(Al 

m 

e {¿e;} 
i=I 

<'es1i .• <Al 

Por consiguiente, 

m m 
(!1: ip) = inf {¿e;} :5 inf {¿e;}= (h: ip) 

i=l i=l 
<' es1i ,,(A) <es12 ,,(A) 

Y así la propiedad 2.12 está demostrada. 

Para demostrar 2.13, se considera una f > O arbitraria y si se toma en 
cuenta la definición del número real 

(f: 'P) 

entonces existen elementos, 

¿:(i) = (c\il, ... ,c!,Q) E S1;,"'(A), (1 :5 i $ 2) 

tales que 

I: cy> < (/¡ : 'P) + ~ 
j=l 

de tal suerte que, para toda x E U, 

(i) /¡(x) :5 Le; u¡tp(x). 

Si definimos 
e; = c~1 ), a; = aj 1>, 1 :5 j :5 m1 

e · - cl2> a a(2) 1 < 1' < m m1+J - j • m1+i = j 1 - - 2 

si m = m¡ + m2, entonces podemos escribir para todo x E U : 
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m1 m2 

(/1 + h)(x) = ft(x) + /2(x) :5 I:C~l) ,,ciicp(x)+ ¿c~2) .,c2¡cp(x), 
j=l J j=l J 

por lo tan to, 
m 

'(/1 + h)(x) :5 Lci a1 cp(x), 
j=l 

lo cual implica, 

m m1 m2 

(!1 + h: cp) :5 l:c; = l:c~1 ) + l:c~2l, 
j=l j=l j=l 

esto último a su vez implica, 

(/1 + h : 'P) < (/1 : <p) + (h : 'P) + { 
y como l > O se eligió arbitrariamente, se tiene que, 

(f¡ + h : cp) :5 (!1 : cp) + (h : cp). 

Y así Ja propiedad 2.13 está demostrada. 

Para demostrar la propiedad 2.14, se consideran los elementos 

e= (c1,. . .,cm) E S¡,"'1 (A), J = (di. .. .,dm) E S"'''"'2 (A), 

y se tiene que, 

y 

m 

/(x) :5 ¿e; a;1P1(x), V x E U 
i=l 

n 

cp1(x) :5 Ldi ,1cp2(x), V x E U. 
j=l 

Si escribimos y calculamos, 

m m 

f(x) :5 LCi a;( L dj ,1cp2(x)) 
i=l j=l 

m,n 

= L c;dj a,r1'P2(x) 
i,j=l 

67 
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obtenemos, 
m,n m n 

(J: <p2} 5. L: c¡d; = (¿;c;}(Z:::d;}, 
i,j=l i=l j=l 

lo cual implica que, 
m n 

(J:<p2}5.(_ 
8
inf A {¿e;}}(_ inf {:l:d;}), 

cE ¡,,1 ( ) i=l dES,1 ,,2 (A) j=l 

es decir, 
(f: <p2} 5. u: <p¡}(<p¡ : <p2} 

Y así la propiedad 2.14 está demostrada y con la misma se termina la de
mostración del lema. 

Consideremos ahora una función 

fo E Ct(U), fo> O, 

función que permanecerá fija hasta que no se mencione lo contrario. Con 
ésta se define, para cada función 

<pEC;t(U}, ip>O 

la aplicación 
lcp : C~'(U} -+ 1R 

definida por la correspondencia 

{!: ip} 
ft-tfcp(f}= (/o:'f)' 

Es facil ver que está aplicación está bien definida y las propiedades de está 
aplicación estan contenidas en el siguiente lema : 

Lema 2.1.3 

Icp(f} > O si f >O. (2.15) 

Icp(u/} = lcp(f), \! 11 E U. (2.16} 

lcp(o./} = alcp(/), \! o. E JR+. (2.17) 

l.p(f¡) 5. /cp(h) si f1 5. h, /¡,Ji E Ct(U). (2.18) 

lcp(J¡ +h) 5. /cp(/1) +/cp(h), f¡, h E C;t(U) (2.19) 
1 

5. lcp(f) 5. (f: fo}, f > O, f E Ct(U). (2.20) 
(fo: f) 
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Demostración. La propiedad 2.9 del lema 2.1.2 permite escribir 

(fo : cp) > O => I<P(fo) = 1 

y como, 

Las propiedades 2.15, 2.16, 2.17, 2.18, y 2.19 son consecuencia inmediata 
del Lema 2.1.2. En cuanto a la propiedad 2.20, se demuestra como sigue: de 
acuerdo con la propiedad 2.14 se tiene, 

U: cp) $ (J: fo)(Jo: cp) 

y por lo tanto, 

y como tambien se tiene, 

Uo : cp) $ Uo : J)(J : 'P ), 

se obtiene, 

2) 

1) y 2) implican, 
1 

(Jo: J) :S J<P(J)::; (J: fo). 

Así la propiedad 2.20 está demostrada y con ella el Lema. 

Lema 2.1.4 Sean 
f¡,f2, .. .,fm 

m funciones co11 v11/ores reales positivas continuas definidas sobre 1J con 
soporte compacto: 

ft, .. .,fm E Ct(U) f¡ >O (1 $ i $ m) 

sean dos números reales positivos 

(>o, 6 >o 
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y sean m números reales positivos y arbitrarios tales que 

Entonces existe una vecindad U del elemento identidad e E U tal que 

m m 

1 L,>.;I.,,(J;)-I.,,(L,>.;J;) I< ! 

i=l i=l 

para toda /unción 

'PE c¿(u) cp >O con cp(Uc) =o 

Demostración. Consideremos los conjuntos compactos E¡ = Sop(!¡) 
cuya union 

m 

E= LJE; 
i=l 

paseé la propiedad 
f;(Ec) =O (1::; i::; m). 

Como U es un grupo topológico localmente compacto, podemos elegir una 
vecindad V del elemento identidad e E U cuya cerradura V sea un subcon
junto compacto de U : 

e E V e V e U, 

además el conjunto, 
EV 

es un subconjunto compacto de U. Si Uo es un conjunto abierto de U que 
contiene al compacto EV, se sabe que existe un subconjunto abierto W de 
U con cerradura W compacta, tal que 

EVc Wc Wc Uo. 

El Lema de Urysohn, Teorema 1.3.1, asegura la existencia de una función 
continua 

tal que, 

g: u ..... [0,1] 

g(x)=l sixEEV 

g(x)=O sixEWc 
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con soporte compacto : g E C;;'-(U) 

Por otro lado, como las funciones 

g, ft, ... ,Jm 

son continuas, las mismas son uniformemente continuas; por tanto dada, 

O< e< M = mómax{!I /¡ 11},(1 :5 i :5 m) 

existe una vecindad U del elemento identidad e E U con la propiedad sigui
ente: para toda u,x E U tal que 

y 

(3 

u-1x E U =? 1 /;(u)- f;(x) !< 
4

Mmó (I::; i :5 m) 

(2 
u-1x E U=? 1 g(u)- g(x) I< 

4
.M. 

No se pierde generalidad si se supone que la vecindad U está contenida en 
la vecindad V : U e V. Consideremos ahora la siguiente función 

definida por la correspondencia 

m 

x H <I>(x) = ¿,\¡f¡(x) + g(x)E 
i=l 

cuyas propiedades cstan expresadas en el siguiente corolario : 

Corolario 2.1.1 Las propiedades de la función <I> son : 

i) <I> E Cd'(U) 

ii) JI <I> 11~ 2M 

iii) Paro toda pareja u,x E U tales que 

E3 
u-1x E U =? 1 <l>(u)- <I>(x) !< 

2
M. 

'~-.-,. 
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Demostración. Como J¡ E Cd°(U) y g E Cd°(U) la propiedad i) es 
inmediata. 
Para obtener la propiedad ii) se calcula 

m 

11 <Ji 11 :::; E A¡ 11 f¡ 11 +( 11 g 11 
i=l 

:::; mó max{ll J¡ 11} + l 
< 1vl + 1vl = 2M. 

Y así, ii) está demostrada. 
En cuanto a la propiedad iii ); calculando 

m 

1 <Ii(u) - <Ii(x) I:::; LA¡ 1 f¡(u)- f¡(x) J +f J g(u)- g(x) J 

i=l 

(3 (2 (3 

< mó 4.Mmó + f 41v/ = 21\f' 

Y así, iii) está demostrada y con la misma el corolario. 

En seguida, consideremos la siguiente función : 

h¡: U-+ IR+ 

definida por la correspondencia 

{ 

,l;_l;_W 
X>->h¡(x)= ~ si x E E 

si x E E< 

para toda 1 :::; i S m; cuyas propiedades estan contenidas en el siguiente 
corolario: 

Corolario 2.1.2 Las funciones h¡ satisfacen : 

i) h¡<Ii = A¡f¡, (1 ~ i ~ m). 

ii) f h¡ s i. 
i=l 

iii) Para toda u, x E U tales que 

( 

u- 1x E U ==> J h¡(u) - h¡(x) J< -. 
m 
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Demostración. La propiedad i) es trivialmente válida. 
La propiedad ii) es consecuencía de la siguiente observación: 

m m 

I:>.¡/¡(x) :$ I:>.¡f;(x)+ rg(x) = <Ii(x) 
i=l i=l 

En efecto, como 

m m , J ( ) f >.¡f¡(x) <I>( ) 
2:h¡(x)=2:~=i=I <-X =l 
i=l i=l 'li(x) 'li(x) - <Ii(x) 

se obtiene, 
m 

¿: h¡(x) :$ i. 
i=t 

Para verificar la propiedad iii) consideremos en primer lugar el 

CASO I) u, x E EV. En este caso calculando: 

1 h;(u) - h;(x) 1 = 1 ,\¡/¡(u) - ,\¡/;(x) 1 
'li(u) 'li(x) 

= I .\;ili(x)/¡(u) - .\¡'li(u)f¡(:i:) I 
ili(u)ili(x) 

= I .\;(/;(u)('li(x)- 'li(u)) + ili(u)(f;(u)- f¡(x))) I 
<ti( u)'li(x) 

73 

~ 6( 11/¡(u)111 'li(x)- 'li(u) 1+11ili(u)111 f¡(u) - f¡(x) 1) 
1 <I>( u)<I>(x) 1 

6 Mr3 r3 
< l<Ii(u)<Ii(x)l(.5m2Mt 2M4.Mm.5) 

él 1 
< ~l<I>(u)ili(x)I' 

Como para toda x E U 

m 

'li(x) = ¿>.;/¡ + rg(x) <:'. r, 
i=I 

se obtiene, 
f 

1 /i¡(u)- h¡(x) 1:$ -. 
m 
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Así, en el presente Caso I, la propiedad iii) del corolario está demostrada. 

CASO II) a rt EV o x rt EV. En este caso si : 

(1 rt EV => X rt E. 

En efecto, supongamos por un instante que x E E. Como la vecindad se 
puede elegir simétrica: U ::: u-1, y para toda pareja a, X E U tales que 

u- 1x E U => x- 1u E U => a E xU. 

Y como U se eligió contenida en V se obtiene a E EV lo cual contradice la 
hipótesis. Por consiguiente, 

X g E. 

Además, como por hipótesis, 

en particular, 

Análogamente, si 

a g EV = E u LJ Ev 
ve V 

a g E. 

X g EV => (1 g E. 

En efecto, supongamos por un instante que a E E, como para todo a, x E U 
tales que, 

u-1 x E U => x E aU => x E EV 

lo cual contradice la hipótesis. Por consiguiente, 

a rt E. 

Además, como por hipótesis, 

en particular, 

x g EV::: EU LJ Ev 
vei7 

ag E. 

En otras palabras, el presente caso implica, 

U E Ec Y X E Ec 
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lo cual a su vez implica, 

€ 1 h¡(u) - h;(x) I= O< -. 
m 

Y así, la propiedad iii) está verificada para este segundo caso en consideración 
y de ~stá manera la pre piedad iii) está demostrada y con ella el corolario. 

Continuando con la demostración del lema 2.1.4. Consideremos ahora 
una función 

cp E et {U), cp ;f O tal que cp( Uc) = O 

y sea 

e= (e¡, .•. ' Cm) E s~,<p(A) 

por tanto, 
m 

<Ii(x) S :Ec¡ cr;'P(x) 
i=l 

para toda x E U. Si en seguida elegimos un punto fijo x E U y escribimos 

m 

1) <Ii(x)Sl:c¡ 0 ;cp(x) 
i=I 

donde la suma está restringida a los términos, donde, 

De acuerdo con la propiedad iii) del corolario 2.1.2, podemos escribir, 

2) 

multiplicando 1) y 2) se obtiene, 

la propiedad i) del corolario 2.1.2, permite escribir, 
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lo cual implica que, 

sumando sobre j y tomando en cuenta la propiedad ii) del corolario 2.1.2 
obtenemos, 

E (>.;fj : ip) m 

i=t ~¿:e;. 
l + * i=I 

dividiendo por (/0 : ip) ésta 1íltima desigualdad, obtenemos : 

m e 
¿:1.,,(>.;f;) < (1 + -)I.,,(<P) 
i=I m 

aplicando las propiedades 2.17, 2.19 y la definición de <Ji a ésta última 
desigualdad : 

m 

Ll,,(>.¡f;) 
j=I 

< (lt!_)I,,d:>.¡f¡+cg) 
111 i=I 
( m f 

~ (lt -)I,,(L>.if;) + c(lt -)1,,(g) 
m i=t m 

l,,(f >.;!;) + !_¡,,('f >.;fj) + c(l + !.._ )I,,(g). 
j=l 1ll i=l 1ll 

La propiedad 2.20 permite escribir : 

m m m 

¿:1..,(>.;f;) ~ l..,(L>.;fj) + cóLUi: fo)+ (1 + c)€(g: fo) 
j=I i=I i=I 

Si ahora eligimos el número real e > O suficientemente pequeño, obtenemos: 

m m 

1 E v.,,U;l - 1.,,(¿: >-;J;l 1::; ( 
•'=1 i=t 

Así, está demostrado el lema 2.1.4. 
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Lema 2.1.5 Sean 
JE c¿-(u), f =J o y e> o. 

Sea U un elemento del sistema fundamental de vecindades del elemento iden
tidad e E U: U E V tal que paro toda a, x E U con 

u-1x E U => 1 f(a) - f(x) I< e 

y sea 
g E ct(U), g ,PO con g(U') =o. 

Entonces paro toda IJ > O, existen m elementos 

así como m mimeros positivos 

tales gtte 

m 

C¡, C2 1 .. .,cm E JR+ cttya suma Ec¡ > 0 
i=l 

m 

1 /(a:)- í:c; ,,g(x) I< ó 
i=l 

paro toda ó > E y toda :¡; E U. 

Demostración. La hipótesis permite escribir 

/(a:)- e< /(o}< f(x} +e 

y como u- 1x rj; U implica g(<T-1 x) =O, podemos escribir 

Elijamos ahora un número positivo IJ > O suficientemente pequeño como 
para que se tenga 

(! : g* )11 < ó - (. 

Como también por hipótesis g E Ct(U), la misma es uniformemente con
tinua; por consiguiente dada 1¡ > O existe una vecindad abierta V E V tal 
que para toda a, r E U con 

or-1 E V => 1 g(u)- g(r) 1< 1¡. 
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(Se esta utilizando la continuidad uniforme derecha de g.) Por otro lado, 
como E == Sop(f) es un conjunto compacto, existe un número finito de 
elementos 

m 

u¡, ... , um E E tales que E C LJ u¡ V 
i=l 

y si tomarnos en cuenta el Teorema de la Partición de la Unidad 1.3.2, 
asociadas a esta cubierta finita, existen m-funciones 

con valores en el intervalo cerrado [0,1] con las siguientes propiedades: 

1} hj((ujV)<)=O (1$j$m) 

2} Ehj(u)=l'VuEE 
j=l 

Consideremos ahora un elemento fijo pero arbitrario x E U y un elemento 
u E Uj V lo cual nos permite escribir: 

desigualdad que podemos escribir como, 

g(u-1x)-17 < g(uj1x) < g(u-1x) + '7· 

Como u r/. UjV, implica que hj(u) ==O podemos escribir: 

para toda u, x E U y toda 1 s j ::; m. Sumando con respecto a j 
obtenemos, 

m 

(g(u- 1x)-1J)f(u) $ L:o(uj1)f(u)hj(u) $ (g(u- 1x) + IJ)f(u). 
i=l 

Si ahora utilizamos la desigualdad A) podemos obtener las siguientes de
sigualdades : 

m 

(J(x)- E)g(u-1x)-17f(u) S L:o(uj1x)f(u)h;(u) 
j=l 

S (/(x) + E)g(u-1x) + '7/(u). 
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Consideremos ahora una función tp E C,t(U), tp f= O. Si utilizamos las 
propiedades de la funcional !"' expresadas en el lema 2.1.3., obtenemos, 

m 

B) (f(x) - f)l'P(g*)- r¡J'P(f) ::; I"'(f,g(uj1x)f(u)hj(u)) 
i=l 

::; (f(x)+f)l"'(g*)+r¡!(f). 

La propiedad 2.1.4 y la definición de la funcional I"' permiten calcular : 

y obtener, 

!"'(!) = (!: tp) < (!: g*)(g*: tp) 
I"'(u*) (u*: ip) - (u*: ip) 

!"'(!) <(!.u*) 
I"'(g*) - . ' 

dividiendo la desigualdad B) por !"'(u*), ésta 1íltima desigualdad nos per
mite escribir : 

f(x)-f-r¡(/:u*) 
f: g(uj 1x)fhj 
j-1 

::; 1"'( - I'i'(u*) ) 

::; f(x) + d r¡(f: u*). 

Si determinamos el número positivo f3 > O tal que se tenga, 

p9demos escribir : 

C) 

r¡(f: u*) = f3 - { 

m g(u-:-lx) 
f(x)-(3~!"'([,-¡--(3 *) fh¡)~f(x)+/3 

i=l 'Pu 

y como x se eligió arbitrariamente en U se obtiene: 

para toda x E U. 
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Definamos ahora las siguientes números positivos: 

o ::; p=6-fJ 

o ::; ~ =11 g 11 (f : g*) 

o ::; g(uj1x) . 
Aj= I,,,(g*) , (1 $ z $ m) 

y utilizamos las propiedades del lema 2.1.2. para calcular 

y obtener: 

g(uj 1x) 
A·--

J - I,,,(g*) 
g(uj1x) 
(g* : cp) (/o: cp) 

g(uj1:c)(fo: g*)(g*: cp) 
::; (g* : cp) 

$ g(uj1 x)(fo: g*) 

$ 11 !J 11 Uo : u*) = ~' 

O $ Aj $ ~. ( 1 ::; j ::; m). 

Estas consideraciones nos permiten aplicar el lema 2.1.4., a las funciones 
fj = h;f para toda j = 1,2, ... ,m, y para p >O y obtener la desigualdad: 

m m 
E) 1 L,A;I,,,(/j)- I,,,(L,A;fj) I< p 

j=I j:I 

y como la desigualdad D) se puede expresar como, 

m 

1 J(x)- I.,,(L,A;fj) I< p. 
i=I 

Combinando las desigualdades C) y E) obtenemos la desigualdad : 

m 

1 f(x)- L,A;I.,,(fj) Id. 
j=I 

Como 
f #o, h; # 0,===lo fh; ,¡.o ::::jo lip(f;) >o, 
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lo que permite escribir : 

Si ahora definirnos los números reales positivos, 

1 (!·) m 
O< Cj = I:(g!)' (1 $ j $ m), cuya suma LCi >O, 

T i=I 

podernos escribir 

En seguida si definirnos m elementos T1, T2, ... , Tm E U como sigue 

T1 = a¡-1, T2 = a;
1

, ... ,Tm = a;;;
1 E E-1

• 

Entonces podemos escribir, 

"' 
J f(x)- LCi ,,g(x) I< ó V x E U. 

i=I 

Así, está demostrado el lema 2.1.5. 

81 

Corolario 2.1.3 Sen f E C;t(U), f f O. Sm O < ( < l. Entonces existe 
una función w E C;t(U), w f O y una vecindad U del elemento identiclacl 
e E U tal que para tocia g E C;t(U), g f O con g(Uc) = O existen m 
elementos T1, .. ,, Tm E E- 1, e/onde E = sop(f) y m números positivos 

m 
C1 1 .. ,',Cm E Dl+, cuya L Cj > 0, ta/es que 

j=I 

m 

J f(x)- LCi ,
1
g(x) J < ów(x) V x E U, 

i=I 

con 
ó = ( . 

2[1 + ( w: /o)][l + (!: fo)] 

Demostración. Como U es un espacio topológico localmente com
pacto, sea Uo una vecindad del elemento identidad e E U cuya cerradura 
Uo es compacta. Consideremos el conjunto compacto E = so¡i(f +fo) y 
sea el conjunto 

F = EUo. 
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Es claro que, P es compacto. Sea U una vecindad abierta del compacto 
F: P C U. De acuerdo con el Lema de Uryshon Teorema 1.3.1, existe una 
función w E C[(U), w f O 

w: U--+ [O, 1] 

definida por la correspondencia 

x ,_. w(x) = 1 si x E P 

x ,_. w( x) = O si x E UC. 

Sea 8 > c. Si g E C[(U), g f O y g( ue) = O¡ así, quedan satisfechas las 
hipótesis del lema 2.1.5., por tanto, existen m elementos T¡, •• ,, Tm E E-1 

y m números positivos c1, ••• , Cm E JR+ cuya f Cj > O, tales que, 
j=l 

m 

1 f(x)- L:c; ,,g(x) 1 < 8 V x E U. 
i=l 

Consideremos las funciones 

Se afirma que : Las funciones precedentes se anulan en pe = (EU0 )C. En 
efecto, como 

E e P = EUo => pe C EC. 

Por lo tanto, si 

xEFe ==> xEEe ==> f(x)=O. 

Y como para cada 
r; E E-1 ==? rT 1 E E, 

lo cual a su vez implica c¡ue, 

Si 
x E pe ==? x ~ rT1Uo ==? r;x ~ Uo ==> g(r;x) =O, 

es decir, 
,,g(x)=g(r;x)=O Y xePC. 
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Así, está demostrada la afirmación. La misma, permite escribir, 

m 

1 f(x)- L;c; T;g(x) 1~ 6w(x), V x E U. 
i=I 

Así, el corolario 2.1.3. está demostrado. 

Continuando con la demostración de la existencia de la Integral de Haar 
Izquierda consideremos: 

Sea Sea U un grupo topológico localmente compacto y !Iausdorff. Sea 
V = V (U), un sistema fundamental de vecindades del elemento identidad 
e E U: 

V = V (U)= {V e U : e E V}. 

Consideremos la siguiente relación binaria definida sobre V : se dirá 

UtV-<==:> U e V. 

Se afirma primero que : La relación " t " es un orden parcial sobre V . 
En efecto, sean U, V, y W E V . Como 

u t u -<==:> u e u, 

esto implica que, " t " es reflexiva. 
Sea 

u t V y V t u -<==:> u e V y V e U, 

esto implica que, U = V. Por lo tanto, " t " es anti-simetrica. 
Sea 

U>--V y V>--W-<==:> U e V y VcW, 

esto implica que, 
u e w -<==:> u t w. 

Por tanto, " t " es transitiva. Así, la afirmación está demostrada. 

En segundo lugar se afirma que : La familia V = V (U) deviene en un 
conjunto dirigido con respecto al orden parcial " t ". 
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En efecto, se desea probar que dados dos elementos U, V E V existe un 
elemento W E V tal que W 1::: U y W 1::: V. Consideremos 

U, V E V => Un 1' E V 

y como 
unvcu*'* unvtu 

y 
unvcv*'* unVtl'. 

Como existe W E V tal que W e Un V, se tiene la probada la propiedad 
de la segunda afirmación. 

Como U es un grupo topológico localmente compacto y Hausdorff, a cada 
vecindad U E V se le puede asociar una función : 

'PU E Ct(U), cp f; O y cpu(Uc) =O. 

En efecto, dado que U es grupo topológico localmente compacto y Hausdorff, 
existe una vecindad V del elemento identidad e E U cuya cerradura V es 
compacta y está contenida en U : 

e E V e V e u. 
De acuerdo con el Lema de Uryshon, Teorema 1.3.1, existe una función 
'PU E Ct(U) con valores en el conjunto compacto [O, I] : 

'PU: U-> (0,lj 

definida por la correspondencia 

{ 
1 si x E V 

x,..... cp(x) = O si x E ye 

Dicho en otras palabras: dada una vecindad U E V le hemos asociado una 
aplicación cpu E Ct(U). 

{cpu}uev,cpuECt(U),cpuf;O Y cpu(UC)=O. 

Ahora, consideremos una relación "t" definida entre los elementos de la 
familia V = {cpu }uev de la siguiente manera: 

cpu t cpv *'* U t V. 
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Se afirma primero que : La relación " t " es un orden parcial sobre la familia 
1J = {ipu}. 
En efecto, como 

Por tan to, " t " es reflexiva. 

Sí 
ipu t ipv v 'Pv t 'Pw {:::? u e v v v e w, 

esto implica que, 

Por t;into, " t " es transitiva. 

Sea 
'Pu t 'Pv v ipv t ipu {:::? u e v v v e u, 

esto implica que, 
U= JI <=> 'PU= 'PV· 

Por tanto, " t " es anti-simstrica y por lo tanto " t " es una relación de 
orden parcial sobre Ja familia V = {<pu }uev . 

Se afirma en segundo lugar que: La familia 1J = {ipu }uev, deviene en 
un conjunto dirigido con respecto al orden parcial inducido por " t ". 
En efecto, sean <pu, cpv E V . Como para todo par U, V E V existe 

W E V , tal que IV t U y W t V {:::? W e U y W e V. 

Por definición, 'Pll' t <pu y 'PIV t cpv, es decir, para todo par 

'PU, <pv E V 3 'PIV E V , tal que 'PIV t <pu y 'PIV t <pv. 

Así, Ja familia 1J es un conjunto dirigido y por lo tanto Ja afirmación está 
demostrada. 

En general, a toda función cp E C!(U) se le asocia una función 
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definida por la correspondencia 

(!: cp) 
f ,_. I.,,(f) = (/o: cp)' 

Así, para cada f E Ct(U) se fabrica el conjunto de números reales posi
tivos, a saber : 

U.,,uUH.,,ueV 

El cual es una red, puesto que es un conjunto con indices en un conjunto 
dirigido. 

El proposito es, demostrar la existencia del límite : 

lim I.,,uU) = I.,,(f) en m+. 
'PuEV 

Lo que significa que: Dado l > O, 3 <pu, E V, tal que, 

1/ 'PU t 'PUo ==> 1 I.,,u(f) - I.,,(f) I< l. 

Se dirá que la red : 

{J 'PU(/)} 'Pu E V' 

de números positivos es de Cauchy si y sólo si para toda f > O 3 <pu0 tal 
que para 

<pu, 'PV > 'PUo ==> 1 I.,,u(f) - I.,,v(f) I< (, 

Proposición 2.1.l Pam toda f E Ct(U), f f O. La red 

U.,,uun .,,uev' 

es de Cauc/1y. 

Demostración. Dada f E Ct(U), f f O y f > O, el corolario 2.1.2. 
asegura la existencia de una función w E Ct(U), de m elementos 

de m números reales 

m 

c¡ ~ O, c2 ~ O, •.• , Cm ~ O cuya suma Le; > O 
j=l 
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y de una vecindad U del elemento identidad e E U para toda 

g E Ci°(U), g ~O, g(UC) =O, 

se tiene que : 
m 

A) 1 J(x) - L:c; ,g(x) 1< 6w(x), 
i=I 

donde, 
6 

= 2(1 + (w: fo))(l + (f: fo)) > €. 

Recordemos que se definieron los 111ímeros 

O<c·=lcp(Jj). 
- J lcp(g*) 

Como fj = h;f =::; J, (1 ~ j:::; m), entonces 

lo cual implica que, 

Dado que(!: <,o)~ (!: g*)(g*: <,o), entonces 

lcp(fj) < (J: g*)(g*: \O) 
lcp(g*) - (g*: \O) ' 

es decir, 

Por lo tanto, 
0 ~ Cj =::; (j: g*), (1 ~ j ~ m), 

Esta situación permite aplicar el lema 2.1.4. a las funciones 
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y a los números 

{j >o, A=(/: o*), A¡ = C¡, A2 = c2,'' ',Am =Cm, o$ Aj$ A. 

Y obtener, una vecindad U E V = V(U), tal que, para toda cp E Ct(U), 
cp f O, cp( uc) = O, se tiene que 

m m 

1 JI'( 'L,ci ,,g) - 'L,ciJI'( ,,g) I< 6. 
j=t i=I 

Por otro lado, para toda cp E Ct(U), rp :/=O, calculando el valor de JI' en la 
desigualdad A) se obtiene : 

m 

1 J"'(f)- Jcp( l::Ci ,1 g) I< J"'(liw), 
i=I 

es decir, 
m 

1 Jcp(f)- Jcp(L:ci ,,g) I< lilcp(w). 
i=I 

Ahora calculando : 
m m 

1 Jcp(/)- L:cjlcp(r10) 1 = IJcp(f)-lcp('L,cj,¡O) 
i=I i=I 

m m 

+I"'(Lci ,,o)- LciJ"'(,,o) 1 
j=J j=I 

m 

$ IJcp(f)-Jcp(Lcir¡O)I 
i=I 

m m 

+ 1 Jcp( L Cj ,,o) - L c;Jcp( r;O) 1 
i=I j:J 

< liJcp(w)+li=li(ltlcp(w)) 

se obtiene: 
m 

1 /"'(/) - I:c;/"'( ,1g) l<li(lt J"'( w)) 'V cp ECt(U) 
j=J 

Como Jcp(w) < (w: fo) y lcp(r;O) = Jcp(g), (1 $ j $ m), y haciendo 
m 
E e; = e, obtenernos : 
i=I 

1 /cp(f)-cJ"'(g) I< li(I + (w: fo)), 
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para toda cp E Ct(U), cp ::f O y cp(Uc) = O. En particular, ésto es valido 
para cp = cpu. 

Repitiendo el mismo argumento a la función basica fo en lugar de la 
función f, obtenemos una vecindad Vo del sistema fundamental de vecin· 
dades V= V(U) y un número c0 > O los cuales satisfacen : 

l 1.,,v
0 
(fo) - col<pv

0 
(g) I< ó(l + ( w: fo)) 

y como 
1 (Ji ) - Uo : cp) - 1 
"' o - (fo: cp) - ' 

por tanto se obtiene que : 

l 1- col<pv
0
(g) I< ó(l + (w: fo)) 

V cp E Ct(U) cp ;l: O y cpv0 (V¿) =O. 

la. Observación Sean 

cpv, cpw E V, cpv ::f O, cpw ::f O y cpv(Vc) =O, cpw(Wc) =O. 

Si 
cpw t cpv =? cpw(Vc) =O. 

En efécto, como, 

'PW t 'PV <=:> W C V {::::} ye C Wc, 

Lo cual implica que, 
cpw(Vc) C ip¡v( Wc) = O, 

Por consiguiente, 
cpw(Vc) = 0. 

Así, está demostrada la observación. 

Ahora, consideremos una vecindad W = UnVo E V y la función cpw E V, 
es decir satisface, cpw E Ct(U), cpw ::f O y cpw(Wc) = O, calculando 

e e oc coc e 
1lcpw(f)-~1 = 1 lcpw(f)- ~I~iv(D) + ~lcpw(g) - ~ 1 

coc e 
$ j lcpw(f)- -l"'w(U) 1+1- 11 col'l'w(g)-1 I 

co co 
e < ó(l + (w: fo))+ -ó(lt (w: fo)) 

Co 
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Puesto que 'Pu( Uº) = O y ipv0 (Vo") = O se tiene que, 

!) 
e e 

1 I.,,w(f)- -1< ó(l + (w: fo))(l + -), 
Co Co 

lo cual implica que, 

e e 
-ó(l + (w: fo))- -ó(l + (w: fo))< I.,,wU)- -, 

co co 

por consiguiente, 

e 
-(1- ó(l + (w: fo))< I.,,wU) + ó(l + (w: fo)) 
Co 

e I.,,wU) + ó(l+ (w: fo)) 
=>e;;< 1-ó(l+(w:fo))' 

lo cual implica que, 

~+l<~~~w(~f~)+~ó(_l+~(w_:_k~)_)+_l_-_ó~(_l+~(w_:_fi~o)) 
co 1-ó(l+(w:fo)) 

as( se tiene que, 
e 1 I.,,wU)+ 1 -+ <-~---

Co 1-ó(l+(w:fo)) 

Como I.,,wU) $ (J: fo), entonces 

e 1 _(~f_: J,'-o .... ) +_l_..,..,. 
Cc; + < 1- ó(l+ (w: fo))' 

La elección de el número ó, permite escribir : 

es decir, 

e (J: fo)+ 1 - < e 1 <{1+\w:/o)) 
O - 2(1+(w:/o )(1+(/:/o)) 

(J: fo)+ 1 
(Jt(/:/o))-</2 

1+(/:/ol) 

[(!:fo)+ 1]2 
l+ (J: fo) - (/2' 

e [(!:fo)+ 1]2 

Cc; + 1 < 1 +(/:fo) - (/2 < 1 + (J : fo), 
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así se tiene que, 

.=_ + 1 < 1+ (! : fo). 
Co 

Sustituyendo ésta última desigualdad en I), se tiene : 

J I-pw(f)- .=_ J< 6(1 + (w: fo))(l + (f: fo)), 
Co 

la elección del número real 

6= € 
2(1 + (w: fo))(l + (f: fo)) 

permite escribir la desigualdad : 

2~. Observación Para los elementos 

<pu, 'PV0 , 'PW E 1J t.q. 'PU!::: 'PIV Y 'PV0 t 'PW 

se tiene que : 
rpw(Uc) =O y rpw(Vo") =O 

Consecuencia inmediata de la la. obsservación. Calculando para éstas 
últimas funciones : 

es decir, 

En resumen, se ha demostrado que : 

V €>O 3 rpw E 1J t.q. V rpu t rp¡y y rpv t rpw, 

se tiene que, 
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dicho en otras palabras : La red en m+ : 

{I'l'u (/)} 'l'uEV 

es de Cauchy, para toda f E Ct(U). Por consiguiente, existe el límite : 

lim I'l'uU) = !(!) V f E Ct(U). 
'l'uEV 

A la función I se le llama la LA INTEGRAL DE l-IAAR. 

Ahora sí, ya estamos en la posibilidad de efectuar la demostración del 
Teorema 2.1.1. 

Demostración del Teorema 2.1.1. 
i) Dado que J f O y f E Ct(U), entonces f >O y por lo tanto, 

V 'PU E V= {ipu}uev 'PU f O <pu(UC) =O, 

se tiene que, 

lo cual implica que, 

lim l'l'u(f) =!(!)>O V <pu E V. 
'l'uEV 

Así, la propiedad i) ésta demostrada. 

ii) Si consideramos el Lema 2.1.4. para las funciones J, g E Ct(U), los 
números reales positivos : 

( > O, ~ > O, ..\1 = ..\2 = 1 ~ ~ = 1, 

obtenemos una vecindad U del elemento identidad e E U, tal que para cada 
función <pu E Ct(U), 'PU f O, y <pu( Uc) = O, se tiene que : 

1 l'l'uU + g) - (I'l'u(f) + l'l'u(g)) 1 < (, 
tomando el límite corriendo <pu E V : 

lim 1 l'l'uU + g) - (I'l'u(f) + l'l'u(g)) 1 < (, 
'l'uEV 

=:> 1 lim [I'l'uU + g) - (I'l'uU) + l'l'u(g))J I < (' 
'l'uEV 
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La última afirmación permite escribir: 

1 lim (I'PuU + g)) - lim (I'PuU) + l'Pu(g)) I< f 
<pu E V 'Pu E V 

i.e. 

i.e 
1 !(! + g) - (!(!) + l(g)) i < f. 

Como € > O se eligió arbitrariamente, la podemos hácer tan pequeña como 
queramos y obtener : 

/(! + g) - (!(!) + I(g)) =O, 

por lo tanto, 
!(! + g) = !(!) + J(g). 

Así, la propiedad ii) está demostrada. 
iii) Calculando para cada a E JR+ y f E Ct(U) : 

Se obtiene, 
/(a/)= al(!). 

Asl, la propiedad iii) está demostrada. 
iv) Calculando para cada u E U y f E Ct(U): 

Se obtiene, 
/(u!) = !(!). 

Así, la propiedad iv) está demostrada. 
Con todo esto, de ha demostrado la primera parte del Teorema 2.1.1., es 

decir, se ha probado La Existencia de la Integral Izquierda de Haar. 
Análogamente, se prueba la existencia de la integral derecha de Haar, con
siderando en todo lo anterior las traslaciones derechas y desarrollando todos 
los lemas y corolarios de la misma manera que se ralizo aquí. 
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2.2 Unicidad 

Para demostrar la unicidad de la Integral de Haar, consideremos el siguiente 
lema: 

Lema 2.2.1 Sea J una funcional con las mismas hipótesis del teorema 
2.1.1. y con la misma notación, es decir, la funcional J satisface : 

J(f) 

J(f¡ + h) 
J(af) 

J(a/) 

J : Ct(U) --+ JR+ 

> O V f E Ct(U). 
= J(f1) + J(h) V /¡, h E Ct(U). 

aJ(f) V a E JR+, f E Ct(U). 
= J(f) V u E U, f E Ct(U). 

Entonces, J satisface las siguientes condiciones : 

i) Existe una función fija /¡ E Ct(U), /1 f. O. tal que, 

o< J(f¡), 

además para toda h E Ct(U), h f. O, se tiene que, 

o< J(h). 

ii) Para toda función h E Ct(U), h '/=O, se tiene que 

. J(f¡) 
(f¡. h) :5 J(h). 

iii) Para toda función h E Ct(U), h f= O, se tiene que, 

(h:h)$1. 

Demostración. i) Por hipótesis J f= O, entonces existe una función 
f¡ E Ct(U), tal que J(f¡) > O. En seguida, consideremos una función 
h E Ct(U), fija pero arbitraría. Sea 

e= (ci. ···,e,.) E S¡,h(A). 
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Por definición, existe un elemento 

ü =(a¡,·· .,am) E Ll tal que (ü,c) E S¡,h 

y con la propiedad 

m 

fi(x) S :[e¡ .Ji(x) V x E U. 
i=l 

Evaluando ésta desigualdad en la función J : 

Se obtiene, 

y como 

m 

J(f¡) $ J(Lc¡ a;h(x)) 

m 

i=l 
111 

= l:J(c¡ a;h(x)) 
i=l 
m 

¿c¡J(.Ji(x)) 
i=t 
m 

¿c¡J(h). 
i=l 

m 

J(f¡) S J(h) L:c¡ 
i=l 

Lc¡>O => J(h)>O 
i=l 

Como la función h se eligió arbitrariamente en C;!"(U), se tiene que, 

J(h) >O, V h E Ct(U). 

Así, la propiedad i) está demostrada. 

Como J(f) S f c¡J(h) y J(h) >O, entonces 
i=l 

J(f¡) m . m 

J(h) S ~e¡ S (!1: h) = mf {~e¡}. 
•=l •=l 

·-,~e"':·.; , .·._ ····--; .· 
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i.e. 
J(J¡) . 
J(h) ::; (!¡ . h). 

Como e se eligió arbitrariamente en SJ¡,h(A) y h E Ct(U), se tiene que, 

~V,:j $ (!1 : h) 1/ h E Ct(U). 

Así, la propiedad ii) está demostrada. 

Para demostrar iii), observemos primero que : 0 h(x) = 10 h(x). Por 
definición, 

(ah: h) $ 1 => (h: h)::; l. 

Así, la propiedad iii) está demostrada y con ella el lema. 

Consideremos las funcionales lineales I y J con las propiedades prece
dentes y una función f E Ct(U), f :f O, fija pero arbitraria. Sea E > O un 
número real tan pequeño como se quiera. De acuerdo con el corolario 2.1.3., 
existe : 

1) Una función fija w E Ct(U), w :f O 

2) Una vecindad del elemento identidad e E U : Uo E V = V(U) de 
cerradura Uo = U0 compacta, para obtener una vecindad U E V tal que 
U e Uo. 

m 
3) m números positivos: c¡, ... 1 cm E JR+ cuya L:c; > O y m 

i=I 
elementos T¡, ... , Tm E E-1 donde E= 8op(J), tal que para toda función 
g E Ct(U), g :f O y g(Uc) =O se tiene que 

m 

A) lf(x)-I:c;,,g(x)JSów(x) 1/ xEU. 
i=l 

Donde 
Ó= f >E 

2(1 + (w: fo))(l +(!:fo)) 

La desigualdad A) implica que, 

m 

1) f(x) $ ów(x) + L:c¡ r¡u(x) 
i=l 
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y además, para cada x E U : 

m 

2) L;c¡ T;g(x)- ów(x) ~ f(x). 
i=l 

Evaluando el número real (J : g) en la desigualdad 1) : 

m 

(J: g) $ ó(w: g)-( L;c; T;9: g) 
i=l 
m 

= ó(w :g)-(L;c;)(T;9 :g) 
i=l 
m 

= ó(w: g)-(L;c;)(g: g) 
i=l 
m 

ó(w: g)- L;c;, 
i=l 

se obtiene que : 
m 

3) (f: g) ~ ó(w: g) + L;c¡ 
i=I 

Aplicando la función J a la desigualdad 2) : 

m 

J( L; e; T;9 - ów) $ J(J), 
i=I 

se obtiene, 
m 

L;c¡J(g) - óJ(w) ~ J(f). 
i=l 

por lo tanto, 
m 

J(J) + óJ(w) 2: L;c¡J(J). 
i=l 

Combinando la desigualdad 3) con ésta última tenemos, 

J(J) + óJ(w) 2: ((f: g)- ó(w: g))J(g). 

Así, 

J(J) + óJ(w) 2: [1- ó~;: :~](!: g)J(g) 
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i.e. 
J(J) + óJ(w) 2'. [1- 6(w: J)](/: g)J(g). 

Como J(f) > O, esto implica que, 

J(f) óJ(w) J(g) 
J(F¡) + J(/1) 2'. [1- 6(w: !)](!: g) J(/1)° 

Como 
J(J¡) J(g) 1 

(!¡ : g) $ J(g) => J(f¡) $ (!¡ : g)' 

lo cual implica que, 

Por lo tanto, 

J(J) J(w) 
J(f¡) +ó J(f¡) 

2'. [1-6(w:f)](/:g) 
(/1; g) 

= [1- ó(w: g)] (/: g)/(fo: h) 
(/1 : g)/(/o : h) 

J(f) J(w) > 19 (/) 

J(J¡) + 6 J(fi) _ [1- ó(w: !)] ly(fi)' 

Como e> O se eligió arbitrariamente se puede hacer tan pequeño corno 
se quiera y obtener : 

tomando el límite : 

se obtiene, 

Así, 

l. J(J) > ¡· Ig(f) 
1111-- 1m--

gEV J(f¡) - gEV Ig(/1) 

J(J) > I(f) 
J(f1) - /(/¡)' 

J(f) > J(j¡) I(f) 
- I(f¡) . 

Observemos que : La hipótesis en la demostración de lema 2.1.4., 

J '/: O => 3 /i E Ct(U), f¡ '/: O y J(/1) > O, 
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y dado que la función J E Ct(U), fo/: O, se eligió arbitrariamente, entonces 
se pueden intercambiar los papeles de f y f¡ para obtener : 

Por lo tanto, 

haciendo 

se obtiene que 

J(f) !(!) 
J(f¡) = !(!¡)' 

J(f¡) 
co = !(Ji) > O, 

J(f) = col(!). 

Como la f se eligió arbitrariamente en Ct(U), se tiene que, 

J(f) =col(!), V f E Cf (U), fo/: O. 

Así, se tiene probado que sólo existe un único número real co > O tal 
que la funcional lineal I definida sobre la clase Ct(U) con valores en JR+, 
es única. Así, está demostrado el Teorema 2.1.1. 

.... ·-.·~· ,, 



Capítulo 3 

CONCLUSIONES 

La funcional I del Teorema 2.1.1., definida sobre Ct(U), puede extenderse de 
manera 1ínica al espacio vectorial complejo Cc(U). (Esto es un caso especial 
del Teorema Il.38 [3]). La extensión obtenida es necesariamente invariante 
por la izquierda. A dicha extensión se le denota con I, y se le llama LA 
INTEGRA!, IZQUIERDA DE HAAR DEFINIDA SOBRE Cc(U) O SOBRE U. 

Utilizaremos la construcción hecha en la sección § 11, capítulo IV [3], 
para asociar una función de conjunto ¡1 con la Integral Izquierda de llaar. 

Definición 3.0.l Sea X un espacio topológico y sea f una función real 
extendida definida y positiva sobl'e X : 

f: X-+ ffl+ = [O,oo] 

Se dice que f es continua inferiorme11te e11 el punto x0 , si pam todo f > O 
existe una vecindad V <le xo tal que para todo x E V implica que 

J(xo) - e< f(x). 

Si f(xo) = oo, entonces ¡>ara todo número positivo A > O existe una 
vecindad U de xo, tal que f(xo)> A pam todo x E U. 
Se denotará como 

M+(X) ={/:X-+ JR+ : f es semi - continua inferiormente} 

Con ayuda de este espacio así definido tenemos la primera extensión de 
la funcional J, al espacio M+(U) : 

100 
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Definición 3.0.2 Sea U un grupo topológico localmente compacto y Haus
dorff. Sea I la Integral de la Jlaar Izquierda definida sobre Cc(U). Para 
f E M+(U), se define el número real positivo 1(1) : 

I(!) = sup{J(g) : g E ct(U), g $ J}. 

Ahora consideremos a la famimila de todas las funciones f con valores 
en la recta real extendida 7ñ = {-oo} U 1R U { +oo }, definida sobre X : 

F(U) = {!:U-+ 7ñ}. 

Denotemos con el simbolo : 

.r+(u) = {!E F(U) : J(x);::: o y X E U}. 

Con ayuda de estos conceptos así definidos tenemos la segunda extensión 
I de la funcional I, al espacio .r+(U) : 

Definición 3.0.3 Sea U un grupo topológico localmrnte compacto y Jlaus
dorff. Sea I la Integral de Jlaar lzquimla definida sobre Cc(U). Sea 7 la 
primera extensión de la funcional I definida sobre M+(U). Para cada 
f E .r+ (U) ele define el número real positivo extendido I(!) : 

I(!) = inf{I(g) : g E M+(u), f $ g}. 

Se dice que 7 es la segunda y última extensión de la funcional lineal 
positiva J. 

Sea P(U) ={A CU}, el conjunto potencia de U. 
De acuerdo con el Teorema 11.21 del capítulo Ill [3], asegura que la 

función : 
¡i : P(U) _, JR+ 

definida por la correspondencia 

A,__. ¡i(A) = l(XA) 

es una medida exterior, donde, I es la integral de Haar izquierda. 

Además el Teorema 11.29 capítulo III [3], afirma que la familia: 

C(U) ={E e U : ji( A)= ji( A n E)+ ¡i(A n Ec) Y A E P(U)}, 
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es una a-álgebra de conjuntos. Además, la restricción : 

iílc¡u) = µ : .C(U) ...... m+' 

es una medida númerablemente aditiva sobre C(U). 

Todo Jo que precede, permite definir,LA INTEGRAL ABSTRACTA DE 
LEBESGUE de una función f positiva definida sobre U de la siguiente 
manera: 

k f d¡t = sup { :f: m(f,Aj)Jt(Aj)} 
u i=l 

donde 

m(f,Aj) = inf{f(x)}xe11, (1 ~ j::; m) 

y 

A¡, ... ,AmEII(U): ,Li
1
A;=U y AjnA;=0(l::;i,j$m). 

J= 

La medida ¡1 construida desde la integral izquierda de llaar sobre Ce( U) 
es llamada la MEDIDA OE HAA!l lZQUIEROA SOBRE u. 

Consideremos el celebre Teorema ( Teorema 12.36, Capítulo III, [4] ), 
para obtl'ner el objetivo principal de éste trabajo : 

TEOREMA DE LA REPRESENTACIÓN DE RIESZ. 
Teorema 3.0.1 Sea X un espacio topológico localmente compacto y Haus
dorff. Sea I una funcional lineal no negativa sobre Cc(X) . Entonces existe 
un espacio medible : 

(X, .C.\(X), .\), 

donde, .CA(X) contiene a los conjuntos de llore/: 

tal que: 

paro cada f E Ce. 

B(X) e .C.\(X), 

I(f) = f f(x )d.\(x), lx 
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En éste presente caso : 

Sea U un grupo topológico localmente compacto y Hausdorff. 
Sea I la funcional lineal positiva (Integral de Haar) definida sobre Cc(U). 
A la luz del Teorema de la Representación de Riesz, existe un espacio medi
ble: · 

(U, .Cµ(U), µ,), 

donde, .Cµ(U) contiene a los conjuntos de Borel : 

B(U) e L:µ(U), 

tal que, 

** l(f) ==fu f d¡t ** 
para cada f E Ce. 

Siempre que la expresión ** esté bien definida, recibe el nombre de : 

LA INTEGRAL IZQUIERDA DE HAAR. 
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