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IN~RODUCCION 

Z::l pr·e suntu trci.Jf.Ljo tiuno une: .. 

c:;rr_11 importancia 2ara el au.tor, Yfi r¡ue se de sta.can los 

:prinoi.1.;ios .!.el an;:'U.i .ia astructur~l a.Lllic:!...1.on a est·.:.. w~to

Jo (J::l .1G lns Rigiu.eces <:n armaluras), que en J.icenciatur~ -

se tocan mu,y poco, ya qu;; al :nát0Júo se a;,lica je igual .fo!: 

ru.: ¡)ara ...ma arrnaJ.urn. estática que hi.!:·Jr.:stá+.ica .i~ cunl.--

quier grado. 

Debiclo a que en ol pr»sente tra

bajo, se trata no linioam~nte .i;ara obt<ine1· Bl título de In-

81.;niero sino tE;1:nbién para que al lector pueda entonder la 

lógica que ;ao sigue para. ul aná.lisis .i\;; arma.illl'a.a hip~

rc atática:;;, se tiont: ::.n <.il primer cn}if1..ttlo un~l J~ria da rg, 

Co,l.Jilación paru Gl ::!.nilisis ma:Lrlciul .iont.i..~ o,;i t:X¡;.¡lic.1~ 

lo::i ti¡..os u....l :na.tric .... s comunes, op~rnciori.e;:; con mc.-\tt·icu3, 

orucn, compatioiliJaú obligatoria ontre ellas, asi como tem

uión m~toJoG i.J..l.J.'a .t'U3olv.Jr ~istu!!l.:.s !0 t:cuacion2s siillultá-

nuos. 

Bn el ge.;un·....tO ca¡.;!tulo 3e ha.ce -

u...-i i·t.: ..i.--<:t.'50 •iO iou p1·L10 i,;..103 J.el. .::.nú.li.3i3 ..; Gtructural para 

dl ¡:,r;;s.=>~J..Ltll rnStoilo, mat1 ... Lc1;1s involucral ..... s ..:n él., as.í. como -

:dl orl..;;i1 e3J;oQ:c;_-..lO de ca.la une:. de olla:; • 

.&n.ra ast..i capitulo sa. tom9J.1 loa -

.f.I'.taui.vios aul análisis l:!stru.ctural como tl de continui-..la..i, 

Hooke, traba.jo .int..!rno y 1:1xturno, equilibrio • 

.Su ul tero.;:::· e ·:tp.!tulo ~e. enlista 

1 ... oJ.~ pÍ;t.:Jos l:i.. 16;->ica a .3u::;:uir f~!.r¿ .:.1 :aJio.lo :le lag Hi,;:.i-



deces, con pe 0ueñas modificaciones para tratar da hacerlo -

má3 explicito y fácil de entender para cualquier lector in

yolucrado en esta carrera tan interesante. Se resuelven va-

rias armaduras planas aumentc.ndo gradualmente la d.ificultad 

de resolverlas, aunque cabe aclarar que iicha dificultad no 

es por parte clel método - Ya que _¡,c.ra cualquier armadura es 

la misma J.ó¡:;ica sino en el tamaño u orden de las matri

c~s obteniJ.as. 

En el cuarto capitulo al i&Ual 

que en el. anterior se resuelven armaduras pero las de éste -

capítulo .5on en el espacio, lo cuo.l se ve reflejado en el 

orden de las m:;ivtrices involucradas ya o.ue para cada nudo se 

tendrán tres proyecciones en el mismo número de dimensiones, 

hasta qu.e se resuelve una torre de energía eléctrica de 

más tle cien barr;is en 24 nuJ.os i:.,.v:e es la culminaci6n del. -

presente trabajo y que nos demuestra la enorme aplicación 

que tiene el método de las Rigideces. 

En las conclusiones nos narra lo 

aprendido en los capítulos a.nteriores e impulsa a see;uir -

analizando por <lste métoJ.o. 

Por último se t.ienen dos progra

mas U.e computadora para poder aplicarse 8n los sistemas de 

ecuaciones obtenidos, ol ¡:.rimero de éste proBI"runas es de 

solución d~ sistemas de ecuaciones introduciendo a la com

putadora un el orien senalado toJ.03 los va.lores del sist~ 

ma para lo;;rar darle soluci6::1 a éste; el set;.tndo proera-

ma coi.iifica.J.o en Da.sic al igunl que el prime ro dada su. 

popularid.·;d y po:ier nos aplica al criterio i..le su creador 
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ChoJ.asky !'aro. r"solvdr sist~m,.a .la ecuaciones ,onJ.a la -

illa'Lriz 1X:1 -.:.·.a sim~tricu ;¡ ~.01· le tanto no tJ s n...:c~ s.:i.i·io -

in'LroJ.ttcir los .i;:i.to~ .iti 'tO·J..:. la :uu.triz :i.n:J.r.3. ,i;.oú2r· r~ ~ol

v~r vl sintemC1.. 

3 



CAPITULO I 

AIUGEBR.ll. MATRICIAL 

4 



l.l PROPIEDA'DES DE LAS MA!IRTCi::s • 

.J.EI una matriz, primero debemos conocer (;!l signiL'icado u.& -

ella, c'.J.s! coir.o :..ie sus el-Q1nentos y 1ormas. 

MA.!l.RIZ: 

ORJJEN: 

ta una inatri;¿ 

[AJ= 

Se 1J.ei'ind como un conjunto rectangular o cuo.

lr1: . .io ..:i.e ;.1.Leotmtos ordeng,..tos en filas, en co

lUllltln.s o :.'!moas y se r~;.resentan por una sola 

letra. 

El orden de wm matriz es rer'eriJo al tamar1o 

Unc-~ .-::.:atriz que 

tun¿a m renglones y n columnas tien~ un or-

u.en mxn y Wl número w.~ elementos mn. 

Un t:lemento dti una matriz o.s w1a constant<: 

que rcue:le estar Je:.::inida por un nt1.nero, unE-. -

iw1ción ~xpom'11Cial, logaz·1.tmica, trigonomd'tri

ca nu W1. númuro qw:: a su vi.:.:. es un:.i. const&r.1.ta. 

Ln algunos c".aos los elt:lm~n toa Uti une. niatriz -

J.JUe ...r.en ser :t'uncion.c d. 

Bn el pre¡:¡cntc tr .. bJ.jo se re pre se!! 

J8 la si¿;uiante munura: 

l 
ª.1,1. '\2 ·~] ª2.1 ª42 ª2.n 

o rolen mxn 

ªn;l '--ll)2 , a 
a¡n 
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don.le m es el nWllero úe ren¡;lone3 y n ,.¡ a'1ill~ro de oo-

lun;1ms. 

Al¿;unos ti,¡.os •.le matric~s son: 

Matriz rengl6n: Es la c"mpuer;ta por un aolo rengl6n, 

siendo por lo tanto de orden l x n • 

l.A:I= ªL2 · · · · · ªmi 
Matriz coiumna: Bs la qu~ ~stá com~ueata por un arre-

glo vertical de .ma serie de elementos. 

1:é1 = orden mxl 

Matriz cuadrada: Donde el. arreglo tiene el. mismo ndme-

ro "'"' ooJ.umnas y de 1"0nglonee. 

"l.l 81.2 ~ 

ICI= ª41 ª42 ª4n m = n 

orden mxn 

ªi;l ªm,2 • a 
ll}tl 

Matriz·nuJ.a: bs aquella er" la que todos sus el .. men

toa son ceros. 

Una matriz nuJ.a co1·reovondia al cero en -

áJ.gebra orJ.inaria. 

6 



11 

jol= 
o 
o 
o 

Matriz identidad o 

Ir!= 

l 

o 

o 

o 

Matriz diagonal: 

ªl,l o o 

o ª2.2 o 
IAl= 

o o ª3.3 

o 
o 
o 

o 
o 
o 

unitaria: 

de todos 

ceptuan\.10 

i::s 

sus 

los 

nal ~rinr~i.:.Al.l 

o 

J. 

o 

o 

o 

o 

l 

o 

o 

o 

o 

l 

una. matriz cua.J.l':J...ia uo,a 

~lemen tos son ceros e~ 

elementos de le. diagQ, 

que son la unidad, 

Bs similar al anterior .e-ero los Ul.2., 

mentas de la diagonal ;¡;rincipal ¡.u.!'. 

u.en o no ~or la unidad.. 

o o o o o 
o o 4 o o 

6 IBI= o o o 5 o 
o o o ª4,4 o o o 3 

H6tese que no to.Jos J.os elementos lie la dia;;onal princ_! 
pal ti~ne,1 (!Ua tener un valor .iiferontf:! de c~ro. 

Com:1nnwnte se ro presenta asl: 

IAI 6 1 DI 
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Matriz simétrica; Es un=. ;fütrl¿ cu.:iJraJu Cl\}'us 010.nü,a 

toa son siindtrlcos en ln. .í.Jartü sup_!! 

i\ior e lní"eri.or. ·J.ll li.1 .Lia.gvna.l. pri~ 

cipal. 

a X y 

X b 

e 

Matriz antisim~trica: Pura el lo at.? debe cum~lir G.Ltc 

todos los elementoa le J.a·úiuza

nal pri:rnipnl sean ceros y loo 

ele:w.;ntos .le la. J)a.J . .'ttl SUlJ!;'lrior •J.ll 

la .Jia3onal at!an los m.ismo s ge ro 

cun :.i.if~ ron ta signo a lo.a Je la 

parte infdrior .J.u J.icL.:i. llu . ..:;onal. 

o -4 i -6 o -a b -e 

4 o -8 3 a o -"-
jA/= / ll / ~ 

-1 8 o -2 _1;¡ d o r 

ó -3 2 J e -f •) 

Matriz triangul.ars Es un9. matr.i..z Cll.!.tlrada 13.1 l:i qus t.s:. 
Joa lo.~ l;lA 1n.::inton su,p~rlU!\;:.J 6 inia-

riord a :1 l '1. ·lin.gonal 1:.rinci_flal. sean 

CtJroa·. 
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4, 2 l J 3 6 o o o o 
\ \ 

o 8, ó -1 4 :,! 4, o o o 
' 

J Al= o o .~4 l. 6 6 IBI~ -J. 6 2 o o 
' o o o '5 -4 6 4 -l l o 

' 

' o o o o l 3 7 -7 2 5 

Matriz traspuesta: La trL· . .Jpuust3. J.e ..u1~1. matriz ea dl 

~rw1bio .u.: i·,.,nglone 3 a columnas y ae 

Je no ta .a. .. Ol"' ~1 sufijo " T " an la pa¿: 

t1.: auporior .ier<.:cha. 

::V X y ~ a " f g 

" b Ul n 
IAf 

X b h i 
IAI= -+ 

f h o o y .u " 
¿ i J :¡, n o i 

Nóte 3U que todos los úlementos Je la uiagonul -

principul no cambian Je su posiciSn, ésto solo oe Ctllllple 

.JU:l.n.lo lns matrlO!Jd aon ru:adraJas. 

Esto no3 indi·Ju qu~ la trc..apueGta u.e una matriz 

r~nc¡lón oe transforma dn matriz columna y vicewrsa. 

Igualdad de matrices: Se ·licu qu" lod ,;i¡¡.1.rica" son 

i..:U.·.Lle.:; ont.r~ sí, cu:~.io 1~1a J.Od 

.Jon del ;c.isnt·J orlen :r to:iou .Jus 

t3ltj1fü .. nto3 son i_,u.._11u .3 untru sí. 

9 



ªJJJ. ª:1,2 El:J.3 bJ,l º1,2 bl,3 

IAI = ª~1 · e.:i.2 ª~3 IJJI b<',J. b2,2 b2,3 

ª.3.l ª3,2 ª3J b3.l º32 b.3,) 

Si IAI = IBI uj,j = b:l,j 

1.2 OPEBACIONES CON MATRICES. 

Cabe aclarar que _¡,w:·a pode:!' hacer 

operaciones con matrices ~s neccús.r.,io qu·.;:: vl arreg.Lo entre 

ellas soa CONl'ORi·:AlJLh, eo ..tecir, c¡:.w ca<La e.Lem&nto <Lel. l'englcSn 

":x" de un::1 matri= A , tan¿a wi elemento 11 y 11 en la columna ue 

la matriz B • 

Suma de matrices: Fara que dos matrices se _¡,uedan sumar 

su nece:3ita que 18.s ..Los tangar .. el. tui:i

mo orlen, e:i caso contrario jamó.o .3C 

podr&n sumar. 

1: 
4 3 

¡- ~ 
4 o 

IAI = 10 -.L IBI = -4 a 
2. -1 o 

J.al +IBI 

1: 
+ (-J 1 4 + 1, 3 + o o 2· 3 

+ 2 10 + (-4) -l + 8 4 6 1 

+ :, 8 + (-1) 1 + o 7 1 1 

mas gcrfC:!I'alr!1e.nta 

'º 



ªJ.l ª:1.2 "J..n b~ bl,2 bl,n 

IAI = 
ª2.l ª2,2 ªZn lal= 

b2,J.. b2,2 b2,n 

ªm;i. ª"12 ª11',n b.,:L bm;2 b w,n 

oru~n m= or..ien IDXll 

ªJ,J. + b:I,l ªl.2 + º1.2 ª:i.n + b],n 

IAl+IBI = 
"41 + b2,l. "42 + b2,2 ª::.n + b2,n 

ª¡¡¡,1. + b ªai.2 + bir.2 ªn¡n + b 
.n;I. r.¡n 

-- Resta ..te matrices Análoga al antorior, pero de sig-

--

no contrürio. 

Sean las ma.tricus A·./ B .:uiteriores, se ti~r!t=: 

ª:;.i - bl,l 

IAl-IBI= 
ª41 - b?,J. 

ªm,J. ºui,l 

Llul ti¡;licaci6n por 

ªl,2 - bl,2 "J,n b),n 

"42 - b2,2 ª2.n - b4n 

~i.ui,2 - bm,2 n b 
m,n m,o 

un o ecal.ar~ 3oél k t!l ~soal'a!" qui.? va 

a multiplic:ir al.u nmtr.1.z IAI, todos 

los valore3 Ji,;, lo.:. ~lementoo J.e la -

;mJ.triz IAI t:.3 .. t..2.r6.n ,;iu.ltl.i.licados por 

k. 

" 



IAI= 

ª.1,1 ª:1.2 a~ (ll,n k·~l k·ª:i.2 k•"J..n 

u4!. ª42 ª43 ::.2,n 
k ·IAI= 

:"ª41 l{•ª,¿,2 k·a2.n 

ªm;i. ª112 ªu..3 ªa¡n k·Uc¡.). ;;:.ac¡2 k·a 
11\ll 

ªJ.,.L ":i.2 ªJ,I1 

k· 

Multipl~caci6n ue matrices : 1.'c.rt?. c:u.'..:: J.OB matl·ices se 

.t.JUt:..i:.: ... n G.iUltJ.IJlicur :t;ar:i. formELr 

•ma t~rcer.:i., se debe J.e cumplir 

que el nú.uuro ..1..t3 colu.r.nus ie la 

prirne1·~ matriz sti:i. el mismo que 

el n._\.1i.:::~o U.e ::-enalonc s Ue la seéll!! 

cla. 

O sea, IAI y IBI son conform,!!; 

bl"" •'"1"1 .La m..il ti..,licaci.Sn si el 

ndmuro ele colwnnae delAI es iG-ual u 

el núm~ro úe r·"n¡;lon<>s -'ª IBI ¡ 3i 

la mctriz 1A1 es .. ~ orden m:xn y -

la mu tri" 1B1 ..le orclen qxr , la 

•nultiplicaci6n "ª matric,;o se _¡;o-

.ir..1 e:c~.tugr si n = q , ..:;ien..lo ·-

12 



ªu "'J,2 ~.!.,.) º].,l. ºJ.,2 

IAI= ª41 ~'2,2 v.2,3 
IBI= 

b!?,l b~2 

ª:µ ª3,2 ª3.3 b:,i. b 3.2 

o:c..t.en 3 X :, c•rlón 3 " 2 

.;.iamo or1.lt:tt1 

ll1.l3VO or ien uu la u . ..i.tx·ii, 

(3 .. 2) 

IAI IBI 

ul,l ª:i.2 ªi,3 bl,l bl.2 

ª::,J. iJ.'.~;!. a'J., b 
,l b2,2 .,.) 

ª3.l ª3,2 ª3,3 b3.l b3.2 

3 X 3 3 X 2 

:iu.evo or.Jer! "'ª ::.a. c¡atri:; (3;:2) 

ICI 

"l,l .;:; J,1 + "J.2. b 2.L + ª1,3. b 3,1 

"41 ·bl,l + "a2·b41 + ª43.b3,l 

ª3,1. blJ. + ª3,2. "·>L + ª.!i3. b .!,]. 

13 

"1,i • bJ.,2 + '''i,2 • b 2,2 + ª1,3. b 3,2 

ª2,l'b.J,2 + ª;;2'b2,<! + ª2.3'b3,2 

'''.µ-''i.2 + ª3,.~'b.?,2 + ªJ,J·º.3,2 



, ~ ,I o::'J.üi"l p -· q ;¡ IBI ~ 3 l~ or· .. ..i~ <i x·r 
' 

.::.L .r;·..;.:J.lta.io •l•l --
,t..roJ.ucto 1li<.~t:i:·iui..-.1.l IAl.l_BI = lcl , ~s Ut= Ol".J.éJl .P. X r , en la :..1ue 

J:l t:l~1fü.·l1't.1J C i:j ·(;S 131 rt:.:.Hütaio lial JJ1"'.6llli.C't0 1.1.~J. l'\..!ít;_;lón i 

.le la m;;t1·iz IAI ·:.:ior .la. coluúma j "" J.a ciatriz IBI: 

e i,j 
q 

:e (a..!,I< • bk,j) 
~..:=l 

.i::rJ. la ..!X¡-rt::si6n 1·..:..:.~·.!ltantG ..A.IJ la 

.lu.ltL(icn.ui6n -.1.!J untril.'.!•..:.:l (mat::.:.z !el) dl E=l·~r.:.:.;n"tJ c
32 es -

31 .::tJ;s;Ul.tu.io ..iu '11 i;ro>lu.cto int~rno <lt:l ttJ.cc~r i:'t.!l1~16n J.e la 

.:-i..i.t1·i.?. 1a1 ~·or L:~ st::5u..i:1J':l ~:JlU .. r.ü'.l J.t:: b , a .3to es : 

Los ..:l·.::1t.tiu1.0G subseCl..i.tJ:1tes se obtl.::_ 

::: .... be :.Ja:J.alar qu.a l~ 1nult.i..plic..:ci6n -

IAI • 'ª' } IB/ 1 Al 
SolJ..:l...,.-,'t.•..; ,.,;:i .· .. JS casos L· .altil.1li--

caci6n .... : ;:u.~t::·.i..~..;:s es i.:onuutativ\.l 

a) .~ .•. :so .1.J11•.lu 

14 



Subdiviei6n de ~atrices: En ai.ó'W"l~~ ocasion~s r~sulta -

Sea.: 

ª:i.1 ª:1.,2 

IAI= ª;:µ ª42 

cu.1.tad de r1;1.=;cd.ver ...tna ::18.triz ..to t.r·:..J1 

OL·w..~n, su.~divi'-'.irlo. ¿;n v ... l.!"ias subma-

trict:s, sdglin conven~n y se requiera. 

por cu.., ;1tion~s J.e compatibilidad, Ha,y 

varias inanarns Jo realizar la s11b.:liv.!,. 

si6n. 

1 ª1,3 ªJ.A 1 • 
~ 

: ª2,3 ª2;1 
-- - -- -¡------ I~ ª3,1 ª:3,2 1 ª3,3 ª3,4 x:?,2 

1 

J.onde s 

lx.i_~= 1 :J,L 
2,1 

a~¡ 
ª42 

l"J.,21 = 1 ªJ.3 
ª43 

o. 1 a~ 
lx:?,J)= 1 ª3,l ª3,2' lx:?,21 = 'ª.3,.3 "'3fl 1 . 

otra .nanera 

JAI= ''1.i "],2 ~ "J.,4 donde. 

ªl,l ª:1,2 ªJ.3 ªlfl 

lx_i.11= ª~1 lx_i.21 = ª2,2 l~I= ª2,3 1 x.i.;I • ª2¡t 
ª.3,1 ª3,2 ª.3,3 ª3.4 

15 



E11 l~ i"o:i. .. 12.c~6n :h~l ,¡:.ro..iucto .ie 2 

.~;~1.tricuo !Al ·IBI 1 u vac-=s .Ja a.lbtli.vl.ien y i.J1.: úXpre~?. ..:1 pro-

Ju.oto un i'.t:.·.i~f6n .. ta lu.j :.Ltb:n.:.trlct.; :. -de IAJ • IBI, oiemprci. que 

las ,uc.itrices. Ja.ic.s seun ci::>nfo:. ..... ~1ables y qutl l::.s -list.i.ut::.'.s sub

matricas 011 las ·:.tJ.d i\11n··on . r;;ubaiv.t..li..t'.!D t:i.auié'n lo suan. 

Lo a.n'í.erior ·se .JtU.:ue co1n¡..·rolior uon 

1'1 ::iulti;;lic¡;_~l6n .,e w10. :n:'ltz·l.: ,,~ or<i"n 3 x 3 

Ol'~ctl 3 X 2 

3 X 3 2 X 2 

IBI= b41 b~ 

1::1 --------
b.3,1 b3,2 

3 2 2 "- l 

ti<; :::.on .. h: A B 

+ 
• IBJ = 

+ 

16 
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"'J,lbl;l. +. "'1/'?,l ªi.1 bl,2 + ~l,2b2,2 o.J.,3b~ "J,3b:?¡.2 
+ 

IAl.lal= o.:?J. ''i.1. ~ :1::;':?:;,ZJ. ª2,l. bl.'2 + ª42b2?- ª?.3º~ '-';;;.º3;'! 

ª~ºu+ ª;,,.:º:?J. '"'.o;t. "12 + ... '3;2'o .?,... + !).~,3º::,:t. ª::;3 b},2 

ªl.l b:ij, + "l.2b:?,l + al,3b3.l ªl,1 º~ + ªi,2b:?,2 + ªl,3b3,2 

ª41-bJ.1. + a2,2b4l + ª2,) b3;l ª2,1. b-42 + ~2,2b:?,;.: + o.;;3b3,2 

ª3;1. bl.1 • "':>r!º 2,l + ª3.3b3.l ª¡¡_ º1,2 + "3,2~:?,2 + ª3,3b3,2 

Que t!.5 ú.l mi:3-"10 l"o8ul.t.-:::..io q_Lltl d} -

obteni..lo por un:J. .nultiplicaci6n jirdct:J., ont0J.:..iv..o •..:;.11t~rior-

:,;-~ ~'-~., ;,;i.l la p6.gina 13 . 

La oub.livisi6n d.o matric,,:;s :Ja uti-

trice o nuJ.o.s. 

l.3 Ill'lifüSIOll llE MATRICES, 

El .vrouleme. J.g re .J.olver u.µ sist!:_ 

.n:.:4 · d ..::cu::.:.ciJnC.:D .3 . .:: l.o· .• e.la ro.~ ~ir a r12:solver una ecuaci6rt 

;;1:.:.1 ~- .:.•·.!.. :t.L lAUxf=IBl .1.'ª.:".:. la .11atriz inc6¿;..1ita !xl; üata ecuación. 

111c·.t1·.i ... i.: ... l ~s an.1.lo..:;. a la ~cuaci1~n nu..1i..~ricu ax= b, la __ 

l.lUa.l _;<; pUú:le ru.:.iO.!..V.:tr :di aj O, Wl\ltl.::-.!..ican.to ~..,~·n:JQ.3 lalos -

.t-or· el ruc.fpro-:.::J o i~va1.Jo i:1 ... \ltiplicntivo "'"º a, ootenj.~~n.;.:;t 
-1 oo x=a b. 

17 



. t:n (jsta. Sl:JCCi6ll 

I:::d:::ittn1 varloo pasou ,e.ara 10.~1".:.r 

inv...:r'tir lltla ma"triz., los cu.: J.~s son: 

a) Matriz de cofactores. 

b) uotermlnant~s, 

e) Matriz :i..ijunta. 

11) Matriz iirrn rae.. 

a) Matriz de cofactores: Se da note. ·_cor cof (A) a l.:.. mGtriz 

..le c.;.i:Z::1.cto.c~s 1e IAI qub e::s 1.a .:..'or

maJa con los elementos obter:.i:tc1.:: 

.i.<e ul~mimu· =l r~n¿l6n i y l·' t:o

lcc.r.. j .,e .!..:. i..c.triz IA~ 

Caüu J.J.n.cer not~!r .,..uc.. J.at'a cauu -

alturiento m i,j producido 1::.or i.!l Joter.ninan:l.) sv ai"'ec't_.; 

r·ú cou .1..4 ~cí¡a'Oco cu3nU.o l:~ suma ti.o .:..os subino.i11es 

( i + j) sea impru· ó non. :'- '. 

b) üetermina.nte: S" J.Gnotu ,.oi· det A 6 .ii0n por [A) l)<•ra 

una mutriz IAI Clfa.1.a. 

Oon3i.J.l.!r\.:!....;~ l:?. ~ui¿,ntc matriz. 

"u "1,2 °1.-3 
IAI= "<;i u 2.2 ª2J 

"::µ ª3.2 ª3,3 

ª4.l ª4,2 "4,3 

18 



l:.,:.U·u .!~O~!;;:· .ro.solver al det A ~E:# 

i:..::..J1.ü~1:.;,.; .iu ... o:.:r 11.:. mLi.J.1.i¡~J.ic.:iclóü. ,,.:.1 .ii;.:t.:.,onuJ. .i.t:.. 0¿..ia ~10-

.:1\::llll.o poi· uJ. lllí'~l"Íor .ier\.!Cho y ·:~aí i•Ol .. tJ,1 sig~i~:l.ta llas-

1.a J.usrar .Ll<>gar llusta el NnglÓn m, heor10 tisto i·,,s1arle 

loo .11ulti11llc;;,...,.oa ·.i•.=.!. ..,,1.;;.1~iJ;.to ;jll!-urior .t'ol"' 1'..!l inl'orl.or ~n-

t.\:Jrior a &l, 

J.et A 

•a .. , 
.)¿_ -t.:: 

J.et A. 

l. 5 2 

l l. 7 

o -3 4 

19 



.... 1 .. ·,.,o.il.Q J:..;_1¿1.Sn ·,;v.L ....... 11 •.• .;t.Ul¡ .... .. 5iu.L10 " i,j [a i,;i) 
. i...:_..": ~~~lU1'.lL.J.i.:.;::,, 

t.\11 l .L. 1+1=2 + 1~ 7 2~ 
(.:..i) -.> , 

'1i .L 2 1+2=3 
1 t '1 

1 
-~; ,. 

(üo;·l) 4 

"1:: .l. 3 .l.+ 3 = 4 + 1 l :ji -3 
(,;.:;,;•) -

'''21 l .2 + l = 3 l-5_, 
2 

1 
-·-V 

(;;y •. ) ' 
U,::¿ 2 2; 2 = 4 + 1; 2 

1 (]:::.;¡·) " .. , 

1 ª23 2 3 2 +·3 = 5 l 
5 1 3 

(:.-on) u -3 

ª31 .L .. T" l = ~ + 
1 

5 2 
1 

33 
(,;.;,·) J 

·1:,¿ 3+.2=5 
1 
- ¿ 

1 
-) 

(non) L 

u 3+::.. =u + 
1 

.l. 5 
1 

-4 ;3 
(;.ar) l l 

25 -4 -3 

cor (A) -2\) '• 3 

3~ -5 

e) Matriz a.ijunta J.e \Ab Je.uJt:.:..iu. ;iol· adj (A) c.:ul:;l .. :.:; J...ict:;o ... !!: 

ta la ir-:'.l18 •. ue:-t~1 u.e J..a Glut.L~iL J.o -

;.;oi~i:wlol-u,r: u.e IA!. 

20 



adj. (A) = cof (A{ 

..¡~ lu 1aatriz a11tt;1rior sa ti...,ne: 

25 -26 33 

acl.j(A) -4 4 -5 

-3 3 -4 

d) Matriz inversa: Lo. .:.:cuaciún@ nos .L'ro11oi·ciono. lt:i invar

::ia do i:-, matriz IAI. 
acl.j (A) 

ºdet (A) 

Cabe ha.ccr notar l,.:.h;:: si 
1 no habrin !Ar 

25 -2ó 33 

-4 4 -5 

ltil"l -3 3 _.¡ 

det (A)= -1 

.... ·@ 

el J..etc.r:uil.1E.:Jlt:..! d.o IAI ~s cero, 

-25 2u -33 

4 -4 5 

3 -3 4 

Ot:co ;ud'toJo fara ¡.oJ.er lcc..Ui~:.ir 

la íll:.!t1·i4 inv.::r.=:=:a. ~-~· ol hnc"=:r Wl:..l. soric :le op{;tru.cion;Js so-

bre 11-.. mntriz 1A1 .i1aE:ta lo¿Tr.r trans..i:'orma:rla ~n la matriz 

iJ.er..t.iJ;..;..:.i., ;;,l '"'i '....'1no tiem¡:•o i~ loerar que con las mismas 

opar·acionc a tr ..... "1.::i.o.'orrut;r L!liJl. matri~ iU•:nti . ..1...:.-.~l ... n l~ matriz -

invur~a O.oJAJ. 

ZI 



Ol?.;!U.CIOlillS 

O=@ 
G=O-CD 
G=G 
Q)Q 
O=GY-4 
G=Q 

l 

v 

() =CLJ-(®" 5) 
@~@ 

G"®~O ;¡ 

? 

l 

-:'"j 

o~@ -l<D ;; -~l 
g =@+((j])A ;,) 
@=@ .. " 

% 

·¡ 

. 4 

¡¡¡;;:_GLON. 

· III= 

1 ~ ~ 

1 

~ -4 

ú -j 

l ~ ~ 

1 ~,, '~ 
1 ~ ~ 

2 

7 

5 

4 

l u u 

o l u 

._, o . 1 

L!A~RIZ I 

1 

l l l 

l 

1 1-~ ~ 
'..: 

u 

" () J. 

o o 
-5/4 

1 
1~4 -i/t, o 

3"~~41 -o•/ ' 

.,~!> . 

J 

1

-1/4 '.)~4. 
.e/~ -e/« 

.,. -· 2; ... 4 -:/ .¡ 

o 

~ 1 -· 
l. 

: 1 1-~ -:'I 
3c ;v . .iJJ.'U'-b.,,., .... o.L· lo k\.l.J.to, tr.:.11~ 

,:.1· .. !:1nJc J.:: ru~ ... J.'ÍZ \Al i.:ti ;:1.:..t..ri.. i.J...1!",ti...:..., c,:n1 (.Í~;;,. .. • .... ,13 o_.·:."_;.· 

22 



i·~t•.:.1ti.iL1.d ..... ..:1 oii•;;uo orillln ~1• mo.t:iz invursa. 

IAI-+ lrl y 

1.4 SOLUU.ION DE SIS!II:MAS ~B ECUACIONES, 

j,¡uo!Lo :-:o ;;roUleruc:;;;; e u·truct.urnle ~ 

~lW:.: Sü ostu.J.i.:1J.~ .:t1 ol yrusunte tr.::.bo.jo (.:..·o.:t: no nombrar tc

üos) requie1·t:n1 ,e.Sra rusolvei· el prouloiua, lt-. u .... lución d.c 

uistem&..:; du ec..:u~cio..iu 3 si. ul t~m.;33. 

'3n -J3ta si:;cci6n .:v e; .. .i:on1J.rán al

..:> .. m.o.:.. mú'touos sim1.les _i.Jar..:... rusolv&r lo:-.i .::;istt.;:ma:. J.L; ücur..

clontss en forma manual, aai como un proJ:r~.;a sencil.1.o ¡Jara. 

·::omprobar el ru:snltado ó para re:solver un :-.;istema u.€1 ecu..c.

::iont:s ~b .. ):'n .. "'l orj&n y ,~zilizar •Jl 1Jj~m,t:"lo. 

Un1:1. rec.t:t en 1.:l ,t.:lano xy sP !JU2_ 

J.a ~u,presen:tar alge.bro.icumentu .!le.iianto 1.mn ~clluui6n ~-.e.. la 

.ro:.c11¡c.: 

A Wla ocnu.ci6n ·l¿ o.:aa forma :JB 

1.. ll;i'lla 13cuución lineal 911 las vu.:cit-.:.,1e.;;; "x" :l ·r. 

x1 • x2 ,. • •• , Xn 

.=.O!'."-·• 

ai XJ. + ª2 x2 + • • • • .. • + an Xn = b · · ·· · · .. · · ... @ 

:ionie: 

23 



L~: 1;.JlU.ci6~ .: UtJ uil:i ... .Jcu:::1JiÚrJ. co;no 

© u.:.> el v· .. lor J.ido :.! C•.l.i.O. vB.riablu :\tlJ.·ú~· :1~ :Jat.~::ü'aBf.ri -

A;L co4·.i.jw1to lo:c,;J.a ... v )Or toUa.s 

l:?e ::r; Lu.ci,Jn>..:s rla la üC·..L..:.ció11 s:J 1.:: 11.:J.urn. co11j,1nto ~ 

~-

Un c011junto finito .le ecuucione~ 

li!11:JlrJ:3 en lLl.J v·.iri.ables xi, ):2, ..... , x11 ~cibe el noia--

~ ... ""d .:.i.c.~ ~ ~ ~cUD.cion~s :in~.lles.. Unn. .;:;uce:Ji6n iJJ nú-

;;i.1.#i'0.5 131, ::;2 , ••• , 3¡1 l' '1 .aoluui0n jcl sistu:J~\ ~~ -.:c:..taoio--

n;:;:.:. .J ... .:u. &Ltst i t:.lir loB ··:: .lorue x1 = s2 

x11 = .J~l ,;on •.m:~ ;...: "'....l....:.:.611 !):v.·•1 .:!:.i...l u1::i. 

.iel .;ist.J.uu.. 

x2 s2 ,. • • • ' -

.JG J. ··' '. ·.":·.u._._;,t)il..:O 

Para i.Ul .• iuta;11a ·...1.·.= 2 CCUf;LC.t.on..:.., ooil 3 / incó¿;ni--

t .. d .t..i0 1 .1.u·.~o ... S'.!ra.1la1· •,;.üi..: ti·!n-.! :.v.1 conjllll'Lo sr_.1uuióa ini'i1•i, 

to. 

Par:i. kOd1~1· ,_;,ll.1.'ld Wl:.: s.1luoión única. u.) li.~l]l.:.:;:._r1.o 

J~irl.J :.tn :·.lor ::trL-itl :rlo ,_i cu ··1-qui\!..!:. ....~ 18.13 3 var.La.ilv.;; ,1.,l 

24 



Si· x1 = l untonc:.:-s: 

+ 
3x3 = -1-'i = -5 -········CD 
9x

3 
= -4-3 ~ -7 .......... @ 

12 x. -12 
~. 

Anur<::l. sus ti tu.y .... nJ..o el valo i.· 

-x2 '+ 3 (-1) = -5 

~ = 2 
...\l.l.::>r:l ¡J;;L.J. i·- ,.)Cu.aci6n @ 

ÚB S!,JU j.!LilJ.o XJ. t~i1Úl'd:UOS la 
solución para ésta v:..i.ria.
ble, 

l .. , .... i.i:·...,re:;.a...:ia ..i.c 2 \".triables -J.ebe se:,1· :i.ul·:.. par.: ~·O .1..lr te

ll;.;iJ. 18. r .. ...:ult:1ut.J .:t• -·ttrWión l~ wt.:.:. ·_.la • 

..... ;t~ .n¡jtc .:..• :>..! couoc~ .:::;~ · .. d. nom

Jl'..j ..i.~ r~·.tU.;c.i.6n poi.:· li;i. ... cJ.'IUa J.c uliminar tér;:üuoa rá¡ .. i-

O ti o .u~toJo ai1uj.Jl~ es ,;l J. lama-

i1.oi.LÚ.< .. :::ij'n -~u ... corno !];J. nom'i..·:_·<...- J.·J U.iC·.;:: ,_;·.t/J:.\.: i~\10.-

..1.vt .::Ctl··~.i.J.~..: - 1.:n.1 .. iÍ -~ •• 1~ ~ ' L'J.;_', 11..: o t!-1·.1.i·: ... .~·Or -

25 



,\j 1 ;.tl":.l. •• •.' ..:•). ~ ... ·i'.n i_ ~lL.,ln .. ·~~~ .. \.n_. i.:.v~-~-·:~l'l··, ~..31.i: ..;:;: 

-3 , .. ~---- G). 

3x3 + 5 --------·@ 

"2 -Jx3- 7--------© 

do por el métoJ.o a:1terior. 

.i.u:.•.,1.-•·.:: jr.i:.'l.l•) x 2 ~..;: :..t..o.J<.!S ~cu:.i..::i.Q. 

ll-:..:..3. 

V:J..lor ...i.u ... 
.) 

'Jn i.; :e~·.: r .. ...:: .. v ..... .; 1~·-· . .i. ... ,··. l\.: .::;u.t v-.:. ¡;· ..... .::!. 

te i i ., 

t.:i.l1t"J. 

- '· 4 

;:2 = -7 -·];·· ... 
.) 

·.; l •l-v: ... ~1-;i.J.O !C .lüUtittJ.r..:.l.·~rJ. e:·,. -

-5 ------·© ... .;~~j'.t!1 ... J X., .. ..:. lu. i..:C~~.-·-i!n 
® 

-1------··® 

-5 l";Oot··.:t..:n.io l.. :Ji.!ll:.;.aiún liar 
"'1..• .. Hl .i J' .... ~~_: • .:\.) l .. r· .i.; :•J.1.,.. , 

1 + ):~_. + ~:·:3 :;:: -'.:> 

.l.2:.:.) =-5-7 

"3 = -12/.1.2 -.L 

26 



Lo cual co:upl.'U.Q'c':-.. la V..::rr.ci:.t.ad. 

.11..:l. ,;Ji.ola. 

:os :.mterior""s m~toJos soLl s-.:lH.:i- · 

llos un ~ i:L!Jlio,4ci·Ó~;· l.lt.1.r'..l 1J:.;l.!u:1 r~¿;tri.u~LJ.o:J un cu:J.nto -

jo, 
. . . . . . 

Jt. t1U~ :pr1··0. ··~·_;3i'ú.tO:n·i·i: 
: pr·.C.c tic.~ :J 

gCUnOlún..:.3 

.t•.!l L·X'liJJjjt.;s tr·..;.Q. 

d~ 4 o ::.¡:;~$ u::.ri~--

bl·JZ. ;;~ . __ 0011~¡,~·i·.::.~~~: fJO~~;-·~ t;;,1.,,. quw liacal' i3l\stituoiones dUcesJ:. 

v_s ..:.n l.Os··li:ue s~ ·:p_i;:-r~d·n l.az.vi.=hti.lj.J.li 1.1.0 i$sto3 ;uJtod.oa • 

.t';..:.:ra los c.-•. :;os .:.:.1 ·!tlt: .:3\.. ton,10.n 

ai!Jtt;1,¡¡n.s .i.-:.: aci..t.'..io.i.onc~ t.lu cus.14.Ui'-~r m1me:i.Q (c:1..l:.; ron los C!U.e 

sa 1.bn..i.r·.";n •Jtl oi i.·ruseJ.1td trr-:oa.jo) :..:x.i.;;· .. ..::n vario;~ 1nJtoJoa,

..i.t.1 J.o:J cu .. :..L~:.:. ·~1=11.1 • .U.i:l.·c'ti.m.~: 

e) .l .. _li.i _;..,;; Vr .. n::1..;!·~ 

a) f.;liminación Gaua.::. iana. 

I..1..1··~::. ,,podwr r..J.301.V~r i..t!l ~ist.;:Jla :.it! ccuacione.::. Ji-

a.ult.:'ü:i-:.: .. ..; :;.:;·¡· J··;tu .nétod.0 b:-. .=-.i . .:l con lo~;:,.r rdo:¡1.t-lt:.z:..u· 

·~l. .i..;t . .;) .... .::.. .~u .;0'--1..lC.!..Jlle.3 i,0.1· ..t!l ~lUl:VV .JJ.st-:::ia qu.: ten-

v.-..1 - 3x2 + 4:;;3 + X l.L ... 
3x¿ + x3 + 3x4 l 

-4-.l + '"-":::! 3x3 -<J 

-i.t:1 - '.·2;·.2 ..: ... 3 + ,. 
~ 

-7 

27 



!i.J.·a.n:.ú·o·L.,1 .. :i.1·i;:r;.o;, ~1. ~isü;m.: -" ucuu.cionua ~u :i.01·aia lhi., 

1.!·ioieil .. l(i l..,Ui:;i l.Luu1.::..1·c..:iv:.;· A. 

6 -3 4 l. 1 ll (i;) : 
·. ' ® IAI v 3 1 ' .1 Uu. .... l t i.i.:J...i..; .n~~o I'tU.1t;;,.L0;1 = ! · (j) l-·O i·· ·l ::.UJu. 'J.n..._o se lo ,. ,, 

Q.h., -1 ·,:2 -3 ú i -ó ul l"one;.Lón @ , 
+ 

' Q....J 4 -o! -2 l. i -7 

Q) o -3 ·4 l llljJ ~ul ti1.:..Ll.u;:2.au0 t,;l rua 

j l . .¡Q)x(-2) 
glÓlJ. Q !JOr o y su-

@ J - l 3 múno.oselo o.l renglón 
@ 

g -l 2 -3 o 1 -o Q)xu 1 Mu.ltiplicuritb el :i.~n : + ¿16u ® ¡:or (-2) y 1 

© o o -l't .l. : -3 nuuiún..:i.03elo nl @ . 

Q) J -.14 l ¡-·-) @-- ~ ~.~ü tivl.i.u::.rl·.,..:; ..:.l. 1· ... n 

@x;-3) 
~.LÓ!: ·0 ;;01· (-.>) J -@ 0 3 l 3 ¡ 1 ;~U.tL..' nti.o se; lo "l ::.··.:n-

Q) ' ¿].;fo @ 
~ 2 -3 : -t:.• 

© o -h 
! 

-l'.) :-.:..~ 

Q) v o -17 -''3 !-¿ 3 

r~':J 
ilÍLU ti1)l.i.c~.n-ro ~1 1-'ª 

1 
,:;lór• @ ;Oí (-16/J., r ® 1 

(; ~ l a 1 l : J :::..~L•··~ .1 ... 0 i:.iO.LO i.l.i. 

G) 
1 C. o.,_;J.Ó,l Q -1 2 -3 0 ¡-o 

© 
1 

o J -lu -15 J-33 
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@ e• - -l( ---3 -~::i 

Q .; :, 1 l ...-i"l.il.:.i~ll.~O -1 i· •••• ;¡lón -
@ bl11..J't! ._i. u4 7 J rr.::ox·-

Q) -1 ~ -3 .J -u .,.vtlC:l..'1-i.. lo, ::_·Jl...,.l.O:l'.:.!:.i • 

Q J ü ó.04·: -6.!J..rl Qlú . .;;7 

Q) -1 2 -.:i J -6 (L) 

® ü 3 l .:. l CID .:. .. :.lti _.lJ.(; ll..c.Q al .:.··~n--

_,1.;r. ® _¡,or 2~ ;· .:;u--

@ (J o -17 -r:3 -23 ~@D-, ·.;¡:..Llv.O .~l.~ ..LO .'1 l".,,;1,,c;lóu 

© 
t @) 

(J o l -l @)x 23 

CD -1 2 -3 _., ¡','juJ..tii:llU .. .i..1. .... Q ... .L r~n-

CID 
:;l.ón @D jJOl' 1/ l'{ 

o 3 l l ~-+ 1 ~:i:Ult~ .. ·lic:::.1..:..J.O ..:l l'ul1-

CLW o 17 j 51 -x ( J/17),(-1) ~ló .1 ~, oi: (-1) 
J GU:-:: J1.J.Or.elo 11 -

@) o o 0 .L -1 r·cagl6n@ ~ 

CD -1 ~ o -G 

CID v 3 J -2 1 fuu.:.. tJ.11.Ll.C~:n1..i.O ul run--

@]) 
+ glfo CID ...... or· (-~) i/ s~ u l o 3 
1 

JJlf°Jl\..&.ü:JGlO U.l. H:üg.lJn 

@.) u o 0 
CID 

l -l X (-<J)-

i. NOTA ; ~ r_ ..: uo otaca.i, .U- ~~;;;: . ; .. ;:.; i1°;;i.•..: . ,, ::;.,,; •. oc'. Lo -i.:.b...:r C!2_ 

Ll~Cl..lO el l'U3ult:.~O J.c W.lü. ~ .i~.~ inwó:.:. . .:.J. t;..i.:;, ~or 

lo (.1.UG 1'~.iJ. Ut.u:;tituwiont:!s su.ct1.:.ivus !lO.::J ...... r!an l.,;.;. -
. ..:ismJ · - ~ _; .l·· . . 4,_¡•·• 

29 



0 ¿ -3 u -~ i!i~tJ.t ..:.. -~ .i.t:~:n.JJ "l ~u:.: --:-+;-r+ "l ~.!.·Ji.l CID lJOl' 3. 
@ i l ·. ¡ -·; '.i - ,V v 

i 
o ~ .. ('/.l) ·. . .• --) : ~ . .:.l t ,;..1.l ioz . .n. .. v _.J. l"'\J1. 

: . "• + CID (-2) 
-

® 1 3 '}; ( 3) .:.:.:.J. :;:lóü _t;Ol' y 
" o 1 .:1 1 i:>U.1.16i.u.oselo al J.'Oll-

1 ;.¡16nCD ® j 0 J 1 1 -'-l 
i\'!Ul tij;jliC::tnJo el x·eu 
¿¡16n @P ;:or (3) 
sU.?1!<.!1 •• 0 .3elv ~..L. .1.un-
:;16nC[). 

CD -1 e: o o 1 -l (-1) 

CID o l o o ?,:u.11.iplic\:r.1:..LO el. ren_¿l6n 
Q::>por (-1) .:,e tio.:!nO la 

CID> o o 1 ü 3 solución u.el sistt;!ma. 

CID o o -1 

CL:) l o 0 xl l 

GD o l u J ¿ 
x2 2 

@)) o o l o 3 x3 .3 

(IT) o (J .l. -.J. x4 -1 

b) Inversión matricial. 

:. . .i t1J'to...1.o con.:.lst'-' ~lJ . ..i.uvi.=rtir ¡1or Ct.L:"l.l:u.io.L' :J..:f 
touo lr~ ttia'!..riz ori0 in::l c:ua:..lr·.:.1u.3, ¡Jarc. "1espLLJs 111nlti-

¡..lic;··::..'l ... ..:. lJOr e :L. ve.: :.:to1 column....:. ·..1.e ru ..::.ulta-1.os • 

.Gjemplo: 
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..; -3 4 l ~J. 

J ¡. I= ..; 3 l 3 1 

-J. 2 -3 ü -6 Que su J.i~1iJ6 t: .. 1 lc.s '109 

si.::.,.uientG:s suu.1l~Ltrice.s. 

4 -2 -2 1- -7 

6 -3 4 1 ll 

IAJ o 3 l 8 IBI = l rnoctriz colwnna y 
tfo l'e aul. ta.Jos. 

-.L 2 -3 o -6 

4 -2 -2 1 -7 

Invertire,uos W1ic .. i.!llen1.t! 1.a matriz IAI cu~~ura:.i:~, a la 

(lU.: uniremos la. matr.Lz iJantidaU. lrl 

IAI Ir! 
@ G -3 4 l l o o o --. J .. 1..1.ando x"n;;J.6n ® + ®· ® j al 

o 3 l 3 () l o o 
lílul.tipliCttlluO ron-

Q') -1 2 -3 o o o l iJ (1¡)1 ::;l6n %x4y SUJU~ 
+ 

lo al 4 • 

© 4 -2 -2 l () o o l 
__, 

@ o 5 " l l o o 

B 
lúuJ. t..i¡ ... licundo _, ffi x J/6 ;¡ swnarlo c. 

0 'J 3 l é} o l o o -2 ) + . 
Q') -1 2 -3 o 0 1 o l.. li:uJ. tij_jliC;:indo -

J 

:r ® x (-2) ¡ oumarlo 

Q o -14 l ú j 4 l 
a.1. @. 
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: .. tltivlicnr 85 AJ, 
:.-;.¡J.i.i,;,.·.l.fl;,:~· i,~i· (-.¡) y ;;U·.íi.~.l·J.o .. i a>. 

<D ü o 5. 9 l l o o 

® o 3 l "3 \) l J o -(-4)-:¡. 

Q e ~ -l.Y<> o/6 l/6 J/6 l o ~(,_u)J 

@ o o -l5 -,l5 (¡ -2 4 l 

il~\.ü.tiplic::.r (5/16) -- ~ J SU..!al" .. <D. 
iñul ti"·lic c:i· (l/16) P. J SU:h;5.r:ielo el run¡;lóu @. 

CD 6 o 5 3 l 1 o () 

1 Q) o 3 l J o l o V 

~il Q J ·-l.7 -23 1 -3 ó o ' 

© v (J -=-..) -15 -2 ~ l (~/16) (l/.Lu) 

'.·!llltiL,J.ic::.r ~ y G) ~~;:· .Lo , 
•. ,ll~ti •. lic·.L· 3 1ioc (-lu/17) y 
,>lioar ~1 i-~n.:;ló" Q poi· 17. 

SU.!1!Ul'l: al © . ...:es1:.u::!:;; ..... lti-

CD G o o 69/lii l 6/L 2·:-; .. ·1ó 5/ló - x(ló) 

@ o 3 •) 1131-6 J ll¡/J.U 1Vl6 J/.L; - .• (l.·5) 

Q ·.¡ -l7 -23 l -3 ó o -(-l?/17) 

© ;) o ·-16 -15 o -2 'f 1 
+ 

---' -(17) 
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: ft.t;.1.i.,;..ilicar run¡;lón Q ,¡.-0i• (-.L) y· ~CL.::c- "'"' a ® . 
.. .:1t!.1.l.;, •. Licar ·@ ~'º"' (,-ii9/!13) ¡ .nw.1:.:d::. c. @ .. 

<D ')o o ·O 6;) 16 ..; 20 5 

.@ J 43 ·.o 113. :, 14 :;. 1 l ·1 Q) o o '-1'7. -23 1 -3 6 o + 
1 

@ ·o o o ll3 -16 14 -2'.l 17 (-1).(-6)/l.1.3) 

b!u! tiplic•ir 

~ 
!;Or (l/;J<.>J. 

hr:ll tiplicar por (l/48). 
G). !4ulti1,licor 1 l-'Or (23/113) y SLU:'L•rlo -· 

© ,. 
-~ o o o 26.195 -2.549 3?.0J7 -5.381 -(1/')l> )' 

@ o 43 0, o 16 o 3?. -lé ~(1,148) 

Q) o o -17 -23 l -3 o -+1 
Q J J u::. -le !_:j. -2·=· l7 ( 23/'J.~) 

Multiplicar ffi [;Or (-l./17). 
r.Iul tipliocr .l,JOr (1/113). 

@ 1 o J o 0.272':! -~·-026.j 0 • .3.064 -0,1J.i6l 

@ v l ) o 0.3333 o o.~667 -0.3333 

Q) - o -17 J -2.25GG -0.1504 o.~01 3.4602 ;(-J/17) 

© o J ., ll) -ló 14 -.::::3 17 -(1/11.3) 
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~ºª .i.o Ct.1.C:~- lO~Y .. r:' ~.: ~~:.. • ...i.¡_··t.i..x• l.r:i - ~t.:, .... ·• --~ IA 1. 

CD •J ~.21::.: -:J.:.t2~tj •(j,j)..,.¡. ·-0 .... j~j_ 

@ l •J ..... ;333 ;; ~ ~. :o:i. "333 

Q) (_;" 1 'I j ,., ........ _, o::.y;:>· -0~0.~7.7 ;-9.2;35_, 

® :) J o 1 -:·~~.1 a·;- 0.1~~9 ·-e~·· -~7r: p;..1501 

Ir 1 IA 1 
-J.: 

IAI • lxl = IBI lxl 
' 

lxl d..i ul v·.:(.:""' ... o.c ---~ in.có.:,:11ii.. 

JAr1 
.lEVc !'S.O .. o 1: ';o:i. i i.; "'"' i-.ilul JA 1 

IBI .:..Llat:.=·i4 '1'")1..:.,u.na "'1.;: i·us.J.11..:..1.-.0d. 

X. 0.'27::': -._~.02.::·w J. 3-" .. ..;4 -J.:J5o:~ 
l. 

11 

3~ -~ '· )00 ·1. :.•!Jl.)7 ~1.32~.J l 

........ ., 1 •r:;rr 
v ...... ..;.:-/ ; ~ _,,,, .•1.T¡. -v.2V3J _, 

. '~ -:),l•!lu .~. l -u .. ~ . .:.-¡;_. ,j. :.)·.J·1 -7 

~'..:333 (11) <-C·.OOGO(l) + : .. u06? ( •• ,) - c,3333 (-7) = :.(J(!)O - 2.0 
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IAI 

va.lo'::~:,· ... . l.·.:-.. : .!:!19S,·-:i1it.:-1·~, ~ ··; .. o. 1 •• .::: tr?..1.1af01·.1.u:: 1::.;.i..:. -

jAil ,: .J .:::.:.-.. ·.~ .;l l 1.in.:1ción .i.: c:.:-1.t:ma.3 •.::i.tr..: 

ta ., .. , la !1'a.1.;•i, orl::in'.1.1 c•;a~,.-t,.ia !Aj. 

·l 

o l 

·-1. -3 

_¿ 

Xi =JUL._ ·----------- © 
[A ] 

__ .:J._e_t_A_i _____ -------© 
iet A 

J. 

y llli 
o 

.L 

35 

;,r ... ..: .L : •. :.i ~.,; -

.~ .• t.;;r, .. i.n!JJ...:, 

:11 
_,, l 
-7 



IAI 

IAI 

ü -.> 4 l· 

() 3 l ª' 
-1 -3 ',,) 

-2 .L 

Q ® Q Q 

u -3 " .L 

,,·, 
-•1 1 -27 -31 0 

-1 " "' -;, 

-: . .L 

CD 
0· 
G) 

@ 

JJ"T 
. r.· .. :..; -;i1ú.ic.-.r1uo CD ·•C•J" 

Q) (:..:.) ··.:1. ....... ~rl<) . 
~: • .u.'li •. lic:;., CD .... or -
(...;1) ¡ .::.wua:cl.:; '" ©· 

·+ 
~ 

J:..1.:i S ;;t.; ... ::...:,..) lJ-=:rt ... nve (!:.'.o .:ai 
..ul.: :;: •. i.: 0'.'.)!. .• :.J.1.l tun¿:;.:..:.,,;. t!\:t> 

·'..!.: !'(. ...·OJ." :. . :..t . .:.- .... ¿lli:!.:.J. 
~.4 .~ :1 .·· ·• ·;.i!iu .. '·~ det A. 

..,;,;sarTo.Ll..4~ .... o .,;..or GOJ.. .:.~t.::u.··.:::; ..;. ...!...._• l.:..:.r . .;..::i J.t:: .1..~ ,,;o-

lu.m.:.~., © tune;r.o~J ~ .. 11:~ c2,•t , º::.,,t , y 0
4
"1 30tt <:ero. 

-4·::} 27 -31 

IAI -(1) 
-1 2 -o - ( 57.~ ... lú2 +JI. -J.;~·i -144-1;2) 

-2 .L -v 

Jet A - 333 



J. 

.. -..... 

.. l 

ll -:, l 

-37 .27 -31 o 
1 A1J 

2 -3 -u 

1 0 

-37 

.:i.et. A. -(l) -6 

- 339 

Cálc11lo del U.et. A2 

" 11 

\1·21 ~ 
e l ·' 

-e ~ 

-1 -:? .l 

<D <-;'), (-.·.~ 

©_.:r .1 

<$) .. · .. ··.· .l 
O--'-' 

.:1 -31 

-3 - (104-i + 14% +13ú-lllG-261- 372) 

+ 

37 

l>..:.c'.l•:: ...1.0 10 .. : · 1- .vu ;..: 
.::.·~ _., . ..;_. 1.i~d . ...:I'-'-: 1 :. 

:HG;'L.:. ¿__ L·~1.t . 



11 ,;¡ J. 

IA2I -i.;..:· _:;·7 -:J. V 

-1 -3 J 

_,, -13 -ú ;;, 

-:4il -'37 

det. A2 = -(l) -1 -v 

-2 -lS 

det. A2 = -673 

Cálculo Jel det A
3 

G -3 lJ. l 

IA3I o 3 l .) 

-1 2 o 

1, -2 -7 

6 -3 11 l 

IA3I -48 27 -°37 o 

-1 2 -o (¡ 

-2 l -1:.: ) 

-31 

-3 

-ó 

,-3) 
1 ___, 

38 

Uu..:·:. "'"u·1:. IA21 . 

(-1728-522 - 553 + 372 + 2592 
+ s22¡ = _,;7a 

(-1) ~!_: ::l.t · -:.::...1.0 l.;¡:.:; .HiS-

1 
.... J o¡:i.:.r,_o.i..0h~ :..; J.Il-
tdr.i.;r~o. 

+ 

1 

Nu',V.· ma1 rizlA31 



Jot .\. - (.i) -l 
j 

Cálculo 

IA4l= 

J A4/ = 

l -.1.3 

-1017 

J.el det. A4 

(; -3 11 @¡ ¡,¡,_tl;, ~}ili.:!;.;;..n lo .;JO!' 

y S:.<..il(;..rlo ...i. @ • 
Q) 

o .l l ® + 
~[LÜ \,i,!~l ic ;...Ui.i) ¿_ Q) 6 1 1JOr 
y U'.llllL''lO '.J Q) , 

?. -3 

-2 -2 

o ) -J.:: 

..;, 3 l 

-1 2 -3 

J ~ -.l..:.. 

(-1) 

-·~ GJ.(.,),(ó) 
1 . 

-7 Q.........I 

-2) 

l Nuevo matri~ jÁ4' • 
-C. 

-31 

'.? -J.·: -25 

l =(-1) (-27J-34+b;:>)+l50 
+1""- 1::.02) 

l• -14 -31 

-.iet. A
4 

339 

39 



I'or lo -tU..J 

@ .... Xi = 
d .. t 

dui 

X 
.let Aj_ 

. l 
det A 

X¿ tldt A2 

uet A 

X 
let A3 

3 det A 

X 
·.tet A~ 

det A 

Süglio l.~ fórml.llc. @ l.as incúc;nitas seri¡¡,n: 

!ü 

A 

.--=12.L l.00 
-339 

~ 2.00 
-339 

-1017 3.00 
-339 

_lli__ -1.00 
-339 

I1'.i...: ... o;:; vdo:i.:= s e: l.J iL::..:..:n~ r:.i:.t~ ri.J.f: 

.:li,:in,1.ci.-<n ·1a1 l:-, i·:n·. ~· .t··Jr inv. r-

40 



CAPITULO· II 

PRINCIPIOS QUE RIGEN AL ANALISIS ESTRUCW'P.AL PARA LA 

APLICACIOil .DEL ME ~ODO llE LAS RIGIDECES. 

41 
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FRINCli'IOS QUl:O HIG..;N .;L Al1ALI5I3 3S:i:RU<:i1Jl!AL PARA LA 

APLIJi.CION J,;L !do::ioua .i;; RIGI!l~CES. 

Jur:;mt::J ti01UJ.jO.:J pa.s:~ .... o::;. lt\ ..Leman

..i~l c:..·;.:aidilt.:J ie mujorc..'3 1aJto..i.03 .. tu c51ou10, así co1no al r.f 

piJo ¡ crui::ion:t.~ ueat:.1~ro1.Lo Ja laa computaJ.orsi..s, conJ.~jo -

al lie sari"'ollo 1.1.e méto~Loa !n..:::..U.a.nt;; ul cálc .. lloJ m~:.triclal. .. 10 

e:JtrLl.c\iu.r.J.s. 

La not:1ci6a 1~:atri0i.:ll ,l)ar'.:l axp~ 

sar l:.:i teoriH -..l.U Las '.:1:3tr1.1ctur.:i.s no ;3.,; hullier3- _t)Uüsto .ie -

msnllie:.:.to sin. Lll inv1.into ...1 ... ~ las co1'lput.3.-ior-:::.;;1 'le al ta. v(j

loci.u~ .l .. 

Üti ciurto que los m~i.oJ.oa c1ádi

c.:or.> .J.U imál.isi3 Oi:ltr.A.ctur.11 co1uo ul 11~ RIJ.lJ)!.,O~s o :flaxioi-

li·.t.r .... l-:: .3 qu~ .JJl ..;l .._1~;3 iüO i.üvi-·1·on .tn.;;:. c-1 ... ~l tcació:1 111UJ ..L.i nJ:. 
1.,.J....i.·. J .1 u;; •. J..;; ron ::11...1.¡.;ar;..iuoa .,,;11 1.-0;.u.lri.l'ioJ.i...1.d .i)O.c .11~to .. ~os n~ 

mériooa ºº'ªº el Ka.n.y, el Croas, 3ig"t.er, ~t·.J. t:.11 i'acili-

un..1. ie a¡.¡lie;:-:.ci6n han x·ocu1:Jer:. . .1.o ahora 3U i:nl'ort:..ncla J..ebl 

uo a L.l épOCr..l d.e .L:.! .: GOl.1J.)Uta:..1.o.i:c:3. 

:lo¡ .:: rt J..L::~ la .J•} lu1.. ión ..te w-i .3is

t.,;:,.!;;;:. ..Lb l3CU~1::io11:.:·J simuJ.tátt{j:J.S l\,.'.: l.5 inc6 6-i1it;i3 COJl ~1 ..ui~ 

.no !1lir11vro \J.·a acL1a0iü:1e .:;, ~pl.:; !-1.T.l t·;l:r·ion.itint¿i su h;.i.cia sum.-

::.~nt•:i. J.i.?icultosa, .,¡n Wt:l co:n_,.;.t.:.l...lO.L'\'.":!. o,; J C'J:3C. .lt.l d~g..l11.:lo3. 

l.;n ul ::ilSto .. .> .te las 1·i~i.1aces t2 

ma. ..;om.1 incógni 1..c.s lo.; .!d :;-.; .... L.15::.1: Üdn"iOH ,:,1 l;;!:J .~ttlO!l ¡ tivn.! 

{;:.1100 principios .J. l.U1•i:~.n::!!l.t i.L•13: 

b) ,· a:t.J.ioriu. 
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2.1 COl1IPAHBILI.Jlúl, 

.i:il pril:....:i,:. . .l.O . .l~ ..:OlilJ.•·:i.1.iJJliUll:.i ha -

.L-::S;l.!. ... collaoJ.o lu. L.h~a . .1.1;;: LL"la .n,:i.t:cLr. -:lstá'Liua lal 

co.:.1tinuit.i~.\~ 1 qu:.f l'd1aai.On~· las .1..U.t;r;.;~~ cl.lJ.i.ical..i.J..s J u.; ru.uc

uiú'.1, utili:z.:.m·.~ci est.;i notnciúu es ¡,,osl"'li;: i;.:.c..l'io..L1· le. .Ct:i..i.8.

:.::ión ,,J,t;: co.:t1;~tJ.u.ilia.·.~..L, :¡u.' con~n.:t~ 1 .. 1 ·.:i.e:.:or;11ación int•Jr.ai..!. -

laci6n está r1::1:.1·i:isüntu ... :J. por l;,i i::.cuc.ción: 

1 el 
J.e.L·or.nac.i.ón 

'""e los :aLrnlbros. 

lal 
rtai..riz úi;I 

coni.in.üuact 
.l~ :3,tJlé..o..:..:1.u.i~ü.to s 

i!¿_l·.;rno3 u!l l·l.S ba.rraa. 

La ~.:~1.riz /a/ ~t..:: contin.ü:.i.at.i. i!S -

u.t! • .L i.na.tr·J.z ..::!LlL r(Jlac.::.:'):1:.! las J.~l"Oj"·Ji.:.;.;.ul:..;_. ·.1....: J.O:-J .1u·...1.o.J ur;n 

.. ·-'::ii.Jl:.:s .:u~cJl:l..!.O; .• iJ!l"Lo:; .:.1 ln.:> ,)ru....:n·.:i...i,..,;;-_; (1f .le nuuo.:1), con-

'tr~~ .;:l uú:::i..!r,:i .J.;:: barri:~.:; ~~i..w J.nt'"1~:;_.L'<JI1 1:..-i. 1Jst.rllc't....1.r:...:.. 

ªJ,.c 
,, 

IAI = 
.,_,_ 

e ":µ ' ~ .o 
u .,, 

'!¡, 
ª!J\l 

if .(" 

'Jr..1.IJU '" 

'\2 .... "J,n 

'"¿,¡: .... a . .;n 

ª~¡? •••• :J. 
.:¡tl 

ª.~ .•.• a:n¡1 

nU.J.OS X o< 

.. n 

43 

.ionJ.tj: 

oe == rt::: l-'rc: sel·11.a las Uimtii1 
;;lo, ... ~=.,; en la.; ·.1llO oti° 
UiJ.1,C,..1. .l.:¡ é SlJ.1-lCtU .. C...1 0 

( 2 ..;~J. el ,p:La.i..l,·J, 
..:. ..-u el tjopacio). 

m :: nLi.:udr.J J.e barr.:ts. 

n o<. x rnin~ro ..Le nu--



L n .::atri:; 1 a 1 es la ... .La:na..ta ..le -

-.lotor.na.cio::¡~s (-.üar~: ... úl:'.ato o .~co1~t:.:..ti~únto) ~t:: .1.::~s bar1~as 

".A.lla .11::.trlz colll:liri.a quu po;.c<·~o: 'L.u.Ít::i ~1oi1..1~hi .1,0:.:: or1..1.~ .. :. .Jl n~ 

maro .i6 b_,ri·as por tino (m·:< l.) 

1e1 

_ini·.i.a co.uo l~l '.Ja.tri~ 

u 
.c,l 

..Ll..;.J_ l·l~a.uJ.1.:!11.oG <..:11 .. o._, nu:.J.OS ,,;on -

rala~i6n a l.J. ..toic.;.cl6n icu.c.J. _l a.t.1.'L.= ·; ..le a.plica1· la~ car_. ::t. 

bstd .. 1L!tri:; nombr.1..ia 1 d 1 6 1 t:i. I 
tiEHl.a por lo 1..anto, tar.iiJién ord.O!l u!.! (n x 1 ), uon·.i~ n t::::.. -

Án-l,.L 

Án,l 

t:uoa Sdunlt1...1" ·-~~l~ conociu.:.1-lo 
l.:.l.3 ..;.aioi:·1aacif)nes •.;:,U lu.a .J<.1.

rret.s 1e1 ¡ J.as ¡....ro]..::.uclouos 
=:! r. los ull:J.O a ,.. o.r mt: Jio ..le la 
.ual.riz /a/ , conocure..J.on ... or 
w.1.l tipliq.aci.61~ .a:J.¡,riciul J.a. .~1g 

trlz . ¡,e,.¡ • 
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2.2 LEY JJ.:.: liOOIIB O IU;LAOION r'lJi:RZA- úüSl'LAZA>:I .• NiO. 

L.:.·~ J'clu..::ió11, &át.1·0 lL~ ... u .. _·l";.ii:l ;¡ ul 

...1..::.:•1•la~~ni.cnto ...:~ .. rl.:. const.itU.i.1.:1' pO!'. t1.l. uouf.iciunte u.i: rigi

..._.::..:. ( .: i,j) . 1~0.v ~..! ..._T..:±'ino ~:no l:\.· ::u.;1"z.a· c. ... lla L=t.p3.N0d on ..m. 

.tlU~·O i d.eiJ.LJ.o ::1 '-l.U ·i~splaza.ni::nt.o unit1;1rio ..;.n el pu.n·1.o 

;.;u~l·.i.::> t•> ~·:i-1 tos .. H;:t.1ás pun·tos .,.a1..:..i.n i"ij·JS• 

A.1,Jli= rhv c.:l 1n·inci ... ·-o ;,.4>;i super

!-03ici6n .s.: pU.i.::i·.L~ i:::.\..i:.res'..l.r le 00::1.iJon·~ni..ti J.~ J.h J. u~r~u ~n 

u.a cvnjunto -

k = ! 

p = k • A ·····CD 

1 FI 1-k-.....l el 

Fl,l kll 13
1,l 

.Pf,l kz2 ª2,1 

F rn,l 
k ... 

in-l,m-1 ú 
.n-1,l ,. 

m,l ku1,1~ " 14,l. 

mxl .n " Üt ·" ){ l 
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donde: 
la matriz 

c¿•.-1.:.t ,unu ·le J.O:.. ·. ui:.:rz~·.:J il;t·J;·áaa· ·::~u...: 'autúc.u1, t:n ul · -

mis.no nú..Ate ro .í.tl uarri:~~ •. 

La .natriz. l~k-.1 
nal cU.fOb com.i:.;C.i·.Hlt:;is son .1.as rif..~i·o..l...:.~t:.u .u1uivJ.u.ui:...Le.:.; -

Je las bar1'aZl, y cl;.:.tán J..t:finiuas poi .. : 

E.i A. i 

Li 

E i = ru::;·iu.lO ..1.~ úlu.sticiJ.:::1.1 
\oLU l.<:! barro. ~:a Ctl~S-

tión. 

A i = Art!o. J.~ la a;;:cci6n 
transwra&l u~l. it.:.Ltimün 
to i • -

L i = Lo11.:;ituú J.\.:l.l ~lu:.1. .... nto 
i 

La 1natriz J e 1 ...&.ti u..1;:.1..oi·1<.1.:icioncs -

...&.~ cada wia de las bar1·u.s, Sti J.c.L'inió ¡a ant.;:rionnant~. 

2. 3 EQUILIBRIO. 

En _¡arma matricial están .iefini--

.ius las ecuaciontis uquilibri.:> é!i rtd!ación a lou .:;ra·.tos 

J.e liberta·l co1no: 

ci.ondo; 

i Pi i a 1 i F 1 

La matriz J P 1 ti s la 1.1.:una..i;:>.. uc cargas externas apl,! 

ca1:..rn a los nulos Je la anna.1.ura .=n cua.Lasquier~ o.Le 

laa J.iruCCÍOl.LO S J.t:l ,1JlU!l·.) ¿lobal u.0, ruI\:.r1,;1;l1Cia. 

46 



Pn-'.l,:i 

? n,l 

u ¿ J: lJ.1..til..:JX'O 

3 X r.1. .. 1.ai\Ji·O 
C.l.O. 

.J." nuu.o~ ,tlUrC.< .;.:l r.l.:.:.1..10. 

.!ú ílU;...0.3 i:.ara. 31 ~J1JO.--

M..;.1.triz J.~ continui~la..t, -i.1--~~s1Ju~s~:i. 

.,t.1.:.1.1·~ .:,..10«.1,d!' :_.:.:z· con.:..o!·~abl..;, \.-1.UliniJ.i..!. a.c1t-:!r.,!.or..,er1t.:.=. 

Matriz l1d o .J.tl _1,."Ue.rzu.s internas 

... l. ,;,.ro .ntci..o ma.tr.LCJ.:...!.J. u.d las ,PJ.U-

.f~CC.z.onc s J..;; .i... .. t::> uurr··.tS / a J 

..:11 :~ lo...:.r .. r ...:1 ..;t1i..tilL.>r.i.o. 

Ahora ::o.Lo iult.1 ~ncont1·ar la 1na

triz t;lobr-.J.. cie rit;.iJ.(!c~s u.e le. <=str~wtu1·a llK 1 , la cual en 

nuce sario uncantra1·. 

1 a 1 1 d 

,_ k..__,j 

1a1 IFI 
1 e 1 

H"laci6n .i~ compatü>illu~.d. 

Ilt:L:~oión 4u"...: l.:..._rJ.icc.. ti.L u~1tüi.i-
Orio. 
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l"k.-.1 • 1 e 1 
1e1 =; 1al·Id1 

l"-k-.1 · 1 a 1 • 1 d 1 

1a1 1 FI 

1 :i!'I 

l co 1 !-k-.1 

l"-k._,.11a11 .i. I 

1 a 1 111 I 

"'º""-" el ,irod.lluto .1:utric.wl 1 a 1 ¡- -.11 a 1 &.1 l.a matriz -

i:H.1.SC ~ . .-1~1, o 91;;}8, , 
1P1 1a1 · l._1< -..1·1 al· Id 1 

IP 1 1 n<: 1 . 1 J. I 

2.4 MAlRIZ GLOBAL LtB RIGlLtBCES. 

La 11i;:d .. riz é,lOiJ(...1 u.e rit;iueces 

r·i.:.l...;,.C.i•...i1¡u U..L.t.'tiCt....J1.~J..:~..: l~ .. u .... UJrz..:z nou.ales oxi.ornas con sud 

La h;atriz 1 U<. 1 \;.: s uno. mat:ciz cu~ 
.1rm .... ..:. si:;¡~t.:.·J..c:.~, ~~; J.t;;cir, qut:.: lo...:: ;;iJ.ec1L:!1t.ou aoi:>rt: la uia¿,;.2. 

unl 1;.l'inc.L~ ~ . .i.· y uebajo .!:J...L; ~en lou .fii ..• uos. 
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K . 
i,j 

Km-1,2. - - -

Km,2 - • 

'i'· 
m-1,m-:~ 

,_ 

K n;, 3 

··K 
m,m 

Resumen:; 

El mé' todo de las rigideces deriva 

su n.Jmbre del hecho J.e n.ue t?nto l<:Js relucioneq fuerza-de_!! 

plazar:tiento de los miembros como .Je la e s1ru.cturo. en gen~ 

r~ü se expres:,n en términos Je s:..t ri;~·üiez. 

Las ecunciones generales en forma matricial son: 
\ 

1 e 1 J aj • J d 1 Relaci6n de compatibilid1J. 

1F1 h.,,j • 1 el Relaci6n de Ley de Hooke. 

J P 1 1 aj • 1 F J Relación del equilibrio. 

j K 1 1 alT· l"k_..I • J aJ Matriz ,,;lobal d.e rigideces 

ie la estructura. 
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uonJe: 

Símbolo 

lal 

1 Kj 

nombre 

Matriz Je continuidai 

nia triz diagonal le ri
gideces de e/u barras. 

Matriz de deformaciones 
de las barras. 

Matriz de fuerzas inte_r 
nas en las barras. 

ML~. triz J.o carg~·is e xto r
nr1s en los nudos. 

Matriz J.e de splazamien
tos externos. 

Matriz global de rigide 
ces de la estructura. -

orden de la matri11: 

No. de barras 

No. de nu'.los). 

No. de barras 

No. de barras 

X 

X 

(No. de barrqs) x l 

(No. de b~rras) x l 

(o< No. de nudos) xl 

("'No. de r:udos) x l 

(o< No. de· nudos) x 

(~No. de nudos) 

Representa el nl1rnero de dimensiones donde es

tá ubic"da le. annadura, parn el plano o< 2 

por ser en dos dimensiones; para el espacio 

o<: = 3 por ser en tres dimensio11e s. 
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CAPITULO I I I 

ANALISIS DE ARMADURAS EN 2 D 
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A!HLBIS JE ARr1:AJ'1R.B HIP3RES!!AUCAS EN EL PLANO. 

1 • • - -

El análisis. l<armaéiur"-3 hiperestá-

ticus s~ :aci.Li t~ .. ior ~l ·~_Ct_ü~_i,··y:; __ ,~~y-;::~_i.·~·,~~~J~'_"~:~-p··,:da .-:lAs compu 

tador.~s, ilebido ;;tl ,fíú; ~u·~_:_~-p·a·-~,~i-~-?~- :~~~1~: :~~S:S
1

~~~~, .-~r~~aJo, se-

a~~i:,lica:c·á 1J:lSO a -pnso le: ,Soluci6ri._J~: arm~· .. ü.irL".~ planas. 

Conforme P.. ios principios del anál.J; 

sis estructur.:J. se tiene 

[e] [a] [d] Roloción ue co1:1patibilidad. 

[F} [ ..... k..,} [e] Ley de Hooke. 

[P] [a] T (F] Equilibrio. 

Los p~sos del métot.io ·it! RígidecJs 

pueden oró.~nars9 en la for.nn '3i~::-.üente: 

::Paso 1) Fonnur la :natriz columna de fuerzas \":;:~tern."::a jP 1 , 

~GÍ 00::10 la .11.ntriz diaconll da rigidez cie cu ·.a un1 

J.e las barras j'k.._.,.j . 

Paso 2) Forr.i.;:1.r l::i. matriz ...i.e c.::iC!.tinuicl:?.d 1 a 1 e.sí con;o sa 

traspuesta 1 a IT 

L150 3) ;;'onn<.>.r ~l producto matricial 1 a ¡T 0 l"'-k._,.I para fo_E 

mar otr0. nuev'.1 matriz 1 X 1 • 
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I•aso 4) El r-.:! 3:11 tnJo Jel pro:i:.tcto !r.:i.tricicü anterior, o 

san 1 X l ·' ~ul 'i ir:licnr-lo n~lavnm&nte, a::ora ¡:.~r la 

mc.triz 1 a 1 pe.ra. !~orinar i;nr~ for.r.:::.r la m··tri:: ~lo

cal l.l.e Ri~idemra :l..: l..:. est!"nct.t.ru. 

B3tu 1.~:.ieve .ua.triz llri_110U~. IK 1 pue:.l-; Dtlr c.ta..ir.?.da ó 

r1Jctc:.ngul::-:r. '3i es cuaJrr-·1a tiem.: inversa y .f.iOr lo 

tanto es estnble; en ce.so de r-ue se.e. recü.1.nguln.r -

y hJ tiane inversa es l.:133tabla y 1~or lo tan.o no 

tien~ caso estudiarlo. 

Paso 5) !ronien:.l.o la ecuación i;1a.tricL1l 

1 K 1 

Jato d<!tO incognita.s ............. (!) 

la ecuaci6n © nos relaciona la.s faerzas extern2.s 

y los des¡1lazamicntos je l'.:l estr.tet'-1.ra, por medio 

de la matriz glo b-__11 ü~i Rigido ces. 

Bata ecua·.::.ión 11ub ti·_·t:e coruo inc6i;ni ta el vec1or -

de d-33J1ln'.:a.~iúntos externo·:: el C'lO.l p11~J.u encontr3:!:, 

se r·csolvien.J.o u..n si':lte:i.~:l .11; ec1 .. tt·""'..·.:ÍQflet3 ::;i:nultaneas 

p~r c.,1..J.lq·~üor o6toJo. 

Otra forma ..1.e encontr~l.r lo3 desplazamientos ext0rnos 

es el tle invertir la matriz 1 K 1 iJ:l.ra de.s'. •J.Js rnul

tiplic:trlo por el vactor da .t\torzas uxtu::."ns.s \ P 1 -

liando como soL.1ci6n el vector b~tscauo Id l . 
Lo 1.:.'.nterior en for:.na matricial 

Id! ..................... @ 
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IP 1 1 Kl-1 ........... ® 
dato dato incógnitas 

Paso 6) Conocido el vector J.~ desplezomientos de le estru.s_ 

tura y mul ti1.;licándose por la matriz de continui

dad 1 a 1 se conocen las aeformaciones en las barras. 

1 e 1 

incógnitas dato dato 

Paso 7) Por el principio de la Ley de Hooke, conociendo -

las deformaciones en las barras \el multiplicánd,2 

laá por su rigidez se conocen las fuerzas intexnas 

a las que están sometidas cada una de ellas IFI. 

Paso 8) En éste paso se relacionan las fuerz(].s externas con 

las int~rnas para lograr el equilibrio, todo ello 

por la matriz de continuidad • 

laJT i f J ... . ...... (j) 

Dado aue ?l llagar a dsta ecuación todos los ele

mentos de las matrices son datos. Esta es la com, 

pi-obaci6n de todo lo realizado anterionnente •.. 

Para comprobar se puedan tomar como inc6gni·taa las 

fuerzas internas o externas. Para el presente 

trabajo, por facilidad de cálculo se tomarán las 
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fuer:i.cs e::brnos cono- inc6gnitas IPI, poroue para 

dnrle soluci6n ;\ l~ ecuaci:S:~ Q) basta h.,_cer s6lo -

llna raul. t.ipl·ica.cidit .w=- tricia1, y p-?.rt,J. tenE.r co1no i,!! 

c6gnitas ·10.s · fuer:>:~B internau e• r.ecesitar:!.e. in

vertir.la matriz lal f • ' 

Paso 9) Como liltimo p~.so oue.in el <le vaciar los resillta.. 

dos de las fuerza5 internri.s en 13.S barras 1F1 en 

un .cra0uis. 

Para hacer mas explicito el mtlto

do, as! como4

p~ra comprobar lo anterior, se realizarán va

rios ejercicios aumentando paulatinamente la dificultad. 

Cabe aclarar que por muy fácil o 

dificil oue se crea el ejercicio, el méiodo se aplica de 

igual fonna. 

EJERCICIO No. l 

Sea la siguiente annadura en el -

plano con lr1s siguientes características : 

Estructura de acero 

Area transversal de cada una de las barras = 30 2 cm • 
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Paso l) 

400 

ll!atriz columna de 

IPI 
( Kg) 

Los sentidos ue las 

fuerzas internas en las 

b~rras son supuestos. 

y 

L. 
Acot.: cms. 

fuerz3s externas. !PI 

2000 

o 

o 

-2000 

Y mctriz diagonal de rigideces de e/u de las -

oarras : 

kij Eij J.J = (2.1x103 fün,lcm2)(3ocm2) = 63000Kg 
Li,j Lij .Lij 

56 



l...;k-.1 ~ 
( fou/ca.) 

P11.:::;o 2) 

m 
oS 

laJ "' "' oS 
p 

JaJT 

630)0/400 

63000/400 

Fol'iltnr la 

xl 

bl o 

º2 1 

b3 o 

b4 o 

u3000/40Ó 

6300J/565; 7, 

;r.o.triz d.e contiriuid¡.,d 

f;roy. nUl.LOS 

Y1 x2 

1 o 

o -1 

o o 

o -0.7071 

b5 0.7J71 -O. 7071 o 

y su tr::.apue si.a : 

!11:ne ro de barras 

º1 º2 b3 

,g : o 1 o 
a K 1 '.J o 

157.5 

15.7~5 

157 .5 

111.4 

111.4 

-.. a 

Y2 

o 

o 

1 

-J.7071 

o 

b4 b5 

o 
o . -~ 

~.,,-o -l o -0.7071. 

o. "'j -O. 7~71 

"' ~ P< K o 1 -0.707l 

57 



1 a¡ 1 k 1 

r 
l o ·O . 

'""l r'·' 1 
o º' o "ºT 157.5,. 
-l .O -0.~0~l . 157. 5 
.. o 1 -0. /07! " lll.4 

111.4 

l'~' 
lxl 

157 .5 o o ""' l o o o -78~77 
-157.5 o -73.'/7 

o 157 .5 -73. 77 

Pn.:;o 4) Con ~.i prad.ucto IXJ a. fonn::-~r la .nutriz '1lob.--:l da 

HigLi...ice3 ele 1:1 o.;:.:n::.·,ictur:1 1K1 
1X:1 

[ 

o 157.5 
157.5 o 

o
0 

-157 .:; 
:i.!)7.~i .. 1a.r1 

o o 
0 o 
o ~ ?2.: --~F~Jl : ., o 

o 
º· 7'fi1 
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l """ -55 .70 -157. 50 '·º] -?5°70 213.20 :i.oo o.oc Matriz --157 .50 o.oc 213.20 55.70 Si.!nétrica 

o.o o.oc 55.70 213.20 

Paso 5) Con la reluci6n !PI= IKl. ldl se procederá a resol, 

vor el sistema a~ ecuaciones simultaneas. 

IPI 

2000 

o 
o 

-20')0 

Xi 

Cálculo 

IKI \di 

213.20 _55.70 -157. 50 o d "i 
_55.70 213.20 o o dyl. 

.,.157 .50 o 213.20 55.70 d x2 
~ b 55.70 213.20 dy2 

Para r-;;:oolve1 este sistema 1.h.: ecuncione::- .i, recurrir,2. 

1nos a el método J.e LA REGLA ur; CRA.i"'i\~ER,. 

det. Ai 

det. A 

<.tal det. \K\ 

.ionde: 

-55.70 

A \K\ 

o 
det IKI = -55.70*det -55.70 

1213.20 
213.20 o + 

-157. 50 o 55.70 

1 213.20 -55.70 -15~.5 1 
213*det -55.70 213.20 

-157 .50 o 213.20 
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det K = -55. 70*(2358992.5)+213.20*(3740700.6)=6.661X108 ........... (p 

Cálculo del det A1 

2000 55.70 -157 .5 o 
o 213.20 o o 

A, o o 213.20 55.70 
-2000 o 5~.70 213.20 

1

213.20 o o l ¡-55. 70-157.20 o \ 
det A1=2000*det O 213.20 55.70 -2000*det - 213.20 O O 

o 55.70 213.20 o 213.20 55.70 

det A1=2000•(9029393.1)- 2000*-(1870350.3)=2.17995 x 10 rn .............. @ 

cálculo del det A¿ 

213.20 2000 -157.50 o 
-55.70 o o o 

Az; 
-157.50 o 213.20 55.70 

o -2000 55.70 213.20 

1

2000 -157.5 o 1 
det A2=-55. 7*det o 213.2 55. 70 =-55.7'{102249000)=-5.695xio3 ..... . 

-<!000 55.7 213.20 ·······~ 
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213.20 :..5:;;70 · 20CO o 

A3 -55.70 213.20 ·:O o 
=. 

:..157 .50" .o· o 75.70 

o o -2000 213.20 

t213.2 -55.7 20)01 12) 3.2 -55.7 o \ 
det A

3
=213.2 ... det _,5,7 213.2 O -200o*det(-) -55.7 213.2 O = 

157.5 o o -157. 5 o 55,7 

dot A
3 

213.20*(67178000) - 2000*- (2353392 .5)= 

l.9136 X 1010 .............................................................................. @> 

C~lCU.LO dol Jet A4 

213,20 -55. 70 157. 50 2Q,)0 

A = 
4 -55. 70 213.20 o o 

-157. 50 o 213.20 o 
o o 55,70 -2000 

1

213.Z -5:i.7 -157.5\ \ 213.2 -55.7 20:Jº\ 
det A4~2'JOo* lat -55.7 213.2 ·'.) +55.7* det -55.7 213.2 o 

-157-5 o -2:)'.)Q -157.5 o o 

det A4 = -2000*(3740700.u, + 55.7*(-671580J·J) = 

= -1.122 ;; 1010 ................................... . ···® 
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siguiendo la f6nuula se tiene 

2,17995 X lOlO 

6.661 X lOB 
32 ,727 ....... ··············· .............. dX] 

det A2 

det K 

det A
3 

det K 

de t A 4 = 

det K 

32,727 

il.550 

2a. 578 

-l6.il44 

5,695 X 109 

6,661 X 108 8.550 .................................. dyl 

l.9036 X lOlO 

6.661 X 108 
28. 578 . ················ ....... -·······-·· dx2 

6.661X108 
= -16 .844 ················--·--····-········ dy2 

Estos desplazrunientos son 

muy grandes, para el ejemplo di-

dáctico est6n bien, para casos -

reales se deberé\ ampliar el 3raa 

de acero, p-:,.rq aumentE1.r su ri~ 

de;;, 

Paso 6) Cálculo Je las d..afor.naciones en las berras. 

Mediante la rehaoi6n le 1 = I a 1 !di 

62 



1 ª' !di 1 e\ 

o l o o 32,727 8. 550 = ª1 
l o -1 

' ~ 8,550 4,149 = ª2 
o o o l ' '28.578 -16.844 = ª3 
o o -0.7071 -0.:07 ' -16.'344 -8 .297 = eq 

0.7071 -0.7071 o 17-096 = ª5 

( J"'". ) 

l?aso 7) Para det(;jnninar le.s fuer2as internas en las ba --

rras, recurrimos a 19. Lo;¡ de Hoolrn. 

Fl 157. 50 8.550 Fl = 1346.625 

F2 157. 50 4,149 F2 653,468 

F3 1.57. 50 -16.844 F 3 = -2652 ,930 
p 111.40 -8.297 F4 -924.286 4 
F5 lll.40 17 .096 F 

5 1904. 494 

( Kg) 

Paso 8) Comprobando el. equilibrio. 

!l.'o1r.onao CJ·.;10 incógnitos laG i'uerz~·s axtern·Js )PI 
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p xl o l o o -0.7071 1346.625 

pyl l o o o -0.7071 653.368 

px2 o -1 o -O. 7071 o 2652 .930 

py2 o o o -0.7071 o -924.286 

1904.494 

p x1. 2000.136 2000 

pyl -0.043 o Por lo que Bl análizis -

Px2 "' de 12. armauura es corre~ 
0.095 o to. 

py2 -1999-367 -2000 

Paso 9) Ahora solo falt~ vaciar los resultados obtenidos en 

un croquis. 

Cabe dest.?car oue los esfuerzos en lErn barras de -

tensi6n o com~rensi6n supuestos al inicio del ejem

plo :5e verán Jf'ect::idos en la siguienie formn: 

Cuanlo .sean positivos se :nodificará el sentiJo de 

los e3fuerzos. 

Cuand.o sean net;ativos se ma.nt~nJrán los esfuerzos 

supua .3tos. 
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25 Ton. 

E.nmcrnro No. 2 

Area Transversal 

ele c/u de los 

elementos 

20 cm
2 • 

Es = 

2 .1 x io6 Kg/cm 2 • 

2 .1x103 Ton/cm 2• 

y 

L . 
.A:·nnadura formada por 5 barras de sección 

cuadrada de 4 x 5 cms. Je sección transv3rsal, 
6 2 

de acsro A·36 de Es= 2 .1 x 10 Kg/cm • 
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Paso l) Fo?""or 1a matriz columna ~e fuerz~s externan IPI 

25. X cos 30° = 21.651 ton. 

...:25 '.V ~~n;3Ó~ -. -- :.:12.500 ton. IPI : -- ,.·,o· 
:..'.:J.4~142 -20 ·x Coa: 45 . to:i.. 

-20 :"- s~n .45º ..:14.142 ton. 

lt!at.ri~ di_ugon~1 ·de rigidece 3 de e/u de las ban .. as. 

k 

120 

120 

120 
~:on/um. 

( 2.1 x la3 ton/cm2) ( 20 cof) 

Lij 

84 .853 

84.353 

4200 ton 

Lij 

Paso 2) Formular la matriz de continuidad. 1a1 

Paro. r;:;iliz;-i.r e.stt.: paso es neces'lrio dib.t.)nr un ·..li..§ 

2:r:!.m~ r.J.e flujos Jo l:ia barras. 
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n u d o a 
X¡ yl X2 y2 

., bl -l o o o 
aj b2 o l o -l 

lal= J.¡ 
o o o .. b3 l 

J.¡ 

aj b4 o o -0.7071 -0.707l 
.o 

b5 0.707l -0.7071 o o 

b a r r a a 
-l o l o 0.7071 T m 

lal FO o l o o -0.7071 
'Ó 

1:1 
o o o -0.?0?l o 

t:I o -l o -0.7071 o 

Paso 3) Fonnar el producto motricial \x\ \a\ , ....... k ..... \ 

-l o l o 0.7071 l2o.oo 
lxi' o l o o -0.íl)?l 120.00 

o o o -0.7071 o Jal.OO 
o -l o -0.?0?l o 84 .853 

84.853 

-120 o l20 o 60 

lxl o 120 o o -60 
o o o -60 o 
o ..J.20 o -60 o 
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P~lSO 4) Formci.r la matriz IKI la Ri¡¡itlez Global de 19. Es--

tructurc. 

IK.1 1 X l•lal 

-120 o· 120 o 60 -1 o o o 
o 120 o o -60 o l o -1 

IKI = o o o -60 o l o o o 
o -120 o -60 o o o -0. 7071 -º· 7071 

0.1011 -0.7071 o o 

282.426 -42 .426 o.ooo o.ooo 
-42.426 162.426 o.ooo -120.000 

IKI o.ooo o.ooo 42.426 42.426 

o.ooo -!20.000 42.426 162.426 

Paso 5) Se procecte a calcular los desplaza:nientos exter-

nos lo.I con la relación: 

21.651 282.426 -42.426 o.ooo o.ooo dxl. 
-12. 500 -·~2.42ó 162.426 o.ooo -120.000 dyl 
-14.142 o.ooo o.ooo 42 .426 42.426 dx2 
-14.142 o.ooo -120.000 42. 42b 162.426 dy2 
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Resolvien.io el siste:nu U.e· ecuvciones su tienen los 

aesr-la.za:.1i1.u¡to3 e_xte~no"s ·c.1.u ·ls. 0strt.tctur!-:. 

dxl. o :03813 

-0.25650 

-0.07683 

La.s cueles son -
pré.ctic8mente 
cero. 

Paso 6) Cilculo de las defor.nacione s en las baITas. 1e1 

1e1 

Los de:formacione._ ex~ernas en cada Ufi? de las es 

su jefonnación. 

le) 1 al jd) 

-l o o o o .03813 

o l o -l -0.25650 

l o o o -0.07683 

o o -0.7071 -0.7071 -0.25650 

0.7071 -0.7071 o o 

def. en las barras. 

el -0.03813 

¡ .. ¡ = e2 o.ooo 

ª3 0.03813 

ª4 0.23570 

e5 0.20833 
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Paso 7) P1:1.r:..•. conocer las fuerzas internas en las barras 

en función de su.s defonnaciones, se recurre a la 

ley de Hooke. 

IFI 
(ton) 

IFI ~ lel 

1 FI i"'k.J 1 e 1 

120.000 -0.03813 

120.000 

120.000 

84.853 

84,853 

0.0000 

0.03813 

0.23570 

0.20833 

Haciendo la mllltiplic·,ci6n de matrices. 

Fl -4. 5756 ton. 

F2 o.ooo ton. 

1F1 F3 4. 5756 ton. 

F4 20.0000 ton. 

F5 17.6774 ton. 
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Paso 8) Comprobando el equilibrio: 

IPI la 1 · IFI 

-1.00::l o.oo l.00 o.oo 0.7071 _4,5756 

!PI= 
o.oo i.oo o.oo o.oo -0.7071 0.0000 

o.oo o.oo o.oo -0.7071 o.oo 4,5756 

o.oo -l.00 o.oo -0.7071 o.oo 20.0000 

l7 .6774 

pxl 21.6312 "' 21.6510 ton. 

pyl -12 ,4998 "" -12. 5000 ton. 

JPI= 
Px2 -14.1420 -14.1420 ton. 

py2 -14.1420 -14.1420 ton. 

Por _lo qt1e vacigndo rest1l tac.los qt1cdat 

Fuerzas en toneladas. 

~ tensión, 

~ comprc~i6r. .. 
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EJERCICIO No, 3 

y 

l 300 .. ¡ 500 .1 'ºº .. I 300 1 

i 1 1 

2 _.re·ºº--·¡·-1 
·~1·-

1 1 b . =-·-+· 
1 

1 

1 1 
1 . 
. , 1 ·--+·- <D 

1 

1 
----1---•X 

600 _¡ 600 
_, 

fl,a'lrzo on lonelodcs. Acot.1 centimetros Ese. 1:100 

Arma.dura forme.da por 9 barras de 

s:::.1, con i:ti6-iulo J.E é:la.sticid;;:~.i de 

so,.orte. l .. is tu~rze.s ir.licuuus. 
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Paso l) Formn.r 1a matriz IPI de fuerzas externas. 

·Xl .= o 
---nudo l 

yl o 

x2 10.00 
nuuo 2 

y2 o.oo ---IPI 
x3 5.00 

......._nudo 3 
y3 o.oo ---
x4 o.oo 

........_rn1do 4 
y4 o.ooo ---

Y J.,j_ matriz diagonal Je rigideces de cada una de las 

barras. k 

2.1 x l.03 fün/cm2 x lOcm2 
2.1x104 ton. 

1.._k-..1 
Ton/cm 

49.50 

29.70 

66.41 

L .. 
l.J 

36.0l 

74 

35.::io 

33.20 

49.50· 

36.01 



Paso 2) ~latriz de continuidad lal 
X1. Y1 X2 Y2 X3 Y3 X4 Y4 bi 0.7071 0.7J71 

º2 -O. i07l -0.7071 0.7J7l 0.7071 
b-. 0.3152 -0.9487 -O.)l.62 0.9437 ., J 

0.5145 -O.B575 al b4 

1-t b5 1.0000 0.0000 
~ bó -1.0000 0.0000 
"'b1 0.9487 0.3162 -0.9487 -0.3162 

b3 -0.7071 o. 7071 0.1011 -0.7071 
bg -0.51.45 -0.8575 0.5145 0.8575 

Paso 3) "•l producto matricial 1 a IT • l~k~I • 1a1 fo=amos -
Lt m:.:triz 1 K 1 tle Ri;;idez ¿¡lobcü ·le la estructura.. 

2 X ( ifo. Lle Barro.a) 

94.221 2:,.809 -14 .850 -14.850 -29.fl81 -9.9~ -24.750 24.750 ., 24.80;;····· 67.66.~. -14.850 -14.850 ,..,).9~ -3.319 24.750 -24.750 al 
-14.350 -14.350 ···2i.490 ~ -5.072 -ó.640 19.922 1 

-5 • .;2·· ... 7;.6?,~ "' -14. 350 -14.850 l).<;e2 -59.771 ., 
-29.881. -9.959 -6.ó40 19.922 '"55,58?. -9.962 -9.962 -15.?87 "' o 19.922 

... -9.959 -3.319 -~.m -'l.962 ll6.CJ17 -15.887 -26.478 5 
-24,750 24.7'XJ -9.·)6~ -l.5.3(. ¡·· 104.2~ .... ..8.%3 X 

N 24. 750 -24.750 -15.887 -26.478 -8.X3 51.228 
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Paso 4) Se proceda a I'i!solv....:z· el sistema de ecl.laciones si-

multo.n~a.s para de1t!r.ttin?..r los desplnz?:11iontos d~ -

loa nuJos. 

O.OJ 

o.oo 
10.00 

o.oo 
5.00 

o.oo 
o.oo 
o.oo 

94.23 24.31 -14.35 -14.95 -29.33 -9-96 -24.75 24.75 

24.81 ó7.67 -14.85 -14.85 -9.96 -3.32 24.75 -24.75 

-14.85.-14.85 21.49 -5.07 -6.64 19.92 

-14.85 -14.35 -5-07 74.62 19.92 _59.77 

-29.83 -9-96 -b.64 19.92 55.58 -9-96 -9.96 -15.89 

-9-90 -3.32 19.92 -59.77 -9-96 116.05 -15.89 -26.48 

-24.75 24.75 

24.75 -24.7) 

-9.9o -15.39 104.23 -3.8b 

-15.99 -26.43 -3.Bó 51.29 

donUe da como resultauo 

0.1744 

0.1792 

0.9181 

l -0.0595 
"E 

0.3392 

-0.1270 

O.Ol.43 

0.0443 
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Pnso 5) <Jilculo de las deformaciones en las bnrras lel 

le 1 = 1aI·1d1 

ª1 0.101 0.101 

e2 -0.101 -0.'707 0.101 0.101 

e 3 0.3lG -0.949 -0.316 0,949 

e4 0.515 --'.l.858 

e 5 :: 

ª6 
e7 0.949 o.316 -0.949 -0.316 

l.000 o.ooo 
-l.000 o.ooo 

e8 -0.101 0.101 

"9 

o. 707 -0.707 

-0.515 -0.958 0.515 o.sss 

0.1744 

0.1792 

0.9181 

-0.0595 

0.3392 

-0.1270 

0.0143 

0.0443 

MLAltiplicnnlo las matrices JaJ• JdJ so tienon: 
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ª1 0.2500 
e· 

2 0.3571 

ª3 0.1190 

e4 0.2834 

J eJ ª5· 0.0143 
(cms.) 

ª6 -0.0143 

e7 -0.0595 

e8. -0.0178 

e9 -0.0203 

Pa.so 6) Para poder diseñar l:.:1s barras es necesario conocer -

la ~uerza interna actuante a las que estan sujetas º.!/: 

da una de ell~s , por lo que para·canocerse es neces~ 

rio multiplicar lo. matriz de deforinqoiones de l'.!s ba

rras 1 e I por su rigidez individual· l ... k ..... I , esto es~ 

49.50 

29.70 

66.41 

36.0l 

35.00 

35.00 

78 

33.20 

49.50 

36.0l 

0.2500 

0.3571 

0.1190 

0.2834 

0.0143 

-0.0143 

-0.0595 

-0.0178 

-0.0203 



12.3750 

10.605'.J 

7.3'.l28 

10.2052 

IFI 0.5005 
(Ton) 

-0.5005 

-1.9754 

-0.8311 

-O. 7310 

Paso 7) Comprobando el equilibrio de las fuerzas internas 

y extarnas. 

0.101 -0.707 

OJ07 -0.707 

o. 707 0.316 

o. 707 -0.949 

-0.316 o .515 

0.949 -0.8 59 

0.949 -0.707 

0.316 0.101 

-0.949 

-0.316 

1.00 -1.00 

o.oo o.oo 

-0.515 

-0.853 

0.707 0.515 

-O. 707 0.858 

ESTA TES!S NO DEBE 
SALIR fü:. LA BIBLIOTECA 
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IPI 

12.3750 

10.6059 

7. 9028 

10.2052 

0.5005 

-0.5005 

-l. 9754 

-0.8811 

-0.7310 

-0.0001 z 

0.0032 "' 

o.o 

o.o 

9.9953 :::. 10.0 

0.0020 "' o.o 

5.0018 ~ fi.O 

-0.0021 ::: Q.) 

0.0018 ::::: o.o 

-0.0038 ""' o.o 

la aproximación es·La dada por el nl1inero de dígitos 

emplesdos en el ejemplo. 
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Paso 8) Vaciado de resul taJoa en .m croquis. 

RecorJ~mos nue al signo positivo en 

las fuerzas internas eü las bn.rr':l.s cambiR el sentido 

i.le ástas, es decir de -1-f-- a --f-+ y viceversa. 

En al signo negativo iraplica respe-

tar el 3entido supuesto al inicio. 

Las reaccion~s son encontradas por análisis elemental de 

es-1.áticn.. 
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EJE'1CIOIO !lo, 4 

y 

40Qm. ·I · 1oom 400m 400 m. 

Arm'.1.:itt1"il formada por 15 barras, en rionJ.e la Nlaci6n 

E A /L = LOO ( ~'on/cm ) , la cunl soporta las cargas -

soiialadas. 

l.CJO l.oo 
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Paso l) Formar la m!ltriz de fuerzas externas 1P1 

Pxl= O.O 

pyl= o.o 
Px;!= O.O 

p .• o.o 

LO 

jPI= 
(Ton) 

y~ 

Px3• 5.0 
p -= o.o 

y:, o 
Px

4
" S cos45 = 5.66 

o 
Py

4
=-S sen45 =-5.6b 

Px5= O.O 

py5' o.o 

l"'k-..1 = 
( Ton,lcm) 

LO 
LO 
LO 
LO 
LO 
LO 
LO 
LO 
LO 

LO 
LO 
l.O 
LO 
LO 

Paso 2) Fonnul°"ci6n de la matriz de C·)ntinuidad 1a1 

X3 y 3 : X4 

b
1 

o.so 0.60 ¡ , 
o.so -0.60; o.so 0.60 

"10 

¡-o.so 0.60 o.so -o.6oj 
, -o . .so 0.60; 

~-LO 

' ¡ LO 

0.87¡ 
0.50 -0.87 ! 

l.O o.o 

o.so -0.60: 

l 

-0.50 
O.O -LO 
o.o LO 

2 

' ¡ 
LO o.o¡ 

¡-o.so 
-o.so -o.6¡ o.so 

3 4 
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!-1.0 o 
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Paso 3) Estructurar la matriz global áe Rigideces de la 

armadura con el producto matricial. 

N 

lx:I = lalT ·I k l• lal 

3.166 0.911 -0.64 -0.48 

0.911 1.834 -o.4a -0.36 

-0.64 -0.43 1.28 -0.64 0.48 

-0.64 0.48 -1.0 

0.48 -0.36 

-0;4g -0.36 2.72 0.48-0.36 -1.0 

-0.64 0.48 3.166 -0.911-0.64 -0.48 -1.0 

0.43 -0.36 -0.911 1834-0.48 -0.36 

-0.64 0.48 -0.64 -0.48 3.28 
0.48 -0.36 

-1.0 

-1.0 

-0.48 -0.36 

-1.0 

0.72 

2.0 

2.0 

Paso 4) Cálculo u~ los desplazamientos externos resolviendo 

el sistema de ecu:~.ciones : 

IPI = 1X:I·Id1 resolviendo se tiene: 

dxl = 7,2473 

dyl = -7.5019 

dx2 2.1622 

dy2 = -0.2341 
ldl dx3 = 0.8092 desplazamientos de los nudos (cma) = 

dy3 = -2.5258 en las 2 dimensiones, 

dx4 4,0249 

dy4 =-17.1627 

dx5 4.0283 
d y 5 = -0.1170 
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Paso 5) CHc11lo da las deformaciones en las b"J.rras: iei 

lel = lal ·ldl h<'.cienuo l·~ m11ltiplic:.ci6n matricial 

bl 1.2967 

b2 0.2926 

b3 0.2926 

b4 -2 .162€ 

b5 -4.0249 

b6 4.0249 

b7 2.91n 

le 1 b3 -2.5944 
(cms) 

b9 o .2341 

º1;-= -J.ll 70 

b11= -0.1170 

b12= -3. 2191 

"13= -3. 2191 

b14= -3 .2185 

b15= -6.2096 

Faso 6) Segdn la ley do Hooke las f11erzns son proporcion3.

les a sus deformaciones. De éste eni.tnciolo tau1.:mos: 

IFI l"'k-.,,j • 1e1 pero l'--k-..1 1.00 1.9.!l:. 
cm. 

IF 1 \e 1 lo nue !"!OS inuica oue las d.afonn['! 

fon cm. e iones ¡:;or elongaiaiento o acorta..--

miento son l[l.s mismas QL\0 las fuer-

zas iniernns de te .. 1si6n o comprensi6n. 
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P::.so 7) Co.nprob::mdo_ 0·a_l equili"or.io de fuer.zas externas y 

1 .. iu1 .. ~as , internas. 

\PI= \a\T•IFI 

r3nlize.nd0 el pr::>ducto matricial sa tienc.:: 

0.00006 "" o.oo 
0;00033 ""' o.oo 

o. o o.o 
0.00002 ~ o.o 
4,99398 5.0 

\Pi = 0.00006 z o.o 
(len) 5.65685 5.65635 

-5.65685 -5.65685 
o • o o.o 
o • o o.o 

2od.os loG nudos est::"tn <.:n equilibrio, 

lo r~e hacd faltq es deter.:1in~r l"J3 reacci:nes en los apoyos. 

ResolviE<nJ.o el 

nudo @ 

del Uf.OYO. 
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Resolviendo el nudo ~ 

Rl l.~967 coe 13 .1,349º + 4.0249 C03 18.4349º 

R¡ 5.0485 ton. 

-R2 l.2967 sen 18. 4349° - 4.0249 sen 18.4349° 

R2 0.8027 tan. 

Reeolviendo el nudo @ !15 = ten-1 (3/4) 36.869897º 

ti! 

R3 2.1628 ces ( Pf/2) + 
4.0249 ces (11/ 2). 

R3 5.8702 tan. 

- R4 2.1628 sen ( /2) -
4.0249 sen ( /2). 

R4 0~5888 ton. 
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pASO B 

Vaciado Je rea .. llt::J~ios en un cro(!uis con set:~ 

lt'lmi,nto de tensiones y compre:.:iones. 

5.0<DO 

FUERZA EN TONELADAS 
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O A P I TU L O IV 

ANALISIS DE ARMADURAS EN 3 D 
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ANALISIS DE ARMADURAS EN 3D • 

Tanto en el capitulo anterior C.Q. 

mo en el presente, ln 16!._;ic:.1 si,:;u~ siendo la misma, la -

única v:.,_·iante, si se le puet.16 ll:J.r:'.3.r así, es que en cnda 

nudo tic.ne com pona nte s e'!l las tres dimensiones reales, 

ést·'.S est<J.rán 

ternas IPI como 

de las barras 

de los nulos. 

representadas 

en internas 

le\ así como 

~n loa 

\ F 1 
tambi¿n 

y 

matrices rle fuerzas e¿;: 

en las tlsfonnaciones -

en los 1i.e splazamien tos 

Dada la comple j idud de re solver -

sistomas de ecu3.civne :3 de .rran on.ie:1. ( 6 ó m:-3.s) 1, al final 

.. el ¡;resente' capitulo se proporciona un programa para com

putador:> para e::;te fin, r.isi como tamoién otro programa 

pA.r::> rE:.;:.iolv..:r arm,·:dur2s por éste m6todo .::on el fin de ut_! 

lizarlo en la práctica profesional. 

es true tural. 

Los pa.s"J s a. se ·.·uir son: 

De los princi~ios del .:málisis -

Rel'lci6n le comp:otibilidad. 

Ley de Hooke. 

i:quiliiJrio. 

Paso l) i!'onnar ln :nutriz de ruo:::"zas externos 1 Pi usi corno 

la Ja rigideces ae cr:.Li.::i una J.e lns barra3 (-~I · 

Paso 2) Fonnar i;¡ matriz de continuici.'d. 1 aJ , que es la 
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~ue relaciona las proye cciane s de las barras en 

laS abscisas contra el .aúmero de barras en las -

ordenadas. 

Po.so 3) Fonnar la matriz ¿lobal ..le Rigidec~s IKI medi.'lll

te el pro.iucto matricial úS: 

1 a I' · l.._k..,.J · J a 1 

Dará como I'ds~ltado, una matriz cuadrada simétri

ca con los valores de l~ ·iia~onal principal po

sitivos, ei.e orden (3 veces el nll.mero de nudos) x 

(3 veces el ndmero de nudos). 

Paso 4) Encontrar los desplazamientos externos mediante -

la solució!. J.t:l sistema de ecuaciones por cual-

quier méto lo o por los progra.:na.s .ie apoyo r:ue 

se encuentrc.n nl final del pre sen te capitulo. 

dato dato inc6 .-:ni tas 

Paso 5) Conocido el vector de desplazamientos J d 1 se 

pueden conocer las deformaciones de cada una de 

las barras Je I mediante la relación: 

Relación de compatibilidad: 
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?aso ói Por la Lay de.Hooke 

1 k 1 1e1 

3e conoc3n ra3· fue::-zas Ue tansióo ó compresi:5n 

~,u~: .r .. O~ .. )H..r .rigidez :i.ce.,t:rt•1 c::"lJa u.na de .1..-::ts barr1:.1s. 

Puao 7) Comprobaci6L J.a lo ante rionnen·&~ realizado. 

Pa.so 8) Vaclad.o en 1...t.n cronuis d.e l'?l armadura los res;11 

ta..ioa Je l:: s .fuer.zas int.·~Y'n!J.3 °ia .L:i.o barras 

para stl diseño. 
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EJEMPLO l. 

Reaolver la algu/enfe armadura : 

X 
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k = EA 

L 
l. ·.J 

:. ·,· :- : 

Puso 1) For11"!1,. ·l.as' .. ~·atrice s 

?Xl :;.oo 

!PI 
pyl 8.00 (Ton) 

?:<l 3.00 

1.00 

1.00 

1 k 1 = LOO 

( !lbn/cm) J..00 

l.')·) 

l.00 

Po.~m )' ·I !'1or:nor la matriz ~¡e continui'1··. 1i a 

X1 

bl -0.7071 

b2 0.1011 -0.7071 -0.7071 

b3 

º4 

b5 

1 bó 

o. 7071 -J. 7071 

·01 
[0.7071 

b2 0.7071 

b::; 

-).7071 

-0.7')/1 

.i-'. 7071 

-0.7 .71] 
-·'.J, {071 

-0.7071 
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Dado cue las o~~rraa [J) , @) y [QJ no tienen -

¡:.r.:>yecciont: e "3l1 ~1 nu.lo libr: @ se reduce la -

ffi'~h·iz 1a1 • 

Paso 3) ·l''ormar la me.triz 1 K 1 ue rigi.:le= ¡:;lob~l de ri.;ide

·Ces de la estructura. 

U onde da co:no res.;.l tau.o : 

-11.0 
o 

0~5 r IKI - o 1.5 

o 0.5 l. 5 

Paso 4) Jetermin,,r los desplazrunientos exi~rnos Id! • 

!PI 1K1 1 di 

5.00 1.0 o o dxl dxl = 5.oocm. 

8. ;O ~ o 1.5 0.5 dyl --.. dyl 5.25 cm. 

,3.00 o 0.5 1.5 dzl dzl 0..25cm. 

(ton.) ( fünjcm.) (cms.) 

Pe.so 5) :U.a I'ormacione .s Je l<is barras 1e1 
e jaj !di 

º1 -O. 7071 -0.7071 -O. 7071 5.00 

•2 <J.7071 -0.7071 -0.7071 5.25 

"3 o 0.7071 -0.7071 0.25 
(cm) (aü•n,) (cin) 
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?aso 6) 

Paso 7) 

De donde mt.ú ti~lict·nlo matrices ten•mos: 

-7.4.24~= cms.I 
-o·,353~, cms. 

3.53550 cms. 

Por la Ley d.e iiooke se conocen las fuerzas inter-

nas en las bn~r:::-s. 

IF1 1~· 
o o 

F2 l o 

F5 o l 

-7.424551 
-0.35355 

3.53550 

(ton) (fon( cm) (cm) 

1•1 -7.42455 ton. 

Fz -0.30355 to;o, 

F5 3.53550 ton. 

Comprobanlo equilibrio. 

IPI 1 al Jr 1 

Pxl -o. 7071 0,7071 
º·ººººI 1-'·'""I 

Pyl -o. 7071. -0.7071 0.7071 • -0.35355 
Pzl -0.7071 -0.7071 -O. 7071 3. 53550 

(ton) ( Hlimensional) (Ton) 
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5.0000 

3.oooo 
~.0000 

faso 3) Vaciando res11l todos: 

:•u.e rza en toneladas. 

5 

':l 

3 

z 

•~' 
o ~jes cooriena~os 

•Jon lo oue queda reauel "to totalmtlnte el 1:3,jercioio l. 

97 



EJERCICIO No, 2 

ne so 1 ver la air.ui¿: n t..: ntm;•u ur:.-. :¡.!::! 

pc:üci;.:i.o l;1s ~~i:!,uient1::.; rigiJ.ece:; en las b::;rr:is • 
.. 

1<1 = 10 Vem• ·, k1 10 'I/ém. 

k2 = 3 !i/e~. · .. 1cs. = 10 T/em. No. de bc.rr8.a 11 
"3 = 8 ~/cm'~; kg 10 Vem. 

No. do nudos 3 
k4 ·= 10 !l)lcm; k10.= 3 T/e:n. 

k5 12 Ven:; ku = 8 Vem. 

k5 12 Vcm. 

ACO!, CMS. 

98 



F3:KJ J.) OOibl1.;:r la r.1atri~ J.e i'u.::r~::1~ 6):1¡;.::·:.~ ¡,.¡. 
Z1 = -20 

Yi o 
.~l = 20 

IPI X2 J.5 

(ton) Y2 io 
z¿ o 
X3 o 
Yz o 
Z3 o 

Paso 2) Obt.;!n.:r 1'. .nutri~ .le continuiJ.·;d la! 
dxi ªyi J.zl dx2 dy2 dz2 , dx3 dn dz3 

b1 -1 o o J. o o o o o 
b¿ o o o o -1 o l o 
b3 u -1 o o o ) o o o 
04 o o : 0.7(171 -0.7071 o o o o 
b3 -0.7071 -0./Ji"J. o o o o :0.7071 

' 
0.7071 e 

bu o o 1 o o o ' o o o 
b7 o o o o o o o o 1 
b3 o u o u u 1 o o o 

__ .• 6 0 o.•:. ' o o ' o o o o; 
' 

b10 -O.n45 -0.:14 5 0.686: o o o o o o 
. b11 o o o o o o o o.6 o.s 
~ 

@ ® Q) 
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Paso 3) ~·ormar l:·. matriz 1K1 00!1 9l F'.!"OdUCl.O ~atriciu.:.. 

;e : 

io/I k I· lal 

ilcrt~e .in como re sul t;?.tio : 

21.713 8.113 -7.ó<4 -10 o o -Ó -o Q 

3.113 lo.113 -2 .024 o o o -6 -o ') 

-7.cA _,,g24 :;2 .lu5 o o '.J J o o 

-10 o o 15 -5 o e o o 

o 'J -5 l:;, o o o 

o ., o ,., o 10 ·.: o o 

-6 -o o J ,• o o w o 

_,, 0 J 0 b .Lc.33 3.:::..~ 

o o J o ü o Q 3.84 15.12 

i\",at!"i?, sim~tricn. 

100 



Paso 4) Oietennin:r los ..ies¡:lnzamiontos 1d1 Je los nudos 

1P1 = 1K1· I d 1 .le la cual ua. como z:osul t~do: 

ªxi l. 7050 

dy.l. 0.0608 

dzl 1.4963 

ldl = dx2 3.5518 

(cms) dy:~ 4.2455 

dz2 0.0000 

dx3 -1.6633 

dy3 3.4¿91 

Uz3 -O. 3 "/09 

Paso 5) Cálclllo lle las deiorm::iciones en las barras je 1 

1~1 = 1ª1 1 d 1 
Mu.i ti!Jl:'..c:....n....:.o 1:-:s matrio•.:: ·1 /a 1 . 1 d 1 se 1 iene :u e : 

l.8468 ª1 
-0.8164 ª2 
-O.Oo08 ª3 

1 e J = -0-4905 ª4 

(cms) 0.0000 ~, 

1..4~6~ ª6 
-0.370') ª1 

0.0000 eq 

0.1742 ª9 
o .1131 0 10 
l.3ó07 º11 

'º' 



Paso o) C:.".lc:ilo ae la:a .i'utr~aa intt:~n~s.'·on las· bcrr-f.::~. 

~u:1niendo las d.efonnaciv:1=·~ ~n.:las 'carras y la -

rigidez de caUS: una·. Je' eat?o . bar1:as, se cono-

can la!d r·ue: rzas inte·r:ies. 

hJ I · 1e1 

18.408 F1 

-6.531 F2 

-0.4864 F3 

-4. )05 F4 

O.OJO F 
5 

17 .9:;8 F¡; 

-8.709 F1 

o.ooo F3 

1.7-\2 l'' 9 
J,3.¡:; F10 

l0.33b Fn 

Lo ! 1 Ue indica aut: 

L'3.G fu;rzs.s .!JOsitivas c."11 ... :L.!r1 .•·J ;.,;Jntido ~1 l::;.s origina]; 

ment~ supuestas. 

La:::· .:..1.rnrz:.1.:3· negHtiv:·,s in(E Cr.?1 r!ue s~ su11uso Uien e.~ -

scntiuo .ia J..:i.s fu~! r~as ul inicio Jel e ja:u1.lo. 
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P!lnJ 7) Co.1:pro opn.t6 e~u.il~b~~o. 

1p1 1 a I'. 1 F 1 

·'., .· 

l? xl -1 o o o. .~0:10'7 o·· o ' -0.6 -0.515 o lB.468 
· . .. ·,:. ~/ '. ·: 

p 
yl o o -1 o '.;.); 7'.J7 o o o o -J. 515 o -6. 531 

T o o o o ·º l o o o.a 0.666 o -0.486 - zl 

Px2 1 o o 0.707 o o o o o o o -4-905 
p 

y'.!.. o -1 o -0.707 o o o o o o o o 
p 

z2 o o o o o o o 1 o o o 17 .958 

Px3 o o o o 0.101 o o o o o o -8.709 

?y3 o l o o 0.707 o o o o o o.6 o 
p 

z3 o o o o o o l o o o 0.8 l. 742 

0.945 

10.886 

- Reuliz·.m:i·J l~. mul tiplic[l.ció!l mn.tricis.l se tiene: 

pxl -19.9':!~9 "' -20 

pyl -0.0002 o 

P zl 19.99')9 20 

Px2 14.9997 15 

p 9,9993 "' 10 1 Pi y~ 

P z2 o o 

Px3 o o 

py3 Q,O.J06 "' o 

? z3 -0.0Y)2 "' o 

103 



:P~.so 8) v~ci3.do de resul ta1.!os en un croquis 

o 

6.5316 --+o.4862 

104 

F = O 
X 

Fy =O 

F = O z 



Y-

k = E A/ L 1.00 

Fudrz.;. en tonel::id~.ls. 

Acotaciones en centi;,1utro~. 

/05 



P::~.ao l) EJERCICIO No. 3 

l.O 

Lo 

l.O 

15 l.O 

-10 l.O 

o l.O 

o l.O 

10 l.O 

IPI o l'k..,.J l.O 
(!Ion) 

15 
(!fon( cm)= 

LO 

12 LO 

-8 LO 

o LO 

o LO 

o LO 

l.O 

l.O 

l.o 

1'::130 2) For:n~r la m:J.triz !le continuid:=.d de orden 18 x 12 • 

106 



zl 1X2 Y2 Z2 / X3 Y:; ":· r'1¡ y~ "1¡. 

b
1 

o 1 -of- - !- - -·- __ J - - - -
b2 1 o 1 o 1 

b3 1 
1 o 

1 1 
b4 1 1 

b~ o o 1 : o o -1 1 

\s ------·T-:i--0-·-or-1- o-o 
1 1 . 

¡ 1 o o 

1 o 
o 1 o 

-1 o o l 

o o/ 
1 

-1 o o 

'JJ.'.) 

º1: 
012 o 
b13 

b.1.t~ 

"º1:..l 

o -0.101: To. 101 o o:r.J'll 
1n,7íJ7 O 0.1CJT: :-o.7CJ7 n -0,707 

- - - - t- - - - --- - ------.-- -----
1 O 0,707 -O. 707 1 

o:ro1 0.101¡ i : 
1 10.707 0.707 o ' 
¡-0.707 o. 707 o 1 ' 

1 1 o 0.101 -0.70~ 
-------:-------¡-------;--;;~;;- -

! 1 i0.707 O;f07 0,7J7 

h _,, -0'.!_D!_ ~70_! - C! 1 o 

l.latriz de continuidad / a 1 
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Paso 3) Formar ln. w;triz global de· .Rigiú·. ces i 1:1 1)011 131 -
.::,Jt•o·1::.·: '.: ·· . i:';."':riciAJ.·, 

1 E i = 1af1 
ª' 

Xl yl Z1 X2 Y2 z2 X3 Y3 Z:; 1 X4 Y4 Z4 

Xl 2. o -0.5 -0.51 f-0.3 !l.~ 1 -1 

yl -0.5 2.0 0.5¡ 1 1 
1 -ilo,;; -D.51 zl -0.5 0.5 2.01 
1 . 1 .· 1 

X2 /2.0 -0.5 º·~(· 1-o.5 -0.5 
1 

Y2 Hl.5 2.0 -0.51 ! 
-1' 0.5 -0.5 l-0.5 -0,5 Z2 1 

2.0, 

X3 -0.5 N / -1 ¡2.0 0.5 -o.si 
Y3 1 jo.5 2.0 -0.5; 

1 

2.01 Z3 (,,<; -0.5/ ¡.o.5 -0.5 -1 
j 

X4 -J. ¡-0.5 --0.1 1 2.0 0.5 0.5 

Y4 1 1 10.5 2.0 0.5 1 

Z4 /-0.5 -0.5: -11 0.5 0.5 2.0 

108 



?r:;.:~o 4) .... r1v:-ni.ru.r los J.;:g~üa.~:.l.ini .... n1.of;! exl.er!l.Js medi·mt.·J -

la aolu.ció.::1 ..1.el :=ist·;ir,1:1 Ú'.1 ~e ·:..i.c.L,,:1;1e .:; • 

.~J.·Uc• .. udn..io ·~1 .si~t·..ili1?. i..lt:.: acur·.cion.eB con el Pr.2 

:..;rrun.:.. ~arú·1·a:nolver tllc:i"i.') p;."oulema, su tiene 

0Uu lo.a de'eplaza.::i.i~ntoo externos son: 

d):l 22. '.!3165 

d 
yl 

0.42297 

dlll o .83978 

dx2 15 .15070 

1d1 
d y2 :-i .51821 

= 

( u""'·l d z2 2.92213 

d x3 19.18263 

d 
y3 

-J .14346 

J z3 -5.41120 

d x4 l'/ .13501 

d y4 -3 .)103ó 

:1 
z4 -1. 4)35ó 

109 



.C'aso 5) C:llculo Ue .1P:3 defor.naci::ines en li1s orrre:, . 

1 e 1 1 a l. Id 1 

ª1 0.422~7 

ª2 9. 51!321 

ª3 = -0.14846 

ª4 = -3.91036 

ª5 = -2 .08235 

e 4.03193 
o 

ª1 3.91764 

ªs 5.39664 

1e1 = 
ª9 -2 .05200 

(cms.) 

"10 l.71925 

8 11 
4. 66413 

0 12 0.89290 

8 13 
13.45919 

8
14 

= _3,90,277 

ª15 3.72132 

0 16 
= _3,82115 

ª17 9,35124 

0 18 =-15.63320 

"º 



?o.so o) Por l'J. Ley .ie Hooka se co:1ocen los ,ecf·.Aar.;os en 

o ... ¿~;11 
) .51621 

-0.14846 

-3.91036 

-2 .OS235 

4,03193 

3.91764 

5.396ó4 

-2.05200 

l. 71925 

4.66413 

0.89290 

13.45319 

-3.98277 

3,72132 

-3.82115 

9. 3'.>1~4 

-15.63320 

111 



Paso 7) Comprobación • 

IPI 1 a\• I F 1 

i.5.00000 l.5 

-J.0.00000 l.O 

0.00001 o 

0.00001 :::: o 

J.0.00000 l.O 
1 PI = 

(ton) 0.00000 o 

l.5.00000 J.5 

J.2.00000 J.2 

-8.00000 -8 

0.00001 "' o 

0.00000 o 

-0.00001 "" o 

N2 



fl\50 8) Vaciando resultados: 

FUERZA EN TONELADAS 

113 



EJERCICIO 4 

I · zoo 
·:lOO 200 

114 



EJERCICIO No. 4 

Disef\ar la siguiente torre que S.Q. 

porta la l'uerza dd tensión de 2 cable.a con los siguientes 

datos= 

La relación EA/ L = l 

Los nudos de los apoyos están re,>tringidos. 

11 nudos = 24, # barras = 108 , nudos cargados 2 (2,4) 

La torre se sut>divide en varios planos: 

~ 
~ 
~ 
~ 

115 

z 

y X 

Plano de referencia. 



L y X 

Plano de referencia 

.116 



y 

L. z L. 
117 



y 

,_j .~ X 

118 



Paso l.) 

Matriz 1 P 1 (ton) 

~ = o 
.vi = o 
zl. = o 
x2 = l 

Y2 = o 
z2 = o 
x3 = o 

Y3 = o 
z3 = o 
x4 = l 

Y4 = o 
z4 = o 

x23 = O 

y 23 = o 

z23 = O 

x24 = O 

y 24 = ú 

z24 = O 

l. - . 
E 

bl. 

b2 

b3 

º4 

b5 

b6 

b7 

b8 

bg 

bl.O 

bl05 

bl06 

bl.07 

blOél 

Matriz 1 k 1 = l. fon/cm. 

l. 

l. 

l 

l. 

l 

l. 

l. 

l 

l. 

l. 

l. 

l. 

l. 

l. 

l. 

l 

l. 

1 

l. 

l. 

l. 

l. 

119 
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Paso 4) Encontr~r los desplazamientos externos me.liante la 

sol.ici6n :!el sistán:a Je eCuRcione s. 

IPI 1 K l· 1 di 

dxl = 5.1624::;4 ix9 = 2 .206lE4 dxl7 5.2364E3 

dyl 7.324lE3 dY9 5, 7l43E3 dYl7 4.2259E3 

dzl = -7.5919El CÍZ9 = -2.0466E2 dZl7 = -3.876lE2 

dx2 5,1980E4 dxlO = 2.2065E4 dxl8 5.2365E3 

ªy2 = -7·3754E3 dylO = -5.7l43E3 dyl8 = -4.2259E3 

dz2 = -2. 4948EO dzlO 2 .Ol33E2 dzl8 3.8747E2 

ªx3 = 5.l624E4 dXll 2 .206lE4 dXl9 5.2364E3 

dy) = 7 .)24lE3 dyll 5.7lOE3 dYl9 4.2259E3 

dz) = , 7. 59l9El dzll 2.0466E2 dz19 ).876lE2 

dx4 = 5,1980E4 dXl2 2,2065E4 ªx20 = 5.2)65E3 

dy 4 = - 7. 3754E3 dyl2 = -5.7l43E3 dy 20 = -4.2259E3 

A dz4 = 2 ,4948EO dzl2 = -2.0l33E2 dz20 = -3.8747E2 

E d x5 - ),6l33E4 úxl3 = l.2046E4 dx21 = l.3347E3 

d = 
Y5 

6.924ciE3 dyl3 5,4Q63E3 dy21 = 2.3278E3 

d z 5 = -l. 7l 71E2 dzl3 = -4.2814E2 dz21 = -4. 5l25E2 

dx6 = 3.6097E4 dXl4 = l.2045E4 dx22 = l.3347E4 

dy6 = -6.92l7E3 dyi4 = -5.4063E3 dy22 = -2.3278E3 

dz6 = l.9288E dzl4 4.2863E2 dz22 4, 5l22E2 

dx7 = 3.6l33E4 dXl5 l.2046E4 dx23 l.3)47E3 

dy7 6.9246E3 dyl5 5,4Q63E3 dy23 2.)278E3 

dZ7 l.7171E2 dzl5 4.2814E2 dz23 4.5125E2 

dx8 3.609'7E4 dXl6 l.2045E4 dx24 l.3347E4 

"ye = -6.92l 7E3 dyl6 = -5.406.3E3 dy24 = -2 .327BE3 

dz8 = -l.9288E2 dzl6 = -4.2868E2 dz24 = -4. 5l2'7E2 
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pqso 5) Cálculo dé las Jef'ormncionos en 1-:¡3 bqrras. le 1 

1 el = 1 ª 1·1d1 

ª1 = l.0658E5 0 20 = 2.5722E5 e
39 

= -l.3612E5 

ª2 = -l.4530E3 0 21 = -l.9200E2 9
40 = l .l984E5 

ª3 = l.0658E5 9 22 = -2. 5687E5 9 41 3.6309E5 

ª4 = -4.5501E4 6 23 l .l314El 0
4a = -3.6221E5 

ª5 = -5.8761E4 "24 l.l314El 9
43 = -3. 6221E5 

""6 = -5.8761E4 9 25 
3,5QQOEl 9 44 = 3.6309E5 

ª1 = -l.0890E4 8 26 2.3249E5 8 45 = 5,5992E5 

ª8 = l.l576E5 9 27 3,5QOOEl e46 = -5·5997E5 

ª9 = -l.0890E4 8 28 = -2.3256E5 e 47 = -5.5997E5 

e10 = -l.0299E5 9 29 3,970JEO 9 43 = 5°5992E5 

9 11 3.18ó2E3 8 30 3.9700EO 9 49 = 6.7019E5 

0 12 3.1862E3 9
31 = -6.0201EO e 50 = -6. 7018E5 

9 13 l.2180E3 9
32 = 2.7076E5 e 51 = -6. 7013E:5 

el4 l.2081E3 8
33 = -ó.Ol99EO 9 52 = -6.7019E5 

9 15 = l.22lOE3 0
34 = -2.7074E5 6 53 = 7 .324'3E5 

8 16 = -l .2278E5 9
35 

3 .2l47E-5 e 54 = -7.3248E5 

9 17 = -l.697lE2 ªJo 3.2147¡,;_5 e 55 = -7 .3248E5 

9 18 = -l.697lE2 9
37 l.l984E5 6 56 = 7 .J248E5 

9
19 = -l .9200E2 9 33 = -l.3612E5 9 57 = 7,5776ES 
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e 58 = -7.5776E5 ªao = 2. 4l26E5 ª102 = 6.ll73E4 

e 59 = -7.5776E5 ªa1 8.9l43E4 8 103 = l.9673E5 

6 60 = 7.5776E5 e82 = -9 .0033E4 6 104 = l.9673E5 

0 61 = -2.3l99E5 e83 = -2 .4049E5 8 105 = 6.ll73E4 

6 62 l.922ilE5 e84 = -2. 4049E5 e106 = -6.ll66E4 

9
63 3.9486E4 8 85 = -7.3682E4 e107 = -l.9673E5 

8 c4 = 3.9486E4 ª8ó 7.3829E4 e108 = -l.9673E5 

9 65 l.9228E5 8 87 l.8077E5 

e66 = -2.3l9:lE5 ªas l.8077E5 

8 ó7 = -2 .2797E4 ªag 7.3829E4 

6 68 = -2 .2797E4 8
90 7. 3682E4 

e 69 = -2.0994E5 6
91 = -l .8090E5 

8 70 2.1433E5 6
92 = -l.8090E5 

º11 l.2197E5 8
93 

= -6. 5644E4 

8 72 .L.2197E5 9
94 6.5619E4 

9
73 

2 .l433E5 6
95 

l.4428E5 

8
74 = -2.0994E5 ª96 l. 4428E5 

6
75 

= -l.25llE5 0
97 

6. 5613E4 

8 76 = -l.25llE5 8 98 = -6. 5644E4 

9
77 = -9.0033E4 9

99 
= -l. 4426E5 

8 78 8.9143E4 e100= -l. 4426E5 

8
79 

2 .-4126E5 e101 = -6 .lLo6E4 
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Paso ti) Por Ley de Hooke se conocen los esfuerzos en las ba-

rras debidos :', sus deform·,cio::a s. 

1111 J'k,,l ·le J 

Fl· 3.55273E+02 1120 6.4304lE+02 F 39 -4. 53729E+02 

F2 -4.86729E+OO 1121 -4.8l445E-Ol F40 3. 99472E=02 

F3 3.55277E+02 F22 -6.42l68E•02 F 41 l.2l031E+03 

F4 -1. 51671E+02 F23 2,24316E-02 F42 -l.20737E+03 

F5 -l.38500E+02 F24 2 .19813E-02 F43 -l.20736E+03 

F.- -1 • 38 506E+02 F25 7.44629E-02 F44 l.2l032E+03 
b 

F7 -3.62969E+Ol F26 4.ó4968E+02 B'45 l.83785E+03 

Fa 3.85851E+02 F27 7. 54395E-02 F46 -l.83803E+C3 

Fg -3.63086E+Ol F28 -4.65ll2E+02 F47 -l.83803E+03 

F10 -3.43299E+02 F29 -7.7685lE-04 F 48 l .83786E+03 

Fll 7. 51138E+OO F30 -l.51054E-C3 F49 2 .l 9982E+03 

Fl2 7.5l378E+OO F31 -l.42212E-02 F50 -2.19981E+03 

Fl3 4.06250E+OO F32 4. 51266E+02 F51 -2.19980E+03 

Fl4 4.02707E+02 F33 -l.29395E-02 F52 2.19983E+03 

Fl5 4.07031E+OO F 34 -4. 512 41E+02 1'53 2, 40426E+03 

Flb -4.09248E+02 F35 -b.25796E-04 F54 -2.40426E+03 

F17 -3.97176E-Ol F36 4.42373E-04 F55 -2.40425E+03 

F1a -3.97953E-Ol F37 3·99473E+02 F56 2 .40427¡¡+03 

F19 -4.80469E-Ol 1' 38 -4· 53728E+02 F57 2 ,48724E+03 
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F58 -2.43724E+03 

F
59 

_¿. 48723E+()3 

F¡,0 2.4872~~+~3~ 

F ol - 7. 7329lE~Ó2 ' 

Fó2 6.40933E+02 

Fo3 l. 3l6l 7E+02 

Fo4 l.316l9E+02 

F65 6.40928E+02 

F0b -7.73289E+02 

F67 -7.~99SOE+Ol 

F68 -7.59922E+Ol 

Fb) -ó.99794E+02 

F70 7.l444lE+02 

F7l 4.06545E+02 

F72 4.0o542E+02 

F73 7.l4438E+02 

F74 -&.99795E+02 

F75 -4.l7024E+02 

176 -4.l70l7E+02 

F77 -l.94l74E+02 

F78 l.92251E+02 

F79 5.203l4E+02 

F80 5.20.316E+o2 

,Fai l;g~2~8~+02 
, F 82 . ..:1. 94172E+02 

F83 -5.l8b60E+02 

F84 -5.l8655E+02 

F35 -l.356o3E+02 

Fg& l.359}4E+02 

F87 3.32815E+02 

F88 3,32a18E+o2 

F89 l.35930E+02 

? 90 -l.35óo2E+02 

F91 -3.3307lE+02 

F92 -3.33067E+02 

? 93 -l.04784E+02 

F94 l.04737E+02 

F95 2.30302E+02 

F96 2.30303E+02 

F97 l.04734E+02 

F98 -l.04783E+02 

Fgg -2.30260E+02 

F100-2,J0256E+02 

B101-B.54379E+Ol 

126 

F102 8.74486E+Ol 

F103 2.74799E+02 

F104 2.74800E+02 

F105 8.54460E+Ol 

F106 -8.54369E+Ol 

FlO? -2.74812E+02 

F108 -2.74809E+02 



Paso 7) Comprobando 

Pxl 

pyl 

Pzl 

Px2 

py2 

Pz2 

.Px3 

py3 

Pz3 

Px4 

py4 

Pz4 

enuilibrio. 

IP 1 = 

0.001 

o 
o 

000.09 

0.01 

o 
o 
o 
o 

000.08 

o 
o 

o 

o 
o 

1 al • IF 1 

e< 

""" 
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o 
o 
o 

1000 

o 
o 
o 
o 
o 

1000 

o 
o 

o 

o 
o 



1 ~/ 
257/.50 

2~71.50 

-i,'> _71 -•oo.oo 

6~&· 
2571.'° 

Reacciones en apoyos. 
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C:. o; N C. L, U• $ I. O: N E S 

Es muy amplio el campo del aná

liSi s estructural para lo cual fué necesario tomar un po

co de él y poder desarrollar éste tema de tesis, el cual -

enfocado a estudiar el método de las Rigiieces aplicado 

a annaduras hipercstáticas an su forma matricial. 

En el presente trabajo se tuvo 

especial cuidado en tratar de explicar la metodología pa

so a paso para hacerlo más explicito, con el fin de ~ue 

cualquier persona afin a él, no se complique con pasos t.!!_ 

diosos y para lograr que éste método sea aplicable a pro-

blemas prác{icos los cuales seguramente estarán continu!!Jlle,!! 

te presentándose 'a nivel profesional.· 

Todos y cada uno de los capitU

los incluidos en el pre sen te trabajo tienen un porqué en 

el conjunto global, cada uno de ellos no tendría razón .de 

estar ahi sin el anterior, ya que se buscó en todo momen

to al iniciarse y proseguirse el presente trabajo, en 11,!!. 

ver una metodología especifica, la cual creo es la adecuada. 

En el capitulo I el cual está -

destinado al análisis matricial se explican y efectuan opor.!!: 

ciones y álgebra con matrices como apoyo para las siguien

tes capitules • 
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En el capitulo posterior se to-

can los puntos del análisis estructural enfocados al méto

do de las ~igideceo, el cual se aplica en los capitulos 

sie;uientes, uno en el cual se explican y analizan varios 

ejemplos que en la práctica se podrian encontr!lr, los cua,.. 

les su pueden analizar en el pleno o plenos y en el espacio. 

Con éste presente trabajo se lo

gra introducir un poco más a lo desarrollado a nivel li-

cenciatura. en el campo del análisis estr11ctural y que por 

alguna causa se cree que esta rama de la ingeniería civil 

es muy complico.da; con ésto no quiero decir que es fácil, -

si no que con un poco de imaginaci6n y con estudios de ª!! 

tática y estructuras se puede lograr resolver problemas que 

en un inicio se podrian ver complicauos no lo son tanto. 

Con la presente quiere agradecer 

a mi asesor, profesor y ante todo amigo Ingeniero I. Enri-

que Hernandez Quinto, el haber colaborado con Sil Eq>oyo y p~ 

ciencia para lograr realizar este querido trabajo. 
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Codificado en Basic. 

5 REM PROGRAMA QUE RESUELVE SISWMAa JE ECUACIONES 

10 CLEAR : INPUT "# DE ECUACIONES" ; N 

20 JlI!ll A ( N, N + 1 ) 

30 FOR I = l WN : FOR J = 1 20 N + l 

40 Il.i?UT ">" 
50 NEX'.!' J 1 I 

60 FOR K = l '.ION 

70 T = A ( K , K ) 

A ( I, J) 

CLS :· PRIN '.!' " CALC ••• " 

130 IP '.! = O '.!!!EN PRilli " ERROR " END 

90 FOR J=l WN+l: A(K,J) A(K,J)/T 

100 NEX'.i J 

110 POR I = l iO N; IF I=K füEN loO 

120 '.! = A ( J ,K) 

130 FOR J = l '.!O (N+l) 

140 A ( I,J) A ( I,J) - i"t A ( X,J) 

l5J i~~Á~ J 

lóO Ni:: Xi I,K 

170 CLS: FOil. I= l '.!O N • 

130 PRIN'.iCHR$ (9ó+I) " =" A ( I, N. + l) 

190 NEXi' I 

200 END 
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Codificado en Basio • 

10 RE!'1 CHOLESKY 

20 INPUT "ORDEN" N 

30 G = N 

40 Drr.T K(N ,N) , X(N) , P(N) 

50 PRINT ''MAlliI!l [K) DE RIGIDEZ GLOBAL DE LA ESTRUCTURA" 

60 FOR I = l ~ON :· FOR J = l iO I r PRINT "K(" ¡ I;" , "'; 

J;" ) = " : INI'UT K(I,J)1 :· NEXT J,I 

70 FOR I = l ro N : CLS 

80 PRINT" VEll.iOR [E) DE FUERZAS EXTERNAS 11 

90 PRINT 11 P("; I;") =": INPUT P (I) :· NEXT Y 

100 CLS t PRIN T " Calculfl ndo ••• " 

110 ~'OR I = l ro N : FOR J = l ro I 

120 s =;o 

130 IF J = l THEN 150 

140 k'OR R = l ro ( J-1 ) 

150 P = K(I,J) - S 

160 IF I = J iHEN 200 

170 P = K{I,J) - S 

180 K(I,J) = P/K(J,J) 

S = S + 11'.(I,R) * K(ó,R): NEXT R 
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190 GO!lO 210 

200 K(I,l) = SQR (P) 

210 NEXT J 

220 NEXT I 

230 FOR I = l !lON::S=O 

240 ]]; I = l !ll!EN 280 

250 1''0ll KI = 1 !lO ( I-1) 

260 S = S + K(I,KI) K X(KI) 

270 NEX~· KI 

280 X(I) = ( P(I) -S) / K(I,I) 

290 NEXT I 

300 FOR IP = l WN 

310 I = N - IP + l 

320 X(I) = X(I) / K(I,I) 

330 FOR lCI = l ~o (I- l) 

340 X(KI) = X(KI) - !C(I,KI) K X(I) 

350 NEXT KI 

360 NEX!l IP 

370 PHINT "Vi:C~OR [DJ JJE DESPLAZAi·'.IEmos EXTERNOS DE j,os -

NU.JQS 11 
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380 FOR I = 1 ~O G 

390 PRIN~' "' d("; I;") X(I) 

400 NEXT I 

500 END 
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