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Capitulo 1

Introduccién

1.1 Planteamiento general del problema de dis-
persion en un sistema de dos cuerpos.

En el problema de dos cuerpos podemos siempre hacer la descripcion desde
un sistema de referencia montado en una de las particulas, a la que podemos.
llamar centro dispersor. Cuando la fuerza decrece suficientemente ripido con
la distancia, entonces la trayectoria de la otra particula tiene un compor-
tamiento mds “sencillo” cuando estd lejos del centro dispersor que cuando
estd relativamente cerca de 6. En la teoria de dispersién uno estd interesado
en describir las trayectorias cuando éstas estan muy alejadas del centro, de-
jando de lado lo que le ocurre a la trayectoria en las cercanfas del centro
dispersor.

En ¢l problema de dispersién uno tiene la imdgen de una particula que se
acerca al centro dispersor y que tiene una fuerte interaccidn con éste alrede-
dor, digamos, del tiempo { = 0. Parat — —oo la particula se aproxima
desde distancias muy lejanas y para t = 400 la particula se encuentra otra
vez muy alejada del centro dispersor. Es de interés el poder parametrizar
de manera adecuada la trayectoria cuando ¢t — —co y cuando t — +00. La
manera en que esto se hace es encontrando una dinimica que describa el com-
portamiento asintético de la trayectoria cuando ¢ — oo, Los parimetros
asociados a esa dindimica (que se denomina dindmica libre 6 dindmica cuasi-
librc) se pueden ver como condiciones “iniciales” en { = foo y surge el
prablema de encontrar hajo qué condiciones una solucidn a estas condi-
ciones “iniciales” existe y es iinica. Otro problema que interesa es como se
pueden relacionar los pardmetros asociados a la trayectoria en { = ~00 con
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aquellos en 1 = +o0.

§i ahordamos el problema en el espacio de lus fuses T = RS = {{x, p)}
enlonces se encuentra que los pardmetros que caracterizan el compor-
tamiento asintdtico de las trayectorias en ¢ = foo son puntos de dicho
espacio fdsico. Alora, si ¢l punto {a,b) € T parametriza ol comportamiento
asintdtico de una trayectoria cuando, p. ej., t = —oo entonces uno debe
poder relacionarlo con algin otro punto {x,p) € £ que corresponda al es-
tado de la particula en algin tiempo dado finito, digamos en t = 0. Se debe
entonces construir un operador que relacione estos dos puntos de I; a este
operador se le lama operador de onda (por analogia con su homélogo en la
teorfa de dispersidn en mecdnica cudntica).

La manera cn que ahora uno establece la relacién entre los pardmetros
(puntos en B)! dela trayectoriaen t = —oo —“entrada”— con aquellos de la
trayectoria en ! = 400 —“salida™— no es otra cosa que una transformacién
de & — E. Esta transformacién se conoce como la S-fransformacion (6
S-matriz). Uno construye esta S-transformacion a partir de los operadores
de onda.

1.2 Notacién y resultados preliminares.

1.2.1 Reduccién del problema de dos cuerpos al de uno solo.

Si consideramos la dispersién asociada a la interaccion entre dos particulas,
siendo dicha interaccién dependiente dnicamente de ry — 1y, 7y = 74, 6
derivadas superiores de la diferencia de los vectores de posicién de las
particulas entonces la lagrangiana tendrd la forma:

L=T(R,#) - U(r,i...)
donde 7 = 13— 7y y R es el vector de posicién del centro de masa (con ésto

tenemos seis coordenadas independientes correspondientes a los seis grados
de libertad del problema). La energia cinética es:

T= %(m; +m) R+ T

donde ¢l primer término es la energia cindtica de traslacién del centro de
masa y T' es la energia cinética respecto al centro de masa:

T’v = .-l- (1]2]1"’12 + "l-)i‘!lll) (1.1)

10, mis precisamente, puntos en Lo — cl conjunto definido en la pag. 5.
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siendo ) y r} vectores de posicién relativos al centro de masa.

rimy 4 rem; m:
r;:ri—] LI L CINNP - (1.2)
Comg +my my +my .
y andlogamente
m
th=—1t—r (1.3)
my + mg

Substituyendo (1.2) y (1.3) en (1.1):
I 1 .
(_2_ mymy ), + mymy )2) 2 =

my 4+ my 2my my + my

1/1 1 1o1N?, 1,
) (E+ E) (mu + mz) TEk

donde p = {1/mq + 1/m3)~", Tenemos asf:

my -+ Mg
L= _‘_.....__

R2+ ur - U(r,#,...)

El lagrangiano no contiene términos de R, por lo que el centro de masa se
moverd uniformemente (o no se moverd). Las ecuaciones de movimiento que
contengan a r —o sus derivadas respecto al tiempo— no contendrin a I}
é R. Por lo tanto no serd relevante la informacién de R contenida en el
lagrangiano y podemos tratar a nuestro sistema come un problema de una
sola particula cuyo lagrangiano serd:

L= %/u"z = U(ry#y..)

que corresponde a una particula de masa gt = mymy/(my + my) y posicién
r = ry — 1. Este es ol sistema equivalente de “un cuerpo”.

1.2.2 Trayectorias en el espacio de las fases.

Representaremos cada estado de este sistema mediante un punto en el es-
pacio de las fases R, denotado de alora en adelante como “E”, Este punto
estard representado por el par (r, v}, la posicidn y velocidad de la particula.
Por simplicidad supondremos que su masa ¢ es igual a la unidad, asf que no
distinguiremos entre velocidad y momento.

Ya que hemos definido T definamos Zq, un subconjunto de £ que nece-
sitaremaos mas adelante:

Yo={{r,v}eZ|Vv#0}.
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Definiremos aliora la transformacién —é evolucidn en el tiempo— que
determina la trayectoria por la que se mueve un punto en ¥, de acuerdo al
campo de fuerzas al que estd sometida la particula de nuestro sistema: Sea
U, : T X R — I, la dindmica de inleraccion, tal que :

Ut(f‘o,vu) = (T’(t), U(l))

donde r(t) satisface la ecuacidn de Newton

#(1) = F(r(1)) (1.4)

bajo las condiciones iniciales
r(0) =7, (0)=ug (1.5)

(y donde v(t) = #(t)).

. . . 0 T
También conviene definir ahora S : T x § —» L, la dindmica libre
3 Y
como

.S',(o)(r, v) = (r+ v, v},

1.2.3 Condiciones suficientes para la existencia y unicidad de
la solucidn a la ecuacién de Newton en todo tiempo.

Es sahido (véase [7, p.153] y [], p.149]) que las siguientes condiciones sobre
el campo de fuerza son suficientes para asegurar que Y1 € (—00, 00} existe
una tnica solucion a la ec. (1.4) sujeta a las condiciones iniciales (1.5);
dichas condiciones son:

|[F(r)} € ¢ paratodo r (1.6)
|[F(r) =F(t")| € Dple—1'] si je=r| <1 y Jrl< . (L7)

Supondremos (1.6) y (1.7) a lo largo del presente trabajo.

1.2.4 Existencia y Unicidad de “soluciones de dispersién”
para el caso de fuerzas de corto-rango.

En el caso de fuerzas de corto-rango la descripeién del comportamiento
asintético de las “soluciones de dispersién” es particularmente simple, pues
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dicho comportamiento se puede aproximar satisfactoriamente mediante la
Ce o . .
dindamica libre S,‘ ), Concretamente, si la fuerza satisface

IF(r)l € er 2 paratodo r y e>0 (1.8)
|F(x) - F(y)l

P < Dr* paratodo x,y con (1.9)

- x,y2r y &>0

es sabido, segin se estudia en [2], que a todo {a,b) € Z¢ le podemos asociar
una tinica solucién r({) de Ia ecuacién de Newton tal que

Jim [E(t) - b}
Jim Ir(t) ~ a ~ bt]

H

0 (1.10)
0 (1.11)

i}

(y un resultado simétrico cuando t — +o00). A los parimetros a y b los
podemos ver como condiciones “iniciales” en ¢ = —co para la “solucién
de dispersién” r(f). Podemos reescribir (1.10) y (1.11) en una sola linea,
diciendo que a cada {a,b) € Eg le corresponde un {r{0),#(0)) € T tal que

Jim (00, #(0)) ~ 5a,)) =0 (1.12)

Esta ecuacion sugiere que definamos la transformacién Q_ : Lo — I tal
que Q_{a,b} = (r(0),#0)} donde {r(0), 7(0)} satisface (1.12). Una definicién
andloga tendremos para 1y, en el caso en que t — +o0. A Qy, que como
vemos es un mapeo inyectivo, se le conoce como el operador de onda, En [2]
se establece también el siguiente resultado:

Q= lim U8 (1.13)

1.3 Objetivo y estructura de Ia Tesis.

El objetivo central del presente trabajo es presentar la generalizacién de los
resultados para la fuerza de corto-raugo que liemos descrito arriba, para el
caso de fuerzas de largo-rango, i.e., cuando la fuerza tiende 2 cero cuando
r— oo comor!" (1> a>0).

En este sentido, ol presente trabajo (y particulanmente los capitulos dos
y tres) serdn un estudio y andlisis de la investigacidn Uevada a cabo por
Ira. W. llerbst en {1}, donde aborda la tarea que hemos mencionado en of
piarrafo anterior, (Véanse las “Notas™).
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Esencialmente, queremos exponer como se puede construir una dindmica
cuasi-libre {como se verd, la dindmica libre ya no funcionara en este caso)
que describa bien ¢l comportamiento asintdtico de la “solucion de dispersion®
cuando t — oo, asi como exponer como se puede construir un operador de
onda andlogo al que hemos mencionado arriba y que sea una transformacion
canonica,

En el capitulo dos, con el cual se inicia propiamente la tesis, discuti-
mos la construccién de la dindmica cuasi-libre E‘l(o) (ue aproxima bien el
comportamicnto asintStico de las soluciones de dispersién y que permite
caracterizarias mediante un punto {a,d) en T de manera andloga a como
ocurre en ¢l caso de fuerzas de corto-tango. Se define también, provisional-
nmente, el “operador de onda” Wy que satisface una ecuacién de la forma
(1.12), a saber, la ec. (2.45). Este Wy no satisfacerd, sin embargo, una
ecuacion como la (1.13) y tampoco serd (en general) una transformacion
candnica. :

En o capitulo tres discutimos la construccion de otra dindmica cuasi-
libre que permita construir asu vez el operador €4 que cumpla tanto con una
ecuacion de la forma (1.13) como con la exigencia de ser una transformacién
candnica. Para cllo necesitaremos hacer mis restrictivas las condiciones im-
puestas sobre el potencial, Discutimos también en este capfiulo el concepto
de complctitud asintética.

En el capitulo cuatro estudiamos la S-transformacion para el caso de
fuerzas de corto-rango. Aquf el objetivo s solamente ilustrar como se apli-
can las nociones desarroiladas en los dos capitulos anteriores sobre ol ope-
rador de onda para la caracterizacion de la S-transformacion y ol desarrollo
del concepto de seecian eficas de dispersidn.

I} capitulo cuatro estd esencialmente basado en ef estudio que de la
S-transformacién hacen Michael Reed y Barry Simon en [3, sece. XI.2}.

Fn el apéndice se dan algunas definiciones importantes que se utilizardn
a lo largo de toda Ia obra, asi como algunos teoremas de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias y un teorema de anilisis no-lineal que necesitaremos.

Finalmente, en las “Notas” (pag. 75} detallamos las referencias biblio-
grificas en las que se basan cada una de las partes de este trabajo.



Capitulo 2

Caracterizacion de las
soluciones de dispersion

2.1 Existencia y Unicidad de soluciones de dis-
persion bajo fuerzas de largo rango.

En este capitulo vamos a estudiar las soluciones a la ecuacidn de Newton:
(1) = F(x(1))

donde el campo de fuerza satisface las siguientes hipdtesis:

Fix) = ~(OV)) con Jin V(x)=0 1)

IF(x)] < k14X 1>a>0,a" #£entera.  (2.2)
OF(x) ) —2un iy

00 < ki (23)

(Observemos que (2.2) y (2.3) implican las condiciones (1.6) y (1.7),
suficientes para asegurar la existencia y unicidad de la solucién a la ecuacién
de Newton bajo la condicién “inicial” (x({fo), p(t0)) = (zo,po) para un tp
finito.)

La idea central de este capitulo es la de mostrar como puede un punto
{e,p) en I caracterizar el “comportamiento asintético” de Uy{z,p) cuando
t — *o0, donde {x,p} es otro punto de E. Para que podamos hablar de
un “comportamiento asintético” necesitamos que la z(t) en la expresién
{m(1),&(1)) = Ur(r, p) sea una solucién “no-acotada® (cuando ¢ — Fo00) de

0
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la ecuacion de Newton. Deben entonces definirse los subconjuntos £4 ¢ &
tales que si (x,p) € B4 entonces la z(1) sea no—acohda cuando ¢ — o,

Es claro que si E({z,p}) < 0, donde E = 1p? + V() es la encrgia
total, entonces la z(t) estard confinada a una roglon acotada. Asi pues,
en la definicién de L4 es necesario pedir £ > 0. Y, como se verd en las
demostraciones que desarrollaremos en este capitulo, es conveniente pedir
que la energia sea estrictamente positiva. Definimos entonces

Definicién 2.1
Br = {{zo.m) € 1| V(o) + 12 >
{z(t), p{t)) satisfacc l_l_ugnoo x(t)| = oo}
donde (x(t), p(t)) = Uy{zo,po).

Para que una solucién a la ecuacion de Newton sea “de dispersion” pedi-
remos que no esté acotada cuando t — —oo ni cuando t — oo, ambas condi-
ciones. El conjunta de puntos del espacio fdsico que pertenecen a “soluciones
de dispersién” quedard entonces definido como

S,=IDinZ..

Observemos que por conservacién de la energfa p(¢) se encuentra siempre
acotado.

Vamos a ver aliora como podemos caracterizar el comportamiento
asintotico de una solucién de dispersion. Este serd el objeto de los sigu-
ientes dos lemas y el teorema de este capitulo.

Lema 2.1.1 Asumamos (2.1), (2.2) y (2.3). Entonces {Xg,pu) € E4 si y
sdlo si (x(1), p()) = Ui{xo,po) satisfuce:

i l Hisie Y €8 .
bllgxw p(l) ezisle y cs no nulo

Prueba. Haremos la demostracion para £_.
=) Supongamos que p(t) =P # 0. Entonces

pt)=p+y(t) con o) — O

Sea 19 < 0 tal que [y(1)] < Ipl/2Vt < 1.

H t
N /y(t)(ll:ku+/ (1)t
0 to
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donde kg = f§* 7(t) dt; os decir

I/(:'Y(i) dtl < ol + l/‘“o (1) dtl (2.4)

Pero parat <ty: -
‘/ ~,(t)dt| f |7(t)|zlt<l ‘(to—t)
| < fgl0a- (25)

Por lo tanto, de (24)y (2.5):

/o 0 dt‘

1]

l/otpdtir_[: 'y(i)dtl
o0

il = Ikol + 3ltol ~ 311
1811~ Vol + 8ltel — o0

v

v

Y como a(t) = #(0) + f§ p(t) dt, hemos demostrado que fz{t)| — oo cuando
t — —o0; ademds £ = 1p*(t) + V(z(t)) = }p* > 0. Por lo tanto (xo,po) =
(z(0), (0)) € =-.
<) Supongantos quo {20, po) € B_. Entonces fintpe oo |x(2)] = 00 y
E({x(0),p(0})) >

Para probar que ])(f) — p debemaos usar la condicién (2.2); pero para
que nos sca til necesitamos una estimacién que nos diga que |a(f)| ~ (1.
De hecho tenemos que para [¢] suficiontemente grande se cumple

l=(th 2 @Ill (2.6)

La demostracién de esto es un poco téenica, por lo que la dejamos para la
seccion 2.2.

Haremos ver ahora que de (2.6) se sigue que existe ¢ limite cuando
t— —code

¢
) =m +;/" F{r{sY) ds (2.7
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y que este limite define el momento asintético p:

p=10+ /0 ™ Ple()) ds. (2.8)

Sea Ty < 0 tal que (2.6) se cumple para todo { < To. Sean t; < t, < Tp.
Tendremos que si Fj es la j-ésima componente de

M:Q F:i(m(s))(lsl < /::2 |r}(:c(¢))|dq < k‘/:(l . |z|)-1—ads

7} lea {2 lea py=l=a
< k/ x| ds < c/ Jsl ds, ¢ = k(2)™7
t 4

= ca”M(|ta] ™" = ]™) = 0

cuando’ 2,4 — —oo.

Por el criterio de Cauchy concluimos que limy—, o, fi Fj(z(s)) ds existe. Por
lo tanto el lfmite de (2.7) existe y queda definide por (2.8), Restando (2.8)
de (2.7) tenemos, para t < 0:

]
I/_w F(x(s))ds
- ,
k /_ (1 (s (2.9)

{p(t) - p|

IN

Para t < Ty continuamos:

t t
[n(t)—p] k/ Jz(s)| 7 " ds < c/ fs| 71" ds
~00 -0
g ea ™"
Por lo tanto
(1) —p=0(4™"), (|| - o) (2.10)

Y ademds, como p(t) es acotado, tenemos que |p(t) — p] < [p(?)] + |pl < oo
para toda t < 0.

-
! Aquf hemos nsado la férmula clemental f:l" [af=Bds= (A ~1)"" |s|l'ﬂ|, ' B#ly
amty
1 <th <O,
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Entonces el momento asintético p es distinto de cero, pues de lo contrario
tendriamos para || grandes, (abreviando ¢’ = /£):

) < je(d) =

To
st [ pe)ds+ [ Ol ds

< C(] + Cultll—a

ara constantes Gy y ¢ I . Asi, y J 3
vara constantes C " adecuadas. Asf, como a < 1, tendremos que para
|t! — oo serd valida la desigualdad

lt] < 2" 2.11)

Pero (2.11) es imposible para [¢] suficientemente grande. Por lo tanto el
momento asintético es distinto de cero y el lema queda demostrado. O

Corolario 2.1 Sea (xg,po} € T4, {x(2), p(t)) = Ui{xq, po). Entonces
Jim  (Utgr = Us) (%o, Po) = (p*7,0)
donde p* # 0 es ¢l momento asintético de p(t) cuando t — oo,

Prueba.

+r
a(t+7) = 2(1) /, ) ds

47
AN

I}

—too

y es claro que p(t + 7}~ p(t) - 0. O

Una vez establecido el fema 2.1.1 tenemos a nuestra trayeetoria asintética
caracterizada, al menos parcialmente, por el momento asintético p. Una ter-
cia mds de nimeros reales nos permitird terminar de caracterizar la trayec-
toria asintética, como verenos a continnacion.

Lema 2.1.2 Asumamos (2.1}, (2.2) y (2.8). 5i {x,{0), p1(0)), {x2(0), p2(0))

cstdn en Sy y ambas satisfacen

,_liﬂ'mp"(”—p=0; i=1,2 (2.12)
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entonces pare £ — +oo - R

PO -p@O=00") @)
y cxisle un veclor a € N3 tal que
[x1(t) = xa(t) - a] = O(}¢]™). (2.14)

Sia =0 enlonces x;(1) = xo(t).

Prueba. Probaremos la proposicién para (z;(0},p(0)) € E_. Sea A(t) = -
25(t) — 71(1). De la hipdtesis hecha sobre los pi(t) y de (2.10) tenemos

IAW] = [(m(E) = p)+ (1 = p2))] < Ipu(2) = pl + [paft) ~ Pl
= O([Y="). (2.15)

Ya que |A(0)}, |A(0)] < oo y A(t) es continua tendremos que
i,
All) = / A(s) ds + A(0)
0

estd acotada para todo ¢ € [T, 0] y cualquier T < 0 fijo. Y para t — —oo se
tendrd

¢, T
A = /A(s)(ls+k‘g/ O]~ ds + 4]
T t
< ot 4k
Por lo tanto
[A(L)] = O(L + |{]'=*). (2.16)

Pera esto esté lejos de garantizarnos que A(t) tiende a cero cuando ¢ — —oo.
Sin embargo, todavia no hemos usado la condicién (2.3); ahf estd la clave,

Observemos que de la ec. de Newton y del hecho que A() = 0 cuando
1 — —oo (hipdtesis) se sigue

0= [ (Pea(o) - Flar(o)es (217)

Sabemas que F(xy(s8))— F(21(s)) = DF(£)(22(s) - z1(8)) donde £ estd entre
o2 ¥y 1. Ya que tanto z;(s) como x1(8) cumplen con una desigualdad de la
forma (2.6) tendremos que la condicion (2.3) implica

[F(z2(8)) = F(za(s))] < AL+ 1s))727%| A(s)].
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De (2.17) tendremos entonces

1ags)

m (2.]8)

aoi< [

Probaremos ahora que |A(t)] estd acotado para todo ¢ < 0; razonamos
por induccién. Sabemos, de (2.15), que

IA@® = 0311 (2.19)

con n = 1. Asumamos (2.19) para un u arbitrario pero bajo la condicién de

que 1 ~na > 0. De la misma forma en que demostramos (2.16) tendremos
ahora que

lA@)] = 01 +s'7). (2.20)
Para t < 0 tendremos, de (2.18),
i H
aansp [ M ap [ prt-osie
= i+ Da] M ef=0# 00 = o(jgf=0t1ley - (2.21)

asf que iterando obtenemos que JA(2)| = O(1 4 |{|="*Y con 1 = n'a < 0y
por lo tanto |A(2)] estd acotado para todo ¢ < 0,
Pero si JA(s)] es acotado entonces (2.18) implica que para ¢ — —o0

. t
AW " [ 1o ds = 011 (222)

asi que hemos demostrado la mitad del teorema, Por otro lado observemos
que si ¢ < 1y < 0 tendremos

t, t2 ta
I A(s)dsls / IAs)l ds < ¢ / a1 ds
3] 4y 1

(A P I B

cuando 1y,42 — —co. Por lo tanto (criterio de Cauchy) existe e tal que
JA(2) — af o, By se cumple

L,
A1)~ a] = |/_m A(s)ds| = Ot~ (2.23)

cuando [ — —o0.
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Queda sélo por demostrar que si @ = 0 entonces A(¢) = 0. Asumamos
a = 0. Sea [|Ajlr = supicr |A(1)]- Para T suficientemente negativay t < T
veremos que {2.18) implica

- i .
1A < Blafr /_ s
t
<Al [ e ds= ol @)

Y como, de (2.23)

t o, t

600 =|[_ A < slae [ it
= A" Allrk™ < B Allr (T~

enonces, para T suficientemente negativa,

llallr < pllAlly

con p < 1. Entonces A(t) = 0 para tode ¢ < T y la unicidad de la
solucién a la ecuacion de Newton nos dice #(2) = z2(1). Esto termina
la demostracién. O

Veamos qué es lo que nos dice ¢l lema 2.1.2. Todas las trayectorias con
el mismo momento asintético p forman una cierta “familia” de trayecto-
rias. Si conocemos un miembro 26(1) de esta familia entonces cualquicr otra
trayectoria con ol mismo momento asintGtico queda caracterizada de manera
univoca por el vector a € R tal que

a= l_lix_nw(z(t) —z0(1)) (2.25)

Como hemos visto en la introduccién, en el caso de fuerzas de corto
rango, la zo(t) en (2.25) puede ser sustituida por la “dindmica libre” pt,
pues en ese caso existe el lim,_o(z(2) — pt) y este determina de manera
univoca, junto con el momento asintdtico, a la trayectoria z(t).

Vamos a tratar de construir, para el caso general de fuerzas de largo
rango, una funcién z~(p,t) andloga a la dindmica libre tal que el limite

Jim (&(0) = 2 (0, 1) (226)
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exista y defina de manera vnica, junto con el momento asintético p, la
trayectoria z(1).

Podemos decir que nuestro trabajo ya estd hecho, pues una zg(t) que
satisfaga

o) =p+ [ Flaalt) e

serd un miembro de la familia de trayectorias con momento asintético p
que garantiza la existencia del limite (2.26) con 2~(p,t) = zo(t). Pero
obviamente no es interesante definir la 27 (p,t) de esta manera, pues no
simplificaria en nada la descripcién del comportamiento asintético de la
trayectoria.

Sin embargo, podemos iterar (2.27) mediante una sucesién de funciones
{2z (p,1)} tal que z5 (p,1) sea la dindmica libre pt y tal que todas las 27 (p, 2)
pasen por el mismo punto (digamos, por el origen) en ¢t = 0,

Toda esta discusion se aplica también, claro estd, al caso t — 400,

Asi, definamos la ecuacién de iteracién

‘ I}
)= p+L F(2Z_(p,8)) ds (2.28)

bajo las condiciones z5(p,t) = p, 2Z(p,0) = 0.
Demostraremos en el siguiente teorema que no es necesario llevar la
iteracion hasta infinito y que podemos hacer

=*(p,1) = 25(p1) (2.29)
donde N = {1/a].
Teorema 2.1 Asumamos (2.1), (2.2) y (2.3). Entonces para cada® (a, p) €

Lo cziste un tnico (xT,pE) € Sy tal que Uy(xE, pt) = (x(*w)(t), :'(ﬁ'p)(t))
salisface

Jim |i<§;'p,(t)— pl =0 (2.30)
‘_Iii\oolxam)(t)—z*(p,t)—d =0 (2.31)

E inversamente, si xi,pi' € L4 entonces U, x*, £y = (xE (), %E (1
: o+ Po a:Pg (np)\* /1 X(a,p)
para algin tinico (a,p) € 5.

25 = S\((z,]l) |p=0}
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Prueba. Haremos la demostracién para { —» —oo y omiliremos el superindice
= para que ésta sea mds legible. Para la prucha necesitaremos establecer
una estimacién parala diferencia entre z2y(p,t) y zv_1(p,t) para]t] grandes,
asi como una estimacién de la forma en que tiende a infinito [2y(p, ¢)] cuando
t — —o00. Se puede demostrar que si [p| > & > 0 entonces existen ¢,6 > 0y
to < 0, todos dependiendo de ¢, tales que para todo ¢ < {g
lz2n(p,t) =z (pt)] < et Ne (2.32)
(.l 2l (2.33)
La demostracién de esto la dejamos para la iiltima seccién de este capitulo,
lema 2.2.2.
Definamos ahora C'r como el conjunto de funciones y : (~co0, T] — R3
que satisfacen [|yllr = supge o) [8(t)] < 1. CT es entonces un espacio

métrico completo, Definamos el mapeo 9, 7(y} como:
t T
(honr @O = [ [ [Flantps) +a+9() = Flawoa(m)ldodr
~00 J=~00

(2.34)
para ¢ < T. Vawos a utilizar las ecs. (2.32) y (2.33) para probar que 9,7
05 un mapeo contractivo de Cr sobre si misma para una T suficientemente
negativa. Sea F(y,s) el integrando de la ec. (2.34) con y € C'p:

I(y,5) Fzn(ps)+at y) = Flanoi(p, 5))
[P(zn(ps) + a+y) = Flzn(p )]+
HF(n(p8) = F(an-1(p,s))]
De la condicidn {2.3) y la ec. (2.33) tenemos, para |s| grandes,
IF(z(p,8)+ sk 9) = Flzn(p, ) € kalol ™2 e + 1]
Como y € Cr, |a + y| estd acotado y tendremos
[F(zn(pys)+ aty) = Flan(p,s))] < kals| 72 (2.35)

Por otro lado, de la ec. (2.32) y la condicién (2.3)

|F(zn(p, ) = Flzna(pys))l < kals

Como 1 —= N > 0 entonces, para |s| suficientemente grande, la suma de los
miembros izquierdos de (2.35) y (2.36) pucde ser adecuadamente estimada
por un término con la misma forma que el miembro derecho de (2.36). Asi,

(g, )| S er]sf~1= (V41 (2.37)

—2—nc,SI1—Nn (2.36)
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Por lo tanto,
Wapr()lir < eof T =V H1e (2.38)

De manera andloga consideramas |4 5, 7(42) = Va,p,7(¥1 )} con g1, 42 € C'p.
De (2.33) y la condicién (2.3) tenemos, para |s] grandes,

[F(zn(pys) + @ + 32(s)) = Flzn(p, 8} +a+ g9l £
< kalsl ™ Jya(s) = w1(s)|

por lo que

W p.r(112) = Yo p,{wliT < €2l T1™ g2 ~ willr (2.39)

Si escogemos T tal que e T[\-(WH1)™ < 1, eqlT|~™ < 1 entonces (2.38) y
(2.39) nos dicen que ¥, ¢s un mapeo contractivo de C'r sobre si misto.
Por el principio del mapeo contractivo, teorema A.1, 9 p tiene un {inico
punto fijo y € C. Definamos

2(ap)(t) = 2n(m 1) + a4 3(1) (2.40)

con ¥ ol punto fijo de g5 en C'r. Entonces
t
Fapt)=p +/ Flzy_ifp, 8)) ds+
t
+ [ [PGnn )+ o+ o) = Flawa(m )l ds

= ;JJ,-/-tm Flz( py(#)) ds (2.41)

asf que z(q)(2) satisface la ec. de Newton. (2.30) se sigue inmediata-
mente de (2.41) y (2.31) se sigee de que |y(2)] — 0 cuando t — —o0, en
“virtud de la ec. (2.34) y de que y(1) = Yupr{y(f)). Entonces existe el
{x5,70) = (¥(a,p)(0), #(a.(0)) buscado. Este punto es ademds iinico, pues
sino, sea (2'(1),#'(1)) = Ulag’,pg’) con (1) —» py 2'(t)~zn(p,t) —a — O.
Tendremos entonces que #'{t) ~ 2, (1) — 0 y el lema 2.1.2 nos dirfa
(zo'sp5') = {zg 1 pg )

Finalmente, si {xo,p0) € L_ queremos encontrar {«,p) € Lo tal que si
{z(t), p(t)) = Ur{wo, po) entonces

1]
(=}

Jim{p(t) - ol
‘limwjz(t) ~z(p,t) - q

)
=]
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Por el lema 2.1.1 existe p # 0 tal que p(t) — p, asf que sélo falta encontrar ‘a’.
Sea b cualguier clemento de £2 y asociemas a la pareja (b,p} la trayectoria
2()(2) tal que cumple con ecuaciones de la forma de (2.30) y {2.31); en
particular la correspondiente a la primera, je. liyeos {2 ()~ pl= 0, ¥
ol lema 2.1.2, nos dicen que existe ¢ tal que

feppm(t) ~2(t) ~ cf — 0. (2.42)

Sea a = b~ c. Afirmamos que ésta es 1a ‘e’ que necesitamos. Por lo pronto,
Ta primera parte de esta demostracion nos permite asegurar que a la pareja
{4, ) Te podemes asociar la trayectaria 3g, 5)(2) tal que se cumplan (2.30) y
{2.31) (para i ~ ~00). Asi que basta demostrar que x(, (1) = 2(t). Pero,
sogin hemos dicho,

!z(n‘p)(t) ~2(p,t) ~ “I -0
¥ ya teniamos

fe,() ~ 2(p,t) = b — 0.
Estas dos iitimas expresiones implican

I:l:(,,’p)(t) - :c(,,‘,,)(t) +ecf—0 . (243)
Entonces, de (2.42) y (2.43),

[2(1) = 20y £ l2(ap)(t) ~ 2plt) + cl +
+ 2, m(2) — 2(t) — ¢f o 0

v, otra vez por of lema 2.1.2, #(1) = (o )(1). Esto termina la domostracion
del teorema 2.1. O

El teorema anterior nos permite parametrizar (6 caracterizar) las trayec-
torias no acotadas para t — too mediante la dindmicn aprozimada E‘(O),

E0,B) = (ot 25(B,1), B), 4t >0.

Y asf el teorema que acabameos de demostrar se puede parafrasear diciendo
que para toda trayectoria (z%(t), p%(2)) no acotada {en t = 4o0) y con
energia positiva existe un (vinico) punto {a,p) en T tal que

Jim (e (0),5%(0)) - B a,p)) = 0 (2.44)
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Y como hemos establecido también que a cada (a,p) € Zg le corresponde un

(iinico) punte {x*(0), p*(0)) tal que (2.44) se satisfaga, podemos definir el

mapeo Wy (a, p) = (2§, 5%) donde (2, p¥) satisface (2.44) (con 2%(0) = z,

pE(0) = p¥). La ec. (2.44) se escribe entonces como

Jim (U - E®) =0 (2.45)

Enumeraremos a continuacién algunas propiedades importantes de la
e . 0
dindmica aproximada E,( ),

1. Es una transformacién que preserva la medida.
En efecto, E,(O) es una translacién, que depende solo del momento,
de la coordenada espacial, Entonces el determinante del jacobiano
asociado a esta transformacién es igual a la unidad.

2. Conserva el momento.

3. Conmuta con la. dindmica libre® 51(0).

En efecto, S,(O)E‘(o)(rw,ﬂ) = {o+ 22(8,1) + ft, B) = E,(O)(n +At,0) =
EPS5Oa, p).

Por atro lado, el mapeo Wy definido arriba tiene la propiedad:
U Wy = Wi s (2.46)
o bien Wy = (/_gWi.‘)',m). Esto serd cierto si y sélo si (ec. (2.45)),
. 0 :
im (0[U- w5~ E@) = 0 (247)
Pero:

UU_ WSO - B

U, Wi S - B

(Ut Wi 8O - U, 5O) 4
+(U WS - E@ 5O 4
+HEDS® - ),

350000, B) = (o + 81, B)
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El segundo paréntesis tiende a cero cuando s — Hoo en virtud de (2.45).
Ademds, del corolario 2.1,
(Us-We SO = U SV f) — (-P10)
s—koo
pero (Eﬁo)S,(o) - Eﬁo))(a, B) = (At,0). Entonces la ec. {2.47) es correcta y
la relacién (2.46) queda establecida.

El operador Wy que hemos construido nos permite asociar un punto
{20, p0) de la trayectoria de dispersién con un punto {a,p) de la trayecto-
ria asintética. Esto es precisamente lo que le hemos pedido al operador de
onda en la jntroduccidn. Ademds, la ec. (2.45) nos dice que Wi{@) es el
dalo inicial de la solucién a la dindmica de inleraccion que ¢s asinidlica
ent = foo a la solucion de la dindmica aprozimada que ticnc dato ini-
cial igual a Q. Pero esta es precisamente la manera en que [3, p.8] define
al operador de onda (pero estudiando solamente la dispersién bajo fuerzas
de corto rango). Parece entonces que Wy es ol operador de onda genera-
fizado al problema con fuerzas de largo rango. Sin embargo Wi no es, en
general, una transformacién canénica. En el siguiente capitulo construire-
mos la transformacién Q4 : g — Iy que i satisface este requerimiento
y serd nuestro operador de onda generalizado. Esta construccidn necesitard
establecer nuevas hipdtesis sobre ¢l potencial, Observaremos, sin embargo,
que N+ ¥y Wy coincidirdn para el problema con fuerzas de corto rango.

2.2 Pruebas técnicas para el capitulo 2.

Lema 2.2.1 Asumamos (2.1}, (2.8) y (2.3). Supongamos que x(t) es solu-

cign de la ecuacion de Newton con limy— ~oo|x(2)} = 00 y que B(x{0),%(0)) >
0. Entonces cxiste To < 0 tal que para toda t < Ty sc cumple

x(8)i 2 \/gltl-

Y andlogamente cuando Tmy—. 400 |X(t)] = oo,

Prucba. Haremos la demostracién para el caso t — —oo. Sea /{t) = Hx(t)]?
el momenta de inercia. Tenemos:

i) = (%(%wx):)‘(-x

Sin embargo, en el caso de fuerzas centrales y bajo ciertas restricciones extra sobre el
potencial {1, sece. V], Wy serd una transformacién canénica.
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o0 hien. ‘ - :
mw“;ﬂm Vet
donde =(t) = |x(1)] y &(t) = ;ﬂlx(t)[ # |mx(t)| {en general), También:
)y =% x + |
‘omo & = F(x(t)), E = 4{[> + V, entonces

f=28+x- F(x) - 2V(x).

Ya que® E > 0 ¥ tanto V como x - F tienden a cero cuando z — oo (lo
primera lo hemos supuesto en (2.1} y lo segundo se sigue de (2.2}), podemos
“encontrar Ry tal que |x| > Rg implica que

Ix-F(x)-2V(x)| < E .

Como el Tinty_oo{x(1)] = 00 podemos encantrar alguna #5 < 0 tal que
2{to) > Ra y #lt5) < 0.

Alora afirmamos que =(t) > Mg para todo { < 15, Pues supongamos la
contrario, i.e., que cxiste algiin tiempo anterior a {p en of que (1) < Rp. Sea
ty el tiempo mas grande (menos negativo) de los ¢ < 1y con 2(2) = Rg. Ya
que I( } > E >0 parat € [t;,%] tenemos que i(2;) = z(t1)a(ty) < i{te) =
z(to)i(t) < 0 = #(t1) < 0. Pero coma z(t; +£) > Ro y z(ty) = Ro
entonces £(11) 2 0; esto es una contradiccion. Por lo tanto z(1) > Ry para
todo ¢ < 1.

Eatonces i(t) = E + as(t) donde ge(t) > 0 para tode t € {00, i)
Integrando vemos gque para l < &

i(f)

]

i(to) + /‘ “iryar

1

t
b+ EL+ j' al(r)dr (2.48)
to

donde b es una constante. La integral en el miembro derecho de (2.48) es
evidentemente no-positiva, por lo que

i(1) = b+ Bt — ga1)

"Aqui se vé la necesidad de no haber incluido E = 0 en la definicién de Ty,
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con ga(1) > 0 para todo 1 € [-00,1p). Integrando nuevamente, para t < fo
~ tendremos ‘

1) = I(to)+ / ir R

atbe+ LEC+ (/_];r)(t'r)

y ¢l paréntesis es no-negativo. Asi pues,

)2 a+bt+ LER (2.49)
para todo t < 1 y constantes a y & apropladas. Escribimos entonces
122(t) = a+ bt + 1E1® + ga(t)
donde g3(t) 2 0 Vi € (—00,1g);

» (188)7 (15%0) = ‘izt”,‘w[g,’zu (2.50)

Del miembro derecho de (2.50), el primer término tiende a cero cuando
t » —o00 y el segundo término es positivo para todo ¢ < {g. Por lo tanto
(3E3)71(32%(1)) 2 1 para |{ suficientemente grande por lo que podemos

escribir
E
(01 2 1/ 211 (2.51)

para todot < Tp y alguna To < 0. D

Lema 2.2.2 Dcfinamos z,(p,t) como en la pdg. 17. Supongamos que |p| >
€ > 0. Entonces ezxisten c,§ > 0 y to < 0, que dependen de g, tales que para
todo 1 < 1,

zn(pst) = 2v1(p,1)] < clt)=Ne

<
IZN(pv t)l 2 6|t|

Prueba. Sea 6 = £/3. Argumentamos por induccion. zg(p,1) = pt asf que con
t(o) = —1 se cumple la desigualdad |z(p, t)| > dJt), Vt < tf,o). Supongamos
aliora que para. algun n < N existe t(, < 0 tal que para todo t < tg'),
fza(p )] 2 8Jt]. Sea fu(t) = [ o Flzu(p, 8)) ds.
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Veremos que i,.(t) estd acotado para todo ¢ < 0, asi que tendrd sentido
hablar de la integral f; 7, (t). Veremos luego que, para |¢| grandes, esta inte-
gral no crece mds rapidamente que Q¢! %), y esto bastard para demostrar
luego que |z,41(p,2)] 2 6.

Utilizando la condicidén (2.2),

) t
1<k [ (@4 o) ds (252)
-00
Para t < 1V,
. ¢
10l < k / (14 8]~ ds
—-00
t
< kgt-e / Is|=1=2 ds = ki
-0
con ky = k6~1""a~1 > 0. De hecho, para todo t < 0 obtenemos, de (2.52),

al)] < L/ (am)- “dstk [, ds=h

con &y = ky}t§71=o 4 £li{™| > 0. Por lo tanto tendremos, para < 5,

t . (ﬂ) [
l/ I(s)ds| < ,,(e)(lq 1(8)ds
0 l((l")
&
< l1/ (Is+A1f {sI™"ds
= bt ka(a= 7 I = 1], b= 0 > o,
< byt kgt (2.53)

con ky=ki(l —a)"! >0.
Observamos ahora que z4q(p,t) = fol;.",,“(p,s) ds = f(:[p-{- i,.(.q)] ds.

Asf que
t -
/ fu(s)ds|.
Clomo [p] > 36, de (2.53) concluimos, para £ < t(")

[zngr(p, 0] = &1 + (81t] = L2) + (81t] — kaft]'=).

Escojamos 5" < §) 1al que

':u+1(p\l)l Z l’)“{' -
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S Pt > 16
o b) e s k)4,

Entonces, para todo ¢ < (5" se cumplird

lzugr{p,t)] 2 84} 7 (2.54)

con lo cual queda probada la desigualdad (2.33).
Para probar (2.32) definamos A, (1) = z,(p,1) — zu—a(p;d), n =
1,2,...,N. En el caso particular n = 1 tendremos

Aty = / " Pl s)ds = /' Fpt)ds .
Asi,
. ¢
Aol <k [ Q1+ Ipel) " s,

Esta integral esta acotada para todo1 < 0 y parat < 0 sc tiene
. ¢
1A (1) < l.'lpi"“'/ l] 1= ds = kip~T "o
-00
por lo que, para t < T’ y cualquier T’ < @ fija (digamos TV = t((,”),

A ()] = < egfei— (2.55)

/:A,(s)ds

para alguna ¢; > 0 apropiada. Supongamos ahiora que para alguna n =
1,2,....N = 1 sc cumple

AN < ealt? "

para toda t < tg'). Observamos que

lAnH(t)'

/_!m[F(Zn(I’. 8)) = F{z, {(r, 3))] ds
/‘w |DF(E(s))A(9)] ds

IA

con £(s) en ol segmento que une z,(p, 8) y zu—1(p, ). Por la argumentacién
de arriba sabemos que para todo n = 1,2,... existe 2§ tal que si t < 1"
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se cumplen |z,.(p",‘l.)|,[z,;;1(]),t)| > 8|¢|. Por lo tanto, usando la condicién

(2.3),
. ¢
@1 <H [ (148201805 ds
-00

Por hipétesis de induccién, parat < tg,") tenemos

; t
[Ansi(t) £ dzj (1 + 8Js|)2|s[1 "= ds
=00

con dy = key; luego,

A

. ' D
[Awir (8)] < d2 / (5|72 81~ ds

¢

d / o1 ge g = dysm2me,
—-00

daft" e dy = dy[(n + 1)a) ™

Para todo ¢ <0, |A,41(t)] estd acotada. Entonces, para t < t(o"),

g ¢,
IA"-H(")I < l Oa A"‘H(s) ds| + ‘(")An+l(3) (lsl
0
lg")
" < h(")+/ d'll-‘r("“)“ ds
]
= pn + ,[5[|t|l—(vn+l)n _ “l()n)ll_(“ﬂ)"]
< h(")"*'dﬁltil-(""'”"

(2.56)

conds=dygfl =(n+1)a]>0y 1M yna constante positiva apropiada. Sea

Ca41 tal que
tnil > h(n)“gﬂ)l(n-{-l)n—l + dﬁ'
(n+1) (n)
Entonces, paratodot < ;" ' <ty tendremos
Aun(t)f < cn+1“|l_("+l)n .

Esto prucha laec. (2.32). O

(2.57)



Capitulo 3

El Operador de Onda

3.1 El Operador de Onda como transformacién
candnica.

En este capitulo construiremos una dinimica cuasi-libre, U,(o) , que sea trans-
formacién candnica y que se aproxime a la dindmica de interaccidén Uy su-
ficientemente bien como para que el mapeo §; = U[']U,(o) converja cuando
1 — oot

fs = (-D!!l:]co R
4 seri llamado el “operador de onda”.

Por analogfa con la Et(o) del capitulo anterior pediremos que U,(O’ con-
serve el momento. Esta serd la manera mis sencilla de asegurar que si
Q_{e,p) = {zo,po) entonces ¢l momento asintético de Uy{zo, po} sca p.

Por definicién de transformacion candnica (véase apéndice) necesitamos
construir un hamiltoniano A’ = Ifg + U (Ilg = $p?) asociado con U,(O). Si

. ()
hemaos de pedir que U,( ) conserve el momento entonces la I/ = U(p,t) del I’
no dependerd de z. Las ecuaciones de Hamilton se escriben entonces como

p=0
(3.1)
& =p+V,U(p1)
Entonces U‘(O)(a,p) = (a + z(p,1),p) con
t
2(pt) = pt+ [ V,U(5)ds (32)

28
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Para construir la {/{p, ) que satisfaga (3.2) definiremos la sigulente fa-
wilia_de ‘potenciales’ Ur(p,1). Sea N = [1/a]. (Comoa <1 = N 2 1).
Para k=10,1,2,..., N + 1 definamos

UQ(P, t} =0

@ (3.3)
Gatt) =V (pt+ [ 9p0eca(r)ds) -

y a su vez definamos la familia de funciones z4(p,1), k=0,1,2,...,N como

]
wu(ml) = pt+ / Y, Uk(p, ) ds (3.4)
0

asi que tendremos Up(p.t) = V{zp—i(pyt)} ¥ 2o(pyt) = pt. Finalmente
definamos

(D, t) = zn(pit) (3.5)

U(P,f-) = UN(pv t)

Sustituyendo la definicién (3.5) en (3.4) obtenemos la ec. (3.2), con
lo cual terminamos la construccién de ll,(O) y su Hamiltoniano asociado.
Sin embargo, para que la anterior lista de ‘potenciales’ Ur(p,?) esté bien
definida necesitamos imponer mds restricciones sobre ¢l potencial V que
las que hemos considerado hasta ahora. Ya que! DUi(p,t) involucra a
(D"V)(:r.), para poder hablar de Vpl/(p, s) en la ecuacién (3.2), p.ej., nece-
sitamos cuando menos imponer la restriccion V € CN (7).

De hechio, para poder demostrar que Q4 = limy, 10, i existe y que os
una transformacién candnica, necesitaremos postular las signientes condi-
ciones:

V e N3 (3.6)

(D"V)(z)] < el (3.7)

conn=40,1,...,N+2.
Bajo estas hipétesis es posible demostrar (véanse los lemas 3.3.1 y 3.3.2
en la tilthna seccidn de este capitulo) que se satisfacen las siguientes desigual-
dades, quo utilizaremos en Ia demostracién de los signientes tres teoremas,

ID"Uiip,t) = DRU{p, 1) es la derivada parcial de Ui(p,#) con respecto a p.
{(D"V)(r) = (D2VHr) es la derivada de V() respecto a 2.
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Silp| 2 € > 0 entonces para n = 1,2 se cumplen:

(D" Unsa)(pit) - (D"Un Yoot} < o1+ 1)) (3.8)
[(D"zn)(p,t) < of1 + 1) (3.9)

len(p, )= pt| < e (3.10)

Teorema 3.1 Asumamos (3.6) y (3.7). Entonces eziste la transformacién

Q3! definida como el lim1o Q' 03" es un mapeo uno-a-uno de Ty

sobre Tg. Ademds, si (x;(0),p1(0)) y (x2(0),p2(0)) estdn en L y ambos
satisfacen la ce. (2.12) entonces

0 (x1(0), P(0)) = 03" (xx(0), pA0)) = lim {xa(1) = x2(1),0). (3.11)

Prueba. Sea Uyzg,po) = {z(t),p{t)}. De acuerdo con la definicién de €,
tenemos 71 (o, po) = (U,(D))“U,(z:o,pu) = (U,(O))“(m(t),p(t)) = {(z(t) -
x(p(t), ), p(0)), asi que escribimos

Q7 (v o) = (1), p(1)

con r(t) = z(t) = 2(p(t),1). Si (z0,p0) € T4 entonces p(t) converge cuando
t — Fo0. Nuestro trabajo serd ver que 7{t) también converge cuando t —
+o00. Tenemos:

0= )= OO0 - FE0l00 @)
Pero:
() = Flz() (3.13)
0""1 a .
(P = pit o, —Unip.t) (3.14)

Sustituyendo (3.13) y (3.14) en (3.12):
1) = = AN, DR(L) - %ulv(p(t),t) (3.15)

Por otro lado, como Un4(p,t) = V(z(p,t)),

Wy
Dl)j (7’\")

2i(p, 1)
o (( )) o,

= Rz, ))‘)’o(lf: B (3.16)
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Como 2
I,(Pvi) 6:; +/ a a (zN_](p,.s))ds

y Vizn-1 € C'? tenemos entonces

)= ). (@317)
De (3.16) ¥ (3.17) escribimos
Do, + Ao EEI 0 @18)

Sumando (3.18) al miembro derecho de (3.15):
) = [0 i alp) - Al +
+ (B - G t))] (3.19)

p=p(t)

Como p(t) — p # 0 entonces para |t| suficientemente grande se tendrd
{p(t)] 2 ¢ > 0. Podemos cntonces usar (3.8) y ver que para el segundo
paréntesis en el miembro derecho de (3.19) tenemos

T3, - G0 < (3:20)
Pi
Por otro lado,
[Fx(p(t), 1)) = Fil=(O) < 1D*VENir(0)]
< celmin() {3.21)

donde £ estd entre 2(p(¢),t) y z(1). Sabemos que |z(2}] > |t} para alguna
¢. Para jx(p(t}, t)] observamos:
le(@th ) ~pdh < |a(p(t), ) - 2(p 1) +
+a(p, 1)~ pl]. (3.22)
De (3.9) y la ec. (2.10):
Fe(p(8), ) = «(p, O} < (D, t)]1p(0) ~ p|
< e+ 410 S o1+ 11"
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(n entre py p(t)) y por lo tanto, recordando también (3.10),
|=(p(1),8) - pt] < elt]'~® (3.23)

para || grandes. Esta diltima ecuacién implica que |z(p(1),t)] > ]!}, para
alguna ¢.? Por lo tanto (3.21) implica

[Fi(z(p(1), 1)) — F(=(0))} < clt|=2~*r (1)
y entonces, de (3.9),
& ) Rt - Fe@)]  <dd™=l  (3.24)
O; =p(t)

Observemos ahora que =1 — @ < —a{N + 1) por lo que al sustituir (3.20) y
(3.24) en (3.19) podemos escribir simplemente

[ < eft|~ N (|e(e)] 4 1) (3.25)

para todo |{] > Tp y alguna Ty > 0.

Veremos a continuacién que (3.25) implica que |r(?)| estd acotada. Sea
p(2) = Ir(t)] + 1. Tenemos |5(1)] = |;’l‘3|r(t)|| < |E(t)]. Asi que podemos
escribir (3.25) como

1BCO] < el () (3.26)

Supongamos en lo que sigue que ¢ > To. El caso L < —Tp es andlogo. La ec.
(3.26) implica

t
A1) < p(To) + (‘[r :q—lﬁp(a)da, A=(N+ Da.

2Si esto no es claro para el lector, puede ver la idea que usamos a partir de la ec. (3.60),
pag. 52,
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Entonces, por la designaldad de Gronwali®,

0]

IN

n(To)+C/ gp(To)exp(f —c,,-du) ds

To)+pTo)/ ( exp(/“-%du)) ds

=t

o) - ol fexe (155 (02 - )|

=Ty

asf que:
o) < s (5 (4 - T77)) = (o

1-p
(con ¢g = exp (%ﬂ_—l—)) pues 1— 3 < 0. Esto nos dice que |r(1)| estd acotado

cuando t — %00, como habfamos afirmado. Entonces la ec. (3.25) implica
H)] < =M+ (3.27)

cuando ¢ — Zo0; (N 4 1)a > 1. Entonces, por el criterio de Cauchy,
7() converge cuando ¢ — 0o y hemos demostrado que el lim 400 07} ()
existe para todo w € I3, Definimos Q;’ = limgogoo 07

Probaremos ahora la ec. (3.11) y la usaremos para ver que el mapeo
23! es uno-a-uno y sobre. Supongamos que {z1(0), p1(0)), (z2(0), p2(0))
satisfacen (2.12). Por ¢l lema 2.1.2 tenemos que |py(t) — pa(t)| < clt]~'—=.
Tendremos, usando (3.9), que

fe(pi(1), 1) = =(p2(1), )] < | Dz(a, )]Ipa(2) = pa(2)]
< e[~ = et (3.28)

3La designaldad de Cronwall {10, p.37] afirma que si ¢, ¥ y ¥ son funciones reales
contfnuas en un intervalo 7 :a <t < by satisfacen

t
elt) £ v"(1)+/ x(8)o(s) ds

para todo t € I, con x(t) > 0 en I, entonces:

p(t) € v-m+/

a

x(2)(a) exp (/‘x(u)du) ds, vtel.



para || grandes. Entonces lim 300 [:c(p;(t),'l),—;,’z(pz(t){t)]g:‘ﬂ"‘y substx-r .
tuyendo esto en I D

Q3 (z1(0),p1(0)) ~ 0" {22(0), p2(0)) = %"z e i
= Jim (zl(t)-rz(t) a(pi(h 1)+ 2(poA1), t),m(t) Pa(1))

obtenemos la ec. (3.11). Si ahora Q3'{z1(0),p1(0)) — ' (z2(0), pa(0)) =
(0,0) entonces el lema 2.1.2 nos dice que z4(t) = (1) y entonces

(z1(0), pi(0)) = (22(0), 2(0)) 5

i.e., Q;' ©s UNo-a-uno.

- Sea abora {e,p) € Sg. El teorema 2.1 afirma que existe 3(¢) tal que
i(t) =, P # 0. Pero Q31((0), #(0)) = limpmoo(#(2),3(2)) con #(t) =
&) - :z(:r(t) {). Segtin ya hemos demostrado, existe b = limy4o0 #(2). Sea
#{l) = a- b+ #{!). Entonces

2 {(=(0),i(0)) = (r(1), 4(t))

con &(1) = py r{t) = a cuando ¢t — Foo. Hemos entonces encontrado
w = {2(0),#(0)) € T4 tal que QF'w = {a,p); ie., Q7' es sobre. Esto ter-
mina la demostracién. O

Hemos establecido la existencia del mapeo 03!, y hemos demostrado
que es un mapeo biyectivo, lo cual define el inverso de 7}, obviamente
denotado por 4.

Un paralelismo que existe entre Wy y 24 es que este iltimo también
satisface la propiedad

0250 = 0,04 (3.20)

En efecto. Sea Q31{2(0),p(0)) = {a,p) ¥ definamos, en la ecuacién (3.11),
{(21(0), m(0)) = {=(A), p(A)) ¥ (22(0), p2(0)) = (2(0},p(0}) .

Entonces Q7' {z(A),p(A)} = (a+limi—zeof{z(t+ A) = z(1)), p). Ahora,
del corolario 2.1 (pag. 13), z{t + A) — =(t) — pA. Por lo tanto
Q3 U {(2(0),p(0)) = {a-+PA, 1) = 5005 (2(0), p(0)), lo cual prueba (3.29).

Falta demostrar que linj—400 @ = 14. A continuacién demostraremos
que dicho limite se alcanza uniformemente sobre cualquier compacto K C

To.
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Teorema 3.2 Asumamos (3.6) y (3.7}, Fntonces Q; — Oy cuando t —
too uniformemente en subconjunios compactos de Zy.

Prueba, Sea k' C Zg un compacto y sea ¢ = {e,p) € K'. Vamos a demostrar
que 2_Q = limp_o £,Q uniformemente en K.

Sea {z(1), p(t)} = UN-Q. Introduciremos ahora las funciones 5(Q;t) :
RO x R — RS y G(ar.8): B X § — R que utilizaremos en la prucha:

AQ:) = (By(Q;1).BAQ51))
= {a(t) — 2(p(t),1) - o, p(t) - 7) (3.30)
C ey, 8) = (G, s),Gala, s))  con:
o, s) = 5)—:-2-(02,3) [F(x(ay, 8)} — Fla{aq, )+ a3)] +
+£; (Uns1 - Un) (o) (3.31)
Gofa,8) = F(a(ag,8)+ &) (3.32)

- Aqui 9(z)/0cy es la matriz de los 3(x;)/ 0y, v 8/Fa(Unyy — Un) es el
vector columna de los 3/daq(Unyr — Un).
Vamos a demostrar ahora que se cumple

At =[G+ pQie)0)ds (333

Tenemos @ + B(Q; 3) = {w(s) = =(p(s),8), p{s)). Entonces
GQ+ B ) =[S Fla(r, ) - Plate}+

/] .
+5—(UN+1 - Un)(p S)] = 1(s)
P p=p(s)

donde r(t) = z(t)—z{p(t), 1), segiin habiamos estudiado antes.! Del teorema
anterior, limyn_c r(8) = a. Esto quiere decir que z2{¢) — z(p(t),1) - a =
[t F(8)ds, por lo que

t
M@= [ Gi(@+3Qie)s)ds.

AVer la pagina 30 6 bicn fa ec. {3191,
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Por otro lado: L b
GaA(Q + B(Q; 8),8) = F(z(s)) = i(s)
(j‘.omo lit — 00 p(t) = p entonces p{l}) — p= fiw p(s)ds. Ast:

¢
Br(@0= [ GaQ+A(Qis)5)ds.

Ya que I C Ig es compacto existen ag, po tales que |a| < ao, [p| > po > 0
para todo (a,p) € K. Sea MT, el conjunto de las funciones cont{nuas
7t (=00, T] — R con [|7]lp = sup,g(-o,ry [7(8)| < €, cOn € < po. My 08
un espacio métrico completo, con la distancia definida por la norma ||-{|;.
Para £ < T definamos el operador ¢9 como

A0 = [ 6@+ ds. (3.34)

. Vamos a demostrar que para T suficientemente negativa, ¢? es un mapeo
de Mg, sobre si mismo y que es una contraccién. Para ello hace falta
establecer las desigualdades

G(ey9)] < Co(1+|s)™WHD (3.35)
9 )| < a1+ Jslyoten (3.36)
da

que se cumplen para todo a con ja] < 671 y |ag] > 6, dado cualquier § > 0.
Dejamos la demostracién de (3.35) y (3.36) para la tltima seccién de este
capitulo, lema 3.3.3,

Si (a1, 3} = Q + (s), con ¥ € M7, entonces

lnl € el +m(s) Sag+e
laa] > ol = ra(s) 2 po— €

Escojamos Ia § del lema 3.3.3 tal que 6= > ag+¢,0 < 6 < pg — €. Por otro
lado, sea T suficientemente negativa como para que se cumpla

Cs(a(N 4 1) = 1)1+ [T =N+ < min(1,¢) (3.37)
Dada v € My, t < T y usando (3.35):

T
2 ()] < Cé/ (T4 |3|)'"(N+l)ds
< CilolN +1)= 1)1 4 [T < ¢
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Y dadas 7;,72 € M7, y usando (3.36):
t 110G
[#2n ) = o200l < [ |Gateteh o) mte) = mtel s

con {(s) entre Q@ + 11(s) ¥y @ + ¥2(s), por lo que [1(s)] < 671 y [G2(s)] > 6.
Entonces

Jo%n = %, <
t
<l -l Cs [ (1+18) ™+ ds
-0

< In = nlly Cola(N + 1) = 1)71(1 4Tt —o(V+)
=plnm-nlr, r<l. ,
Asi, hemos verificado que 2 es una contraccién de My, sobre sf misma.
Del teorema A.1 (Principio del Mapeo Contractivo) sabemos eutonces que
9 tiene un tinico punto fijo en Mr,.

Como A(Q;-) satisface (3.33) estamos tentados a decir que 5(Q;-) es el
punto fijo de 2 en M. Para ello hace falta, sin embargo, ver antes que
B(Q;) € Mp.. Sea v = (71,72} el punto fijo de ¥? en Mr.. Lo que
haremos.es ver que 8((2;t) = v(t). Definamos

B Y2(0) +p

) = i) +atz((t)).
Entonces Q +7(s) = (#(s) - z{p(s), 8), #{s)). Como ya(s) = [, F(3(s))ds
entonces [j(t) — p| — 0. Si tuvieramos a) que 3(2) = p(t) y (1) satisface

la ecuacién de Newton, y b) que }2(t) — 2(1)| =, 0 entonces por el lema
2.1.2 tendriamos que

(@(1), 7{t)) = (e(@)p(t)) VEST (3.38)

Y en consecuencia

B(Q:1)

[I]

(2(t) - 2(p(th 1) ~ a, (1) - p)
Mm@t = A1)

Ya que 42(s) = F(#(s)) entonces sélo hace falta demostrar 3(s) = p(s) para
tener a}, Pero

1) = [ [5G0 Platn ) - (ol +

i

i
+o (U UN)(p,s)] ds. (3.39)
op p=ii(s)
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Usando el mismo tipo de calculos que los usados para probar (3.19) (pero
en sentido inverso), Ta ec. (3.39) se reduce a

t
y(t) = /_ [ (s, 0) 4 #()] ds

por lo que 41(t) = =#(B(1),t) + H(t) y entonces &(1) es efectivamente p(t).
Para probar el inciso b), i.e. que |&(t) — z(t)| ,=— 0, escribimos

J5(1) — 2(0)] < 18(1) - 2(t) + 2(p(2), 1) - 2((1),) ~ @ 4 o] +
+ |2 (A1), €) — z(p(2),1)]
< IO+ 1B@Q3i D+ =(3(2),2) ~ =(p(1),8)]| ~ 0
cuando ¢ — —oo. (Aqui hemos usado que limy,_ o (1) = limp—oo p(t) ¥

podemos aplicar (3.28)). Por lo tanto se cumple (3.38) y entonces 5(Q;-) €
M.

Definamos ahora (z{0(s), p(s)) = U.02(Q) = (I,_gUl(o)(Q). Definamos
también

BYQs9) = (s} - 2(pV(s),8) - a,p(s) = p) . (3.40)
Con un cdlculo similar al efectuado arriba observamos ‘
d
5:7(Q:9) = G(Q + B'(Qi s, 9) -
Ademas {()(1), p)(1)) = U, U,(O)Q = {a + z(p,1), p), por lo que

AUQs 1) = (e + 2(p 1) = a(p(e),1) - @, p() - p)
= (0,0)=0.

Por lo tanto:

Qs s) = f:G(Q+ﬂ'(Q;,\),,\)d,\ (341)

Para v € M7, definamos

W)= [ G+ 1) ax.

%t es un mapeo contractivo de M, sobre si mismo, lo cual so vé
con cdleulos andlogos a los que utilizamos con @@, También, si 7(8)(s) es
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el punto fijo de 9! en My, podemos demostrar que G4(Q:s) = v y
entonces 5*(Q; s) € Mr,. Para ello, en analogfa a como lo hicimos arriba,
definimos

#(s) = 1) +p
i) = 1 o)+ata(iBs),9)

y se demuestra que # = j(s) y £(s) = F(&(s)). Se calcula de inmediato que
(&0, 50) = (o + 2(p,1), )

Pero (z(1(1), p(O(1)) = {a+z(p, 1), p) asi que (£0(2), pON(2)) = ({12}, p)(2))
y por la unicidad de la solucién a la ecuacién de Newton con valores ini-
ciales en un tiempo finito concluimos que ¥¥(s) = B4(Q;s) y entonces

ljl(Q;s) € MT,:-

Demostremos aliora que lim—,_ oo "zpq-‘ -9 “ = 0 uniformemente en Q
24(r) - 20| .

para @ € K. Aquisedefine "(,OQ-' -9 “T = SUPye My, [
Tendremos que (3.35) implicas

|2 (1)) - )| =
=|[ eerrmna- [ a@ramnna)

=|[ c@+ a0
S Cla(N +1) = 171+ ) =2 — 0

para todo G € K"y cualquier ¥ € M.
Tendremos entonces:

Jac@iy- 8@, = |#%08@ N - 2484 ),
< [eB@ N - 2@ ), +
+e28(@; ) - 243 Q; )|,
< o)A@y - BQi, +
+ 6 - 8@ ).,

l@ir-p@i, ca-p o2 -, @a2)
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Asf que, en particular, 84(@Q; T) — A(Q; T) uniformemente en @ para () € K,
por lo que
p(f)(T) — p(T) (3.43)

{—~00

uniformemente en K. Ademds, observemos que

BUQT) = Ur(Q) - (=(pYT), T) + a,p)
BQ:T) = UrQ-(Q)- (z(p(T),T) + a,p)

> |Uru(Q) - UrQ-(Q)] < |B'(Q: T) - B(Q T+
+|:r(p(')(T) T)- z((T), T | — 0 (3.44)

uniformemente en @ para @ € I, donde hemos usado (3.43).
Clomo U7 es continua, (3.44) implica que €, o Q_, uniformemente
en@parae K. D

Teorema 3.3 Asumamos (3.6) y (3.7) y seca DQ, la matriz de derivadas
NR):i/0Q;(Q). Entonceslimisoo DYy = DQy uniformemente en aubcon-
Juntos compacios de Lo. Ademds, los operadores de onda Q4 son transfor-
maciones candnicas (continuamente diferenciables) en L.

Prucba. F(x) es continuamente diferenciable. Entonces el teorema A.2
(apéndice) nos dice que {z(s), pl(s)) = Upy (210(2), pH2)) es una funcién
continuamente diferenciable respecto a cada componente de su dato “inicial”
(x0(2), p0(0). Por otro lado, (z0(8),10(1) = UL e, p) = (a+ 2(p,), )
es una funcién continuamente diferenciable respecto a (¢, p), ya que z(p,t)
lo es. Aplicando la regla de la cadena tendremos que (z(!)(s), p(t)(s)) es
continuamente derivable respecto 2 cada componente de Q = (a,p); s de-
cir, t)mf')/(?Q,- &y 0p$‘)/0Q, (s) existen y son contmuas.

Definamos ahora Wm %%— A(') -55— Como x(')(v) = p(‘)(e)

p(t)(q) = Fi(z(1)(s)), entonces \Il“)(s), A(l)(s) satisfacen el sistema lineal de
ecuaciones diferenciales

2= A
(A)
u)(s)_,,(ox)( W)
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donde A2 (s) = 9 Fijdzy (20)(s)).
(Observemos que ASE")(S) depende de ¢ atravez de z{(s).)
Dado (¥{)(0), A1)(0)) € :3%6 x R3%6 definamos

L), AM(0)) = (¥1(s), Al)(s))

la solucién a (A) con condiciones iniciales (¥{)(0), A(0)). Andlogamente
definamos

Ly(¥(0),A(0)) = (¥(s), A(s))

la solucién al siguiente sistemas:

d
V()= Ailo)

p (B)
() = AL (5(0)
donde A(s) = BF, /021 (z(s)).
Observemos ahora que para s € [T, 0]
|A(Q")(s) - A(Q)(a)l =0 (3.45)
— =00

uniformemente en @ € K. En efecto,

.

2
|494¢5) - 4] = ’%;f(f)(z‘"(s) ~2(s))

Sabemos que UrQy — Urfl- asf que (z(T),p")(T)) — (2(T), p(T)) uni-
formemente en @ € K. Entonces max,elml(m(l)(.q) — z(s)) — 0 uniforme-
mente en Q € I y se sigue (3.45). Pero entonces el lema A.1 y el teorema
A3 implican que

si (VO(T),ATY) — (¥(T),A(T)) (3.46)

Lamb =00

entonces  (W((0), AWY0)) = (L)1 (¥ O(T), AO(T)) -
= L7 (¥(T), A(T)) = (¥(0), A(D)) (347)

cuando ¢ — —oo, uniformemente en @ para Q € K.
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Dada v(s) clemento del conJunto de funciones continuas de (=, 7] a.
R5%6 definamas los mapeos 09 y 0t como sigue:®

00 = [ SH@+EMNT NG (348

0%)(s) = L ’m g—g(cg + BN 4 (R)) dA (3.49)

Derivando con respecto a ¢ ambos miembros de Ja cc, (3.41) vemos que
03 /0Q () es punto fijo de O,

Ademds:

1% s[5 (Q+ﬁ‘(A).A)|“r+f’ﬁ a.

Sahemos que B(-) € My, por lo que Ia('(Qi-ﬁ'(/\), N < Co(1H{A) oV +1)
{ver (3.36)) i @ € K. Por otro lado lll’ + 3 “ 1+ “%%“T Por lo tanto

i, < (] o s
(2]

donde p < 1 sc ha definido en el teorema anterior.

Tenemos entonces \
op P
ol ST =k
‘dq k.

Ya encouttamos un punto fijo de @94, pero de O9 no hemos dicha
todavia nada. Demestremos a continwacién que 82 es wn mapeo de My,
sobre si mismo y que ademds es una contraccion. (Aqui definimos M!T‘.ko
cama ¢! conjunto de todas las funciones continuas de (~o0,T} a RE*¢ tales
(e su norma es menor o igual a ko).

Asi, supongamos que ¥ € M., . Tendremos

I@Q(T)(s)l < /’ 5 (Q + B(A), A)||l $ (W) dA
< 1+l / (14 Ppy=t¥+0 gy
<+ ko)p .

%) es la matriz identidad; 4*(2) = B4Q: A).
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Pero:

.\ = Py, P
(1+ko)n—(1+1_p)p =5 ko

asf que ©9 es efectivamente un mapeo de Mf ;. sobre s{ mismo. Es inme-
diato verificar que también es una contraccidn.
Entonces existe y%(s), el punto fijo de @9 en MY, . Demostremos a

continuacion que
9p4(Q:-) -9
T

uniformemente en @ para Q € K.
Para abreviar las expresiones definamos los simbolos H(:) y H*(:) cemo

T 0. (3.50)

T

) aQ(Q+ﬂ(A) X)

') 5-Q-(Q + 8N, 2).

Entonces:

& { ‘g
Q_ﬂ_g% — .yQ(_q)l -

RV ap(Qs2) .
- | /, H(N) (1+ ——03—) A - /_ ) H(,\)(I+7°(,\))d,\‘
<hth+ly (3.51)

donde:

h

I/ ) (1 +43N) dA - /_;11(,\)(1+7Q(,\)) d,\l
| / 1) (1 4 49(0)) dA - / ) (1 +9°(%) dAI

‘ / ) (1 + 9 (gg ”) [ I (14 4°0) d,\l

Estimamos a continuacién cada una de estas expresiones.

v

I

1

nsaepoly [ o moia. @)

Observemos que ol integrando estd acotado por la funcion 2C5(14]A)=*(N+1)
(en virtud de la ec. (3.36)): esta funcién es integrable en (—o0, T). Por otro
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fado, el teorema anterior nos dice que B(A) Rt A(A) (uniformemente en
Q € K), asf que para cada A fijo tendremos que [H'{(A) - H(})] o O En-

tonces el teorrma de convergencia dominada [9, p.91] nos dice que la integral
del miembro derechio de (3.52) tiende a cero cuando t — —o0, uniformemente
en  para Q € K. Es decir,

h o 0. (3.53)

Por otro lado,ﬂ
h< (4] f HYO)dA

< (1+“70“ Cg/ (L4 P)=W4ax — 0. (3_54)2

Y finalmente: -

Iz

IA

“ ﬂ‘(q, - ,YQ '/;T "1(,\) dX .

T

IA

“ MQ’ -1 K (3.55)

Asi que resumiendo (3.53), (3.54), (3.55) y (3.51):

AR ) -1
——— <{1~- Jo(t
l 20 . (1= p)" Jo(t)
donde Jq(t)'bs una funcién que tiende a cero cuando ¢ — —o0, uniforme-
mente para Q € K; i.e., hemos probado (3.50).

Entonces #(Q; s) es derivable (con respecto a Q) y su derivada es pre-
cisamente 99(s). En efecto,

F(Qu9)= [ Tal@UN)ie): sdr + F(@ie),
donde Q(A) = Ao+ (1 -2)Q,é= ‘8‘;{%‘ Entonces, para todo s < T,
AQuis) = [lim B(Qo;s)

i [ Val'@)5)dx+ lim (0ie)
tombo Jo t——00
/D‘ QAN 9)- 64X+ B(Qs s,

i
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donde hemos usado la notacién (Q; s) = ¥9(s). Entonces, en particular,
ﬁ(Qh---ij +A‘-- 'iQB;‘q) =
A
= [ 9@ Qi N, Qeio) - 150X +B(@i9),

asi que .
06(Q;8) _ q
En consecuencia, para el caso particular s = T,
IPQ:T) _ BT __, ,
aQ - aQ t——co

lo cual implica directamente {de la definicién de 8(Q; ) y (@5 -), ecs. (3.30)
y (3.40)):

<(').1:(‘)('I‘) (')p(‘)(T)> - <Bz(T) 3p(T)>.
t—-0

9Q '~ a0 aQ ' aQ

Se cumple entonces la condicidn (3.46),y la ec. (3.47) implica que

9z((0) apt)(0) <Qi0) ()_p(O_))
00 ' 0Q [ == \0Q ' 8Q /"
Es decir:
22(Q) _ 22-(Q)
8Q {—=00 0Q
uniformemente en @ para @ € K.

Sabemos que l/,(o) y U_, son transformaciones canénicas. La composicién
de transformaciones candnicas es canénica [4, p.483). Por lo tanto ; es
transformacién candnica.

En general, sabemos (4, p.485) que si 7 es una transformacién que trans-
forma las coordenadas y = {q,p) en £ = (@, P) entonces T es canénica si y
solo si [Q;, P;], = [¢i, p;]y (donde [+, -] es el paréntesis de Poisson). Como &,
es candnica se tendrd [(Q):, R(Q)jle = [Qir Qslq por lo que

[Q-(Q)2-(Q)le = lim [2(Q):,2(Q);]q
[Ql'tQj]Q'
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Por lo tanto £ s transformacién canduica. O

('on esto lerminamos fa construccién del operador de onda 4. Note-
mos que a pesar de que Dy = limyosn U_,U,(O), no se tendrd (en general)
|inﬁ_.i,,°[ll,ﬂi - U‘(O)] = 0. De lecho, para fuerzas de largo rango, esie
limite cs cumr‘lm’eticamcnte oo {1, p.207]. Sin embargo, para fuerzas de
corto rango, L‘(O) U(O) = S , por lo que Wy = Q4 en ese caso.

3.2 Completitud Asintética.

En esta seccién discutiremos el concepto de completitud asintdtica. De
acuerdo a la definicién que dimos en el capitulo 2, £ es la porcidn del
espacio de las fases que comprende a los puntos cuyas trayectorias no estin
acotadas cuando t — +o00; y una descripeién andloga tenemos para T_.
Sabemos que los operadores de onda Q4. y Q_ tienen el mismo dominio, Z.
Cabe aqui preguntarnos si también su rango es el mismo, es decir, si L
y So coincidon. Se dice [3, p.11] que se tiene completitud asintdtica débil
cuando S4 = ¥_, 6 mds precisamente, cuando todas las trayectorias que no
estdn acotadas en £ = —oo tampoco lo estdn en ¢ = 400,

Por otro lado, quizd existan puntos del espacio de las fases que no se
encuentran ni en ¥4 ni en T_. Excluyendo a los puntos cuya encrgia os
estrictamente cero, los puntos que no estén ni en Ly nien T serdn aquellos
cuyas trayectorias estin acotadas para todo { € (—o00,00). Definimos a X,
como la poreion del espacio de las fases que comprende precisamente a estos
puntos:

Definicién 3.1 Sea (2(1),p(1)) = U(zo,po). Definimos

Sacot = {(-‘Boopo) € I |$(t)| <k Vte(—-o00,00)
y alguna k finita}

Es facil ver (por ejemplo) que si la energfa es negativa para algin punto
q on ol espacio de las fases, entonces la medidd® de T, es no nula. Puesen
alguna hola B alrededor de ¢ la energia seguird siendo negativa, la medida
de B es distinta de cero, y es claro que el conjunto de puntos {{a,b) |
%b2+ V{(a) < 0} estd contenido en o, Ya que hemos asumido que nuestro
sistema es conservativo y el potencial V(r) tiende accro cuando r — oo,

SMedida de Lebesgue.
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Se dice [3, p.1 1] que se tiene completitud asintdtica fuerte, 6 simplemente
complctitud asintética cuando tenemos £\ Lqep = Sy = L.

Para el problema de dispersién de dos particulas clisicas que estamos
considerando, no tendremos completitud asintética 6 ni siquiera completi-
tud asintdtica débil en un sentido riguroso. Pero si estamos dispuestos a
excluir de nuestra consideracién subconjutnos del espacio de las fases que
tengan medida cero, entonces sf tendremos completitud asintética. Esto lo
demostramos a continuacion.

Teorema 3.4 Asumamos las condiciones (2.1), (2.2) y (2.3). Entonces los
conjuntos E_, B4 y T\ T, coinciden salvo conjuntos de medida cero.

Prueba. Utilizemos la notacién (rq ,(2),7ap(t)) = Ui{a,p). Definamos los
conjuntos Ny y N_ como

Ne={(eneS] T lrapltl < oo}

Es decir, B4cot = Ny N N_. Demostraremos a continuacién que’ Ny A
N_) = 0. Paracllo definamos una familia {K,} de subconjuntos compactos
de I, tales que Y32, I, = Ty para toda n, K~y C K2 Definamos ahora
dos nuevas familias de subconjuntos de &, {Ni")} y {N(_")] como

N_(;') = {((L.]’) € EI ("n,p(l-)ii'n»p(t» € K" Vie [O,-{-OO)}
N = {(a,p) € S| (raplt), Faplt)) € I V€ (00,0}

Lo primero que observamos es que Ny = |J, Ni"). En efecto, ya que
el potencial que consideramos no tiene singularidades y estd acotado en oo,
por conservacién de la energla tenemos que |#(t)| estd acotado; digamos
-. . - "
[#®)] €¢ VteR. Como r(t) = r(ty) + [y #(s) ds entonces

[7(O) < [r(to)] + (t - 10) ,

y esto nos dice que [r(t)] debe estar acotado para toda ¢ € [0, 7] y cualquier

T > 0. Ahora, si w € Ny tendremos® Timy—.oo|r{t)] < 00 y por lo tanto

{r(t)] < k para todo t € [0,00) y alguna k finita, es decir, Uyw € K, para

toda t € [0,00) y alguna u; esto significa que w € Ni") para alguna n. Asf,
TALB=(A\BYU(B\A).

8Clontencidn en sentido estricto.
(1), f(1) = Uan
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Ny c U, N_(F"). La contencidn inversa es inmediata. Por un argumento
simétrico tendremos que también N_ = J, N,
Pero entonces Ny \N_ C U, (Ni") \ NS")). En efecto,seaw € Ny \N_..

Entonces w estd en Ni") pata algin ny w ¢ NE") para todo n; i.e., w €
N_S_") \ N para alguna n.

Entonces, para ver que (N4 \ N_) = 0 basta ver que ;t(N_(;')\ NS")) =0
para cada n. Esto es lo que haremos a continuacién. Un argumento simétrico
nos dird que también u(N_\ N;)=0.

Obhservemos que, para toda n,

1N U ¢ N9,

En efecto. Seal € [0,00) y sea k' > L. Sea w € N7, UkNi"). Entonces

U_nw = Ups_yq, para algin q € N,(r") yk-1>0=U_jwe K,y por

lo tanto w € N(_").

2 UN{M c N v,

En efecto. Sea ! € [0,00) y sea w € U;,.Ni"). Entonces Utw = Uigrg
para algiin g € N,(;') = jw € K, y por lo tanto w € N.s,").

Entonces,
o0
r(VENNY < (NN ey
k=1
Pero N\ (2, UkNE? = U2y N{\ UL, A,
o0
WNEANE) € 3 g\ Uy
k=1

Pero el tcorema de Liouville nos dice que u(lh.Ni")) = [I(N_E.“)) asi que

tendremos [t(Ni") \ NS")) =0y, finalmente, (NL AN_)=0.
Definamos ahora £ como

Y=X\{weI|Ew)=0}\N;AN_.

Ya que {p | E{ao,p) = 0} es una csfera que tiene medida cero para cada
ay fijo, tendremos que {w € £ | E(w) = 0} es un conjunto de medida cero,
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Asi, &' es T con dos conjuntos de medida cero removidos. Demostremos
alora que &'\ Zeeor = E'NE_=T'NZ,. Sea w € &'\ Taere- Entonces
wE N, AN_yw g NonN=wg Ny UN_; por lo tanto w estd tanto
en el complemento de N4 como en el complemento de N_. Como E(w) # 0
entonces w € Ty y w € E_. Las contenciones inversas son inmediatas. Esto
termina la demostracién, O

Asi pues, hemos demostrado que, médulo conjuntos de medida cero, ¥
es la unidén disjunta de S y B4 = .. Los conjuntos de medida cero
que hemos necesitado dejar de lado son el conjunto de puntos con energfa
exactamente cero y el conjunto de puntos cuyas trayectorias estin acotadas
“por un lado™ (1 — +o0) pero no por “el otro” (¢ —» Foo). El caso de la
caplura se encuentra en esta tltima clase de trayectorias.

3.2.1 Ejemplo de captura.

Entendemos por captura a las soluciones de la ec. de Newton tales que
1M oo ()] = 00 peto Tirge poofr(2)] < 00. Veamos a continuacién que,
a pesar de formar parte de un conjunto de medida cero, en realidad no es
dificil encontrar ejemplos de este tipo de trayectorias.

Asf por ejemplo, supongamos un potencial V que depende de |r| sola-
mente {campo central). Para simplificar, restringdmonos a fuerzas de corto
rango’® y supongamos que el potencial es de la forma dada por la curva
marcada con I = 0" en la figura 3.1, tal que tiende a cero cuando r — oo
como 727 (¢ > 0). Este potencial es fuertemente repulsivo para distan-
clas pequeiias y débilmente atractivo para grandes distancias. Un potencial
asi es tipico en los potenciales intermoleculares que se suponen en la teoria
cinética.

Como ¢l potencial efectivo V/(r) depende del momento angular [ de la
particula como V/(r) = V(r) +{/r?, es claro que para una ! = I; distinta
de cero, pero no demasiado grande, ¢l potencial efectivo tendrd la forma
que se representa en la curva marcada con “! = [;” cn la figura 3.1, es decir,
presenta un maximo local para algiin r = ry. Sila particula tiene una energfa
(positiva) mayor 6 menor que E, (ver figura) y se aproxima desde infinito al
centro dispersor, entonces alcanzard una distancia minima respecto a dicho

®Para un potencial central general (con V(r) ~ 0 cuando r — oo) observamos: el
potencial efectivo ¥/ para una particula con momento angular & viene dado por Vi,'(r) =
V(r) + 13 /2r%. Supongamos que ro satisface 919, /@r(ro) = 0. Entonces si la particuta
tiene energia Fo = Vi, '(ro) se presentard la captura.
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Figura 3.1: ‘Captura’ en r = »; cuando (EB,!) = (Ey, 1)

centro y después se alejard cada vez mds, tendiendo nuevamente a infinito,
Pero si la encrgia tiene exactamente ¢l valor Ey entonces la particula se
quedard atrapada en equilibrio inestable alrededor del centro dispersor, en
una drhita circular de radio ry; es decir, se presenta la captura.
Observemos que, en el ejemplo que estamos estudiando, para un valor
dado del momento angular existe sélo un valor de la energia (i.e., un sélo
punto y no un continue) que corresponde a la captura. De hecho, para un
valor suficientmente grande de ! (I en la figura), la curva que representa al
potencial efectivo ya no presentard un maximo local sino sélo un punto de
inflexién. Para valores de I mayores que I3, 6 energias mayores que £, (ver
figura), ya no tendremos captura. :

Con esto damos por concluida nuestra discusién sobre la completitud
asintdtica. Quizd la importancia de haberla establecido es que nos va a per-
mitir definir la llamada S-transformacién, que no es otra cosa que un mapeo
que asocia el punto en Eg que representa el comportamiento asintético de la
trayectoriaen t = —oo con el punto en X que representa el comportamiento
asintotico de la trayectoria en 1 — 400, Esta S-transformacién es entonces
Ia que nos va a permitir hacer contacto con la situacién experimental.
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Nos vd a ser imposible, sin embargo, desarrollar en esta tesis una teorfa
completa de la S-transformacion que englobe lo que hemos estudiado en el
presente capitulo. Con un caracter mds bien ilustrativo, estudiaremos en el
siguiente capitulo la S-transformacién para el caso de fuerzas de corto-rango
y bidsicamente estudiaremos el caso en que también son centrales.

3.3 Pruebas técnicas para el capitulo 3.

Lema 3.3.1 Asumamos (3.6), (3.7) y scan xi(p,t) y U(p,t) definidas
como cn la pag. 29. Fntonces dada ¢ czistc ¢ tal que si|p] > € > 0 se
cumplen:

[(Dpxi)(pt)l < el (1) (3.56)
Ixi(mt)—pt| < elt]™® (3.57)
k=0,1,...,.N
11 shieee,
donde {n:l,?, CNt2-k

Prucha. Tratemos de estimar | Dyzyl:

| Dyaalp, 1)) < |0 +

t
/ |DpHV (zi(p, s)) da (3.58)
0

asi que lo primero que necesitanios cs estimar la n + 1-ésima derivada de
V(1) con respecto a p. Para ello debemos establecer la siguiente

Proposicion 1 Lu czpresion I);,'“V (z1{p, s)) es igual ¢ una sumatoria
cuyos Lérminos son de la forma:

m
D2V (zi(p,s)) - [] D&izr(p, )
" i=1 (3'59)
con 1 <m<ntl; Ea;:u-}-l, 1<a;i<n+1

i=1

(c cs una constante que depende de cada término).

Ua ec. (3.56) y la ec. {(3.64) del signiente lema también son vilidos para n = 0,
siempre y cnando pidamos ademis [p| acotado. Ese caso, sin embargo, es irrelevante para
nuestro trabajo,
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" Esta proposicién se demuestra por induccién. Para n = 0:

D,,V(-’Ek([),s)) = D,V(zk(p,ﬂ)) D,,.'Ifk..(p,s)

que cvidentemente es de la forma (3.59). Si ahora suponemos que cada

término de D,’,‘“V(mk) es de la forma (3.59), derivando con respecto a p
obtenemos:

m
DIV (2(p, s)) Dyi(p, s) [[ DSz i(p, o)+
i=1
n
+ eD2V (2i(p, s)) D ailp,s) 1] Diize(p,s) +
=2
bt
n—1
+ D™V (2i(p,8)) ] DFizu(p,s) DamHzi(p,s)
=1

y cada término de esta expresién es de Ia forma {3.59) con n + 1w n42
Con esto queda establecida la proposicion.

Volvamos a la demostracién del lema que nos ocupa. Observamos que
para k = 0 tenemos zo(p, ) = pt y en este caso (3.56) y (3.57} se cumplen
trivialmente para n = 1,2,..., N +2. Asf que basta demostrar que si (3.56)
y (3.57) se cumplen para k y para n = 1,2,...,15 entonces se cumiplen para
E+lyn=12,...,np=1.

En lo que sigue pensemos sélo en el caso t — +oo; por simetria tendremos
el caso L — —oo. :

Reeseribiendo (3.57) observamos:

‘-’IJL(]), t)l

b < 0 (3.60)

Asi que dada ¢ > 0 con £ < |p] existe fg > 0 tal que

zr(p,t
Ipl— I (’)ls

lil Yi>t

5l 2 (-0l |
(a0l 2 cltl, ¢>0. (3.61)
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Ahora las condiciones (3.6), (3.7) y la proposicién que enunciamos arriba
implican, bajo la hipétesis de induccién (con n+1 < ng), que

DIV (zi(p, )| < o1+ (™1 + )™

= Aty
Entonces'?, de (3.58):

[Dpzisa(p,s)l & fl+e(+])'™
< {1+t (3.62)

para toda n < ng — 1. Por otro lado:
t
ferni(p ) =2l < [ 1DV (ailpie))as
t
/0 D2V (2k) Dpi(p, )| ds

t
e [+ 1) =1+ Jf) ds
e(1+ [ty

A

asf que para ¢ grandes:
lziea(p,t) - ptf < et~ (3.63)

Una vez establecidas (3.62) y (3.63) hemos terminado la demostracién. En
particular, para & = N se obticnen Jas ecs. (3.9) y (3.10) de la pégina 30. O

Con base en el lema anterior demostramos ahora:

Lema 3.3,2 Bajo lns mismas condiciones que en ¢! lema anlerior, dada €
cxiste ¢ tal que st {p| 2 £ > 0 sc cumple:

[D Ui (o) = D Ui(p, t)] < e(1 + f)~ o+ (3.64)
con k=01,...,N
n=12,.. ,N4+2-%

2{Jsarciwos fa misma letra, ¢, para denotar las varias constantes que van a ir apare-
ciendo.
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Prucha. Procedemos por induccién sobre k. Para ki = 0 tenemos, :LphC'm(lo
la proposicién de la pag. 51 a DyV{zo(p, s)), que

[D"Ui(pys) = D"Up(pys)| = |D"Ur(p, 5)]
= |DpV(zo(p,s))} < (1 + J8))°

para toda n=1,2,...,N + 2. Supongamos ahora que
| D™ Ui(pyt) = D™ Uimr (s )] < (1 4 [2)~*

paratodan’ = 1,2,...,N4+2—(k~1). Entonces, paran =0,1,...,N+2-k
tenemos:

!
10w = )01 € [ ID¥ (U = Uica )l ds
t
< [(LH1sl)okds < (1418 (305)
0
La desigualdad (3.65) nos ayudard ahora a estimar

D3 Uk (1) = DyU(p,1)] =
= |DpV(aupt) - DpVizam)] 5 (3:60)

pero de la forma general de los términos de DV (2 ) (ver (3.59)) se deduce
que el miembro derecho de (3.66) se expresa como una sumatoria cuyos
términos son de la forma (en valor absoluto):

I " n

D2V (i) [T Diaupt) = D2V (ween) ] Diizaca () <

i=1 i=1
m i
< |p2vieo T Dpautpt) - D2VEO ] D;-'zk-l(p,t)] ¥
i=1 i=1
m m
+| D2V (@) [T DY auct () = D2V (w4ma) ] DS zaca(m,8)] (3.67)
i=1 i=1

Del miembro derecho de (3.67) denotemos por [A] al primer valor absoluto
¥y por | B| al segundo. Calenlamos:

m m
1A] S|PV (=r(p,t )[IH Dyizi(p,t) - H Dyimy. (1) ’ \ (3.68)
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Introducimos ahora la funcién auxiliar

m
f(wh Wa,.. '-wm) = H w;
i=l1
Entonces:

" m

1 Dfci(p, t) - [] Doizr-r(pt)| =

f=1 i=1
Dy ay~Dytziey
ﬂz Cund a2 3
= Df(Eh 03 €m) DP T DP =t (369)

.................

Dgmay— Dy

donde £; estd en el segmento’® que une Dpiza(pt)y D;"zk_.,(p,t). Pera:

lDf(fh---,&n)l=l(H€i e - Hsj)

i# j#2 j#m

y ya que del lema anterior |[;4; €51 < (1 + ™t (h = 1,2,...,m),
entonces

{DS(Erse . a &)} S 1 1) (3.70)
Por otro lado, de (3.65),

}D;-'xk - D;-'a:k_,l <1+ ik @3.71)
asi que substituyendo (3.70) y (3.71) en (3.69), y a su vez (3.69) en (3.68):

0 U I O ) ol S R ) L
= (14 jt)olkn (3.72)

donde hemos usado también las condiciones (3.6) y (3.7) y la expresién
(3.61). Por otro lado, es ficil estimar

[p v i = 2 )(p,0) [ D5za(n.)

1=1

O L it ¢ B ) Sl S A
o1+ feyotk+D (3.73)

BGepmentos de ‘recta’ en un espacio de enando menos... jnueve dimensiones!

1B

in

I TAN
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de las condiciones (3.6), (3.7), laec. (3.65) y el lema anterior. Substituyendo
(3.72) y (3.73) en (3.67) concluimos que

| DU (p, 1) = DU, O] < (1 4 af) et

con n = 1,2,...,N 4+ 2— k. Esto termina la demostracién. En particular,
para k = N obtenemos la ec. (3.8) de la pag. 30. O

Lema 3.3.3 Bajo las condiciones (8.6) y (3.7) definamos G como en la
pag. 35. Para todo a = (ay, a2) con |ay] <871, |ag| > 6 y alguna & > 0 se
cumplen:

1G(ays)] € Cs(1 4 Js])=oN+D (3.74)
!%(a,s) < Cs(1 4 |s)-oN+D (3.75)

Prueha. La prueha es directa pero los calculos son largos.! Comenzamos
probando (3.74):
_|f Gi(e,8)
IGi (e = I( G, )
De la definicién de G:

[CF1(eey 8)| < | Doy, 8)[F(z(a2,8)) = Fw(aa, 8) + eg)]| +
Doy (Un41 = Un)ag,8)| . (3.76)

Del miembro derecho de esta expresién denotemos por |A| al primer valor
absoluto y por | B} al segundo.

AAl < | Daya(az, 8)||F(2(a, 8)) ~ Fla(a, 8) + )
(1 +51) | D2V(€)|len]
(L fsD(1+1s)7% = (1 4 sy
c(1 4 o)~ (3.77)
yaque -1 -a < —afN +1).
|B] < |Dey(Uny4r — Un) (a2, 8)
< (14 |a)m D) (3.78)

M saremos los resultados de los dos lemas anteriores,

A

IN A
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Por otro lado, (usando (3.61)), .._ .

IGo(e ) < |F(z(ag,8) +en)] -
< o+ [} < ot + [of) 7N (3.79)

Las desigualdades (3.77), (3.78) y (3.79) demuestran (3.74).
La ec. (3.75) se demuestra como sigue:

—_ DuuGl DQ’GI
|DG(a2v3)1 - I( Dﬁl("2 D02G2

De la definicién de ¢ tenemos:

Do, Gy = —Doyz(az,8) - DoF(z(0z,8) + 1) - 1

[Dap(t2,8)| 1D F(2(ay, 8) + ay)|
o1+ |s])(1 + |s])~2
{1+ o) (3.80)

= |DoyChl

N IA A

Para D, ,(7y tencmos:
| Do G| < 1A + 1B+ €]
donde |A'}, |B'| y |C'] denotan:
|4 = | D2, (2, ) Flaa, ) = Fla{oa,s) + )]

[B'| = |Daya(es, 8} [D: F(z(az, 8))-
- DJ,F( #{r2, 8} + )] Doy 20z, 8)|
[C'| = D%, (Un41 — Un)(az, s)
Calculamos:
|A'] < e{t 4 1sDIDF(E) ]
< (14 s +1s)727 = e(1 4 |s])1

I3 < e(1+ [sDIDEF(EN|ew](1 + |s])
< o1+ |s))?| D3V ()|
oL+ s [s))7"% = (1 + o))~ 1-
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1C7) < o1+ Jsf) =tV H).

Por lo tanto: ‘
1Day Gl € e(t + Js]) N+ (3.81)
Par otro lado:

|Day Gl = 0 (3.82)

Y finalmente;

|Day Gzl = | Do P03, 8) + @1} Doy a2, 8|

= DagGaf € elDLFY(1+]s])
S 14 [s)7Q A fel) = (T (3.83)

Las desigualdades (3.80), (3.81), (3.82) y (3.83) se resumen cn la de-
sigualdad (3.75). O



Capitulo 4

La S—transformacion en el
problema de fuerzas de
corto-rango.

En este capitulo estudiaremos la S-transformacidn, S, para el caso de fuerzas
de corto-rango. En casi todo ¢l tiempo supondremos ademds que se trata de
un campo de fuerza central. Discutiremos como podemos ‘reducir’ S a dos
funciones (O y T') reales de dos variables reales; daremos {érmulas explici-
tas para estas dos funciones, Discutiremos también el concepto de seccidn
eficaz de dispersidn y su relacidn con la situacion experimental a travez de
la seccién cficaz diferencial de dispersién.

Una vez establecida ln completitud asintdtica (capitulo anterior) tendrd
sentido definir § : 50-) — B4 cama

S{w) = (Q4) 1 {(Q-w)

donde!
=) = (Qi)—l[\:’ \ Sacot] -

Observemos que S(#) estd contenido en So = {{a,p) € S| p # 0} y de
hiecho S(E) coincide con g salvo un conjunto de medida cero. Y ya que Zg

'No confundir T¥! con T4, el conjunto definido en la pag. 10, Eqgeor se define en la
pag. 46 y T’ enla pap,. 48,
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es ‘casi todo’ RY, tendremos que § es un mapeo de RC a R, salvo conjuntos
~de medida cero. Llamamos a S la “S-transformacién”.

Asf pues la S-transformacion nos permite asociar el punto representa-
tivo del comportamiento asintdtico de la trayectoria en ¢t = —oo con aquel
representativo del comportamiento asintética en £ = +oo. Tendremos asi la
siguiente imagen de la dispersidn:

Qw=vp
Q+1] =y =4

Sw=19

Uw

U,(o)w /

U,‘o)n

Figura 4.1: Representacion esquemdtica de la dispersién.

Vamos a estudiar a continnacién, como ejemplo de la aplicacién de los
conceptos anteriores, como se ‘reduce’ la descripeién de S a dos funciones
reales de dos variables reales en el caso en que F' es una fuerza central (de
corto rango).

Supongamos pues, en lo que sigue, las condiciones {2.1) y (2.3); en lugar
de (2.2) supongamos gue
[F(x)| € k(1 +[x)7, € >0

y a la condicidn (2.1) agregemos que V = V(|r]). Hemos dicho ya en la in-
troduccién que la dindmica que describe adecuadamente e} comportamiento
asintético de {as trayectorias de ‘dispersién’, en el caso que nos ocupa, es la
dindmica libre .S‘,(m:

U, B8) = $(e, B) = (e + AL, B) .
Y ademas,
L= lim U0 (1)
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Estableceremos aliora cuatro propiedades para la S-transformacion:

1.

suf = ufs.

~En efecto. La ccuacién (3.29) nos dice, en el presente caso, que

Q.U = U,Q4. Entonces SUPw = 97'0.00 = Q7' Nw =
90710 w= 8w,

. SR=RS.

Aqnui R es clemento de SO(3), el conjunto de rotaciones en R3. De-
finimos R(r,v) = (Iir, Rv). Es claro que entonces (ya que el campo
es central), 4(Rw) = R(Qzw). Entonces SRw = Q7'Q_Rw =
Q' RO_w = ROI'Q_w = RSw.

. Ey(8:) = Eof+).

Aqui Byla,b) = 162, Primero observemos que E(@iw) = Eop(w),
donde E(r,v) = Jv? + V(r). Tenemos, usando la ecuacién (4.1), que
E(Qw) = E(limiazoo U_;U, m), y ya que ¢l campo es conservativo,
E(Qew) = limimtoo E(U,(o)m) = lim oo §0% + Ve + b2)] = 162 =
Eo{w), (donde w = (a,b)). Asi que se concluye ficilmente Eo(Sw) =
EolQ7'Q_w] = E(Q-w) = Ey(w).

L L(8Y = ().

En efecto, sabemos que el momento angular L{r,v) = rXxv se conserva
tanto en la dindmica de interaccién como en la dindmica libre, asi que
L(Sw) = L{w).

Observemos que para probar las propiedades 1 y 3 no necesitamos usar
que el campo es central,

4.1 Reduccion de S a dos funciones reales de dos

variables reales.

Es posible hacer wn andlisis geométrico (en R6), utilizando las cuatro propie-
dades que hemos enunciado arriba, para hacer ver que la S-transformacién
puede ser descrita por dos funciones reales de dos variables reales. Tomemos
un w € T con energia Eg(w) = By magnitud del momento angular igual
a l. Consideremos el conjunto

Ay = {RUw |1 € %, R e SOM)}.
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Ya que cada R en SO(3) estd determinado por tres pardmetros, entonces
Ly R agrupan cuatro pardmettos ‘libres’. Asi, Agiy s (en general) una
4-variedad en R€, También es facil convencerse que cada elemento de Agry
tiene energia £’ y magnitud de momento angular [. Lo primero se sigue de
que Ey es invariante ante rotaciones y lo segundo de que la dindmica libre
UL(O) conserva ¢l momento angular L, y la magnitud de L es invariante aute
rotaciones.

Asi pues, podemos describir a £(=) como la coleccién de todas las (clases
de cquivalencia) Agry, cada una de ellas caracterizadas por dos parimetros
E' y 1. Delas propiedades 1 y 2 se sigue que si yo colozco Sug para un
wp € Agry, entonces conozco Sw para cualquier otro w € Apr). Por otro
lado, de Ias propicdades 3 y 4 se sigue (dado un w € £ fijo) que Sw debe
encontrarse en una 2-variedad Bp g, definida como el conjunto de puntos con
la misma energia E' y el mismo momento angular (vector) L. (Asi, el rango
de § queda foleado por los Bpr 1, mientras que su dominio queds foleado por
los Agy). E'y L forman cuatro pardinetros (reales) ‘fijos’, lo cual sugiere
que dehen quedar ‘libres’ dos pardmetros mds y tenemos que Bpr f, es (en
general) efectivamente una 2-variedad (pues el rango de S estd en R8). Es
decir, cada punto en Bprp, queda definido por dos ‘coardenadas’; asi, para
conocer Sw necesitamos sélo determinar sus dos ‘coordenadas’ en Bpyg.
Esto nos dice que la S-transformacién debe poder ser descrita mediante dos
funciones redles, cada una de ellas funcién de los pardmetros E' y I (6 algin
otro par de variables reales),

Vamos ahora a elaborar el andlisis anterior en tériminos mds precisos y
mostrarenos explicitamente dos funciones que pueden describir adecnada-
mente la S-transformacion. Ya que S es invariante ante rotaciones, es sufi-
ciente conocer §(r,v) para® v = piy 7 en el plano y-z.

Ahora bien, de la propiedad 1 se sigue que si S(r,v) = (r',2') entonces
S{r+vt,v) = (' 40", v'), asf que es suficiente para nuestro estudjo suponer
que 7 -v = 0. De esta manera, si nosostros conocemos S(bf, p) para todo
by p entonces podemos recuperar §(w) para todo w € £(-), El pardmetro
b es conocido como pardmetro dc impacto. Sea S{bi,pz) = (r',v'). Por
conservacidn de la energia (propiedad 3) tenemos que |v] = p asi que v =
pé(b, p) donde € es un vector unitario. Por conservacidn del momento angular
(propiedad 4) ' y v’ se encuentran en el plano y-z y ademds la componente de
' perpendicnlar a v, 1/, queda determinada por la ecuacién |ro'||v'| = |L|.

2Definamos 7, § y # como los veclores wnitarios en la direccion del eje correspondiente.
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Asf que lo iinico que queda por determinar es el dngulo que forma »' con
respecto a 2, y la maguitud de ry, la componente de ' en la direccidn de
v’. En conclusién, las dos funciones que describen a § son el dngulo de

dispersidn, ©, y el tiempo dec retardo, T, definidos como:

@ = arccos(é- %) (4.2)
1

T = -r'.é 4.3
2 (4.3)

(7" serd ignal a pT'). Asi, la S-transformacidn ha quedado caracterizada por
dos funciones reales (O y T') de dos variables reales, b y p, 6 alternativamente,
E=,]3p2yl=bp.

Para hacer mds completa nuestra exposicion daremos a continuacién
explicitamente @ y T,

Sabemos [4, p.107] que la relacién entre la coordenada angular y radial
para una particula que se mueve en un campo de fuerzas central es:

9= /' dr
con V = V(r).

En la ecuacién anterior, hagamos rg = ro(l, E) el radio del peridspide?, y
hagamos 8y = 0. Entonces, si 1 es el angulo que forma el radio del peridspide
con una de las asintotas (ver figura 4.2) tendremos:

+001

00
w:z/ [2F - -)v——]- —dr
ro(l,E)

y por lo tanto:

" o=r1-2 [2E-2V—-—]'ldr (4.4)

ro(LE)

con ro(l, E) = sup{r | V(r) + &5 > E}. (Que esta expresién para ro(l, E)
corresponde al radio del penaspldo se sigue del hecho de que asi # = 0 en
r = ro(l, B) y  ostd definida y es distinta de cero para todo r > ro(l, B);
y en efecto, si una particula se aproxima desde infinito al centro dispersor
tendrd # < 0 hasta llegar al peridspide).

3El “peridspide™ es el punto de la trayectoria mas cercano al centro dispersor.
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Figura 4.2: Cdleulo de 0, el dngulo de dispersidn,
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Comentemos ahora algo sobre el tiempo de retardo. En el anilisis que
sigue nos referiremos a la figura 4.3. Sea w = (bf, pz) y sea n = (',v') =
Sw. Sea v = Q_w = Quy. Imaginemos ahora tres partfeulas, p,, p, ¥
Py que se mueven de acuerdo a las dindmicas Ut(o)(w), U(v) y U,(D)(u),
respectivamente, El tiempo que tarda py en ir de B' a R es '

_|B'R|
p

T

con |B'R| = 7'+ é(b,p). T es el tiempo de retardo. A continuacion damos,
sin demostracién?, la fGrinula para T en términos de E = %p’ yli=bp

T= 2/°° {2E- 2278 B -2V — 7223} dr 4
Ho

Ro Ro
+2 / [2F - +~2) % dr -2 / [2F - 2V — r=22 4 dr(4.5)
757_3 ro(hE)

con V = V(r} y donde Rg es cualquier radio mayor que [/v2E y que
ro(l, B) = sup{r | V(r) + &% > E}.

Podemos dar la siguiente interpretacién fisica del tiempo de retardo. Sea
T, el tiempo que tarda p, en ir de B’ a un punto Q,, tal que [0Q,] = ¢. Sea
Tyo,q €l tiempo que tarda p, en ir de P (peridspide) a un punto Q, tal que
[0Q.| = ¢. En realidad, para ¢ grandes, Q, y Q,, son puntos muy cercanos
entre s{. Supongamos que estamos interesados en conocer la diferencia entre
Toyg ¥ Trorq- Sabemos [4, p. 81] que el tiempo que tarda una particula que
se mueve cn un campo de fuerza central en ir desde un punto con radio rg
hasta otro con radio r, viene dado por

T 12_1
z=/m[u:-2v-;§] far.

Ya que [OB/| = [O0B| =b = l/V2E y [OP] = no(l, E) entonces:

TN LI O R A
~Tg = - — ('r—/ 2E-2V(r)— = .
Aoy 049 /V;T ) ro(hE) () 72 r

Observamos ahota que %’I‘, con T dado por la ec. (4.5), es el limite de esta
diferencia de liempos coando g — 00; esto nos dd una interpretacion fisica
del “tiempo de retardo”, asi como una justificacién de su nombre,

1 Véase [4, p. 386] (problema 11),
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2’ en la direccién

r de é(b, p).

0 centro dispersor z

Figura 4.3: Descripcién de T, el tiempo de retardo.



.

LA SECCION EFICAZ DE DISPERSION 67

Observemos que para ¢l caso de la dispersién de Coulomb (V(#) = 1/r)
la integral para @ converge, pero no asi la integral para T'.

Con osto terminemos nuestra discusidn sobre la reduccién de S en el
caso de un campo central. En lo que sigue, consideremos el caso general,
i.e., un campo no necesariamente central (pero mantenemos ia hipétesis de
que la fuerza es de corto-rango). Estudiaremos a continuacidn el concepto
de scecion cficaz de dispersian,

4.2 La seccion eficaz de dispersion.

Para hacer contacto con los experimentos fisicos debemos definir la seccién
eficaz de dispersién y estudiar su relacion con el dngulo de dispersidn. Con-
sideraremos una “reduccion” de S ligeramente distinta a la que estudiamos
arriba. Sea §{r,v) = (f(r,v),g(r,v)), con v = p5. Vamos a ignorar la in-
formacién que nos da f(r,v) —lo cual significa ignorar el tiempo de retardo
T en el andlisis de arriba (campo central). Notemos que podemos seguir
usando las propiedades 1 y 3 (pag. 61). Por la propiedad 1 tendremos que
g(r,p#) = g(r + a2, pZ) para todo a. Consideremos entonces sole los r tales
que r+ £ = 0. Por la propiedad 3 tenemos que |g(r,p2)| = p, asi que sélo
importa considerar la funcidn §(r, p2) definida por la ecnacién

g(ryp2) = pj(r,p2).

Fijemos p. Entonces Ia funcién § se convierte en un mapeo de 2 (el plano
perpendicular a v = p3) a 52 (la esfera unitaria). Asi, la medida de Lebesgue
en 2 induce una medida @ en 5%

a(E)= (g™ (E)) (4.6)

donde jt es la medida de Lebesgue en 2 y E es un subconjunto® de §2. A
@ se le conace como la medida de la seceidn cficaz de dispersion®

En la mayor parte de los casos o es absolutamente continua con respecto
a @, la medida usual en 52, cuande se remueve la direccién frontal 8 = 0.

*Subconjunto de Borel.
¢Notemas que aqui la nomenclatura dificre ligeramente de [4, secc. 3-10), donde utilizan
la “a" para denotar la seccidn cficaz diferencialde dispersion.
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Entonces podemos definir do/d2, una funcién en 52, tal que

do

do =—dQ

A da /dQ se le conoce como scecion eficaz diferencial (de dispersién).

Un experitento de dispersion puede ser descrito adecuadamente por el
siguiente modelo. Se hace incidir un haz de particulas sobre un ‘blanco’
(centro dispersor). Podemos considerar que este haz de particulas tiene
una extensién lateral “infinita” y que tiene densidad p uniforme, donde p
¢s ol nfimero de particulas por unidad de 4rea transversal a la direccién de
propagacién del haz. Ta energia del haz es constante. Se coloca un detector
en un angulo de dispersién (8, ¢), muy alejado del blanco; este detector
citenta las particulas que inciden sobre una regién angular AR alrededor de
(8,¢). Si el detector esti muy alejado del blanco y AQ es muy pequefio
entonces ¢l drea Aa, sobre el plano perpendicular al haz, por el cual pasan
las particulas que después de dispersarse Yentran” en la regidn angular A§)
del detector, serd aproximadamente ignal a

nimero de particulas detectadas

p i
es decir, para AQ muy pequedia y un detector muy alejado se tendrd (muy
aproximadamente)

Aawx

nimero de particulas detectadas _ Aa da
AQp YN

El miembro izquierde de (4.7) es lo que se mide experimentalmente.

Terminemos esta seccién dando una férmula explicita para da/d€ en el
caso de que el campo es central, En ese caso, para una energla E dada, el
angulo de dispersion © queda univocamente determinado por el pardmnetro
de impacto b. Consideremos ¢l drea del plano transversal a la direccidn
de propagacién del haz, correspondiente a las particulas con parimetro de
impacto comprendido entre by b+ Ab; esta drea serd igual a

Aa = 2rbAb

(4.7)

Supongamos que a las partfculas con pardmetro de impacto entre by b+ Ab
les corresponde un dngulo de dispersién comprendido entre 8y y 8y + Af. El
dngulo sélido correspondiente serd

AQ = 2msen(0y)A0 .
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Asi que tendremos Ac/AQ = (bf sinfp)(Ab/AG) y se concluye ficilmente
que .

da o1
o= T besete () (4.8)
AQlp=g, {b]0(b)=00} db

en el caso en que la sumna sea finita.



Apéndice A

Definicién A.1 Un espacio métrico e¢s un conjunto M y una funcién real
d(+,-) definida en M x M que satisface:

(i) dz,9)2 0
(i) diz,y)=0siysdlosiz =y
(iii) d(z,y} = d(y, z)
fiv) d(z,2) < d(z,y) + d(y,2)
A la funcién d sc le conoce como la métrica en M.

Definicién A.2 Una succsién de clementos {z,} de un espacio mélrico
{M,d) es llamada sucesion de Cauchy si para todo € > 0 eziste N tal que
n,m > N implica d(z,,,z,,) < €. Si toda sucesion dc Clauchy en un espacio
mélrico converge, entoncees sc dice que ¢l espacio métrico cs completo.

Definicion A.3 (/n espacio lineal con norma cs un espacio veelorial,
V, sobre & (6 C), y una funcion, ||+ || de V a R que salisfuce:

(i) ol 20 Vo en V

(i) ol =0 siysolosi v=20

(iii) Jlavll = leafllo]l paratodo v en V y « en ® (6C)
(it) v+ w|| < vl + lw) paratodo v y w en V

Definiciéon A.4 [/na transformacién lineal acotada (4 operador aco-
tado) de un cspacio lincal con norma, {(V1,| I}, a otro cspacio lincal con
norma, (Vy, )| |2}, es una funcion T, de Vi a Vi, que satisface:
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no
(i) 7T(m)+ pw) = aT(v)+ pT(w) para lodo v,weV ylodo a,B€
R (6C).
(ii) Para algin € 20, [|Tull2 < Cljvl:.
La C mds pequeria que satisfaga este dllimo inciso es la norma de T. Asi:

Definicién A.5 Si T es una tmnsfomzacién lineal acotada de V; a Vg,

definimos la norma de T, denotada ||T( ¢ como
ITH = b iT v
|| =1

Pasamos ahora a definir el concepto de transformacidn candnica, dentro
del contexto de la mecdnica cldsica.

Supongamos que un sistema (mecanico) puede ser descrito por las coor-
denadas y momentos generalizados ¢; y pi. Decimos que los ¢; y p; son
coordenadas candnicas (6 conjugadas) si satisfacen las relaciones de Hamil-

4
o )

= 0_])6’ pi = _(?—qi
donde I7 es una funcién H(p,q,t). En lo que sigue, asumamos que las g;, p;
son candnicas.
Supongamos que el sistema puede ser descrito mediante un ‘nueve’ con-
junto de coordenadas y momentos generalizados, @; y P;. Tendremos que

Qi = Qi(qu"‘)
I pi(qsl’vt)'

lo que podemos abreviar escribiendo

(Qis Pl) (7(1)(%%“,7( (g, 7, ))

Denotemos T(q,p,t) = (T")(q, p,1), T(q,p,t)). De acuerdo con esta no-
tacién tenemos la siguiente:

Definicién A.6 Se diec que T ¢s una transformacién candnica (en ¢l
conlezto que acabamos de describir) si cziste una funcién K(Q, P,t) tal que

aK P. - K

(),_on “a0;
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Asf, T es candnica si las coordenadas Q;, FP; son canénicas, i.e., si sus
ccuariones de movimiento en el nuevo sistema estdin en la forma de amil-
ton. K es ol hamiltoniano en el nuevo sistema.

Daremos a continuacion algunos resultados importantes que sc utilizan
a lo largo de este trabajo.

Teorema A.1 (Principio de]l Mapeo Contractivo) Sca X un espacio
métrico rompleto y sca M un subconjunto cerrade de X. Sea F una funcion
de M en M y sea p un mimero real con 0 < p < 1 tal que ||[Fz - Fy|| <
pllx = y|| para todo 2,y € M. Entonces existe un tinico punto 2 € M tal que

Z=2.

Prucla Sea xg € M y 2,, = Fay—q paran = 1,2,.... Vamos a demostrar
que cxiste el limite limyo0 Ty = 2, ¥ que z es ¢l punto fijo.
Sin > lentonces |2,,41 —a,| = |Fry=Fz,| < pl2y=2,-1]. Probamos
por induccidn que
J2uer =2l < pMg ~ 2

pues si suponemos que la afirmacién vale para n, entonces: |eng2 — Tust| <
plaggr—24] < p*tYz1—0l, iv., vale paran+1; ademds, |2y~ | < plz1—2o|
trivialmente.

De esta manera, si k,n 2> 1 entonces:

k=1 k-1 k=1
l"’u-{-k —~ 2y} = I E(zn+x’+l - rn-l-i)' < Z I-"’n+|’+1 - 77n+:'| < Eﬂ"+'|-'tl = 10]
i=0 i=0 i=0

’ oo
q o ot -1
< Py = ol ) o' = p"|mn — zol(1 - p)
t=0
Es decir:
-1
'-7-'"+k - mnl < pulzl - ‘7"0'(1 - P)
Pero la expresién p%z; — 2o{(1 = p)™! — 0 cuando n tiende a infinito.
Por lo tanto, la sucesién {z,} es de Cauchy y como M es cerrado entonces
existe 2 € M con 2 = lillymeo Zu. Podemos obtener, de paso, la siguiente
estimacién, haciendo & — oo en la expresidn de arriba:

Izn - 3' <l —ﬂ)—llzl - 370'
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Por hipétesis F es continua. Entonces
Fz= Jﬂr;ofzn = "h_x‘go Tptl =2

z es entonces un punto fijo. St w € M es también punto fijo, ie. Fw = w,
entonces

|z = w| = |Fz - Fu| < p|z - v|

Si |z —w| # 0 entonces 1 < 1, contradiccidn. Por lo tanto el punto fijo es
tinico. O

Alora enunciaremos algunos resultados de ecuaciones diferenciales ordi-
narias. -

Sea .

dx -
' — = X(x,t Al
L g X (A1)

un sistema normal de ccuaciones diferenciales de primer orden con x; §f —
X R xR — K™, Denotemos por x(Z, ¢) a la curva x(t) que es solucién
de (A.1) bajo la condicién ‘inicial’ x(e) = e. En [6, p.163] se establece el
siguiente teorema:

Teorema A.2 Sea la funcién vectorial X de clase C! y sea x(t,¢) la solu-
cion al sistema normal (A.1) que toma ¢l valor inicial c ent = a. Entonces
x(?,¢) ¢s una funcion continuamente diferenciable respecto a cada compo-
nenle ¢; de c.

Se omite la prucha.

Obscrvacidn,  5i definimos ¢ = {zo,po)y x{tyc) = Uizo,po) entonces
x(t,c) es solucién del sistema dx(¢,¢)/dt = X(x(¢,c),t) donde X(x,1) =
(z2,F(z1)) y x(0,¢) = c. Si la fuerza F es continuamente derivable en-
tonces X € C?'. Entonces el teorema enunciado nos dice que x{?,¢) es una
funcién continnamente diferenciable de cada componente de ¢, es decir, que
Ui{zq, po) es una {uncién continnamente diferenciable respecto a cada com-
ponente de #o ¥y po.

Se dice que un sistema de ecuaciones diferenciables de primer orden es
lineal cuando en (A.1}se tiene X = A(#)x+B(¢), donde A(t) es una transfor-
macién lineal, i.e., A1) os una matriz de componentes a;;(t). Establecemos
el siguiente ‘
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Lema A.l Cualquicr sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden
lincal con cocficientes ai;(t) continuos en un inlervalo cerrado I satisface la
condicién de Lipschitz

IX(x, 1)~ X(y,t)| < Llx — vl (A2)
para une L finita,

Prucha. X{x,1)- X(y,!) es la suma de n? vectores z;; con su i-ésima com-
ponente igual a ¢;;(x; — y;} ¥ todas las demds iguales a cero. Entonces

IX(x,1) = X(y, 01 € Flail € ElaisO)l e - 1
i i

1]

< Csupless(Olx-yI = Lix =],
i tel

Ya que Ias a,;(t) son continuas en /, L es finita. O

Veamos ahora que bajo condiciones apropiadas la solucién de (A.1) varfa
de manera continua cuando X varia continuamente,

Teorema A.3 Scan x(t) y y(t) solucioncs de los sistemas normales de
ccuariones diferenciales de primer orden

dx _ dy _
7 = Xty =Y

respeetivamente, en a < £ < b, Scan ademds X y 'Y definidas y continuas
en un dominio connin 3, y sca

IX(zt)- Yz, <e, a<t<b zeD.

Finalmente, supongamos quc X(x,1) satisfacc la condicién dc Lipschitz
(A.2). Entonces

p(t) = y(0) € Ix(a) = y(@eH=ml 4 Sl -]
{No se requiere que Y satisfage la condicion de Lipschilz).

Se omite la prucha. El enunciado y la demostracion aparecen en {6, p.145).



Notas

En lo que se refiere a la Introduceién (Capitulo uno), apuntamos lo
signiente. La reduccién del problema de dos cuerpos esti tomada de [4],
sece. 3-1. La presentacién de los resultados bisicos en ¢l problema de
dispersidn con fucrzas de corto-rango estd basada en [2] y en [3], secc. XL2.

Fl Capitulo dos cstd basado esencialmente en la sece. 11 de {1}, Con-
cretamente: el Lema 2.1.1 estd basado en [1, lema IL1]; el Lema 2.1.2 estd
basado en [1, lema I1.2]; el Teorema 2.1 est hasado en |1, teorema I1.1]. El
Lema 2.2.1 estd basada en una parte del teorema X1.3 de [3, sece. X1.2). La
demostracién del Lema 2.2.2 es mia.

En lo que se refiere al Capitulo tres, la seccidn 3.1 estd hasada esen-
cialmente en la secc. ITI de (1], La seccidn 3.2'donde discutimos ol concepto
de completitud asintdtica estd tomado de la discusion correspondiente que
se desarrolla en Ja secc. XI1.2 de [3].

Coneretamente, el Teorema 3.1 estd basado en [I, teorema III.1]). Leos
Teoremas 3.2y 3.3 estin basados en [1, teorema [11.2]. Pasando ala siguiente
seccién, el Teorema 3.4 estd basado en [3, teorema XL3]. El ¢jemplo que
presentamos de ‘captura’ estd basado en la discusién que se hace sobre el
‘movimiento orbital' en [4], secc. 3-10, y en la discusién que aparece en [2],
apéndice 2,

En lo que respecta a la Gltima seccidn del tercer capitulo, las demostra-
ciones de los Lemas 3.3.1, 3.3.2 y 3.3.3 son mias,

Las ideas ceutrales del Capitulo cuatro estdn tomadas de [3], secc,
X1.2. Sin embargo, las demostraciones de las férmulas (4.4) y (4.5) estdn
tomadas de [4], secciones 3-2 y 3-10. La demostracién de 4.8 estd hasada
en [4], secc. 3-10.

En lo que se reficre al Apéndice, las definiciones A.1, A.2, A3, Ady
A.5 estin tomadas de [7], capitulo 1. La definicién A.G estd tomada de [4],
secc. 9-1. Bl Teorema A.1 estd tomado de [5, cap. 4]. El Teorema A.2, el
Lema A.1y el Teorema A.3 estan tomados de [6, cap. 6],
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