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Glosario 

Conjunto.- Colección de objetos llamados puntos o elementos. 

Conjunto abierto.- Un subconjunto S de R• se dice conjunto abierto al para 

cualquier vector x que pertenece a S se puede encontrar un número positivo e, tal que: 

{z: lx-zl <e) "111 lncluldoen S. 

Conjunto ecotado.- Sea x que pertenece a s. un subconjunto deR•. Entonces S 
fftj acotado si para algún M > O, setlene que 1 x 1 s M para toda x ·que pertenece a 

s. 

Conjunto cerrado.- Un conjunto sedlce cerrado al y sólo si su complemento en R• 

es un conjunto abierto . 

Conjunto compacto.- Se dice que un subconjunto de R• es compacto si y sólo si 

el conjunto es cerrado y acotado (véase Conjunto cerrado y Conjunto acotado). 

Conjunto compatible.- Es aquel conjunto no vaclo formado por la intersección de 

conjuntos. 

Conjunto convexo poliédrico.- Se define como la intersección de un número finito 

de semlespaclo• cerrados (v6aae Semiespacio ceffado). 

Dimensión de un espacio vectorial.- Se define como el número m6xlmo de 

vectores linealmente independientes que existen en un espacio vectorial (v6ase Espacio 
vectorial y Linea/menta independientes). 



Ecuación de continuidad.- Se dice asl a la relación que guarda el nivel de 

almacenamiento al principio del k-éslmo Intervalo y la tasa de flujo durante este periodo 

con el nivel de almacenamiento al final del intervalo. 

Espacio vectorial.- Se define como el conjunto de puntos, llamados vectores, 

sobre el campo R Junto con las operaciones: adición vectorial y muttiplicaclón escalar. 

Estado. - Es un resumen de la Información de los procesos a priori que están 

suficlenJemente delallados para facilitar la evaluación de las alternativas actuales. 

Función continua.- Se dice que fes una función continua en x que pertenece a X 
si f(xk) tiende a f(x) para cualquier xk que tiende a x. 

Función continuamente diferenciable.- Sea f una función valuada en Jos reales, f: 

X a R (léase como la función f que mapea al conjunto X en los números reales) donde X 

que pertenece a R" es un conjunlo abierto, se dice que fes continuamente diferenclable 
si las derivadas parciales llf(x) I ax, para i = 1,. . ., n exliten para cada x que pertenece a 

X y son funciones continuas de x sobre X (véase Función Continua). 

Intervalo.- Un subconjunto S de R se llama intervalo si ax + (1-a)y está en S 

para todax, y en S y toda O< a< 1. 

Linealmente dependientes.- Sean x1, .... x0 vectores de un espacio vectorial. 

Entonces, se dice que x1, .. ., x0 son linealmente dependientes si existe un x1 para 

algún j (= 1, .. ., n) y a1 ~O tal que: 

x1 = (a1x1 + ... + a1•1x1•1 + a1•1x1•1 + ... + a0x0 ) /a1 

Linealmente independientes.- Sean x1, .... x0 vectores de un espacio vectorial. 

Entonces, x1 ..... x0 son linealmente independientes si y sólo si: 

a1x1 + ... + an•n =O entonces a1 = ... = ª" =O 

(véase Espacio vectoria~. 



Matriz hesss/ana (o de Hesse).- Sea f una función 2 veces diferenclable y 

continua en X (subconjunto de los números reales). La matriz hesslana de f en x se 

define como la matriz simétrica de nxn, teniendo en la lj-'islma posición al elemento 
o2t(x) t ox¡Ox¡ para i,j = 1, ... , n. 

Semiespacio ce"ado.- Se define asl al conjunto en el espacio euclidiano que 

cumple con: 

Sistemas de baja memoria.- Es aquel sistema en donde la producción de 

ccÍmodldad en un Intervalo de tiempo no se ve atectada por la producción en otro 

Intervalo de tiempo. 

Subespaclo vectorial o simplemente subespacio.- Se define como el subconjunto 

S de un espacio vectorial tal que la adición vectorial en S y la multlpllcacl6n escalar 

caen en el conjunto S (véase Espacio vectoria~. 

Tasa de flujo.- Se dice asl a la cantidad de comodidad que se desplaza entre el 

sistema de producción y el almacén. 

Tasa da flujo promedio neto.- Se dice asl a la cantidad promedio de comodidad 

que se de1plaza entre el sistema de producción y el almacén en un intervalo de tiempo. 

Unidad marginal.- Es el Incremento adicional en la función que se obtiene por 

cada unidad Incrementada. 

Vector gradiente.- Sea f una función con primeras derivadas parciales en X. 

Entonces el vector gradiente de f en x que pertenece a X se define como: 

~"(x) = (of(x) I ox1, .... of(x) I ax0 ) 

lil 
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Resumen 

Este documento expone un m#!todo que resuelve el problema de optimización de 

sistemas lineales con almacenamiento. Este procedimiento lleva a una soluciónexacta 
ya que se basa en las condiciones de Kuhn-Tucker. 

Pa,. el desarrollo del m#!todo fue necesario comprender algunas bases de la 

program8Clón lineal y dlnllmlca, nto es, porque el m#!todo expone la acción combinada 

de las programaciones antes mencionadas. 

Este sistema debe cumplir con algunos supuestos para poder utilizar nte 

procedimiento, tales condiciones ion: que el sistema conalsta de un almac#!n y una 

producción de comodidad, el cual se describe por medio de una función de costo de 

producción lineal y convexa. La función debe cumplir con ser determinfstica, es decir, la 

función es constante para cada Intervalo del periodo de producción bajo estudio. 

Esto se presenta en la sección 1 del capítulo 5, después en las secciones 5.2 y 

5.3 se plantea el sistema con la programación lineal y la programación dlmimlca y se 

expone la teoría que sustenta al método, con lo cual se puede decir que se logra la 

solución del problema en forma exacta y con un número de cálculos reducido. Por 

último se da el algoritmo del método que resume ros pasos a seguir Para optimizar el 

sistema. 
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Abstrae! 

Thls document shows a melhod, lhat resolves !he problem of oplimizalion of lineal 

systems wilh storage. Thls prooess has an exact solutlonbased upon the condttlons of 

Kuhn· Tucker. 

To develop the melhod, 11 waa neoessary to understand aome baalc concepta of 

lineal and dynamlc programallon because the method shows !he combinad action of 

!he programatlon mentlonecf above. 

Thla ayatem must comply wlth aome suppoaitlons In order to be •ble to use thls 

procedure, auch aa: that the aystem muat haa • atorage unH and acomodHy productlon, 

that Is described by a functlon of the linear· and convex productlon cost. The function 

must be determlnlatic, thls means, that the functlon Is constan! for each lnterval of 

producllon period under study. 

Thls is shown in sectlon 1 chapter 5. later in sectlons 5.2 and 5.3 the system 

atales the linear and dynamlc programalion and shows !he lheory that supports the 

method, and because of this you can gel an accurate solutlon wHh a minlmum of 

calculallon. To complete the prooess you use !he algorilhmof melhod lhat summarizes 

the steps to follow In order to optimiza !he system. 
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Introducción 

A través de la historia, el hombre ha empleado rituales elaborados para tomar 

decillonea. t:I ha preparado pócima, sacrificado animales, Interpretado las estrellas y 

observado el vuelo de loa pijaros. Se ha basado en proverbios, refranes y dichos para 

hacer algun11 conjeturas de la vida. Después, con el tiempo 18 desarrolló la 

Investigación de Operaciones, en la 11 Guerra Mundial, 6ata se conllituyópor un grupo 

de clentlftcoa encargadoa de lnve1tig1r I• operaciones mllttares. Se abordaron 

problem• relacionados direcllmente con la milicia, como el de minimizar el riesgode 

fllll1rle al objetivo, o afines, como los deabastecimiento del ejército, transporte de tropa, 

111enal y el de la dieta óptima para el soldado. Al t6nnlno de la guerra, este cuerpo de 

cientlficos se vieron desempleados, mu muy pronto encontraron similitudes entre los 

problemas analizados en la guerra y los que 18 dan en una empresa. La Investigación 

de Operaciones tiene cada vez mayor Importancia en Ja administración y selección de 

estrategias o pollticas de decisión. Por mucho tiempo (posterior a lall Guerra Mundial) 

y en muchos CBIOI se ha empleado la programación lineal, ya que, acerca el problema 

a resolver a un programa matemático y tiene la posibilidad de encontrar la solución, en 

general, eficientemente. 

Sin embargo, hay situaciones en las que es necesario aplicar métodos que sean 

mis representativos de estos problemas, como por ejemplo con: programación entera, 

programación dlnimlca, programación no lineal, programación convexa, etc. Pero, dada 

la gama de problemas a optimizar, es necesario desarrollar nuevos mecanismos que 

permitan optimizar Jos diferentes tipos de problemas. De aqul, el compromiso del 

ACTUARIO, aplicado en la Investigación de Operaciones, ante la sociedad para ayudar 

a resolver estos problemas. 



La diversidad de situaciones en las que el investigador de operaciones se emplea 

es cada vez más amplia, en donde cada problema a optimizar presenta diferentes 

condiciones, caracterlslicas, objetivos, etc. y de Igual forma el Investigador de 

operaciones debe estar preparado para utilizar loa conocimientos oportunos para 

emplear la t6enlca adecuada para resolver dicho problema. Luego, la necesidad del 

Investigador de operaciones de conocer, comprender y desarrollar nuevos métodos de 
optimización y con esto, emplear de mejor manera tos m4todos más representativos 

del problema. 

Un problema tlpico de empresas fabriles es el concerniente a ta producción en 

diferentes periodos de tiempo y almacenamiento del producto en estos periodos con el 

fin de optimizar sus recursos. Para este tipo de problemas, la sotuciónae complica si 

se trata de resolver por medio de ta programación lineal, pues, el número de 
rettricclone1 será proporcional al número de periodos; de aqul que la solución del 

problema con programación lineal rnuHe limitativo. 

Si se pretendiera resolver el mismo problema haciendo uso de la programación 

dlmlmica es posible que se topara con el "problema de la dlmenslonalidad"1 que 

diflcuttarla los cálculos. Luego, la necesidad de buscar otras alternativas que den 

solución a este problema en particular; este trabajo Intenta deearrollar un método que 

· optimice el problema arriba mencionado utilizando en forma combinada' la 

programación lineal y la programación dinámica. 

• Para desarrollar este m6todo, se delimtta el problema que se pretende resolver. 

El sistema lineal con almacenamiento debe estar formado por dos componentes: un 

almacén y un sistema de ploducclón de comodidad quetenga la caracterlstlca de que la 

producción de comodidad en un periodo, no se vea afectada por la producclónen algtln 

otro periodo. Ademia, se necestta del conocimiento en cada period_o de: llmHes fiatcos 

del almacén, llmHes en el flujo de comodidad del almacén y cottos de producción; es 

decir, se pretende resolver problemas donde es válida la aproximación deterrninlsllca 

para los distintos Intervalos de tiempo. 
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Por tanto, de lo anterior se puede decir que, psra ofrecer otras altemallvas de 

solución de programas matemáticos, se obliga al Investigador deoperaciones a conocer 

la te orla de la programación matemática, esto es, el Investigador de operaciones debe 

comprender la teorla de la programación matemática para utilizarla de la manera más 

conveniente, de tal forma que desarrolle nuevos métodosque sean una representación 

más fiel del problema real y de Igual forma lo resuelva. 

En los capitulos 1, 2, 3 y 4 se dan las bases necesarias para desarrollar el método; 

esta parte del trabajo se recomienda para el lector quetenga conocimientos en: álgebra 

lineal, cálculo diferencial de una y más variables y, nociones generales de investigación 

de operaciones. El capitulo 5 es el desarrollo del método, en las secciones 1, 2 y 3 se 

da la descripción del sistema y el planteamiento con programación lineal y programación 

dinámica, después, tomando en cuenta algunas proposiciones se concluye el método; 

en la sección 4 se da el algoritmo, ésta sección se recomienda para el lector con 

nociones de matemáticas y modelación de problemas de Investigación de operaciones. 

Este documento se inicia en su capitulo 1 con el planteamiento general del 

problema de la programación matemática, con esto se intenta queel lector distinga las 

similitudes y diferencias existentes entre las formulaciones de las programaciones: 

clásica, lineal y no lineal. Enseguida, en un segundo apartado se dan algunos 

conceptos básicos, que son necesarios para obtener las condiciones de optimalidad. 

El capitulo 2 le divide en dos secciones en donde se estudian por separado las 

condiciones de optimalldad para la programación cl61ica y la no lineal. La importancia 

de este capitulo es el desarrollo que 1e 1igue para obtener las condiciones Kuhn-Tucker 

y entender su significado y relevancia. 

El ~pitulo 3 hace referencia a la programación lineal.éste es un caso particular de 

la programación no lineal. Se da un desarrollo teórico delas condiciones de optimalidad 

(Kuhn-Tucker) de dicha programación, además de, una visión general del algoritmo 
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elmplell y 118 expone el planteamiento de un problema de producción y almacenamlenlo 

por medio de 11 programación linear. 

Se Intenta en el capitulo 4 meter al lector en la teorla b41elca de la programación 

din6mlca, para esto, se de111rrolla la teoria para la reeoiuclón de problemas de etapas 

múltiples por medio de Ja programación dinámica y las condiciones Kuhn-Tucker para 

un programa dinámico con ciertas caracteristicas. También se reconocen algunas 

deficiencias de esta programación, y 118 eKpone el planteamiento de un problema de 

producción y almacenamiento por medio de la programación dinámica. 

En el úHimo capitulo, el 5, se eKpone en un principio ladeecripclón del sistema y 
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Capitulo 1. El problema de fa Programación Matemática 

La Programación Matemática es un término adoptado por Robert Dorfman allá por 
1950, y se aplica en muchas aireas, además, que promete tener un uso más amplio en el 

futuro. En la actualidad este t6nnlno e1 muy general, puesto que. abarca a: la 
Programación Clll1lca, Programación No Uneal, Programación Llneal, Prognunaclón 
Entera, Programación Convexa, la Teorla deFlujos en Redes, Progrmmación Dln6mlca y 
Programación Bajo lncartldumbnt. 

El problema de la Progrmmación Matemlltica trata de la "distribución o asignación 
de recurso• escasoa entre fine• competitivos en un momento determinado" (lntrllllgator 
M. D.. 1972). La lnterpr9111Ción metemlltica del problema daprogrmmaeión matamiltlca 
es la de encontrmr 101 valore• de ciertu varlabl81 1ujataa a un conjunto da mtrtcclones 

detenninaclo en cuanto a sus valorea posibles, da modo que se optimice una función 
dad l. 

1.1 PlantNmlento del problemll 

Fom1111mente un planteamiento del problema da programación matamlltlca sa 
compone da varlable1 de decisión, la función objetivo y un conjunto de re1trlccione1. La 
pnlblemMlca 1e encuentra en la elecci6n ele valores paran variables. x,, x2, .... Xn, 

ll1madaa variables de decisión. Las variables se agruparán en el vector: 

(1.1.1) 



llamado vec:tor declslonal (o vector de decisión), este vector pertenece al espacio 

euclidiano de dlmenslon n, en. 

El vector decislonal x se dlnli factible o admisible si satisface todas In restricciones 

del problema y el conjunto de todos los vectores factibles (admisibles) se llamaré el 

conjunto factible o conjunto solución de x, que es un subespaclo de en. Una vez 

establecldo el problema, se trata de elegir un vector declslonal del conjunto factible dex. 

El espacio factible de cualquier problema cuyas restricciones sean compatibles o 

consistentes forma un espacio no vaclo y contiene al menos dos puntos distintos. 

La finalld~d del problema descrito en forma matemática se define mediante la 

función objetivo: 

(1.1.2) 

la que se supone dada y continuamente dlferenclable. 

Luego, el problema gene,..1 de la prog,..maclón matemátlcase puede resumir en la 

alecclón de un vector declslonal del conjunto factible, de manera que la función objetivo 

sea maximizada (en general, optimizada), esto es: 

(1.1.3) 

Algunas anotaclone1 de lnter6s pueden ser: 

Dacio max f(x); los escalares aditivos y factores escalares positivos que lnteNienen 

en la función objetivo no afectan al problema, l.e., si se búsca max f(x), al sumirte 

cu11quler escal1r y/o multiplicar la función por alguna con1tante positiva el problema 

consarva 1u sentido (maximizar), pero, si la función objetivo se multiplica por algún 

nca11r negativo el problema de maxlmización se convierte en un problema de 

mlnlmizact6n. Esta última propiedad se puede utilizar para pasar del problema de 

maxlmizacl6n a uno de minimización y viceversa. 
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En principio, loa caso1 npeciale1 que se distinguen por 1u Importancia en la 

programación matem6tica• son: la Programación Cléslca, la Programación no Lineal y la 
Programación Lineal. 

- La Programación Cl61ica con1iste de restricciones del tlpode Igualdad y son las 
m lgualdaclea: 

g,(•)=b, 

Da(•)= ba (1.1.4) 

en donde la1 funcione• g1(•), Qa(•), ... ,g,,,(•) aon m funciones continuamente 

dlfarenciablea y definidas por las variables de decisión, llamadas funciones de 
rntricción y; laa conatantn b1, bz, ... , bm aon ml'lllmeroa realel conocido1, llamado• 

conatantes de restricción. En forma vectorial las restricciones se denotan por: 

(1.1.5) 

en donde g(•I y b aon vectore1 columna de dimensión m. O bien, en fonna 

delarrollada: 

[

g1 (x1,x2 ,. .. ,x0 )] 

g (x
1
,X , ... ,X ) 

g(x)= ' ~ " 

D., (x,.x,. ... ,x,) 

(1.1.6) 

De lo 8"lbll expuello, ae puede decir que una vez planteado el problema de 

ProgralllllCl6n Clnica se bu8ca maximizar la función objetivo sujeta a un conjunto de 

restricciones de Igualdad conocidal. 

maxf(x) . 
sujeta a · g(•I • b (1.1.7) 

1 lnlrilUgator, M.O., (1972) 



- La Progr.macl6n no Lineal ae dlatlngue por dos tlpoa de restricción, que son: 

restricciones de no negatividad para IH v•rf•bles de decialón: 

x;,,O (1.1.8) 

y rntriccionea ele deslgualdad par. lu funciOnM de rHtrlcc:lón: 

llC•)sb (1.1.9) 

{eacrttn en forma vectorial) donde, o H un vector columna de c:ero1, ll(x) y b 

representado& de Igual fcmla que en { 1. 1.8). IM funcionea de rntrfecl6n, al Igual que 
en el cno de la progr.maclón clúlca, g1(x), 92(x),. ... 11m(•) ae euponen continummente 

diferenclable1, y i.mbi6n, ae aupone que aon ~ IHIMdadot la• COllltani.. de 
rntrk:clón b1, IJa. ..., t>.,,. A wmeJanH con el problerM de programllCl6n dtllcll el 

problema de programacl6n no lineal trata de maximizar la función objetivo, 11 cual nta 
1ujeta a un conjunto de mlricclone• ele: no negalivldad para lalvariable• de declal6n y 

ele dealgueldad para las funcione• de mtricc:ión, esto •: 

mu f(x) . 
IUjeta a ll(x)s b, x;,, O (1.1.10) 

- En la Programación Lineal la funci6n objetivo ae eacribe como una combinacl6n 
Uneal de lal v.rlable1 de dlcillón: 

f(x) • Ci•1 + Callz + ... + CnXn "' ex (1.1. ~1) 

dande e• el vector fila d9 n l*imalloa d8dal: 

e• (e,, ~· .... en> (1.1.12) 

y lal rnblcc:ion" ion de da8 "'*: '"1rlecllllie1 de 1111'11 l'~U Una11111, _. i. 
funclonn de fftlrlcc:l6n: 
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a,,x, + ª1:zX2 + ... + •1nXn S b, 

821X1 +~2+ ... +•~nSb2 (1.1.13) 

y rntricciones de no negmlvldad para el vector de declllón: 

(1.1.14) 

eacriblendo en forme vectorial el conjunto de In funcione• de rnlricclón: 

(1.1.15) 

donde A .. 11 mmri2 de mxn dad• por: 

(1.1.18) 

.... 
De aqul 11 concluye que, el problema de Pragram1clón U11111I n el problem1 de 

maximizar 11111 función llnNI (la función objetivo) 1ujet11 un conjunto de rntrfcdonn 
de deligUllded de funclonH lirlNfn (IH funciones ntltrlccf6n) y la no negetfvldlld de 

faa Vlrilblll de decill6n, O-: 

~ f(a)•ca 

lujllll a· Aes lt, n O (1.1.17) 

Se puede noter que .. Pragrllll8CiOn LMal • un cuo especi81 de la 

Pnigramacl6n no Llnlal paq iif c;uel la funci6n objlllvo y 111 funCionll de raetrlcci6n 1011 
todallliieal.. 
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1.2 Algunaa d1flnlclon1a y i.oremH bllalcoa 

En esta sección se exponen algunos conceptos que se utillzar6n en los siguientes 

capltulo1. Primero se dan las definiciones de: puntos extremos, máximos y mlnlmos 

locales y globales, estrictos. Después, se expresan algunas condiciones para encontrar 

puntos extremos, en esta sección se exhibe el teorema fundamental de la Programación 

Matemática. 

Definición.· Un punto extremo de una función f(x) es un máximo de la función, esto 
es, un punto Xo • (~, x2, ••• , •ni es un máximo si: 

f(&o+h) :S f(Xo) (1.2.1) 

para toda h = (h,, h,. ..• , hnl tal que 1 h¡ 1 es suficientemente pequena para toda J, es 

decir, Xo es un máximo si el valor de f en cada punto del entorno no excede el valor de 

f(Xa). 

Oeftnlclón.· Un punto extremo de una función f(x) es un mlnimo de la función, esto 
es, un punto Xo • (x1, x2, •• ., Xnl es un mlnimo si: 

f(&o+h) "f(Xo) (1.2.2) 

para toda 11 = (h,, h2, .. ., hn) tal que 1 h¡ 1 es suficientemente pequen a para tocia J, es 

decir, Xo es un mlnlmo si el valor de f en cada punto del entorno excede el valor de 

f(Xo)· 

Definición.· Un máximo global Xo es aquel en donde la función toma un valor mayor 

o igual al obtenido por cualquier otro vector x¡, i.e.: 

Xo & X y f(x0) " f(x¡) para todo x1 & X (1.2.3) 
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Definición.- El malxlmo global 11o es un mlilximo global estricto si el valor de la función 

en J1o ea estrictamente mayor que en cualquier otro punto: 

Jlo • X y f(Jlo) > f(x1) para todo x1 e X, lo "' x1 (1.2.4) 

De un razonamiento •nlillogo ae pueden expresar las definiciones de mlnlmo 

global y mlnlmo global nlrlcto, esto es: 

Definición.- Un mlnlmo global 11o ea aquel en donde la función toma un valor menor 

o Igual al obtenido por cualquier otro vector x1, l.e.: 

Jlo • X y f(Jlo) s f(x1) para todo x1 e X, (1.2.5) 

Definición.- El mlnlmo global "o ea un minlmo globlll estricto si el valor de la función 

en "o ea estrictamente mayor que en cualquier otro punto: 

"o e X y f( .. ) e f(ll¡) para todo 11¡ e X, ... .,., (1.2.6) 

E1 Importante destacar que un mixlmo global estricto ea llnlco, pues al x1• y x2 

fueran dos malxlmos globales estrictos distintos entonces de (1.2.4) sedebe cumplir que 
f(~) > f(x2) y también f(x2) > f(x1), pero estasproposlcio~ea no se pueden cumplir a la 

vez. De forma análoga, ai existe un mlnlmo global estricto este ea llnlco. 

Definición.- El vector "o ea un mixlmo local 11 la función toma un valor mayor 

o Igual al obtenido con eu11lquler otro vector 1uficlentemente próximo a 61: 

... x y l(Xo):>:f(X,) 

para todo •1 e X lntersecci6n con Ne(11¡) (1.2.7) 

donde N8 (x,) 81 el enlomo para alglln nllmero posttivo e, por pequello que sea, y se 

forma por el conjunto de todos los x tales que: 

1x-x0 1 <e (1.2.8) 
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Definición.· Un máximo loeal x0 es un máximo local estricto si el valor de la función 

para Xo supera al que toma dicha función para cualquier otro vector 

suficientemente próximo a él: 

llo t X y f(Jlo}> f(ll¡) 

para todo 111 e X intersección con Ne(X.l. x0 .,. X¡ (1.2.9) 

De lo mencionado anterio1111ente se puede decir que un máximo global es también 
un miblmo local, pero no lo contrario, ealo es, pueden existir otros máximos locales que 

sustituidos en la función den un valor todavla más alto. 

Definición.· El vector Xo es un mlnimo local si la función toma un valor menor 

o igual al obtenido con cualquier otro vector suficientemente próximo a él: 

llo & X y f(Jlo) :S: f(X¡) 
para todo 11¡ e X intersección con Ne(111) (1.2.10) 

donde N8(11J es el enlomo para cierto e positivo, por pequeno que sea.y se forma por el 

conjunto de todos los x tales que: 

IX•Jlol<e (1.2.11) 

Definición.· Un mlnimo local Xo es un mlnimo local estricto si el valor de la función 
para llo toma un valor menor al obtenido con cualquier otro vector 

suficientemente próximo a él: 

110 & X y f(x0) > f(X1) 

para todo x1 < X intersección con N8 (x,), x0 " x¡ (1.2.12) 

Luego, de las definiciones de un mlnlmo global y local se tiene que un mlnimo 
global es un mlnimo local, pero lo cont;ario no se puede asegurar, i.e., pueden existir 
otros mlnimos locales que valuados en la función 1 den un valor menor. 

Ahora se dan algunos conceptos en los cuales se expresan las condiciones 
necesarias y suficientes para encontrar los. puntos extremos. Se dan primero unas 

definiciones que se emplearán para enunciar los siguientes 3 teoremas. los teoremas 
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que siguen solamente se redactarán y se explicarán pero no se darán sus 

demo1traciones. Las demostraciones se pueden encontrar en lntrilllgator (1972). 

Definición.· Sea g una función que mapea un Intervalo S en los números reales. La 

función g se llama convexa en S si para puntos cualeaqulera x, y • S, y 
Osas1 setleneque: 

g[a x + (1-a) y) s ag(x) + (1·a)g(y) (1.2.13) 

Definición.· La función f(x) es cóncava si y sólo si ·f(x) es convexa. 

Definición.· Sea x • S, un elemento de un subconjunto propio S de En y y .. O 

para toda y. Definase a L(x,y) como la función lagrangiana, tal que sea 

convexa con respecto a x y cóncava con respecto a y. Entonces (xº,yº) 

• un punto de 111112 11: 

/.. L(xº,y") s L(X.Y°) para toda XE S 

ii.· L(x',y');,: L(x',y) para toda y;,: O 

(1.2.14) 

(1.2.15) 

Teorema .• Una condición nece1aria para que Xo sea un punto extremo de f(x) es: 

~''(Xo) =o (1.2.16) 

De aqul se puede concluir que, para cualquier punto extremo, la condición 
~"(Jlo) = O se debe satisfacer (f.e., el gradiente en este vector debe ser nulo). Pero esta 

condición también se cumple para los puntos de silla por lo que esta condición es 

necesaria mas no suficiente para identificar los puntos extremos. Por lo tanto. sedefinen 

a los punto• que cumplan con esta condición como puntos estacionarios. 

En el problema general de la programación matemática, el vector de decisión x, 

es un máximo global (o solución) si esta dentro del conjunto solución y hace que 

valuado en la función objetivo cumpla con las condiciones definidas para un máximo 

global. Asl que, para conseguir esta solución se necesita del teorema fundamental de 

la Programación Matemática, llamado el teorema de Weiestrass: 

2 Del tng!H "saddle point" 
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Teorema.- SI el conjunto de decisiones X ea compacto (l.e., cerrado y acotado, 

dado que X ea un subconjunto de un espacio euclidiano de n 
dimensiones) y no vaclo, y la función objetivo f(X.) es continua en X, 
entonces f(lrJ tiene un méxlmo global o bien en el Interior o en el contorno 

de X. 

La Importancia del teorema de Welestrass es que da condiciones suficientes para 

la existencia de un méxlmo global. 

Otro teorema fundamental de la Programación Matem6tlca, es el teorema 

local-global, que da las condiciones suficientes para que un méxlmo local sea un 

múlmo global. 

Teorema.- SI el conjunto de decisiones X es un conjunto compacto no vaclo y f(x) 

es una función continua cóncava respecto a X, entonces un máximo 

local es un máximo global, y el conjunto de puntoa en loa cuales se 

obtiene e.I máximo es convexo. SI adem6s, se supone que f(x) es 

estrictamente cóncava entonces la solución es única, es decir, existe un 

(único) máximo global estricto. 

Teorema.- Una condición suficiente y necesaria para que un punto estacionario llo 
sea extremo es que la matriz he11fana H evaluada en llo sea: 

a) definida (o iemldellnlda) negativa cuando Xo es un punto méximo, y 

b) definida (o semldefinlda) positiva cuando 11o es un punto mlnlmo. 

Mb adelante, en la sección 2.1, se dará una demostración de este teorema para 

el Inciso (a) y de manera semejante se puede demostrar (b). Se han dado, con el 

teorema anterior condiciones suficientes para que puntos estacionarios se Identifiquen 

como puntos extremos. 
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Se ha observado la Importancia que tiene la solución de problemas de 

programación matem6tlca para una dlalribuclón y Hignaclón de recursos en forma 

óptima. Para esto, se han enunciado 101 planteamientos generales de tres grupos de 

problemas de Optimización Metemlitlca, que reauelven un gran númerode situaciones 

en donde es necesario optimizar los recuraos. 

Las condiciones de optimalidad que deben cumplir cada programación 

representan un campo Importante de la lnvestigacló!I, de Operaciones, luego, la 

relevancia de distinguir la1 caracterflllcas eapeclalea de cada programación, para 

resolver el problema de optimización. 
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Capitulo 2. Condiciones de Optimalidad 

En este capftufo se hace un estudio de fas condiciones de optimafldad para la 
programación clllalca y la programación no lineal. En cada programación ee observan 

los casos ele fa presencia o ausencia de restricciones en el problema, .. 1 como también 
algunos m6todoa· para obtener dichas condiciones. 

A. Progr11macl6n Clialca 

El problema de la programación clásica consiste en obtener loa valorea de ciertas 
variables que optimicen una función dada (la función objetivo) sujeta a un conjunlo de 

restricciones de Igualdad dado. El problema de hallar un mllxlmo en la programación 
clllslca se plantea, de Igual manera, como se planteó en el capllulo anterior: 

max f(x) 
X 

sujeta a g(x)=b 

16 

(2.0.1) 



donde: 

(2.0.2) 

y 

(2.0.3) 

Las n vañables x1, x2, ••• , Xn son las variables ele decisión y se agrupan en el vector 

x. La función objetivo se denota por f('), y lasm funciones g1('), g2('), ••• , llm(') son 111 

funciones ele restricción, reunidas en el vector columna g('). Las constantes de 
restrlcc16n se describen por los números reales b1, b2, ••• , bm representadaa en el vector 

columna b. 

En la programación c/ll1ica se supone que el número devañables de decisión, n, y 

el número de restricciones de Igualdad, m, son números dados y finitos, además, se 

debe cumplir que el número de vañables sea mayor que el número de restricciones (n > 
m). Como se asumió en el capltulo anterior lasfunclones f('), g1('), g2('), ••• , llm(') son 

continuamente diferenciables y no contienen elementos aleatorios; el vectorb se forma 

de escalares reales conocidos y x es cualquier vector que consta de números reales 

que cumplen con las m restricciones del problema. 
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2.1 Caao •In restrlcclonn 

El caso sin restricciones es el caso en donde m = O, con el vector de decisiones 11 

que consta de n <: 1 variables. El problema (2.0.1) consiste en elegir un vector 11 con 

elementos reales que maximice la función f(x), entonces, si se supone que existe un 

mllximo local en el punto x• , se tiene: 

f(x*) <: f(x*+hruc*) , (2.1.1) 

o, lo que es lo mismo 

(2.1.2) 

donde h es un número pequeno posttivo y arbitrario; 6X¡ es una variación arbitrarla en 

x1, j = 1, 2, ... ,n; y ~ = (~,. ~2 ..... ~0) es una dirección de movimiento en E". 

Al asumir que f(*) es dos veces continuamente diferenclable con derivadas 

parciales continuas y finitas, la función del segundo miembro de (2.1.1) se puede tomar 

como una función de h que, al desarrollarla en serie de Taylor entorno a h = O, se tiene: 

f(x* + Mx) = f(x*) + hf <•>(11*)611 + (1/21)h2(~)' f <2>(11* + 9h~)(611) 

0<0<1 (2.1.3) 

donde f <•>(*) es el vector gradiente y f (2)(*) la matriz hessiana (o de Hesse): 

1 <•>(X)= ( f ,<•> (11), f 2<1>(11) ... .,f n<H(x)) (2.1.4) 
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f/il(x) 

fjll(x) 

Al desarrollar (2.1.3) se llega a: 

f~l(x)l 
fj~l(x) 

... f~/(X) 
(2.1.5) 

" f(x; +Mx;,x; +Mx;, ... ,x; +Mx;) =f(x;,x;, .. .,x;)+h~)J"i¡x;,x;, ... ,x;)t\x1 + 
J•1 

+ ~h'f f f~l(x; +OMx;,x; +oMx;, ... ,x; +OMx;)t\xit\x• 
1•1 h1 

(2.1.6) 

Ahora, al sustttulr (2.1.3) en (2.1.13) y enmlnar términos semejante• ee obtiene la 

"desigualdad fundamental": 

hf 111¡x•1rui + (1/21)h2(rui)' f <21¡x• + Ohruc)(t\x) so (2.1.7) 

que debe cumplirse para todas las direcciones t\x y para todo número positivo pequeno 

h. Ahora, si se dividen ambos miembros por h y se toma el llmite cuando h tiende a 

cero, entonces, se tiene que la desigualdad fundamental requiere como condición 

necesaria de primer orden que el vector gradiente se anule en x•: 

f <11(x*) =O (2.1.8) 

De este desarrollo se puede decir que un máximo local debe tener lugar en un 

punto estacionario en el cual se anulen todas las derivadas parciales de primerorden. 

Luego, como consecuencia, es condición necesaria de segundo orden que la matriz 

hessiana de la desigualdad fundamental sea definida negativa o semidefinida negativa 

en el punto máximo local: 

(.ll)' f 121¡x• )(:.x) s O para toda ~• (2.1.9) 

19 



Est1 minera de solucionar el problema de programación por medio del célculo 

presenta grandes diflcuff1des prácticas. El Igualar el gradientede la función objetivo a 

cero, que ea la condlcl6n nece .. rl• para que un punto sea un óptimo local, genera n 
ecuacionea que hay que resolver, esto en general es dificil, existen ocaslonea en que 

~''(•) ;o O no puede expresarse en fonna explicita, sino mlls bien lmpllcita. Ademlls, si 

se puedlerm resolver el sistema de ecuaciones generado por ~''(11) =O, no ea posible 

garantizar que ese punto sea un óptimo local, pues puede darse el caso de un punto de 

silla. Por lo hlnto, se requieren de otros métodos de solución. 

Como no ea el fin de este documento el profundizar en sistemas de programación 

clialca no sujetos a restrlcclonei, solamente se menclonarlln algunos m6todos 

existentes parm la solución de este tipo de problemas t: 

1) Métodos de búsqueda para una sola variable: 

1.- Flbonaccl 

2.- Sección de oro 

3.- Interpolación cúbica 

4.- Interpolación cuadrada 

5.- Newton-Raphson 

b) Métodos basados en el uso de derivadas para funciones de varias 

variables: 

1.- Método de gradientes 

2.- Método basado en segundas derivadas 

3.- Método de direcciones conjugadas 

4.- Método de variable métrica 

c) Métodos de búsqueda para funciones de varias variables, no 

diferenclables. 

1. - Método de Powell 

•Pr-,J .. (tlKIO) 
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2.2 Caao aujeto • ,..trlcclonea 

En esta sección se presentan dos métodos para optimizar funciones sujetas a 

restriccionea de igualdad . Primero se preaenta el método de Jacobl. Seguido deapu4J1, 

del método de loa multiplicadores de Lagrange, ae podr6 notar que este úHlmo eaté muy 

relacionado con el m61odo jacoblano. En eata sección se daré ademé•, una 

Interpretación de lo• multlpllc:Mlore1 lagranglanoa. 

2.2.1 MModocteJacobl 

El desarrollo de este método es parecido al caao no sujeto a restrlcclonea, con la 

diferencia que el conjunto factible debe cumplir con laa restriccionea del problema. 

Conaldere el problema 

donde 

y 

min f(x) 

• 
sujeta a g(x) = b 

11' • (g,, 92· .... , 9ml 

Como antes, laa funciones l(x) y g,(x), para i 

continuamente dilerenciables. 
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Se utilizan derivadas restringidas para resolver(2.2.1.1) con el fin de encontrar una 

expresión para las primeras derivadas parciales de f(x) en todos los puntos que 

satisfacen 11(•) • b. Los puntos en donde '''(•) se anula son los puntos estacionarios. 

Las condiciones de suficiencia de puntos extremos dadas anteriormente se pueden 

utilizar para Identificar a los puntos estaclonarios2• 

De acuedo con la serie de Taylor para los puntos factibles x+ruc en el enlomo 

factlble de x, se llene: 

f(x+Mx). f(x) = hf ''(•) ruc + (1/21)112(ruc)' fl''(•• + Oruc)h(ruc) . (2.2.1.3) 

y 

11(x+Mx) • 11<•> = hll'"(•"l ruc + (1/21)h2(ruc)'ll'"(•• + Ohruc)(ruc) (2.2.1.4) 

0<8< 1 

SI se dividen ambos miembros por h y luego sehace tender el limite de h a cero 

en (2.2.1.3) y (2.2.1.4) estos se pueden reducir a: 

8f (X) = '''(X) 8X (2.2.1.5) 

811(•) = 11'"(•) 8• (2.2.1.6) 

De (2.2.1.1) se llene que g(x) • b, por tanto lig(x) = O, con esto y las dos 

ecuaciones anteriores se tiene que 

5f (•) • '''(•) 8• = o (2.2.1.7) 

11'"1•)5•=0 (2.2.1.6) 

Ahora bien, (2.2.1.7) y (2.2.1.8) forman un sislema de(m+1) ecuaciones con (n+1) 

incógnitas; las incógnitas eslin dadas por 5f (•) y ax. La incógnita 8f(x) se determina, 

en cuanto se conoce ax. Por tanto, se puede decir que existen m ecuaciones con n 
Incógnitas. 

2Toha,H. A. (1989) 
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El supuesto de que existan mlls variables de decisión que funciones de restricción 
(n > m) se basa en el siguiente razonamiento: si m > n, al menos (m·n) ecuaciones son 
redundantes. Después de eliminar esta redundancia, el sistema se reduce a un conjunto 
de ecuaciones independientes, tal que m s n. Para el caso donde m = n, puesto que no 

hay enlomo factible, el conjunto de soluciones consta de un sólo punto y ta solución es 
ax • O; tal caso no es de lnte~s para la programación matemática. Elcaso restante es 

c1111ndo m < n, en donde el conjunto solución consta de al menos dos puntos. Tomando 

esto como base, se deurrolla el método de Jacobl, en el cual se llene como primer 
paso el pmtlcionar al VIClor x. 

x•(u,v) (2.2.1.9) 

donde 

(2.2.1.10) 

y u el el vector de tas variables dependientes yv el vector de variables Independientes, 
que corresponden al vector x. Si se escriben los vectores gradiente de f y 11 

1u1tHuyendo a x por u y v, se tiene que: 

f '"(u,v) =(fu<'> , f v<1l ) (2.2.1.11) 

11 "'(u,v) =( 11 u<•> • llv<•> ) (2.2.1.12) 

SI se define: 

(2.2.1.13) 

(2.2.1.14) 
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A J'""'" se le llama la matriz jacoblana y a Cmx<n-m) se le conoce como la matriz de 

control, ya que contiene a las variables Independientes. Se supone queJ es no singular, 

dado que se llene el supuesto de m ecuaciones independientes, entonces, las variables 

se pueden volver a numerar, si es necesario, de modo que las m primeras columnas de 
llu"' tengan un determinante distinto de cero; otra forma de ver la no singularidad de J 

es por el teorema de la !unción lmpllcila (v6aae Bertsekaa,O.P., (1982) pp. 11-12). 

SI se utilizan las ecuaciones de (2.2.1.11) a (2.2.1.14), se puede escribir (2.2.1.7) 

y (2.2.1.B) como: 

(2.2.1.15) 

J8u=·C8v (2.2.1.16) 

Dado que J es no singular, exilte su Inversa J·', entonces: 

8u = .J-1C8v (2.2.1.17) 

El conjunto de ecuaciones de (2.2.1.17) relaciona el efecto de variación en 8v 

sobre 8u. SI se sustituye por 8u en la ecuación (2.2.1.15),se tiene a 8f (u,v) como una 

!unción de 8v , 1.e.: 

8f (u,v) = ( f v<'l - fu<'> J·1C ) 8v (2.2.1.18) 

De esta ecuación, se obtiene la derivada restringida con respecto a v, que ea la 

derivada valuada en loa puntos donde se cumplen las restricciones del problema: 

(2.2.1.19) 
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donde fc<•>(u,v) denota al vector gradiente restringido de f con respecto a v. Luego, 
10<1l(u,v) debe er nulo en los punto• estacionario•. 

Las condiciones de suficiencia son semejantes a las expuestas anteriormente. 

Pero ahora la matriz hessiana corresponderá al vector Independiente v. Mientras tanto 

101 elementos de la matriz hesslana son las segundas derivadas restringidas, esto es, 
como en (2.2.1.15): 

f <•>(u,v) = f v<•> • ZC (2.2.1.20) 

donde: 

Z =f u<OJ-1 (2.2.1.21) 

Se tiene que el renglón 1 para i = 1, ... , n-m de la matriz hesslana (restringida) 
es 8f c<1l I 8 v1. Nótese que Z est6 en función de u y u está en función de v, esto es: 

8 u• .J·1C 8v (2.2.1.22) 

Por tanto, al tomar la derivada parcial de f c<o con respecto a v1, 18 debe aplicar a 

Z la regla de la cadena. Luego, se tiene que: 

(2.2.1.23) 

Asl que para obtener un punto extremo se debe cumplir que la matriz hesslana sea 

definida (o semldefinida ) positiva para un mfnlmo y en caso de un máximo que sea 

definida (o semidefinlda) negativa. 
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2.2.2 M6toclo de loa mulUpllcadorea de La11r•n11e 

2.2.2.1 Dee•rrollo del m"odo de loa multlpllc•dorea de La11ren11e 

Enseguida, se presenta el método de los multiplicadores de Lagrange. Este 

m6todo es, en muchos casos, recurrido por la programación clal1ica por su eficiencia. 

Se destaca la Importancia de este método porque a la vez que se le utiliza como 

enfoque de baae de clai todos loa problemas de optimización, tambi6n, aporta 

información sobre el grado de sensibilidad del valor optimal de la función objetivo 

respecto a los cambios en las constantes de reslricción3. El principio del desarrollo de 

este método se encuentra sstrechamente relacionado con el método de Jacobl. 

Sea et. problema 

max f(x) 

• 
sujeta a 11(•) = b 

(2.2.2.1.1) 

Se Inicia este método tomando los mismos supuestos del método de Jacobi. 

Entonces, de acuerdo con lo anterior, en la sección 2.2.1 se encontró una expresión 

(ecuación 2.2.1.17) de u en función de v, esto es: 

(2.2.2.1.2) 

donde+ es un vector columna de m funciones: ahora. el problema puede escribirse asl: 

max <I> (v) = f CH v 1 , v ) (2.2.2.1.3) 

3 lntnlllgator, M.O. (1972) 
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es decir a un problema no sujeto a restricciones y dado (2.2.1.2) se tiene que una 

condición necesaria para un máximo local es: 

( M>/ ov) = (off ov) +(off ou) ( ~' ov) =o (2.2.2.1.4) 

en donde M> / llv es un vector (1x(n-m)) y~/ llv es una matriz de (mx(n-m)). Ahora, al 

sustituir (2.2.2.1.2) en la matriz de funciones de restricción g(xl: 

(2.2.2.1.5) 

cuya derivada con respecto a v es 

( 1lg / llv) + ( lig / llu )( ~ l llv ) =O (2.2.2.1.6) 

donde 1lg I ou es la matriz jacobiana de (mxm). Por tanto, (2.2.2.1.8) se puede expresar 

tambl6n como: 

( o+ /Sv) = • ( 11g / ou )·1( og / sv ) (2.2.2.1.7) 

de aqul que las condicionas (2.2.2.1.4) se pueden expresar asl: 

( lif I ov) • ( llf/liu )( lig/liu )·1( llg/ ov) =O (2.2.2.1.8) 

Puesto que og / ou es no singular, of I ou se puede escribir como: 

( of /ou) ·( of/ou)( !ig/ ou )·1( og /ou) =o (2.2.2.1.9) 

Ahora si se denota a y como: 

y= ( lif/ liu )( 1lg I liu )·1 = ( Y1· Y2· ... ,ym) (2.2.2.1.10) 

las condiciones necesarias para puntos extremos de f se pueden escribir: 

( of/oxJ ·Y( og/ox )=o (2.2.2.1.11) 
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Otra forma de encontrar las condiciones necesarias con las restricciones iniciales, 

es derivando esta función: 

f (11)-y( b-11(11)) (2.2.2.1.12) 

con respecto a 11 y a y, Esto es la base del método de los muttlpllcadores de Lagrange. 

Por tanto, para aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange al problema 

de la programación cléslca: 

max f(11) 
11 

sujeta a 11(11) = b 

Se Introduce primero, un vector fila de m variables: 

Y= ( y,. Y20 •• .,ym ) 

(2.2.2.1.13) 

(2.2.2.1.14) 

Estaa variables ae conocen como los mulllpllcadores de Lagrange. El siguiente 

paso es definir la función lagranglana como la función objetivo más el producto Interno 

del vector y de multiplicadores de Lagrange, y el vector columna, formado por las 

diferenclaa de las constantes de reatricclón y las funciones de restricción: 

L(11,y) = f (11) - y( b - g(11)) (2.2.2.1.15) 

o en forma desarrollada: 

L(x 1 , x 2 , ... , x,, y1 , y2 , ••• , Ym )=f(x 1 , x 2 , ••• , x, J-}'.:y, (b, -g, (x 1 , x,, .... x,)) 

"' 
(2.2.2.1.16) 

28 



Por último se busca el punto ( x•, y• ) en donde se anulen todas las derivadas 

parciales de primer orden de la lagranglana, esto es: 

oL(x*, y• )/ox ;, ( of(x*)/ ox )·y*( 0g¡x•11 ox) =o 

oL( x•, y• ) / oy = b • 11lx*) • o (2.2.2.1.17) 

Se puede observar que el primer conjunto de restricciones (2.2.2.1.17), esel 

mismo que (2.2.2.1.11), por laque el vector gradiente de la función objetivo debe ser lo 

mismo que el vector de multiplicadores de Lagrange multiplicado por el gradiente de las 

funcione• de restricciones: 

( of (x*) I ox) =y*( 0g(x*)/ ox) (2.2.2.1.18) 

o, en forma desarrollada: 

of(x;, x;, ... , x;)/ox1 = i:y,(lig1(x;, x;, ... , x;¡/ox1) ,_, 

J= 1, 2, ... , n (2.2.2.1.19) 

El segundo sistema de ecuaciones de (2.2.2.1.17) son m condiciones que 

expre11n las restricciones del problema: 

ll(x*)•b (2.2.2.1.20) 

Al resolver las n+m ecuaciones de (2.2.2.1.17) se obtienen las soluciones para las 
m+n Incógnitas: las variables de decisión x• = (x,•, x,•, ... ,xn*l' y los multiplicadores de 

Lagrange y• = (y,•, y,*, ... ,ym*) . SI se toma al puntox• como una solución local al 
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problema de programación clásica se puede concluir que el máximo de la función 

lagrangiana en el punto (1t•,y•} y la función objetivo son iguales, ya que, al satisfacerse 

las restricciones en 1t• estas se anulan quedando únicamente la función objetivo 

maximizada, esto es: 

L( 1t•, y•)= f (1t•) (2.2.2.1.21) 

puesto que se satisfacen las restricciones (2.2.2.1.20). 

Ahora bien, las condiciones necesarias de segundo orden son qua la matriz 

hesslana de las derivadas parciales de segundo orden de la lagrangiana con respecto a 

·lt: 

[ 

o'L/ox; o'L/ox,ox, ... o'L/ox,ox, l 
o'L/o1t' = 02L/0~2ox 1 o2L~oxl ... o'l/o~2ox, 

o'L/Bx,ox, o'l/ox,ox, ... o'L/ox~ 

(2.2.2.1.22) 

sea definida negativa o semidefinlda negativa para el punto máximo local (ll*, y') sujeta 

a las m condiciones, l.e., que cumpla las restricciones del problema: 

dg = ( og (ll•) I f>K) d1t = O (2.2.2.1.23) 

SI una matriz hessiana es definida negativa sujeta alas condiciones (2.2.2.1.23), 

entonces las condiciones de primer orden (2.2.2.1.18) y g(lt) =b son suficientes para un 

mlflximo local. 
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2.2.2.2 lnterpreblclón de loa multlpllcadorea de Lllgrenge 

La relevancia de las condiciones (2.2.2.1.18) no termina al encontrar un vector de 

decisiones localmente óptimo, x•, sino que también proporciona el vector de 

multiplicadores de Lagrange, y•, y puesto que J es no singular, y• es única para el 

óptimo local x•. La Importancia de los multiplicadores de Lagrange se basa en la 

Información que aportan respecto al problema, ya que miden el grado de sensibilidad del 

valor optima! de la función objetivo a tas variaciones en las constantes de restricción b: 

y• • O! (11*) I ob (2.2.2.2.1) 

o, lo que es lo mismo: 

y¡" = O! (11*) I ob1 , 1 = 1, 2, .. ., m (2.2.2.2.2) 

Es posible llegar a las Igualdades anteriores si se toman las b, como variables y si 

se consideran las ecuaciones (2.2.2.1.1 B) y (2.2.2.1.20), se llega a: 

r 1( b, y, x) = b - g(x) =o (2.2.2.2.3) 

r2( b, y, x) = (lif(x) /611)-y( og(x)/611) =O 

que es un sistema de m+n ecuaciones con 2m+n variables ( b, y, 11 ). El gradiente de 

este sistema de ecuaciones es: 

( 1 o -(6g/ox)) 
lo -(og/ilx)' s'L/ox' 

(2.2.2.2.4) 

donde 1 es la matriz identidad mxm. Esta matriz, como se definió antes, es de rango de 

fila completo. 
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SI e despejan las variables de decisión, x, y los muttlpllcadorea de Lagrange, y, 
como funciones de las constantes de restricción, b, se puede resolver el sistema 

formado por las m+n condiciones de primer orden: 

y•y(b) 

x•x(b) (2.2.2.2.5) 

Al sustituir (2.2.2.2.5) en la función lagrangiana, ésta queda en función de las 

constantes de restricción, l.e.: 
lfJ 

L ( b) = f (11(b)) + y(b) ¡ b • 11(x(b)) J 

SI se deriva con respecto a b: 

(2.2.2.2.6) 

(BL I Bb) = (Bf I 811)(8x I Bb) + y· y(llg I 811)(8x I Bb) + (By/ Bb)(b • 11(11)) 

• [(Bf I ax). y(6g I 811))(8ll '8b) + (8y' Bb)(b. 11(111) + lf 

(2.2.2.2.7) 

De las condiciones de primer orden (2.2.2.1.17), los primeros dos términos de 

(2.2.2.2.7) se anulan cuando se encuentra la solución (x•,y•), de modo que el cambio 

en la lagran11lana es igual al vecior de muttiplicadores de Lagrange. Pero en (x*,y*), el 

valor de la lagranglana es el valor optima! de la función objetivo (2.2.2.1.21 ): 

BL ( 11•,y•) I Bb = 8f (x*) / 8b =y• (2.2.2.2.8) 

El m6todo de multiplicadores de Lagrange, por tanto, además de resolver el 

problema de la programación cl41slca, proporciona también un análisis de sensibilidad 
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que permite ver en los valores de los multiplicadores de Lagrange, ede que manera se 

afecta el valor optima! de la función objetivo, a Jos cambios en ias constantes de 

restricción (referencias que tratan el anéllsls de sensibilidad, por ejemplo: Taha (1989), 

lntrllllgator (1972), Bertsekas (1982) ). 
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B. Progr1m1cl6n no LlnHI 

En lngenlerla, Economfa, Ciencias Sociales, Administración y Ciencias Flslcas, asl 

como en olros campos, el analiSla se enfrenta con frecuencia al problema de optimizar 

complejo•: arreglos de equipo, operaciones, clrcu"os, procesos, etc. Él desea 

maximizar o minimizar alguna función objetivo (un coito, un peso, un beneficio, etc.), por 

medio de la selección de ciertas variables de decisión (plrlimetros de dlsello, ajustes 

dsl controlador, lecturas in1trumentales, cantldadea de recuraos, etc.), sujeto aciertas 

re1trlcclone1 (requerimientos técnicos. condiciones de operación, capacidades de flujo, 

factore1 de aeguridad, etc.) Inherente• en el proceso. Cuandose formulan en forma 

matemlltica, una amplia clase de estos problemas de optimización se pueden agrupar 

en una categorla llamada "problema de Programación no Lineal". Los m6todos ds 

solución de tales problemas se llaman Programación no Lineal. Como se explicaré más 

adelante estos problemas también incluyen a los de Programación Clásica. 

Asl que, el problema de la Programación no Lineal es el de obtener valores no 

negativos de ciertas variables llamadas variables de decisión, de tal manera que se 

optimice una función dada, llamada función objetivo, sujeta a un conjunto de 

reslricciones de desigualdad ya establecido. Al emplear la notación del capltulo 1, el 

problema del máximo en Programación no Lineal se expresa en forma vectorial como: 

m:xf(x) 

sujeta a ll(x)sb, x;, O 

o, en forma desarrollada: 

max f(x,,x,, .. ., x,) 
•1•:···· ... 
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sujeta a 

(2.0.5) 

Al igual que como se definió en el capitulo precedente, lasnvariables x,, x2, .• ., Xn, 

aon ·las variables de decisión, agrupadas en el vector x. La función f (') es la función 
objetivo, y las m funciones g1('), g2('), ••• ,gm(') son las funciones de restricción, 

reunidas en el vector columna g("). Los números reales dados b1, b2, ••• ,bm, son las 

constantes de restricción, reunidas en el vector columna b. Se supone que n y m son 
finitas, también que están dadas las m+1 funciones f ('), g1('), g2('), ••• ,gm('), y que son 

continuamente diferenclables y no contienen elementos aleatorios. Además, x . puede 

ser cualquie"r vector real sujeto únicamente a las m+n restricciones contenidas en 

(2.0.4). 

Algunas cuestiones interesantes en relación con el problema de la Programación 

no Lineal son: 

1. No existen restricciones en cuanto a los valores de m y n , a diferencia 

de lo que ocurre con el supuesto en el problema de la Programación 

Clásica. 

2. El sentido de las desigualdades es sólo cuestión de convenio. 

3. Una restricción de igualdad, puede reemplazarse por dos restricciones 

de desigualdad. 

4. Las restricciones de no negatividad en cuanto a las variables 

decisionales no son limitativas. 
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De lo anterior, se puede decir que el problema de la programación clásica es un 

caso especial de la Programación no Lineal, en donde las restricciones de desigualdad 

pueden combinarse para formar restricciones de igualdad y no existe ninguna restricción 

de no negatividad. 

Otras cuestiones Interesantes son las hipótesis de convexidad, ya que, al recordar 

el teorema local.global, un máximo local de una función situado en (o sobre el contorno 

de) el conjunto factible, es un máximo global y el conjunto de puntos en donde tiene 

lugar un malxlmo global es convexo si se supone que las funciones de restricción son 

convexas y la función objetivo ea cóncava. Ademés, si se asume que la función objetivo 

es estrictamente cóncava entonces la solución es única. 

2.3 C••o no sujeto• reatrlcclonea de deal11u•ld•d 

Cuando no existen restricciones de desigualdad, el problema (2.0.4) se convierte 

en maximizar una función eligiendo valores no negativos de las variables: 

sujeta a (2.3.1) 

El problema (2.1.1) se puede resolver de igual manera a la utilizada en el 

problema de programación clásica sin restricciones en la sección 2.1, esto es, ocupando 

la serte de Taylor como sigue: supóngase que existe un máximo local, x'. para (2.3.1 ), 

entonces se debe cumplir para todos los puntos vecinos, x• + <11t: 

f (x*) <:l(x* + Mx) (2.3.2) 

donde <1X una dirección de movimiento de en y h un número positivo arbitrariamente 

pequeño. Ahora. asúmase que f(x) es dos veces continuamente diferenciable, luego, si 
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la función del segundo miembro de (2.3.2) se desarrolla en serie de Taylor entorno a x•: 

f (X*+ Mx) = f (x*) + h fx<'l(x*) AX+ (1/2) h2 AX' f ,12>(x* + OhAX) AX 

0<0<1 (2.3.3) 

Al sustituir (2.3.3) en (2.3.2) y eliminar términos semejantes, se obtiene la 

desigualdad fundamental: 

h f.<'l(x*) AX+ (1/2) h2 <\X' f p>(x* + OhAX) AXS o (2.3.4) 

como ae mostró en la sección 2.1, la condición necesaria para un méxlmo local en x•. 

Ahora bien, si x• es una solución interior, i.e. x• > O, entonces la desigualdad 

fundamental debe cumplirse para todas las direcciones AX, puede observarse que son 

las mismas condiciones de primer orden de la Programación Clásica, esto ea, la 

anulación de todas las derivadas parciales de primer orden. SI se supone que unade 
las variables está attuado en el contorno, x,• = O, y quetodos los otros incrementos son 

nulos, la desigualdad fundamental (2.3.4) implica que en x,* = O la llnica dirección 
permttlda es aquella para la cual <\x, ;,, O, esto es: 

(2.3.5) 

De aqul se desprende que la desigualdad fundamental requiere como 

condición neceaaria de primer orden que: 

si x; =O (2.3.6) 

Asl que , al tomar la primera derivada con respecto a x,, ésta se anula si x, es una 

solución Interior, x, > O, y si x, es una solución de contorno, x, = O, se tiene que la 

primera derivada con respecto a x, es menor Igual quecero, como se expuso en (2.3.6). 

Luego, o la variable correspondiente toma el valor de cero (solución de contorno) o la 

derivada toma el valor de cero (solución interior), se tiene queel producto de estas dos 
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es siempre cero, simbólicamente: ... 
f,,''' (X*)x; = 0 

..... 
J=1, .... n 

Al sumar todos loa productos (2.3.7)de las n variables se tiene: 

fj~(x*)x*= ~)J;'Cx*)x; =0 
J•I 

(2.3.7) 

(2.3.8) 

Dicho de otra forma, esta condición de la anulación de la suma de los productos 

Implica, que cada uno de loa sumandos se anule (i.e .. implica que (2.3.7) secumpla 

para toda j) a causa de las condiciones de que todas las variables son no negativas y 

todas las derivada parciales de primer orden no positivas. 

Se puede determinar el méxlmo local, x•, utilizando las 2n + 1 condiciones de 

primer orden: 

fj''Cx*)sO 

f!~Cx*)x* =O (2.3.9) 

x•;,o 

Estas condiciones Implican que cada una de las derivadas parciales de primer 

orden se anula si la variable correspondiente es positivo, y es no positivo si la variable 

es cero: 

si x; >O 

(2.3.10) 

paraj = 1, 2, .... n 
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2.4 CHO sujeto• rntrlcclon•• de dealgualdad 

Dado el problema de Programación no Lineal: 

m,lll<f(x) 

sujeta a g(x) s b, x ~ O (2.4.1) 

Para resolver este problema, primero ae convierten las reatricclonea de 

dealgualdlld en re1trlcclone1 de Igualdad aftlldi6ndole un vector no negativo a de m 

variables, llamadas varlablea de holgura, aal: 

(2.4.2) 

ahora, el problema puede formularae: 

m:ixt(x) 

sujeta a g(x) + •,. b, (2.4.3) 

El problema (2.4.3) un problema de Programación Clásica si no tuviera las m + n 
restricciones de no negatividad de las variables, luego, se podrla resolver dicho 

problema utilizando la función lagrangiana, como ae hizoen la Programación Clásica de 

la siguiente forma: 

L' = f (X)+ y(b • g(x) • s) (2.4.4) 

donde y = (y1, y2, ... , Yml es un vector de multiplicadores de Lagrange, como el utilizado 

en la Programación Clásica. 

Entonces, de resultados anteriores (aecci6n 2.2.2.1), las condiciones necesarias 

de primer orden se obtendrlan como las condiciones de que todas las derivadas 

parciales de primer orden de L' con respecto a x, y y a se anulen. Puesto que se trata 
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de un problema de Programación no Lineal existen vectores no negativos, x y •. en que 

laa condiciones de las derivadas de primer orden con respecto x y •· se sustituyen por 

las condiciones (2.3.9). esto es, las condiciones necesarias de primer orden para un 

mulmo local son: 

(L' ),"' = f •"'·y llx''' s O 

(L' ),"'(X) = ( f •''' ·Y llx"') (X) = 0 

x:i:O 

(L' ),"'= b·g(X)·•• O (2.4.5) 

(L' )0'"= ·Y sO 

(L' )0''' (•)=-y• =O 

en donde laa funciones y derivadas se valuan en x*, y• y •*. El siguiente resultado, 

llamado las condiciones Kuhn-Tucker, se deduce al sustituir el vector de variables de 

holgura, a. por b • ll(X), esto es: 

(f ,111 • y g,t•1 ) (X) = 0 

(2.4.6) 

y(b·g(x))=O 
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Otra forma de obtener las condiciones Kuhn-Tucker es definir la función 

lagranglana para el problema original (2.4.1), asl: 

L (x,y) = f (x) + Ylb - 111•11 (2.4.7) 

eata función lagranglana, en palabras, significa la suma de la función objetivo més el 

producto de 101 muttlpiicadores de Lagrange por la diferencia entre las constantea de 

restricción y las funciones de restricción. Luego, se evalúa (2.4.6) en x• y y• óptimos: 

(L' >•"' (x•,y•¡ = f •'"IX") - y• 11."' l•"I ,; O (2.4.8) 

(L' )•"' (x• ,y•¡ 1•") = ( f •'" 1•"1- y• 11.••11•") ) (x") = O (2.4.9) 

(2.4.10) 

(L' >r"' 1x•,y•¡ = b - 111•");, O (2.4.11) 

y• (L' >r"' (x•,y•) = y• (b -111•'1) = O (2.4.12) 

y".? O (2.4.13) 

ObHrvese que las condiciones de no negatividad y las restricciones de 

desigualdad del problema original de la Programación no Lineal, están dadas en. 

(2.4.10) y (2.4.11) respectivamente. También, obsérvese que una vez establecidas las 

restricciones de signo en (2.4.8) y (2.4.10) cada uno de los términos de la suma de 

(2.4.9) se anula, esto es: 

X¡= o (o ambla) J=1, .... n (2.4.14) 

ea decir, o bien se cumple la condición de la primera derivada (punto Interno) como una 

Igualdad, o bien la variable está en el contorno o ambas cosas a la vez, entonces: 
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fl'I-~y (gl'I) SO 
X¡ ~ 1 X¡ 1 ... 

X¡ :?0, pero =O 

pero =O si x; > O 

si t;:i-fy,(g~:1 )<0 ,., 

J= 1,2, .. ., n 

(2.4.15) 

Igualmente debido a las restricciones de signo de(2.4.11) y (2.4.13), cada t6rmlno 

de la suma en (2.4.12) se anula. O bien 

y1 = O ó g1(x*) = b1 (o ambas) 

i = 1, 2, .. ., m (2.4.16) 

es decir, o bien se anula el multiplicador de Lagrange, o bien, se satisface la restricción 

de desigualdad como Igualdad estricta, o ambas cosas a la vez: 

g1(x*) ,; b1 pero = b1 si y, > O 

Yt ;,O pero = O si g1(x') < b1 (2.4.17) 

1=1,2, .. .,m 

Las condiciones (2.4.15) y (2.4.17) son llamadas "las condiciones de holgura 

complementarla" y es otra forma de Interpretar las condiciones Kuhn-Tucker. 

De la condición (2.4.12), el valor de la lagrangiana para la solución, es el valor 

opllmal de la función objetivo: 

L (x',y') = f (X°) + y*(b - g(x')). f (X') (2.4.18) 
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2.5 El teorem• de Kuhn-Tucker 

Otra vez, el problema general de la Programación no Lineal : 

maxf(x) . 
sujeta a gjx),;; b, x 2: O (2.5.1) 

como se desarrolló en la sección anterior, el teorema de Kuhn· Tucker consiste en 
Introducir un vector y = (y1, y2, .. .,ym); donde y ea el vec;jor de multiplicadores de 

Lagrenge, y definir la función lagranglana como: 

L (x,y) = f (X) + y(b • ll(X)) (2.5.2) 

Las condiciones Kuhn-Tucker como se describió de (2.4.8) a (2.4.13), son: 

Lx'''(x•,y•) s o ly''' (x•,y•) <: O 

Lx'"(xº,y')x• = O y• Lx••>(xº,y') = O . (2.5.3) 

y"<: O 

Obffrvese el sentido de las desigualdades y de acuerdo con (2.3.9), se tiene que 

el punto (x•,y•) forma un punto de silla en la función lagranglana, donde maximiza la 

función reapecto a las variables del vector x y minimiza respecto a los multiplicadores . 

de Lagrange, y; con x, y vectores no negativos. Ahora bien de lo dicho en los 

renglones anteriores se cumple: 

L (x,y') s L (x',y') s L (xº,y) para todo x,y<: O (2.5.4) 

Al hecho de encontrar vectores no negllllvos (x• ,y*) que satisfagan (2.5.4) se 

conoce como el problema de punto de silla. 
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Teorema de Kuhn·Tucker (condición de suficiencia de optlmalidad).· Sea f(x) 

cóncava, g(x) convexa. SI (x• ,y•) ea solución al problema del punto de silla entonces x• 

resuelve el problema de Programación no Lineal. 

Es decir, si (11',y*) es un punto de silla en la función lagranglana entonces x• 

resuelve el problema de la programación no lineal. Luego, si se supone que (x•,y•¡ es 

un punto de silla, como x• maximiza la lagrangiana (respecto a todo x:.: O): 

f (x) + y*(b • g(x)) s f (x*) + y'(b • g(x•)) (2.5.5) 

y puesto que y• minimiza: 

f (x') + y'(b • g(x')) s f (x') + y(b • g(x*)I (2.5.6) 

(2.5.6) también puede escribirse: 

(y • y•)(b • 11(x•11:.: O, (2.5.7) 

ahora como los componentes de y pueden ser arbitrariamente grandes, se tiene que x• 

satisface las restricciones de desigualdad: 

g(x*)sb (2.5.8) 

Pero, si se toma a y• o en (2.5.7), se tiene que: 

y'(b • g(x')) • o (2.5.9) 

dado que y:.: O y b • g(x'):.: O. 

Ahora, si se observa (2.5.5), y utilizando (2.5.9), se tiene que: 

f (X') ~ f (X) + y*(b • g(X)), X2: 0 (2.5.10) 
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Dado que y• es no negativa, al x es admisible se tendrá que: 

f (X*) «f (X) (2.5.11) 

de modo que x• maximiza f(*). en el conjunto de los vectores admisibles, por tanto el 

problema de la Programación no Lineal queda resuelto. 

Teorema de Kuhn-Tucker (condiciones necesarias de optlmalidad).- Sean !{"). 

función objetivo, una !unción cóncava y g(*), vector de restricciones de desigualdad, un 

vect9r de funciones convexas que cumple con la condición de calificación de 

restrlcc16n'. Entonces, x* resuelve el problema de Programación no Lineal si y sólo si 

existe una Y" tal que (x*,y*) resuelve el problema del punto de sllla. 

La primera parte del problema del punto de silla consiste en maximizar L(x*,y*) 

mediante la elección de varlables no negativas de x. Entonces, de los obtenidos en 

(2.3.9) se pueden aplicar y se llega a las condiciones: 

L •'"(x* ,y*) s O 

(2.5.12) 

x*«O 

La segunda parte del problema del punto de silla, que consiste en minimizar 

L(x*,'/") eligiendo multiplicadores de Lagrange, y , no negativos, da las condiciones: 

L y"'(x*,y*) ;, O 

'/" L Y'"(x*,y*) = o (2.5.13) 

y*«O 

Donde (2.5.12) y (2.5.13) son las condiciones de Kuhn-Tucker, expuestas en 

(2.5.3). 

3 caur.c.ci6n de reatñcelón.· es ll condlcl6nde que exista algün punto en el conjunto de re1trlcclone1 de deslgu1ldad 
como dnlgu1ld1d estricta, esto es, exllte un vector x tal que X? O y G(•) e b. 
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Para ejemplos acerca de la utlllzaclón de las condiciones Kuhn-Tuckerse pueden 

revlur: Luenberger (1989), Hadley (1964), lntrilllgator (1972). 

Se ha deurrollado la teorfa de la Programación Clúlca yProgramaclón no Lineal, 

en cuanto a 1ua condicione• da optlmaildad, y se ha hecho hlncapi6 en el papel que 

juega In condiciones de Kuhn-Tuckar para uber 11 el valor obtenido cumple conser un 

óptimo. En In secciones antarioret a las condiciones Kuhn-Tucker se plantearon las 

bases para llegar a esta última. 

Las condiciones Kuhn-Tucker se han delarroilado para trabajar con Ja visión 

general que guarda, y asl, poder entrar a un caso particular de Ja Programación No 

Lineal, la Programación Lineal, en ella última es donde se Interpretan In condiciones 

Kuhn-Tucker y su relevancia para obtener un valor optima! del problema a resolver. 

El siguiente capitulo trata de la Programación Lineal y la importancia de las 

condiciones Kuhn-Tucker, ademis, se plantea un problema de esta programación. 
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Capitulo 3. Programación Lineal 

Loa moeleloe de a1lgn1cl6n de recursos muchas v-. se pueden formullr 

ruonlblemente u .. ndo l6lo relacionel lineales, por tanto nte tipo de problemas se 

puede rnotver utlllzando ProgramlCldn Lineal, olrOI e11mpos en loe que 19 ha aplicado 

con 6xtto esll programacl6n •• en loe modelcll de tran1porte y Aldea; programllCl6n de 

la producción, dlaello eatructural y 811611111 económico. 

Ella programación tuvo un gran dnarrollo de 1947 a 1967 en que muchos 

artlculoa se redactaron y se codificaron programas para computadoras para resolver 

pniblemH granda. El mjtodo almplex, propuesto por G. B. D1ntzlg en 1947, es un 

m6todo efectivo para rnotver problemas de Progr1mecl6n Lineal. 

Como se expresó en el capitulo 1, para resolver el problema de la Programación 

Lineal se deben elegir v110res no negativos de las variables de decisión, de tal forma 

que mmxlmice o minimice una función lineal dada sujeta a un conjunto de restricciones 

de desigualdad lineal dado. 

Entonces, un problema de Programación Lineal se puede escribir en forma 

vectorial, asl: 

m:x f{x)= ex 

sujeta a 

(3.0.1) 
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o, en forma desarrollada: 

sujeta a 

a11x1+a12x2+ ... +a1nxnS b1 

921x1+a22x2+ ... +a20x0s b2 (3.0.2) 

La notación de arriba Indica que, el vector columna x llene por elementos a las n 
variable• de decisión, x1, x2, ... ,xn del problema. El vector fila e esta conalituldo por las 

n conalllnles objetivo, c1, ~. .... e,,; la matriz A de mxn tiene por elementos en sus 

entradas • lu constantes del programa, llamad11 const1ntes coeficientes a11 , a12 , ... , 

a1n: a2,. 1122 , .. ., a20; ªm•• am2, .. ., ªmn: por llHlmo, el vector columna b formado por 

1111 constantes de restricción b1, ~ ..... b0• P1ra el estudio que se hanll se supone que 

n y m son finitos, los elementos de A, b, x y e son nllmeros reales; además, los 

elementos de x están restringidos por las m+n restricciones de (3.0.1). 

Se puede observar que este problema es un caso especial de la Programación no 

Lineal; en donde la función objetivo y las funciones de realrlcclón son lineales. 

Cada una de las n restricciones de no negatividad: 

X¡;;, 0, j = 1, 2, ... , n (3.0.3) 

forma un semlespacio cerrado y la Intersección de todos los semieapacios definidos en 

(3.0.3) se encuentran en el orlllnte no negativo del espacio euclldllno de dimensión n, 
en. De Igual forma, cada una de las m realrlccionea de deaigu1kllld: 

J=1,2, ... ,m (3.0.4) 
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constituye un semiespacio cerrado de en que es el conjunto de puntos situados enel 

hlperplano definido por: 

(3.0.5) 

~ conoce como espacio o conjunto soluclón ·aquel conjunto formado por todos los 

vectores x que satisfacen lis m + n restricciones de desigualdad y de no negatividad de 

(3.0.1), esto es: 

{x cen¡ Axsb, x~ O) (3.0.6) 

(3.0.6) es un conjunto poliédrico convexo cerrado en el ortante no negativo en el 

espacio euclidiano de dimensión n. Dado que, el conjunto 10lucl6n es convexo y la 

función objetivo es lineal, por el teorema local-global mencionado en el capHulo 1, la 

solución a parte de ser un máximo local tambi6n ea máximo global. Asl. que, si un 

v6rt!ce en el conjunto solución produce ningún valor menor que cu1lesquiera otros 

v6rtlcea próximos, entonces el problema tiene solución. 

Si existen més variables de decisión que restricciones, n > m, entonces existe un 

v6rtlce del conjunto solución en donde n -m ó més de las variables se anulan, ea decir, 

debe haber por lo menos una solución al problema que consta de una solución al 

problema que consta de un vector x con a lo más m de sus n elementos distintos de 

cero. 

De lo mencionado antes, esto es, la función objetivo es continua y el conjunto 

solución es cerrado y de acuerdo con el teorema de Weiestrass el problema de 

Programación Lineal tiene solución si el conjunto 10lución es no vaclo y acotado. 

Luego, ae pueden presentar dos casos en los cuales el problema no tenga solución: 

1. Las restricciones son Incompatibles de modo que el conjunto solución es 

vaclo. 

2. El conjunto solución no es acotado y la función objetivo puede crecer sin 

limite en este conjunto. 
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Ahora bien, al el conjunto tolucl6n es no vaclo y acotado la aoluci6n debe ser una 

toluci6n ele contomo. 

Por tanto, se puede decir que existen tres c:aaos posibles en la soluc:lón det 

problema. ele la Programac:l6n Lineal: 

1) Una toluclón única (en un v6rtice). 
11) tnllnttaa aolueklnes (entte dos v6rllces o mis). 
iii) Ninguna solucl6n (si el conjunto soluc:ión "vaclo o no acotado). 

El dffarrollo ele laa condlcionea de optimalldad en los problemas de Programac:lón 
Uneal se debe a la relacl6n que a cada problema de Programac:l6n Lineal comisponde 

un problema dual. 

Para fflo, suponga que el ptOblema original, conocido como problema primal, " 
el problema del mtxlmo de la Programacl6n Lineal (3.0.1): 

sujeta a 

maxF=c11 . 
Alc;b, (3.1.1) 

entonces se define el problema dual como el problema del mlnlmo ~la Programlci6n 
Uneal: 

mln Gsyb 
' 
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sujeta a 

yA~c. (3.1.2) 

en donde y es el vector fila: 

Y• (y,, Y2. ····Ym) (3.1.3) 

O en forma desarrollada (3.1.2): 

min G(y,, y,, ... , Ym)=b1y,+b2Y2+ ... +bm Ym 
Yt• Y1• ··~ Y111 

sujeta a 

a,,y,+a21Y2+ ... +a,,,1Ym ~ c, 

ª12Y1+a22Y2+ ... +am2Ym ;,, ~ (3.1.4) 

Al observar (3.1.1) y (3.1.2) se tiene que los dos problemas buscan una solución 

de una función lineal mediante la elección de variables no negativas y sujeta a 

restricciones de desigualdad lineal; el problema primal y su dual tienen cada uno m + n 
restricciones de desigualdad; ambos utilizan los mismos parámetros dados por tamatri2 

A, el vector columna b y el vector fila c. 

Ademés, mientras que el problema dual elige m variables contenidas en y el 

problema primal debe elegir n variables agrupadas en x; por otro lado si el problema 

original consiste en maximizar y utiliza desigualdades del tipos, entonces el problema 

dual minimiza y utiliza desigualdades del tipo~; por ultimo las constantes de restricción 

de cada problema se transforman en las constantes objetivo del otro. 

Otra situación que se presenta, es que el dual del problema dual es el problema 

original. esto es, si se transformara una vez más el problema dual se llegarla 

nuevamente al problema primal. Por tanto, si se conoce cualquiera de tos dos 
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problema• (primal o dual) ae puede llegar al otro (dual o primal);de aqul que ninguno de 
los dos problemas sea el problema fundamental. 

3.2 TRremH fund•m•ntalH de Progr•m1el6n Llnnl 

Los teoremas fundamentales de la Programación Lineal est•n basados en la 
función lagrangiana y las condiciones Kuhn-Tucker. De aqul, nace la Importancia de los 

problem11 du1le1, pu91to qUI, laa variable• dualea ae utillz•n c:omo los multlpliCldores 
lagranglanos del problema prim11. 

Suponga qUI el problem• prim1I es el problema de rnúlmo: 

m!lx f(x)=cx 

su)eta a 

Ax!Ob, (3.2.1) 

El vector columna x• es una solución de (3.2.1), segúnel teorema de Kuhn~Tucker, 
si existe un vector fila y• tal que la función de Lagrange se defina como: 

L (x,y) •ex+ y(b ·Ax)= ex+ yb. yAx 

y las condicione• de Kuhn·Tucker ae cumplen para los vectores x•, y•: 

ol/ox= e ·yASO 

(oL I ax¡ x =ex· yAx •o 

X2:0 

8L/8y= b ·AX2:0 

y(8L I oy) = y(b ·Ax)= O 

y2:0 
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Ahora, si el problema primal fuera el problema del mlnlmo: 

1ujetaa 

min G=yb , 

yA<!:c, (3.2.4) 

Según el teorema de Kuhn-Tucker, el vector fila y• es una solución 11 existe un 

vector columna x• tal que, la función lagranglana se defina como: 

L (x,y) = yb + (c-yA)x = yb+ cx-yAx (3.2.5) 

y las condiciones de Kuhn-Tucker se cumplen para los vectores x•, y•: 

8L/8y = b-Ax<!:O 

y(lil I By)= y(b-Ax) •O 

(3.2.6) 

8L/8x = c-yASO 

(8L/8x) x = cx-yAx •O 

x<!:O 

Luego, no Importa cual se tome como el problema primalo dual se tiene el mismo 

1latem1 de ecuaciones y el mismo número de variables, asl que se tendrá el mismo 

resultado. 

Enseguida, se dan tres teoremas fundamentales de la Programación Lineal. los 

cuales son cada uno necesarios y suficientes y están basados en el análisis de los 

multiplicadores de Lagrange y las condiciones Kuhn·Tucker: 

53 



1. Teorema de existencia.· Existe una solución en el problema de Programación 

Lineal si y sólo si los conjuntos solución tanto del problemaprimal como de su dual son 

novaclos. 

Para probar la primera parte de eale teorema se debe demostrar que si existen 

vectores admisibles para los problemas primal y dual, entonces existe solución para 

ambos. Por tanto, si se toman las restricciones de desigualdad de Josproblemas primal 

y dual: 

(3.2.7) 

yA<!c (3.2.8) 

y se·multipllca a la izquierda de (3.2.7) por el vector no negativo y, se llega a: 

yAx s yb = G(y) (3.2.9) 

y despu6s se multiplica a la derecha de (3.2.8) por el vector no negativo x, se tiene: 

F(x) =ex s yAx (3.2.10) 

Luego, si • y y son vectores admisibles de los conjuntos solución de los 

respectivos problemas, se tiene: 

F(x)SG(y) (3.2.11) 

o en palabras, el valor de la función objetivo en el problema de maximizar no puede 

superar el valor de la función objetivo en el problema dual de minimizar. 

Asi que, si se supone que •º y yo son vectores admisibles para ambos 

problemas, entonces, el conjunto solución para el problema primal es no vacio y la 

función objetivo es acotada, esto es: 

F(•) 5 G(yº) para todo vector admisible • (3.2.12) 
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según el teorema de Welestrass, existe una solución para el problemaprimal. De Igual 

forma, para el problema dual, puesto que el conjunto solución contiene ayº y la función 

objetivo es acotada: 

F(xº) s G(y) para todo vector admisible y (3.2.13) 

según el teorema de Welestrass, el problema dual tiene una solución. 

Ahora falta demostrar que la existencia de la solución a un 11.1oblema de 

Programación Lineal Implica que el conjunto solución tanto del problema mismo como 

de su dual son no vaclos, para esto, supóngase que x• resuelve el problema del 

máximo; entonces, el problema del máximo tiene un vector admlllble x• y dado que la 

función objetivo es cóncava y las funciones de reatricclón convexas (por definición, las 

funciones lineales son a la vez cóncavas y convexas ) y puesto que se cumple la 

condición de calificación de restricción, por las condiciones Kuhn-Tucker, si X° resuelve 

el problema del méxlmo entonces existe un vector fila y• que satisface las condiciones 

(3.2.3), l.e.: 

y•A~c, (3.2.14) 

de tal forma y• ea un vector admisible. Por tanto, existe una solución al problema de 

Programación Lineal al, y sólo si, los problemas primal y dual tienen vectores 

admisibles. 

2. Teorema de dualidad.- Un vector admisible es una solución al problema de 

Programación Lineal si y sólo si existe un vector admisible para los problemas primaly 

dual para los cuales los valores de las funciones objetivo de ambos problemas son 

Iguales. 

Para demostrar este teorema, hay que probar que si el vector columnax• es una 

solución para el problema del máximo, entonces existe un vector filay• en el conjunto 

solución del problema dual tal que lai funciones objetivo de ambos problemas valuados 

en x• y y<, respectivamente, tiene'ñ el mismo valor. Para esto, el vectory• es admisible 
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como se probo en el teorema anlerlor en (3.2.14), esto es: 

yºA2:c, y•;,: o (3.2.15) 

y de las condiciona Kuhn-Tucker en (3.2.3): 

(e ·yºAlxº• O 

yºlb • AllºI • o (3.2.16) 

se llega a la siguiente Igualdad por tran11tlvldad: 

F(aº) = ca• • J°Ar' • J°b = G(y") (3.2.17) 

de eata forma se puede probar la Igualdad de los valore• de la func16n objetivo. 

An61ogamente, se puede probar este teorema para el caso enque el problema primal 

sea el problema del mlnlmo haciendo uso de (3.2.6). 

Ahora, para demostrar que ex19ten vectoreudmisiblet para ambos problemas en 

que los valom de las funciones objetivo son iguales, entonces estos vectore1rnuelven 

101 dos problemas, supóngase que 11° y y" son vectores admlalblet: 

F(11º) = ex• • y•b = G(y*) (3.2.16) 

De (3.2.11 ), si 11 y y son admisibles: 

F(11º) S G(yº) (3.2.19) 

dado que y* es adml1ible, se tiene: 

F(a) SG(y*) (3.2.20) 

y por (3.2.18): 

F(a) s F(a*) para todo vector admisible 11 (3.2.21) 
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Por lo tanto, x• es una solución del problema del m6xlmo. De manera similar: 

G(y*) s G(y) para todo vector admisible y (3.2.22) 

Con esto se prueba el teorema, l.e., si x• es admisible, resuelve el problema del 

m6xlmo 11, y a61o si, existe un vector fila y• admisible para el problema dual en que ae 

cumpla (3.2.18). Ahora bien, al observar (3.2.18), (3.2.21) y (3.2.22) se tiene: 

F(x) s F(x*) " G(y*) s G(y) (3.2.23) 

Esto es, mientras que F aea menor o Igual que G, el maximizar F mediante la 

elecc16n de x y el minimizar G mediante la eleccl6n de y hacen que el valor de F 

aumente y que el valor de G disminuya hasta que ae igualan al momento que se llega a 

la aoluc16n del problema. 

3. Teorema de holgura complementaria.- Los vectores adml1ible1x•, y• resuelven 

loa problemas duales 11 satflfacen las condiciones de holgura complementaria: 

(e -y*A)x* •O 

y*(b - Ax') • o (3.2.24) 

Se puede explicar la necesidad de estas condiciones pues salen directamente de 

la• condiciones Kuhn-Tucker. Con respecto a la suficiencia de este teorema, se puede 

verificar con el teorema de la dualidad, si ae supone que x•, y* son admisibles, 

entonces de (3.2.24): 

F(x') = ex• • y'Ax• • y'b = G(y') (3.2.25) 

puesto que 101 valores de laa !unciones objetivo son iguales, x• y y• son soluciones. Al 

delarroll1r las condiciones de holgura complementaria, 61taa requieren que: 

57 



J=1, 2, ... , n 

y;(b1 -i:a,1x;J =O 1=1, 2, ... , m (3.2.26) 
I•' 

y si se de1arrolla esto tomando en cuenta las restriccionu de admlsiblndad: 

x; "º pero= O si ta1y;>.c1 

'"' 

fa9y¡;,,c1 pero =c1 si x; >0 

'"' 
con J•1, 2, ... , n (3.2.27) 

n 

v: "º pero= O si ~aqx; <b, 
1•1 

±a,x; sb, pero =b, si v: >0 
I•' 

con i=1,2, ... ,m 

Esto ea, cualquier re1tricción que aatlaface la aoluclón como desigualdad estricta, 

la variable dual correspondiente es cero en la solución y; si una variable ea poaltlva en la 

solución entonces la restricción de dealgualdad corre1pondlente en el problema dual se 
Nlilface como Igualdad. 

Note que ea posible expreNr In condiclonea de admisibilidad y de holgura 

complementarla utilizando el teorema de holgura complementarla, donde lo1vectores x• 
y y• resuelven loa problemas dualel del méximo y del mlnlmo al, y solamente si: 

Ax*Sb, ··~o. ll*Cb • Ax*I • o 

y*A:2: e, y•;,, o, Ce ·ll*A)x* •O (3.2.28) 
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SI M •uma el vector de variablel de holgura• = (s1, 1., ... ,sml' al problema del 

múlmo y el vector fila de variables de holgura r = (r1, r2, ••• , r0) al problema del mlnlmo, 

de (3.2.28) se tiene que una solución al problema puede expresarse como: 

AJl•+a••b, x*~O. 1•~0, 

'/*A• e+ r* .-~o. (3.2.29) 

en donde la no negatividad de cada una de las variables lleva a que se satisfagan la• 

realricclonea de desigualdad de ambos problemas y la anulación delos productos punto 

de las vmrfables de holgura y de las variables duales determina que se satisfacen las 

condiclonn de holgura complementar!•. 

3.3 Anill•l8 de H118lbllld1d 

Esta Mcción trata del análisis de sensibilidad y para su estudio se destaca la 

Importancia de las variables duales, que son los muttipllcadores de Lagrange del 

problema primal. 

Luego, para este estudio supóngase que en la solución a los problemas duales 
(3.1.1) y (3.1.2) se satisfacen como Igualdades m1 de las m restricciones de desigualdad 

del problema del méximo mientras que (m - m1) se satisfacen como desigualdades 
estrictas, en tanto que n1 de las n restricciones de desigualdad de loa problemas del 

mlnlmo se satisfacen como Igualdades y (n - n1) se satisfacen como desigualdades 

estrict11. SI es necesario, se renumeran otra vez las restricciones de tal forma quelas 
primeras m1 restricciones del problema del méxlmo y las primeras n1 del problem• del 

mlnlmo sean las que se aati1fagan como igualdades, .in olvidar que esta reordenación 

de tu rellricdones pide una permutación Igual de las variables del problema dual. Por 

tanto, la matriz de coeficientes, los vectores fila y columna de loa 1111r6metros pueden 
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particionarse de la siguiente manera: 

(3.3.1) 

en donde c1 es el vector fila con n1 entradas, b1 es un vector columna con m, 
elementos y A11 es la submatriz m1xn,. Entonces los vectores fila y columna de las 

variables x y y se pueden particlonar asl: 

(3.3.2) 

en donde x1 agrupa n1 elemento• e y1 contiene m1 entradas. Conforme a las 

supoalclones lnlclales de la secc:lón, la solución de los problemas duales x•, y• es: 

(3.3.3) 

Por el teorema de holgura complementaria se tiene: 

y2• 11 o (3.3.4) 
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de (3.3.4) se pueden expresar las Igualdades de (3.3.3) como: 

(3.3.5) 

De (3.3.5) se puede concluir que ambos problemas tienen solución única si A11 es 
una matriz cuadrada y no singular, al asi sucede: 

(A11)·1 b1 • x1•, 

c1 (A11t1 • y1•, y2*•0 (3.3.6) 

1111 resuelven los problemas primal y dual en términos de las m1n1 + m1 + n1 

parámetro• de A", b1 y c1. Los valores óptimos correspondientes de las funciones 

objetivo son: 

F (x*) "c1x1•" c1(A11)·1 b1 "y1*b1 "G (y*) (3.3.7) 

donde los valores óptimos de ambos problemas son iguales como se Indica en el 
teorema de la dualidad y; F (x*) y G (y*) son funciones de los m1n1 + m1 + n1 

parámetros del problema. 

El análisis de sensibilidad que se hará se relaciona solamante con los efectos de 

cambiar estos parámetros tanto en las soluciones (3.3.6) como en los valores óptimos 

(3.3.7), para esto se separa en los siguientes casos: 

1.- Considérese primero el efecto de cambiar b sobre el valor óptimo F (x*): 

oF (X*) I ob1 "e• (A11)·1. y1•, of (X*) I ob2 "o (3.3.8) 

Asl: 

oF (x*) / ob • y• (3.3.9) 
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De Igual fonna, considérese el efecto de cambiar e del problema dual: 

aG (y*) / ac1 = (A111-1 b1 • x1•, aG ¡y•¡ / ac1 =o (3.3.10) 

Aal: 

aG (y*) / ac • x• (3.3.11) 

De manera que, la sensibilidad del valor óptimo de la función objetivo. a los 

cambios en las constantes de restricción viene medida por el valor óptimo de lavarlable 

dual coms1pondlente. 

2.- Con1idérese el efecto de cambiar ligeramente el valor de la constante de 

restricción, tal que dual coms1pondiente es cerc, l.e., si la restricción no es limHativa: 

ax1• / ab2 = o, ax:io / ab2 = o 

(3.3.12) 

El valor óptimo de una función objetivo es Independiente de una constante de 

restricción 11 la variable dual comsspondiente es nula, o dicho de otra forma, alcambiar 

el valor de la constante de restricción no llmHatlva no afecta la solución del problema. 

3.- Considérense las sensibilidades de las soluciones a los cambios en las 

constantes de restricción limitativas, esto se puede obtener derivando (3.3.6) asl: 

(3.3.13) 

se observa que los elementos correspondientes a estas matrices son iguales. Por 

tanto, las sensibilidades de los valores óptimos de la función objetivo a los cambios en 

62 



las restricciones objetivo son: 

oF(x') / 5c1 = (A111·1 b' = •1' 

liG(y') / 5b' =e' (A")"' = y1• (3.3.14) 

4.- Considérese ahora los efectos de los cambios en la matriz de coeficientes. 
Todos los elementos de A que no son los de la submatriz de m1xn1 A no tienen efecto 

sobre los valores óptimos. En cuanto a la submalriz A", si se deriva (3.3.7) se 

obtiene: 

6F(x*) / 6A" =. (A11)·1 b' e• (A")·' = 6G(y') / 6A11 (3.3.15) 

si se utiliza (3.3.14) y se realiza el producto se tiene: 

5F(x*) I 61, = • x¡' y,• = 6G(y') I 6a, 

para i = 1, 2, ... ,m1; j = 1, 2, ... ,n1 (3.3.17) 

3.4 Oeacrtpcl6n del algoritmo almplex 

El algoritmo simplex ea un método algebraico Iterativo dlsenado para nesolver 

programas lineales. Se trata de un algoritmo inicialmente restringido, que parte de 

cualquier vértice del conjunto de oportunidades, que se supone no vaclo. Se desplaza 

desde este vértice a un vértice vecino en una dirección a lo largo de la cual se 

incrementa la función objetivo, continua de esta forma de vértice en vértice hasta que se 

alcanza un vértice para el cual no exista incremento en el valor de la función objetivo 

cuando se desplaza a cualquier vértice vecino; este vértice es una solución global. 

Ahora bien, si un movimiento a cualquier vértice vecino hace decrecer el valor de la 

función objetivo entonces la solución es única: si un movimiento a algún vértice vecino 

no disminuye el valor de la función objetivo, entonces la solución no es única y todos 
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estos vértices (y todos los puntos intermedios entre ellos) son soluciones. Dado que 

existe solamente un número finito de vértices del conjunto solución, el métodoslmplex o 

bien halla la solución o bien indica que la función objetivo es Ilimitada en un número 

finito de pasos. 

El algoritmo simplex no sólo determina los valores óptimos de las variables, sino 

que también da información sobre el anéllsis de sensibilidad y permite una Interpretación 

del problema. 

Dado que este algoritmo es un proceso iterativo, generalmente se hace nece1arlo 

de herramientas tales como las computadoras digitales para realizar los cálculos. 

Ahora se expone un ejemplo de un sistema que Involucra entre sus componentes 

a un 1istema de producción de comodidad y un almacén. 

Una compallla llene como componentes en su sistema de producción, para cubrir 

su demanda: 2 unidades de producción y un depósito de almacenamiento del producto. 

De acuerdo a las especificaciones de las unldade1, en cuanto a su capacidad de 

producción y et costo de la materia prima para los próximos 5 meses, se eatima que las 

capacidades y los costos de producción para este periodo son, lasque se muestran en 

la tabla 1. 

t'\u u, u, 
k e~ e! C! ~ 

1 80 0.07 45 0.09 
2 70 0.08 45 0.08 
3 85 0.10 40 0.12 
4 50 0.12 40 0.16 
5 50 0.08 40 0.08 

Tabla 1. Capacidades y costos de producción unitarios de cada 

unidad de producción para et periodo de estudio. 

donde k es et número del mes bajo estudio, u1 la unidad de producción 1, c,• y p,• son 

las capacidades y coitos de producción en el periodo k, k =1, 2, 3. 4. 5, de la unidad de 

producción 1, 1 = 1, 2. 
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Se cuenta con un deposito, donde se almacena el producto. La capacidad flslca 

de almacenamiento tiene como limites 110 y O unidades del producto en cualquier 

Instante del tiempo. El flujo promedio del producto entre el depósito y las unidades de 

producción se calcula que tiene como limites flslcos 65 unldldes por 

mea. 

El dep61ito se vacla cada 5 meses para su mantenimiento. Al principio del periodo 

de eatudlo se acababa de dar servicio al depósito. 

Se cree que la demanda (s•) del producto en los próximos 5 meses ser41: 

Tabla 2. Demanda del producto en el periodo de e1tudio. 

La polltlca de la empreaa tiene como principio que toda la demanda ser41 

ntllfech• puntualmente. SI se desea optimizar el costo del sistema en eate periodo 

¿Cómo debe operar la companla Jos próximos 5 meses? 

Para resolver este problema, denótese por v•(*) la función de costo total a 

optimizar al tiempo tk (la función objetivo) y; sea vK(xK) la función de costo terminal, 

que describe las condiciones finales del sistema. El sistema se optlmizal'll si se 

minimizan los costos del sistema en los periodos k+1, k+2, .... K. 

Una manera de escribir el programa, es mediante la parametrización de variables, 

paraeato: 

Se• n• la tasa de producción promedio de la planta de producción al Instante k 
(tk), 11• I• demanda que se satisface al tiempo k; entonces, Os nk s e'<, + c'<2 y Os 11• s 

s• y; u•" 11' • n" la diferencia de, la demanda que se satisface y la tasa de producción de 
comodidad al tiempo k, para k =O, 1, .... 5;1uego, u• e [-(e'<,+ c'<2 ). 1•] y denótese por 

U•...,. y U'"*' los llmitea superior e inferior de u•. A u• se le llamar41 la tasa de flujo 
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promedio neto al tiempo k. Nótese que la demanda puede ser mayor, menor o Igual que 

el total de comodidad que produce la planta, la diferencia, uk = 'lk - n', se encuentra en 

la tasa de flujo de la conexión con el •lm•cén. 

Ahora bien, denóteae por x'< el nivel de almacenamiento al tiempo k, entonces, 

para para k = 1, 2, ... , K, x'< queda determinado por: 

(3.4.1) 

donde ótk ea la duración del periodo k, 1.e., I• diferencia en tiempo de k y k-1 (ótk =tk -
tk·1, para k = 1, 2, .. ., 5 • K); los llmltes !laicos del almac6n restringen 101 v•lores de x'<, 
por tanto, ella vari•ble deberll eatar •colad• por: 

(3.4.2) 

donde ».., y Xk""' Indican 101 llmltea fllicol superior e inferior del almacén en el 

k.ftlmo inteN•lo . 

P•ra cumplir con la restricción de satl•f-r I• demanda, se tendrA que en elcaso 

de no Htl1facer dlchll demanda en el periodo correspondiente se incurrirll en un coato 

M; 1•1 que M aea un número muy grande de tal form•que no exista posibilidad de tomar 

esta opción para optimizar el sistema; supóngase que M = 10. 

De lo anterior, se puede Identificar una función fk(uk) que denota el costo de 

producción por unidad de tiempo en el k-ésimo inteNalo de tiempo. 

Por tanto, ahora el programa se puede escribir asl: 
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1ujetoa: 

(3.4.3) 

para m = k, k+1, ... , K 

Asl que, ee bu1e11 una 1uc:e116n uº, u1, ... , uK que optimice el sistema para el 

Intervalo de tiempo en 81tudlo. 

Se ha establecido las condiciones generales para l'elOMlr el problema de 

Programación Lineal; asl como también, la Importancia de las condicione• Kuhn· Tucker 

que dan los supuesto• suficientes y necesarios para e11r9Cleriur la 1oluci6n del 

problema. Con estas condiciones ee asegura que el valor óptimo de la función objetivo 

es exacto. 

Al final del capitulo se mostró un problema tiplco de sistemas que involucran una 

planta de producción y un almacén. Este problema es posible plantearlo como uno de 

Programación Lineal, pero, este procedimiento se complica al ver Involucrado un 

almacén, pues, enlaza las operaciones de cada perlado. 

En el siguiente capitulo se da la teorla bé•lca de la Programación Din6mlcaque se 
necesttaré conocer para deurrollar el método de optimización. En ese capitulo se 

establ-n las condiciones necesarias y suficientes para carac:terizar la solución del 

problema, mediante las propiedllde• del problema por etapas. Ademé•. se lnterpretael 
ejemplo del sistema de producción con un almacén pero con Programación Oin6mica. 
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Capitulo 4. Programación Dinámica 

Ha transcurrido més de un cuarto de siglo desde que se publicó el libro deRichard 

Bellman (1957): Oynamlc Programmlng. Con aulibro y otros artlculos suyos se estimuló 

el dessarrollo de la Programación Oin6mlca y la Importancia que tiene en la 

lnvatlgaclón de Operaciones. Esta programación tue diaellada con la Idea de facilHar 

loa c61culoa de algunos problemas de Programación Matem6tica. La Idea, entonces, ea 

daacomponer el problema en problemas más pequellos de tal forma que sea más 

sencillo de iesolver, esto es, el problema se resuelve palllclonándolo en etapas, en 

donde cada etapa llene llnicamente un vector (vector de control) a optimizar; deapues, 

se utiliza una función recurrente que enlaza tos resultados de cada etapa y asl obtener 

un óptimo a lodo el problema. 

En sus principios la Programación Dinámica se inclinó a los problemas en losque 

la toma de decisiones tenla relación con el tiempo (por ejemplo: problemas de 

Inventario), pero, con el desarrollo que ha tenido a través del tiempo la Programación 

Oln6mlca ha empezado a emplearse en otras áreas en los que la toma de decisiones no 

está relacionado con el tiempo. Por esta razón, se ha propuesto un nombre alternativo, 

como lo comenta Hamdy A. Taha (1989), éste es Programación de Etapa Mllltiple, 

puesto que el procedimiento se resuelve en etapas. Pero, como la leerla necesaria para 

desarrollar el método en este trabajo se basa enla toma de decisiones relacionada con 

el tiempo, llnicamente se hará referencia a la variable liempo para entender los 

conceptos de problemas de etapa múttiple. 

la teorla de la Programación Dinámica se basa en el principio de optimalidad, que 

dice, según R. Bellman (1957)': 

1. Prlncpl9 ot Optimlllty: An optlm1I poliey hH the property lh•l whate-Jer lhe init\al ltl\1 and imtlal dec1slon 1retti1 
remalnlng dwcilionl mu11 eon1tltute 1n optimll pollcy wilh regard to lhe a1ate resul\ing trom the firsl transition. 
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"una polltica óptima tiene la propiedad de que, cualesquiera que sean el estado y 

decisión iniciales, las decisiones· restantes deben constituir una polltlca óptima con 

respecto al estado resultante de la primera decisión". 

4.1 Solución de Problem11 de OpllmlUclón de Etlpa Mllfflpl• 

Existen problemas, en los cuales el tiempo aparece como una variable discreta en 

lugar de continua y tales problemas pueden resolverse con Programación Dlnllmlca. 

En "º' problema1 de Optimización de Etapa Mllttlple, en los que la variable 

tiempo loma los valores diacretoa: 

to,11,l', ... ,I" (4.1.1) 

El estado del sistema en el tiempo I'<, viene dado porel vector 11k y el conlrOI en el 

tiempo 1• por el vector uk. El estado en el tiempo t1<•• viene dado por la ecuación de 

continuidad: 

11••1 = 11•(11•, u•) para k = O, 1, 2, ... , K-1 (4.1.2) 

donde g•(*, *I es un vector de funciones continuamente diferenclables delestado actual 

y de las variables de control. El estado inicial es x0.que se supone conocido. La función 

objetivo es: 

·-· v = min{Lf'(x' ,u•) +F(11", t•)} (4.1.3) ,_, 

donde F(x', I') se conoce como la condición de contomo (o función total terminal) y da 

las condiciones finales del sistema. Entonces, (4.1.3) se minimiza eligiendo una 

sucesión de vectores de control: 

{u0, u1, ••• , u•M) (4.1.4) 
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aujeta a la restricción de que esta sucesión pertenezca a un conjunto de controles dado: 

u'•U' para k=0,1,2, ... ,K-1 (4.1.5) 

El enfoque por Programación Din6mica consiste en Incorporar el problema a 

re1olver en un conjunto de problemas caracterizado por ciertos par6metros y emplear, 

luego, el principio de optimalidad para obtener una relación de recurrencia. Si se toman 

como panlmetros del problema de Optimización de Etapa Múltiple el estado 11• y el 

tiempo \k, la función óptima! es: 

V(ll',I')* = 11'(11')*· (4.1.6) 

que es el valor óptimo de la función objetivo para un problema que comienza en el 

estado xk y en el tiempo tk. Ahora bien, si se toman como parémetroa el estado y el 

tiempo Iniciales, la solución del problema es: 

Yo(ll')* (4.1.7) 

Del principio de optlmalldad se tiene que: 

v'(11')* = ~¡n[f'(11' ,u')+v"1(11"1)*] (4.1.6) 

esto es, el valor óptimo de la función objetivo, comenzandoen el estado 11• y tiempo t•, 

consiste en la suma óptima de la cantidad aftadlda en el tiempo tk, f •¡11•, u•), y el valor 

óptimo reatante, v••1¡11••1)*. De acuerdo a la ecuación (4.1.2), la relación de recurrencla 

es: 

v' (x' )* = "!in!f'(11' ,u')+ v"'(g'(x' ,u'))'] (4.1.9) 

Por lo tanto, se tiene de la condición de contomo que: 

v•(x•)' = F(x•, t') (4.1.10) 

i.e., el valor óptimo de la función objetivo, a partir de 11• y t•, es el valor de la función 

terminal en este estado y en este tiempo. 
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Otra forma de tratar el problema de Optimización de Etapa Mllltiple consiste en 

caracterizar el problema no por el estado Inicial y el tiempo Inicial, sino por el estado 

Inicial y por la cantidad de tiempo que resta por transcurrir en el problema. La función 

óptima! de este problema es: 

(4.1.11) 

Esto as, el valor óptimo de la función objetivo para un problema de longltud k, 
comenzando del estado x••. La aolucl6n al problema para k = K es v.(xº)'. En este 

ca10, la Programación Dinámica resuelve el problema retrocediendo desde el tiempo 

terminal t• a trav6a de una sucesión de solucionas. El primer t6rmino de ella sucesión 
as v,(x•)* que ea el valor óptimo de la función objetivo para un problema de longltud 

cero partiendo y permaneciendo en x". Pero el valor óptimo para este problema es 

aimplemante el valor de la función objetivo terminal. 

v,(x•)* = F (x",I") (4.1.12) 

Ahora, sea v,(x .. •)* el valor óptimo de la función objetivo para el problema de 

longltud 1, Iniciando en x•·•, eato se conoce como la "primera etapa". Este problemade 

longitud 1, implica que la elección del vector de control u .. •, se optimiza al maximizar la 

parte de la función objetivo relacionada con este tiempo f "'(x"·1, 11""') más el valor 

óptimo del problema que parte en I": 

(4.1.13) 

o, con (4.1.2) se tiene: 

(4.1.14) 

Esta elección de control de la etapa uno, cumple con el principio de optimalidad, ya 
que el control u .. • es óptimo con respecto al estado .... resultante de las primeras K-1 

elecciones del vector de control u•, u• , .... U"'. De igual manera para la segunda etapa. 

71 



con dos unidades de tiempo por pasar: 

(4.1.15) 

La relación de recurrencla para la etapa k es: 

(4.1.16) 

El problema se resuelve con v.(x')". último valor óptimo encontrado en la sucesión 

de problemas de optimización de una sola etapa, descritos por las ecuaciones (4.1.16) 

para k = 1, 2, ... , K, conla condición de contorno (4.1.12). Et problema de Optimización 

de Etapa Múltiple, queda reducido, mediante este procedimieto matem6tico, a una 

sucesión de problemas de optimización de una sola etapa. Ejemplos de estos 

procedimientos ae encuentran en: Bertaekas (1987), Denardo (1987), Hadley (1964), 

lntriltlgator (1972), Taha (1989), Kaufmann (1967), Nemhauser (1966). 

EnHgulda se presenta un procedimiento alternativo para caracterizar la solución 

del problema de minimización con función objetivo HCcionalmente lineal y convexa 

mediante I•• condiciones Kuhn-Tucker. Para esto, sea: 

v'-'(x"-1
) = m1n{±¡1m(u"')t.tm¡+ v"(x")} 

m•k 

sujeto a: 

(4.1.17) 

para m = k, k+1, ... , K 
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donde vK (xK) son las condiciones terminales del sistema, se supone secclonalmente 
lineal y convexa, ummln• ummax• Xmmln• Xmmax• para m= k, k+1, ... , K son las restricciones 

del sistema y xm = x"'"' • umótm es la ecuación de continuidad del problema. Sea tm(*) 

una función secclonalmente lineal y convexa, de tal forma que se puede escribir como: 

J' 

F(u'") = 1,,m - LcJ'<IUJ (4.1.18) 
1·1 

donde 

(4.1.19) 

y 

para )=1,2, •.• ,Jm (4.1.20) 

En el C8pltulo 5 se expllC8nl al detalle esta formulacl6n; por el momento suponga que lo 

anterior es posible representarlo asl. Entonces (4.1.17) se puede escribir de lasigulente 

forma: 

sujeto a: 

para j =1, 2, ... , Jm (4.1.21) 

para m = k, k+1, ... , K 

73 



Se puede observar que (4.1.21) es un programa lineal en que las condiciones 

Kuhn·Tucker caracterizan la solución, encontrando en formaslmutténea todas las um y 

con un proceso de atraao se pueden encontrar las xm. Ahora bien, suponga que v•n 

es la función de costo total desde el tiempo K hasta k y que es secclonalmente linealy 

convexa (de modo que es po1lbte denotarlo en forma semejante a tm(')) yque (4.1.21) 

.se quiere resolver con Programación Dlmlmlca; por tanto, de las condiciones de 

optlmalldmd el problema se puede expresar como sigue: 

sujeto a: 

para ]=1,2, .. .,J• (4.1.22) 

para 1 = 1, 2, .. ., 1• 

donde 

(4.1.23) 

y 

(4.1.24) 

Esta notación se explica en el capitulo 5 sección 3 con més detenimiento. 

Dacio que se puede lnterpnalar como un problema de Programación Lineal 

entoncaa ta IOluci6n H puede caracterizar medlanta la• condiciones Kuhn-Tucker, para 
ntoh6g ... to siguiente: dlvidll taa rntricclonn deA11¡•y t;;x.1•, paraj,.1, 2, .. ., JI', Ja 1, 

2, .. ., 1•, respectivamente, como restricciones de no negatividad y acotadas 
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superiormente, l.e.: 

(4.1.25) 
llx1• s h,• para i = 1, 2, .... 1• 

Luego, defina la función 18grangiana, asl: 

L(llu1•, .... llli'J', !lx1•, .... tixk1•, p•, 1,• . .... ykJ', e1k, .... Ok1•¡ = 

=Ir."-f c¡/lujJllt'" +lv::'-Í:cf'~J+ p'[x~ + Í:.ul'-x"-1 
+[lt. + Í:llUl]llt' ]-

t-1 .. , 1.1 J•1 

~ ~ 

- ~>r(Dt-llut}- I;~(l\"-.ui') ,.., ,_, 

sujeto a (4.1.28) 

os llur para ¡ =1. 2 ..... J• 

0SllX1• para i= 1, 2, .... 1• 

Derivando con respecto a las variables del lagrangiano: 

paral=1,2, .... I' (4.1.27) 

para J= 1, 2, .... J' (4.1.28) 

(4.1.29) 

p.mra i" 1, 2, .... I' (4.1.30) 

p.mra J = 1, 2, .... J' (4.1.31) 
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Entonces se deben cumplir las condiciones necesarias de primer orden en que las.· 

derivadas parciales (4.127)-(4.1.29) sean= O y que las de (4.1.30) y (4.1.31) seans O. 

De acuerdo a las condiciones Kuhn-Tucker, las condiciones de holgura complementaria: 

(5L/80~ )O~ =0, 

(4.1.32) 

(5L/5p' )p" =0 

Por tanto de estas anotaciones, para un óptimo se tiene que las condiciones de 

holgura complementaria 1on2: 

para J = 1, ••. , Jk: 

r=º 
.,, 11u; =0 

y: =0 .,, 0<11u; <g; 
>=0 .,, 11u; =g; 

(4.1.33) 

ypara 1=1, ... ,Jk 

ro .,, L\x~ =0 

e• =0 .,, O<L\X~ <h~ 1 

>=0 .,, dX~ =h~ 

(4.1.34) 

Para finalizar esta sección se expone el planteamiento de un sistema de 

producción con un almacén con Programación Dinámica. Para tal efecto setomará el 

ejemplo mostrado en el capitulo anterior y la parametrizaclón hecha, pero eneste caso, 

se utiliza el principio de optlmalidad para desarrollar una relación de recurrencia para 

11'>1(*) una vez que se conoce v'(') para kc {1, 2, ... , 5 = K}. Puesto que v•(x•) es la 

función del costo total terminal (esta función se obtiene del contexto del problema), 

entonces, con la relación de recurrencia se puede caracterizar a la función v'('), para 

k = K· 1, .. ., 1, O y asl, encontrar las tasas de flujo óptimo uº, u•, ... , u•. 

2. G. Hodloy, (19&1) 
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Entonces el programa se puede representar como: 

v""1(x'"1) = min { f'(u') t.t•+ v•(x') } · 

sujeto a:. 

(4.1.35) 

x•-sx"sx• .... 

En donde se optimizan los costos de operación, de acuerdo a las restricciones 

flslcas del sistema. Obsérvese como aqul, otra vez, aparece x'= x•·• - u' J.t' ésta es la 

ecuación de continuidad del sistema. 

4.2 La dlmenelon•lld•d de los estedos en I• Programación Dlnimlca 

Supóngase que en el problema de Programación Dinámica, el vector de estados 

está conformado por n (>1) variables, en tal caso, se define el problema de 

Programación Dinámica con vector de estados muttidimenslonal. 

Ahora bien, un problema que se tiene en la Programación Dinámica es cuando se 

Incrementa el número de variables de estados (o sea, la dimensión de X), pues, esto 

significa un mayor número de evaluaciones para las diferent01 alternali.vas en cada 

etapa. Esto se puede observar, al hacer los cálculos de Programación Dinámica por 

computadora en que el aumento de variables de estados ocupa más memoria de la 

computadora y por tanto, aumenta el tiempo de cómputo; como ejemple de este 

problema se tiene el estudio que hizo M. D. lntrilligator, sobre la memoria necesaria dela 

computadora: 

"Las exigencias de almacenamiento temporal requiere 0" localizaciones de memoria en 

la computadora, siendo Q el tamaño de la rejilla, o sea, el número de puntosdiscretos 

tomados por cada una de las variables de estado. Si, por ejemplo, cada variable de 
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estado se divide en 100 puntos discretos y n = 4, entonces las necesidades de 

memeoria es de 100' de localizaciones." 

A este problema se le conoce como el problema de ta dimenslonalldad o como lo 

llamó R. Bellman: "plaga de la dimenslonalldad'' y; como se puede observar es una 

desventaja que se tiene al resolver problemas de tamallo "mediano" o "grande" con 

Programación Dinámica. 

A pesar de la basta teorla de la Programación Dinámica, en este capitulo sólo se 

hace mención a conceptos que se consideran Importantes para comprender el 

mecanismo de resolver probiemH de Investigación de Operaciones por medio de la 

Programación Dinámica. Se establece las condiciones Kuhn-Tuker como condiciones 

necesarias y suficientes para caracterizar la solución de un problema propuesto que 

más lldelante será la base del método. 

Además, se plantea un ejemplo con Programación Dinámica. Obsérvese que este 

ejemplo ee va complicando en cuanto aumenta el número de estados en cada etapa, 

hasta llegar a presentar severas dificultades de resolución en tiempo ycálculo, esto es, 

existe la posibilidad de tener el problema de la dimensionalidad al buscar la solución del 

programa. 

Nótese como el ejemplo planteado en el capitulo 3 con Programación Lineal y 

vuelto a plantear en este capitulo con Programación Dinámica presenta dificulladespara 

optimizar este tipo de problemas, pero es posible resolver este sistema si se toman en 

cuenta los beneficios de las dos programaciones y con esto eliminar, en lo posible, sus 

deficiencias. 

También, en el capitulo se han expuesto algunos fundamentos dela Programación 

Dinámica que serán de ayuda para el desarrollo del método de optimización de sistemas 

lineales con almacenamiento. Es importante observar la trascendencia de las 

propiedades del problema por etapas. 

78 



Capitulo 5. Oj)timización de Sistemas Lineales con 
Almacenamiento 

H11ta el momento se ha desarrollado la teorla de la Programación Matemática y la 

Importancia de las condiciones Kuhn-Tucker en estos problemas; además, se han dado 

IH b .... de la Programación Uneal y Dinámica, tambl6n se ha dado un ejemplo de un 

problema de almacenamlento y producción. Con los fundamentos de los capllulos 

anteriores se desarrolla un m6todo que permffe optimizar llatemaa lineales de baja 

memoria•. 

El m-Jo del almacenamiento de comodidades se hace de acuerdo a su costo y/o 

dilponlbllldad que cambian con el tiempo; asl que, se tienen beneficios económicos al 

almacen1r comodidades cuando: 

- su CO$to es menor, o 

- la demanda para ésta disminuye, 

para uso en otras etapas cuando: 

- el costo es mayor, o 

- esté en demanda. 

Los sistemas considerados aqul consisten de un sólo almacén y un sistema de 

producción de comodidad. Luego, se desarrolla una t6cnlca de optimización que 

combina conceptos de Programación Lineal y Dinámica, esta técnica oplimiza la 

operación de almacenamiento resolviendo una sucesión de pequenos problemas de 

Programación Lineal y utilizando las caracterlsticas de problemas de una sola etapa. 

Este m61odo resuelve problemas determinlsticos con un sólo almac6n. 

1 a..m.. de blJ• memoria: el concepto se da más adelante. 
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S.1 Deacrlpcl6n del aletam• 

Los dos componentes de los cuales consiste el sistema a optimizar son los 
siguientes: un almacén y en general, el proceso de producción de comodidad de "baja 
memoria" {1.e., la producción de comodidad en un Intervalo detiempo no se ve afectada 
por la producción en otro Intervalo de tiempo), el cual se alimenta de material de dentro 
y fuera del almacén, como se muestra en la figura 1. El periodo de tiempo bajo estudio, 
I" s t s T, se partlclona en K Intervalos, no necesariamente Iguales la longttud de los 

Intervalos. En cada Intervalo se supone que la tasa de flujo de material, el estadode la 
producción de comodidad y las restricciones en los lfmltes flslcos del almacén son 

constantes. 

r' cu')•· tllH de costo 
de producción 

Producción de 
comodidad 

X k 

Figura 1. Modelo de producción de comodidad y almacenamiento 

Asl que, si la partición del periodo en estudio es: 

l"<t1 < ... < tk < ... <t• =T (5.1.1) 

entonces, el k-éslmo Intervalo de tiempo, tk·• s t < t'<, para k = 1, .... K, tiene duración 
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(longltud del Intervalo) de: 

at'<=t•-t•·• (5.1.2) 

como se muestra en la gréfica 1. 

at" .. .. 
l"-T 

Gréfica 1. Partición del periodo T en K Intervalos 

El estado de almac6n ae denota porx•, el nivel en el periodo k. L.81 restricciones 

en el almac6n son: · 

(5.1.3) 

donde los llmltes superior e Inferior x•,,,.. y x•min pueden cambiar con el Intervalo k. 

La tna de flujo promedio neta durante el k-ésimo intervalo es u•. Loa limites de la 

tasa de ftujo promedio se expresan por: 

(5.1.4) 

Si el flujo neto durante el k-ésimo Intervalo va del almac6n al proceso de 

producción, entonces u• > O; si por otro lado, el proceso de producción suministra 

material al almac6n, entonces u• < o. 
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Se puede establecer una "ecuación de continuidad" que relaciona el nivel de 
almacenamiento al principio del k-6slmo Intervalo y la tasa durante este periodo con el 
nivel de almacenamiento al final del intervalo: 

(5.1.5) 

Habrá ocasiones en que valores de x'< serlln no factibles, i.e., podrán existir 
algunas m > k tal que el nivel de almacenamiento para lasuceslón de ftujo permHldo 
uk•1, ... , um (l.e., U•min:S u• su• .... paran= k+1, ... ,m), en el periodo tm que se obtiene 

por la aplicación repetida de (5.1.5), xm no obedecerá las restricciones de los niveles de 

almacenamiento (5.1.3), o sea: 

(5.1.6) 

Ahora bien, dado que la tasa de flujo neta de almacenamiento durante el k· 
6simo Intervalo es uk, se denota por fk(uk) el costo neto por unidad de tiempo Incurrido 
en la producción de comodidad. El costo de producción total neto durante el k-6slmo 
Intervalo es fk(uk)6tk. 

El método para su desarrollo supone que para cada Intervalo k = 1, ... , K; la función 

de costo de producción es secclonalmente lineal y convexa con respecto a uk. como se 
Ilustra en la gráfica 2. Las lineas seccionadas en la pendiente de la función seetlquetan 
con ur, j = O, •.• , Jk; donde: 

Grllfica 2. Función de costo de producción fk(*) 
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Se Íeplantea ahora t'(u•), esto se hace con laflnalldad de ocupar en forma mb 
conveniente las condiciones Kuhn-Tucker; para esto se definen las variables Au~. J = 
1, .. .,J• como las funciones de la tasa de nujo u•: 

(ver la gráfica 3) donde: 

si u•su~, 
si IJ\'_, < u' s ll¡' 
si ll¡' <u' 

u• 1 

Gréfics 3. Oeflnlcl6n de Au~ 

(5.1.8) 

(5.1.9) 

u ~+1 

&u~ =O 

La variable de control de almacenamiento u•, ahora, se puede escribir como: 

(5.1.10) 

Las ecuaciones (5.1.8) y (5.1.10) muestran quelas variables Au~, j = 1, .. .,Jk son 

representaciones equivalentes de la tasa de flujo u• y; por tanto, se puede hacer un 

cambio de variables. 

Como se muestra en la gréfics 2, se denota: 
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Como se muestra en la gráfica 2, se denota: 

(5.1.11) 

Sea e¡• la pendiente negativa de la función de costo de producción fk(') en el 

j-éslmo segmento (U¡.1• < u• < u1k), esto es: 

(5.1.12) 

De lo anterior, la función costo de producción también se puede denotar como: 

~ 

f'(u"l=t:-~c)M¡ (5.1.13) 
I•' 

Dado el supuello de convexidad de la función de costo de proclucci6n, se llene 
que c:k¡ decrece en cuanto aumenta j, esto ea: 

c:k¡ > c•¡+1 para j = 1, ... , J•.1 (5.1.14) 

Para optimizar el al1tema son nec818rlas las condiciones Inicial y final, que en 

genensl se deben conocer. Por tanto, dadas las condiciones Iniciales, es posible 

conocer el nivel de almacenamiento al principio del intervalo de estudio. 

Ahora, se necesita una función de costo terminal denotada por v•(') para describir 

las condiciones finales con la restricción en los niveles de almacenamiento permitidos 
X"min s x• s X"mu· Al igual que I"(') se supondrá que la función de costo terminal es 

aeccionalmente lineal y convexa, asl que, se puede representar en fonna similar a la 

función de costo de producción I"(') en (5.1.13). 

A~n cuando, se pretende que el sistema sea lo más general posible, es necesario 

para la optimización del mismo suponer lo siguiente: 

1.- El problema ea determinlslico enel k.ftimo Intervalo de tiempo, esto ea, todos 

los valores subsecuentes de la función de coato de producción I"'(') y llmltes 
ummin• Ummax• xmmin y xmmax son conocidos, para m = k+1, ... , K; 
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2.· El costo de producción no depende del nivel de almacenamiento; 

3.· Las pérdidas del almacén no dependen del nivel de almacenamiento; 

4.- Hay únicamente un recurso de almacenamiento. 

En la formulación anterior, la operación de producción de comodidad se presenta 

por la función de costo de produccl6n fk(*) y los lfmltes en la tau de flujo uk. Con este 

modelo es posible capturar una amplia variedad de sistemas de producción de 

comodidad formada por conexione• de componentes con: 

a. Limites en la tasa de flujo en la salida, entrada o en ambas partes; 

b. Costos variables, los cuales pueden cambiar como funciones lineales o 

seccionalmente lineales en la salida, entrada o en ambas partes; y 

c. Las caracterlsticas operacionales en cada intervalo de tiempo no se ven 

afectadas por operaciones en otros Intervalos de tiempo. 

Para una tasa de flujo dado delde el almacén, uk, una solución de costo menor en 

la optimización del problema de almacenamiento requiere que los costos de operación 

en el proceso de producción también se minimicen. Para cada valor uk en el conjunto 

flCllblti, t'<(uk) es la suma de las variables de costo de cada componente deproducclón, 

dado esto, la comodidad se maneja de tal manera que minimice la variable de costo 

total, en donde la tasa de flujo del almacén es uk. Luego, cálculos de la función fk(*) 

requerir6 la solución de una familia de problemas de optimización separados, 

parametrizllda por una tasa de flujo u•. Enseguida se presenta un ejemplo que muestra 

en forma general el sistema a optimizar. 

1.- El proceso de produccl6n consiste de la demanda de un producto en particular 

N unldadel de produccl6n, cada una con diferentes capacidades de producción y 

taus de costo. Se supone que la tasa de la variable de costo decada unidad no varia 

con el !lempo de salida, l.e., la taaa de costo se conserva Igual en esa partición del 
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periodo. La demanda varia sobre el tiempo, pero de manerasecclonalmente constante, 

esto es, la demanda no cambia en cada partición del intervalo en estudio. También se 

supone que la demanda debe ser satisfecha por completo en cada partición del 

intervalo. La demanda puede ser menor, Igual o mayor que el total de unidades de 

producción de salida, la dWerencla se encuentra en la tasa de flujo con el almacén. Este 

modelo puede representar un sistema de fuerza eléctrica con una sola bomba para 

almacenamiento. 

Para un k dado y uk, la carga total en las unidades de producción, nk, se puede 

hallar como la diferencia entre la demanda y ti'-. La suma de las variables de costo de 

111 unidades de producción se minimiza, al utilizar las unidades por orden meritorio.esto 

es, se comienza con la unidad con la menor tasa en la variable de costo, las unidades 

se utilizan en orden creciente de la tasa de la variable de costo hasta que el total de 

salida es nk. SI uk se lncnJmenta ligeramente, tal quenk sea ligeramente reducida, fk(uk) 

ser.t reducida en la misma tasa de la variable de costo de la última unidad que se utilizó 

(la unidad marginal). De aqul que, la función de costo de producción es secclonalmente 

lineal. 

La tasa máxima de flujo de salida del almacén, u•.,.., será detennlnado por el' 

mlnlmo del proceso de producción y la capacidad de flujode salida de la conexión entre 

el almacén y el proceso de producción. 

La tasa mlnima de flujo, Ukmln• se determina por la capacidad disponible (i.e., Ja 

capacidad total de las N unidades menos la demanda) o la capacidad de entrada de 

flujo de la conexión. 

Cuando Ja función coito de producción es más compleja en cuanto a sus 

rntricciones (conservando siempre la linealidad de éstas) este problema puede 

resolverse con Ja parameJrización de las variable• a optimizar, como lo comenta Taha 

p. 307 (1991). 
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11.2 Fonnul•cl6n d•I •l•tem• con Progr11rn•cl6n Lineal 

Suponga cualquier periodo tk·• para alg~n k e (1, 2, •.. ,K}, y que el nivel de 

almacenamiento es xi<·•. Lo que se pretende es encontrar unasuceslón uk, uk•1, ... , uK 

de tasa de flujo la cual minimice los costos totales de operación hasta el tiempo tK. La 

función de costo terminal vK (*) se eupone dada. El problema 11e puede expresar como 

un programa matem6tlco, ael: 

yk-1¡x"-1
) = min{f 11m(u"' )Al"')+ v"(x" >} 

m•k 

eujeto a: 

(5.2.1) 

para m = k, k+1, ... , K 

Ueando (5.1.8), (5.1.10) y (5.1.13) paraexpresar um y l'"(um) en términos deóu1m 

para j = 1, 2, .. ., Jm, (5.2.1) se puede eustiluir por: 

yk-'(x""1
) = mln{f [f;" - f;c¡llU~)ólm + v"(x" >} 

m•k J•1 
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sujeto a: 

para j=1,2, .. .,Jm (5.2.2) 

para m = k, k+1, .... K 

la sucesión en la tasa de flujo óptima um para m = k, k+1, ... , K, sed• como: 

,. 
um = UJ' + ~41yj (5.2.3) 

J•I 

donde ~U¡m rnuelve a (5.2.2). 

la ecuación (5.2.2) es un programa lineal tal que las condiciones Kuhn-Tucker 

caracterizan completamente su solución. El número de restricciones en (5.2.2) es 

proporcional al número de periodos K - k. Dado que el tiempo para solucionar 

programas lineales son aproximadamente proporcionales al cubo del número de 

restricciones', hay severas restricciones en el número de periodos de los que puede 

componerse si este programa lineal se resuelve directamente. 

En la sección siguiente, el programa lineal (5.2.2) se reformula como un programa 

dinámico de una sola etapa para manejar la optimización del costo de la producción 

como un subproblema. 

2. G.L. Nemh1uHr (1966) 
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5.3 Fonnulacl6n del •l•tem• con Pragr•m•cl6n Dlnimlc• 

Ahora, se plantea el sistema como uno de Programación Dinllimlca, el principio de 

optlmal~ se usa para desarrollar una relación para la función de costo total yk·I(*) 

para k = 1, 2, ... , K arbitraria, definida en (5.2.2) en términos de la función de costo total 

iii<(•) para el siguiente Intervalo. Se Inicia con la función de cos.19 total terminal v"(•), ya 

que ae aupone dada, y al utilizar recurrentemente la relación antes mencionada, se 
encuentra vk(') para k = K-1, ... 1, O. La sucesión óptima de IH tasalde llujo uº, ut, ... , 

uK ae resuelve utilizando la fllse de avance. 

L• relación recurrente entre vk·'(xk·t) y vk(xk) es: 

v"·1cx"·1¡ = m1n{1t:- Í:ct&J\'J4t" + v"(x")} 
1-1 

aujeto •: 

para J= 1,2, .. .,Jk (5.3.1) 

Luego, la fase de avance consiste en calcular la uk óptima una vez que se conoce 
xk·t. Eato se puede hacer asl: 

1-
u" =\f,+ L4~: (5.3.2) 

1-1 

donde 411¡k resuelve a (5.3.1 ). 
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La solución del programa dinámico se puede resolver como un programa 

matemlltlco, si se conoce v'<('). Pero si se resuelve el problema tomando en cuenta tas 

siguientes proposiciones, es posible también encontrar et óptimo del problema. 

Proposición 1. SI tas funciones costo de producción fk(') para k = 1, 2, ... , K y la 

función de costo total terminal v"(') son secclonalmente lineales y convexas, entonces 

para cada k = K-1, ... , 1,0 la función de costo total de ta Programación Dinámica v'<(') 

es también seccionalmente lineal y convexa. 

Para probar esto, sean O s a, 13 s 1 tal que: 

v"·'(') = fk[au + (1 - a)w] + v'<[ px + (1 - 13)y) (5.3.3) 

Dado que fk(') y v'<(') son convexas y van de los números reates a los reales, se 

tiene por (1.2.13): 

fk[au + (1 - a)w) S a fk(u) + (1 - a) fk(w) (5.3.4) 

v'<[px + (1 - 13lYI s 13 v•(x) + (1 - 13) v'<(y) (5.3.5) 

luego, al sumar (5.3.4) y (5.3.5) se llega a: 

ytc·1(') = fk[au + (1 - a)w) + v•[ px + (1 - 13)y] s 

:S a fk(u) + (1 - a) fk(w) + 13 v'<(x) + (1 • 13) v'<(y) (5.3.6l 

Dado que fk(') y v'(') son secctonalmente lineales su iuma por segmentos dara 

otra función lineal, por tanto v'"'(') es seccionatmente lineal y convexa. 

De la proposición 1, se tiene que para cada k = O, 1, ... , K las funciones vk(')se 

pueden expresar en forma similar a la utilizada para fk(') en (5.1. 7) • (5.1.1 4). 

Como se muestra en la grllfica 4, las lineas seccionadas se etiquetan con X,', 
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1 =O, 1, .. .,1•, donde: 

x,,,,,• sx,,• <X1k < ••• <X¡k < •.. <Xr• sx,,,.,.• (5.3.7) 

Las reglones X,,,1,• s xk s Xo" y Xr" s x• s x,,,.,.• san reglones no factibles. Las 

variables 11x1•, 1=1, 2, ..• , 1• se definen como funciones de almacenamiento de xk por: 

al xk s X~, 
si x~,<x"sxr 

si xr <"" 
donde: 

v"(X'-) 

x~_, 

Gráfica 4. Función de costo total vk(') 

Luego, xk se puede expresar as.I: 

(5.3.8) 

(5.3.9) 

" -
X~ 

(5.3.10) 

x' 

X• .... 

Las ecuaciones (5.3.8) y (5.3.1 O) establecen que la variable 11x,•, i = 1, 2, •• ., 1• son 

una representación equivalente del nivel de almacenamiento x•. 
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Denóteae, como se muestra en la gráfica 4: 

(5.3.11) 

Sea d1k la pendiente negativa de la función de costo total vk(") en el 1-llslmo 

segmento ( X¡.1k < xk < X¡k ), o •e•: 

(5.3.12) 

De aqul que la función de coato total ae puede escribir como: 

(5.3.13) 

Como H estableció ante1, dado el supuesto sobre la convexidad de •ta función 
Implica que d1k decrece cuando aumenta l. Por lo tanto: 

(5.3.14) 

La 1igulente proposición establece las condiciones necesarias y suficientes de 

Kuhn-Tucker para la solución del problema de Prog111m1ción Dinámica de una sola 

mtapa. 

Proposición 2. Para cada k • (1, ... , K}, son condiclonea necesarias y suficientes 

parm la aoluclón del problema de una sola etapa de Programación Dinámica en (5.3.1) 
que exlmn: pk, 11ur para j = 1, ... , Jk y '1X~ para 1 = 1, ... , lk i.1 que e1t.s tres 

condlclone1 H cumplan: 

l. Para J • {I, .... Jk} 
si e¡k <pk 
si e¡k =pk 

si e¡k > pk 

entonces AU¡k "' o 
entonces O < 11u1k < g¡" 

entonces Au1k = g¡" 

92 

(5.3.15) 



11. Para I • {1, ... , lk} 
si d,k < pk . entonces AX1k= O 

si d,k = P" entonces O <AX/'< h1k (5.3.16) 

si d¡k > pk entonces liU¡k= h¡k 

111. La relación de continuidad para el intervalo k, esto es: 

(5.3.17) 

Ea posible probar esto, si ae utiliza la ecullCionn (5.3.10) y (5.3.13) para 1uttHulr 

• xk y v'<(xk) reapectiv•mente, entoncel el progrmna (5.3.1)ae puede escribir como 
sigue: 

sujeto•: 

(5.3.18) 

Ahora bien, las condiciones Kuhn-Tucker aon que existen /iur. rr para j = 1, ... , 

Jk, fiX¡k, e,• para i = 1, ... , lk y pk tal que: 
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para 1=1, ... , lk (5.3.19) 

con las condiciones de holgura complementarias para j = 1, .. ., Jk: 

ro ~ Aut=O 
rt =O ~ O<Aut <gl 

<!:O ~ Aul =gl 
(5.3.20) 

y para i • 1,. . ., ¡k 

ro ~ Axr =º 
or =0 ~ O<AJCl'<h~ 

<!:O ~ Axr =h~ 
(5.3.21) 

Dado que Att- > O, hay que demostrar que (5.3.15)-(5.3.17) son equivalentes a 

(5.3.19)-(5.3.21). Para esto, se analiza cada ca10: 

Para 1 se llene: 

SI e¡k < pk de (5.3.19) entonces y1k < O; ahora bien de (5.3.20) se llene que 

rr SO si Y Sólo si Aur = 0. Por lo tanto: 

si e¡k < P" entonces IJ.ur = o 

SI e¡k = pk de (5.3.19) entoncesy1k =O; ahora bien de (5.3.20) se tleneque 

y1k " O al y 1161o si o < Au1• < g¡". Por lo tanto: 
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SI c1k > pk de (5.3.19) entoncesrr >o; ahora bien de (5.3.20) se tiene que 

y1k ;,: o si y sólo si LJ.ur = gr. Por 10 tanto: 

Para 11 se tiene: 

SI d1k < pk de (5.3.19) entonce101k <O; ahora bien de (5.3.21) 18 tiene que 

01k s O si y sólo si LJ.X1k = O. Por lo tanto: 

si d¡" < pk entonces LJ.X1k = o 

SI d1k = pk de (5.3.19) entoncn01k =O; ahora bien de (5.3.21) 18 tiene que 

01k = O al y sólo si o < LJ.X1• < h1k. Por lo tanto: 

SI d1k > pk de (5.3.19) entonce181k >O; ahora bien de (5.3.21) 18 tiene que 

01k ~ O si y sólo si LJ.X1• = h1k, Por lo tanto: 

Para 111 18 puede observar que al 1umar -xt<·1 a ambos mlembrosde la ecuación 

(5.3.17) se llega a la ecuación de continuidad en (5.3.19). Con esto queda demostrada 

la proposición. 

Propo1lclón 3. Para k = 1, ... , K 11 yk·•(xk-t) / oxk-1 = • pk casi en cualquier lugar. 

Para probar esto, tóm- en cuenta (5.3.18) y1u1tltuya a vk·t(xk·•) y x•·• por sus 

mpectlvas Igualdades, semej1nte1 a las de (5.3.10) y (5.3.13); entonces, se puede 

derivar parcialmente con re1pecto a cada una de la1 variables que constttuye a xti·t, o 
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sea: 

para I= 1, ... , lk 

(5.3.22) 
para 1=1, ... ,Jk 

Ahora bien, de las restricciones del problema (Os fiX1k s h1k y O s Aut s g¡k), la 

Igualdad de la proposición se cumplirá sólo cuando las condiciones de tJ.X1k y AU¡k sean 

deelgualdades estrictas en (5.3.20) y (5.3.21); esto ea, las condiciones de holgura 
complement1ria cumpl1n que r¡" = O/< = O si O < liX/< < h/< y O < Au¡k < g1k; luego, 

tomando en cuenta (5.3.19), se sualltuyen el valor ded1k para 1 e {1, ... , lk) ó e¡k para 

j e {I, ... , Jll} por pk y se obtiene la Igualdad pnipueata. 

Luego, el valor marginal de un incremento adicionar del contenido de 

almacenamiento en el tiempo (k·1 es dado por el multiplicador de continuidad de 
almacenamiento pk. 

Se tiene de lo anterior una Interpretación de los multiplicadores de continuidad de 
almacenamiento como sigue: de las condiciones Kuhn· Tucker para (5.2.1) p• sólo 

cambia cuando la trayectoria de almacenamiento choca con un llmtte, esto es: 

entonces pk+1 s pk 

(5.3.23) 

entonces pk•• => pk 

En palabras, se puede notar que la siguiente etapa para: 

a. •I el nivel del alma~n es X,,,10 • en el tiempo t• Implica que el valor marginal 

de un Incremento adicional del contenido del almacén para el tiempo t• es mayor o igual 

que al tiempo (k·1; 
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b. si el nivel del almacén se mantiene dentro de los limites, los costos 

marginales por Incremento del nivel del almacenamiento sonlos mismos en los periodos 

ky k-1; 

c. si el nivel del almacén topa con el máximo nivel permisible en t", entonces, 

Indica que la producción en ese periodo es más económica que en el periodo anterior. 

11.4 El algoritmo 1olucl6n 

Pira llegar a la parte centr1I de este trabajo ha 1ido necesario entender y conocer 

la teorla fundamental de la Program1clón Matemática, puesto que, aún cuando el 

algoritmo 1e basa prácticamente en las proposiciones anteriores, para utilizarlas fue 

.neces1rlo comprender la t-la que las 1uatentan. 

El algoritmo genera la función de costo tola! v«·1(•) dado una función de costo 

total v'<(') y una función costo de producción fk('), ambas aeccionalmenle lineales y 

convexas. Este procedimiento se puede aplicar recurrentementepara k = K, K-1, ... , 1 tal 

que cada función v'(') se caracterice. Las tasas de flujo y niveles de almacenamiento 

óptimos se pueden encontrar utilizando una fase de avance, de forma similar al usado 

en uno de Programación Dinámica. 

Entonces, para cada valor factible xt<·• existe un p• que satisface las condiciones 

de la proposición 2. Para cada valor posible de pk se define: 

E>(pk) = { xk·1: pk satisface las condiciones de la proposición 2 para xk·1 } (5.4.1) 

El conjunto E>(pk) consistirá de un punto o un intervalo. El algoritmo procede por 

identificación de este conjunto para cada valor posible de pk. 

Hay cuatro casos posibles: 
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Caao1 

CH02 

Cuo3 

Cuo4 

pk = c,•k para algún j• = 1, .... Jk, y 

pkc(d1k: 1=1, ... ,lk }. 

pk = d1,k para algún 1• = 1, ... , lk, y 

pk =e/ para algún ¡• = 1, ... , Jk, y 

pk = d1.k para algún¡•= 1, •.. , lk. 

Ahora, cada caso se examina. 

Caso 1 

pk E{ e¡k, d¡k : j = 1, ... , Jk; 1 = 1, ... ,lk }. 

De (5.1.14), existe )" E{1, ... , Jk) 111 que e/> pk > C¡•+tk , asl que: 

c1k>pk para J=1, ... ,¡", y 

pk > e¡k para J = j"+1, ... , Jk 
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Se sigue de (5.3.15) que: 

(5.4.3) 
liu¡• =O para j = j'+1, .. ., J' 

Aslque: 

(5.4.4) 

De manera almllar, de (5.3.14) existen i'• (1, ... ,1•) tal que d1.• > p• > d1.,1•, 111 

que: 

(5.4.5) 

Luego, por (5.3.17): 

xk·1 = X/ + U/ lit• (5.4.6) 

Hay por tanto solamente un v1lor de x'·1 correspondiente a valorea de p• en el 

intervalo: 

(5.4.7) 

Se puede encontrar trazando una linea recta en el plano 1-x delde el punto 
(tk, l<,.") a una pendiente de - U¡.•. 

Caso2 

p•=c/ p'r.{d,':1=1 ...... 1'}. 
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SI H usa (5.3.15) y (5.1.10), se sigue que: 

(5.4.8) 

Aafque: 

(5.4.9) 

De (5.3.14) existe I' • (1, ... ,1k) tal que: 

(5.4.10) 

Aaf que de (5.3.16) y (5.3.13), H tiene: 

(5.4.11) 

Se sigue de (5.3.17) que tales valorea de pk corresponden a vafo19a de xk·• en el 

Intervalo: 

(5.4.12) 

Este Intervalo H puede construir en un plano t-x como fa reglón delimitada por 1 .. 
do• pendientes - U¡o.1k y -u1.k , ambas parten del punto ( tk, X¡.k), como se muestra en 

la gr41flca 5. Con esta reglón, por el aupuesto del caso 2 (pk = el>· se tiene: 

(5.4.13) 

Luego, el Intervalo definido en (5.4.12) corresponde a un segmento de la función 
vk·'(') con una pendiente - c,.k. 
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p. 

+ 
d~. e J•. 

(•) 

.,f·• 

X 

X :- 1 • X ~· + U ~. 4 t 11 

X~:;• X~· +U ~ .• 1 At 11 

(b) 

d ~- •1 

.. 

,. 

. ... , 
d~ . • , > p 11: 

Grafica 5. (a) Definición del caso 2; (b) Construcción de la reglan S(p•) 

Caso3 

SI se usa (5.3.16) y (5.3.10), se sigue que: 

X¡ •• ,• s x" s X¡.• (5.4.14) 

De (5.1.14) existe]' &{1, .. .,J') tal que: 

(5.4.15) 

Asl que de (5.3.15) y (5.1.10): 
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(5.4.16) 

Se sigue de (5.3.17) que tales valores de p• corresponden a valores de x•·t en el 

Intervalo: 

(5.4.17) 

Este Intervalo puede ser construido en un plano l·X como la reglón dellmHada por 
las dos lineas paralelas de pendientes u,.o, una parte del punto ( tk. X¡.k), la otra de 

( t•, X¡ •• ,o ), como se muestra en la gráfica 6. Con esta región yde ¡/'- = d1.•, se sigue: 

(5.4.18) 

Luego, el Intervalo definido en (5.4.17) corresponde a unsegmento de la función 
v"·'(') con una pendiente • dJ"". 

X 

X . 

X .. , = .. , 

e• ,. 

X . ,. +u 

p. 

+ 
d • ,. 
(•) 

X t-1 

. 41 • ¡• 

d :·' "'p. 

X • +U • 4t • ¡' _, ¡• 

, ... 
(bl 

e'. . .. 

.. 
X . ,. 

d~. •p' 

X . ··-1 

I' 

Gráfica 6. (a) Definición del caso 3; (b) Construcción de la reglan 0(pk) 
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Caso4 

Al continuar con la misma lógica como para los casos 2 y 3, esto comssponde a 

valores de xt<·t en el Intervalo: 

(5.4.19) 

La reglón en el plano t-x se Ilustra en la gráfica 7 y con ella, la pendiente de la 
función vk-t(•J seré - c:¡.k = - d1,k. 

p. 

~ 
e:· • d.~ 

(•) 

(b) 

Gráfica 7. (a) Definición del caso 4; (b) Construcción de la reglon e(pk) 

Luego, las lineas en el plano t-x que corresponde al caso 1 dividen el plano en 

reglones que corresponden a los casos 2, 3 y 4. La Intersección de estas reglones y la 
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llnea t = tk-1 formará los segmentos X,,.1k-t < x'<-1 < X,.k-1, en la cual la pendiente de la 

funcl6n yl<-1(*) es constante, -pk = -<10k-1. Basado en esta observacl6n, los valores 

X,..1k·t, n =O, 1, 2, ... , lk-1, y d0k·1, n = 1, 2, ... , lk·1,se pueden encontrar con el siguiente 

procedimiento. 

Algoritmo: Procedimiento ele atlquelllclcln par1 v•·1(*) 

Pno O Inicie¡• :=O y 1• := O; 

Inicie n• := O; 
lnlele J<o•·• := Xo" + Um1n• 41"; 
Defin1 CJ<+1• y d1'+1• como cu1lquler nllmero m6s pequello que min (c.r•. d¡.k}. 

P8IO 1 SI ¡• = J• e 1• = lk entoncat: ir al Paso 6; 

alno: ir al Paso 2. 

Paso 2 Se1 n• := n• + 1; 
SI c, •• 1k > d1 •• 1• entonces: ir al Pno 3; 

Si c, •• 1• < d1 •• 1• entonce•: ir 11Paao4; 
Si e¡ •• 1k = d1.,1k entonces: ir al P110 5. 

Paso 3 Sea d,.k-1 = e¡.k; 

Sea j• := j• + 1; 
Sea x,,.•-1 := x,_. + u1.• .1tk; 

Ir al Paso 1. 

Paso 4 Sea d,.'·1 = dr•; 

Se• i* := ¡• + 1; 
Sea x,..•·1 := X.·" + U/ .1\k; 

Ir al.Paso 1. 

Paso 5 Sea d,.•-1 = e¡.•; 
Seaj• := j• + 1: ¡• = i*+1; 
Sea x0.•-1 := X/ + u1.k .1\k; 

Ir al Paso 1. 
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Paso 6 Sea 1•·1 := n•; 

Pare. 

SI f m¡•), u.,..m, Urr111m, x_m y X,,,1om son constantes para m = k-1, k·2, .... m', 

entonen el algoritmo M puede Implementar por et lrlZo de llllNll en al plano t·x de tm 
a I"'"' . Si alguna de eat1a lineas cruza loa llmitaa de almacenamiento, entonces ae 

talmlnll al procedimiento. 

Una vez qua al procedimiento M ha repetido para k = K, K·1, .. ., 1, las pendiente• 

de IOdM lal lunclonaa v'<·'(') IOll conocida• para toda m = o, 1, .... K. la U"'óptlma u 
podr6 ancontrar por ta flle de avance de la Proglamaclcln Din6mlca. Sin embarga, 
dados loa 1upueatoa del problema (ucclon1lmente lineal y coriveica), tambl6n M 

pueden oble- la um óptima c:on el alguiante proGldlmlento. 

Algorttmo: CAicuio de u' '/ a' óptlmH. 

Ceso 1. SI el nivel de almacenamiento xi<·' se ublca en una linea correspondiente 
al cno 1, caracterizado por I' y j' el costo de flujo óptimo u• = u1.•. Et nivel de 

almacenamiento en el periodo tk ea por lo tanto a" = X¡.•. Luego, la trayectoria de 

almacenamiento esté a IO largo de la frontera entre las dos regiones. 

Caao 2. SI el nivel de almacenamiento x•·1 se ubica enuna región correspondiente 
al caso 2, caracterizado por iº y ¡• (i.e., la región delimitada con un tope ( tk, X¡.' ) ) el 

nivel de almacenamiento 6ptlmo en el tiempo t' es x• • ><¡.•, aal que la taH de flujo 

bpllmaea: 

Caso 3. SI el nlvel de almacenamiento xi<·' se ubica enn Ngi6n correspondiente 

al caso 3, caracterizado por I' y ¡• (l.a., la regl6n delimitada por las linea• paralelas con 
pendienlel • Ur•) entonces la !Na de flujo óptima aa tJI. " u1.•. El nlval de 
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almacenamiento óptimo en tk es por tanto xk = xk-1 - u1,kAt'<. La trayectoria óptima de 

almacenamiento ea paralela a los lfmHes de la región. 

Caso 4. Si el nivel xk-1 se ubica en una región correspondiente al caso 4, 

caracterizada por i' y j', cualquier tasa de flujo uk que consiga un nivel de 
almacenamiento xk en el periodo t'< en el rango X¡._1k s xk s X1.k ea óptimo. Esto ea: 

max { u1._1k, ( x1<-1 -X¡.k) t ~) su'< s mln { U¡·k, ( x1<-1-X1._1•)1 Al} 

Lo1 valore1 óptimos pk sa pueden encontrar de la• reglone1 entre las cuale1 pasa 

la trayectoria óptima. Si la trayectoria u ubica en loa lfmlte1 entre las dos regJone1 (l.e., 

el caao 1 ), entonces u puede usar (5.3.23) para encontrar P". 

Enugulda se preunta la solución de un ejemplo con e1te procedimiento. Del 

ejemplo del capitulo 3 se llene que la representación gr61ica de laa unidades de 

pmctucdón, mediante la reparametrizaclón hecha con oJ< ea: 

donde: 

uk o 

.. 

uk , u• 
2 u~ u' 

Gréfica 8. ReprHentaclón de fl<(uk) del ejemplo 

u,•= 1'-( e,•+ e,•) 
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para k = 5, 4, 3, 2, 1. Además, /!.~ =1. 

Luego, los resuttmdos que se obtienen con este procedimiento son: 

Como el nivel de almacenamiento Inicial es ><° = O 

k=1 u• =·35 

x• =35 

k=2 u' •.SS 

x• = 100 

k=3 U' E (5,45) 

tómese por ejemplo: u> = 40 

x>=60 

k=4 U' =55 

X'= 5 

K=5 u•=5 

x'=O 

Lo que se puede Interpretar como: 

1) el primer mes producir con las máximas capacidades de las unidades de 

producción, asl se cumple con satisfacer a toda la demanda del mes (11' = 90) y; 

además, almacenar 35 unidades del producto; por tanto, el nivel del almacén cuenta 

con 35 unidades al terminar el mee; 

11) el segundo mes con las máximas capacidades de las unidades de producción, 

asl se cumple con satisfacer a toda la demanda del mes (11'= 50) y; además, almacenar 

65 unidades adicionales del producto, x' = 100; 

lli) el tercer mes tiene la particularidad de que para salisfacer la demanda del 

periodo se sacan 40 unidades del almacén y las restantes se hacen en la unidad 1 de 

produccl6n, el nivel del almac6n se reduce a x> = 60 unidades del producto; 
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iv) el cuarto mes, al Igual que en el mea anterior, ae extraen 55 unidades de 

producto del almacén y para satisfacer completamente la demanda (s• = 100) se 

producen 111 restantes 45 unidades del producto en la unidad 1 de producción; el nivel 

del almacén es x• = 5, por último; 

v) el quinto mea, dado que el .imacén 18 debe vaciar para su mantenimiento, se 

sacan laa últlmaa 5 unidades del producto, la& restantes 90 se producen con el usode 

las doa unidades de producción a su m6xima capacidad. 

El valor marginal de un incremento adicional del contenido de almacén en el 

tlempo\1<·1 es p•=0.12, k=1,2,3,4,5. 
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Conclusiones y Recomendaciones 

A lnlv6s de las pjglnas de este documento se observa la traHndencla de la 

formación y el conocimiento de cursos como Álgebra Uneal, C61culo Diferencial y 
Programación lineal y Dlnllmlca. Esta formación y conocimiento de la materia ya 

mencionado y algunas otras que llevan lmpllcila la matem611ca son requlsttos que debe 

cubrir un alumno de la carrera de Actuarla. De aqul que sea posible Hllalllr alllCluario 

como un profeslonlsta con la capacidad de aportar m61odos attemativos para la 

optimización de recuraos. 

Para desarrollar este método ha sido necesario conocer y comprender un poco 

de la teorfa de las Programaciones Lineal y Dlnllmlca, asl como de precisar In 

caracterlstlcas del problema a optimizar. 

Se expone un m6todo de optimización para una v11iedad de sttuaclonea 

pnlctlcaa, en donde se permtte la aproximación determlnlatlca. Este m61odo resuelve 

problemas que constan de un almacén y un sistema lineal de producción de 

comodidad, en el cual cada etapa no se afecla por operaciones en otras etapas. 

Se desarrolla, en el presente documento, un método alllmatlvo para este tipo de 

problemas puesto que el almacenamiento complica considerablemente la optimización 

del sistema, ya que encadena las operaciones enlre los periodos, asl que la solución 

del problema no se puede hacer en forma independienlemenleen cada periodo y; si se 

Intenta resolver este problema con la Programación lineal el número de restricciones es 

proporcional al número de periodos (K • k). Dado que el tiempo para solucionar 

programas lineales son aproximadamente igual al cubo del número de restricck>nes, hay 

evidentemente severas restricciones en el número de periodos que se pueden 

acomodar si este sistema lineal se resuelve directamente. Mientras que, utilizando 

Programación Dinámica existe la posibilidad que hubiera dificuttad en los cálculos por el 

problema que llamó Bellman como "plaga de la dimenslonalidad". 
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Entonces, se propone reformular el programa lineal como uno de Programación 

Dinámica; este uso combinado de las dos programaciones se hacen con el fin de 

aprovechar las ventajas de cada una de ellas. En donde, se utilizan las caracterlsticas 

de programas dinámicos de una sola etapa y se resuelve asl unasuceslón de pequetlos 

problemas a optimizar con Programación Lineal. 

La comblnmclón de la Programaclon Line81 y Dinámica se utiliza para derivarun 

algoritmo, el cual genera la función de costo tot81 yk·1(")dada una función de costo total 

vk(º) y una función de coito de producción ti<{') ambas seccion•lmente lineales y 
convex11. Este procedimiento puede ser apllclldo recummtemente para k = K, K-1, ... , 

1 tal que cada función v"(*) ae caracteriza. Las tasas de flujo y niveles de 

almacenamiento óptimos se pueden encontrar utilizando una fase de avance, de forma 

similar al utilizado en uno de Programación Dinámica. 

El algoritmo solución se divide en dos etapas: 

1.- Un procedimiento de etiquetado para v"·1(º), el cual puede observarse 

gráficamente delpu6s de que todas las pendientes de todas las funciones yk·1(º) ae 

conocen, y 

2.- Dado la estructura del problema ae calculan los valorea óptimos para uk y xk. 

El procedimiento da resultados exactos, porque satisface sistemática y 

explicltamente las condiciones necesarias y suficientes Kuhn-Tucker para la solución del 

programa lineal. 

T1mblén se da en el método una Interpretación gráfica de los resultados. 

Además, este método puede resolver problemas con sistemas complejos de producción 

y de larga duración. 
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