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Glosario

Conjunto.- Coleccién de objetos ilamados puntos o elemeptos.

Conjunto abierto- Un subconjunto S de R se dice conjunto abierto si para
cualquier vector x que pertensce a S se puede encontrar un nimero positivo s, tal que:
{z:Ix-Zi<e) estaincluidoenS.

Conjunto acotado.- Sea x que pertenece a S. un subconjunto deR". Entonces S
esté acotado si para algin M >0, setiene que |xi<M paratodax que pertensce a
8. '

Conjunto cemado.- Un conjunto sedice cerrado 8i y s6lo si su complemento en R?
a8 un conjunto abierto .

Conjunto compacto.- Se dice que un subconjunto de R" es compacto si y sélo si
el conjunto es cerrado y acotado (véase Conjunto cermado y Conjunto acotaclo).

Conjunto compatible.- Es aquel conjunto no vaclo formado por la interseccién de
conjuntos.

Conjunto convexo poliédrico.- Se define como la interseccién de un nimero finito
de semiespacios cerrados (véase Semiespacio cerrado).

D i6n de un espach torial- Se define como el nimero méximo de
vectores linealments independientes que existen en un espaciovectorial (véase Espacio

ial y Li " indep )




Ecuacion de continuidad- Se dice asl a la relacién que guarda el nivel de
almacenamiento al principio del k-ésimo intervaloy la tasa' de fiujo durante este periodo
con el nivel de almacenamiento al final del intervalo.

Espacio vectorfal.- Se define como el conjunto de puntos, lamados vectores,
sobre el campo R junto con las operaciones: adicién vectorial y multiplicacién escalar.

Estado.- Es un resumen de la informacién de los procesos a priori que estan
suficientemente detallados para facilitar la evaluacion de las alternativas actuales.

Funcién continua.- Se dice que f es una funcién continua en x que pertenece a X
si f(x,) tiende a f(x) para cualquier x, que tiende a x.

Funcién conli te dife iable.- Sea f una funcién valuada en los reales, f:
X a R (léase como la funcién f que mapea al conjunto X en los numeros reales) donde X
que pertenece a R" es un conjunto abierto, se dice que f es continuamente diferenciable
si las derivadas parciales 5f(x) / 5x; parai=1,..., n existen para cada x que pertenece a
X y son funciones continuas de x sobre X (véase Funcién Continua).

Intervalo.- Un subconjunto S de R se llama intervalo si ax + (1-a)y estd en S
paratodax,yenSytoda O<a<1.

Linealmente dependi .- Sean x, .., x;, vectores de un espacio vectorial.
Entonces, se dice que x,. .., X, son linealmente dependientes si existe un x; para
alginj(=1,...n) y a=0talque:

X = (@gX) ot Ay * By + .t X, ) [

Linealmente ind i .- Sean x,, ..., X, vectores de un espacio vectorial.

D!

Entonces, X,. ..., X, son linealmente independientes sf y sélo si:

a,x, +..+a,X, =0 entoncesa,=..=a, =0

(véase Espacio vectorial).



Matriz hesssiana (o de Hesse).- Sea f una funcién 2 veces diferenciable y
continua en X (subconjunto de los numeros reales). La matrizhessiana de f en x se
define como la matriz simétrica de nxn, teniendo en la ij-ésima posicién al elemento
8(x) / 8x;8x; paraij=1,..,n.

Semiespacio cerrado.- Se define asi al conjunto en el espacio euclidiano que
cumple con:

{xeEN:ax +.+ax,<b}

Sistemas de baja memoria- ES aquel sistema en donde la produccién de
comodidad en un intervalo de tiempo no se ve afectada por la produccién en otro
intervalo de tiempo.

Subespacio vectorial 0 simplemente subespacio.- Se define como el subconjunto
S de un espacio vectorial tal que la adicién vectorial en S y la multiplicacién escalar

caen en el conjunto S (véase Espacio veclorial).

Tasa de flujo.- Se dice asi a la cantidad de comodidad que se desplaza entre el
. sistema de produccion y el aimacén.

Tasa de fiujo promedio neto.- Se dice asi a la cantidad promedio de comodidad
que se desplaza entre el sistema de produccién y el aimacén en un intervalo de tiempo.

Unidad marginal.- Es el incremento adicional en la funcién que se obtiene por
cada unidad incrementada.

Vector gradiente.- Sea f una funcién con primeras derivadas parciales en X.
Entonces el vector gradiente de f en x que pertenece a X se define como:

fi(x) = (8H(x) / Bxy, ..., B(x) / 5x, )
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Resumen

Este documento expone un método que resueive el problema de optimizacién de
sistemas lineales con almacenamiento. Este procedimiento lieva a una soluciénexacta
ya que se basa en las condiciones de Kuhn-Tucker.

Para e! desarrollo del método fue necesaric comprender algunas bases de la
programacion lineal y dindmica, esto es, porque el método exponela accién combinada
de las prog j antes mencionad

Este sistema debe cumplir con algunos supuestos para poder utilizar este
procedimiento, tales diciones son: que el sistema consista de un almacén y una
produccién de comodidad, el cual se describe por medio de una funcién de costo de
produccién lineal y convexa. Lafuncién debe cumplir con ser deterministica, es decir, la
funcidn es constante para cada intervalo de! periodo de produccion bajo estudio,

Esto se presenta en la seccién 1 del capitulo 5, después en las secciones 5.2 y
5.3 se plantea el sistema con la programacién lineal y la programacion dindmica y se
expone la teoria que sustenta al método, con lo cual se pusde decir que se logra la
solucién del problema en forma exacta y con un numero de célculos reducido, Por
Gltimo se da el algoritmo del método que resume los pasos a seguir paraoptimizar el
sistema,

wiil



Abstract

This document shows a method, that resolves the problem of optimization of tineal
systems with storage. This process has an exact solutionbased upon the conditions of
Kuhn-Tucker.

To develop the method, it was necessary to understand some basic concepts of
lineal and dynamic programation because the method shows the combined action of
_the programation mentioned above.

" This system must comply with some suppositions in order to be able to use this
procedure, such as: that the system must has a storage unit and acomodity production,
that is described by a function of the linear'and convex production cost. The function
must be deterministic, this means, that the functionis constant for each interval of
production period under study.

This is shown in section 1 chapter 5. later in sections5.2 and 5.3 the system
states the linear and dynamic programation and shows the theory that supports the
method, and because of this you can get an accurate solution with a minimum of
calculation. To complete the process you use the algorithmof method that summarizes
the steps to follow in order to optimize the system.



Introduccién

A través de la historia, el hombre ha empleado rituales elaborados para tomar
decisiones. El ha preparado pécimas, sacrificado animales, interpretado las estrellas y
observado el vuelo de los péjaros. Se ha basado en proverbios, refranes y dichos para
hacer algunas conjeturas de la vida. Después, con el tiempo se desanollé la
Investigacién de Operaciones, en la Il Guerra Mundial, ésta se constituyépor un grupo
de cientificos encargados de investigar las operaciones militares. Se abordaron
problemas relacionados directamente con la milicia, como ol de minimizar el riesgode
fallarie al objetivo, o afines, como los deabastecimiento del ejército, transporte de tropa,
srsenal y el de la dieta Sptima para el soldado. Al término de la guerra, este cuerpo de
cientificos se vieron desempleados, més muy pronto encontraron similitudes entre los
problemas analizados en la guerra y los que se dan en una empresa. La Investigacién
de Operaciones tiene cada vez mayor importancia en la administracién yseleccion de
estrategias o politicas de decisién. Por mucho tiempo (posterior a lall Guerra Mundial)
y en muchos casos se ha empleado la programacion lineal, ya que, acerca elproblema
a lver a un p matematico y tienela posibilidad de encontrar la solucién, en

general, eficientemente.

Sin embargo, hay situaciones en las que es necesario aplicar métodos que sean
mis representativos de estos problemas, como por ejemplo con: programacion entera,
programacién dindmica, programacién no lineal, programacion convexa, etc. Pero, dada
la gama de problemas a optimizar, es necesario desarrollar nuevos mecanismos que
parmitan optimizar los diferentes tipos de problemas. De aqui, ¢l compromiso del
ACTUARIO, aplicado en la Investigacion de Operaciones, ante la sociedad paraayudar
a ver estos probl




La diversidad de situaciones en las que el investigador de operaciones se emplea
o8 cada vez mas amplia, en donde cada problema a oplimizar presenta diferentes
condiclones, caracteristicas, abjetivos, etc. y de igual forma e! investigador de
operaciones debe estar preparado para utifizar los conocimientos oportunos para
plear la técnica ad da para tver dicho probl Luego, la necesidad de!
investigador de operaciones de conocer, comprender y desarrollar nueves métodos de
optimizacion y con esto, emplear de mejor manera los métodos més representativos
del problama.

Un problema tipico da emp fabriles es el concemiente a ta produccidénen
diferenies periodos de tiempo y almacenamiento de! producto en estos periodos con el
fin de optimizar sus recursos. Para este tipo de problemas, la soluciénse complica st
se frata de resolver por medio de la programacion lineal, pues, e! nimero de
restricciones serd proporcional al mimero de periodos; de aqul que la solucitn del
problema con programacion lineal resulte fimitativo.

Si se pratendiera resolver e) mismo problema haciendo uso de {a programacién
dindmica es posible que se topara con el "problema de la dimensionalidad” que
dificuitaria los cdlculos. Luego, la necesidad de buscar otras afternativas que den
solucidn a este problema en particular; este trabajo intenta desarrollar un método que
‘optimice o} problema arriba mencionado utlizando en forma combinada fa
programacién fineal y la programacién dindmica.

., Para desarroliar este métado, se delimita el problema que se pretende resaclver.
E} sistema lineal con almacenamiento debe estar fi do por dos P es: un
almacén y un sist de ploduccién de didad quetenga la caracteristica de que ja
produccion de comodidad en un periodo, no se vea afectada por ta producciénen algin
ofro periodo. Ademis, se necesita del i to en cada periodo de: limites fisicos
del almacén, limites en cl flujo de comodidad de! almacén y coﬂos de produccidn; es
decir, se pretend probl donde es vilida la aproximacién deterministica
para los distintos intervaios de tiempo.

1R. Belman (1957)




Por tanto, de lo anterior se puede decir que, para ofrecer otras altemativas de
solucién de programas matematicos, se obliga al inveatigador de operaciones a conocsr
la teoria de la programacién matemadtica, esto es, ei investigador de operaciones debe
comprender [a teoria de la programacién matemética para utilizarla de la manera mas
conveniente, de tal forma que desarrolle nuevos métodosque sean una representacién
maés fiel del problema real y de igual forma (o resuelva.

En los capitulos 1, 2, 3 y4 se dan las bases necesarias para desarrollar el método;
esta parte del trabajo se recomienda para el lector quetenga conocimientos en: digebra

lineal, cdlculo diferencial de unay mds variables y, 4 o les de investigacién
de operaciones. E! capitulo 5 es el desarrolio del método, en las secciones 1,2y 3 se
da la descripcién del sist y el planteamiento con prog i6n lineal y programacién

dindmica, después, tomando en cuenta algunas proposiciones se concluye el método;
en la seccién 4 se da el algoritmo, ésta seccidn se recomienda para el lector con
nociones de matemndticas y modelacidn de problemas de investigacién de operaciones.

Este documento se inicia en su capitulo 1 con el planteamiento general del
problema de la programacion matemdtica, con esto se intenta queel! lector distinga las

similitudes y diferencias existentes entre las formulach de las progl iones:
clasica, lineal y no lineal. Enseguida, en un segundo apartado se dan algunos
conceptos bésicos, que son r 08 para ok las condiciones de optimalidad.

El capitulo 2 se divide en dos secciones en donde se estudian por separado las
condiciones de optimalidad para la programacién clsica y la no lineal. La importancia
do este capitulo es el desarrolio que se sigue para obtener las condiciones Kuhn-Tucker
y entender su significado y relevancia.

El éapltulo 3 hace referencia a la programacién lineal, éste es un caso particular de
la programacién no lineal. Se da un desarrollo tedrico delas condiciones de optimalidad
(Kuhn-Tucker) de dicha programacién, ademas de, una vision general del algoritmo



simplex y se expone el planteamiento de un problema de producciény almacenamiento
por medio de la programacion lineal.

Se intenta en el capitulo 4 meter al lector enla teoria basica de la programacién
dindmica, para esto, se desarrolla lateorla para la resolucién de problemas de etapas
muiltiples por medio de ta programacion dindmica y las condiciones Kuhn-Tucker para
un programa dindmico con ciertas caracteristicas. También se reconocen algunas
deficiencias de esta programacién, y se expone el planteamiento de un problema de
produccién y almacenamiento por medio de la programacién dinamica.

En el Gltimo capitulo, el 5, se expone en un principio ladescripcién del sistema y
sus caracteristicas especiales, iuego, se da la formulacién del sistema utilizando
programacién iineal y dinémica, aquf se exponen los argu que sustentan al
método, para finalizar, se da el gigoritmo del método.

En la seccién que se presenta al final, conclusi y dact , 88
exponen las ventajas que tiene el método y un breve resumen de [a estructura del

slgoritmo.

Finalmente, quisiera agradecer el apoyo que tuve de la ENN.E.P. Acatlany los
profesores: Luis Recoder, Mario Arriaga, Enrique Pefla, Manuel Valadez, Ricardo
Apaticio y Blanca Eiena del Pozo. También de aquelios profesores quilplntndou del
cumplimiento de su deber dentro de las aulas de estudio, me despertaron la inquietud
en la Investigacion de Operaciones y orientaron para lievar acsbo este documento. De
manera especial quiero agradecer al profesor Lucio, por su apoyo y notes prestadas
para realizar este trabajo.

Luis Angel Barrientos Huesca

Verano 1984



Capitulo 1. El problema de la Programacién Matemdtica

La Programacién Matemética es un término adoptado per Robert Dorfman allé por
1950, y se apiica en muchas dreas, adamas, que promete tener un uso mas amplio en el
futuro. EN I actualidad este término es muy general, puesto que, abarca a: la
Programacién Cldsica, Programacién No Lineal, Programacion Lineal, Programacién
Entera, Programacién Convexa, la Teoria deFlujos en Redes, Programacién Dindmica y
Programacién Bajo Incaitidumbre.

El problema de la Programacién Matemética trata de la "distribucidn o asignacién
de recursos escasos entre fines competitivos en un momento determinado” (Intrilligator
M. D, 1972). Lainterpretacién matemitica del problema deprogramacién matemdtica
a8 la de encontrar los valores de ciertas variables sujetas @ un conjunto de restricciones
determinado en cuanto a sus valores posibles, de modo que se optimice una funcion

dada.

1.1 Planteamiento del problema

Formaimente un planteamiento del problema de programacion matemitica se
compone de variables de decision, la funcién objetivo y un conjunto de restricciones. La

problemitica se encuentra en la eleccion de val paran fabi g, X, were X
Harmad, iables de decision, Las variables se agrupardn en el vector;
X=X, X3, .00 X} {(1.1.1)



llamado vector decisional (0 vector de decisidn), este vector pertenece al espacio
suclidiano de dimension n, EN.

El vector decisional x se dird factible o admisible si satisface todas las restricciones
" del problema y el conjunto de todos los vectores factibles (admisibles) se llamara el
conjunto factible o conjunto solucién de x, que es un subespacio de E". Unpa vez
establecido el problema, se trata de elegir un vector decisional del conjunto factible dex.
El espacio factible de cualquier problema cuyas restricciones sean compatibles o
consistentes forma un espacio no vacio y contiene al menos dos puntos distintos.

La finatidad del problema descrito en forma matematica se define mediante la
funcién objetivo:

1(x) = f(Xy,%3,....%p) (11.2)
la que se supone dada y continuamente diferenciable.

Luego, el problema general de la programacién mateméticase puede resumir en la
eleccién de un vector decisional del conjunto factible, de manera que la funcién cbjetivo
sea maximizada (en general, oplimizada), esto es:

max f(x)
sujetaa xe X (1.1.3)

Algunas anotaciones de interés pueden ser:

Dado max (x); los escalares adilivos y factores escalares positivos qus intervienen
en la funcion objetivo no afectan al problema, i.e., si se busca max f(x), al sumarie
cusiquier escatar y/o multiplicar la funcién por alguna constante positiva el problema
conserva su sentido (maximizar), pero, 8i la funcién objetivo se multiplica por algln
escalar negativo el problema de maximizacién se convierte en un problema de
minimizacién., Esta ultima propiedad se puede utilizar para pasar del problema de
maximizacién a uno de minimizacién y viceversa.



En principio, los casos especiales que se distinguen por su importancia en la
programacion matemética' son: la Programacién Clasica, la Programacidn no Lineal y la
Programacion Lineal,

- La Programacién Clasica consiste de restricciones del tipode igualdad y son las
migualdades:

y(x)=b,
92(x)= b, (1.1.4)
Gm®)= by,

en donde las funciones g,(x), Gi(X)...gn(X) son m funciones continuamente

diferenciables y definidas por las variables de decisién, liamsdas funciones de
restriccidn y; las constantes by, b,, ..., by, son mnumeros reales conocidos, llamados

constantes de restriccién. En forma vectorial las reatricciones se denotan por:

g(x)=b : (1.1.5)

on donde g(x) y b son vectores columna de dimension m. O bien, en forma
desarroilada:

g‘(x‘.xz....,xn) b‘
a(x)= °=(x"x§""'xn) b= bf (1.1.6)
9m(x‘.x’...<.xn) bm

De lo arriba expuesto, se puede decir qus una vez planteado el problema de
Programacion Clésica se busca maximizar la funcién objetivo sujetaa un conjunto de
restricciones de igualdad conocidas.

m.ax f(x)
sujetans -gix)=b (1.1.7)

1 Intriligator, M.O., (1872)



- La Programacién no Linea! se distingue por dos tipos de restriccion, que son:
restricciones de no negatividad para las variables de decision;

x20 (1.1.8)
y restricciones de desiguakiad para las funciones de restriccion:
ox)<b {1.1.8)

(eacritas en forma veclorisl) donde, 0 es un vector columna de ceros, g(x) y b
representados de igual forma que en {1.1.6). Las funciones de restriccion, al igual que
on ol caso de la programacién clisica, gy(x), g2(X),....0m(X) S8 suponen continusments

diferenciables, y también, se supone que son rimeros reales dados las constantes de
restriccién by, by, ... by,. A semejanza con el problemade programacion clésica ef

problema de programacidn no lines! trata de maximizar la funcién objetivo, la cual esta
sujeta a un conjunto de restricciones de: no negatividad para iasvariables de decisién y
de desiguaidad para las funciones de restriccion, esto es.

m'.xl(l)
sujstaa  gix)sb, x20 {1.1.10)

- En ia Programacién Lineal la funcién objetivo se escribe como una combinacién
fineal de las variables de decision:

Hx) = ey + 6% ¢ ... + E¥p = X (1.1.11)
donde ¢ es ¢ vecior fila de n perdmetros dados:
€= (e ¢ ...00) (1.1.12)

y a3 resiricciones son de dos tipos: mmawmm: mlu
* funclones de resiriccidn:



ByyXy +BygXa ¥ ..+ WypXn S by
81Xy + BgoXp + ... + @xpXpn S by (1.1.13)

BiniXy + BnaXa * .. By < bm
y restricciones de no negatividad para el vector de decisin:
Xqo X3y o0y Xn 20 (1.1.14)
escribiendo en forma vectoria) el conjunto de las funciones de restriccién;
Axsb, x20 (1.1.15)

donde A es la matriz de mxn dada por:

& 8z 7 anm
As| 2y 82 7 an (1.1.18)

8 Wy T B

De aqui se concluye que, el problema de Programacién Lineal es el problema de
maximizar una funcion iineal (la funcidon objetivo) sujeta a un conjunto de restricciones
de desiguaided de funciones ineaies (las funciones restriccién) y la no negatividad de

las variables de decisién, o sea:

max f(x)=ex
suyels a- Axsbhb, =x20 {1.1.47)

Se puede notsr que le Programacidn Linesl es un caso especial de ls
Programacion no Lineal para ol cusl la funcidn objetive y las funciones de restriccion son



1.2 Algunas definiciones y teoremas bésicos

En esta seccion se exponen algunos conceptos que se utilizarén en los siguientes
capitulos. Primero se dan las definiciones de: puntos extremos, méximos y minimos
locales y globales, estrictos. Después, se expresan algunas condiciones para encontrar
puntos extremos, en esta saccitn se exhibe el teorema fundamental de ia Programacién
Matematica.

Definicién.- Un punto extremo de una funcién f(x) esun maximo de la funcion, esto
s, un punto X, = (x,, X3, ..., Xg) €8 UN Maximo si:

flag+h) < fxg) (1.2.1)

para toda h = (hy, hy, ..., hy) tal que | hy1 es auficientemente pequefia para toda j, es
decir, X, 88 un miximo si el valor de f en cada punto del entorno no excede el valor de

1(xg).

Definicién.- Un punto extremo de una funcién f(x) es un minimo de la funcidn, esto
€8, UN PURLo Xy = (Xq, Xy, ..., Xy) @S UN Minimo si:

fixg+h) = f(xg) (1.2.2)

para toda h = (hy, hy, ..., hy) tal que || es suficientemente pequedia para toda j, es
decir, x, @8 un minimo si el valor de f en cada puntode! entorno excede e valor de

1(xq).

Definicion.- Un méximo global x, es aque! en donde la funcién toma un valor mayor
0 igual al obtenido por cualquier otro vector x;, i.e.:

XeX y f(xg)2f(x) paratodo x;eX (1.2.3)
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Definicion.- Ei méximo global x, es un maximo global estricto si f valor de la funcién
en X, es estrictamente mayor que en cualquier otro punto:

XoeX y f(xg)>f(x) paratodo xcX, X=X (1.2.4)

De un razonamiento andlogo se pueden expresar las definicionas de minimo
global y minimo global estricto, esto es:

Definicién.- Un minimo global x, es aquel en donde la funcién toma un valor menor
o igual al obtenido por cualquier otro vector x;, i.e.:

weX y f(xg)<sf(x) paratodo xeX, (1.2.5)

Definicién.- El minimo global x, es un minimo global estricto si el valor de la funcién
en x, es estrictamenta mayor que en cualquier otro punto:

xeX y fixg)<f(x) paratodo xeX, x5#x, (1.2.6)

Es importante destacar que un méximo global estricto es Unico, pues six,.y x;

fueran dos maximos globales estrictos distintos entonces de (1.2.4) sedebe cumplir que
f(xy) > f(n,) y también f(x;) > f(x,), pero estasproposiciones no se pueden cumplir a la

vez. De forma andloga, si existe un minimo global estricto este es unico.

Definicién.- E! vector x, s un méximo local si la funcién toma un valor mayor
o igual al obtenido con cualquier otro vector suficientemente préximo a é!:

xg6X y fte)=f(x)
paratodo x;cX interseccion con Ng(x,) (1.2.7)

donde Ng(x,) es el entorno para algin nimero positivo e, por pequefio que sea. Yy se
forma por el conjunto de todos los x tales que:

1xxl<e (1.2.8)

n"



Definicidn.- Un maximo local x, es un maximo local estricto st el valor de ia funcitn
para x, supera al que toma dicha funcién para cualquier otre wvectar

suficientemente préximo a éf:

neX y fxg)>fix)
paratodo x;eX interseccibncon Ng(X), Xg = x; (1.2.9)

De lo mencionado anteriormente s pueds decir que un maximo globat es también
un mdxime local, pera no lo contrario, esto es, pusden existir otros maximos locafes que
sustituldos en ja funcién den un valor todavia mds alto.

Definicidn,- Ef vector %, es un minimo local i la funcibn toma un valor menor
o igual a} obtenido con cualquler ofro vector suficientemerite préximo a 61

xeX y fixgdsKx)
paratodo xjeX interseccidncon Ng(x) (1.2.10)

donde Ng(x,) es el entorno para cierto e pogitivo, por pequefio que sea.y se forma por el
conjunto de todos los X tales que:;

Ixxyl<e (1.2.19)

Definicién.- Un minimo local xp es un minimo local estricto si ef valor de ta funcién
para x; toma un valor menor al obtenido con cualquier otro vector

suficisntemente proximo a ét:

XX y fxg) > f{x;)
paratodo x;£X interseccion con Na(x,), Xg = X; (1.2.12)

Luego, de las definiciones da un minimo global y local se tiene que un minimo
giobal es un minimo locai, pero lo contrario no se puede asegurar,i.e., pueden existir
atros minimos focales que valuados en ta funcion f den un valer menor.

Ahora se dan alguncs conceptos en los cuales se expresan las condiciones
necesarias y suficientes para encontrar los.puntos extremos. Se dan primero unas
definiciones que se emplearan para enunciar los siguisntes 3 teoremas. Los teoremas
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que siguen solaments se redactarén y se explicardn pero no se daran sus
demostraciones. Las demostraciones se pueden encontrar en Intrilligator (1972).

Definicién.- Sea g una funcién que mapea un intervalo S en los numeros reales. La
funcién g se llama convexa en S si para puntos cualesquierax, y ¢ S, y
0<a<1 setiene que:

gla x + (1-3) y} < ag(x) + (1-a)o(y) (1.2.13)
Definicién.- La funcidn f(x) es concava si y 8610 si -f(x) es convexa.

Definicién.- Sea x £ S, un elemento de un subconjunto propic Sde EM vy y = 0
para toda y. Definase a L(x,y) como la funcién lagrangiana, tal que sea
convexa con respecto @ X y concava con respecto ay. Entonces (x*,y*)
8 un punto de silla* si;

i- Lx*y")<sl(xy") paratodaxe $ (1.2.14)
ii- Lixty*)=2L(x"y) paratoday=0 ) (1.2.15)

Teorema .- Una condicion necesaria para que x, sea un punto extremo de f(x) es:
f(xg) = 0 (1.2.16)

De aqui se puede concluir que, para cualquier punto exiremo, la condicion
fii(xg) = 0 8o debe satisfacer (i.e., &l gradiente en este vector debe ser nulo). Pero esta

condicién también se cumple para los puntos de silla por lo que esta condicion es
necesaria mas no suficiente para identificar los puntos extremos. Por lo tanto, sedefinen
a los puntos que cumplan con esta condicié

1 como p

En el problema general de la programacion matematica, el vector de decisionx,
es un maximo global (o solucion) si esta dentro del conjunto solucion y hace que
valuado en [a funcién objetivo cumpla con las condiciones definidas para un maximo
global. Asi que, para conseguir esta solucién se necesita del teorema fundamental de
la Programacion Matematica, ilamado el teorema de Weiestrass:

2 Del Ing\ds "saddle point”
13
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Teorema.- Si el conjunto de decisi X es pacto (i.e., doy
dado que X es un subconjunto de un espacio euclidiano de n
dimensiones) y no vacio, y la funcién objetivo f(x,) es continua en X,
entonces f(x,) tisne un méximo global o bisn en el interior o en el contomo

de X.

La importancia de! teorema de Weiestrass es que da condiciones suficientes para
la existencia de un maximo global.

Otro tecrema fundamental de la Programacién Matemdtica, es el teorema
local-giobal, que da las condiciones suficientes para que un maximo local sea un
méximo global, '

Teorema.- Si el conjunto de decisiones X es un conjunto compacto no vacio y f(x)
o8 una funcién continua céncava respecto a X, entonces un maximo
local es un méximo global, y el conjunto de puntos en los cuales se
obtiene el maximo es convexo. Si ademis, se supone que f(x) es
estriccamente céncava entonces la solucién es tinica, s decir, existe un
(unico) médximo global estricto. -

Ti - Una dicién sufici y ia para que un punto estacionario x,
sea extremo es que la matriz hessiana H evaluada en x, sea:

a) definida (o semidefinida) negativa cuando X, @s un punto méximo, y
b) definida (o semidefinida) positiva cuando x, es un punto minimo.

Més adelante, en la seccidn 2.1, se dars una demostracién de este tecrema para
el inciso (a) y de manera semejante se puede demostrar (b). Se han dado, con el
teorema anterior condiciones suficisntes para que puntos estacionarios se identifiquen
como puntos extremos.

14



Se ha observado la importancia que tiens la soluciln de problamas ds
programacion matemdtica para una distribucién y asighacién ds recursos en forma
éptima. Para esto, se han enunciado los plantsamientos generales de tres grupos de
problemas de Qptimizacién Mstematica, que resuelven un gran nimerode situacionas
en donde es necesario optimizar los recursos.

Las condiciones de optimalidad que deben cumplir cada programacion
representan un campo importante de la Investigacién de Operaciones, luego, la
relevancia de distinguir las caracteristicas especisies de cada programacién, para
rasolver al problema de optimizacion. '

15



Capitulo 2. Condiciones de Optimalidad

En este capitulo se hace un estudio de las condiciones de optimalidad para la
programacién cldsica y la programacién no lineal. En cada programacién se observan
los casos de Ia presencia o ausencia de restricciones en el problama, asi como también
algunos métodos para obtener dichas condiciones.

A. Programacién Clésica

Ei problema de la programacién cldsica consiste en obtener ios valores de ciertas
variables que optimicen una funcidn dada (a funcion objetivo) sujeta a un conjunto de
restricciones de igualdad dado. El problema de hallar un méximo enla programacién
clasica se plantea, de igual manera, como se plantet en el capitulo anterior:

f
max f(x) (2.0.1)

sujeta a g(x)=b
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donde:

X'= (X, Xz,0000 X, ) T (20.2)
y
91(x'.x2,....x") b‘
g9 = gz(xi’xg"""‘n) b= bf (2.0.3)
9m(x,,x2.....x") bm

Las n variables x,, x,, ..., X, son las variables dedecisién y s& agrupan en el vector
x. La funcién objetivo se denota por 1(*), y lasm funciones g,(*), g.(*), ..., gm(*) son las
funciones de restriccién, reunidas en el vector columna g{*). Las constantes de
restriccién se describen por los nimeros reales by, b,, ..., by, representadas en el vector

columna b.

En la programacién clasica se supone que ! nimero de variables de decisién, n, y
el numero de restricciones de igualdad, m, son nimeros dados y finitos, ademas, se
debe cumplir que el niimero de variables sea mayor que €! numero de restricciones (17 >
m). Como se asumio en el capltulo anterior lasfunciones f(*), g4(*), §2(*)s .... Im(*) son
continuamente diferenciables y no contienen elementos aleatorios; e! vectorb se forma
de escalares reales conocidos y x es cualquier vector que consta de nimeros reales
que cumplen con las m restricciones del problema.



2.1 Caso sin restricciones

El caso sin restricciones es el caso en donde m = 0, con el vector de decisiones x
que consta ds n > 1 variables. El problema (2.0.1) consiste enelegir un vector x con
elementos reales que maximice la funcién f(x), entonces, si se supone gueexiste un
méximo local en el punto x* , se tiene:

f(x*) = f(x*+hAax*) , (2.1.1)
o, lo que @s lo mismo

1xy%, X5 ooy X) 2 £(Xy® + AX,®, 35 + hAX", .., X" + hAXp®) (2.1.2)

donde h es un nimero pequefio positivo y arbitrario; Ax; es una variacion arbitraria en
X = 12,..0 ¥ AX = (Axy, AX,, ..., AXp) es una direccion de movimiento en EN.

Al asumir que f(*) es dos veces continuamente diferenciable con derivadas
parciales continuas y finitas, la funcién del segundo miembro de (2.1.1) se puede tomar
como una funcion de h que, al desarrollarla en serie de Taylor entorno a h = 0, se tiene:

fix* + hAx) = f(x*) + hf ((x*)ax + (1/21)h2(Ax)' f 2} (x* + OhaX)(AX)
0<0<1 (2.1.3}
donde f{1)(*) es el vector gradiente y f (2)(*) la matriz hessiana (o de Hesse):

£ (3) = (F 400 (x), £ ,00(x) , ... f (M) ) (2.1.4)



1200 12(x) ... 12(x)

19 (x) = 'ﬁf‘) 1;;’..(::) '5'2‘):(') (2.1.5)
A2 12(x) ... 1@ (x)

Al desarrollar (2.1.3) se liega a:
n
1, +hAX] 3G +hAXS,.. %, +RAXS) = £, X, X0 ) + 1Y 61 (7, X0, X5 DA, +
)
n n
+ 307 Y DI (x] +8hax], x; +BhAX;,..., Xy +BhAX; )AX,AX,

jot ket

(2.1.8)

Ahora, al sustituir (2.1.3) en (2.1.13) y eliminar términos semejantes se obtiene ia
"desigualdad fundamental":

hf (X(x*)AX + (1/21)h2(Ax) f @)(x* + 6hAX)(AX) < O .1.7)

que debe cumplirse para todas las direcciones Ax y para todo numero positivo pequefio
h. Ahora, si se dividen ambos miembros porh y se toma el limite cuando h tiende a
cero, entonces, se tiene que la desigualdad fundamental requiere como condicién
necesaria de primer orden gue el vector gradiente se anule en x*:

f(x*)=0 (2.1.8)

De este desarrollo se puede decir que un maximo local debe tener lugar en un
punto estacionario en el cual se anulen todas las derivadas parciales de primerorden.
Luego, como consecuencia, es condicién necesaria de segundo orden que la matriz
hessiana de la desigualdad fundamental sea definida negativa o semidefinida negativa
en el punto maximo local:

(Ax)' f@(x* )(Ax) < 0 para toda Ax (2.1.9)
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Esta manera de solucionar el problema de programacién por medio del cdlculo
presenta grandes dificutades practicas. E! igualar el gradientede la funcién objetivo a
cero, que es a condicién necesaria para que un punto sea un éptimo local, genera n
ecuaciones que hay que resolver, esto en general es dificil, existen ocasiones en que
f(x) = 0 no puede expresarse en forma explicita, sino mas bien implicita. Ademds, si
se puediera resolver el sistema de ecuaciones generado por fi'(x) =0, no es posible
garantizar que ese punto sea un éptimo local, pues puede darse el caso de un punto de
silla. Por lo tanto, se requieren de otros métodos de solucitn.

Como no es el fin de este documento el profundizar en sistemas de programacién
clésica no sujetos a restricciones, solamente se mencionardn algunos métodos
existentes para la solucién de este tipo de problemas!;

a) Métodos de busqueda para una sola variable:
1.- Fibonacci
2.- Seccidn de oro
3.- Interpolacién cubica
4.- Interpolacion cuadrada
5.- Newton-Raphson

b) Métodos basados en el uso de derivadas para funciones de varias
variables:
1.- Método de gradientes
- 2.- Método basado en segundas derivadas
3.- Método de direcciones conjugadas
4.- Método de variable métrica

¢) Métodos de blsqueda para funciones de varias variables, no
diferenciables.
1.- Método de Powell

1 Prawda, J., (1890)
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2.2 Caso sujeto a restricciones

En esta seccion se presentan dos métodos para optimizar funciones sujetas a
restricciones de igualdad . Primero se presenta el método de Jacobi. Seguido después,
del método de los multiplicadores de Lagrange, se podré notar que este Ultimo eatd muy
relacionado con el método jacobiano. En esta seccin se dardi ademas, una
interpretacién de ios multiplicadores lagrangianos.

2.2.1 Método de Jacobi
El desarrollo de este método es parecido al caso no sujeto a restricciones, con la

diferencia que e conjunto factible debe cumplir con las restricciones del problema.

Considere &l problema
min f(x) (2.2.1.9)

sujetaa g(x)=b

donde
X = (Xq, Xp, oeiXpy)
y
g'=(9,.9z s 9m) (2.2.1.2)
Como antes, las funciones f(x) y g(x), para i = 1, 2, .., m, se suponen

continuamente diferenciables.
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Se utilizan derivadas restringidas para resolver(2.2.1.1) con el fin de encontrar una
expresién para las primeras derivadas parciales de f(x) en todos los puntos que
satisfacen g(x) = b. Los puntos endonde f')(x) se anula son los puntos estacionarios.
Las condiciones de suficiencia de puntos extremos dadas anteriormente se pueden
utilizar para identificar a los puntos estacicnarios?.

De acuedo con la serie de Taylor para los puntos factibles x+Ax en el entorno
factible de x, se tiene:

f(x+hax) - f(x) = hf 9(x) Ax + (1/2!)h2{Ax)' f*(x* + 0AX)h(Ax) (2.2.1.3)
g(x+hAx) - g{x) = hgi'(x*) Ax + (1/2))h%(Ax)g@(x* + BhAX){Ax) (2.2.1.4)
0«<0<1
Sise dividen ambos miembros porh y [uego sehace tender el limite de h a caro
on (2.2.1.3) y (2.2.1.4) estos se pueden reducira:
Sf (x) = f"(x) Bx (2.2.1.5)

g(x) = g(x) 5x (2.2.1.8)

De (2.2.1.1) se tiene que g{x} = b, por tanto 5g(x} = 0, con esto y las dos
ecuaciones anteriores se tiens que

5f (x) - #(x) 6x = 0 (2.2.1.7)
gMix) x =0 (2.2.1.8)

Ahora bien, (2.2.1.7) y (2.2.1.8) forman un sistema de(m+7) ecuaciones con {n+1)
incognitas; las incognitas estén dadas por &f (x) y 5x. La incognita 51(x) se determina,
en cuanto se conoce &x. Por tanto, se puede decir que existen m ecuaciones con n
incognitas.

2 TahaH. A. (1988)
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El supuesto de que existan mas variables de decisidn que funciones de restriccién
(n > m) sebasa en el siguiente razonamiento: si m > n, al menos (m-n) ecuaciones son
redundantes. Después de eliminar esta redundancia, el sistema se reduce a un conjunto
de ecuaciones independientes, tal que m < n. Para el caso donde m = n, puesto que no
hay entorno factible, el conjunto de soluciones consta de unsdlo punto y la solucién es
3x = 0; tal caso no es de interés para la programacion matematica. Elcaso restante es
cuando m < n, en donde el conjunto solucién consta de al menos dos puntos. Tomando
esto como base, se desarrolla el método de Jacobl, en el cual se tiene como primer
paso el particionar al vector x.

x=(u,v) 2.2.1.8)
donde

U= (U Uy o Uy Y VE(Vy, V., Vo) (2.2.1.10)

¥ u es 8l vector de las variables dependientes yv el vector de variables independientes,
que corresponden al vector x. Si se escriben los vectores gradiente de f y g
sustituyendo a x por u y v, se tiene que:

fiofuv) =(f M £,0) (2.21.11)
9m(uv) =(g oY, gvt) (2.2.1.12)
Si se define:
ol
J=gi) ={ (2.2.113)
"2‘
1)
v
C=gl =] ¢ (2.2.1.14)
O
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A Iy se le llama la matriz jacobiana y @ Cpmy(n.m) S€ le conoce como la matriz de

control, ya que contiene a las variables independientes. Se supone queJ es no singular,
dado que se tisne el supuesto de m ecuaciones independientes, entonces, las variablas
48 pueden volver a numerar, sies necesario, de modo que las m primeras columnas de
9" tengan un determinante distinto de cero; otra forma de ver la no singulatidad de J
o8 por ¢l tecrema de 1a funcién implicita (véase Bertsekas D.P., (1982) pp. 11-12).

$ise utilizan las ecuaciones de (2.2.1.11) a (2.2.1.14), se puede escribir (2.2.1.7)
¥ (2.2,1.8) como:

B (uv) = 0050 + £,y (2.21.15)

Jou=-C8v (2.2.1.16)

Dado que J es no singular, existe su inversa J-!, entonces:
u = - J1C&v (2.21.17)

El conjunto de ecuaciones de (2.2.1.17) relaciona el efecto de variacidn en sv
sobre 5u . Si se sustituys por 5u en la ecuacion (2.2.1.15),se tiene a 5f (u,v) como una
funcién de 8v , i.e..

S (UW) ={ fylh - 40 JIC Y ov (22.1.18)

De esta ecuacion, e obtiene la derivada restringida conrespecto a v, que es la
darivada valuada en los puntos donde se cumpien las restriccionas del problema:

f5(UV) = (5 (UVIN & v = f - 0 81C (2.2.1.18)
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donde fg{')(u,v) denota al vector gradiente restringido de f con respecto a v. Luego,
f{N{u,v) debe sernulo en los puntos estacionarios.

Las condiciones de suficiencia son semejanies a las expuestas anteriormente.
Pero ahora fa matriz hessiana correspondera al vector independiente v. Mientras tanto
los elementos de la matriz hessiana son las segundas derivadas restringidas, asto es,
como en (2.2.1.15): .

fYuv) = £,0-ZC (2.2.1.20)

donde:

Z=f, M9 (22.1.21)

Se tiene que elrenglén 7 parai= 1, .., n-mde la matriz hessiana (restringida)
88 5f () / 8 v, Nétese que Z estd en funcién de u y u esta en funcién de v, esto es:

Su=.JiC 5v (22.1.22)

Por tanto, al tomar la derivada parcial de f{") con respecto a v;, sedebe aplicar a
Z la regla de |a cadena. Luego, se tiene que:

Su 18V, = (Bu /8y )(Buy 15v) (2.2.1.23)
Asl que para obtener un punto extremo se debe cumplir quela matriz hessiana sea

definida (o semidefinida ) positiva para un minimo y en caso de un maximo que sea
definida (o semidefinida) negativa.
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2.2.2 Método de los multiplicadores de Lagrange

2.2.2.1 Desarrolio del método de los multiplicadores de Lagrange

Enseguida, se presenta el método de los multiplicadores de Lagrange. Este
método es, en muchos casos, recufrido por la programacion clasica por su eficiencia.
Se destaca fa importancia de este método porque a la vez que se le utiliza como
_ enfoque de base de casi todos los problemas de optimizacién, también, aporta
informacién sobre e grado de sensibilidad del valor optimal de la funcién objetivo
respecto a los cambios en las constantes de restricciénd. El principio de! desarrollo de
aste método se encuentra gstrechamente relacionado con el método de Jacobi.

Sea el problema

m:x f(x) (2.2.2.1.1)

sujetaa g{x)=b

Se inicia este método tomando los mismos supuestos del método de Jacobi.
Entonces, de acusrdo con lo anterior, en la seccidén 2.2.1 se encontié una expresion
(ecuacion 2.2.1.17) de u en funcién de v, esto es:

u=é(v) (2.2.2.1.2)

donde ¢ es un vector columna de rn funciones; ahora, el problema puede escribirse asi:

max®(v) =f(dp(v),v) {2.2.2.1.3)

v

3 intrilligstor, M.D. (1572)
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es decir a un problema no sujeto a restricciones y dado (2.2.1.2) se tiene que una
condicién necesaria para un maximo local es:

(3@ /3v)=(5f/av)+ (6f/ Bu) (64/5v)=0 (2.22.1.9)

en donde 5® / v es un vector (1x(n-r)) yd$ / dv es una matriz de (mx(n-m)). Ahora, al
sustituir (2.2.2.1.2) en la matriz de funciones de restriccion g(x):

g(s(v),v)=b (2.2.2.1.5)
cuya derivada con respecto a v es
(5Q/ov)+(bg/ou)(dp/ov)=0 (22.216)

donde 5g / 5u es la matriz jacobiana de (mxm). Portanto, (2.2.2.1.6) se puede expresar
también como:

' (54 /5v)=-(bg/5u)i(sg/ov) : 22217
de aqui que las condiciones (2.2.2.1.4) se pueden expresar asi.
(Bf/5v)-(5f/bu)(dg/bu)'(dg/dv)=0 (2.2.21.8)
Puesto que 5g / 5u es no singular, 5f/5u se puede escribir como:
(8f/8u)-(51/5u)(5g/5u)'(5g/5u)=0 (2.2.2.1.9)
Ahora si se denota a y como:
y = (&1/5u )} 89/ 86U ) = (¥y Vo - ¥m) (2.2.2.1.10)
las condiciones necesarias para puntos extremos de f se pueden escribir:
(of/6%)-y(g/dx)=0 (2.2.21.11)
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Oftra forma de encontrar las condiciones necesarias con las restricciones iniciales,
es derivando esta funcion:

f(x)-y(b-gix)) . (222.1.12)
conrespectocaxy ay. Estoes labase del método de los nllultiplicadorea de Lagrange.

Por tanto, para aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange al problema
de la programacion cldsica:

max f(x) (2.2.2.1.13)
sujeta a g(x)=b
Se introduce primero, un vector fila de my variables:
Y={¥1 Y2 «¥m) (2.2.2.1.14)
Estas variables se conocen como los multiplicadores de Lagrange. El siguiente
paso es definir la funcién lagrangiana como la funcién objetivo méas el producto interno
del vector y de multiplicadores de Lagrange, y el vector columna, formado por las
diferencias de las constantes de restriccidn y las funciones de restriccién:
L(x,y) =1 (x)-y{b - g(x)) (2.2.2.1.15)
o en forma desarrollad_a:

m
L{X4 X2\ or Xn s Y10 Y20 on Yu J=F(X0, X2 e Xg )-Zyl (bi =Gy (X1, X3, e X))
imt

(2.2.2.1.16)
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Por Uitimo se busca el punto ( x*, y* ) en donde se anulen todas las derivadas
parciales de primer orden de |a lagrangiana, esto es:

BL(x*, y*)/6x = (5f (x*)/5x)-y*{ 5@ (x*)/éx)=0
SL(x%y*")/5y = b-g(x*)=0 (2.2.2.1.17)

Se pusde observar que el primer conjunto de restricciones (2.2.2.1.17), esel
mismo que (2.2.2.1.11), por loque el vector gradiente de la funcién objetivo debe ser lo
mismo que el vector de multiplicadores de Lagrange multiplicado por el gradiente de las
funciones de restricciones:

(of (x*)/ 5% ) = y*( d@(x"}/5x) (2.2.2.1.18)

0, en forma desarroliada:
BEOG Xav oo X0 )/BX, = D Vi(80, 03, X, .oy X,)/B%))
[23]

j=1.2,...,n (22.2.1.19)

El segundo sistema de ecuaciones de (2.2.2.1.17) son m condiciones que
expresan las restricciones del problema:

g(x')=b (2.2.2.1.20)
Al resolver las n+m ecuaciones de (2.2.2.1.17) se obtienen las soluciones para Iés

m+n incognitas: las variables de decision x* = (x,*, x,*, ....X,")' y los multiplicadores de
Lagrange y* = (y," ¥," ...¥,") . Sise toma al puntox* como una selucion local al
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problema de programacién clasica se puede concluir que el maximo de la funci6n
lagrangiana en el punto {(x",y*} y ia funcion ebjetivo son iguales, ya que, al satisfacarse
las restricciones en x* estas se anulan quedando unicamente la funcion objetivo
maximizada, esto es:

L(x" y*)=1(x" (2.2.2.1.21)
puesto que se satisfacen las restricciones (2.2.2.1.20).

Ahora bien, las condiciones necesarias de segundo orden son qua ta matriz
hessiana de las derivadas parciaies de segundo orden de ia lagrangiana con respecto a
X

SA/5x3 L fexBx, - BL[ow,5x,

8L /ox,0x,  BALfox3 - 5L /ox,8x,

5L /ox? = (2.2.2.1.22)

52 /6%, 8%, BLfox,Bx, -+ BA[/ox2

sea definida negativa o semidefinida negativa para el punto maximolocal {x*, y*} sujeta
alas m condiciones, i.e., que cumpla |as restricciones del problema:

dg=(5g(x*)/8x)dx=0 (2.2.2.1.23)
Si una matriz hessiana es definida negativa sujeta a las candiciones (2.2,2.1.23),

entonces las condiciones de primer orden (2.2.2.1.18} y g(x) =b son suficientes para un
méximo local.
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2.2.2.2 Interpretacion de los muttiplicadores de Lagrange

La relevancia de las condiciones (2.2.2.1.18) no termina al encontrar un vector de
decisiones localmente optimo, x*, sino que también proporciona el vector de
multiplicadores de Lagrange, y*, y puesto que J es no singular, ¥* es tnica para el
6ptimo local x*. La importancia de los multiplicadores de Lagrange se basa en la
informacién que aportan respecto al problema, ya quemiden el grado de sensibilidad del
valor optimal de la funcién objetivo a las variaciones en las constantes de rastriccion b:

y* = 5f (x*)/ &b (22.221)
0, [0 que es lo mismo:
y=5f(x")/8b;, i=1,2 ...,m (2.2.2.2.2)

Es posible llegar a las igualdades anteriores si se toman las b; como variables y si
se consideran las ecuaciones (2.2.2.1.18) y (2.2.2.1.20), se llega a:

I'(by,x) = b-g(x)=0 (2.2.2.2.3)
r2(b,y, x) =(5f(x)/8x)-y{ Sgix}/6x)=0

que e$ un sistema de m+n ecuaciones con 2m+n variables ( b, y, x ). El gradiente de
este sistema de ecuaciones es:

1 0 ~(5g/8x)
(o -(5g/x)’ a’L/Bx’} (22224

donde | es la matriz identidad mxm. Esta matriz, como se definid antes, es de rango de
fila completo.
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Si se despejan las variables de decisidn, x, y los multiplicadores de Lagrange, y,
como funciones de las constantes de restriccién, b, se puede resolver el sistema
formado por las m+n condiciones de primer orden:

y=y(b)

x = x(b) (22.2.2.5)

Al sustituir (2.2.2.2.5) en la funcion lagrangiana, ésta queda en funcién de las
constantes de restriccidn, i.e.: &

L(b)=f(x(b)) +y(b) [ b-g{x(b))} (222.28)
Si se deriva con respecto a b:
(5L 7 5b) = (5T 5x)(8x / 5b) + y - y(5g / 5x)(5x / 5b) + (y / 5b)(b - @(x))
= ((5f/ 3x) - y(5g / 5x))(5x / 5b) + (5y / Sb)(b - g{x)) +y

(22227)

De las condiciones de primer orden (2.2.2.1.17), los primeros dos términos de
(2.2.2.2.7) se anulan cuando se encuentra la solucidn (x*y*), de modo que el cambio
en la lagrangiana es iéual al vector de multiplicadores de Lagrange. Pero en (x*y*), el
valor de |a lagrangiana es el valor optimal de la funcidn objetivo (2.2.2.1.21):

8L (x*y*)I8b=25f(x*)I5b=y" (2.2.2.2.8)

El método de multiplicadores de Lagrange, por tanto, ademdis de resolver el
problema de la programacidn clasica, proporciona también un analisis de sensibilidad
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que permite ver en los valores de los multiplicadores de Lagrange, ede que manera se
afecta e valor optimal de la funcién objetivo, a los cambios en ias constantes de
restriccién (referencias que tratan el anélisis de sensibilidad, por ejemplo: Taha (1989),
Intrilligator (1972), Bertsekas (1882) ).

33



8. Programacién no Lineat

En tngenieria, Economia, Ciencias Sociales, Administracion y Ciencias Fisicas, asi
como en ofros campos, el analista se enfrenta con frecuencia al problema de optimizar
complejos: arreglos de equipo, operaciones, circuitos, procesos, eic. El desea
maximizar o minimizar alguna funcién objetivo (un costo, un peso,un beneficio, etc.), por
medio de {a seleccion de ciertas variables de decisién (parametros ds disefio, ajustes
dal controlador, iecturas instrumentales, cantidades de recursos, etc.), sujeto aciertas
restricciones (requerimientos técnicos, condiciones de operacién, capacidades de fiujo,
factores de seguridad, etc.) inherentes en el proceso. Cuandoss formulan en forma
matematica, una amplia clase de estos problemas de optimizacién se pueden agrupar
en una categoria llamada "problema de Programacién no Lineal”. Los métodos de
solucidn de tales problemas se llaman Pregramacion noiLineal. Como se explicarad mas
adelante estos problemas también incluyen a los de Programacidn Clésica.

Asi que, el problema de la Programacion no Lineal es el de obtener valores no
negafivos de ciertas variables llamadas variables de dacisién, de tal manera que se
optimice una funcidn dada, tlamada funcion objetivo, sujeta a un conjunto de
restricciones de desigualdad ya establecido. Al emplear la notacién del capitulo 1, el
problema del maximo en Programacidn no Lineal se expresa en forma vectorial como:

m_nxf(x)

sujetaa g{x)sb, x20 (2.0.4)

o, en forma desarrollada:

max  1(x,,X;, ..., X,
o, (%, %; )



sujeta a

81 (X X, wos Xp) S by

92 (X4, Xz, oo Xp) S, (2.05)

Im (X, Xz, <., %) S by,
e X, o Xp 20

Al iguat que como se definid en el capitulo precedente, lasn variables x,, x,, ..., Xy,

son las variables de decisién, agrupadas en el vectorx, La funcién f {*) es la funcién
objetivo, y las m funciones gy(*), ga(*), ...gGm(") Son las funciones de restriccion,
reunidas en el vactor columna g(*). Los nimeros reales dados by, b,, ....by, son las

constantes da restriccidn, reunidas en el vector columna b. Se supone que ny m son
finitas, también que estan dadas las m+1 funciones f (*), gy(*), gx(*), ...9m(*), ¥ que son

contin e difel iables y no i ? el ! i ios. Ademas, x puede
ser cualquier veclor real sujeto Gnicamente a lag m+n restricciones contenidas en
(2.0.4).

Algunas cuestiones interesantes en relacién con el prablema de la Programacién
no Lineal son:

1. No existen restricciones en cuantoa los valores de my n, a diferencia
de lo que ocurre con el supuesto en el problema de la Programacion
Clésica.

2. Elsentido de las desigualdades es solo cuestidn de convenio.

3. Una restriccién de igualdad, puede reemplazarse por dos restricciones
de desigualdad.

4. Las restricciones de no negatividad en cuanto a las variables
decisionales no son limitativas.
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De lo anterior, se puede decir que el problema de la programacion clasica es un
caso especial de la Programacién no Lineal, en donde las restricciones de desigualdad
pueden combinarse para formar restricciones de igualdad y no existe ninguna restriccién
de no negatividad.

Otras cuestiones interesantes son las hip6tesis de convexidad, ya que, al recordar
el teorema local-global, un méximo local de una funcién situado en (o sobre el contorno
de) el conjunto factible, @s un maximo global y el conjunto de puntos en donde tiene
lugar un méximo global es convexo si se supone que las funciones de restriccién son
convexas y |a funcién objetivo es co Ademas, si se que la funcién objetivo
es estrictamente céncava entonces la solucién es tnica.

2.3 Caso no sujeto a restricciones de desigualdad

Cuando no existen restricciones de desigualdad, el probl (2.0.4) se ierte
en maximizar una funcion eligiendo valores no negativos de las variables:

mexf(x)
sujeta a xz0 {2.3.1)

E! problema (2.1.1) se puede resolver de igual manera a la utilizada en el
problema de programacion clasica sin restricciones en {a seccidn 2.1,esto es, ocupando
la serie de Taylor como sigue: supdngase que existe un maximo local, x*, para (2.3.1),
entonces se debe cumplir para todos los puntos vecinos, x*+ Ax:

f{x*) =1 (x* + hax) (23.2)

donde AX una direccion de mavimiento de E® y h un nimero positivo arbitrariamente
pequefo. Ahora, asimase que f(x)es dos veces continuamente diferenciable, luego, si

36



Ia funcién del segundo miembro de (2.3.2) se desarrolla en serie de Taylor entorno a x*:
f(x* + hAx) =f (x*) + h£,()(x*) Ax + (1/2) h2 Ax" f,2)(x* + BhAX) Ax
0<o<1 (2.3.3)

Al sustituir (2.3.3) en (2.3.2) y eliminar términos semejantes, se obtiene la
desigualdad fundamental:

ht1(x*) Ax + (1/2) h2 Ax' f ((x* + BhAX) Ax< 0 (2.3.4)
como se mostrd en |a seccién 2.1, |2 condicién necesaria para un maximo local en x*.

Ahora bien, si x* es una solucién interior, i.e. x* > 0, entonces la desigualdad
fundamenta! debe cumplirse para todas las direcciones Ax, puede observarses que son
las mismas condiciones de primer orden de la Programacién Clasica, esto es, la
anulacién de todas las derivadas parciales de primer orden. Si se supone que unade
las variables estd situado en el contorno, X = 0, y quetodos los otros incrementos son
nulos, la desigualdad fundamental (2.3.4) implica que en x* = 0 la Unica direccién
permitida es aquella para la cual Ax, 0, esto es:

£, (x*)Ax, <0 (2.3.5)

De aqui se desprende que la desigualdad fundamental requiere como
condicién necesaria de primer orden que:

£7)<0  six=0 (2.3.6)

Asi que , al tomar la primera derivada conrespecto a x, ésta se anula si x, es una
solucién interior, ¥ > 0, y 8i x es una solucidn de contomo, x, = 0, se tiene que la
primera derivada con respecto a x, es menor igual guecero, como se expuso en (2.3.6).
Luego, o la variable correspondiente toma el valor de cero (solucién de contorno) o la
derivada toma el valor de cero (solucidn interior), se tiene queel producto de estas dos
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es siempre cero, simbdlicamente; ' o~
o

1,0 (x*)x =0 =1 .n (2.3.7)

Al sumar todos los productos (2.3.7) de las n variables se tiene:

0 (x*)x* = if,‘,"’ (x*)x; =0 (2.3.8)
=1

Dicho de otra forma, esta condicién de la anulaciénde la suma de los productos
implica, que cada uno de los sumandos se anule (i.e., implica que (2.3.7) secumpla
para toda ) & causa de las condiciones de que todas las variables son no negativas y
todas las derivada parciales de primer orden no positivas.

Se puede determinar el mdximo local, x*, utilizando las 2n + 7 condiciones de
primer orden:

M(x*)<0
0 (x*)x* =0 (2.3.9)
*20

Estas condiciones implican que cada una de las derivadas parciales de primer

orden se anula si la variable correspondiente es positivo, y es no positivo si la variable
es cero.

£ (x*)=0 six >0
fO(x*)<0 six >0 (2.3.10)

paraj=1,2,..n



2.4 Caso sujeto a restricciones de desigualdad

Dado e! problema de Programacién no Lineal:

m‘axf(x)
sujelaa g(x)sb, x20 (2.4.7)

Para b este p , pri se convierten las restricciones de
desigualdad en restricciones de igualdad afiadiéndole un vecior no negativos de m
varigbles, llamadas variables de holgura, asi:

8 =b-g(x) = (s, 8, ..., 8p)’ (2.4.2)

ahora, el problerna puede formularse:

m.axf(x)
sujetaa g(x)+s=b, x20, 820 (2.4.3)

-
El problema (2.4.3) un problema de Programacion Cldsica si no tuviera las m + n

restricciones de no negatividad de las variables, fuego, se podria resolver dicho
problema utilizando la funcitn lagrangiana, como se hizoen ta Programacién Clésica de
la siguiente forma:

L' =f(x) + y(b - g{x) - 8) (2.4.9)

donde y = {y,, ¥a, ..., Ym) @8 un vector de multiplicadores de Lagrange, como el utilizade
en la Programacién Clésica.

Entonces, de resuitados anteriores (seccidn 2.2.2.1), las condiciones necesarias
de primer orden se obtendrian como las condiciones de que todas las derivadas

parciales de primer orden de L' conrespecto a x, y y 8 se anulen. Puesto que se trata
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de un prob! de Prog ion no Lineal existen vectores no negativos, x y 8, en que
las condiciones de las derivadas de primer orden con respecto x y s, Se sustituyen por
las condiciones (2.3.9), esto es, las condiciones necesarias de primer orden para un
maximo focal son:
L)m=f0.ygm <0
L)) =(f0-y gyt (x)=0
x=0
(L')"=b-g(x)-s=0 (2.4.5)
(L' ).(‘) -y <0
(L')"(8)=-ys=0
=0
en donde !as funciones y derivadas se valuan en x*, y* y s*. El siguiente resuitado,
lamado las condiciones Kuhn-Tucker, se deduce al sustituir el vector de variables de
holgure, 8, por b - g(x), esto es;
fir-ygt <0
(f‘(') -y GM) =0
xz0
b-gix)=0 (2.4.6)

y 20

y(b-gixp=0
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Otra forma de obtener ias condiciones Kuhn-Tucker es definir la funcion
lagrangiana para el problema original (2.4.1), asi:

L (xy) =1 (x) + y(b - g(x)) (24.7)
esta funcién lagrangiana, en palabras, significa la suma de 1a funcion objetivo mas el

producto de los multiplicadores de Lagrange por la diferencia entrelas constantes de
reatriccién y las funciones de restriccion. Luego, se evalia (2.4.6) en x*y y* éptimos:

(L) (x%Y*) = f,00x") - y* g, (x*) <0 (2.4.8)
(L) (xy") (x°) = (1,0 (x*) - y* g, {x*)) (%) =0 (2.4.9)
=0 (2.4.10)
(L')y " (x%y*) =b-g(x)=0 (24.11)
Yy L) (nyh) =y (b-gx*N=0 (2.4.12) )
y=0 (2.4.13)

Obsérvese que las condiciones de no negatividad y las restricciones de
desigualdad del problema original de la Programacién no Lineal, estan dadas en.
(2.4.10) y (2.4.11) respectivamente. También, obsérvese que una vez establecidas las
restricciones de signo en (2.4.8) y (2.4.10) cada uno de los términos de la suma de
(2.4.9) se anula, esto es:

15"’-yn§“’=0 o x=0 (oambas) J=1..n (2.4.14)

es decir, o bien se cumple la condicién de la primera derivada (punto interno) como una
igualdad, o bien la variable esta en el contorno o ambas cosas a la vez, entonces:
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f.“"-iy.(g‘,‘})so. pero =0 si x; >0
[J]

x, 20, pero =0 si f —Z‘y,(g},"’)<0 (2.4.15)
=

ji=1,2,..,n

Igualimente debido a las restricciones de signo de(2.4.11) y (2.4.13), cada término
de la suma en (2.4.12) se anula. O bien

yi=0 6 g(x*)=b (o ambas)
i=1,2,..,.m {2.4.16)

a8 decir, o bien se anulael multiplicador de Lagrange, o bien, se satisface la restriccion
de desigualdad como igualdad estricta, @ ambas cosas a la vez:

gi(x*)<b, pero=b, si y>0

y' =20 pero =0 si g(x)<b; (2.4.17)

Las condiciones (2.4.15) y (2.4.17) son liamadas "las condiciones de holgura
complementaria” y es otra forma de interpretar las condiciones Kuhn-Tucker,

De la condicidn (2.4.12), el valor de ia lagrangiana para la solucién, es e! valor
optimal de la funcién objetivo:

L (x*y*} = f (x*) + y*(b - g(x*)) = f (x*) (2.4.18)
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2.8 E! teorema de Kuhn-Tucker

Otra vez, el probl 9 | de la Progr: ién no Lineal :

m.axf(x)
sujetaa g(x)<b, x=0 (2.5.1)

como se desarrollé en !a seccién anterior, el tsorema de Kuhn- Tucker consiste en
introducir un vector y = (y,, ¥,. ...ym): dondey es el vegjor de multiplicadores de
Lagrange, y definir la funcién lagrangiana como:

L {x,y) =f (x) + y(b - g(x}) (25.2)

Las condiciones Kuhn-Tucker como se describi6 de (2.4.8) a (2.4.13), son:

Lyl"(x*y*) <0 Lyt (x*y*} =0
L‘m(‘-'yn)x. =0 y~ L‘"’(l'.y‘) =0 _ (2.5.3)
x*20 y=20

Obsérvese el sentido de las desigualdades y de acuerdo con(2.3.9), se tiene que
el punto (x*y*) forma un punto de silla en la funcién lagrangiana, donde maximiza la
funcién respecto a las variables del vector x y minimiza respecto a los multiplicadores
de Lagrange, ¥ con X, y vectores no negativos. Ahora bien de lo dicho en fos
renglones anteriores se cumple: -

L(xy*") s L (x%y" sL (x%y) paratodo x,yz 0 (2.5.4)

Al hecho de encontrar vectores no negativos (x*,y*) que satisfagan (2.5.4) se
conoce como el problema de punto de silla.
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Teorema de Kuhn-Tucker (condicidn de suficiencia de optimalidad).- Sea f(x)
cdncava, g(x) convexa. Si (x*,y*)es solucion al problema de! punto de silla entonces x*
resuelve el problema de Programacién no Lineal. )

Es decir, si (x*,y*) 8 un punto de silla en la funcién lagrangiana entonces x*
resueive el problema de la programacién no lineal. Luego, si se supone que (x*,y*)es
un punto de silla, como x* maximiza la lagrangiana {respecto a todo x= 0):

£ (x)+ y*(b - g{x)) < f (x*} + y*(b - 9ix*)) (25.5)
y puesto que y* minimiza:
f(x*) +y*(b - g{x*)) s (x*) + y(b - g{x*)) (2.5.6)
(2.5.6) también puede escribirse:
y-y'}b-g(x*))20, y=20 2.5.7)

ahora como los componentes dey pueden ser arbitrariamente grandes, se tiene quex*
satisface las restricciones de desigualdad:

g(x*)sb o (2.5.8)
Pero, sise toma a y =0 en (2.5.7), se tiene que :
y'(b-g(xN=0 (2.5.9)
dadoquey=0y b-g(x*)=0
Ahora, si se observa (2.5.5), y utilizando (2.5.9), se tiene que:

fx)2f(x) +y'(b-g(x). x=0 (2.5.10)
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Dado que y* es no negativa, si x es admisible se tendra que:

f(x*) =2f(x) (2.5.11)

de modo que x* maximiza f{*), en el conjunto de los vectores admisibles, por tanto el
problema de la Programacién no Lineal queda resueito.

Teorema de Kuhn-Tucker (condiciones ias de optimalidad).- Sean f(*),
funcién objetivo, una funcién céncava y g(*), vector de icciones de desigualdad, un
vector de funciones convexas que cumple con la condicién de calificacion de
rastricciénd,  Entonces, x* resuslve el problema de Programacién no Lineal si y sélo si
existe una y* tal que (x*,y*) resuelve el problema del punto de silla.

La primera parte del problema deil punto de silla consiste en maximizar L(x*y*)
mediante ta eleccion de variables no negativas de x, En , de los obtenidos en
(2.3.9) se pueden aplicar y se liega @ las condiciones:

L x*y*) <0
L (x*y*) x*=0 (2.5.12)
x*z0

La segunda parte del problema del punto de silla, que consiste en minimizar
L{x*,y*) eligiendo muitiplicadores de Lagrange, y , no negativos, da las condiciones:

Ly ety 20
y'L ") =0 (2.5.13)
y*'=20

) Donde (2.5.12) y (2.5.13) son las condiclones de Kuhn-Tucker, expuestas en
(2.5.3).

3 de - o3 la que exista algin punto en el conjunto de restricciones de desigualdad
como desigualdad estricta, esto es, existe un vectar xtal que 2 0y g{n) < b.
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Para ejemplos acerca de la utilizacidn de las condiciones Kuhn-Tuckerse pueden
revisar; Luenberger (1988), Hadley (1964), Intrilligator (1972).

Se ha desarroliado la teoria de la Programacién Cldsica yProgramacién no Lineal,
en cuanto a sus condiciones de optimalidad, y se ha hecho hincapié en el papel que
Jjuega ias condiciones de Kuhn-Tucker para saber si el valor obtenido cumple conser un
pti En las | anteriores & las condiciones Kuhn-Tucker se piantearon las
bases para liegar a esta Gltima,

Las condiciones Kuhn-Tucker se han desarrollado para trabajar con ia visién
general que guarda, y asi, poder entrar a un caso particular de laProgramacion No
Lineal, la Programacién Lineal, en esta dltima es donde se interpretan las condiciones
Kuhn-Tucker y su relevancia para obtener un valor optimal del problema a resolver.

El siguiente capitulo trata de la Programacién Lineal y !a importancia de las
condiciones Kuhn-Tucker, ademés, se plantea un problema de esta programacién.
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Capitulo 3. Programacion Lineal

Los modelos de asignacién de recursos muchas veces se pueden formular
razonsblemente usando sdio relaciones lineales, por tanto este tipo de problemas se
puede resolver utiizando Programacion Lineal, otros campos en los que se ha aplicado
con éxito esta programacion es en los modeios de transporte y redes; programacion de
la produccitn, disefio estructural y andlisis econémico.

Esta programacién tuvo un gran desarrollo de 1947 a 1987 en que muchos
articulos se redactaron y se codificaron programas para computadoras para resoiver
problemas grandes. E| método simplex, propuesto por G. B. Dantzig en 1947, es un
método efectivo para resolver problemas de Programacion Lineal.

Como se exprest en el capitulo 1, para resoiver el problema de |a Programacion
Lineal se deben elegir valores no negativos de las variables de decision, de tal forma
que maximice o minimice una funcién lineal dada sujeta a un conjunto de restricciones
de desigualdad lineal dado.

Entonces, un problema de Programacién Lineal se puede escribir en forma

vectorial, asi;

max f(x)=ex

sujeta a

Axsb, x:0 (30.1)
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o, en forma desarrollada:

max (X, Xy, .oy %) = CoXy +CyXg + .Gy X,
[ N X b

sujeta a

814X+ yXo+, . +RyaXn < by
81Xy +@Xo+... +8BonXn< by (3.0.2)

am Xy tamkot.. +BmaXn< by
X, X, -¥n 2 0

La notacién de arriba indica que, &l vector columna x tiene por elementos a las n
variables de decisién, Xy, X,, ....X, del problema. El vector filac esta constituido por las

n constantes objetivo, ¢, C;, ..., Cp; |8 matriz A de mxn tiene por elementos en sus
entradas a las constantes del programa, llamadas constantes coeficientes ay, a5 , ...,
Qs 8290 @22 + -0 20! 3my1s Az - Amni POF Ultimo, el vector columna b formado por
las constantes de restriccién b,, b, ... b,. Para e estudio que se hara se supone que
n y m son finitos, los elementos de A, b, X y ¢ son numeros reales; ademis, los
elementos de x estan restringidos por las m+n restricciones de (3.0.1).

Se puede observar que este problema es un caso especial de la Programacion no
Lineal; en donde la funcién objetivo y las funciones de restriccién son lineales.

Cada una de las n restriccionas de no negatividad:

x,zo, j=12,..n (3.0.3)
forma un semiespacio cerrado y la interseccién de todos los semiespacios definidos en
(3.0.3) se encuentran en el ortante no negativo del espacio euclidisno de dimensién n,

EN. De igual forma, cada una de las m restricciones de desiguaidad:

XAt AAXS by, 1=1,2,...m (3.04)
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constituye un semiespacio cerrado de E" que es el conjunto de puntos situados enel
hiperplano definido por;

{x cEN/ gxidaxt. +anxn<h, j=1,2,...m} (3.0.5)

Se conoce como espacio o conjunto soluctén ‘aguet conjunto farmado por todos los
X que satisf: las m + n restricciones de desigualdad y de no negatividad de
(3.0.1), estoes:

{x cEN/ Ax<bh x20) (3.0.6)

(3.0.8) s un conjunto poliédrico convexo cerrado en el ortante no negativo en el
espacio euclidiano de dimensién n. Dado que, el conjunto solucién es convexo y la
funcion objetivo es lineal, por el teorema local-global mencionado en el capitulo 1, 1a -
solucién a parte de ser un maximo local también es mdximo global. Asi que, si un
vértice en el conjunto solucién produce ningGn valor menor que cuslesquiera otros
vértices préximos, entonces el problema tiene solucitn.

:

Si existen mas variables de decisién que n>m, ent existe un
vértice del conjunto solucién en donde n -m & mids de las variables se anulan, es decir,
debe haber por lo menos una solucién al problema que consta de una solucién al
problema que consta de un vectorx con a lo mas m de sus n elementos distintos de
cero.

De lo mencionado antes, esto es, la funcién objetivo es continua y el conjunto
solucién es cerrado y de acuerdo con el tecrema de Weiestrass el problema de
Programacion Lineal tisne solucién si el conjunto solucién es no vacio y acotado.
Luego, se pueden presentar dos casos en los cuales el problema no tenga solucitn:

1. Las restricciones son incompatibles de modo que el conjunto solucién es
vaclo.

2. El conjunto solucién no es acotado y la funcidn objetivo puede crecer sin
limite en este conjunto.
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Ahora bien, si el conjunto solucién es no vacio y acotado 1a solucién dsbe ser una
solucién de contomo.

Por tanto, se puads decir que existen tres casos posibles en la solucidn del
problema de la Programacién Lineal:

i) Una solucién anica (en un vértice).
ii) Infinitas soluciones (entra dos vértices o mis).
jii) Ninguna solucién (si el conjunto sclucidn es vacio 0 no scotado).

3.4 Larelacion del problema primal y su dual

El desarrolio de las condiciones de optimalidad en los problemas de Programacion
Lineal se debe a ia relacién que a cada problema de Programacion Lineal corresponde
un problema dual.

Para esto, suponga que el problema original, conacido como problema primal, es
el problsma del maximo de 1a Programacién Lineal (3.0.1):
max F=¢x
sujeta a

Axs<h, *0 @.1.9)

entonces se define el problema dual como el problema del minimo dela Programacién
Lineal:

m,in G=yb



sujeta a
yAzc, o 3.4.2)
en donde y es elvector fila:
¥ = {yn Y2, -¥m) (3.1.3)

Q en forma desarrollada (3.1.2):

G{Y1 Yau oos Y ) =D, +D5Yp & ... ¥b Y

min
Yiu¥aontm
sujeta a

ByyY1¥azyot tanm 2 Gy
B¥ ¥yt AW, 26 (3.1.9)

a\nyi‘GZnYZ*""amnym 2 Co
Yis Y2, eYm 20

Al observar (3.1.1) y (3.1.2) se tiene que ios dos problemas buscan una solucién
de una funcién lineal mediante la eleccién de variables no negativas y sujeta a
restricciones de desigualdad lineal; el problema primal y su dual tienen cadauno m +n
restricciones de desigualdad; ambos utilizan los mismos pardmetros dados por lamatriz
A, el vector columna b y el vector flac.

Ademés, mientras que el problema dual elige m variables contenidas en y el
problema primal debe elegir n variables agrupadas en x; por otro lado si el problema
original consiste en maximizar y utiliza desigualdades del tipo <, entonces el problema
dual minimiza y utiliza desigualdades de! tipo 2; por Ultimo las constantes de restriccién
de cada problema se transforman en las constantes objetivo del otro.

Otra situacion que se presenta, es que el dual del problema dual es el problema
original, esto es, si se transformara una vez mas el problema dual se llegaria
nuevamente al problema primal. Por tanto, si se conoce cualquiera de los dos
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problsmas (primal o dual) se puede llegar al otro (dual o primal),de aqui que ninguno de
los dos pr sea el probl fundamental.

3.2 Teoremas fun&amonum de Programacién Lineal

Los teoremas fundamentales de la Programacion Lineal estén basados en la
funcién lagrangiana y las condiciones Kuhn-Tucker. De aqui, nace la impertancia de los
problemas duales, puesto que, las variables duales se utilizan como los multiplicadores
lagrangianos del problema primal.

Suponga que el problema primal es el problema de méximo:

mfx f(x)=ex

sujeta a
Axsb, 0 (3.2.1)

El vector columna x* es una solucién de (3.2.1), segune! teorema de Kuhn-Tucker,
si existe un vector fila y* tal que la funcién de Lagrange se defina como:

L (x,y) = cx + y(b - Ax) = cx + yb - yAx (32.2)

y las condiciones de Kuhn-Tucker se cumplen para los vectores x*, y*:
SL/5x=¢c-yA<O
(5l. / 5x) x = cx - yAx = 0
x>0 (3.2.3)
sL/sy=b-Ax20
y(6L 7 3y)=y(b - Ax}=0

y20
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Ahora, si el problema primal fuera el problema del minimo:
n;in G=yb
sujeta a

yA zc, y20 (3.24)

Segun el teorema de Kuhn-Tucker, sl vector filay* as una solucién si existe un
vactor columna x* tal que, la funcién lagrangiana se defina como:

L (%y)=yb + (c - YA)x = yb + cx - yAx (3.2.5)
y las condiciones de Kuhn-Tucker se cumplen para los vectores x*, y* :
§L/sy=b-Ax=0
(6L /3y) =y(b- Ax) =0
y2 0 | ' _ (3.28)
SL/ix=c~-yA<O .
(SL/sx)x=cx-yAx=0
xz0

Luego, no importa cual se tome como el problema primalo dual se tiene el mismo
sistema de ecuaciones y el mismo numero de variables, asi que se tendra el mismo

 resultado.

Enseguida, se dan tres teoremas fundamentales de la Programacion Lineal. los )
cuales son cada uno necesarios y suficientes y estan basados en el andlisis de los
muitiplicadores de Lagrange y las condiciones Kuhn-Tucker:
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1. Teorema de existencia.- Existe una solucién en el problema de Pragramacién
Lineal sf y sélo sf los conjuntos solucién tanto de! problemaprimal como de su dual son
no vacios. '

Para probar |a primera parte de este { se debe d que st existen
vectorss admisibles para los problemas primat y dual, entonces existe solucién para
ambos. Por tanto, si se foman las restricciones de desigualdad de losproblemas primal
y duak:

Axs b (3.2.7)
yAze ) (3.2.8)
y se multiplica a fa izquierda de (3.2.7) por el vector no negativo y , se llega a:
yAX S yb = Gl(y) 3.2.9)
y después se multiplica a la derecha de (3.2.8) porel vect;)r no negativo x, se tiene:
F(x) =ex < yAx {3.2.10)

Luego, 8i x y y son vectores admisibles de los conjuntos solucién de los
respectivos problemas, se tiene:

Fix) < G(y) (3.2141)

o en palabras, ef vator de la funcién objetiva en el problema de maximizar no puede
superar el valor de la funcién objetivo en el problema duat de minimizar.

Asi que, si se supone que x°y y° son vectores admisibles para ambos
problemas, entonces, el canjunto solucion para e! problema primal es no vacio y la
funcidn objetivo es acotada, esto es:

F{x) < G(y®) para tado vectos admisibie x (3.2.12)
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segun el teorema de Weiestrass, existe una solucion para el problemaprimal. De igual
forma, para el problema dual, puesto que el conjunto solucién contiene ay® y la funcién
cbjetivo es acotada:

F(x0) < G(y) para todo vector admisible y (3.2.13)

segun el teorema de Weiestrass, el problema dual tiene una solucion.

5 PIRTY ),

Ahora fatta demostrar que la de ia a un pr de
Programacién Lineal implica que @) conjunto solucién tanto del problema mismo como
de su dual son no vacios, para esto, supéngase que x* resueive el problema del
maximo; entonces, el problema del méximo tiene unvector admisible x* y dado que la
funcién objetivo es cdncava y las funciones de restriccién convexas (por definicion, las
funciones lineales son a la vez concavas y convexas ) y puesto que se cumple la
condicidn de calificacion de restriccion, por las condiciones Kuhn-Tucker, si x* resuelve
el problema del maximo entonces existe un vector filay* que satisface las condiciones
(3.2.3), ie:

y*Aze, y'z20 (3.2.14)

de tal forma y* es un vector admisible. Por tanto, existe una solucién al problema de
Programacion Lineal si, vy sdlo si, los problemas primal y dual tienen vectores
admisibles.

2. Teorema de dualidad.- Un vector admisible es una solucién al problema de
Programacién Lineal si y sélo si existe un vector admisible para los problemas primaly
duat para los cuales los valores de las funciones objetivo de ambos problemas son
iguales.

Para demostrar este teorema, hay que probar que si el vector columnax* es una
solucion para el problema del maximo, entonces existe un vector filay* en el conjunto
solucién del problema dual tal que las funciones objetivo de ambos problemas valuados
en x* y y*, respectivamente, tieneh e! mismo valor. Para esto, el vectory® es admisible
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como se probo en &l teorema anterior en (3.2,14), esto es:
y'Azc, y'20 (3.2.15)
y de las condiciones Kuhn-Tucker en (3.2.3):
| (c-y*A)x*=0
y'b-Ax")=0 (3.2.16)
so lega a la siguiente igualdad por transitividad:
F(x*) = ex* ® y*Axt* = y*b = G(y*) (3.2.17)
de esta forma se puede probar la igualdad de los valores de la funcién obijetivo.
Andlogamente, se puede probar este teorema para el caso enque el problema primal
sea el problema del minimo haciendo uso de (3.2.6).
Ahora, para demostrar que existen vectores admisibles para ambos problemas en

que los valores de las funciones objetivo son iguales, er estos d
los dos problemas, supongase que x* y y* son vectores admisibles:

F(x*) = cx* = y*b = G(y*) (3.2.18)
De (3.2.11), si x y y son admisibles:
F(x*) s G(y*) (3.2.19)
dado que y* es admisible, se tiene:
F(x) <Gly*) (3.2.20)
y por (3.2.18):
F(x) < F(x*) para todo vector admisible x 3.2.21)
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Por lotanto, x* es una solucién del problema del méximo. De manera similar:
G(y*) < G(y) para todo vector admisible y (3.2.22)

Con esto se prueba el teorema, .., si x* es admisible, resuelve el problema de!
mdximo si, y sélo si, existe un vactor fila y* admisible para el problema dual en que se
cumpla (3.2.18). Ahora bien, al obsarvar (3.2.18), (3.2.21) y (3.2.22) se tiene:

F{x) < F(x*) = Gly*) < G(y) (3.2.23)

Esto es, mientras que F sea menor o igual que G, el maximizar F mediante la
eleccién de x y el minimizar G mediants la eleccién de y hacen que el valor de F
aumente y que el valor de G disminuya hastaque se igualan al momento que se llega a
1a solucién de! problema.

3. Teorema de holgura complementaria.- Los vectores admisiblesx*, y* resuelven
los problferas duales si satisfacen las condiciones de hoigura complementaria:
{c-y'Ax*=0
y'(b-Ax')= 0 (3.2.24)

Se puede explicar la necesidad de estas condiciones pues salen directamente de
las condiciones Kuhn-Tucker. Con respecto a lasuficiencia de este teorema, se puede
verificar con el tecrema de ia dualidad, si se supone que x*, y* son admisibles,
entonces de (3.2.24).

F(x*) = ex* = y*Ax* = y*b = G(y*) (3.2.28)

puesto que los valores de las funciones objetivo son iguales, x* y y* son soluciones. Al
de llar las condici de holgura complementaria, éstas requieren que:
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€-2ayn=0 =12 ..n
i=t

yib - a,x)=0 i=1, 2 ... m ) (3.2.26)
I

y si se desarrolla esto tomando en cuenta ias restricciones de admisibilidad:

X =0 pero=0 si 3 ay >¢
[X] '
Za,,y,' 2¢ pero =¢, si x>0
=)
con j=1,2,...,n (3.2.27)
n
y; 20 pero=0 i Y ax <b,

=]

Sax <b, pero =b, si y >0

Jot
con i=1,2,.,m

Esto es, cualquier restriccion que satisface ia solucion como desigualdad estricta,

|a variable dual correspondiente es cero en {a solucién y; siuna variable es positiva en la

lucidn ent la restriccién de desigualdad pondienie en el probl dual se
satisface como igualdad.

Note que es posible expresar las condiciones de admisibilidad y de holgura
complementaria utilizando el teorema de hoigura complementaria, donde losvectores x*
y y* resuelven los problemas duales del maximo y del minimo si, y solamente si:

Ax* <b, x*>0, y'(b-Ax*)=0

YyAzc, y*'20, {c-y'Ax*=0 (3.2.28)



Si se suma el vector de varisbles de holguras = (sy, 8;, ....8y)' al problema del
miéximo y el vector fila de variables de holgura r = (ry, r,, ..., I} al problema del minimo,
de (3.2.28) se tiene que una solucién al problema puede expresarse como:

Ax*+s*=b, x*z0, 820, y's*s0

YAscrr Y20, r=o0, rxe=0 (3.2.29)
en donds la no negatividad de cada una de las variables lleva a que se satisfagan las
restricciones de desigualkdad de ambos problemas y la anulacién delos productos punto

de las variables de holgura y de las variables duales determina que se satisfacen las
condiciones de holgura complementaria.

3.3 Andlisis de sensibilidad

Esta seccion trata de! andlisis de sensibilidad y para su estudio se destaca la
imp ia de las iables duales, que son los multiplicadores de Lagrange del
problema primal.

Luego, para este estudio supéngase que en la solucién a los problemas duales
(3.1.1) y (3.1.2) se satisfacen como igualdades m, de las m restricciones de desigualdad
de! problema del méximo mientras que (m - m,) se satisfacen como desigualdades
estrictas, en tanto que n, de las n restricciones de desigualdad de los problemas del

ini se satisfacen como ig y (n - ny) se satisfacen como desigualdades

estrictas. Si es necesario, se renumeran ofra vez las restriccionas de tal forma quelas
primeras m, restricciones del problema del maximo y las primeras n, del problema del

minimo sean las que se satlisfagan como igualdades, sin olvidar que esta reordenacién
de las restricciones pide una permutacitn igual de {as variables del probiema dual. Por
tanto, la matriz de coeficientes, los vectores fila y columna de fos pardmetros pueden



particionarse de Ia siguiente manera:

ca(c! ¢?)
"o o2 4
A= (:“ :n) b-[:,) (3.3

en donde ct es el vector fila con n, entradas, b! es un vector columna con m,
elsmentos y A'! es la submatriz m xn,. Entonces los vectores fila y columna de las
variables xyy se pueden particionar asi:

x=(xt x?) y=(y' y?) (3.3.2)
en donde x' agrupa nq elementos @ y' contiene mq entradas. Conforme a las
suposiciones iniciales de la seccion, la solucién de los problemas duales x*, y* es:
Alixt & Af2x2* = bt
ADIX1* + A22x2* <2 (3.3.3)
YA + yTAR = gt
yI"A2 4 y2A22 > 2
Por el teorema de holgura complementaria se tiene:
x'* >0, x2* =0

y*=0, y*=0 ' (3.3.4)
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de (3.3.4) se pueden expresar las igualdades de (3.3.3) como:
Aﬂx" = b1
yi*AY = ¢! (3.3.5)

De (3.3.5) se puede concluir que ambos problemas tienen solucién Unica si AY es
una matriz cuadrada y no singular, si asi sucede:

(A1) bt = xt*, x¥* =0
ct AV =y, y*=0 (3.3.8)

se resuelven los problemas primal y dual en términos de las myn, + my + n,
pardmetros de A%, bly c'. Los valores dptimos correspondientes de las funciones

objetivo son:

F (x*) = ¢'x?* = g{AY)1 b = y¥*b! = G (y*) (33.7)
donde los valores ¢ptimos de ambos problemas son iguales como se indica en el
teorema de la dualidady; F (x*) y G (y*) son funciones de los mn, + my + n,
parédmetros del problema.

El andlisis de sensibilidad que se hara se relaciona sclamante con los efectos de
cambiar estos parametros tanto en ias soluciones (3.3.6) como en los valores éptimos
(3.3.7), para esto se separa en los siguientes casos:

1.- Considérese primero el efecto de cambiar b sobre el valor éptimo F (x*):

8F (x*) /8b1 = ¢! (AM) ' =y1*, §F (x*)/5b2=0 (3.3.8)

Asi:

oF (x*) /b =y* (3.3.9)
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De igual forma, considérese el efecto de cambiar ¢ del problema dual.
5G (y*) /51 = (A1) 1 b1 = x1*, §G(y*)/8c?'=0 (3.3.10)
Asi:
&G (y*) / sc = x* 3.3.11)
De ﬁnnera que, la sensibilidad del valor dptimo de la funcién objetivo a los
cambios en las constantes de restriccién viene medida por el valor 6ptimo de lavariable

dual correspondiente.

2.. Considérese el efecto de cambiar ligeramente el valor de la constante de
restriccion, tal que dual correspondiente es cero, i.e., si la restriccion no es limitativa;

x1*/5b2=0, &x*/5b2=0

Sy"*/862=0, &y*/562=0 (3.3.12)

4

El valor éptimo de una funcién objetivo es indep te de una conatante de
restriccion si la variable dual correspondiente es nula, o dicho de ofra forma, alcambiar
el valor de la constante de restriccion no limitativa no afecta la solucién del problema.

3.- Considérense las sensibilidades de las soluciones a los cambios en las
constantes de restriccion limitativas, esto se puede obtener derivando (3.3.6) asl:

8x1* 1 5b! = (A
Byt / 5c1 = (AW} (3.3.13)

se observa que los elementos correspondientes a estas matrices son iguales. Por
tanto, las bilidades de los val dptimos de la funcidnobjetivo a los cambios en
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1as restricciones objetivo son:
SF(x*) /3¢t = (A1) 1 b1 = xt*
SG(y*)/8b! = c1 (A1) =yt (3.3.14)

4.- Considérese ahora los efectos de los cambios en la matriz de coeficientes.
Todos los elementos de A que no son los de la submatriz demyxn, A no tienen efecto
scbre los valores 6ptimos. En cuanto a la submatriz AY, si se deriva (3.3.7) se
obtiene:;

8F(x*) / 5AY = - (AV)1 DY ¢t (AVY)1 = 5G(y*) / 5A1 (3.3.15)
si se utiliza (3.3.14) y se realiza el producto se tiene:
8F(x*) /88, = - x" y* = 6G(y") / 5a,

para i=1,2,.m; j=12..m (3.3.17)

3.4 Dascripcién del algoritmo simplex

E} algoritmo simplex es un método algebraico iterativo disefiado para resolver
programas lineales. Se trata de un algoritmo inicialmente restringido, que parte de
cualquier vértice del conjunto de oportunidades, que se supone no vacio. Se desplaza
desde este vértice @ un vértice vecino en una direccion a lo largo de la cual se
incrementa ia funcién objetivo, continua deesta forma de vértice en vértice hasta que se
alecanza un vértice para el cual no exista incremento en elvalor de la funcién abjetivo
cuando se desplaza a cualquier vértice vecino; este vértice es una solucidn global.
Ahora bien, si un movimiento a cualquier vértice vecino hace decrecer el vaior de fa
funcion objetivo entances la solucion es tnica: si un movimiento a algun vértice vecino
no disminuye el valor de la funcién objetivo, entonces 1a solucién no es Unica y todos
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estos vértices (y todos los puntos intermedios entre ellos) son soluciones. Dado que
existe solamente un ntimero finito de vértices de! conjunto solucion, el métodosimplex o

bien halla la solucidn o bien indica que la funcién objetivo es ilimitada en un numero
finito de pasos.

€l algoritmo simplex no sélo determina los valores dptimosde las variables, sino
que también da informacidn sobre el andlisis de sensibilidad y permite una interpretacién
del problema.

Dado que este algoritmo es un proceso iterativo, generalmente se hace necesario
de herramientas tales como las computadoras digitales para realizar los calculos.

Ahora se expone un ejemplo de un sistema que involucra entre sus componentes
a un sistema de produccién de comodidad y un almacén.

Una compafiia tiene como componentes en su sistemads produccién, para eubrir
su demanda: 2 unidades de produccién y un depdsito de almacenamiento del producto.

De acuerdo a las especificaciones de las unidades, en cuanto a su capacidad de
produccion y el costo de la materia prima para los préximos 5 meses, se estima que las
capacidades y los costos de produccion para este periodo son, lasque se muestran en
la tabla 1.

t*\y, J N

k [ pi L.c

1 jeo] 0.07]45 | 008
2 J70]006)45 | 0.08
3 |esj010f40 | 012
4 |sp) 0.12f40 | 0.16
5 | 501 0.08{40 | 0.08

Tabla 1. Capacidades y costos de produccién unitarios de cada
unidad de produccion para el periodo de estudio.

donde k es el numero del mes bajo estudio, u; la unidad de produccién i, c* y p¥ son

las capacidades y costos de produccion en el periodo k, k =1, 2, 3, 4, 5, de la unidad de
produceibni, i=1, 2.
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Se cuenta con un deposito, donde se aimacena el producto. La capacidad fisica
de almacenamiento tiene como limites 110 y O unidades del producto en cualquier
instante del tiempo. El flujo promedio del producto entre el depdsito y las unidades de
produccién se calcula que tiene como limites fisicos 65 unidades por

mes.

El depésito se vacia cada 5 meses para su mantenimiento. Al principio del periodo
de estudio se acababa de dar servicio al depésito.

Se cree que la demanda (s*) del producto en los préximos 5 meses serd:

gk
80
50
60
100
25

Tabla 2. D da del producto en el periodo de estudio.

G bW N =X

La politica de la empresa tiene como principio que toda la demanda serd
satisfecha puntuaimente. Si se desea optimizar el costo del sistema en este periodo
¢C6mo debs operar la compafiia los proximos 5 meses?

Para resolver este problema, dendtese por v(*) ia funcidn de costo total a
optimizar al tiempo t* (la funcién objetivo) y; sea vK(xX) la funcién de costo terminal,
que describe las condiciones finales del sistema. El sistema se optimizard si se
minimizan los costos del sistema en los periodos k+1, k+2, ..., K.

Una manera de escribir el programa, es mediante |a parametrizacién de variables,
para esto:

Sea r* latasa de produccién promedio de ia planta de produccitn al instante k
(%), n* Ia demanda que se satisface altiempo k; entonces, 0<ak < ck, + ¢, y 0<nk<
s*y; uk = nk - g% la diferencia de, la demanda que se satisface y la tasa de produccion de
comodidad al tiempo k, para k = 0, 1, ..., 5;luego, uk € [ -(c¥, + c¥, ), s* ] y dendtese por
Uk ..y Uk, los limites superior e inferior de uk. A u* se le Hamaré 1a tasa de flujo
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promedio neto al tiempo k. Nétese que la demanda puede ser mayor, menor o igual que
el total de comodidad que produce |a planta, la difsrencia,uk = n* - n*, se encuentra en
ia tasa de fiujo de la conexién con el aimacén.

Ahora bien, denétese por xk el nivel de aimacensmiento al tiempo k, entonces,
paraparak = 1, 2, ..., K, x queda determinado por:

xk = el 4 gk Atk (34.1)

donde Atk es la duraci6n del periodo k, i.e., |a diferencia en tiempo de k y k-1 (Atk =tk .
t1 parak =1, 2, ....5 = K); los limites fisicos del aimacén restringen los vaiores de x*,
por tanto, esta variable debers estar acotada por:

Ko S KOS X (34.2)

donde XX y XX, indican los limites fisicos superior e inferior del almacén en el
k-ésimo intervalo .

Para cuinplir con la restriccion de satisfacer la demanda, se tendré que en eicaso
de no satisfacer dicha demanda en el periodo correspondisnts se incurrird en un costo
M; tal que M sea un numero muy grande de tal formaqus no exista posibilidad de tomar
esta opcién para optimizar el sistema; supongase que M = 10. '

De lo anterior, se puede identificar una funcién ™(u%) que denota el costo de
produccién por unidad de tiempo en el k-6simo intervalo de tiempo.

Por tanto, ahora el programa se puede escribir asi:

Wy = min{i[f"‘(u’“)m"‘hv"({)
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sujéeto a:
Ump, sumsum,, (3.4.3)
xm= X - um Atm

KMpin S XM XM param =k, k+1, .., K

Asi que, se busca una sucesion uo, u', ..., uX que optimice el sistema para el
intervalo.de tiempo en estudio.

Se ha establecido las condicionas generales para resoiver el problema de
Programacidn Lineal; asi como también, la importancia de las condiciones Kuhn-Tucker
que dan los supuestos suficientes y necesarios para caracterizar la solucién de!
problema. Con estas condiciones se asegura que el valor &ptimo de 1a funcién objetivo
es exacto. .

Al final del capitulo se un problema tipico de si que involucran una
planta de produccién y un almacén. Este problema es posible planteario como uno de
Programacién Lineal, pero, este procedimienio se complica al ver involucrado un
simacén, pues, enlaza las operaciones de cada periodo.

En ¢! siguiente capitulo se da la teoria basica de la Programacién Dindmicaque se
necssitard conocer para desarroliar el método de optimizacién. En ese capitulo se
estab las condicl y suficientes para caracterizar ta solucién del
problema, mediante las propiedades del problema por etap Ademds, se interp |
ejemplo del sistema de produccion con un almacén pero con Programacion Dindmica.
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Capltulo 4. Programacion Dinamica

Ha transcurrido mas de un cuarto de siglo desde que se publicé el fibro deRichard
Beiiman (1857): Dynamic Programming. Con sulibro y otros articulos suyos se estimuls
e dessamolic de !a Programacién Dindmica y I8 importancia que tiene en fa
Investigacién de Operaciones. Esta programacion fue disefiada con la idéade facilitar
los céfculos de algunos probiemas de Programacion Matemidtica. La idea, entonces, es
descomponer el problema en problemas més pequefios de tal forma que sea més
gencillo de resolver, esto es, el problema se resueive pariciondndolo en etapas, en
donde cada etapa tiene Gnicamente un vector (vector de cantrol) @ oplimizar; despuds,
se utiliza una funcidn recurrente que enlaza fos resullados de cada etapa yas! oblener
un 6ptimo a todo e problema.

En sus principios ia Programacion Dindmica se inclind a los problemas en losque
la toma de decisiones tenia telacidén con el tiempo {por ejemplo: problemas de
inventario), pero, con el desarrollo que ha tenido a través del tiempo faProgramacién
Dindmica ha empezado a emplearse en olras areas en los quela toma de decisiones no
esta relacionado con el tiempo. Por esta razén, se ha propuesto un nombre aiternativo,
como lo comenta Hamdy A. Taha (1989), éste es Programacién de Etapa Multiple,
puesto que el procedimiento se resuelve en etapas. Pero, como la teoria necesaria para
desarroliar el método en este trabajo se basa enla foma de decisiones relacionada con
el tiempo, Unicamente se hard referencia a la variable tiempo para entender los
conceptos de problemas de etapa muttiple.

Lateoria de (a Programacién Dinamica se basa en el principio de optimalidad, que
dice, segun R. Bellman (1857)"

1. Princple of Optisality. An optiviah policy has the property ihat whatever the initial state and initlai decision arethe
must an optimal policy wilh regard to the siate resulling from the first transition.
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"una politica optima tiene la propiedad de que, cualesquiera que sean el estado y
decisién iniciales, las decisiones’ restantes deben consfituir una politica 6ptima con
respecto al estado resuitante de la primera decisién”,

4.1 Solucién de Problemas de Optimizacién de Etapa Miiltiple

Existen problemas, en los cuales ei tiempo aparece como una variable discreta en
lugar de continua y tales problemas pueden resoiversa con Programacion Dindmica,

En esos problemas de Optimizacion de Etapa Muiltiple, en los que la variable
tiempo toma los valores discretos.

61,8 .., K {4.1.1)

El estado del sistema en ef tiempo t, viene dado porel vector x* y el control en el
tiempo t¢ por el vector u*. El estado en el tiempo t*? viene dado por la ecuacién de
continuidad:

x4 = gixs, ) para k=0, 1,2,.., K-1 (4.1.2)

donde g“{*, *} es un vector de funciones continuamente diferenciables delestado actual
y de las variables de control. El estado iniclal es x°.que se supone conocido. La funcion
objetivo es:

v=ming3 1 (a6t ) +FOeK 1)) (4.1.3)

ka0

donde F(x*, t*} se conoce como la condicién de contorno (o funcidn total terminal) y da
las condiciones finales del sistema. Entonces, (4.1.3) se minimiza eligiendo una
sucesion de vectores de control.

{ue, u, ..., ux"} (4.1.4)
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sujeta a la restriccién de que esta sucesién pertenezca a un conjunto de controles dado:

ukeUx para k=0,1,2, .. K1 (4.1.5)

E! enfoque por Programacién Dindmica consiste en incorporar ol problema a
resolver en un conjunto de problemas caracterizado por ciertos pardmetros y emplear,
luego, el principio de optimalidad para obtener una relacién de recurrencia. Si se toman
como pardmetros det problema de Optimizacién de Etapa Multiple el estado x* y el
tiempo t*, la funcién éptimal es:

VOO, = v . (a18)

que es ef valor 6ptimo de la funcién objetivo para un problema que comienza en el
estado x* y en el tiempo t. Ahora bien, si se toman como pardmeiros el eatado y el
tiempo iniciales, fa solucién del problema es:

vo(xo)* (4.1.7)
Del principio de optimalidad se tiene que:

vk (x*)* =mu'ln[l“(x",u")+v““(x“"‘)‘] (4.1.8)
esto es, el valor 6ptimo de la funcién objetivo, comenzandoen el estado x*y tiempo t¥,
consiste an la suma éptima de |a cantidad afadida en el tiempo t, f¥(xk, u%), v el valor

Sptimo restante, vk*1(x**1)*. De acuerdo a la ecuacion (4.1.2), la relacién de recurrencia
es:

vl (xk )a = ";"En“k (l'.lli ) + vkﬂ(gk (xk '“t )) o] (4‘ 1, 9)
Por o tanto, se tiene de la condicién de contorno que:
V(X" = F(xX 19 (4.1.10)

i.e., el valor éptimo de la funcién objetivo, a partir de xx y t%, es el valor de 1a funcion
terminal en este estado y en este tiempo.
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Ofra forma de tratar el problema de Optimizacién de Etapa Multiple consiste en
caracterizar el problema no por el estado inicial y el tiempo inicial, sino por el estado
inicial y por fa cantidad de tiempo que resta por transcurrir en el problema. La funcién
6ptimal de este problema es:

v (x)® . (4.1.11)

Esto es, ol valor dptimo de la funcién cobjetivo para un problema de longitud k,
comenzando del estado x**. La solucién al problema parak =K es v(x%*. Eneste

caso, |a Programacién Dinamica resuelve @l problema retrocedisndo desde el tismpo
terminal t* a través de una sucesién de soluciones, El primer término de esta sucesién
o8 v (x¥)* que es e! valor Gptimo de la funcidn objetivo para un problema de longitud
cero partiendo y permaneciendo en x*. Pero el valor éptimo para este problema es
simplemente el valor de 1a funcién objetivo terminal.

Vo(X¥)* = F (x¥) 4.1.12)

Ahora, sea v,(x*')* el valor 6ptimo de la funcidn objslivo para el prablema de
longitud 1, iniciando en x*, esto se conoce como la "primera etapa™. Este problemade
longitud 1, implica que la eleccion del vector de control u', se optimiza al maximizar la
parte de la funcién objetivo relacionada con este tiempo f *'(x*1, u*') mds el valor
4ptimo del problema que parte en t*;

vy (x5 = T_@l;n[f“" (x5 Ty v (x%)*) (4.1.13)

0, con (4.1.2) se tiene:

vy (xK1)e = ﬂi_':‘l'K_‘(lK-1-uK-' )+ Vo (@ (x5 k1)) (4.1.14)

Esta eleccitn de control de la etapa uno, cumple conel principio de optimalidad, ya
que @l control u* es ptimo con respecto al estado xx' resultante de las primeras K-1

elecciones del vector de control w°, u', ..., u*2. De igual manera para la segunda etapa,
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con dos unidades de tlempo por pasar:

A (IK-2 )t = ml-?"K-l(!K-l .ux-z ) + vl(“K-Z (xK-z'uK-z ))-] (4‘115)

La relacién de recurrencia para la etapa k es:

Vi (lk-k )- = 'Hl.p["('k (‘K-k 'uK-k ) Vi (gK-k (ll(-k ,llK-l ))-] (4‘ 1.16)

El problema se resuelve con v,(x°)*, ultimo valor éptimo encontrado en Ia sucesién
de problemas de optimizacién de una sola etapa, descritos por las ecuaciones (4.1.16)
para k = 1, 2, ..., K, conla condicién de contorno (4.1.12). E! problema de Optimizacisn
de Etapa Miltiple, queda reducido, mediante este procedimisto matemético, a una
sucesién de problemas de optimizacién de una sola etapa. Ejemplos de astos
procedimientos se encuentran en: Bertsekas {1987), Denardo (1987), Hadley (1964),
Intrilligator (1872), Taha {1889), Kaufmann (1967), Nemhauser (1966).

Enseguida se presenta un procedimiento alternativo para caracterizarla solucién

del problema dé minimizacién ¢con funcién objetivo seccionaimente linea! y convexa
mediante las condiciones Kuhn-Tucker. Para esto, sea:

V) = min{fx:[f'“(u"‘)m"‘] + \i“(x")}
mei

sujeto a:
um i sumsum (4.1.17)
XM= xm-1 .y Apm

XM o SXMS XM

param=k k+1, ..., K
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donde v¥ (xX) son las condiciones terminales del sistema, se supone seccionalmente
lineal y convexa, UM, UM . Xm . X™ .. para m= Kk, k+1, ..., K son las restricciones

dei sistema y x™ = x™1 . umAt™ es la scuacién de continuidad del problema. Sea f(*)
una funcién seccionalmente lineal y convexa, de tal forma que se puede escribir como;

n
™) =1 - 3 o’ (4.1.18)
Iat
donde
g
u=g -y A (4.1.19)
=1
y
0<AymSgm para j=1,2,..,J9 (4.1.20)

£n el capitulo 5 se explicard al detalie esta formulacién; por ¢l momento suponga que lo
anterior es posible representario asi. Entonces (4.1.17) se puede escribir de lasiguiente
forma:

il L
V) = min[):[f,;" = 3 AUl A" 4 v (x* )}

mek I=1

sujeto a:

0<Aymsgn para j=1,2,..,J" (4.1.21)

Ul
X=X —[UR+ZAUT]AV"
ot

XM in S X <X e

param=k k+1, .. K
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Se puede observar que (4.1.21) es un programa lineal en que las condiciones
Kuhn-Tucker caracterizan la solucidn, encontrando en forma simulténea todas las um y
con un proceso de atraso se pueden encontrar las x™. Ahora bien, suponga que v(")
es la funcién de costo total desde el tiempo K hasta k y que es seccionalments linealy
convexa (de modo que es posible denotarlo en forma semejante a fM(*)) yque (4.1.21)
se quiere resolver con Programacién Dinémica; por tanto, de las condiciones de
optimalidad ei problema se puede sxpresar como sigue:

vt = mln{[f;" - ic;“Au‘,"]At"‘ +[vg' - f:q“m(“]}
= ]

sujeto a:
0<Auksgx  para j=1,2,.., (4.1.22)
# s
X+ 3w = x —[U; +ZM‘I‘]M"
=] 1
0 Axk<hk para i=1,2, ..
donde
'
=X+ Y A (4.1.23)
=1
y
.
)= v - Y dad (4.1.24)

(23]
Esta notacién se explica en el capitulo 5 seccién 3 con mas detenimiento.

Dado que se puede interpretar como un problema de Programacion Lineal
entonces Ia solucién se puede caracterizar mediante las condiciones Kuhn-Tucker, para
esto higass lo siguiente: divida las restricciones deAuX y Axk, paraj=1,2, .., J, i=1,

2, .., 5 respectivamente, como restricciones de no negatividad y acotadas
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superiormente, i.e.:
0 < Auf Auk<gk  para [=1,2, .., K

] (4.1.25)
0% A Axk<hk parai=1,2, ..,k

Luego, defina la funcion isgrangiana, asi:

L(AU:,", o AU'J'. AX1|". .y AX"". p". 7|k. oy Y“J'. 91t. vy 9k|') =

'
=m“-f:qw."1w+[v?-§;4w1+p"[x:+zu—f-'+[m+imr]m* ]—
=] <] =

a1
¢ p
—gv.‘(d‘ -au}) -§¢(N -ax)
sujeto a (4.1.26)
O<auk para j=1,2 ..
0<sAxk parai=1,2,..,K&

Derivando con respecto a las variables del lagrangiano:

BL/8axt =-d" +p" +0} para i= 1,2, .., (* (4.1.27)

SL/SAu;‘ =-c}ath +p*atk +y:‘ para j= 1, 2, ..., J* (4.1.28)
0 n

BL/Sp* =Xk + 3 axy —x*! +[u‘,; +2Au;‘]m" (4.1.29)
[Xi jut

BL/8B* =h* -ax parai= 1 2 ... I¥ (4.1.30)

oL/8 "% =gt -au! para j= 1,2, .., J" (4.1.39)
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Entonces se deben cumplir las condiciones necesarias de primer orden enque las .
derivadas parciales (4.127)-(4.1.29) sean=0 y que las de (4.1.30) y (4.1.31) seans<0.
De acuerdo a las condiciones Kuhn-Tucker, {as condiciones de holgura complementaria:

(8L/ 8ax! Yaxt =0, (8L/8Au¥ )au} =0
(4.1.32)
(sL/80} )0y =0, (BL/8rY )y} =0 (8L/8p*)p* =0

Por tanto de estas anotaciones, para un Gptimo se tiene que las condiciones de
hoigura complementaria son2:

paraj=1, ..., J%
K _
w0 Aul =0
y:‘ =0 < 0<Au'l‘<g"‘ (4.1.33)
=0 o Au} =g}
ypara i=1,..,[*
<=0 axf =0
oF {=0 ¢ . 0<AX} <h} (4.1.34)
>=0 = AX:‘ =h:‘

Para finalizar esta seccién se expone el planteamiento de un sistema de
produccion con un aimacén con Programacidn Dindmica. Para tal efecto setomars el
ejemplo mostrado en el capitulo anterior y la parametrizacién hecha, pero eneste caso,
se utiliza el principlo de optimalidad para desarrollar una relacién de recurrencia para
V*1(*) una vez que se conoce vK(*) para ke{1, 2, .., 5 = K}. Puesto que vk(xX) es la
funcién del costo total terminal (esta funcién se cbtiene del contexto del problema),
entonces, con la relacion de recurrencia se puede caracterizar a la funcion vk(*), para
k=K-1,.., 1,0 y asi, enconirar las tasas de flujo dptimo u®, v, ..., uk,

2. G. Hadiey, {1964)

78



Entonces el programa se puede representar como: _

Vet (xx1) = min { (U At V() }
sujeto a:.

U SUt s U, . {4..35)
XK= x0T - Uk AR
R gy S X0 E XY

€n donde se optimizan los costos de operacidn, de acuerdo a las restricciones
fisicas del sistema. Obsérvese como aqui, otra vez, aparece x"= x** - u*At* éstaes la
ecuacion de continuidad del sistema.

4.2 La dimensionalidad de los estados en la Programacién Dinamica

Supéngase que en el problema de Programacién Dindmica, el vector de estados
esta conformado por n (>1) variables, en tal caso, se define el problema de
Programacion Dinamica con vector de estados multidimensional.

Ahora bien, un problema que se tiene en la Programacién Dinamica es cuando se
incrementa el nimero de variables de estados {o sea, la dimension de X), pues, esto
significa un mayor numero de evaluaciones para las diferentes alternativas en cada
etapa. Esto se puede observar, al hacer los célculos de Programacién Dinamica por
computadora en que el aumento de variables de estados ocupa mas memoria de la
computadora y por tanto, aumenta ef tiempo de computo; como ejemple de este
problema se tiene el estudio que hizo M. D. Intrilligator, sobre la memoria necesaria deta
computadora:

“Las exigencias de aimacenamiento temporal requiere Q" localizaciones dememeria en

la computadora, siendo Q el tamaric de !a rejilla, o sea, el numerc de puntosdiscretos

tomados por cada una de las variables de estado. Si, por ejemplo, cada variable de
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estado se divide en 100 puntos discretos y n = 4, entonces las necesidades de
memeoria es de 1004 de localizaciones."

. A este problema se le conoce como el problema de la dimensionalidad o como lo
lam6 R. Bellman: "plaga de la dimensionalidad” y; como se puede observar es una
desventaja que se tiene al resolver problemas de tamafio "medianc" o "grande" con
Programacion Dindmica

A pesar de la basta teoria de la Programacién Dindmica, en este capitulo sélo se
hace mencién a conceptos que se consideran importantes para comprender el
mecanismo de resolver problemas de Investigacion de Operaciones por medio de la
Programacién Dinémica. Se establece las condiciones Kuhn-Tuker como condiciones
necesarias y suficientes para caracterizar la solucién de un problema propuesto que
més adelante serd la base del método.

Ademds, se plantea un ejemplo con Programacién Dindamica. Obsérvese que este
ejemplo se va complicando en cuanto aumenta el nimero de estados en cada etapa,
hasta llegar a presentar severas dificultades de resolucién en tiempo ycidlculo, esto es,
existe la posibilidad de tener el problema de |a dimensionalidad al buscar la solucién del

programa.

Nétese como el ejemplo planteado en el capitule 3 con Programacioén Lineal y
vuelto a plantear en este capitulo con Programacion Dinamica presenta dificultadespara
oplimizar este tipo de problemas, pero es posible resolver este sistema si se toman en
cuenta los beneficios de las dos programaciones y con esto eliminar, en lo posible, sus
deficiencias.

También, en el capitulo se han expuesto algunos fundamentos dela Programacion
Dindmica que seran de ayuda para el desarrollo deimétodo de optimizacion de sistemas
lineales con almacenamiento. Es importante observar la trascendencia de las
propiedades del problema por etapas. -
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Capitulo 5. Optimizacién de Sistemas Lineales con
Almacenamiento

Hasta ¢/ momento se ha desarroliado la teoria de la Programacién Matemdtica y fa
importancia de las condiciones Kuhn-Tucker en estos problemas; ademas, se han dado
las bases de ia Programacidn Lineal y Dindmica, también se ha dado un ejemplo de un
problema de almacenamiento y produccién. Con los fundamentos de los capitulos
anteriores se desarrolla un método que permite optimizar sistamas linsales de baja
memoriat.

E| manejo del aimacenamiento de comodidades se hace de acuerdo a su costo y/o
disponibilidad que cambian con el tiempo; asi que, se tisnen beneficios econémicos al
almacenar comodidades cuando:

- su costo &s menor, o
- la demanda para ésta disminuye,

para uso en otras etapas cuando:

- &l costo es mayor, o
- estd en demanda.

Los sistemas considerados aqui consisten de un 86lo almacén y un sistema de
produccion de comodidad. Luego, se desarrolia una técnica de optimizacién que
combina conceptos de Programacion Lineal y Dindmica, esta técnica oplimiza la
operacién de almacenamiento resolviendo una sucesion de pequerfios problemas de
Programacién Lineal y utilizando las caracteristicas de problemas de una sola etapa.
Este método resueive problemas deterministicos con un sélo almacén.

1 Sistemas de baja memoria: &l concepto se da mas adelante.
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8.1 Descripcién del sistema

Los dos componentes de los cuales consiste e! sistema @& optimizar son los
siguientes: un aimacén y en general, el proceso de produccién de comodidad de “baja
memoria” (i.e., la produccidn de comodidad en un intervalo detiempo no se ve afectada
por la produccién en otro intarvalo de tiempo), el cual se alimenta de material de dentro
y fuera del almacén, como se muestra en la figura 1. El periodo de tiempo bajo estudio,
st < T, se particiona en K intervaios, no necesariamente iguales la longitud de los
intervalos. En cada intervalo se supone que la tasa de flujo de material, el estadods la

produccién de comodidad y las restricciones en los limites flsicos del almacén son
constantes.

X k
max
1 (ut}a tasa decosto
de
A k
Uk, suk suk x
owmcdons ——
k
X fin
Figura 1. Modelo de produccién de comodidad y almacenamiento
Asi que, si la particidn del periodo en estudio es:
tetie, <th < <tK=T (5.1.1)

entonces, el k-4simo intervalo de tiempo, t-1< t <tk para k = 1,..., K, tiene duracién
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(longitud del intervalo) de:
Atk = tho ket ’ (5.1.2)

como se muestra en la gréfica 1.

At! atx A%
- -—> -
- J/! } /! b t
t t | t fr1 freT
B
k-bsimo intervalo

Gréfica 1. Particién del periodo T en K intervalos
El estado de aimacén se dencta porx*, el nivel en el periodo k. Las restricciones
on el aimacén son:
Monin < X0 X0y (5.1.3)
donde los Iimites superior e inferior XX, ¥ XX, Rueden cambiar con el intervalo .

La tasa de flujo promedio nata durante el k-ésimo intervalo es uk. Los limites de la
tasa de flujo promedio se expresan por:

Ui S UR < Uk, (5.1.4)

Si el flujo neto durante ¢ k-ésimo intervalo va del almacén al proceso de
produccitn, entonces u* > O; si por otro lado, el proceso de produccién suministra
material a) aimacén, entonces u < 0.
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Se puede establecer una "ecuacién de continuidad” que relaciona ef nivel de
almacenamiento al principio del k-&simo intervalo y latasa durante este periodo con el
nivel de almacenamiento al final del intervalo:

ok = et o gk Ak S (5.1.5)

Habra ocasiones en que valores de x* serdn no factibles, i.e., podrén existir
algunas m > k tal que el nive! de almacenamiento para lasucesién ds flujo permitido
kL, um (e, Unp, S Ul < URp,, para n = k+1,...,m), en el periodo t™ que se obtiene
por la aplicacién repetida de (5.1.5), x™ no obedecera las restricciones de los niveles de
almacenamiento (5.1.3), o sea:

XXMy & XXy, (5.1.6)

Ahora bien, dado que (a tasa de fiujo neta de almacenamisnto durante el k-
&simo intervalo es uk, se denocta por f*(u) el costo neto por unidad de tismpo incurrido
en la produccién de comodidad. El costo de produccion total neto durante el k-ésimo
Intervalo s f{uk)Atk,

El método para su desarrollo supone que para cada intervalo k = 1,..., K; la funcién

de costo de produccion es seccionalmente lineal y convaxa con respecto a uk, como se

ilustra en la grafica 2. Las lineas seccionadas en la pendiente de la funcién seetiquetan
con Uk, j=0, ..., Jk donde:

Un=UgkcUk e cUkc  cUkp=U,, 5.1.7)

)

pendiente = -c}

Gréfica 2. Funcién de costo de produccién f*(*)
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Se i'eplan!ea ahora fr(u*), asto se hace con lafinalidad de ocupar en forma més
conveniente las condiciones Kuhn-Tucker; para esto se definen las variables Au‘l, i=

1,.... 8¢ como las funciones de 1a tasa de fiujo u*:

0 sl u U,
A= ur-Uh, si UL <ut <Y (5.1.8)
o . 8 U
(ver lagréfica 3)donde:
gak = Ujk- UHk ) {5.1.9)
u -
u : UH ”UI;-z UL u u Tn U:‘-|‘ U.‘f
1] T -
tasa de
L . S flujo
su} aul, Lo} aul, =0 Ak =0

Gréfica 3. Definiciénde Au¥

La variable de control de almacanamiento uk, ahora, se pueds escribir como:

s
w=U Y A o (5.1.10)
ot
Las ecuaciones (5.1.8) y (5.1.10) muestran quelas variables Aukl. j=1,.,J%s0n
represantaciones equivalentes de la tasa de flujo u* y; por tanto, se puede hacer un
cambio de variables.

Como se muestra en la grifica 2, se denota:
83



Como se muestra en la grifica 2, se denota:
fok = R(Ukpi0) (5.1.11)

Sea c)" la pendiente negativa de la funcién de costo de produccién f(*) en e!
j-ésimo segmento (U 1k < uk <UN), esto es:

ok = - (MUK - UMY (LY - Upgk) (5.1.12)
De lo anterior, la funcién costo de produccién también se puede denotar como:

’
k)= - car (5.1.13)

-

Dado el supuesto de convexidad de la funcién de costo de produccion, se tiene
que c", decrece en cuanto aumenta j, esto es:

e >k, ra j=1,.., J&1 (5.1.14)
| > Cet pal

Para optimizar el sistema son necesarias las condiciones inicial y final, que en
general se deben conocer. Por tanto, dadas las condiciones iniciales, es posible
conocer el nivel de aimacenamiento al principio del intervalo de estudio.

Ahora, se necesita una funcién de costo terminal denotada por vX(*) para describir
las condiciones finales con la restriccién en los niveles de aimacenamiento permitidos
X S xK < XK ... Al igual que #(*)se supondrd qus la funcién de costo terminal es
seccionaimente lineal y convexa, asl que, se puede representar en forma similar a la
funcién de costo de produccion f%(*) en (5.1.13).

AUn cuando, se pretende que el sistema sealo mds general posible, es necesario
para ta optimizacion del mismo suponer lo siguiente:

1.- El problema es deterministico snel k-ésimo intervalo de tiempo, esto es, todos

los valores subsecuentes de la funcién de costo de produccion f(*) y limites
UM o UM XMoin ¥ X™o, SON conocidos, para m = k+1,... K;
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2.- El costo de produccién no depende del nivel de almacenamiento;
3.- Las pérdidas del aimacén no dependen del nivel de almacenamiento;

4.- Hay unicamente un recurso de almacsnamiento.

En |a formulacién anterior, la operacién de produccién de comodidad se presenta
por la funcién de costo de produccién f(*) y los lImites en |a tasa de flujo uk. Con este
modelo es posible capturar una amplia variedad de sistemas de produccién de
comodidad formada por conexiones de componentes con:

a.  Limites en (a tasa de fiujo en |a salida, entrada o en ambas partes;

, ot 1 : 1

b. Costos variables, los cuales p como fi | o
seccionalmente lineales en |a salida, entrada o en ambas partes; y

¢. Las caracteristicas operacionales an cada intervalo de tismpo no se ven
fectadas por op i en otros intervalos de tiempo.

Para una tasa de flujo dado desde el almacén, uk, una solucién de costo menor en
la optimizacion del problema de almacenamiento requiere que los costos de operacion
en el proceso de produccién también se minimicen. Paracada valor u* en el conjunto
factible, {u*) es la suma de las variables de costo de cada componente deproduccién,
dado esto, la comodidad se maneja de tal manera que minimice la variable de costo
total, en donds fa tasa de flujo del aimacén es uk, Luego, calculos dela funcién f(*)
requerird la solucibn de una famiia de problemas de optimizacién separados,
parametrizada por una tasa de flujo u. Enseguida se presenta un ejemplo que muestra
en forma general el sistema a optimizar.

1.- El proceso de produccién consiste dela demanda de un producto en particutar

y N unidades de produccién, cada una con diferentes capacidades de produccion y

tasas de costo. Se supone que la tasa de la variable de costo decada unidad no varia

con el tiempo de salida, i.e., la tasa de costo se conserva igual en esa particion del
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periodo. La demanda varla sobre el tiempo, pero de maneraseccionalmente constante,
esto es, la demanda no cambia en cada particion del intervalo en estudio. También se
supone que la demanda debe ser satisfecha por completo en cada particién del
intervalo. La demanda puede ser menor, igual o mayor que el total de unidades de
produccion de salida, la diferencia se encuentra enla tasa de fiujo con el almacén. Este
modelo puede representar un sistema de fuerza eléctrica con una sola bomba para
almacsnamiento.

Para un k dado y uk, la carga total en las unidades de produccién, =%, se puede
hallar como la diferencia entre la demanda yu*. La suma de las variables de costo de
las unidades de produccién se minimiza, al ulilizar las unidades por orden meritorio,esto
es, 8¢ comienza con la unidad con la menor tasa en lavariable de costo, las unidades
se utilizan en orden creciente de la tasa de la variable de costo hasta que eltotal de
salida @8 n*. Siuk se incrementa ligeramente, tal quen sea ligeraments reducida, fx(uk)
sera reducida en Ja misma tasa de la variable de costo de la Gltima unidad que se utilizé
(la unidad marginal). De aqui que, la funcitn de costo de produccion es seccionaimente
lineal.

La tasa maxima de flujo de salida del aimacén, U, sera determinado por el
minimo del proceso de produccién y la capacidad de flujode salida de la conexion entre
el almacén y el proceso de produccion.

La tasa minima de flujo, Uk, se determina por la ¢capacidad disponible (i.e., la
capacidad total de las N unidades menos |la demanda) o la capatidad de entrada de
flujo de la conexion.

Cuando la funcion costo de produccién es mas compleja en cuanto a sus
restricciones (conservando siempre la linealidad de éstas) este problema puede

by con la p izacion de las variables a optimizar, como lo comenta Taha
p. 307 (1991).




8.2 Formulacién del sistema con Programacién Lineal

Suponga cualquier periodo t! para algin k € {1, 2, ...K}, y que el nivel de
almacenamiento es x*-!. Lo que se pretende es sncontrar unasucesion uk, uk*t, .., uX
de tasa de flujo la cual minimice los costos les de operacién hasta el tiempo K. La
funcién de costo terminal v (*) se supone dada. El problema se puede expresar como
un programa matemético, asi:

X
V() = min{Z[f"‘(u‘“ )AL+ ¥ (% )}
mak
sujeto a:
UMy, SUmS UM, ’ (6.2.1)
Xm = xm-1_ym Atm
XM S XM S XM
param=k, k+1, ..., K
Usando (5.1.8), (5.1.10) y (5.1.13) paraexpresar u™ y fm(um) en términos de aum

paraj=1,2, ..., Jm (5.2.1) se puede sustituir por:

K
v = mln{Z[f,’,“ -ic;"Au,"'Jm"' + V(K )}
mak

=
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sujeto a:

0sAumsgm para j=1,2,..Jm (5.2.2)

r
X" = x™ —(U;‘ + ZAU]“)M"'
=

X S XM < X
param =k, k¢1, .., K

La sucesién en la tasa de flujo 6ptima u™m param = k, k+1, ..., K, s& da como:

TUT B8 s (5.2.3)

donde Au™ resuelve a (5.2.2).

La ecuacién (5.2.2) es un programa lineal tal que las condiciones Kuhn-Tucker
caracterizan completamente su solucién. E! nimero de restricciones en (5.2.2) es
proporcional al numero de periodos K - k. Dado que el tismpo para solucionar
programas lineales son aproximadamente proporcionales al cubo del numero de
restricciones?, hay severas restricciones en el nimero de periodos de los que puede
componerse si este programa lineal se resuelve directamente.

En la seccién siguiente, el programa lineal (5.2.2) se reformula como un programa
dinémico de una sola stapa para manajar la optimizacidn del costo de |a produccién
como un subproblema.

2. G.L. Nemhauser (1966)
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8.3 Formulacién del sistema con Programacién Dindmica

Ahora, se plantea el sistema como uno de Programacién Dindmica, el principio de
optimalidad se usa para desarrollar una relacién para la funcién de costo total ve-1(*)
para k= 1,2, ..., K arbitraria,definida en (5.2.2) en términos de [a funcién de costo total
Q*(') para el siguiente intervalo. Se inicia con (a funcién de costo total terminat v&(*), ya
que se supone dada, y al utilizar recurrentemente la relacién antes mencionada, se
encuentra v*(*) para k = K-1, ... 1, 0. La sucesién Optima de las tasasde flujo uo, u', ...,
" uX se resuelve utilizando la fase de avance.

La relacién recurrente entre vi-i(xk-1) y  vk(xX) es:

) = min{n; - ic,'mnm“ + v"()()}
j=1
sujeto a:

OSAu‘* saj" para j=1,2,..,J% (5.3.1)

)
X = -(u; +2Au}‘]m‘

I=*

Xy SRS XK

Luego, |a fase de avance consiste en calcular la u* 6ptima una vez que se conoce
x*1, Esto se puede hacer asi:

iy
=l Y A (5.3.2)

=

donde Auk resuelve a (5.3.1).
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La solucién del programa dindmico se puade resoiver como un prograrma
matemaético, si se conoce v¢(*). Pero si se resuelvee! problema tomando en cuenta las
siguientes proposiciones, es posible también encontrar el &ptimo del problema.

Proposicién 1. Si las funci costo de produccidn &(*) parak =1, 2, ..., Ky la
funcién de costo total terminal vK(*) sonseccionalmente lineales y convexas, entonces
para cada k = K-1, ..., 1,0 la funcién de costo total de la Programacion Dinamica v¥(*)
es también Imente lineal y

Para probar esto, sean 0 s a, B< 1 tal que:
vei(t) = fau + (1 - ajw] + v Bx + (1 - B)y) (5.3.3)

Dado que f*(*) y v¥(*)son convexes y van de 108 numeros regles a los reales, se
tiene por (1.2.13):

Mlou + (1 - a)w] < o M) + (1 - a) Mw) (6.3.4)
VKIBx + (1 - Ply) < PVK(x) + (1 - B) v(y) (5.3.5)
luego, al sumar (5.3.4) y (5.3.5) se llega a:
veI(*) = fRfau + (1 - c)w] + v Bx + (1 - Byl <
<o fR{u) + (1 - a) R(w) + B v(x) + (1 - B) v¥(y) (5.3.6)

Dado que f%(*) y vX(*) son seccionaimente lineales su suma por segmentos dara
otra funcién lineal, por tanto v*-1(*) es seccionalmente lineal y convexa.

De la proposicién 1, se tiene que para cada k = 0, 1, ..., K las funciones vk(*)se
pueden expresar en forma similar a la utilizada para f*(*) en (5.1.7) - (5.1.1 4).

Como se muestra en la grafica 4, las lineas seccionadas se etiquetan con X},
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1=0, 1, .....I%, donde:

Kok SXKk < Xqk <. <Xk <. <Xk <X, 0 (5.3.7)
Las regiones Xk Sxk S Xk y X* suks X,m" son regianes no factibles. Las
variables Axk, i=1, 2, ..., [* se definen como fi de al iento de x* por:
1] si x* s Xy,
A= =Xy s Xy exsX (5.3.8)
h s X <x
donde:
=XK X (5.3.8)
v ()

Il
[/ v
xy X X3 | xh,ooox o xe

Grifica 4. Funcion de costo total vk(*)

Luego, x* se puede expresar asi:

*
=X+ Y A (5.3.10)

]

Las ecuaciones (5.3.8) y (5.3.10) establecen que la variable Ax¥, i=1,2, ..., * son
una representacién equivalente del nivel de almacenamiento x*.
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Denétess, como se muestra en la grafica 4
vk = vE(XX) (5.3.11)

Sea d) la pendiente negativa de la funcién de costo total V(") en el i-ésimo
segmento ( X,k <xk<Xk), osea: :

af = - (WXE) - VKGR (X - Xik) (53.12)

De aqui que la funcién de costo total se puede escribir como;

4
v~(w)=\¢-§¢u (5.3.13)

Como se establecio antes, dado el supuesto sobre la convexidad de esta funcién
imptica que d* decrece cuando aumenta i. Por lo tanto:

df>dt  pari=1,2, .., 1 (5.3.14)

La siguiente proposicién establsce !as condiciones necesarias y suficientes de
Kuhn-Tucker para la solucién del problema de Programacion Dindmica de una sola
etapa.

Proposicién 2. Para cada k € {1, ..., K}, son condiciones necesarias y suficientes
para la solucién del problema de una sola etapa de Programaci¢n Dindmica en (5.3.1)
que existan: p*, Auk paraj=1,.. & y Axk para i=1, .. |k tal que estas tres
condiciones se cumplan:

I. Para je{1,... %}
si ¢k <pk entonces Auk=0
si ok =pk entonces 0 < Auf < gk (5.3.15)
si gt >pk  entonces Auk=gk
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. Para ic(1,.., 1K
si dk <pt¢ . entonces Axk=0
si dk =pk entonces 0 <Axk < hk (5.3.18)
si dk >pk entonces Auk = hf

lil. La relacién de continuidad para el intervalo k, esto es:

X+ 3 ax +(q; . )’jAu,-)Ar e (6.3.17)

=] =t
Es posible probar esto, si se utiliza las ecuaciones (5.3.10) y (5.3.13) para sustituir

a X y vk(xX) respectivaments, entonces el programa (5.3.1)se puede escribir como
sigue: .

K [
v minfil - Sttt s - toc]
Jo1

lnt

sujeto a:

O<aufsgh  para j=1,2,..,0¢ (5.3.18)

S s

X3 = -(U,, +ZAu,"]At"
-t

O<Ax*<h* parai=1,..1[*

Ahora bien, las condiciones Kuhn-Tucker son que existen Au,*, y"‘ paraj=1,..,
J% Axk okparai=1,.. %y p* talque:
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{-chatk +phatk +yk=0 para j=1,.., 0

-dlk + pll +o|k= 0

con las condiciones de hoigura complementarias para j= 1, ...

ypera i=1, .. Jx

<0
o 1=0
20

<
<>
<

=
<
=4

para i=1, ..,

rd
Xo+ 3 Ak +[u° +2Au,~]m* -0)

=

Aul =0
0<Auf <g}
Auj =g}

Axt=0
0<AX <h¥

ax; =

(5.3.19)

(5.3.20)

(5.3.219)

Dado que At< > 0, hay que demostrar que (5.3.15)-(5.3.17) son equivalentes a
(5.3.19)-(5.3.21). Para esto, se analiza cada caso:

Para | se tiene:

Si ¢:,'l <p* de (5.3.19) entonces y* < 0; ahora bien de (5.3.20) se tiene que
<0 siy sélo si auk=0. Porlotanto:

si ck <p* entonces Auk=0

Si gk=pk de (53.19) entoncesy = 0; ahora bien de (5.3.20) se tiene que
yt=0 siysdlosi 0<Auk<gh Porlotanto:

8i ck=pk entonces 0 <Auf<gk



Si ¢f>p* de (5.3.19) entoncesy* > O; ahora bien de (5.3.20) se tiene que
120 siysdlosi Auk= gF. Por fo tanto:

si ¢k >pk entonces Ay =gk

Para |l se tiene:

Si dk<pk de (5.3.19) entonces 6 < 0; ahora bien de (5.3.21) se tiene que
6k <0 siysdlosi Axk=0. Por lo tanto:

si dF <p* entonces Axk =

Si d¥=p* de (5.3.18) entonces 8% = 0; ahora bien de (5.3.21) se tiene que
k=0 siysotlosi 0<axk<hk Poriotanto:

si  d¥=p* entonces 0 < Axk < hk

Si dk>pk de (5.3.19) entonces 8k > 0; ahora bien de (5.3.21) se tiene que
620 siysolosi Axk=hk Porlotanto:

si dk >pk entonces Axk=hk

Para Ill 88 puede observar que al sumar -x*! a ambos miembrosde la ecuacién
(5.3.17) se llega a la ecuacién de continuidad en (5.3.19). Con esto queda demostrada
la proposicion.

Proposicién 3. Parak=1, .., K 8 vki(xk?)/8xk1 =- pk casien cualquier lugar.
Para probar esto, tdmese en cuenta (5.3.18) ysustituya a v&'(x*7) y x*! por sus

respactivas iguaidades, semejantes a las de (5.3.10) y (5.3.13); entonces, se puede
derivar parciaimente con raspecto @ cada una de las variables que constituye a x4, o



& vk-t(xk-1) / BAXK = - dk para i=1,.., [k
(5.3.22)
BveI(xk1) F8AUKAL = -ck  para [=1, ..., J¥
Ahora bien, de las icci del probk ' (0<sAxk<hky0<auk<gl),ia

igualdad de la proposicién se cumplira sélo cuando las condiciones de Ax y Auf sean
desigualdades estrictas en (5.3.20) y (5.3.21); esto es, las condiciones de holgura
complementaria cumplan que yk =6k =0 si 0 <Axk<hk y 0<Auk< gk luego,
tomando en cuenta (5.3.18), se sustituyen el valor ded para ic {1, ..., I} 6 ck para
je{1, ... J% por pk y se obtiene la igualdad propuesta.

Luego, el valor marginal de un incremento adicional del contenido de
almacenamiento en e! tiempo t*! es dado por el multiplicador de continuidad de
almacenamiento p*.

Se tiene de lo anterior una interpretaciénde los multiplicadores de continuidad de
almacenamiento como sigue: de las condiciones Kuhn-Tucker para (5.2.1) p* sélo
cambia cuando la trayectoria de almacenamiento choca con un limite, esto es:

a s k=X entonces p**! < pk
b. 8l Xpyk<xk<X K entonces pktl= pk (5.3.23)

c. s X=X,k entonces pk*l => pk

En palabras, se puede notar que ia siguiente etapa para:

a.  si ol nivel del almacén es X, * en el tiempo ttimplica que el valor marginal
de un incremento adicional del contenido del almacén para el tiempo t es mayor o igual
que al tiempo te-1;



b.  si el nivel del aimacén se mantiene dentro de los limites, los costos
marginales por incremento del nive! de! aimacenamiento sonlos mismos en los periodos
Ky k1; )

c.  si el nivel del almacén topa con &l maximo nivel permisible en t* entonces,
indica que la produccién en ese periodo es mas dmica que en el periodo anterior.

8.4 El algoritmo solucién

Para liegar a {a parte central de este trabajo ha sido necesario entender y conocer
la teoria fundamental de la Programacién Matemética, puesto que, alin cuando el
algoritmo se basa pricticamente en las proposiciones anteriores, para utilizarlas fue
‘necesaric comprender la teoria que las sustentan.

El algoritmo genera la funcién de costo total vk-1(*) dado una funcién de costo
total v(*) y una funcion costo de produccién f(*), ambas seccionalmente lineales y
convexas, Este procedimiento se puede aplicar recurrentementepara k = K, K-1, ..., 1 tal
que cada funcién v&(*) se caracterice. Las tasas de flujo y niveles de all iento
6ptimos se pueden encontrar utilizando una fase de avance, de forma similar al usado
&n uno de Programacién Dindmica.

Entonces, para cada valor factible x*1 existe un p* que satisface las condiciones
de la proposicién 2. Para cada valor posible de p* se define:

©(p*) = { xk1: pk satisface las condiciones de la proposicién 2 para x*'} (5.4.1)

El conjunto ®(p*) consistira de un punto o un intervalo. El algoritmo procede por
identificacion de este conjunto para cada valor posible de p,

Hay cuatro casos posibles:
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Caso 1

pkc(c]", dk:j=1,..,d%0i=1, .0k}

Caso 2
p* =g paraalgin j*=1,.., Joy
Cpte{dkii=, L k).
Caso 3
pi=dx paraalguni*=1, .. Ik y
prefef:i=t, .., &)
Caso 4

pk=cl." paraalgin j* =1, .., Jky
pk=d. paraalgini*=1,..,

Ahora, cada caso se examina.

Caso 1
pkefekdr:j=1,..,d5i=1, ..k}
De (5.1.14), existe j*€ {1, ..., J*} tal que c,.'l > pk > gy gk, asl que:
ek>px para =10, y
(5.4.2)

p“>c," para TS i TR L]
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Se sigue de (5.3.15) que:

.
'

AU"‘=9"‘ para j=1,...) .,y .
(5.4.3)
Auk=0  para j=j1, ., 0
Asi que:
uk= Uk (5.4.4)

De manera similar, de (5.3.14) existen i*¢ {1, ...,i*} tal que d* > p* > dj.,4%, a8l
que:

ah= Xk (5.4.5)
Luego, por (5.3.17):
Xt = Xk Uk Atk (5.4.6)

Hay por tanto solamente un valor de x*-! correspondiente a valores de p* en el
intervalo:

Max { Goyqk, st } < p* <min { ¥, dik} (5.4.7)

Se puede encontrar trazando una linea recta en el plano t-x desde el punto
(*, X,%) @ una pendiente de - Uk

Caso 2

prEck prof{dkii=t L),



Siseusa (5.3.15)y (5.1.10), se sigue que:

Auk=gk para j=1,..§1

0sAyk s g,." (5.4.9)

‘Auk=0 para j=j+1, ..,
Asf que:

Up* Suk sy (54.9)
De (5.3.14) existe i€ {1, ....IK} tal que:

Ak > pk > dpygk (5.4.10)
Asi que de (5.3.18) y (5.3.13), se tiens:

w0z XK {5.4.11)

Se sigue de (5.3.17) que tales valores de p* corresponden a valores de x*' en el
intervalo;

Xk + U gk A S xbe? < Xk + Uk At (5.4.12)
Este intervalo se puede construir en un plano t-x como [a regién delimitada por las
dos pendientes - U,._,* y - U‘.* , ambas parten del punto ( t%, X;*), como se muestra en
la gréfica 5. Con esta regién, por el supuesto del caso 2 (pk = c,-")‘ se tiene:

Svkit) ) §akt=.pk=. c‘.“ {54.13)

Luego, el intervalo definido en (5.4.12) corresponde a unsegmento de la funcién
V(") con una pendiente - ¢,k
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R | L
g - g -
d ¢l d*
" i (s
(a)
{-I l.
A
XA Xt osul oatt X
x x
-t * dl.“>p
4. =p .
bt -c X}
k-1 . * . d:l' <"
Xl =xl osulav XN,
ICx] " -t
(b)

Grafica 5. (a) Definicién del caso 2; (b) Construccién de la region ©(p)

Caso 3

P=dX pre{ekij=1, .udk)

Sise usa (5.3.16) y (5.3.10), se sigue que:

Kok SxE S KK (5.4.14)

De (5.1.14) existe j* £ {1, ....J*} talque:

G > p > ok (5.4.15)

Asi que de (5.3.15) y (5.1.10):
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uk= Uk (5.4.16)
Se sigue de (5.3.17) que tales valoras de p* corrasponden a valores de x*!en el
intervalo:

X gk + Uk ath et g X0+ Uk At (54.17)

Este intervalo puede ser construido en un plano f-x como la regién delimitada por
las dos lineas paralelas de pendientes UJ.*, una parte del punto { tX X;X), ia otra de
( t5, X..4* ), como se muestra en la grafica 6. Con esta regién y de p* = d,X, se sigue;

Sk ) /G k- = - pk = - gk (5.4.18)

Luego, el intervalo definido en (5.4.17) corresponde a unsegmento de fa funcidn
vk-(*) conuna pendiente - dkX.

'

ct d
(a)

x &

X'l axkh  +Uk Attt

(b)
Gréfica 6. (a) Definicién del caso 3; (b) Construccidn de la region O(pk)
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Caso 4
pk= c‘,l = dl'k

Al continuar con la misma légica como para los casos 2 y 3, asto corresponde a '
valores de xk1 en el intervalo:

Ko+ Upo g At S 01 S XK+ Uk At (54.19)

La regién en el plano f-x se ilustra en la grafica 7 y con ella, la pendiente de la
funcién ve1(*) serd - c,.* =-dk

1

-
.
el =d .
(a)
x* x®
A
X4 = X No+U oAt
X
M
L
X o= XN +U L AR
- -
) ) t
(b)

Gréfica 7. (a) Definicidn del caso 4; {b) Construccién de fa region ©(p")

Luego, las lineas &n el plano t-x que corresponde al caso 1 dividen el plano en
regiones que corresponden a los casos 2, 3y 4. Lair idn de estas regi yla
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linea t = tk-! formara los segmentos X, /! < x&1 < X k!, en la cual Ia pendiente de la
funcién vk-1(*) es constante, -p* = -d *1. Basado en esta observacién, los valores
Xpd®hn=0,12 .. K,y d¥, n=1,2, .., Ik se pueden encontrar con el siguiente
procedimiento.

" Algoritmo: Procedimiento de etiquetacin para vi-(*)

Paso 0 Inkciej*:=0y i*:=0;
Inicie n* := 0;
Inicie X! := Xok + Uy k Atk
Definacp, * y dp.* como cuaiquier nimero més pequefio que min {ca, duX).

Paso1 Si j*=Jx e i*=1k entonces:iral Paso6;
sino: ir al Paso 2.

Paso 2 Sean*:=n*+1;
Sl Gjoyq* > doyik entonces: ir al Paso 3;
Si c,..,“ <dp,q* entonces: ir af Paso 4,
Si cp,*=d.. % entonces: ir al Paso 5.

Paso 3 Sead,¥!=cpk {Caso 2)
Seaj*:=j"+ 1, ’
Sea X, &= Xk + Upk atk;
Iral Paso 1.

Paso 4 Sead,'=d.* ) (Caso 3)
Seai* =i+ 1;
Sea X&'t i= XK+ Uk A,
Ir al Paso 1.

Paso § Sead, ™' =gt (Caso 4)
Seaj* ="+ 1" =i*+1;
Sea XM = Xk + Uk Atk
Ir al Paso 1.



Pasa § Sea I :=n";
Pare.

SHME), U™ Une™ Xva™ ¥ Xa™ 80R constantes para m = k-4, k-2, ..., m',
entonces ¢! algoritmo s& puede impiementar pore! trazo de liness en &l plano t-x de t™
s 1™, Siaiguna de estas lineas cruza fos limites de almacenamiento, entonces se
termina ol procedimiento.

Una vez que el procedimiento se ha repetido para k = K, K-1, ..., 1, las pendientes
de todas (as funciones vk-'(*) son conocidss paratodam =0, 1, ..., K. La uméptima se
podré  encontrar por {a fase de avance de la Programacién Dinémica. Sin smbargo,
dados fos supuestos del probiema (seccionaimente lineal y convexa), también se
pueden obtener 1a u™ éptima con of siguiente pracedimiento.

Algorftmo: Célculo de u* y x* éptimas.

Caso 1. Si ol nivel de aimacanamiento x%! se ukica en una iinea correspondiente
ol caso 1, caracterizado por i* y j* el costo de flujo éptimo uk= Uk Ef nivel de
simacenamiento en el pericdo t* es por lo tanto x* = XX Luego, la trayectoria de
aimacenamiento estd a lo largo de fa frontera antre las dos regiones.

Caso 2. Si i nivel de aimacenamiento x*! se ubica shuna regién correspondients
al caso 2, caracterizado por i* y |* (i.e., {a regién delimitada con un tope (t*, XX ) ) el
nivel de aimacenamianto 6plimo en ef tiempo t* es xk = X.*, asi que Ja tass de fiuio

Sptima ey;
uk = (o Xk )/ A
Caso 3. 5i el nive! de almacenamiento X! s& ubica enuna regibn correspondiente
al caso 3, caracterizado pori* y j* (i.e., la regién delimiiada por ias lineas paralelas con
pendientes - LX) entonces la tasa do fujo Sptime es u* = Uk El nivel de
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almacenamiento 6ptimo en t* es por tanto xk = xk-1 . UpkAtk. La trayectoria optima de
almacenamiento es paralela a los Iimites de [a region,

Caso 4. Si el nivel x*! se ubica en una region correspondiente al caso 4,
caracterizada por i* y j* cualquier tasa de flujo u* que consiga un nivel de
aimacenamiento x* en el pariodo t* en el rango X;..,* < x* < XX es 6ptimo. Esto es:

max { U gk, (- Xk ) 7 A} suk<min { Uk, (o1~ Xp 0k )/ AL}
Los valores 6ptimos p* se pueden encontrar de las regiones entre las cuales pasa
|a trayectoria 6ptima. Si la trayectoria seubica en los limites entre las dos regiones (i.e.,
el caso 1), entonces se puede usar (5.3.23) para encontrar p*.
Enseguida se presenta fa solucién de un ejemplo con este procedimiento. Del

ejamplo del capitulo 3 se tiene que la representacidn grifica de las unidades de
produccién, mediante la reparametrizacién hecha con uk es.

* W)

Gréfica 8. Representacion de f%(u*) del ejemplo
donde:
Ur=-(cr+cY)
Ur=g-(ctr+cY)

Up=st. gr
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para k=85, 4, 3, 2, 1. Ademas, At =1,
Luego, los resultados que se oblienen con este procedimiento son:
Como el nivel de almacenamiento inicial es x*=0

k=1 u =-35
x' =35
k=2 u? = 65
. x =100
k=3 w 15,45}
’ témese por ejemplo: u® =40

x =60
k=4 ut =55

x=5 -
K=§ w=5

xt=20

Lo que se puede interpretar como:

i) el primer mes producir con las maximas capacidades de las unidades de
producci6n, asi se cumple con satisfacer a toda la demanda del mes (n' = 80) y;
ademas, aimacenar 35 unidades de! producto; por tanto, el nivel delalmacén cuenta
con 35 unidades al terminar el mes;

il) el segundo mes con las maximas capacidades de |as unidades de produccion,
asi se cumple con satisfacer a toda la demanda del mes (n?= 50) y; ademas, almacenar
65 unidades adicionales del producto, x? = 100;

iii) el tercer mes tiene la particularidad de que para satisfacer la demanda de!
periodo se sacan 40 unidades del almacén y las restantes se hacen en |a unidad 1 de
produccién, el nivel del aimacén se reduce a x* = 60 unidades del producto;
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iv) el cuarto mes, al igual que en el mes antetior, se extraen 55 unidades de
producto del almacén y para satisfacer compietamente la desmanda (s* = 100) se
producen las restantes 45 unidades de! producto enla unidad 1 de produccién; el nive!
del aimacén es x* = 5, por tltimo;

v) el quinto mes, dado que ¢! aimacén se debe vaciar para su mantenimiento, se
sacan las (timas 5 unidades del producto, las restantes 90 se producen con el usode
las dos unidades de produccién a su méxima capacidad.

El valor marginal de un incremento adicional del contenido de almacén en el
tiempots! @8 pk=0.12, k=1,2,3,4,5.
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Conclusiones y Recomendaciones

A través de las péginas de este documento se observa la trasendencia de la
formacién y el conocimiento de cursos como Algebra Lineal, Célculo Diferencial y
Programacién Lineal y Dindmica. Esta formacién y conocimiento de las materias ya
mencionadas y algunas otras que lievan implicita la matsmética son requisitos que debe
cubrir un alumno de ia carrera de Actuaria. De aqui que sea posible sefialar alactuario
como un profesionista con la capacidad de aportar métodos alternativos para s
optimizacién de recursos.

Para desarrollar este método ha sido necesario conocer y comprender un poco
de la teoria de las Programaciones Lineai y Dindmica, asi como de precisar las
caracteristicas del problema a optimizar.

Se expone un método de optimizacién para una variedad de situaciones
précticas, en donde se permite la aproximacién deterministica. Este método resuelve
problemas que constan de un almacén y un sistema lineal de produccién de
comodidad, en el cual cada etapa no se afecta por operaciones en otras etapas.

Se desarrolia, en el prasente documento, un métedo alternativo para este tipo de
problemas puesto que el aimacenamiento complica considerablements la optimizacién
del sisterna, ya que encadena las operaciones sntre los periodos, asi que la solucién
del problema no se puede hacer en forma ind: enteen cada periodo y; si se
intenta resclver este problema con la Programacién Lineal el nimero de restricciones es
proporcional al niumero de periodos (K - k). Dado que el tiempo para solucionar
programas lineales son aproximadamente igual al cubo del numero de restricciones, hay
evidentemente severas restricciones en el numero de periodos Que se pueden
acomodar si este sistema lineal se resueive directamente. Mientras que, utilizando
Programacién Dindmica existe |a posibilidad que hubiera dificultad en los calculospor el
problema que llamé Bellman como "plaga de la dimensionalidad”.
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Entonces, se propone reformular el programa lineal comouno de Programacion
Dindmica; este uso combinado de las dos programaciones se hacen con el fin de
aprovechar las ventajas de cada una de ellas. En donde, seutilizan ias caracteristicas
de programas dindmicos de una sola etapa y se resuelve asi unasucesion de pequefios
problemas a optimizar con Programacion Lineal.

La combinacion de la Programacion Lineal y Dindmica se utliza para derivarun
algoritmo, &1 cual genera |a funcién de costo total v+-'(*)dada una funcion de costo total
v¥(*) y una funcién de costo de produccién (*) ambas seccionaimente lineates y
convexas. Este procedimiento puede ser aplicado recurrentemente para k=K, K-1, ...,
1 tal que cada funcién vk(*) se caracteriza. Las tasas de flujo y niveles de
almacenamiento &ptimos se pueden encontrar utilizando una fase deavance, de forma
similar al utilizado en uno de Programacién Dindmica.

€l algoritmo solucién se divide en dos etapas:

1.- Un procedimiento de etiquetado para vk-'(*), el cual puede cbservarse
graficamente después de que todas las pendientes de todas las funciones v&-'(*) se
conocen, y

2.- Dado la estructura de! problema se calculan los valores dptimos para uk y x.

El procedimiento da resultados exactos, porque satisface sistematica y
explicitamente las condiciones necasarias y suficientes Kuhn-Tucker parala solucién del
programa lineal,

También se da en el método una interpretacién grafica de los resultados.

Ademis, este método puede resolver problemas con sistemas complejos de produccién
y de larga duracion.
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