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INTRODUCCION

Los temas gque se tratan en este trabajo est&n hechos para plasmar
en &l la experiencia adgquirida en mi labor docente, deseando
hacer llegar al estudiante un material gue puede serle {itil como
apoyo en el desarrollo de sus cursos y asinismo que sirva como
gufa del programa de Geometria y Trigonometria que se imparte en
los planteles de nivel medio superior. ’

Para la mejor comprensién de este texto, el estudiante deberi
- tener bases sélidas, en cuanto a la aritmética y al &lgebra
elemental se refiere, principalmente en temas como factorizacién;
solueién de ecuaciones lineales y cuadriticas; despeje de
inebgnitas; operaciones de fracciones tanto numéricas como
algebraicas y productos notables.

Para la realizacidén de este material hubo necesidad de consultar
algunos textos y -discutir diversos puntos de vista con algunos
_compafieros maestros; al final se 1llegd a la conclusién :de
considerar gque el estudiante posee como bases nociones de ‘1a
geometria elemental, por lo tanto, y en relacién a mi experiencia
como docente, no se definirdn los conceptos bésicos, debido a que
una excesiva formalizacién Qe é&stos, serfa inadecuada para el
estudiante en éste nivel.

E1 aporte principal de este trabajo consiste en que el estudiante
tenga a la mano un material compacto que contenga todo lo
feferente al estudio de la geometria y la trigonometria con
teoremas y corolarios demostrades, gque puedan tener como
consecuencia una base para los siguientes cursos de matemiticas
que tendrd que llevar a cabo en semestres posteriores, e
inclusive para cursos en escuelas de ensefianza superior, ya que
el buen aprendizaje de este texto serj bdsico en la formacién del




estudiante independientemente del &rea o carrera que pilense
seguir, porque se le ensefia a pensar y a razonar con sentido
comn y eso es indispensable para la vida cotidiana misma.

En este texto el estudiante puede tener un material de consulta,
ya sea para conceptos tebdricos, © bien para resolver problemas
numéricos y préacticos a la vez.

Agradezco las opiniones de los compafieros profesores para mejorar
este material, ya que se persigue la biisgqueda de un instrumento
gue tenga para los alumnos mis accesible el uso de las
matemdticas, y que en lo futuro, los profesores que asi lo
deseen, lo puedan considerar como un material ‘de consulta para
impartir su materia, pues es ese al final el objetivo para la
pealizacién de este trabajo.
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I METODO AXIOMATICO-DEDUCTIVO DE LA GEOMETRIA EUCLIDIANA.

EL METODO DEDUCTIVO

El método deductivo.es muy utilizade en la geometria. Este método
consiste en encadenar conocimientos gue se suponen verdaderos, de
manera tal que se obtienen nuevos conocimientos. No todas las
propiedades son consecuencia de otras. Hay algunas gue se aceptan

' como por si mismas: axiomas y postuladoes. -

Existen también las definiciones, que son proposiciones gque
exponen con claridad y precisisdn las caracteristicas de una cosa.
Un rasgo particular de la geometria moderna consiste en evitar la-
definicién de conceptos primarios que tienen poco o ningdn
sentido, por ejemplo: "Punte es aquello que no tiene partes", 6
bien, "Linea es una longitud sin anchura, etc., pues se basan en
conceptos (partes, anchura) cuya definicién es mds compleja gque
lo que se trata de definir. *

TEOREMA.~ Es una proposicidén que puede ser demostrada. La
demostracién es un conjunto de razonamientos deductivos que
conducen a la evidencia de la afirmacién. ‘ ,
En el enunciade de todo teorema se distinguen dos partes: 1la
hip6tesis, que es lo gue se supone, y la tesls, que es 10 gue se
quiere demostrar. . o

COROLARIO.- Es una proposicién que se deduce de un teorema como
cohsecqencia del mismo., ’

Se admite el siguiente postulado: "Existe un nimero infinito de
puntos". : -

. Notacién: Los puntos se suelen designar por letras mayQsculas y
se representan por un trazo, un peguefio circule o una cruz. Asi
decimos el punto A; el punto B, etc.

* .
A B
Se admiten también los siguientes postulados:
a) Por dos puntos pasa una recta, y solamente una.

1



b) Dos rectas distintas no pueden tener mds que un sélo punto
comin .

B
A

figura 1
La recta que pasa por A y B se representa por ﬁ
SEMIRRECTA O RAYO.- Si sobre una recta sefialamos un punto A, se
llama semirrecta al conjunto de .puntos formados por el punto A y
todos los que le siguen o todos las que le preceden., El punto A
es el origen de la semirrecta. .
Una semirrecta se puede representar por el origen y otro punto de
ella, con el simbolo ™ encima.
Asf{, la semirrecta dé origen C y que contiene al punto D se

—
representa por CD.

—_—
< . D
figura 2

SEGMENTO DE RECTA.- Si scbre una recta sefialamos dos puntos"A Y
B, se llama segmentco al conjunto de puntos comprendidos entre A y
B, mas estos dos puntos gque se llaman extremos del segmento.
Generalmente, al que se nombra en primer lugar se le llama origen
y al otro, extremo. Se admite el siguiente postulado:
La distancia mis corta entre dos puntos es el segmento de recta
qﬁe los une. Un segmento de recta se designa por las letras de
sus extremos y cen una ~ encina.

E F
es el segmento EF.
MEDIDAS DE SEGMENTOS.- Medir un segmento es compararlo con otro
elegido como unidad. La longitud de un segmento se designa de
igual manera gue el segmento misma. '

2



Por ejemplo: para indicar que el segmento EF mide 3 unidades,
escribimos:
EF = 3.

ERROR.~ En la prictica las medidas son generalmente aproximadas.
A la diferencia entre la verdadera longitud de un segmento y el
'valor obtenido en el proceso de medicién, se le llana error de
medida. El error puede ser por exceso, cuando se toma un valor
mayor que el verdadero; 6 por defecto, cuandc se toma un valor
menor gue el verdadero. El1 error es debido a las imperfecciones
de nuestros sentidos, & de los instrumentos gue utilizamos.




II ANGULOS

DEFINICION. Si dos rayos tienen el mismo origen o extremo, pero
no estién en la misma recta, entonces su unién es un dngulo. Lés .
dos rayoes se llaman los lados del dngulo y el extremo comin se
llama el vértice.

Para representar un angulo se utiliza el simboloe: « & bien

a

1B Y AC son los lados y A es el vértice del Angulo que se muestra
en la figqura. 8

A [+
Figura 3
Un énqulo se designa en cualgquiera de las formas siguientes:
a} con la sola letra del vértice, si hay Gnicamente un &ngulo queb
tenga tal vértice, por ejemplo: «B 6 B.

Figura 4
b) Con una letra minGscula o un nimero, gue se coloca entre los
lados del angulo en las cercanias del vértice; por ejemplo: «a &

8, 226 1

Figura 5
¢) Por medio de tres letras mayfsculas, de las cuales la del
vértice se halla y se nombra entre las ‘otras dos, gue se colocan
sobre los lados del &ngulo.



o
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Por ejemplo: el <E se puede designar por <DEG, DEG
el <G se-puede designar por <HGE, £GH

o
o2
8)
1

MEDIDAS DE ANGULOS.

1.- La medida de un 4&ngulo se realiza por medio del
transportador. Al utilizarlo, es necesario cerciorarse de gue el
vértice del &ngulo caiga exactamente en el centro del aparato y
que uno de les lados coincida con el didmetro sefialado por

0° __ 180° A '

2.- La medida de un &ngulo no depende de la medida de sus lados.
Asi, por ejemplo, la medida del &4ngulo B de la figura no cambiarid

si se alargan o se acortan los lados ;\E Y BC.

9..,-"""
Figura 6
SISTEMAS DE MEDIDA.

Existen dos sistemas de medida: la medida sexagesimal y la
medida circular. )

Medida sexagesimal,.En este sistema los &angulos se miden en
unidades llamadas gfrados. '

Si una circunferencia se divide en 360 partes iguales, a
cada una de estas partes se le llama grado (sexagesimal); si cada
grado se divide en 60 partes iguales, a cada una de éstas se le
llama minuto; si cada minute se ‘divide en 60 partes iguales, a
cada una de ellas se le llama segundo. Este proceso puede
continuarse. Un &ngulo se mide estableciendo el nfimero de grados,
ninutos y segundos que contiene.

Para abreviar, cada una de estas divisiones se denota por un
simbolo; asl el &ngulo gque contiene 53 grades, 37 minutos, 12
segundos se puede expresar simbélicamente en la forma 53°37 12°.

MEDIDA CIRCULAR. En este sistema los &ngulos se miden en unidades
llamadas radianes.



Un radidn es la nmedida del angulo central w-es decir el
angulo cuyo. vértice se encuentra en el centro de un circulo-~ que
subtiende un arce de longitud igual al radio del circulo.

&g

AR

Figura 7 .
. Sea 0 el centre de la circunferencia gque aparece en la
figura. S1 tomamos sobre la circunferencia un arco AB de longitud
igual al radio y trazamos OA y 0B, el dngulo AOB es un radian.

S

Figura 8

La razén del perimetro de la circunferehcia a su radio es la
misma cualguiera gue sea' el tamafic del circulo; esto es, para
tode efrculo, la razédn perimetro-difmetro es una cantidad
constante. .

Esta constante se indica siempre con la letra griega m. Su
valor numérico se puede obtener con cualquier grado de
aproximacibn (aungue su expresitén decimal es infinita y no
periddica). Tomando diez cifras decimales su valor es 3.
1415926536, pero para mayor comodidad se wtilizard la
aproximacién de 3.1416. ‘

Si p indica el perimetro de la circunferencia cuyo radio es
r, tenemos:



perimetro
didmetro
por lo tanto

Ejemplo: Hallar la medida en radianes de un dngulo de 90°.
Solucién: Sea AOC un dngulo central de 90° ¥y <AOB un radian;
entonces, la medida en radianes del <AOC es igual a

2A0C arco AC radianes

<(ROB arco AB
1/4(perimetro de la circunferencia) _

- radio
(porque 90° = 1/4(360°])
l/4(2nr) _2m _ @
T x 4 2

o sea, un &ngulo de 90° mide m/2 radianes.

Ejemplo: Hallar el nfimero de grados eh un radidn.

Solucién: En el ejercicio anterior se obtuvo que m/2 radianes es
igual a s0°, .

n radianes = 2(90°)
7 radianes = 180°

18
1 radifn = — = 57,2958°,
n

que es aproximadamente igual a 57°17° 44",

La férmula n radianes = 180°, gque relaciona las medidas

sexagesimales y circulares de un &ngule, constituye una expresitn
. v

Gtil que nos permite pasar f4cilmente de un sistema a otro.
Ejemplos: Expresar 75° en medidas de radianes y expresar n/54

radianes en medida sexagesimal.
(1) como 180° = w radianes,

75° = 75m radianes . 5_" radianes.
180° 12

{(2) Como m radianes = 180°,




180°
54
Conviene recordar que el simbolo n siempre indica un nGmero.

cuando el simbolo aparece solo, sin referencia a ningGn angulo,
no puede haber ambigiledad; pere aGn cuando T se usa para indicar
un angulo, cabe insistir todavia en que ¥ es un nimero, es gecir,

n
5 radianes = = 3°20/

el nGmero de radianes en 180°* .

I Ejercicios:
1) Convertir a radianes: )
a)60° c)54" e)82® 15 40" g)160° 40 50% 1y420°
h)35° d)109° 20 (£)42° 53 04" h)125® 20 17" jyinso®
2) convertir a grados: '
n R an X , 4an ,
a)-:; radianes c)—z— radianes e)0.784923 radianes g)-—_;— radianes

2% :
b)—g—- radianes @) 1.23875 radianes £)2 radianes
611~4

3 R
3) Graficar les dngulos de los incisos 1) y 2).

h) radianes

CLASIFICACION DE ANGULOS :
Angulo agude: Es el comprendide entre 0° y 90°, es decir

0°<A<90°,

A

Figura ¢
Angulo recto: Es el que vale 90°, B = 90°.

8

Figura 10



Angulo obtuso:Es el comprendido entre 950° y 180°; 90°<C<180°

<

Figura 11
Angulo llano: Es el que vale 180°; Du= 180°.

N
) Figura 12
Angulo perigono o de una vuelta: Es el que se origina en un plane
por la rotacién completa de una recta; E = 360°,

_GE

Figura 13 :
Angulo céncave o entrante: Es el comprendido entre 180° y 360°%;
180°<F<360°, ‘

o

Figura 14
Angule convexo: Es el comprendido entre 0° y 180° y puede ser
agudo, recto u obtuso,

PARES DE ANGULOS

Angulos adyacentes.— Dos &ngulos en el mismo plano son adyacentes
si tienen vértice comin, un lado comin y los otros dos lados
estdn en semiplanos opuestos respecto a la recta gque contiene el
lado comin.



En la sig}xiente figura <ABC y <CBD son- dnguleos adyacentes
porgue cumplen” con la definicién, pere <ABC y 2ABD no son

adyacentes porgue los lados BC b'd BD se encuentran en el mismo

semiplano respecto al lado comidn que es Kg £4CBD y <DEF no son
adyacentes porgue no tienen vértice comfin.

Figura 15
Angulos opuestos por el vértice. Dos émgulos son opuestos por el
vértice si sus lados forman dos pares de rayos opuestos. Esta
definicién revela que cada vez gque dos rectas se corten fcmaran
dngulos opuestos por el vértice. .
si aAp intersecta a CO en O, <£A0D y <«CO0D son opuestos por el
vértice; también lo serfn <A0C y <DOB.

Figura 16
Angulos complementarios. Dos @ngulos son c_omplemem:arios si 1la
suma de sus nmedidas es igual a 90°. cCada uno de ellos es el
complemento del otro. ’

En la siguiente figura X y Y son &ngulos complementarios
— porgue X + ¥ = 390°,

1o
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*
.Figura 17
Ejemples: Sean X y Y angulos complementarios
£X = 30° » (¥ = 90°-30° = 60°
X = 16°19'44" = Y = 90°—16°19’44" = 73°40'16"
81 <Y es el complemento de <X, entonces 24X es el complemento de
zY.
Angulos suplementarios. Dos dngulos son suplementarios si la suma
de sus medidas es' igual a 180°. Cada uno de ellos es el
suplemento del otro.
En la siguiente figura <X y «Y son suplementarios porgue
zx-(-z;’ = 180°.

Z LR

Figura 18

Ejemples: Sean X y Y &ngulos suplementarios.

<X = 110° » ¢¥ = 180°-110° = 70°.

ZX = 64°14739" =» ' 2Y = 180°-64°14°39" = 115°45'21",
Si «£Y es el suplemento' de <X, entonces <X es el suplemento de «Y.
" Angulos conjugados. Dos &ngulos son conjugados si la suma de sus
medidas es igual a 360°.

En la siguiente figura « X y <r son é&ngulos conjugados
porgue £X + £Y = 360°.

£X

Fal
Figura 19

11



Ejemplos: Bean X y Y dos &ngules conjugados.
ZX = 120° » 2Y = 360°-120° = 240°,
<X = 72°25/56" w» 2Y = 360°-72°25'5G" = 287°34°04"
Si «Y es el conjugado de <X, entonces <X es el conjugado de «Y.

PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD
Rectas perpendiculares.- Si las rectas AB y AC forman un &ngulo

P e
recto, se dice que AB y AC son perpendiculares. Esto se simboliza
por:

ABLAC
<

‘__ﬂ[;~ B
Figura 20

si dos rectas se cortan y no son perpendiculares, se dice
que son oblicuas.

- . = =
En la siguiente figura, AB y CD son oblicuas.
[}

Figura 21

CARACTER RECIPROCO DE LA PERPENDICULARIDAD.- Si una recta es
perpendicular a otra, ésta es perpendicular a la primera.
—
Como se aprec¢ia en la figura 14, si AB es perpendicular a
— — . —_
AC, entonces AC es perpendicular a AB.

TEOREMA 1. De un punte exterior a una recta no puede bajarse mas

12



de una perpendicular.

DEMOSTRACION.- Sean P un punto exterior a la recta AB, PO una
‘'perpendicular bajada de P a AB y PZ otra recta cualguiera trazada
de P a AB. Hay que demostrar gue PZ no es perpendicular a AB.

Figura 22

Prolonguemos PO hésta P/ de modo que opr = OP y tracemos
Pra.

POP’ es una recta (por construccisn). Como Z es distinto de
O, PZP’ no es _una recta. Por lo tanto, <P7ZP no ‘es de lados
colineales.

Ahora bien, <POZ Yy <ZOP’ son rectos, por lo tanto «PCZ =
£ZOP', -

Ademds, PO = OP‘ (por construccién) y como 0Z = 0Z entonces
AOP2 = AOP’2 (por LAL). (Teorema 8 gue se verid mis adelante). Y
también <02ZP = -02P’ .

1
Por lo tante, <0Zp = EAOZP’, no es recto.

. Por lo tanto, PZ no es perpendicular a AB.x
TEOREMA 2. Si por un punto exterior a una recta trazamos una
perpendicular y varias oblicuas, se verifica gue la longitud del
segmento de perpendicular comprendido' entre el punto y la recta,
es menor que la longitud de cualquier segmento de oblicua.

ot

Figura 23
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DEMOSTRACION.- Sea P el punto exterior a la recta dada y sea C el
pie de la perpendicular bajada de P a la recta.«?rolonguemo;" el
segmento PC hasta P’ de tal modo que EF = cp Y tracemos los
segmentos —P_ﬁ Y 5;_’, D=C.

(1) PC + CP’/ < BD + DP’. (La distancia més corta entre dos puntos
es la recta).

(2) PC = CP’. (Por construccién).

(3) ¥D = DP’. (Por construccidn).

Por lo tanto, sustituyendo (2) y (3) en (1) se tiene que

;E + ;(_: <Pc + EE, de donde 2PC < 2;15, es decir PC < ;5.-

DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA. Es la longitud del segmento
perpendicular trazado desde el punto a la recta. Este segmento
tiene las propiedades de ser Gnico y el de menor longitud
posible.

Rectas Paralelas. Dos rectas son paralelas si:

(1) estén es un mismo planc y

(2) no se intersectan.

Figura 24
El paralelismo tiene la propiedad reciproca, es decir: si
una recta es paralela a otra, esta otra es paralela a la primera.
Se acepta gque una recta es paralela a si misma (propiedad
idéntica).
El paralelismo se expresa con el simbolo 1. Asi, ABICD
significa qgue la recta AB es paralela a la recta CD.

TEOREMA 3. Dos rectas en un plano, perpendiculares a una
tercera, son paralelas entre si.

14



Figura 25

- =2 . — -y =
DEMOSTRACION, Sean CD y EF perpendiculares a AB, esto es COMAB y
) ) ~
EF1AB.
—_ — —3 —
Supongamos que CD no es paralela a EF. En este caso CD y EF
se cortan en algln punto, digamos.P.
Pero entonces tendriamos gue por P pasan 2 perpendiculares a
la recta 3B, lo cual es imposible.
— — . .
Luego, CD y EF ne pueden tener ningéin punto comin y por
. — 3
tanto, son paralelas, es decir, CDIEF .s
COROLARIO., Por un punto exterior a una recta, pasa una paralela a
dicha recta. . ’
DEMOSTRACISN. Sea AB la recta y sea E el punto exterior. Por E
. — »
trazamos el segmento EF tal que EFLAB, y en el punto E trazauwas
. - — N —_——)
el segmento CD tal gué CDLEF; resulta entonces gue CDHAB, en
virtud del teorema anterior.m

'

Figura 26
POSTULADO DE PLAYFAYR. Por un punto exterior a una recta, pasa
una sela paralela a dicha recta.

crmaenge v eanpeesimm

B

Figura 27
AB es la recta y P es el punto exterior.

15



PROPOSICION I. Dos rectas paralelas a una tercera, son paralelas
entre si.

E. F

P '2._____._ o

A ]
Figura 28

N -3 > —) ) L= -—
DEMOSTRACION. Supongamos que CDIAB y EFIAB. Si EF y CD no fueran
paralelas, se cortarian en un punto P,

Entonces por el punto P pasarian dos paralelas a AB, lo cual
es contradictorio al postulado de Playfair.
- —
Por lo tanto, EFICD.w
PROPOSICION II. Si una recta corta a otra, corta tawbién a las
paralelas a ésta. '

. .
(PO S
e
c o
Figura 29

— s = e
DEMOSTRACION, Supongamos gue "ABHCD. EF corta a AB en P. Y
— —
supongamos que EF no corta a CD, entonces seria paralela a ella.
Pero esto es imposible porgue tendriamos por el mismo punto P,

dos paralelas a Eg: la recta AB y la recta EF.

Por lo tanto, ?E.—F) corta a _C-D).-
PROPOSICISN ITI. Si una recta es perpendicular a otra, es también
perpendicular a toda paralela a esta otra.

Figura 30

16



e I )
DEMOSTRACION. Supongamos gue ABICD y GHAAB.
— — o~ " — -
Si GH corta a AB, también corta a CD. Supongamos que el
— —
punte de interseccidén es P y que GH no es perpendicular a cb.
— = - —r —} .
Entonces, por P podriamos trazar EFLGH y tendriamos que EFUAB, o
—F
sea, gue por el misme punte P pasarian dos paralelas a AB, las
rectas CD y EF. Esto es imposibla.

—) )
Por lo tanto: GHiICD.»

ANGULOS FORMADOS PFOR DDS RECTAS PARALELAS ¥ UNA OBLICUA
Si dos rectas son cortadas por una recta oblicua o transversal,
se distinguen en. particular 8 &ngulos: 4 llamados internos y 4
externos, por estar situados respectivamente dentro y fuera de
las paralelas. | A
Y3
s AC
- [\l
- Figura 31 :

En la figura 31, los angulos 1,2,7 Yy 8 son externos, los
dngulos 3,4,5 y 6 son internos. Ademés: '
24 y £6 son alternos internos, asi como £3 y 4£5.
<1 ¢ 27 son alternos externos, asi colo 22 y «8. .
£2 y <6 son correspondientes, asi como 43 y 2£7; 41 y £5; 28 ¥V «8.
£3 y #6 son colaterales internos; asi coma <44 y £5.
£2 y «7 son colaterales externos, asi como <1 y «£8.

TEOREMA 4. Toda <transversal forma con dos rectas paralelas
dngulos correspondientes iguales. 3

v

[

Figura 32
DEMOSTRACION. Demostraremos que 42 = £6; los otros casos son

17



andlogos. .

Sean © y O’ los puntos de interseccién de Iy y L, con °s
respectivamente.

Tracemos una perpendicular de I, a L, que parta de 0’ y otra
de I, a L, que parta de c. Sean A y A’ los pies de las
perpendiculares. =

Como -O-a- yAa;'- son perpendiculares a L, y L, entonces
OA’I0’A (teorema 3}, Yy oA’ = EG. Por la misma razén 577\7 = a Y
entonces AOAO’ = AOA’O’ (LAL). '

Entonces «6 = «4 y como = <2, por ser opuestos por el
vértice, se tiene gue <2 = <6.=

TEOREMA 5. Toda transversal forma con dos paralelas Angulos
alternos externos iguales, asf como &ngulos alternos internos
iguales.

Figura 33
DEMOSTRACI@N Por el tecrema 4 se tiene que «6 = 24, siendo ambos
&ngules alternos internos. : -
como <1 = 180°-24 y 27 =180°-«6, entonces
<1 =
peor ser suplementarios de dngulos iguales.
Los otros casos son andlogos.a
TECREMA 6. Dos . &ngulos colaterales internos o dos &ngulos
colaterales externos entre paralelas son suplementarios.

2
=)

Figura 34
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DEMOSTRACION. <2 = 46, por el teorema 4.
- Como 27 = ;."su"-zs, entonces:
£7 = 1B0°®-z2.
Como <3 =.180°-«£2, entonces:
23 = 180°-¢6.
Ios otros casos son anilogos.a .
Ejemplo: Sea I4lL, y S8’ una transversal. Calcular el valor de

los dngulos A y B, dada la siguiente figura:

Figura 35

Solucidn: <A = 60°, por ser opuestos por el vertice.

ZB + 60° = 180°, por ser colaterales interﬁos.
Entonces «B = 180°-60° = 120°.

1g



" II. Ejercicios:
badas las rectas ABICD cortadas por
determinar la medida de los &ngulos Py Q.
s

la transvewsal 85/,

?¢$5 g Y e/ 8 Py XF
n) n‘ / : [ ? J :1“/
5%-8 n ¢ 2x ) e o . ]

C
a 5@#1 g?

15
AR 5 Qh P*‘ B
Y45
(= b I
4g-1077Q
A

Figura 35
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IIT TRIANGULOS

En las figuras, los puntos A, B y C estdn unidos pbr los
segmentos AB, AC y BC, determinando asi el tri&ngulo ABC; que se
denota por AABC. Los puntos de unién de los segﬁéntos se llaman
vértices del trié&ngulo. Los dngulos formados entre los lados son

los dngulos interiores del trifngule.

a A
545::::::::$.c YS;:::::::::::::.C

3 Figura 37
Los &ngulos suplementarios de los &ngulos “interiores se
llaman &ngulos exteriores y se cbtienen de la prolongacidn de les
lados ‘del tridngulo.
En la figura: X, Y y 2 son dngulos exteriores.

3

£

Figura 38
En un tridngulo se deben considerar tres dngulos y tres
lados gue son los elementos principales.
Los dngulos se designan con letras mayGsculas iguales a ‘sus
vértices, y los lados opuestos con las mismas pero minGsculas.



Para que tres segmentos dados formen un tridngulo, es
necesaric gue no sean colinecales, es decir, gue sus vértices no
formen parte de una misma recta.

CLASIFICACION

a) De acuerdo a la magnitud de sus lados los tridngulos se
clasifican en: ’

Egquildteros: Los que tienen sus 3 lados iguales. Consecuencia: 3
dngulos iguales a 60°.

Isésceles; Cuando tienen dos lados iquales y uno desigual.
consecuencia: 2 &ngulos iguales y uno desigual.

Escalenos: Cuando tienen sus 3 lados desiguales. Consecuencia: 3
dngulos desiguales.

8
8
a < «
[4
A «_‘/_‘iX

) 3 C A B < A c
Equilitero porque Isésceles porgue Escaleno pordue
a = b = ¢, entonces a=¢=b, entonces a * b * ¢, entonces
LA = (B = 4C A = zB ® 2C 4 # 2B ®» «£C

Figura 40 R ,

b) De acuerdo a la magnitud de sus &ngulos, los tridngulos se
clasifican en:
Recté&ngulos: cuando tienen un &ngulo recto (se sefiala diche
dngule con un rectingulo pequefic). .
Oblicuéngulos: Cuando no tienen angulo recto. Estos a su vez se
dividen en :

Acutdngulos: Cuando tienen sus tres angulos agudos.

obtusdngulos: Cuando tienen un dngulo obtusc.

22



<
c
a b ‘.i i
8 A
< A < B

Recté&ngulo Oblicudngulo acutdngulo
que «A=90° ~ porgue <A, «B, Yy <C son agudos
Figura 41
<
b s
A =78

Oblicudngulo obtusanguio
porque <B es obtuso
Figura 42
TEOREMAS FUNDAMENTALES RELATIVOS A LOS TRIANGULOS
TEOREMA 7.- En todo tridngulo, la suma de sus &ngulos interiores

es igual 180°, (equivalente al postulado II de Euclides).
DEMOSTRACION

B
§mmmmmemmgpdy T

<

Figura 43 .
Sea el AABC. Demostrar gue <A + <B + «C = 180°.
Trazo auxiliar. Por B se traza una recta ST I AC.
Tenemos gue 1los dngulos D y E gque forman los lados 2B Yy E
con dicha paralela satisfacen gque: :
LA + <B + ¢E = 180°.

£B = «D (alternos internos)
£C = <E (alternos internos)
Sustituyendo:
4D + 4B + ZE = 2A + «£B + «C
Entonces: A + B + «C = 180°, pues dos cosas iguales a una

tercera son iguales.entre si.s

Del terorema anterior se puede deducir el siguiente corolario:

COROLARIO.- La suma de los 4&ngulos agudos de un tri&ngulo
23



rectdngulo e§ igual a 90°.
DEMOSTRACION
Hay que demostrar que «B -+ «C = 90°.

Figura 44
Por el teorema anterior, <A + «B + «<C = 180°
como <A = 50°, entonces, sustituyendo:
90° + £B + «£C = 1B0°® = 4B + £C = 180° - $0° = 90°=
COROLARIO.-En todo tridngulo, la suma de sus dngulos exteriores

es igual a 360°.
DEMOSTRACION
Hay gue demostrar gue <X + <Y + <£Z = 360°

T
\{
. x
Figura 45
<X = 180° - £A
<Y = 180° ~ <B
22 = 180° -~ «C por ser ingulos suplementarios
X 4+ £Y + 2Z = (180° - «A) + (1BD® - <B) + (1B0° -~ £C)
sustituyendo: _ ‘
X + 2Y 4+ 22 = 540° =~ ZA ~ £B - <£C {sumando)
ZX + £Y + £2 = 540° ~(zA + 2B + £C) {agrupando)

X + &Y + 22 = 540° - 180° {por teorema 7)
» X + 2Y + 22 = 360°m .
COROLARIO.~-Cada angulo exterior es igual a la suma de los

interiores no adyacentes.
DEMOSTRACION

24



Como A + 4B + «C = 180° (por teorema 7) y <B + £X = 180°
por ser suplementarios, se tiene que <A 4 4B + <C = 4B + 2X, ¥y
entonces A + 2C = sXa L
Ejemplos: En un triangulo rectdngule un dngule mide 37°¢. iCulnto
mide el otro dngulo agude? o
Solucién: Partiendo del coerolario ya demostrade, sabemos que:
90° + 37° + X = 180°, siendo x el Angulo gque buscamos.
127° + x = 180° =» x = 180° - 127°; x = 53°.

III Ejercicios: .
a) En el sigquiente trisngulo: #A = 53°, /B = 45°37', Encontrar «C
y <X.

* <
A B
Figura 47
s 2n 1in
) En el sigulente tridngulo calcular «C si A = 5 £Y = ETH
c
\{
A [
Figura 48

c)bEn el siguiente tridngulo se tiene gque MN 1 AB. Calcular 3,
£B y <C.

Figura 49

d) En el siguiente tridngulo isésceles se tiene que BB = AC:
Calcular <A y 4B si 2C = 51°17/28".

25



Figura 50
e) Encontrar los valores de X y'de Y en el siguiente trianguilo.

Figura 51

CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

DEFINICION.- Un trisngulo es congruente o igual a otro, si tiene
todos sus lados y &ngulos reépectivamente iguales a los lados y
éngulas del otro tridngulo.

En la figura: zA=zMya-=m; B=sMNybsn «C=Pyc=p

Figura 52
El tri&ngulo ABC es congruente con el tridngulo MNP; esto se
simboliza asi:
ARBC & AMNP, en donde el simbolo "#" se lee "congruente a".
De lo anterior se pueden determinar los siguientes teoremas:

TEOREMAS DE CONGRUENCIA (IGUALDAD) DE TRTANGULOS
TEOREMA 8.~ LADO-ANGULO-LADO (LAL).- Dos triangulos que tienen
dos lados y el &ngulo comprendido entre ellos respectivamente

iguales, son congruentes o iguales.
DEMOSTRACION .
8i c=gb=py <A = M entonces AABC = AMPQ

26



Figura 53

Supongamos que A—B- = E, A =My ac =‘~M_Q. Superponiendo el
lado ﬁ scbre el A_E, tenemos que E quedard sobre ac ya qn;a ZA =
My ;43 = AC. Entonces CB = a; Yy «B = 4P, £C = £0.8
TEOREMA 9.-ANGULO~LADO-ANGULO (ALA).~ Dos tridngulos que tienen
.dos dngqulos respectivamente iguales y el lado comprendido entre

ellos también igual, son congruentes.
DEMOSTRACION

Figura 54

8L 4A = &M B = N y ¢ = p; entonces AABC & AMNP

Supongamos que 2B = ﬁ, 4 = &M y «B = «N. Superponiendo el
lado ﬁ sobre el XE, tenemos que E == E por ser <A = <£M; E = N_P
por sexr «B = «N.

Como 4C = 1B0® =~ (4A + «B) y <P = 180°- («M + £N), siendo 4
4+ (B = <M + <N, Entonces «C = <P.x ‘
TEOREMA 10.- LADO-LADO-LADO (LLL).-Dos tridngulos gue tienen los

tres lados respectivamente iguales son congruentes.
DEMOSTRACION

) < g 2 N

Figura 55
S8ia=mb=nyc=p; entonces AABC = AMNP
como los tres lados son congruentes, sélo resta demostrar
gue los &ngulos correspondientes son congruentes.
Cologuemos el lado MN sobre el AB.
27



Pigura 56
Ccomo ac = if, el triangulo AAPC es isdsceles entonces
- ZACD = «MPD.
Andlogamente, ACBP es isésceles » <DCB = DPB 4 <ACB = /APB.
Por LAL los tri&ngulos ACB y MPN son congruentes
» «BAC = (BAP y <ABC = «£ABP.

IV Ejercicios
1) Demostrar que AI & AII en la siguiente figura

Datos: B_E=EE; A_E =§E
8

<

Figura 57 .
2) Hallar X e Y en los siguientes triSngulos congruentes

B
B - .
‘ " >
5%
& D I A X b 2% .c
Figura 58

Datos: AB = CD Datos: AB = AD Datos: <£ABD = «CBD
AD = BC . BC = DC
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;i'EOREMA 11.~ 8i tres rectas determihan segmentos conhgruentes en
una secante, entonces determinan segmentos congruentes en
cualguier otra secante.

DEMOSTRACION ﬂ/ ‘ . \.p L
. B/ XG : \E Ly
c 1 M E Ly

T / L \-r:

Figura 59

Sean Iy, L, Yy I, tres rectas paralelas y sean T, y T, dos
sec'anjtes. Por hipétesis, 2B = —B—c_y gueremos demostrar que DE =
EF.

Sea :1‘3 la recta que pasa por A paralela a T, y sea T, la
recta gue pasa por B paralela a T,
Sabemos que AP = BC Y <CBI = <BAG Y «<BCI = <ABG por ser &ngulos
correspondientes entre paralelas.
Entonces, AABG = ABCI por ALA.
Entonces, G = E, por ser lados correspondientes
BI = Eﬁ, por ser lados opuestos de un paralelogramo (se
demostrara mis adelante)
sustituyendo: aG = Git
Come AG = D_E, por ser lados opuestos de un paralelogramo,
entonces ﬁ = _ET’
sustituyendo: DE = EF.=

La misma conclusidén serd .vAlida para cualgquier nfmero de
rectas paralelas.

TEOREMA DE THALES

TEOREMA 12.-~ Si tres & mas rectas paralelas determinan segméntos
congruentes en una secante, entonces determinan segmentos
congruentes-en cualquier otra secante.
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Figura 60
Es decir, dado que AR, = ARy =AjA; =... se deduce gue BB,
= BaBy = BaB,; =... y asi sucesivamente. .
Esto se demuestra mediante repetidas aplicaciones del

teorema que acabamos de demostrar.m

SEMEJANZA DE TRIANGULOS i
DEFINICION.- Se llaman tri&ngulos semejantes a los gue tienen sus
3 angulos respectivamente iguales y sus 3 lados respectivamente

proporcionales. P
[
n
b m
a
4 R
Figura 61
m n _p
=M, B=uN, .C=¢PYy —=m==-—=z=7r
a b c

8i esto ocurre, entonces el tridngulo AABC es semejante al
tridngulo AMNP, y se denota como:
AABC = AMNP, en donde el simbolo "=" se lee "semejante a".
La definicién de semejanza exige dos cosas:

(1) los &ngulos correpondientes deben ser congruentes, v

(2) los lados correspondientes deben ser proporcionales.
Para el caso de los tridngulos, resultard que si se cumple una de
las dos condiciones, también se cumple la otra. Es decir, si los
dngulos correspondientes son congruentes, entonces los lados
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correspondientes son proporcionales, Yy reciprocamente. Es
sufieiente que se cumplan algunas condiciones para gue dos
tridngulos sean semejantes, mismas gue se Trefinen en los
siguientes teoremas. :
TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA PROPORCIONALIDAD Y SU RECIPROCO
(Teoremas 13 y 14)

Considerar el AABC y un segmento de recta transversal ﬁ ]

BC. -

Como «B = <D y «C = <E, por ser angulos correspondientes
‘entre paralelas Yy <A = <A, entonces: los tridngules AABC y AADE
tienen sus 3 4dngulos iguales.

FPigura 62
Demostrar gue los lados correspondientes son proporcionales
es un poco mis diffcil, Empezamos con este teorema ciue nos dice
: ql’xe los lados inclinados de esta figura son proporcionales. .
TEOREMA 13.- Si una recta paralela a un lado de un triédngulo
intersecta en puntos distintos a los otros dos lados, entonces
determina sobre ellos .seqmentos que son proporcionales a dichos
lados. '
0 de otra manera: En el AABC, sean O y E puntos de }_A_B. y ac

tales que DE I BC. Enfonces,
AB  AC

AD AE

Figura 63
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DEMOSTRACION. Trazos auxiliares: DE # BC, EF4AB y DGLAC.

En los tri&ngulos AADE y ABDE, tenemos' AD y BD como bases,
respectivamente.
Entonces, -E_}-‘ es la altura de ambos tri&ngulos.

Consideremos el &rea de cada uno dé ellos.

ED*EF AD-EF
y Area(AADE) =

Area (ABDE) =

Avea(ABDE) _ E

” Area(ARDE) = 3

Anflogamente, en los trifdngulos ADE y CDE, congideramos AR Y

(1)

CE comc bases respectivamente. Entonces DE es 1a altura de ambos
trisngulos.
_Consideremos el drea de cada uno de ellos.

&

CE-DG ) .
y Avea(ARDE) = 5

ﬁrea-(AcDE) =

. Aroa(ACDE) CE
, area(ACDE) _ CE

Area (ARDE) 2.

AE

Ahoxa bien, los tria&ngulos BDE y CDE tienen la misma base DE
y también tienen la misma altura, pues DE 0 BC.

Por lo tanto, Area (ABDE) = Area(ACDE).  (3).
De las tres ecuaciones (1), (2} y (3), obtenemos

BD CE
—= == (4).
. AD AE
Sumando 1 a ambos miembros de la ecuacidn (4), obtenemos
BD CE "
— +1l=—+1;
AD AE
BD#AD  CE+AE
= — = p— r)
AD AE
o sea,
B AC
== =

AE
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como gueriamos demostrar.m

El reciproco del teorema fundamental de la proporcionalidad
‘es mds fAcil de demostrar.
TEOREMA 14.- Si una recta intersecta a dos lades de un trisngulo
y determina sobre dichos lados segmentos proporciocnales a ellos,
entonces es paralela a® tercer lado. .

O de otra manera: Sea AABC y sean D un punto entre A y B, ¥y
E un punto entre A y C. )

. AB _ AC =
8i — = —, entonces DE Il BC.
ab AE
DEMOSTRACIGN

——
Sea BC’ la recta que pasa por B, paralela a DE, y que intersecta

'aAc en C'.

AB Acf
Por el teorema anterior, — = —.
’ AD AE

- Figura 64

. AB  AC
Puesto que por hipétesis, —— = —, tenemos gue

AD AE
ac’  ac — =
~—- = — , Y entonces AC’ = AC,
AE AE

Por tanto, ¢ = C’ y entonces DE Il BC.w

TEOREMAS DE SEMEJANZA
TEOREMA 15.~ (ANGULO-ANGULO). Dos trié&ngulos son semejantes si
tienen dog angulos respectivamente iguales.
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DEMOSTRACION - ¢

. Figura 65

2D = M) «2C = «£P .
Construcc_ién auxiliar. Sea CD = BM y tracemos DE § AB form&ndose
el ACDE. :

En ACDE y AMNP <E = «<B, por ser-véngulos correspondientes’y (_':E =
Fﬁ, por construcci6n.

Por otro lado:

£C = 2C,

ZC = £ P; LA = M. (datos)

ACDE =~ ACAB'por el teorema 13

<D = «A por ser &ngulos correspondientes,

«N = «E por ser ACDE & AMNP y

<D = M , <N = (B, por transitividad.

Entonces ACDE = AMNP (ALA).

Por 1lo tanto, AABC =  AMNP (por tener sus 3 Aangulos
regspectivamente iguales).s

TEOREMA 16.- (LADO-ANGULO-LADO). Dos tridngules son semejarités
cuando tienen dos Jlados proporciocnales e igual el &ngulo

comprendido entre ellos.
DEMOSTRACION

BC
Datos: <«C = <P y = —
NP

A B

Figura 66
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Construccién auxiliar.- Sea D tal que D = PM y tracemos DE

¥ AB, formando el ACDE.
En ACDE y AMNP por construceisn

cD = PH (1)
y sabemos gue <C = /P,
En AABC y ACDE por el teorema 13,

AC  BC
=== (2)
cDh CE

Sustituyendo (1) en (2)

ac_uwp
-~ = = (3),
» MP CE
pero sabemos que
AC  BC
- — == (4)
MP NP
comparando (3) y (4):
B¢ Be
CE NP )
Despejando:
e —
CE = ——— = NP
BC

Por lo tanto ACDE & AMNP, por LAL.
Como AABC = ACDE, por el teorema 13 _tenemos que AABC = AMNP .»
TEOREMA  17.- (LADO-LADO-LADO).  Dos triéngillos son semejantes

cuando tienen broporcionales sus tres lados.
DEMOSTRACION p’

A 8
Figura 67
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Construccisn auxiliar.- Tomenmos -D_E. = PTN- y tracemos DE It i-s-,
formindose el ACDE.

AB  BC
Por el teorema 13— = —
NP

MN
- AB AB
Como DE = MN, entonce — = —
- MN DE
’ AB AC BC
Como AABC « ACDE, por teorema 13, — = — = —
E cD CE

Entonces, o = E v E:_E = NP.
Esto significa gue ACDE & AMNP (por LLL).

Por lo tanto, AABC = AMNP.s

Utilizaremos los teoremas =anteriores para enunciar algunas
prbposiciones. .
PROPOSICION IV.~ En un triadngulo, si una recta paralela a uno de
sus lados corta los otros dos, entonces forma un trifngulo

senejante a éste.
DEMOSTRACION,

Figura 68

Hay gue demostrar que si W es paralelala a A_é, entonces
'APQE « AACB
En el AABC y APBEQ, tenemos que:
<A = <P y «C = «Q por ser &ngulos correspondientes.

Entonces, por teorema 15, AABC = APBQ.m
PROPOSICION V.- Si dostridngulos rectangulos tienen un é&ngulo
agudo igual, entonces son semejantes.
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DEMOSTRACIGN , &

A C ™M P

Figura 69
. Hay gue demostrar dque si «A = M, siendo «C = <P = 90°,
entonces AABC & AMNP.

81 4A = M y «C = <P, entonces por teorema 15, AABC = AMNP.s=
Eiemplo: En la siguiente figura, EB § CD. AB = 2, BC = 4, BE = 3.
Calcular CD. ' '
solucibén: Se sabe que por la propiedad 1, AABE = AACD.

AC AB -— —— —
Entonces, — = -——, pero AC = AB + BC.= 2 + 4 = 6.
b BE
6 2 . — m— 8 "
Por lo tanto, ~— = —, esto es, 2CD = 18; CD = — = 9.
- 3 2
e}
D
E
3
AT R 7 <
Figura 70
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V Ejercicios '
1) En el triangulo ABC, calcular la longitud de CW si VW I BC.

A
3

W
4

L\ VI

Figura 71

2) .Un 8rbol proyecta una sombra de 6.5m, en ese mismo instante un
poste de 1.5m proyecta una sombra de 1.75m. El 4&rbol es
perpendicular al suelo. Calcular la altura del arbol.

drbol
s,

450"
m, s
k77

Figura 72 .
.3) En la figura siguiente, calcular la lengitud de TB si HB I cD.

A 4m, b Fm. b

Flgura 73
4) calcular la longitud de 2B en la siguiente figura, donde <A y
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<P son rectos.

& #m P

150m,

30m,

Figura 74 Q

5) Si AB I -C_D, calcular las longitudes de dichos segmentos, donde’
4B y 2C son rectos. - A

4%-1

8 5

*+l

Figura 75

RECTAS Y PUHTOSH NOTABLES EN UN TRIANGULO

Medianas: La mediana es el segmento que une a un vértice del
tridngulo con el punto medio de su lado opuesto.

TEOREMA 18.- Dos medianas de un tridngulo se intersectan en un

punto tal que divide a ambas medianas en dos segmentos ¢gue miden

2 1
3 y 3 de la longitud de la mediana respectiva trazada desde el

vértice.
DEMOSTRACION

Sea ABC un triingulo, Sean o Y BM dos medianas del mismo Yy 0 su
‘punto de interseccién. ’

Trazo auxiliar: NM.

Consideremos los.tri&ngulos ANM y ABC: «A ='.<A por ser dngulo
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com@Gn.
P (]
8 [4
Figura 76
AN 1AM \ \
— = — = —. Por hipétesis.
ABB 2 &

Por lo tanto, los tridngulos son semejantes y por tanto, MN
K BC.

[zl
Zl
gl

. AB AC  EC
consideremos los tri&ngules BOC y MON: tienen los siguientes
lados paralelos: Tl -B-E,’
ZN = «C, «B = (M (&nqulos alternos internos)
'é_o— 1 oM (porque son colineafes) .
TO u oN (porgue son colineales).

oM oON MN 1

Por lo tanto, ABOC = AMON y
. ) BO €O BC L
Tenemos entonces gue 204 = OB y 20N = OC, pero BO + OM = BM,
sustituyendo BO por 20M:

— —_— —_— —_— J—  p——
20M + OM = BM, 30M = BM, entonces, OM = ;BM.

o 1—
Sustituyendo oM por EBO

I— —— — 2—

— 1 —
BO+EBO=B; 0=BM;B0=SBM.

También ocurre que co + 5} = Eﬁ, sustituyendo co por 26;:

20N + ON = CN, sa=a;ﬁ=gcn.

p— 1—
Sustituyendo ON por ;CO:
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—  — —— G — —— - Jo—
CO + ~CO = CN; —CO = CN; CO = -CN.
2 2 3
ton lo cual gueda demostrado que e} punto O cumple la propiedad

enunciada.«
TEOREMA 19.~ Las tres nedianas de un tri&ngulo se intersectan en

un s_glo punto.
DEMOSTRACION

Figura 77
Sean AL Y BY dos’ medianas del AABC. Sea O el punto de

interseccién.
Por el teorema 14 sabemos gue on = 2'0—1:; BO = 20M.

Sea CN la otra nediana Yy supongames que M g oN se
intersectan en un punto 0/:
EST = 25—’§ Y 567 = 2-07;1-, tenemos entonces que:
BO = 20M, BO/ = 207M, por lo tante 0=0.

Esto es, las tres medianas se" intersectan en el mismo punto
Q. El punto de interseccién de las medianas se llama baricentro.w
Med.i;acriz: La mediatriz de un segnento de recta es 1la
perpendicular al segmento trazada por el punto medio del mismo.
TEOREMA 20.- Las mediatrices de un trifdngulo se intersectan en un

punto.
DEMOSTRACION
Sean ¥, N ¥ P los puntos medios de los segmentos AB, AC y BC,

respectivamente.

Tracemos FRiBC v MSiAB. Sea O el punto de interseccidén de ambas
rectas., Consideremas los tri&nguleos BOP y COP.

BP = E. {por hipétesis)
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OPF = OF {lado comGn),

Figura 78
<BPO = (CPO = 90°, (por hipétesis).

Por LAL los t_riénguios son congruentes y BO = 0C.

Esto es, cualquier punto de la mediatriz OF es equidistante
de By C.

Ahora bien, como O es el puntc de intersecciédn de las
mediatrices de AB y BC, el punto O tienen la propiedad:

O = AB por estar en la mediatriz de 2B

OB = oC por estar en la mediatriz de BC.

Por lo tanto, OA = OB = -66, esto es, 0 estd también en 1a
mediatriz de AC. ':‘

Tenemos entonces gue las tres mediatrices de un triangulo se
intersectan en un punto, Este punto es eguidistante de los
vértices y por lo tanto es el centro del circulo que pasa por los
vértices del triangulo.m

Al punto de interseccién de las mediatriceé se le llama
circuncentro y a la-circunferencia gue pasa por los vértices se
_le llama circunferencia circunscrita. Este teorema nos garantiza
la existencia de un circule circunscrito y tambi&n que éste es
Ghico, ya gue el circuncentroe es Gnico.
Bisectriz: Si D estd en el interior .del <BAC y «BAD = «DAC,
entonces '1;3 bisecta al «<BAC, y A_D) se llama la bisectriz del <£BAC.
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Figura 79 N
TEOREMA 21.- Todo .punto en la bisectriz de un &ngulo es

equidistante de sus lados.
DEMOSTRACION

) Figura 80

_—
Sea a el &ngulo formado por las rectas AB y AC. Sea D un

punto enh la bisectriz del ««x.

. — —
Trazamos desde D las perpendiculares a las rectas AB y AC.

Consideramos los triangulos DAB y DAC:
«DAB = ¢<DAC (por estar D en la bisectriz del «a)
«DBA = «DCA = 90° (p.or hipétesis).
ab = E, lado comin. ’
Por ALA los triangulos ABD y ACD son, congruentes y 5}5 = _D_E.
‘Por lo tanto, D és equidistante de ,ﬁ Yy IE” =
TEOREMA 22.- Teodo punto equidistante de los lades de un angulo

estd en la bisectriz del dngulo.
DEMOSTRACION

Sea D un punto eguidistante de las rectas ) ¥y AC.
consideremos los tridngulos ABD y ACD.

DC = DB peor hipétesis

<ABD = <ACD = 90°
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Figura 81

2D = A_D, {lado comfin). .
Los tridngulos son recténgulos, entonces por el teorema de
Pitagoras gue demostraremos mas adelante:

En AADC, ADZ = DC2 = ACR.

En AADB, AD? - DB2 = AB2,

Por lo tanto, AC2 = ABRZ2 y AC = 1B.

Entonces por LLL los tridngules ABD y ACD son congruentes y
ZBAD = <DAC. Con lo cual queda denostrado que ﬁ es bisectriz del
ZBAC. m o
TEOREMA 23.~ Las tres bisectrices de los énguios interiores de un
tridngule se intersectan en.un punto.
DEMOSTRACION

8

Figura 82
Sea ABC un tri&ngulo. Sea O el punto de interseccién de las
bisectrices del #A y el «B. .
Trazamos desde O las perpendiculares a los lados E, E, EZ,-
sean L, M, N los pies de las perpendiculares respectivamente. El
punto O tiene la propiedad:

oL = ON {por estar O en la bisectriz del <A)
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oL = oM (por estar O en la bisectriz del «B),
por lo tanto oM = ON.

Entonces O estd también en la bisectriz del «C, con lo cual
'queda demostrado que las tres bisectrices se intersectan en un,
punto.s '

El punto de interseccién de las bisectrices Intericres del
tridngulo se llama incentro.’

Asi como el circuncentro es el centro de la circunferrencia
que pasa por los tres vértices del tri&ngulo, el incentro es el
centro de una circunferencia gue toca en un punto a cada uno de
los lados del tri&dngulo.

TEOREMA 24.- Dado un triéngulo, existe una circunferencia cuyo
centro es el incentro del tridngulo y gque es tangente a los tres

lados del mnismo. - A
DEMOSTRACION

8 <
Figura 83 M

Sea ABC un tridngulo, © su incentro y L, M, N los pies de

las perpendiculares trazadas desde 0 a los lados_A—ﬁ, _BE,y EK
respectivamente. v )

Trazames la circuntere_ncia con cgntro en O y gue pase por N.
Ya que ON = OL = 6?4, 1a. circunferencia pasa' también por L y M.
Esta circunferencia es tangente a los lados del tridngulo por lo
siguiente:

consideremos en la figura anterior el radio on Yy el lado ac.
Por hipétesis ON es perpendicular a ;é; como la distancia méas
corta de un punto a una recta es el segnento determinado por el

pie de la perpendicular y el punto (_OTJ), entonces la distancia
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desde 0 a cualguier otro punto de E es mayor gue aﬁ Yy ya que _ﬁ
es el radio de la circunferencia, ésta no puede intersectar a E
en ningin otro punto. .

En los otros dos lados ocurre lo mismo, por lo tanto la
circunferencia es tangente a los tres lados del tridngulo.

La circunferencia tangente a los tres lados del tridngulo
cuyo centro es el incentre se llama circunferencia inscrita.

Obsérvese que en todo momento hemos hablado de las
bisectrices interiores del triangulo, gpor gué?.

Dos rectas que se cortan.en un punto V determinan dos
&ngulos suplementarios o y B. .

Figura 84
En la figura las rectas & y b determinan los &ngulos o y’8,
gque son supiementarios. :
En general, consideraremos un tridngulo como la figura
formada por tres rectas gue se cortan dos a dos.

Figura 85
Estas tres rectas nos determinan seis &ngules, tres que son

interiores al tri&ngulo y tres que son exteriores al mismo. Asi
como los &ngulos interiores tienen bisectriz, 1los &ngulos
exteriores también; por 1o tanto, tenemos tres bisectrices
interiores y tres bisectrices exteriores.
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Hemos visto gue las bisectrices interiores concurren en®el
incentro que es equidistante de 1los lados del tridngulo.

Figura 86
- En la figura se aprecia claramente gue las tres bisectrices
exteriores no son concurrentes ya gque forman un triéngulo. Dos
bisectrices interiores y una exterior no pueden ser concurrentes,
‘ya qgue las interiores se intersectan en le incentro y este punto
estd dentro del tridngulo; en cambio las tres bisectrices
exteriores esté&n fuera del tridngulo.
Solamente nos queda analizar el caso de dos bisectrices
exteriores y una interior.
TEOREMA 25.- En un triangulo cualguiera las bisectrices de des

dngulos exteriores y la del tercero 1nter:.or, son concurrentes.
DEMOSTRACION

Ssean a, b, c los lados de un triéngulo cuyos vértices
opuestos son A, B, C respectivamente.. Sea 0 el punto de
interseccién de las bisectrices exteriores del «A y el «C.

Sean C’, Af, B' los pies de las perpendiculares desde 0
hasta ¢, a, b respectivamente.

47



Figura 87
El puntec © tiene la propiedad:

OC’ = OB’ porque 0 estd en la bisectriz exterior del <A.
BF = -OB—’ porgque 0 estda en la bisectriz exterior del «C.

Por lo tanto, O_C_’ = BT", asi{ que O es eguidistante de los
lados del «B. '

', Ya que las tres bisect}'icas exteriores no son concurrentes,
la bisectriz .del 4B que pasa por O debe ser la bisectriz del
angulo interior.s .

Al punto de interseccién de dos bisectices exteriores y una
interior se le 1llama excentro, y es el centro de la
circunferencia tangente a los tres lados del tridngulo. Esta
circunferencia se 1lama excircule y toca exteriormente a dos
lados del tridngulo (a y ¢ en la figura) y al tercero en un punto
del segmento determinado por sus dos vértices correspondientes
(b). En un triéngulo hay tres excentros (0, O, y 0;) Y en
consecuencia tres excircules.
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Altura: Es la recta que pasa por un vértice v es perpendicular al
lado opuesto & a su prolongacidn.
TEOREMA 26.- Las alturas de cualguier tridngulo se intersectan en

un punto.
DEMOSTRACION

Figura 88 a
Sean E, BM Yy CN las alturas del AABC.
Trazamos por A la paralela a E, por B la paralela a ac Yy por €
"la paralela a AB. C ’

Sea A’B’C’ el triangule formado por estas rectas, Hay que
demostrar gque las alturas del AABC son las mediatrices del
AR’B’C’.

Por construccidn:

C’B’ I BC, C’A’ b AC, A'B’ Ul BA

entonces las siguientes rectas son perpendiculares:
ALLC’B!, BMIC/A’, CNIA’BI. ‘

Solamente falta demostrar que cin = A_B—'_, o'l = EA—’, arc =
CB’. Consideremos los tridngulos BCA’ y ABC:

E = E—C. {lado conmin)

ZABC = (BCA’ (porgue BA ! A’C)

ZACB = «CBA’ (porgue AC i BA’),
por lo tanto ABCA’ = AABC y:
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e = BA7, BA = A7C. _

Consideremos los triingulos ABC y C/AB: por razones anilogas
a lo anterior:

AABC = AC’AB y:

BC = C’A, AC = C’B.

‘Tanbién ARBC = AAB‘C y:

BC = ABf, BA = CB’.

De estas seis igualdades obtenemos que:
CA” = AB’; C'B = BA’; A'C = CB'.

Entonces E, B_M-, CN son laé perpendiculares por los puntos
medios de los lados W, C’—A' A'B’ del AA’B/C’; o sea, las
mediatrices del mismo. .

Pero las medlatrices de un +tridngulo son concurrentes
(teorema 16), por le fanto, E, BM N'd &, alturas del” AABC son
concurrentes . s

El punto de interseccién de las- alturas se 1lama ortocentro.
TEOREMA DE PITAGORAS :
TEOREMA 27 El teorema de Pitégoras enuncia lo siguiente:

En un triangulo rectangulo, la suma de los cuadrados dé los
catetos es igual al cuadrado de la hipotepusa. .
se le llama hipotenusa al lado opuesto al angulo recto y se _'Les
llama catetos & los lados opuestos a los dngulos agudos.

A

c < B
Figura 89
a, b: catetos y c: hipotenusa a? + b2 = ¢2,
Observacién: En la demostracién del teorema de Pité&goras, al
hacer mencién de algGn segmento nos referimos a la longitud del

mismo. Por ejemplo: b es la longitud del segmento Ac.

Se traza la altura CD.
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Sea r la longitud del segmento 2D,
Sea ¢ - r la longitud del segmento DB.
Congideremos los tridngulos rectdngulos ACD y CBD que son ambos

semejantes al AABC.
DEMOSTRACION AL TEOREMA DE PITAGORAS

Figura 90

AABC « AACD (por el teorema angulo-ér{gulo):
ic 1D . b r
-— = —, es decir, —=Bwb2=rc
AB  AC ¢
AABC = ACBD por el teorema dngulo-&ngulo:
CB AB a c
— = —, es decir, — = -2 a?=c¢c? - rc
DB CB ¢-r 4

Sumando: a® + b2 = ¢ - pe + re = c? que es lo gue se queria
demostrar.a .

El reciproco del teorema de Pitigoras es también cierto.
TEOREMA 28.- Si el cuadrado de un lado de un triaéngulo es igual a
la suma de los cuadrados de los otros dos lados, entonces el
tridngulo es un tridngulo rectdngulo, con su dngulo recto opuesto

a su lado mis largo.

‘DEMOSTRACION
t
8
a 3 a 4
t
& v A ¢ &

Figura 91
Sea AABC y a? + b2 = 2, como en la figura. Sea AA'B’C’ un
tridngulo rectangulo con catetos a y b e hipotenusa d. Entonces,
¢ = d, porgue ‘d? = a? + b2 = (c%. Por el teofcma LLL, AABC =
AA'B’C’,. Luega «C = 2C’. Como el «C’ es recto, lo es también 31

P{s }
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Ejemplo- 1: Calcular el valor de x en el siguiente tri&ngulo

rect&ngulo.
5
]

X

Figura 92
Solucidn: 12 + x2 = 52
1+ X2=2508x2_ 55 _ 1 %2 =24sx=1{24=02]56.
Nota: En estos casos se considera solamente la rafz cuadrada
positiva por tratarse de una distancia.

Ejemplo 2: Calcular el valor de ¢ si a = 3my b = 4m

b
Figura 93
Solucién: ¢ = a2 + b2 » c% = (Im)2 + (4m)2 » c® = 9 + lem?
¢2 = 25m® » c = {25m = 5m
Vamos a utilizar algunos de 1los teoremas vistos y
demostrados hasta aqui para enunciar algunos corolarios.
COROCLARIO.- En un triangulo rectdngulo, el ortocentro es el

vértice que contiene el &ngulo recto. 1
DEMOSTRACION

Figura 94
Sea el AABC.
La altura del vértice A es la recta AC, por ser ACLBC.

La altura del vértice B es la recta BC, por ser EE.LE
La altura del vértice C es la recta CD.
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El Gnico punto en donde se intersectan las tres alturas es
C. Por lo tanto, ei vértice que contiene al &ngulo recto (C) es
el ortocentro.w
COROLARIC.- En un tridngulo rectinguleo, el cirxcuncentro es el
punto medio de la hipotenusa.

DEMOSTRACION a
LJ\ La
i)

L o
\‘.

N\
8 ———tC
Figura 95

Sea AABC, siendo M, .N, P los puntos medios de los lados ﬁ,
_B_C Yy E, respectivamente.

La mediatriz de AC es la recta L;, siendo L; I BC por ser
ambas perpendiculares a Ac.

' Entonces, si L, corta a AC en su punto medio, corta también
a AB en su punto medio, es decir, en M, siendo AAMN = AABC,

La mediatriz de BC es la recta L,, siendo L, I AC por ser
ambas perpendiculares a BC. Entonces si L, corta a BC en punto su
medio, también corta a AB en su punto medio, es decir, en M,
siendo ABMP = AABC.

La mediatriz de AB es la recta L, que obviamente pasa por M.
Entonces la interseccisn de las tres mediatrices es el punto M,
siendo por lo tanto, al circuncentro el punto medio ae la
hipotenusa.m ’

COROLARIO.-La longitud de la mediana correspondiente a 1la:
hipbtenusa de un trifngulo rectingulo es igual a la mitad de 1la

longitud de la hipotenusa.
DEMOSTRACION
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Figura 96

Sea el tridngulo rectangulo ABC y sea cM la mediana
correspondiente a la hipotenusa AB.,

—_ o —
Hay que demostrar que CM = EAB

Construceién auxiliar: MD Il AC

consideremos los triéngulos rectingulos CMD y BMD.

eD = Eﬁ, por teorema 13.

£CDM = (4MDB = 90°, por ser EEJ.E

MD = MD lade comfin.

Entonces, por LAL, ACDM = ABDM.

f’or lo tanto, cH = EB— = E

como AR = AM + MB .

Sustituyendo: AB = AM + AM = 2AM = 2CH

Por lo tanto: CM = %ﬁ-

COROLARIO.- En un trifingulo equil&dtero, la mediana, la meditﬁiz,
la altura y la bisectriz que parten de un vértice, son la miéma

recta.
DEMOSTRACISN a

D
Figura 97
Sea AABC egquildtero y sea AD la mediana del vértice A,
Consideremos los tridngulos ABD y ACD.
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BD = DC por hipétesis

AD = aD lado comGn
AB = aC por hipétesis

Entonces por LLL, AABD & AACD.
Por lo tanto, <BAD = 4CAD y «<BDA = 4CDA = 90°,

Como «<BDA es recto, entonces ﬁ es la altura de BC. como
«BDA es recto y D es el punto medio de E, entonces }\B es la

mediatriz de BC.

Como #BAD = £ACD, entonces AD es la bisectriz del ZA.

Por lo tanto; la mediana, la mediatriz, la altura y la
bisectriz gue parten del vértice A son la misma recta,m
‘ De la misma manera se puede de demostrar con los otros
vértices.
COROLARIO.~ En un tridngqulo isdsceles, la mediana, la mediatriz,
la altura y la bisectriz que parten del vértice opuesto al lado

desigual, son la misma recta.
DEMOSTRACION

. [

Figura 98
Sea el triangulo is6sceles ABC, con AB = 1_36, y la mediana
AD. Ia demostracién se hace de la misma manera que la del
corolario.s
COROLARIO.- Si en un tridngulo rectdngulo se traza una altura a
la hipotenusa dividiéndola en dos partes (no necesariamente
iguales); entonces la longitud de la altura es igual a la raiz

cuadrada del producto de estas partes.
DEMOSTRACION
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Figura 99
Sea el AABC rectingulo y sea EE la altura trazada desde C.
Hay que demostrar gque:

h = JE .cB = -lr(c - r)
Consideremos los triingulos rectingulos ACD y BCD
En el tridngulo ACD: h® + r2 = b2, por el teorema de Pitdgoras.
pespejando; h2 = b2 - r? (1)
En el tridngulo BCD: Hh2 + (c-r)2 = a2, por el tecrema de
Pitdgoras )
Despejando: h?® = a2 ~ (c-r)? = a% ~ {c®-2cr+r?) =’
.o a? - c? + 2cr -~ 1r? (2)
Restando (1) - (2): 0 = b® - r% - a2 + ¢c2 <2¢cr + r?
0 =b? ~ a2 + ¢ = 2cr (3)
En el tridngulo ABC: ¢? = a2? + b?, por el teorema de Pitdgoras.
Despejaﬁdo: b2 = ¢ -~ a? (4)
Sustituyendo (4) en (3): 0 = b2 + b2 - 2cr = 20 - 2cr = 2(b%-cr)
Despejando: b? = cr (5)
sustituyende (5) en(l): h = cr - r2 = r(c-r)
Extrayendo raiz cuadrada: h = drie = ry

Por lo tanto: h = »IXB 4 BE

Ejemplo: Calcular los lados Ac vy CB del AABC si AD = Sm v DB =
28,8m siendo ABC un tridngule rectdngule.
Solucién: Por el corolario anterior: h = 45(28.8 = 144 = 12

i

En el AACD: b2 = h2 + 25 = 144 + 25 = 169, por lo tanto, b = {169
=13
En el ARCD: a2 = h2 + (28.8)% = h? + 829.44
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Figura 100
a% = 144 + 829,44 = 973.44

por lo tanto, a = {973.44 = 31.2
Comprobacién: En el ARBC: 42 + b? = ¢?
(31.2)2 + (13)2 = (5+28.8)2 = (33.8)2 » 973.44 + 169 = 1142.44 »
1142.44 = 1142.44
VI Ejercicios: )
Calcular el lado que falta si a, b son catetos y c es la
hipotenusa.

1) a=6, b=28 ° 6) b=35, c =9
2) a=12, ¢ = 13 7) a =27, b =22
3) b=21, ¢ = 29 8) c =465, a=7
4) a=2, b=4 9) ¢ =485, b =09
S) a=13, =7 18} a = 3x, b = 2y

11) Se cuenta con una escalera de 25m. de longitud y se desea
subir al extremo de una torre de 10m. de altura. ¢A gué distancia
se necesita colocar la base de la escalera para que el otro
extremo coincida con la punta de la torre?

12) Se tiene una superficie en forma de tridngulo retdngulo. Sus
catetos miden 300m, y 80m.?

a) gCudnto mide su perimetro?

b) ¢Cudnto mide la altura trazada a la hipotenusa?

13) En el sigulente tridngulo rectadngulo, determinar las
longitudes de a, b y h. ‘

Figura 101
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14) En el -siguiente tri&ngulo rectangulo, determinar las
longitudes de h y x.

Bem,

12 cm,

Figura 102
15) En el AABC, el punto D es el incentro. Si <A = 58° y (B =
70°. Determinar el valor del «BDC

a [
. Figura 103
16) En la figura a continuacién, Q es el baricentro del AABC.

<

Fs
n /\B
Figura 104
a) Si AE = 9; ¢(Cudnto mide Ké?
b) Si QD = 5; ¢Cusinto mide CD?
¢) 81 BQ = 12; :Cuanto mide QOF?
d) si E = 4; ¢Cudnto mide Xé?
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17) En el tridngulo recdngulo ABC, sea HG la mediatriz del lado
AC. Si GC = 4 y BB = 10, determinar la longitud de GH.

A = <

Figura 105
18) Si el AABC es rectangulo, determinar la distancia del
~ortocentre al circuncentro.

< TTiga
Figura 106
19) Si el AaBC es equilétero, determinar la longitud de cada lado

si la mediana AD mide 24d3m.

Figura 107
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20) Si el AABC es isdsceles, AB = AC = 13cm, la bisectriz D =
4{10cm. Determinar la longitud de BC.

A
8 5—¢
Figura 108
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IV POLIGOMOS

DEFINICION.~ Se llama poligono a la porcifn de plano limitada por
una curva cerrada.

Un poligono es convexe si todos sus dngulos interiores son
convexos {menores de 180°). Si un poligono tienen al menos un’
&ngulo interior céncavo (mayor de 180°), entonces es cdncavo.

e B ) ] '
£ G
[ 8 4 5
Poligono convexo Poligono céhcavo
) <F, 4G>180°
Figura 109

Los lados y vértices de la poligonal son los lados y
vértices del poligono.
Angulos internos o interiores de un poligono, son los formados
por cada dos lados consecutivos.
kngulos exteriores o externos de un poligono son los &ngulos
adyacentes a los interiores, obtenidos prolongando los lados en
un mismo sentido.
En la figura siguilentes tenemos:
Los lados del poligono son los lados de la poligonal: KI;, EE, ?:':S,
etc. El nfimero de lados del poligono es igual al nGmero de
&ngulos y vértices. La linea poligonal gue limita al poligono se

llama contorno.
Perimetro de un pollidono es la longitud de su contorno, es decir,

la suma de sus lados.
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Angulos internos Angulos externos

ZABC £DEF £1 24

' ¢BCD ZEFA 22 5

4CDE <FAhB 23 £6
Figura 110

En la figura anterior: Perimetro = AB + BC +'CD + DE + EF + ;‘X

CLASIFICACLION DE LOS POLIGONOS. .

Un poligono equildtero es el que tiene todos sus lados iguales.
Un poligono equidngulo es el que tiene todos sus angulos iguales.
Un poligono regular es el gue tiene todos sus lados y énqulos
iguales, es decir, es eguilatero y equiédngulo.

DIAGONAL.- Se llama diagopal al segmente determinade por dos
vértices no consecutivos.

En la figura; AC Yy Fﬁ son diagonales

. ; Figura 111
TEOREMA 29.- La suma de los &ngulos interiores (5j) de un
poligono convexo es igual a tantas veces 180° como lados menos
dos tiene el poligono.
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DEMOSTRACION
<A, «B, «€, etc. son los &ngulos interiores de un poligono

convexo de n lados.

Contruccién auxiliar. Desde un vértice cualguiera, tracemos todas
las diagonales gue parten de ese vértice, El poligono quedara
descompuesto en n -2 tridngulos. La suma de los 4&ngulos
interiores de los n - 2 trifngulos es igual a la suma de los
&ngulos interiores’ del poligeno. La suma de los &angulos
interiores de cada tridngulo vale 180°.

Figura 112
Como el nfimere de tridngulos en que se ha descompuesto el
poligono de n lados es n - 2 resulta:
S; = 180°(n - 2).m
Ejemplo:
Aplicando la f£érmula al poligono de esta figura tenemos:
S; = 180°(6 - 2) = 720°

VALOR DE UN ANGULO INTERIOR DE UN POLIGONO REGULAR.

Como el poligono regular tiene todos sus dngulos interiores’
iguales, el valor Y"i" de unho de ellos lo hallaremos dividiendo la
suma entre el nGmero ''n" de angulos.

Si
i=_=
n

: . 180°(n « 2)
Y como S; = 180°(n - 2), resulta: i =————1;————n-

TEOREMA 130.- La suma de los &ngulos exteriores (S.) de todo
poligono convexo es igual a 360°,
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DEMOSTRACION .

Figura 113
21, 22, ete., son los &ngulos exteriores de un poligono

convexo de n lados.

El &ngulo exterior y el angulc interior en cada vértice,
suman 180° por ser adyacentes. Multiplicando este valox por el
namero de vértices "n", tendremos la suma de todos los édngulos
interiores, mds la suma de todos los &ngulos exteriores, es
decir:

Sj + Se = 180°n de donde Sp = 180°n - Sj, pero S; = 180°(n - 2).
Sustituyendo S = 180°n - 180°(n - 2)

) Seg = 1B0°n - 180°n + 360°

Por lo tanto, Sg = 360°.

VALOR DE UN ANGULO EXTERICR EN UN POLIGONO REGULAR.

Como todos los angulos interiores de un poligono regular son
1gua1es, los exteriores tambié&n lo seran., Para hallar el valor de
g de un &ngulo exterior, dividiremos la suma de todos ellos
entre el nGmero de &ngulos que hay. Es decir:

Se 360°

e = -, y como Sg = 360°, resulta: e = .n
n n

TEOREMA 31.- El nimero de diagonales que pueden trazarse desde un
vértice es igual .al nimero de lados menocs tres.
DEMOSTRACION

Sea ABC... un poligono de n lados; d = nimero de diagonales

desde un vértice.
Si desde un vértice cualquiera se trazan teodas 1las
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diagonales posibles, siempre habra tres vértices a los cuales no
sa puede trazar diagonal: el vértice desde el cual se trazan y

los dos vértices contiguos. ¢
0

) g
Figura 114

Como el nlmerc de vértices es igual al nimero de lados n,
resulta: d = n - 2
Ejemplos )
Aplicando la férmula al pentigono de la figura resulta;
d=5 -3 =2, :
TEOREMA 32 Si n es el nGmero de lados del poligono, el nGmero
total de diagonales D, que pueden trazarse desde todos los
vért-ices, asta dado por la férmula

_ n{n - 3)
3 .
DEMOSTRACION
15
E c
A B
Figura 115
. Sea ABC.,. un poligono de n lados y sea D = nlmero de

diagonales. Desde un vértice pueden trazarse n -3 diagonales.
Come hay n vértices, el nGimero de diagonales serd n{n - 3). Pero
como cada una une dos vértices, de esta manera hemos contado
doble nGmero de diagonales. Luego
p=nn=3
2

Ejemplo:
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Aplicando la £

VII Ejercicios
1.- Hallar la
2.- Hallar la
3.~ Hallar la
4.~ :Cudl es
540°7?

5.~ ¢sCudl es
1260°7?

6.— ¢Cuil es
1800°7?

7.=- Hallar el

6rmula al pentdgono de la figura
5(5 = 3),
2

]

suma de los &ngulos interiores de un cuadrado.

suma de los &ngulos interiores de un octdgono.

suma de los angulos interiores de un pentégono.

el poligono cuya suma de &ngulos interiores vale

el poligono cuya suma de &ngulos interiores vale

el poligono cuya suma de &ngulos interiores vale

valor de un &ngulo interior de un hex&gono reguiar.

8.~ Hallar el valor de un d&ngulo interior de un dodecdgono

‘regular.
9.~ Hallar el

valor de un angulo interior de un decagono regular.

10.~ Determinar cudl es el poligono regular cuyo &ngule interior

vale 135°,

11.~ Determinar &l wvalor de un &ngulo exterior de un decigono

reqular.

12.,~ Determinar cudl es el poligono cuyo é&ngule exterior vale

60°,

13.- Determinar el n(mero de diagonaies gue se pueden trazar

desde un octégono.
14,- Determinar el nimero de diagonales que se pueden trazar

desde un endecigono.
15.~ Determinar el nGmero total de diagonales que se pueden

trazar desde un eptagono.

16.~ Determinar el nfimero total de diagonales que se pueden
trazar desde un icosagono.

17.- ¢Cudl es el poligono en el cual se pueden trazar 20

diagonales en
18.- gCudl es
diagonales en

total?
el poligono en el cual se pugden trazar 35
total?
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V CUADRILATEROS

DEFINICION.- Un cuadrilidtero es un poligono de cuatro lados.
Lados opuestos.~ Son los gue no tienen ningin vértice comn.
Lados consecutives.- Son los que tienen un vértice comin.
Vértices 'y dnqulos opues'tos.— Vértices opuestos son los que no
pertenecen a un mismo lado. Angulos opuestos son los gue tienen
vértices opuestos.

<

Figura 116

AB Yy C—D,' AD y BC son pares de lados opuestos.

;\-B- y EE; BC Y E; EE Y ﬁ; pa ‘y }\-E,' son Ppares de lados
consecutivos A y €C; B y D son pares de vértices opuestos.

SUMA DE LOS ANGULOS INTERIORES.~ La suma de los dngulos
interiores de un cuadrilatero vale 360°.

Esto se puede demostrar por el teorema gue nos dice que la suma
‘de los dngulos interiores de un poligono es S; = 180°(n - 2). En
este caso observamos que n = 4, por lo tanto,

83 = 180°(4 - 2) = 360°.

DIAGONALES DESDE UN  VERTICE.- Desde un vértice de un
cuadrildtero, sélo se puede trazar una diagonal.

En efecto, el nimero de diagonales desde un vértice en un
poligono, estd dado por la férmula: d = n - 3. En este caso, n ="
4, por lo tanto, d = 4 - 3 = 1.

NOMERO TOTAL DE DIAGONALES.- El nimero total de diagonales que se
pueden trazar en un' cuadrildtero es 2.

En efecto, el nimero total de diagonales de un poligono, estd
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L nin - 3
dado por la férmula: D = —L—E———l.
Como se tratal de un cuadrildtero, tenemos que n = 4, por lo

4(1
tanto, p=—-(2—)—= 2.

CLASIFICACION DE LOS CUADRILATEROS
Los cuadrildteros se clasifican atendiende al paralelismo de

los lados opuestos.
Si los lados opuestos son paralelos dos a dos la figura se llama

paralelogramo.
En la figura: AB i CD y AD I BC

o <
|4 < [/ £
D[—T
A & 8 A A R 8
Figura 117 .

Cuando s51o hay paralelismo para un par de lados opuestos,
. la figura se llama trapecio.
. Tenemos dque : AB I CD pero }5 no es paralelo a BC.

Figura 118
CLASIFICACION DE LOS PARALELOGRAMOS

Rectdngulo.- Tiene los 4 dngulos iguales y los lados consecutivos
desiguales,
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En la figura <A = «B = £C = «D

Figura 119

Cuadrado.- Tiene los 4 &Sngulos iguales y los 4 lados iguales.
En la figura: <A = B =

£C = DB, XE = EE = EB = BK.
b <

[ 8

Figura 120 -
Romboide.~ Tiene los lados y los &ngulos contiguos desiguales.
Tenemos ques: <A # <B; KE # EE

0
C
[
g
Figura 121
Rombo.-~ Tiene los 4 lados iguales y los &ngulos contiguos
degiguales. ’

En la figura: AB = BC =0D = BK, Zh ® £B

<

A
Figura 122
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CLASIFICACION Y ELEMENTOS DE LOS TRAPECIOS

Los trapecios se clasifican en ; recténgulos, isésceles y
egcalenos.

Los rectdngulos son los que tienen dos &ngulos rectos. Se
llaman isdsceles si los lados no paralelos son iguales. Escalenos
son los gue no son rectangulos ni isdsceles.

8 [ 8 A B
Ksc'hsc-zlq 41.564‘-2\‘\0
Figura 123

8 Yecfo’.ngﬂo
ELEMENTOS.~ Los lados paralelos se llaman bases y como son
desiguales, unc es la base mayor y otra la base menor.

La distancia entre las bases es la altura del trapecio. El
segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos se
llama base media y tiene la importante propiedad de que es ig'ual
a la mitad de la suma de las bases. También se le suele llamar

paralela media.

Figura 124

A_};: base mayor, DC: base menor, EE: altura y MN: base media.
PROPIEDADES DE LOS PARALELOGRAMOS

lLas propiedades que tienen los paralelogramos se demostraran
a partir de los siguientes teoremas:
TEOREMA 33.- Todo paralelograme tiene sus lados opuestos iguales.
DEMOSTRACION
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Figura 125

Sea ABCD un paralelogramo. Hay que demostrar gque aB = DC 3’4

BC = AD.
Trazo auxiliar: Se traza la diagonal ac y se forman 1los
trifngulos AABC y AADC, que tienen el lado AC comn.
En AABC y AACD tenemos
Ac = AC por ser lado conmin,
#CAB = 4DCA, por ser angulos alternos internos entre AB I ©D
<DAC = £ACB, por ser ingulos alternos internos entre aD I BC
Por lo tanto, AB = CD y BC = AD por oponerse a &ngulos en
trisngilos congruentes.a ‘
El reciproco de este teorema se puede enunciar en el
siguiente teorema:
TEOREMA 34.- Si cada par de lados opuestos de un -cuadrilétero son
. iguales, también son paralelos y el cudrilitero es un
paralelogramo. '
DEMOSTRACION
En el cuadril&tero ABCD se verifica: AB = EE; AD = BeC.

C

Figura 126

Hay que demostrar que AB I DC y AD 1 BC.

Trazo auxiliar: Se traza la diagoqal AC formindose los trifngulos
AABC y AADC.

En los tridngulos ABC y ACD: AB = DC y 7D = BC, por hipétesis.
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AC = AC por ser lado comn.
Luego: AABC ¥ AADC, por LLL

Por tanto: «CAB = sACD y «ACB = <DAC por ser &ngulos
opuestos a los ladeos iguales en tridngulos .congruentes.

Por tanto: ITB_ It EE y ;\—E It _BE por formar #angulos alternos

internos iguales con la diagonal ac.
Por lo tanto: ABCD es un paralelogramo.w
TEOREMA 35.~ Todo paralelogramo tiene iguales sus é&ngulos
opuestos.
DEMOSTRACION
En el cuadrildtero ABCD se verifica: AB = DC; AD = BC.

A (¢]
Figura 127

Hay gque demostrar que: <D = ¢B; <DAB = 2DCB.
.Como ya se comprokd en el teorema anterior que AABC ¥ AADC, y que
ZCAB = (ACD y que <ACB = /DAC, entonces: ’
£DAC + «CAB = £ACB + <ACD, suma de cantidades iguales
Pero: «<DAC + «4CAB = <DAB y <ACB + «<ACD = «DCB
Por lo tanto: <DAB = <DCB
Por lo tanto: «B = «D por ser &ngulos opuestos a lados iguales en
triéngulos congruehtes.-
TEOREMA 36.- Dos &ngulos consecutivos de un paralelogramo son

suplementariocs.
DEMOSTRACION

Figura 128
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En el paralelogramo ABCD, hay gue demostrar que:

£h + 2B = 4B + 4C = 4C + «D = «D + <A = 180°.
Como ya se comprobdé en el teorema anterior:
Zh = 2C y 4B = . (1)
Como -la suma de los &ngulos interiores de un cuadrildteros
es igual a 360°, entonces: <A +«4B + 2C + <D = 360°.

Sustituyendo de (1): #4h + 4B + £A + 4B = 360°
» 2<4A + 24B = 160°
» 2(cA + <B) = 360°
s A + 2B = 3—6-91
2

Por lo tanto <A + «B = 180°.

De la misma manera se puede demostrar para las otras tres
igualdades.w
TEOREMA 37.- En todo paralelogramo las diagonales se intersectan

en el punto medio.
DEMOSTRACION

Figura 129

Sea ABCD un paralelogramo cuyas diagonales ac Y .B_D se cortan en
el punto 0. Hay gue demostrar que: A0 = 6?: Y que .15 = oD.
En los tridngulos AOB y COD:

BB = C_D por ser opuestos de un paralelogramo
(BAO = DOC y <OAB = -0DC por ser &ngulos alternos internos

. Por lo tanto, AAOB =& ACOD por ALA. Por lo tanto, A_5 = oc y

también BO = OD.mw

PROPIEDADES DEL: RECTANGULO.

TEOREMA 3B.- Todo 4ngulo interior de un rectingulo mide 90°,
DEMOSYTRACION
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Pigura-130
Sea ABCD un rectangqulo. .
Como sus 4 &dngulos son iguales (por definicidn), entonces,

o

cada uno de allos mide

= 90°,.

" Por 1lo tanto: «A = ¢B = £C = <D = 90°.n
TEOREMA 39,- Todo &ngulo exterior de un rectdngulo mide 50°.
DEMOSTRACION.~ En efecto, si la suma de los &ngulos exteriores es:

360° ¥y en el rectdngulo los 4 &ngulos son iguales, resulta que 6

360°
= 90°.»
4

cada uno valdra

2 4

P h

Figura 131

TEOREMA 40.~ Las diagonales de un rectingulo son iguales.

DEMOSTRACION
] [+

Figura 132
Sea ABCD un rectdngulo, Y sean ac Y BD sus diagonales.
Consideremos los tridngulos rectdngulos ABC y ADC.
KE = SE b4 BC = AD por ser lados opuestos de unh rectingule, gue es
a su vez un paralelogramo.
Como AC® = ABZ + BC? y DB2 = Da® + XEZ, (Teorema de Pit&goras),

entonces sustituyendo: DB2 = BC2 + AB2 = AC?
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Por lo tanto: DB = AC.=

PROPIEDADES DEL ROMBO .
TEOREMA 41.~ Las diagonales del rombo son perpendiculares.
DEMOSTRACION o

Figura 133
Sea ABCD un rombo, y sea O el punto de interseccién de sus
diagonales ac Y DB. ’
considérense los' tridngulos AGD y DOC.
A0 = oC pues la diagonal DB divide a lalongitud AC en partes
iguales; . ’
AD = DC por hipétesis:
DO = DO lado comdn.
Entonceé, AAOD « ADbc y por lo tanto, DO es una mediana del AACD
>que es is6sceles, siendo ademis una mediatriz como ya se demostré
anteriormente. Por lo tanto: BDLAC.m
TEOREMA 42.~ Las dlagonales del rombo son bisectrices de los
&ngulos cuyos vértices unen. :

DEMOSTRACION . D
A <
(]

' Figura 134
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Sea ABCD' un rombo y sea O el punto de interseccién de sus
diagonales AC y BD. .

Ccomo ya se yié en el teorema anterior, el AACD es isésceles;
y por lo tanto la mediana DO es también una bisectriz del mismo.

Por lo tanto, DB es bisectriz del <ADC y del «ABC, y de la

. misma manera AC es bisectriz del <DAB y del <DCB.m

PROPIEDADES DEL CUADRADO

TEOREMA 43.- Los &ngulos del cuadrado son rectos.

DEMOSTRACIGN.- Se demuestra de la misma manera que el teorema 38
correspondiente al recténgulo

) C
R B
Figura 135

TEOREMA 44.- Cada &ngulo exterior del cuadrado vale 90°.
DEMOSTRACIGH.- Se demuestra de la misma manera que el teorema’ 39
correspondiente al rectangulo.w

2 <

A B

Figura 136
TEOREMA 45.- Las diagonales del cuadrado son iguales.
DEMOSTRACION . <

f 24

Figura 137

AC? = AB2 + BC2 y DB2 = DA2 + AB? por el teorema de Pitdgoras.
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Como DA = BC por definicién, entonces sustituyendo:

DB? = BCZ + AB? = AB2 = BC? + AC2. Por lo tantd: DB = AC.

TEOREMA 46.- Las diagonales del cuadrado son perpendiculares.
DEMOSTRACIGON: Se demuestra de la misma manera que el teorema 37
correspondiente al ronbo.s .

[ C
A g
Figura 138

TEOREMA 47.- Las diagonales del cuadrado son bisectrices de los
&ngulos cuyos vértices dnen. )
DEMOSTRACION.- Se demuestra de la misma manera que el teorema 38
correspondiente al rombo.mw

A 8
Figura 139

SECANTES A VARIAS RECTAS PARALELAS.- Si una secante corta a dos
-Fectas Ly, L, en los puntos A y B, entonces decimos que L, y L

determinan o marcan el segmentc AB en la secante.

e
a L

8 Ly
Figura 140

Supongamos que tenemos tres rectas dadas Iy, Ip, Ly y una-
secante que las intersecta en los puntos A, B, y C. si XE = E,

entonces decimos que tres rectas determinan segmentos congruentes
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en la secante.

Figura 141

PROPIEDADES DE LOS TRAPECIOS
TEOREMA 48.- Los &ngulos de la base de un trapecio is6sceles son

iguales.
DEMOSTRACION

[ 3 B

. Figura 142
Sea ABCD un trapecio isésceles. Trazo auxiliar: DE Il CH.
Se ha formado el paralelogramo DEBC
<DEA = /B por ser &ngulos correspondientes entre paralelas.
CB = DE Y CB = AD por definicién, entonces AD = DE.
Consideremos el AADE: <A = «DEA por ser &angulos opuestos a
los lados iguales. Por lo tanto, <A = «B.s
Este teorema tiene también su reciproco.
TEOREMA 49.- Si los &ngulos de la base de un trapecio son
iguales, el trapecio es isésceles. '
DEMOSTRACION

N < A
Figura 143
Sea ABCD un trapecio con «A = 4B, Trazo auxiliar: DE EE.
Se ha formado el paralelogramo DEBC.
«DEA = «B por ser #ngulos correspondientes entre paralelas.

sustituyendo sDEA = A,
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~ Consideremos el ADAE: a0 = EE', lados opuestos a &ngulos
iguales.
DE = BC por definicién. Sustituyendo AD = cB.
Por lo tanto, ABCD es un trapecio isésceles.m

PROPIEDADES ¥ TEOREMAS RELATIVOS A LOS PUNTOS MEDIOS Y PARALELAS
MEDIAS DE UN TRIANGULO Y DE UN TRAPECIO.

TEOREMA 50.~ Si por el 'punto medio de uno de los lados de un
trisngulo se traza la paralela a un segundc lado, esa paralela
pasa por el punto medio del tercer lado.

DEMOSTRACION . 8

C

Figura 144
81 en el AABC, M es el punto medio de AB y MN W AC hay que

demostrar que N es el punto medio de BC.

Considérense los tri&ngulos AABC y AMBN.

Zh = 4BMN; «C = «BNM por ser &ngulos correspondientes entre
paralelas;

<B = B &ngulo comln.

Entonces AABC ~ AMBN por &ngulo-&ngulo

— 1 — —_— 1
Como MB = -2——}\13, entonces BN = EB(_: y por lo tanto,: N es el punto

medic de EE,.-

TEOREMA 51.- El segmento que une 1os puntos mnmedios de un
tridngulo es paralelo al tercer lado e igual a la mitad de é&ste.
DEMOSTRACION

Si en el AABC, M es el punto medio de AB Y N el punto medio de

ESTA TESIS WO DRBE
SAUR DE LA BIBLIGTECA
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Figura 145

—_ — 1— 1—
BC, entonces BM = E‘BA Yy BN = -2~Bc.

. . 1
Esto significa que AABC = AMBN, por lo tanto, MN = EAC'
como estos dos tridngulos son semejantes entonces, MN I AC.
'TEOREMA S2.- El segmento gue une los puntos nedios de los lados
no paralelos de un trapecio es paralelo a las bases de éste e

igual a la mitad de su suma.
 DEMOSTRACION '

b
Figura 146 )

sea el trapecio ABCD, ¥ sean M el punto medio de AD Yy N el
punto medio de B,
Trazo auxiliar: DFLAB que corta a MN en el punto E, ﬁiA_B gue
corta a ﬁ en el punto G. )
comoﬁ=ﬁya= NB entonces ﬁll "A_By a su vez MN i DC.
Entonces ADME = ADAF y ACNG = ACBH

DH = WA » B = ZAF

_ 1——  — 1—
CN = —CB = GN = -HB
2 2

DC = EG = FH por construccion.
Entonces ﬁ = -X‘E + EG + a
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sustituyendo MN = EAP + FH +EHB
+DC+AB=0C +AF + FH + HB sustituyendo
DC + AB = FH + AF + FH + HB = AF + 2FH + HB,
bc +AB

1— — 1—
» = —AF + FH +—HB
2 2 2
—_— DC +AB
Por lo tanto, MN = ———.»

2

VIII Ejercicios:
1) Si ABCD es un paralelogramo, determinar los valores de X y de

Y.

. 5 4
\@ *“’E
A o " B

A =IX-20, B=Y, £=2X+ 10
p
QEC M Ec
. A []
8

AD = 2X, DC = 3Y + 8, AE = 2X + Y, AC = 30
BC = 7X - 25, AB = 5Y - 10 BE = 5X + ¥, BD = 24

Pigura 147
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2). En ‘los siguientes casos, si ABCD es un rombo,

valores de X y de Y,

D 3 b o<
X F¥+e
A 3x-F 8 A B
Figura 148
0 <
A 3

ZABC = Y, £CAB = 4X - 15, ¢/DAC = 2X + 15
Figura 149

determinar los

3) Si ABCD es un rombo, determinar los valores de X y de Y en-los

casos siguientes:

a) BC = 35, CD = 8X - §, BD = 5Y, «C = 60°
D) AB =43, AD=4X+ 3, BD=Y + 8, <B =
©) AB = 7X, AD = 3X + 10, EC = 7.

d) AB=X + Y, AD =2X - ¥, BC = 12 _
e) <B = 130°, fADB = 3X - 10, <A = 2Y
f) #ADB = 8X - 29, «CDB = 5X + 4, 4ABC =Y

R 8

Figura 150
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4) Si.ABCD es un trapecio, determinar los valores de X y de Y.

D <
Q9 D ¢ Y
f B_ n 8
Figura 151
A =X+ 5, <B=70° . <A = 3Y, «B = 2X + 10
2C = Y, £D = 2X = § <C = 9X + 5, 2D = 105°

5) SiL ABCD es un trapecio isésceles, determinar los valores de X
.y de Y en los siguientes casos:

) C
A
Figura 152
a) <A = 5X, «B = 3X + 20, <«C =Y
b) £A = 2X, 4B =Y, 4D = 3X
C) £«A = 2X + 10, <«B = 4X - 30, <D =Y
d) <6 =2X, 2C=7X, 2Db=Y

6) Determinar los valores de X y de Y si D, E y F son los puntos
medios del tridngulos ABC.

AC = X, BC = 25
Figura 153



7) Determinar AD si BC = 35 y MP = 40, siendo NP la paralela
media del trapecio ABCD,

x
=

Figura 154
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VI CIRCUNFERENCIA ¥ CIRCULO

DEFINICION: Se llama circunferencia al conjunto de puntos en un
plano gue equid%;tan de otro punto fijo llamado centro.

Se 1llama circulo a la regién del plano limitada por una
circunferencia.

Figura 155 )
En la figura, O es el centro de la circunferencia; A, B y .C .son

puntos de la circunferencia. OA es el radio de la circunferencia;

OA = OB = 0C = r. A la parte sombreada se le llama circulo. .
PUNTOS Y RECTAS NOTABLES EN UNA CIRCUNFERENCIA.

Cuerda: Es un segmento que tiene por extremos a dos puntos sobre
la circunferencia.

Figura 156
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En la -figura, 2B es una cuerda de la circunferencia.

bidmetro: Es cualguier cuerda gue pase por el centro, y es iqualv
a dos radios.

Figura 157

En la figufa, AB es un diimetro de la circunferencia.

Secante: Es una recta que intersecta a una circunferencia en'dos
- puntos. :

Figura 158
En la figqura, la recta que pasa por los puntes A y C es una
secante.

Tangente: Es una recta que intersecta a la circunferencia en un
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gnico punto, a tal punte se le llama punto de contacto o de
"tangencia y se dice que la recta y la circuferencia son tangentes
en dicho punto.

Figura 159
En la figura, la recta L es una tangente. El punto A es el punto
de contacto o de tangencia.

Arco: Sa denomina arco a cualquier porcién de la circunferencia y
™
se simboliza mediante .

~ 1
Asf, AB denota al arco AB. El arco de 1° es la 350 parte de

la circunferencia.

Figura 160
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TEOREMA 53. Una recta perpendicular a un radio en su punto de
tangencia es tangente a la circunferencia.

DEMOSTRACION

Sea L una recta perpendicular al radio oA ¥ sea Q un punto
cualquiera en L distinto de A.

Como OAQ es un tridngulo rectdngulo con hipotenusa 66, entonces
66 > OA. Por tanto, el fGnico punto de I que estd en 1la
circunferencia es A. Por lo tanto, L es tangente.s

Figura 161
TEOREMA 54. Toda tangente a una ecircunferencia es perpendicular
al radio trazado por el punto de contacto.
DEMOSTRACION La figura de la izquierda representa este caso

L

Figura 162

a8



exactamente como ocurre. La figura de la derecha ilustra la
demostracién ofrecida a continuacién,

Sea L tangente a la circunferencia en el punto Q. Supongamos que
L no es perpehdicular a 56. Demostraremos que esta suposicién
cohduce a uha contradiccién.

Sea F el pie de la perpendicular de 0 a L. Entcnces F=Q. Sea R un
punto del rayo opuesto a Fa tal que EE = Fa. Entonces AOFR =&
AOFQ, por Pitdgoras. En consecuencia OR =00 =1 y R estd en la
circunferencia. Por consiguiente, L corta a la circunferencia en
dos puntos en lugar de uno., Pero, esto es imposible, pues L es
una recta tangente a la circunferencia. Luegd, nuestra suposicién
es falsa y LLBE en Q como querfamos.s

DEFINICISN: Dos circunferencias son congruentes si tienen radios

iguales.

[}

Figura 163
En la figura, OA = PB, es decir, r, =,
DEFINICION: Dos ‘o mis circunferencias son concéntricas si estén
contenidas en el mismo plano y tienen el mismo centro.
Toda circunferecia es concéntrica consigo misma,
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Pigura 164

ANGULOS Y ARCOS DE LA CIRCUNFERENCIA
Angulo central: Es aquel cuyo vértice estd en el centro de la
circunferencia.

En la figura, <AOB es un &ngulo central.

Figura 165
Angule inserito: Es aquel ocuyo Vértice pertenece a 1la
circunferencia y sus lados contienen cuerdas de ella.



En la figura, <ABC son &ngulos inscritoes.
' Figura 166

Angulo semi—ihscriio: Es el formado por una tangente y una cuerda
que va al punte de tangencia. '

En la figura, <ABC y <ABD son dngulos semi-inscritos.
Figura 167

Angulo interior: Es el que tiene su vértice en el interior de la
circunferencia.
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En la figura, <AEB es un #&ngulo interior, lo mismo se puede decir
de <AEC, «CED y «DEB.
Figura 168

Angulo exterior: Es el gue tiene su vértice en el exterior de la

circunferencia y est&d formado ya sea por dos secantes, por dos
tangentes o por una secante y una tangente.

l
R A >

v
A
Dos secantes secante y tangente dos tangentes
«BAC son angulos exteriores

Figura 169
PROPIEDADES DE ANGULOS Y ARCOS DE LA CIRCUNFERENCIA

TEOREMA 55. La medida de un &ngulo inscrito en una circunferencia
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es igual a la mitad del dngulo central.

DEMOSTRACION.

Demostraremos tres casos:

CASO I. EFl centro est§ en uno de los lados del dngulo.
Sea «COA = X. Consilderemos el ABOC.

OB = BE, por ser radi'os iguales,

«B = «C, por ser dngulos opuestos a lados iguales,
<BOC = 180° - X, por ser el suplemento del 2COA.
Entonces: «B + <C + <BOC = 180°

sustituyendo: «B + «B + 180° - X = 180°

42¢B-X=0»2¢B=X-:AB=E
Por lo tanto, «B es igual a la mitad del «COA.

Figura 170
CAS0 IT. El centro estd en el interior del AABC

Figura 171
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Sea «<COA = X. Tracemos el segmento oB Yy sean <«BOC = Y y <BOA = 2
Entonces: X + Y +Z = 360° (1)

Consideremos el ABOC

<CBO = «C, por ser &ngulos opuestos a lados iguales y

Z4CBO + «4C + Y = 180°, por el teorema 7.

Sustituyendo: 24CBO + Y = 180°

. "180° = Y
Despejando: <CBO = —

consideremos el ABOA

£0BA = <A, por ser &ngulos opuestos a lados iguales y
<0BA + «A + 2 = 180° por el teorema 7.

.,sustituyendo: 2:.0BA + Z = 180°

.180° - 2
Despejando: <«CBO = —

Entonces: «CBA = «CBO + <0OBA

180° - Y 180'-—2_360"—1"-2
2 * 2 2

Despejando X en (1): X = 360° - Y - Z

«CBA = (2)
X
Suatituyendo en (2): «CBA = 3

Por lo tanto, <CBA es igual a la mitaQ del <COA.
CASO IIX. El centro estd fuera del AABC.

Figura 172
Sea <ZCOA = X, Tracemos el segmento EE. Sea «BOC = Y
consideremos el ABOA '
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<0BA = <A, por ser dngulos opuestos a lados iguales y
«OBA + <A + «<BOA = 180° por el teorema 7.
Sustituyendo: <OBA + <OBA + <BOA = 1B0°
24«0BA + <«BOA = 180°
Pero <BOA = X + Y .
Entonces: 2£0BA + X + Y =180°
180° - X - Y

2 (1).

Despejando: <OBA =

Consideremos el ABOC

£0BC = ¢2C, por ser ingulos opuestos a lados iguales y
4CBO + «4C + Y = 18B0° por el teorema 7.

Sustituyendo: «OBC + <0BC + Y = 180°, 2:0BC + Y = 180°

] 180° - Y
Despejando: <0BC = —_—a (2).

Pero «CBA = <OBC - <OBA .
180° - Y 180° - X - Y
Restando (1) de (2): «CBA = 5 - 5

180° = Y <180° + X + Y X
<4CBA = =

2 . 2

_Por lo tanto, «<CBA es igual a la mitad de «COA.»m
COROLARIO. Todoe 4&ngulo inscrito cuyos 1lados .intersectan los
extremos de un mismo didmetro es un &ngulo recto.
DEMOSTRACION.

£ACB es recto pérque es igual a la mitad del angulo <AOB, que es
igual a 180°.=

Figura 173
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TEOREMA 56. La medida del 4ngulo semi-inscrito en una
“¢ircunferencia es igual a la mitad del &ngulo central que
subtiende la cuerda.

DEMOSTRACION.

1
Hay que demostrar que <DCA = EADOC.

Consideremos el ADOC, Sea «<DOC = X
4D = 40CD, por ser &ngulos opuestog a lados iguales’ y
X + «D + £0CD = 180° por el teorema 7.
sustituyendo: X + <0CD + <OCD = 180°
X + 240CD = 180°
' Despejando: X = 180° — 2.0CD
£0CA = 90° - <OCD

1 1
Por lo tanto: <0CA = EX = ExDoc.-

. Figura 174
COROLARIO. Un didmetro trazado por el punto de contacto de una
tangente es perpendicular a ella.
DEMOSTRACISN.
<4DOC = 180°, por ser un didmetro.
La recta AB es tangente a la circunfgrencia en el punto C.

1
Por el teorema anterior, «DCA = EzDoc = g9Q°.

Entonces DCiAB.w
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Figura 175

TEOREMA 57. La medida de un &ngulo interior a una circunferencia
es igual a la mitad de la suma de las medidas de los &ngulos
centrales interceptados por el #ngulo y su opuesto por el
vértice,

DEMOSTRACION.

Sea <AEB un &ngulo interior a 1la circunferencia y sean <AOB Y

£COD los Angulos centrales comprendidos por los lados,
<BOB + <«COD

2

Hay gque demostrar guo <AEB =

Figura 176 .
Trazo auxiliar: Se une A con C formandose el ACEA.
ZAEB = £EAC + (ACE, por ser dngulo exterior al ACEA, (1)

Pexo: <EAC = «DAC y <ACE = <ACHB

£COD £AOB .
«DAC = - Y #ACB = T,por ser &ngulos inseritos.
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«COD <A0B
+

Sustituyendo en (1): 2AEB = «DAC + <¢ACB = P

£ZAOB + «£COD

Por lo tanto: <AEB = —y .x

TEOREMA 58. La medida de un a&ngulo exterior a una circunferencia
{en cualquiera de sus casos) es lgual a la mitad de la diferencia
de las medidas de los dngulos centrales gue subtienden sus lados.
DEMOSTRACION.

CASO I. Si el 4ngulo estd formadoe por dos secantes.

El <BAC es un &nguleo exterior a la circunferencia.

" #BOC y «<EOD son los dngulos centrales comprendidos por sus lados, -
<BOC = <EOD

2

Trazo auxiliar: Se une C con E formdndose el ACEA.

«BEC = <BAC + <ECA por ser &ngulo exterior del ACEA; entonces
<BAC = ¢BEC - <ECA

Hay que demostrar gque <BAC =

<BOC
Pero «BEC =
<E0D
2

, por ser dngulo inscrito

.y <ECA = ZECD = + por ser angulo inscrito
£BOC <EOD <BOC - <EOD
it bt

2 2

Sustituyendo: ZBAC =

ZBOC = zEOD

Por lo tanto, 4BAC = —_—

Figura 177
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CASO IXI. Si el &ngulo estsi formado por dos tangentes.

Figura 178

El <BAC es un dngulo exterior a la circunferencia.
Sean «BOC («BOD + 4DOC) y «BOC (2BOC + LEOC) los A4ngulos
centrales comprendidos por sus lados.
Trazo auxialiar: Se une C con B formdndose el ACOB y el ABOH
Sea OH la altura del AZOB i
Entonces OH es también mediatriz del tridngulo isésceles (o~c
=_OE) siendo O el vértice opuesto al lado desigual.
Por lo tanto, CH = HB.
Considérense los tri&ngulos DHB y DHC
AOHB = ADHC por LAL
Por lo tanto, D—C = DB
considérense los tridngulos DOC y DOB’
ADOC = ADOB por LLL .
Esto significa que «DOB = «DOC; (ODB = £ODC; «DBO = «DCO

<2DoC

<DCF = . por ser dngulo semi-inscrito

«DOB

+DBG , por ser angulo semi-inscrito’

<£DOB + «DOC <BOE + 2COE

Hay que demostrar que: <BAC = P - 5
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Consideremos el cuadrildtero ABOC:

<B = 2C = 90°, por ser tangentes,

£0 = £BOE + £COE,

<A + 4B + <0 + <«C = 360° pues es la suma de 1los dngulos
interiores de un cuadrilitero; sustituyendo:

<A + 90° + £BOE + «COE + 90° = 360°, y despejando:

47 = 180° - (<ZBOE + «COE)

Consideremos el cuadrildtero ABDC:

: <DOB
£B = 180° = £DBG = 180° =~ 5 por ser dngulos suplementarios,

«n0C
4C = 180° ~ <ZDCF = 180° - ~5 por ser &Gngulos suplementarids,

1 1
<D = EzBoc = E(ABOE + £COE), por ser a&ngule inscrito,

<A + <B + «D + <« = 360° por ser la suma de los 4&ngulos
interiores de un cuadrildtero; sustituyendo:

<DOB 1 <DOC
<A + 180° 5 + 5(1B0E + <COE) + 180°- -~ = 360° y
despejando

«DOB 1 «DQC
> - E(ABOE + «COE) +

<2D0B + <DOC <BOE + £COE

Por lo tanto: 4A = <4BAC = 5 - 3

CASO III. Si el d&angulo estd formado por una secante y una

.tangente.
El 4BAC es un dngulo exterior a la circunferencia

Hay que demostrar que :

<EOD + <BOE <BOC
2 - 2 )

Trazo auxiliar: Se une A con E pasando por el centro O.
<BAC = ZBAE + <EAC, por construccién.’

Ahora bien:
4BAE = <BAQ = 90° - (BOA, por ser AOAB un tridngulo recténgulo

<BAC =

siendo <B recto.

<EOD - <COA
<EAC = —————5——-—~, por el casc I de este mismo teorema.
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figura 179

<FEOD =~ <COA

. 2

Ahora bien: <BOE + <BOA = 180°, por ser suplementarios.
£BOE + <BOA

Sustituyendo en (1): 4BAC = 90° ~ <BOA + (2)

Dividiendo entre 2: 5 = 90° (3}
o ¢BOE  /BOA ZEOD - £COA
sustituyendo (3) en (2): <BAC = + - <BOA + —
«BOE £EOD <BOA <COA
<4BAC = + - - .
2 2 2
ZEOD + «<BOE  <BOA + «COA
£BAC = -
2 2
£EOD +2 BOE  «BOC
LBAC B8 — o - ..
2
Ejemplos:

1) Si «A0C = 120°, calcular <ABC.
2) Si «ADC = 40°. Determinar <COB y «BAC.
Solucién de 1)

£hOC .

ZABC = - (por ser &ngulo inscrito)
120°

> ZABC = —2—- = 60°
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Solucién de 2)
. 1 1
4ADC = EAAOC (por ser &ngulo inscrito), como 40° = Eonc,

entonces <AOC = 80°.

como <AOC es is6sceles por ser oA = GE, entonces <OAC = <OCA.
Entonces: 80° + 2<0AC = 180° » <OQAC = £OCA = 50°

por lo tanto, «BOC = 2/BAC = 2.0AC = 100°

0. A

Figqura 180

IX Ejercicios
1) calcular el dngulo central <POS si <«QTR = 62° y «QOR = 101°

P
o
S

Figura 181
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2) Si los segmentos AB y AD son tangentes y «<BOD = 100°. Calcular
«BAD

Figura 182
3) Calcular los &ngulos: BPR y BAC en la siguiente figura

[} - ! a

Figura 183
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4) Si el OB = 100° y CB es un diametro. Calcular £BAO.

Figura 184
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VII TRIGONOMETRIA

DEFINICION:

La trigonometria es la parte de las matemdticas que trata de las
mediciones de las partes o elementos de un triangulo.

La trigohometrfa se vale de las relaciones que existen entre los lados
Yy los 4&ngulos de los tridngulos; de alli proviene su nombre que
eﬁimolégicamente significa "medida de los tridngulos”.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO.

Suponemos al estudiante familiarizado con la nocién de 6ngulo formado
por dos rectas como se estudia en geometria plana elemental. En esta
seccién nos limitaremos a la consideracidn de &ngulos agudos.

9
)
< a
A T ra €
Figura 185

Sea EAD un &angulo menor de 90°, es decir, un é&ngulo agudo. Desde B,
que e8 un punto cualquiera de uno de los lados del &ngulo, tracemos
una perpendic\,\lér al otro lado, formando asi el trisngulo rectangulo
ABC. Sean «A, <B y «C los angulos interiores de los vértices A, B y C,
respectivamente, y sean a, b y ¢ las longitudes de los lados opuestos
correspondientes en el triangule rectingulo AABC. Sabemos por
geometria, gue los &ngulos y lados de este tri&ngulo son mutuamente
dependientes. La trigonometria comienza por ensefiar 1la naturaleza
exacta de esta dependencia 'y para este objeto emplea las razones de
gus lados. Estas razones se llaman funciones trigonométricas. Las seisg
funciocnes trigonométricas de cualguier angule agude son:

send, que se lee “seno de A"

coshA, que se lee “coseno de A"
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tanA, que se lee "tangente de A"

coth, que se lee "cotangente de A"

secA, que se lee "secante de A"

csCA, que se lee "cosecante de A"
Nota: En la designacién de estas funciones eliminamos el simbolo M"e"
para referirnos al &ngulo. Asi pues, el seno del &ngulo A se expresa
simplemente como senA. Lo mismo se hace para denotar a las funciones
restantes.
Estas funciones (o razones) trigonométricas se definen como sigue (ver

flgura anterior).
cateto opuesto cateto adyacente

hipotenusa

il
]

pitalt

(1) senA = -z- (2) cosa

hipotenusa

" (3) tana cateto opuesto a (4) cota cateto adyacente
B o et s —————— e =
cateto adyacente b cateto adyacente
hipotenusa c hipotenusa ¢
(§) secA = ————— o = — (6) cSCA = — ————————— =
. cateto adyacente b cateto opuesto a -

TEOREMA 59. El valor numérico de cualquiera de estas funciones depende
solamente de la magnitud del &ngulo A, es decir, que es independiente
del punto B desde el cual se traza la perpendicular al otro lado.

(Ver demostracién en el apéndice).

Estas funciones -son de importancia fundamental en el estudio de la
trigonometria. En suma, no sSe puede hacer nungin progresoc en este
estudic sin un completo conocimiento de las seis definiciones .
anteriores. Estas son fdciles de aprenderse de memoria, observando que
las tres primeras son reciprocas, respectivamente, de las tres Gltimas.
En efecto:

a 1 1 b 1 1 1 1
SsepA = — =— = COSA = — = — = ; tanA = — = — ;
c ¢ cscA c ¢ secA b cothA™
a b a
e 1 1 c 1 1 b 1 1
CSCA = — = —= ; SecA =— = — = H cotA =— = — = — ,
a a senA b b cosA a a tanA
c c b

Apliquemos las definiciones (1) al (6) inclusive, al &ngulo B de la
figura anterior. En este caso, el lado cpuesto es igual a AC = b y el

lado adyacente BC = a.
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Por tanto:

b a b a c c
senA = —; cosA = —; tanA = —~; cotA = —; secA = -; cscA = —,

[ c a b a b
Comparando estas funciones con las del &nguloc A, vemos que
senA = cosB; cosA = senB ; tanA = cotA; cotA = tanB; secA = cscB; -
cscA = secB.
El seno y el coseno se llaman cofunciones una de la otra. Similarmente
la tangente y la cotangente, y la secante y la cosecante son
cofunciones.
Como A + B = 90° (es decir, A y B son complementariocs), los resultades
anteriores pueden enunclarse como sigue:
TEOREMA §0. Una funcién trigonométrica de un &ngulo agudo es igual a
la cof.uncién de sxi angulo complementario.
" (Ver demostracién en el apéndice)
El enunciado del teorema expresa las sigqulentes igualdades:
senA = cos(90° - A); cosA = sen(90° - A); tanA = cot(90° - A); cotA =
tan(a’~ A ); sech = csc(90° - A); csCA = sec(90° - A).
Ejemplos: Calcular las funciones trigonométricas del &ngulo A en el
tridngulo rectdngulo (C=90°) cuyos catetes son 8=3, b=4.

Solucidén: Por el teorema de Pitdgoras tenemos que © = Jaa + b2 =
fo+16=425=5 ’

Aplicande las definiciones, tendremos:
8

Figura 186

'3 4 3 4 5 5
senh = —; coshA = ~; tanA = —; cotA = —; secA = —; cscA = —.
5 5 4 3 4

Ejemplo 2. Calcular 1la funciones trigonométricas del trisngulo
rectingulo (C=90°) enque a = 3y € = 4 .

Solucién: b = ch ~a2=d16 -5 =17
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{7 3 7 3 af7 4
senB = 7?‘ cosB = ;; tanB = —; cotB & — = —-; SeCB = =;
3 'F" 7 3

s 47 8

CSCB = — = —,
. ﬁ 7
a=3
%
A e c
Figura 187

FUNCIONES DE 45°, 30° Y 60°.

Estos &ngulos se presentan muy frecuentemente en los problemas dque se
resuelven usualmente por métodos trigonométricos. Es importante, en
consecuencia, hallar los valores de las funciones trigonométricas de
estos &ngulos y aprenderse los resultados de memoria.

a) FUNCIONES DEL ANGULO DE 45°, Consideremos un tri&ngulo rectfingulo

‘i'séeceles como AABC. Entonces ZA = «<B = 45°
. v

P (]
[ azl
45"
A v 4
Figura 188

Como se puede tomar un tridngulo cualquiera, con tal que satisfaga la
condicién de ser rectangulo e isdsceles, podemo asignar a los catetos
la longitud que.queramos.

Escojamos, como caso mis sencillo, catetos' de longitud una unidad, es
decir a=1 y b=1.

Entonces ¢ = {a% + b2 = {1 + 1 = 42 y obtenemos
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1 2 1 2
gendb°® = — =—; C0845° = — =—; tan45° = 1;

iz {z
cot45° = 1; sec45° = F,- csc4s5° = J'“.

b) FUNCIONES DEL ANGULO DE 30° Y 60°.- Dibujemos un tridngule
equildtero como en la figura siguiente, sea &ste ABD. Bajemos la

perpendicular BC de B a ﬁ, y consideremos el tridngule ABC, en el que
A = 60° y £ABC = 30°

B

A7BET ¢
Figura 189
si tomamos el lado mas pequefio como unidad, es decir, si b=},
tendremes:
€ =AB = AD = 2AC = 2b = 2 a=Jc2-b2=4—

Por lo tanto,

"
[
by

3 1. 1 {3
sen60° = —; CO0S60° = —; tan60°® = E; cot60° = — = —;
: 2 5
2{3
Sec60® = 2; ¢sc60® = — = ——
3 32
del mismo tridngulo:
. 1 3 1 {3
sen10° = =; cos30° = —; £an30°® = — = —; cot30° = {3;
2 2 ﬁ 3
2 243
sec30® = — = ——; €5C30° = 2
'E)

Concentrando la informacién en una tabla, tenemos:
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Angulo|senjcos]tan]|cot|sec|ese
I E) 2{3
LY LI el ol (oot it P
2 2 3 3
2 |{Z
ase  |= 122 11 |1 {7 {2
2 2
5l {3 203
soe = 1= HF = |2 ==
. 2 |2 3 3
Tabla I

Ejemplo 3. Dado el tri&ngulo rectingulo [C=90°) en gue A=60°, a=100;
hallar log lados ¢ y b asi como el &ngulo B.
a

4

g2 190

Figura 190

a 100
Solucién: .como senA = --, entonces sen6Q® = ——,
c c

100 100 200
por lo que € & ———— = — =—0u = ]115.5,

sen6o° H ‘1—3‘

.2
a . - 100
como tanh = —, entonces tan&0° = 5
c
100 100

por lo que b = ———— = —— & 57,7
tan60° | H

Por el teorema de la suma de 16s &ngulos interiores de un tridngulo:
4B = 1B0° — A =~ <C = 180° - 60° - 90° = 30°.

X Bjercicios:

1) Hallar las funciones trigonométricas del dngulo A, sabiendo que a=8
y b = 15.

2) Hallar las funciones trigonométricas del &angulo B, sabiendo que b =
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5, ¢ =13,

5 12 5 12 13 13
Sol: senB = —, cosB = —; tanB = -—; cotB = —} secB = -—; cscB = —.
13 a3 12 5 12 5

3
3) Dados senA = 5 ¢ = 200; hallar a. Sol: a = 120
4) Dados cosA = 0.44, ¢ = 30.5; hallar b Sol: b = 13.42
11 27 9J130
5) Dados tanA = —, b = —; hallar c Sol: ¢ =
3 11 11
6) Dados A = 30°,a = 25; hallar ¢, By b sol: ¢ = 50, B =
60°, b = 25{3
7) Dados B = 45°, b = 20; hallar ¢, A y a sol: ¢ = 20{2, A =

459, a = 20
203
8) 5i secB = S Yye= 480, calcular a, b, A y B.

Sol: a = 240, b = 240{3, A = e0°, B = 30°

9) Expresar cada una de las siguientes funciones como una‘funcion del
&ngulo complementario:

a) tan3o®, b) cos20°, ¢) sec8l®, d) sen3d®33’, e) csc72°17/4"

Sol:

a) cot60°, b) sen7?0°, c) csc9°, d) cos56°27’, e)secl7?°42'56".

VALORES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. .

En la seccién anterior se calcularon las funciones trigononiétr‘icas de .
30°%, 45° y €0°. :

Para calcular las funciones de cualquier &ngulo agudo se pueden
utilizar las tablas trigonométricas que aparecen en cualgquier texto de
trigonometria, o bien, utilizando la calculadora cientifica, ya tan de
moda en la actualidad.

Hace algunos afios, cuando la electrénica no estaba tan avanzada como
ahora, se hacia indispensable el uso de dichas tablas; de hecho ne
habia otra manera de encontrar el valor numérice de las funciocnes,
pero ahora con los adelantos de la tecnologia moderna, dichas tablas
se volvieron obsoletas, razbémn por la cual, la gran mayoria de los
estudiantes ya no las utiliza, y en cambio si, muchos de ellos poseen
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ya la calculadora cientifica que abunda en el mercado.

« Ejemplos
1) Calcular sen28® Sol: 0.46947156
2) Calcular cos48°20' Sol: 0.66479587
3) calcular tan24°16’40" Sol: 0.45105047
4) Calcular coti2e S0l1: 1.60033453
: . 1
recuérdese e cotld2® = —m—
( w tan32°)
5) Calcular secé68°®. Sol: 2.66946716
1
recuérdese e secé8® = ———
( e cosGB°)‘
6) Calcular csc25°. Sol: 2.36620158
. 1
recuérdese e cse25° = ——————
t ™ sen25°

XI Ejercicios. Obtener, usando la claculadora cientifica, el valor de
cada una de las funciones trigonométricas siquientes:

1) sec3°; 2) sen29°15’; 3) cos72°23°18"; 4) tanlé®; 5) cotd9°17'52";
6) ¢sc 58°19'44".

ANGULOS POSITIVOS Y NEGATIVOS.

cuando un a&ngulo es engendrado por la rotacién de la recta en sentido
opuesto a las manecillas del reloj, se ha acordadoe ilamar a tal &ngulo
positivo.

cuando un angulo es engendrado por la rotaciém de la recta en sentido
de las manecillas del reloj, se ha acordado llamarlo &ngulo negativo,
Los arcos que llevan las flechas se dibujarin con una linea continua
cuando indiguen un &ngulo positivo, y con linea punteada cuando
indiquen un &ngulo negativo.

112



(8]

oh& ANeULOS
Tods tmictal PosITIVOS
8

X
S \J" . , o n ANGULOS
(e v iyt rorm NeeATvOs

-,,"

Figura 191
ANGULOS DE CUALQUIER MAGNITUD. " afin cuando los &ngulos tengan los
mismos lados inicial y final, y hayan sido engendrados por una
rotacién en el mismo sentido, pueden ser diferentes en magnitud. Asi,
para ocbtener un &ngulo recto, la recta gira hasta la posicién 0B como
aparece en la siguiente figura.

8

o A
Figura 192
Si en cambio, la recta se detiene en la posicién 0B después de dar una

revoluci6n -completa a partir de O_B, como se indica en la siguiente
figura, hemos engendrado un &ngulo cuya magnitud es de cinco &ngulos
rectos. 8

Figura 193



S8i fueron dos revoluciones antes de detenerse, como ge representa en
la siguiente figura, entonces hemos engendrado un &ngulo de magnitud
igual a nueve &ngulos rectos, y asf sucesivamente.

@

Figura 194
Esto muestra gque los Aangulos positivos pueden tener una magnitud
cualquiera. Andlogamente, se puede ver gque dando una o varias
revoluciones completas en el sentido de las manecillas del reloj, los
&ngulos negativos pueden tener también cualquier magnitud.

108 CUATRO CUADRANTES.

Tomande como origen el vértice del &ngulo que se considere, se
acostumbra dividir el plano en cuatro partes llamadas cuadrantes,
mediante dos rectas perpendiculares.

sequndo |primer
cuadrantecuadrante

Cilado inicial

tercer cuarto
cuadrante|cuadrante

Asi s8i 0 es el vértice, los diferentes cuadrantes se nombran como esté
indicado en la figura, consideradndose como lado inicial la parte de
recta  horizontal situada a la derecha del vértice. Se dice que un
dngulo estd en (o pertenece a) un cierte cuadrante cuando su lado
final estd en ese cuadrante.

114



Ejemplos:

1) ¢En qué cuadrante se encuentra el &ngule de 1000°?
Solucién: 1000° = 720° + 280° = 2(360°) + 280° =

* 2 revoluciones en sentido positivo + 280°.

El lado £inal de 280° estd en el cuarto cuadrante.

Figura 195
2) ¢En qué cuadfante se encuentra un angulo de -568°
Solucisn: ~568° = ~360° - 208° =
una revolucidn en sentido negative - 208°.
El lado final de -208° esti en el sequndo cuadrante.

Figura 196
XII Ejercicios:
Determinar en qué cuadrante estd cada uno de los siguientes &ngulos
1) 225°, 2) 162¢, 3) 651°, 4) = 75°, 5) -910°, 6) 1500°, 7) <=700°,
8) -872° 9) S540°, 10) -630°, 11) 630°.

COORDENADAS RECTANGULARES DE UN PUNTO EN EL PLANO.

Para definir las funciones de &ngulos no agudos, es conviente
introducir la nocién de coordenadas. Sea X’X una horizontal y sea Y'Y
una recta perpendicular a ella en el punto O. Cualyuier punto del
plano que contiene a estas rectas (como P) estd determinado por dos
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nimeros que miden en magnitud y signo su distancia a cada una de las
perpendiculares X’'X y Y’Y. Su distancia a Y'Y {como E=a) se llama
abscisa del punto, y su distancia a X’X (como }_£5=b) se llama ordenada
del punto.

N a fta, b

!

Y

Figura 197
Las abscisas medidas hacia la derecha de Y'Y son positivas.
Las abscisas medidas hacia la izquierda de Y’Y son negativas.
Las ordenadas medidas hacia arriba de X'X son positivas.
Las ordenadas medidas hacia abajo de X’X son negativas. .
El conjunto formado por la abscisa y la ordenada se llama coordenadas
del punto. EL punto P, por ejemplo, estd dado por sus coordenadas a y
b, y se designa por el simbolo P(a.,b).
Las rectas X’X y Y'Y se llaman ejes de coordenadas, siendo X’X el eje
de las abscisas, el eje X, o eje de las X y la recta Y'Y el eje de las
ordenadas o eje de las Y; el punto 0 se llama origen de coordenadas.
Los ejes de coordenadas dividen al plano en cuatro regiones llamadas
cuadrantes, como ya habiamos visto antes, Trazar un punto es localizar
su posicién a partir de sus coordenadas. La manera mds conveniente de
hacerle es contar primero a partir de 0 a lo largo de X’X un nizero de
. unidades igual a la abscisa, a la derecha o a la izquierda, segin que
la abscisa sea positiva o negativa. :
Después, a partir del punto asi determinado, contar el nfinero de
unidades igual a la ordenada, hacia arriba o hacia abajo, segln que la
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ordenada sea positiva o negativa. El trazo de puntes se simplifica
mucho usando papel cuadriculado en el que se ha dividido el plano en
cuadxados iguales, siendo los lados de estos cuadrados paralelos a los
ejes. Asi, para trazar el punto (4,-3), Se cuentan cuatro divisiones a’
partir de 0 sobre el eje X hacia la derecha, y después tres divisiqnes
hacia abajo, a partir del punto asi determinado, sobre una recta
paralela al eje Y. )

Anidlogamente la siguiente figura muestra los puntos (-2,3), (~3,-4) ¥
(0,3), (4,-3) 7

(4;1.,; Jeo,31

oo ]

4,-3)

-3~
Figura 198

XIII Ejercicios

1) Trazar los puntes (5,4), (-3,4), ( - 2,-4). (5,-1), (6,0}, (=5,0) ¥
(0,4),

2) ¢Cudl ez la distancia de cada punto al origen? Podemos calcularla
mediante el Teorema de Pitdgoras.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE CUALQUIER ANGULO.

Se han definido ya las seis funciones trigonométricas para anqulos
agudos. Ahora vamos a dar unas definciones que se pueden aplicar a
cualguier &ngulo, y que concuerdan con las definiciones ya dadas para
los Angulos agudos.

Tomemos el origen de coordenadas 0 como vértice del &ngulo y el lado
inicial como el eje X. Dibujamos un &ngulo XOB en cada cuadrante.

Sea P un punto cualquiera del lado final OB del del &ngulo y sean
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(x,y) sus coordenadas. Sea Q el pie de la perpendicular desde P a la
recta X'X. En todas las figuras se verifica de nuevo, por el Teorema
de Pitagoras que:

Fd = x, Q__P = y, oP = r; opz = Ea + 652; a la longitud OF 1la
llamaremos radio y r = + sz + y2.

a) &nqulo en el primér cuadrante, b) &ngulo en el segundo cuadrante,
¢) dngulo en el tercer cuadrante y d) dngulo en el cuarto cuadrante
Designando el &ngulo en cada figura por XO0B, las definiciones de las
funciones son:

ordenada Yy abscisa x . ordehada b4

senk0B = ————— = =} c08X0B = ———— = —; tanX0f = ———— = =;
T radio r radio r abscisa x

: abscisa x radio r radio r
cotXpB = = -; SecX0B = = —; CBCXOB = —————— = —,
. ordenada ¥y absciga x ordenada y

Estas definiciones aplicadas al 6@ngulo X0F en el primer cuadrante
coninciden con las ya vistas anteriormente. ’

I i
8.r
IS
Y: Q x o *
Y'b
2 g
d 0] A
> A
8
v

Figura 199
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Cabe hacer notar que los valores de las funciones anteriores dependen,
en'cualquier caso, solamente de la posicién del lado final OB (siendo
fijo el lado OX). Es decir, tomando OX como lado inicial comdn, para
todos las &ngulos gue tengan el mismo lade final 0B, las funciones
trigonométricas tendrin los mismos valores. Asi, por ejemplo, los
angulos 40°, 400°, 760°, =320°, tienen las mismas funciones
trigonométricas.

SIGNOS ALGEBRAICOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

Teniendo en cuenta el valor positivo o negative de las abscisas y
‘ordenadas de los puntos, y recordando gque la distancia OP = r es
siempre positiva, vemos de inmediato, de las definiciones de las
funciones trigonométricas ya comentadas, gque:

En el PRIMER CUADRANTE: TODAS LAS FUNCIONES SON POSITIVAS

En el SEGUNDO CUADRANTE: VSEN y ©SC SON POSITIVAS, las restantes son
negativas

En el TERCER CUADRANTE: TAN y COT SON POSITIVAS, las restantes son
negativas

En el CUARTO CUADRANTE: COS y SEC SON POSITIVAS, las restantes son
negativas

Estos resultados se resumen en la siquiente tabla:

La razén de los signos aparece abajo de la tabla.

Funcién Cuadrante I|Cuadrante II|Cuadrante III[Cuadrante IV
seno

cosecante T+ + - -
coseno .

secante + - - +
tangente

cotangente + - + -

. Tabla II
En I: x(+), y(+); en II: x(-), y(+); en III: x(-), y(=);
en VI: x(+), y(-). En todos los cuadrantes r(+).

APLICACIONES. Como se vié anteriormente, se obtuvieron las funciones
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trigonométricas de
valores se pueden

los’ &4ngulos de 30°,

45°, '60°, A partir de estos
deducir las funciones trigonométricas de muchos

Y BoX =

angulos.
Ejemplo 1: Hallar las funciones trigonométricas de los é&ngulos de
150°, 210° y 330°.
Solucibn: En la figura observamos que como «<B,0B, = 180°
~£X0B; = 30°:
£X0B, = 150° = 180°-30° = 180° - 2X0B,,
l0X¢XOB, = 310° = 180°+30° = 180°+.XOB ,
£X0By = 330° = 360°=-30° = 360°-£X0B,,
Tomemos 3;1 = 52 = 5-{’3 = El;‘ = 2. Entonces las

razones

trigonométricas obtenidas de los tridngulos OM,;F,, OM;P,, OM;P;, OM,P,

son iguales. Las ordenadas de los puntos Py, P,, P, P, son

pda,1); p(-{3,2); p(-{3.-1); p(d3-1).

\{ 0
BI
B " f
1
1 2 !
' 55. H
X _ = ey
.t
“ 2
2
P
"o e
3
)
A
Figura 200
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De esta manera hallamos la table siguiente:

Angulo|sen|cositan|cot]|sec [csc
1 {343 243
300 Sl I il B ) e I
2 PRI} 3
1 |-{F1-{3 2{3
1500 |- | ZZ)AfF-2 2
2 213 3
1 =313 PYEY
2100 J-= (2242 P E-220as
2213 3
1} 43]-43 213
3300 - [ 2T Zo)-2
223 3
Tabla III

Los valores en cada columna difieren solamente en-el signo, y este
signo se determina por el cuadrante en que el &ngulo esta coloc;do.

2
Ejenplo 2: Dada tanA=5, hallar las otras funciones trigonométricas del

dngulo A.

Solucidn: Ccomo tanA = PN ——i’ entonces estamos en el primer o tercer
x -

cuadrante. En ambos casos el radio es r = {13. Por tanto:
En el primer cuandrante tenemos:

P FE) 3 LYEEY 3 {13
BenA = — = ~———; COSA = — = ; COtA = —; SE@CA = —; CSCA =
J’G 13 4-1—5 13 2 3
{13
T-
Y en el tercer cuadrante: .
: -2 -2{13 -3 -3 3 STy
SENA = —— = ; COBA = em— = ; cotA = ~; SeCA = ——; cScA =
. IeE) 13 3 ' 2 3
-<413
Tz

0 bien, designando por A un &ngulo que satisface la condicién dada
podemos escribir los resultados en forma mds condensada, como sigue:
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12413 1'3']13 2 3 ::-J 13
senA = ; COSA = ; tanA = —; cotA = —; secA = ; CSCA =
13 13 3 2 3
2413
>

El lado terminal de un dngulo gueda determinado si se da el cuadrante
en que el &ngulo se encuentra y si se conoce también una de las
funciones del &ngulo. Las otras funciones se encuentran entonces
facilmente, tal y como se vid en el ejemplo 2.

-1
Ejemplo 3: Dado senhA = 5 hallar las otras funciones trigonométricas

. del &ngulo.
Segin 1la tabla IXI, el dngulo A estd en el tercero o en el cuarto
_cuadrante.

-1
senA:Z;:’—. Tomemos y = =1, r=3. Ahora x? = r2 = y2, Por tanto, x2 = 9
r

- 1 =8, entonces x = % {8 = #2{2.

-1 -2{z 1 iz -3
BENA = ~—; QOSA = ~——0} tanA = — = —; cotA = ZE; secA = —— =
3 3 Az ¢ 2z
=342 ’
- cscA = -3
-1 . 242 -1 ~-42 . 3
BenA = «—; COSA = —; tanA = —— = —; CcotA = -25; S@CA = me— = .
3 3 22 PYEY
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! [ A R 1 X

'
X X > 4
-5 Pia)
g~ P
L}
f .
Y
Cuando A estd en el tercer Cuando A estd en el cuarto
cuadrante ’ cuadrante
Figura 201

XIV Ejercicios:
1) Hallar las funcioens del <XOP para las siguientes posiciones de P
(siendo OX el lado inicial en cada caso) . Expresar las soluciones como
fracciones comunes en la forma mas simple) en el orden sen, cos, tan,
cot, sec, csc.
a) (-4,3) b) (-1,~2} c¢) (1,1) d) (5,~12)
2) Determinar en qué cuadrante estd el <A para cada una de las
siguientes condiciones.
"a) senA y tanA ambas positivass
b) senA positivo y cosA negativo
c) tanh positiva y secA negativa
d) cosA positivo y cscA negativa
e} cosA negativo y cotA negativa
3) Determinar el signo de cada una de las siguientes funciones:
a) =ser160°; b) cos(=20°); c) tan200°; d)} sen(-110°) e) cot460°;
£) csc(-320°)
4) Dar los valores de A comprendidos entre 0° y 360° gque satifacen
cada una de las siguientes igualdades:
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1
a) senA = E; b) tanA = 1; c) secA = 2; d) cota = -E; e) csch = -2; f)
-1
COsA = —
2

' 5) Hallar los valores de las funciones trigonométricas en el. orden
sen, cos, tan, cot, sec, csc ’

3 -1 -13 3
a) senap = -g; b) cosA = T; c) coth = =3; d) cscA = —s—; e) tanA = —,

12
senA negative; £) cotA = < csch positiva.
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VIII RELACIONES FUNDAMENTALES. FORMULAS DE REDUCCION

En las igualdades vistas anteriormente, llamemos A al P
Entonces para cualquier dnguleo A tendremos:

Y x Y x
(1) senA = =; (2) cosA = —; (3) tanA = =; (4) cotA = —;

r r b b

{5) sechA = 5; (6) cscA = ,’.-.

®
<

TEOREMA 6l. Las seis funciones trigonométricas de un &ngule A
gatisfacen las relaciones:
(7) senAcsch = 1; (8) cosAsecd = 1; (9) tanAcoth = 1;

senA cosA
(10} tanA = ——; (11) cotA = : (12) sen?A + cos?h = 1;
cOosA’ senA
(13) sec? = 1 + tan2a; (14) csc?A = 1 + cot?A.
DEMOSTRACION
Demostracién de (7):
: T
De (1) ¥ (4) tenemos senAcscA = j;,; =1
Demostracidn de (8):
xr .
De (2) y (5) tenemos cosAsecA = ;{—- = 1
Demostracidén de (9):
X
De (3} y (6) tenemos tanAcotA = 3}-;-]; = 1

Demostracién de (10):
-pividiendo el numerador y el denominador del segundo miembro des
(3} entre r y teniendo en cuenta las igualdades (1} y- (2),
hallamos: :

y

r senh
tanA= = Se———
X cosA
r
Demostracién de (11):
Dividiendo el numerador y el denominador del segundo miembro de
(4) entre r y teniendo en cuenta las igualdades (1) y (2),
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hallamos:

cosA
seni

CcotA =

SR

Demostracién de (12): Recordemos que x2 + y2 = r2, antonces:
¥y x* y+x2 2
il S

sen?A + cos?A = — + - = 1
rz rz rz . re

Demostracién de (13):

re x2 + y? x2 2 2
gsec?h = —— = Y. —_— Y. 1+ - 1 + tan2A

x2 x2 x2  x2
Demostracién de (14):

re 2 4 y2 2 y2 x2
CSC2A = — = 2'-————=-‘Y—+— =1+ — =1+ cot?A.m

¥? x2 2 ¥R y?
También se deben de aprender las siguientes férmulas deducidas de
ellas.

1 r—_— 1

send = : senA = t 41 ~ cos2A; tosA = ——;

cscA secA

COSA = % Jl - sen?A; tanA = ———; tapA = % 1sec2A - 1;
. cotA
senA senA ¢ Jl - cos? 1

= ; CScA = ;

cosA J——— CosA ’ senn’
+ 41 ~- senzp
1
CSCA = % -Il + cot2A; sechA = ; secA = % Jl + tan?A;

tanA

cosA’
1
COtA = m; CotA = % JcchA - 1;

cosA cosA % Jl - sen2A

senA oo - senA

% 41 - cos?A
Observacidén: E) doble signo significa gue obtenemos dos valores
para algunas de las funciones, a menos que se dé una condicién
que determine si se ha de tomar el signo mis o menos. La raz6n de
esto es que existen dos &ngulos menores de 360° para los cuales
una funcidn tiene un valor determinado, por ejemplo:
Ejemplo 1. Demostrar que secA =~ .tanAsenA = cOSA

cotA =



1 senhA

Solucién: secA - tanAsenA = AsenA, por (8) y (10)

cosA cOS.
1 - sen?A cos2A

COSA cCosA
= COSA

. por (12)

Ejemplo 2. Demostrar que
senx(secx + cscx) -~ cosx(secx -~ CsCcX) = secxcscx

Solucién: senx(secx + cscx) - cosx(secx - cscx) =
1 senx cosy

senx ( + ) - cosx( - = +1 -1+ =

cosx  senx cosx senxy cosx senx
senx COSX senx + cos®x 1

= = por (12)
cosx  senx cosxsenx cosxsenx
S 1

= e

cosx senx

= secxcscx por (7) y (8).

Observacion: Generalmente suele  ser buen procediniento
transformar la expresién dada en otra que contenga solamente
senos y cosenos, ¥y luego simplificarla hasta obtener 1la forma
buscada. Es admisible cualguier operacién que no altere el valor
de 1la expresién., Evitese hasta donde sea posible el uso de
radicales. ’

XV Ejercicios:

Demostrar las siguientes identidades:
1) cosgtanx = senx

2) senxsecx = tanx

3) senycoty = cosy

4) (1 + tan2y)cos?y = 1

5) sen?A + sen?Atan?A = tan?A

6) cosAcscA = cotA

7) cos?fA - sen?A = 1 - 2sen?A

8) sen?B(l + cot?B) = 1

9) sec?A + csc?A = sec?Acsc?A

10) cos'A - senA + 1 = 2cos®A

11} (senx + cosx)? + (senx = cosx)?2 = 2
12) sen®cosx + senxcos¥x = senxcosx
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13} sen®B +tan?B = sec2B - cos?B

senx
14) cot¥x + ————— = cscX
1 + cosx
cosA senai
15) + = send + cosA
1 - tana 1 = cotA
senx 1 + cosx
16) + = 2CScCX.
1 + cosx senx

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE 0°, 90°, 180°, 270°.
Tomemos un punto sobre cada uno de los lados terminales de estos
&ngulos a una unidad de distancia del origen. Las coordenadas de
astos punto son:

P, Qetermina un dngulo de 0°; sus coordenadas son x = 1, y = 0.
P; determina un 4&ngulo de 90°; sus coordenadas son x' = 0, y = 1.
P, determina un &ngulo de 180°; sus coordenadas son x = -1, .y =
0. )

P, determina un 4ngulo de 270°; sus coordenadas son x = 6, Yy =
~-1.

En cada caso r = 1.

Figura 202
sustituyendo estos valores en las igualdades (1) a (6), obtenemos
los valores de las funciones trigonométricas gque se buscan,
excepto cuando el valor cero aparece en el denominador. Por

ejemplo, para 0° tenemos:
1

= 0; secO® = =1
1

=|o

4] 1
seng° = i = 0; cesQ® = 1 = 1; tan0® =

Pero (4) y (6) carecen de sentido ya que aparece en ellas "la
divisidn por cero". Se ha adoptado como una convencidn el hecho
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de gque cot0°=wo y csSc0°=e. El razonamiente es el mismo en cada
caso en que el denominador es cefc, eg decir, cuando la funcién
reciproca correspondiente se hace infinita.

Finalmente, como un segundo ejemplo, consideremos secA cuando A =
90°. Entonces (5) carece de sentido, ya que x = 0. Ahora bienT

1
SecA = ey A entonces por convencién sec90° = wm.
L]

XVI '‘Ejercicios: Hallar el valor numérico de cada una de las
siquientes expresiones:

1) sen0® + cos%0°; 2) senl80° + co0270¢; 3} cos0°® + tanigo°;

4) sen270° - sen90°; 5) sec0® + cscB0°; 6) cos90°send0° - cot90°.

REDUCCION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS A FUNCIONES DE ANGULOS
AGUDOS.

A continuacién veremos que las funciones trigonométricas de un
&ngulo de cualguier magnitud, positive o negativo, pueden
expresarse en términos de las funciones trigonométricas de un
dngulo positivo menor de 90°, es decir, de un &ngulo agudo.
También veremos, aungue esto es de menor importancia, que las
funciones de cualgquier dngulo pueden encontrase cuandec se conocen
las de un angulo positivo no mayor de 45°. .

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS COMPLEMENTARIOS.

Por el teorema 60, que afirma que una funcién trigonométrica de
un &ngule agude es igual a la cofuncidén de su complemento,
podemos asegurar, por ejemplo que:

sen72° = cosl8°; cot65° = tan25°; sec82° = csc8°.

TEOREMA 62. Sea A un angulo cualquiera, entonces:
a) sen(A + nid60°) = senA; cot(A + ni60°) = coth
b) cosA 4 nl3e0° = cosh; sec(A + n360°) = secA

¢) tan(A + niso°) = tanA; csc(A + n360°) = cscA
(ver demostracién en el apéndice).
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XVII Ejercicios: Expresar las siguientes funciones
trigonométricas en funcién de las del &ngule complementario:
1)cos68°: 2)tandB8°20'; 3)sec8l9l6'32"; 4)sen53°20°: 5)cotl7°;
6)csc52°18° '

PORMULAS DE REDUCCISN PARA ANGULOS COMPRENDIDOS EN EL SEGUNDO
CUADRANTE.

Sea OB, el lado terminal de un &ngulo comprendido en el segundo
cuadrante. Las funciones del «XOB, son las mismas que las
funciones correspondientes al dngulo positivo <B,0X'. SegGn puede
verse en la flgura:

Figura 203 \

ZX0B, = 180° - ZB,0X’. i
Sea A la medida del &ngulo agudo «B,0X’. Entonces, tenemos «XOB,
= 180° - A. -
Construyamos en el primer cuadrante el &ngulo «XOB; = ¢B,0X’ = A.
Tomenos E = 6;2— = r y tracemos las ordenadas IT{,—P,—y E Los
tridngulos ractiangulos OM,P, y OM.P, son congruentes.
Se trata de comparar los valores de las funciones trigonométricas
de los &ngulos suplementarios A y 180° -~ A. Segln la figura, el
punto P, tiene coordenadas x = B—M_; =a, y= E= b y el punto
P, tiene coordenadas x =ﬁ2_= -a, y = M;p; = b,
Por tanto, las férmulas' (1) a (6) nos dan:

) b
sen{180° - A) = —, senA =
r

Sy

-a
cos(180° - A} = - cosh =
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-b

tan(180° - &) = —, tam

n
]

n
BRI

" cot(180° ~ A} = 5 cotA

r
sec(1B0® =~ A) = = sechA =

cse(180° - A) = f, CSCA = f__

b b
Y, por comparacién, hallamos:
sen(180° - A) = senA; csc(1l80° - A) = CSCA;
cos(180° - A) = ~cosA; sec(180° ~ A) = -sech;
tan(180° = A) = ~tanA; cotA(180° - A} = -cotaA.

Exlg consecuencia, tenemos el siguiente teorema: (Ver demostracién
en el apéndice)

TEOREMA 63. Las funciones trigonométricas de un &ngulo
comprandido on el segundo cuadrante son - iguales, en valor
absoluto, a las funciones del mismo nombre del 4nguloc agudo
comprendido entre su lado final y el &nguleo terminal de 180°. Los
signos algebraicos son los que corresponden a las funciones de un
dngulo del segundo cuadrante {(ver apéndice).

Algunos autores , al &ngule agudo al que se refiere este teorema,
que en este caso es el suplenmento del &ngulo dado, le 1llaman
édngulo relacionado. Por ejemplo, el &ngulo relacicnado de 165° es
15°,

Ejemplo 1. Expresar senl23® como funcién de un &dngulo agudo, y
hallar su valor. i

Solucisn: Como 180° = 123° = 579, el &ngulo relacicnado es §7°¢

y entonces senl23° = gen{180° - 57°) = senS7° = 0.8387

Ejemplo 2. Hallar el valor de sec150°

-2
Solucibn: secl50° = sec(1B8G° = 150°) = =geci0® = —
3

Ejemplo 2. Hallar el valor de tan516°
Solucién: tan516° = tan(516° - 360°) = tanl5e°
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tanls6° = tan(180° -~ 156°) = -tan24° = -0,4452.
FéﬁMULAS DE REDUCCION PARA ANGULOS COMPRENDIDOS EN EL TERCER
CUADRANTE.
Las funciones de un &ngulo XOB,; del tercer cuadrante, cuyo lado
final sea OB, son las mismas que las funciones correspondientes
del dngulo positive X‘08; y, segtGn la figura:

<XOB; = 180° + £X’OB,.
Sea A la medida del &ngulo agudo X’OB;. Construyamos en el primer
cuad}}ante, «<X0B, = «£X’0B; = A, Yy completemos la figura tal como
hieimos en el caso referente al segundo cuadrante., Las
coordenadas de P, son (a,b) y las coordenadas de P; son (=a,~b) y

OP, = QP = r

¥

Figura 204
Por tanto, para los &ngulos 180° + A = (XOB; y A = <XOB,:
sen(180° + A) = -senA; cot(180° + A) = coth;
CO5(180° + A) = -cosA; sec(180° + A) = -SecA;
tan(180° + A) = tanA; csc(l180° + A) = -cscA.
En consecuencia, tenemos el_siguiente teorema:

TEOREMA 64. Las funciones trigonométricas de un &ngulo del tercer
cuadrante son. iguales, en valor absoluto, a las funciones
correspondientes del &ngulo agudo comprendido entre su lado
terminal y el lado final de 180°. Los signos algebralcos son los
que corresponden a un 4ngulo del tercer cuadrante. (Ver
demostracién en el apéndice) '
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Al &ngulo agudo al que se refiere este teorema, algunos autores
le llaman &ngulo relacionado. Asf, por ejemplo, el &ngulo
relacionado para 215° es 35°.

Ejenmplo 4. Expresar cos217° como una funcién de un angule agudo,..

y hallar su valor.
Solucibn: Como 217° - 180° = 37°, el &ngulo relacionado es 37°
cos217° = cos(180° + 37°) = =-co837°® = «0,7986.

Figura 205
Ejemplo 5. Hallar el valor de csc225°

Solucién: csc225° = csc(180° + 45°) = -cscd5° = -42
Ejemple 6., Hallar el valor de tan600°

Soluci6n: tan600° = tan(600° - 360°) = tan240°
tanz40° = tan(180° + 60°) = tan60® = {3.

FORMULAS DE REDUCCIGN PARA ANGULOS COMPRENDIDOS EN EL CUARTO
.CUADRANTE .

Las funciones de un &nguloc X0B;, del cuarto cuadrante cuyo lado
final sea BE son las mismas que las funciones correspondientes
del &ngulo negativo «B,OX en valor absoluto y «XOB, = 360° = A, °
siendo A la medida del &ngulo «B,0X en valor absoluto.

Los triingulos recténgulos OMP, y OMP; son congruentes. Las
coordenadas de P, son (a,b). Las coordenadas de P, son (a,=b) y

OP, = OP, = r. Por tanto, para los angulos 360° ~ A (ZX0B,) y A
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(<XOB,), tendremos:

Figura 206 .
Ben(360° — A) = =genA; cot(360° < A) = -coth;
cos(360° - A) = cosA; sec(360° - A} = secA;
tan{360° -~ A) = ~ tanA; csc(360° - A} = ~ cscA.
En consecuencia tenemos el siguiente teorema:
TEOREMA 65. Las funciones trigonométricas de un dngulo del cuarto
cuadrante son iguales, en valor absoluto, a las funciones
correspondientes del angulo comprendido entre su lado terminal y
el lado final de 360°., Los signos algebraicos son los que ‘
corresponden a un &ngulo del cuarte cuadrante. {Ver demostracitn
en el apéndice) :
Al 4ngulo agudo al gue se refiere este teorema, se le suele
llamar &ngulo relacionado. '

Ejemplo 7. Expresar sen327° como una funcién de un &ngulo agudo ¥y
hallar su valor,
Solucién: Como 360° = 327° = 33°, el dngulo relacionado es 33°
sen327° = sen(360° - 327°) = -5en33® = ~0.5446
Ejemplo B. Hallar el valor de cot300°
501uc16n: Como 360° ~ 300° = 60°, el dngulo relacionado es 60°

' -3
cot300° = cot{360° - 60°) = -cot60¢ = =
Ejemplo 9. Hallar el valor de cesl000°
Solucibn: cos1000° = cos(720° + 280°) = cCoOs280°
cps280° = cos(360° -~ BO°®) = cosB0°® = 0,1736.
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XVIII Ejercicios:

Reducir 1las siquientes funciones a otras de un &ngulo agudo y
calcular su valor nunmérico.

a) =senlll°; b} cos165°20'; c) tanl70948’; d) cotl6s8®; e) sechJ‘A;
£) ©sc100°; g) cos212°; h) cotS82°; i) csc910°; j) sen291°;

k) sec324°; 1) cot1050°.

REDUCCION DE FUNCIONES DE ANGULOS NEGATIVOS.

Existen relaciones sencillas entre las funciones trigonométricas
de los &angulos A y =~A siendo A un &ngulo cualquiera. Si A
pertence al primer cuadrante, entonces -A pertenecerd al cuarto
cuadrante, y viceversa, como los &ngulos <XOB, y «XOB,; si A
perterce al segundo cuadrante, entonces =-A pertenecera al tercer
cuadrante, y viceversa, comeo los dngulos <X0B, y <X0B;.

b ' H
8
3 B ps
v \\‘\ g
b bl
v a4 M,y *' A’ x
* 3 TS ]
|4 s -b v
[Pt g3 P
' v
¥ H
Figura 207

En cualquiera de las dos figuras, los puntos escogidos sobre los
lados finales tienen la misma abscisa e iguales radios, y sus
ordenadas difieren solamente en el signo.

Enton;:es, entre las funciones de los &ngulos <XOB, y <XOB, de la
figura de la izquierda, y «XOB, y «XOB; de la figura de la
derecha, obtenemos las siguientes relaciones:

gen({-A) = =-sendA; cot(-A) = ~cota;

cos(-A)} = cosd; sec(-A) = secd;}
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tan(~A) = -tanA; csc(-A) = -CscA.
En consecuencia, tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 66. Las funciones trigonom&tricas de -A son iguales en
valor absoluto a las funciones correspondientes de A. El signo
algebraico, sin embargo, cambia para todas las funciones excepto
para el coseno y la secante. (Ver demostracién en el apéndice).

Ejemplo 1. Hallar el valor de cos(=-240°).
1
‘Solucién: cos(-240°) = ¢0s240° = -co860° = 3

Ejemplo 2. Expresar tan(-29°) como una funcién de un &ngulo agude
y hallar su valor.

Solucisdn: tan(~29°) = -tan29° = -0.5543

Ejemplo 3. Hallar el valor de sen(~540°)

Solucidn: sen(-540°) = ~s5en540° = -senl80° = 0,

XIX Ejercicios:

Hallar los valores de las siguientes funciones

a) sen(~67°); b} eos(-138°); ¢) tan(-33°); d) cot(-211°);
e) sec(-=315°); f) csc(=-510°).



1X PROBLEMAS RELATIVOS A TRIANGULOS RECTANGULOS

La solucién de un problema dado depeﬁdera frecuentemente de
"resolver un tridngulo". Un tridngulo estd compuesto de seis

elementos, tres lados y tres &dngulos. Resolver un triingulo es

encontrar los elementos que no se conocen. Un trid&ngulo puede

resolverse si se conocen tres de sus elementos, de los cuales uno
por lo menos debe ser un lado. En un tridngulo rectangulo se
conoce siempre un &ngqulo, el 4&ngulo recto, por tanto, un
tri&ngulo rectdngulo puede resolverse si se conocen dos lados, o
.un lade y un ingulo agudo. Como una ‘de las aplicaciones mis

importantes de la trigonometria es la resolucidn de tridngulos,

vamos a empezar cton la resolucién de triingulos rectéingulos.

REGLAS GENERALES PARA LA RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS
Primer paso.- Se construye una figura que represente al tridngulo
en cuestién. . :
Sequndo paso.- Cuando se conoce un dngulo agudo, se resta de 90°
para obtener el otro &ngulo agudo. .
Tercer paso.- Para hallar un elemento desconocido, se escoge de
(1} a (6) una férmula que contenga a dicho elemento y a otros dos
conocidos, y se despeja de ella el elemento gue se busca.
Cuarto pasc.~ Se comprueban los valores hallados observando si
satisfacen relaciones diferentes de las empleadas en el tercer
paso. Una comprobacién numérica apropiada es la relacién

a2 = c? -~ p2,

La aplicacién de las normas que acabamos de dar puede verse en
los siguientes ejemplos:

Ejenplo 1. Determinar los elementos restantes en el siguiente
triangulo rectangulo en donde A = 35°, ¢ = 267. Calcular su &rea.
Solucién:
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pPrimer paso. Dibujemos una figura indicande los elementos
conocidos y las incégnitas.
Segundoc paso. B = 90° - A = 90° « 35° = 5§°

. Y a
Tercer paso. Para hallar a, utilicemos la fdrmuula (1) senA = —.
° c
4
L,#L da?
A 757 <
Figura 208

sSustituyendo el valor de senA ‘= sen35® = 0.5736 y ¢ = 267,
a .
tenemos 0.5736 = —.
267
Por tanto a = 267(0.5736) = 153.2

nly

pPara hallar b, usemos la férmula (2) cosA =

h
sustituyendo como anteriromente, tenemos 0.8192 = PY=L va que

cosA = cos35° « 0.8192. Despejando b, tenemos

b =« 0,8192 x 267 = 218.7

Cuarto paso. Como comprobacidn numérica hallamos que los valores
de a, b, c deben satisfacer la condicién

c? = a2 + b2,

Para hallar el drea del tridngulo, tenemos

ab  (153.2)(218.7)
area = > o —_—

« 16,752.42.

Ejemplo 2, Una escalera.de 3 metros de largo estd apoyada sobre
la pared de un edificio, estando su base a 1.5 m del edificio.
20ué angulo forma la escalera con el piso?

[

5 .
Solucién: cosx = = 0.5, por lo tanto x = 60°

uI
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L5m

Figura 209

RESOLUCISN DE TRIANGULOS ISOSCELES.

Un trisnguleo isésceles queda dividido, por una de las alturas, en
dos triadngulos rectingulos semejantes; por tanto, la resolucién
de un tridngulo isd&sceles puede hacerse depender de la resolucién
de uno de estos trifngulos rect&ngulos. Los siguientes ejemplos
flustran el método:

Ejemplo 3. Los lados iguales de un tri&ngule isé&sceles tienen
cada uno 40 .cm de largo, ¥ los &ngulos en la base son cada uno
iguales a 25°. Resolver el triangulo y hallar su 4rea.

Solucitn:
g?:: i :fo
A 4

[
Figura 210

B = 180° - (A + C) = 180° - 50° = 130°

Tracemos la altura BD

COSA = gg » AD = ABcosA = 40c0s525° « 40(0.§063) = 36.25cm
AB
pc

cosC = — »
BC

por lo tanto, AC = AD + DC ~ 36.25 + 36.25 ~ 72.5cm

= 40cos25° = 16.250m

8l
n
al
[+
Q
71
Q
It

B — —
senA = — » BD = ABsenA = 40sen25¢ « 40(0.42266) = 16.5cm
aB
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16.9

BD
comprobacién: tanzs® = — «
Py 36.25

AD

= 0.4663

otra comprobacién:

{72 5} {16 9} {40} ; 1314.0625 + 285.61 = 1599.6725 = 1600

Finalmente, 4rea = %A_C x BD « %(72.5) (16.9) = 612.62¢cm”

Ejemplo 4. Un establo de 6 m de ancho tiene un techo cuya forma
aparece en la figura siguiente y cuyas vigas tienen longitud de
3{Z 'm. :Cusl es la inclinacién de las vigas del techo con
respecto a la horizontal, y a qué distancia estd el vertice
superior B de la recta AD?
Solucién: ’

Figura 211
Tracemos la altura BC. Entonces
c 3 1 - 2
COBY & —m = —— = — = —,
a 3z 2 2

por tanto, x = 45°¢ = inclinacién de las alas del techo.

BEC — @ — 2

También senx = — + BC = -ABsenx = 3 2—2- = 3 m = altura del
AB

vértice guperior B sobre el lado AD.

comprobaciént AB = {ac? + cB2 = {32 + 22 = {5+ 5 = {18 = 3%,

XX Ejercicios:
" Resolver los siguientes trisngules recténgulos (C = 90°), dados:

140.



1) A = 20°, c = 80
2) A =136°, ¢ =10
3) A =10°, b =30
4) a = 23.32, b= 50
§5) ¢ = 43, a = 38,31
6) A = 75°, a = 80

7) Un &rbol ha sido roto por el viento de tal forma que sus dos
partes forman con la tierra un tridngule recténgulo. La parte
superior forma un &ngulo de 35° con el piso, y la distancia,
medida sobre el piso, desde el tronco hasta la cGspide caida del
arbol es de 5 m. Hallar la altura gue tenia el arbol.

8) La base de un trifnhgulo isésceles mide 3 m Y su altura 1.5 m,
Resolver el triingulo y calcular su area.

9) La base de un tridngulo isésceles mide 100 m y su altura 35.01
m. Resolver el tridngulo Yy calecular su &rea.
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X FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

As{ como podemos determinar la funcidn trigonométrica de un
&ngulo conocido, también se puede determinar el valor del &ngulo
conociendo el valor de una de sus funciones trigonométricas, si
adends conocemos en gué cuadrante se encuentra el &ngulo.

Para ello se utilizan las funciones trigononmétricas inversas que
se designan de la manera siguiente:

angsenx, angcotx,
angecosx, angsecx,
angtanx, angescx.

Es decir; sl x = seny » y = angsenx

sl x = cosy » y = angcosx

sl ¥ = tany » y = angtanx

si x = coty » y = angcotx

sl x = secy » y = angsecx

si ¥ = cscy » y = angcscx.
Para calcular las funciones trigonométricas inversas de cualquier
angulo agudo se puede utilizar también la calculadora cientifica,
utilizando la funcién inversa que aparece en cada una de ellas.

Ejemplo 1. Obtener angsen(0.4).

Solucién: angsen(0.4) = 23,57817848 =~ 23°34/41"
comprobacién: sen23°34°41" = 0.4

Ejenmple 2. Obtener angcos(0.7128).

Solucibn: angcos(0.7128) =~ 44.5368099 =~ 44°32/13"
Comprobacién: cos44°32°13" = 0.7128

Ejemplo 3. Obtener angtan(2.482),

Solucién: angtan(2.482) « 68.05545077 =~ 68°03‘20"
Comprobacién: tan68°03°20" = 2.482 '

Ahora bien, si se desea cualguiera de las funciones angcotx,
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angsecx, angcscx, debemos recordar lo siguiente: (Ver identidades
trigonométricas)

1 1
8); cscA = —— (7).
cosh (81; senAi ™

De aqui se desprende lo siguiente:
a) S5i y = angcotx, entonces x = coty

1
cotA = —— (9); secA =
tanhA

=

1
- = tany.
x coty o

®

. 1
Entonces, y = angtan{;}, y por tanto,

1
angcotx = angtan{;}

b) Si y = angsecx, entonces x = secy.
1

8 =

X secy

= cosy

. 1
Entonces, y = angcos{;}, y por tanto,

1
angsecx = angcos{—}
x

c) Si y = angcscx, entonces x = cscy.
. 1

=

X  cscy

= seny

1
Entonces, y = angcsc{;}, y por tanto,

1
angesex = angcos{;}
Ejemplo 4. Obtener angcot4

1
Solucién: angcotd = anqtan{z} = 14.03624347 ~ 14°02'10"

1 1
Comprobacién: cot14°02/10" = ———— — x« ——— x 4
taniq4°02’10" 0.25

Ejemplo 5. Obtener angsec(1.5).
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1
Solucién: angsec(l.5) = angcos{r—s-} ~ 48.1896851 ~ 48°11’23",

1 1
Conprobacién: sec48°11°23" = ™ « 1.5
c0s548°11°23"  0.6666667

Ejemplo 6. Obtener angcsc(l.7385)

« 35.1142358 °06’51"
1.7385} « 35°06°51

Solucisn: angcscl.7385 = anqsen{

1
Conmprobacién: csc35°06°51" = e = 1,7385,
senl35°06’51" 0.57520851

Es conveniente hacer notar gque los resultados obtenidos en la
calculadora corresponden al primer cuadrante, pero en realidad,
cada una de estas ecuaciocnes tiene .dos' soluciones, debido a que
cada una de las funciones trigonométricas es positiva en dos de
los cuatro cuadrantes y es negativa en los otros dos.

vVolviendo al ejemplo 1:

angsen(0.4) = 23°34’41" en el primer cuadrante, pero también
puede ser igual a 156°25'19" (su suplemento) en el segundo
cuadrante.

EJEMPLOS CON NUMEROS NEGATIVOS

Ejemplo 7. Obtener angsen(-.0782)

Solucién: Obtenemos angsen(0,782) = 51,44466002 = 51°26’41",
haciendo caso omiso del signo momentsneamente.

Como el seno es negativo en los cuadrantes tercero y cuarto, este

&ngulo corresponde a 180° + 51°26'41" = 231°26°41" en el tercer
cuadrante y a 360 - 51°26°41" = 308°33°19" en el cuarto
cuadrante. )

Ejenplo 8. Obtener angcos(~0.32)

Solucién: Obtenemos angcos(0.32) = 71,33707512 = 71°20‘13",

haciendo caso omiso del signo moment&neamente.

Como el coseno es negativo en los cuadrantes segundo y tercero,
este &ngulo corresponde a 180° -~ 71°20°13" = 108°39/47” en el
segundo cuadrante y a 180° + 71°20'13" = 251°20°13" en el tercer
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cuadrantae.

Ejemplo 9. Obtener angtan(-1.6235)

Solucién: Obtenemos angtan(l1.6235) = 58.36887509 = 58°22‘08",

Como la tangente es negativa en los cuadrantes segundo y cuarto,
este &ngulo corresponde a 180° - 58°22'08" = 121°37/52" en el
segundo cuadrante y a 360° ~ 58°22/08" = 301°37/'52" en el cuarto
cuadrante.

XXI Ejercicios: Hallar los valores de A correspondientes a cada
una de las siguientes funciones:
1) tanA = 0.7673

2) sepA = 0.9678

3) cosA = 0.7121

- 4) cotA = 0.5730

5) #ecA = 1.45

6) cscA = 2.164

7) send = -0.824

8) cosA = -0.61

9) tanA = =0.9

10) cotA = -1.1625

11) secA = -2.5

12) cscA = =3.85.
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XI RESOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS

En gqeometria plana se ensefia a resolver triangulos
grificamente. Es decir, se ensefla a construir un tridngulo
conociendo:

CASO I. Dos angulos y un lado.

CASO II. Dos lados y el &ngulo opuesto a une de ellos.
CASO III. Dos lados y el angulo comprendido.

CASQO IV. Tres lados.

Una vez construido el triingulo buscado, se pueden encontrar
los elmentos degconocidos midiéndolos con una regla o un
transportador.

Teniendo en cuenta las limitaciones de nuestros sentidos y
las imperfecciones de los instrumentos usados, se comprende gue
los resultados obtenidos de tales medidas serdn, en general
aproximadas, Pespués de haber construide el tri&ngqule con los
elementos dados, por los métodos gemétricos, se verd que la
trigonometria nos ensefia cémo calcular los elementos desconocidos
con cualgquier grado de aproximacidén deseado, y los dos métodos
pueden servir entonces como comprobacién el uno del otro.

El estudiante debe tener siempre presentes al resolver el
tri&ngulo las dos propiedades geométricas siguientes que son
comunes a todos los tridngulos:

1) La suma de los tres &ngulos interiores es igual a 180°.
2) El lado mayor se opone al dngulo mayer y reciprocamente.

.La resolucién trigonométrica de tri&ngulos oblicuingulos
depende de la aplicacién de dos leyes. La ley de los senos y la
ley de los cosenos, a cuya deduccidén vamos a enfocar nhuestra
atencidén.

LEY DE LOS SENOS
TEOREMA 67. Los lados de un tri&ngulo son proporcionales a los
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senos de los &ngulos opuestos.

DEMOSTRACION
<
] ) B

Figura 212
las figuras representan triingulos, el primero de los cuales es
acuténgulo y el segundo de ellos obtusidngulo (£A).

Tenemos gque demostrar que:
' a b c

senA senB senC
Tracemos la altura desde el vértice C. De cualquiera de las dos

figuras, considerando el tridngulo rectidngulo ACD, se deduce:

senA = h (a)
B
Si consideramos.el tridngulo rectdngule BCD,
' h
senB = —...(b)
a

Dividiendo a) entre b) obtenemos:

h
senhA _ E _a
., senB h b
a
o equivalentemente,
a b

senA  senB’
Andlogamente, trazando la alturas correspondientes a los vdrtices

A ¥ B obtenemos:

b c
—_— = ... (c)
senB senC
Y adenmés
c a
senC  senA’

Igualando -las proposiciones a), b), ¢) obtenemos:

147



a b c

senh - senB senc’

LEY DE LOS COSENOS

TEOREMA 68. En un triéngule cualquiera el cuadrado de un lado es
igual a la suma de los cuadrados de los otros dos, menos el doble
producto de estos dos lados por el coseno del &ngulo que forman.

DEMOSTRACION

Figura 213
En el tridngulo acutdngulo AABC, se traza la altura desde el
vértice C. )
Supohgamos que gueremos encontrar el‘ lado a en funcién de los
otros dos lados, b y ¢ y del «A que forman. El teorema gque vamos
a demostrar dice que:
a2 = b2 4 ¢? = 2bccosA

Considerando la figura tenemos:
a® = CD? + DB3; b? = CD? + AD2.
Restando estas lgualdades hallamos:
a2 = b2 = DB ~ Ez...(l)
Pero DB = ¢ - AD. Elevendo al cuadrado y sustituyendo en (1)
tenenos:
a? - b2 = g2 - 2CAD...(2)
Pero AD = bcosA, luego sustituyendo en (2) y despejando a2,
hallamos; '
a2 = b® + c2 - 2bccosi...(3)
En el tri&ngulo obtus&ngulo AABC, se traza la altura desde el
vértice C.
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figura 214
Qonsiderando la figura tenemos:
a? = CD? + DB?%; b2 = CD? + ADA
Restando estas igualdades hallamos:
a® - b2 = DB? ~ AD%... (4)
Pero DB = AD + c¢. Elevendo al cuadrado y sustituyendo en (4)
resulta: o
: a2 - B2 = £2 + 2cAD...(5)
Pero AD = boosDAC
Entonces 4«A = 180° - «DAC, y por lo tanto cosA = —-cossDAC
Como AD = hcos/DAC = -bcosA, podemos sustituir este valor en (5)
Yy depejando a2, obtenemos:
) a2 = b2 + ¢c2 ~ 2bccosh...(6)
como ya hablamos obtenido anteriormente. Por 1lo tanto, en
cualquiera de las dos figuras
a? = b2 + ¢2 - 2bccosA
Anilogamente:
b?* =-a® + ¢c® = 2accosB...(7)
c? = a? + b? ~ 2abcosC...(8)1

Despejando en 6) 7) y 8) los cosenos de los anquloé obtenenos

b2+ c2 - a2 a? + ¢? - b? a? + p?2 - ¢?
cosA = —————o—? €088 = ~————— C0SC = ———————,
2bc 2ac 2ab

Estas férmulas son ftiles para hallar los Angulos de un
tridngulo conociendo sus lados.
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CASO I. Conocemos dos &ngulos y un lado.

Ejenmplo 1. Dados A = 65°, B = 40° a = 50m.; resolver el
trisngqulo. ’
Soluecién:
b 14
A = §
Figura 215

como se conocen dos Angulos podeﬁoa obtener el tercero. Luego,

: C = 180° - (A + B) = 180° ~ 105° = 75°
Como cohocemos el lado & y el &ngulo opuesto A, podemos emplear
la ley de los senos, pero debemos cuidar de escoger tales razones
de manera que no aparezca mds que una incégnita. Asi, para hallar

el lado b, utilizamos:
a b

senA senB

;
despejando: .
asenB  50sen40°
B o B st
senA senes°

Anfloganente, para hallar el lade c usamos
' a c

« 35.46m

—— ;
senA senC

depejando

asenC 50sen75° .
= ——— a 53.29m**checar
senA sené65°

Como ya conocemos todos los lados y los angulos del tridngulo,

podenos decir, gue ya esté resuelto,

Comprobacibn. Se puede comprobar por la ley de los senos debiendo
ser iguales los tres cocientes (en nuestro caso no serd asi
debido a que hemos estado utilizando aproximacicnes numéricas)

a b [
= = .
senA senB  senC’
50 35.46 53.29

= 55.16.

« &
sen65° senqo° sen75°
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CASO II. Conocemos dos lados y el &ngulo optesto a uno de ellos.
Ejemplo 2. Dbados @ = 40, b = 30, A = 75°; hallar los elementos
restantes.,

Solueién:

Y a=q0

1

15"

A [¢]
Figqura 216
Por la ley de los senos:
. a b

=

senA senB

i
despejando:
bsenA 30sen?5°
= R TREE
B « 46°25'22"
Entonces, C = 180° - (A + B) = 180° -~ 121°25'22" = 58°34‘38"

Para hallar ¢, tenemos por la ley de los senos
c a

= 0.7244

senC senA’

de donde

asenC 40sen58°34"22"

c = ;o= = 35.34
send : sen75°
- b [}
Comprobacién. Por la ley de los senos: = =
senA senB senC
40 30 35.34
o ~ « 41,41.

sen75° sen46°25'22" sen58°34'38"

CASO IIXI. Conocemos dos lados y el é&ngulo comprendide entre
ellos. ’
Ejemplo 3. Resolver el tridngulo dados A = 47°, b = 8, ¢ = 10
Solucicn: .
Para hallar el-lado a, utilizamos la igualdad siguiente (ley de
los cosenos):

aZ = b2 + ¢ ~2bccosA = 64 + 100 ~ 2(8)(10)cos47° = 54.88;
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a = 454,88 « 7,408

Figura 217

Para hallar el dngulo B, usando la ley de los cosenos,
a? + c? - p
cosB = —m8H——
2ac
54.88 + 100 - 64
cosB & ~———— . = 0.61339,
2(7.408) (10)
de donde
B = 52°09'54"
Entonces, C = 180° - (A + B) = 180° - (99°09'54") = BO®50‘06"
b c

a
Comprobacién. Por la ley de lOoS SEnos§: ——— = —— = —
seni senB senC
7.408 8 10
-1

= = 10,129,
send7° sen52°09’ 54" sen80°50°06"

CASO IV,- Conocemos los tres lados.
Ejemplo 4. Resclver el tridngulo dados a =7, b=3, ¢ =656
Solucidn:

[ a-=1 ]
Figura 218
Utilizando la ley de 1los cosenos para hallar los &ngulos
obtenenos:
B2 + ¢2 - a2 9 + 25 - 49 -15

CosA = = —_ = -0,5,
2bc 2(3)(5) 30

de donde
A = l120°
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a? + ¢? - p2 49 + 25 - 9 €5 13
: =

2ac 2(7) (5) 70 13"

COsSE =

de donde
B « 21°47'12"

Entonces, C = 180° — (A + B) = 180° - 141°47°12" ~ 38°12‘48"
b c

senA senB senC

Comprobacién. Por la ley de los senos:

7 3 S

o o ~ 8.,083.
sen120° sen21%47/12" sen3ige12‘48"

XXII Ejercicios. Resolver los siguientes triangulos y comprobar:

1) a = 40, A = 60°, B = 45°
2) a = S50, A = 10°12, B = 46°36'
3) ¢ =60, A =50° B = 75°
4) a =12, b = 15, A = 52°.
§) a = 50, b = 100, A = 30
6) b = 120, ¢ = 80, B = 60°
7) a=2,b=3, C= 45°
8) a = 132, b = 224, C = 28°40'
a

9) = 125, ¢ = 125, B = 13°20
10) a = 25.2, b = 37.8, ¢ = 43.4
11) a=2, b=3, ¢ =4

12) a = 303, b = 404, c = 626.
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XII FUNCIONES DE LA SUMA Y LA DIFERENCIA DE DOS ANGULOS

Vamos a proceder ahora a obtener las funciones trigonométricas de
la suma y la diferencia de dos &ngulos conocidas las de estos
&ngulos. Las formas fundamentales gque vamos a deducir son las
siguientes:

sen{X + Y) = senXcosY + cosXsenY...(15)

sen(X - Y) = senXcosY — cosXsenY...(16)

cos(X + Y) = cosXcosy - senXsenY...(17)

cos{(X - Y) = cosXcosY + senXsenY...(18)

SENO Y COSENO DE LA SUMA DE DOS ANGULOS.
Demostracién de las férmulas (1S) y (17): Sean X y Y dos &ngulos
positivos menores de 90°.

—X = OP = 0Q = 1 en ambas figuras

Figura 219
En un circulo de radio igual a 1 cuyo centro es 0, tracemos el
adngulo <AOP = X y el &nqulo <POQ = Y. Entonces el <«A0OQ = X + Y.
En la figura de la izquierda el &ngulo X + Y es menor de 90°, y
en la figura de la derecha es mayor de 920°.
En ambas figuras 65 es perpendicular a O_P; th Yy BE son
perpendiculares a oA (o a la prolongacién de O—A), v FD es
paralela a OA. Los trisdngulos DFQ y DOE son semejantes. Por
tanto, <FQD = X.
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En el tri&ngulo rectangulo 0DQ:
oD = 6_6 cosY = cosY (por ser CTd = 1)
ﬁ = b—Q senY = senY (por ser 65 = 1)
Y sen(X + r} =c:?=—cs.
oQ
Pero?ﬁ=?§+?6=§5+ﬁ
Por lo tanto, sen(x + YY) = ED + ?‘E
En el tridngulo rectdngulo OED, ED = 0D senX = cosYsenX
En el tridngulo recténgulo DQF, E = .DTz cosX = senYcosX.

como sen{X + Y) = ED + E, entonces
sen(X + Y) = senXcosY + cosXsenY
y tenemos entonces la- identidad (15):
sen{X + Y) = senXcosY + cosXsenY.

: oC = —
Ademds cos(X + ¥) = —— = OC (por ser OQ= 1)

=1} .
pero OC = OE - CE = .O—E' ~ FD, en ambas figuras, ya que los

seqmentos 5-6, EE, CE sobre el diametro horizontal son segmentos

dirigidos.

Por lo tanto, cos(X + Y¥) = OE - FD.

En el trisngulo rectdngule OED, OE = OD cosX = cosYcosX
En el trisngulo rectangplo DQF, FD = 55 senX = senYsenX.

Como cos{X+Y) = OE - ﬁ,
entonces cos{X + Y) = cosXcosY -~ senXsenYt,
Y tenemos entonces la identidad (17):
cos(X + Y) = cosXcosY - senXsenY¥.

SENO Y COSENO DE LA DIFERENCIA DE -DOS ANGULOS.

Demostracién de las férmulas (16) y (18). Estas férmulas son
gimplemente casos especiales de {i5) y (17) respectivamente. Asi,
por ejemplo, si en (15) sen(X + Y) = senXcosY + cosXsenY,
sdstituimos Y por (-Y}, tendremos:
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sen(X - Y) = senXcos(-Y) + cosXsen(-Y).
Pero cos(~Y) = cosY y sen(-Y) = =-senY.
Por lo tanto:

gsen(X - Y) = senXcosY + cosX(-senY)} = senXcosY - cosXsenY.
Andlogamente, si en (17) cos(X + Y) = cosXcosY - senXseny,
sustituimos ¥ por (-Y), tendremos:
cos(X - Y) = cosXcos(~-Y) - senXsen(-Y)
cos(X = Y) = cosXcosY - senX(-senY)

Cos{X - Y) = cosXcosY + senXsenl.

Ejemplo t. Hallar sen?5°, utilizando las funciones de 45° y 30°.
Solucién: Como 75° = 45° + 30°, obtenemos de (15):
sen75° =sen{45° + 30°) = sen45°¢cos30° + cos45°2en30°

z 3 7 1 e Iz
T o b e A e v = 4 =

2 -2 2 4 4

2
{6 + 12

4

Ejemplo 2, Hallar cosl5°, utilizando las funciones de 45° y 30°,
Solucién: De (18)

cos15° = cos(45° - 30°) = cos45°cos30° + sen45°sen3o®
) 2 {3 2 1 {e Iz
RO e 4 e o e b o B e —_— =
2 2 2 2 4 4
_{e+ 1z

4

XXIXI Ejercicios
1) Hallar el valor de cos75°, usando las funciones de 45° y 30°.

3 7 .
2) si tanX = 1 y tany= 37 hallar sen(X + Y) y cos(X + Y) cuando
X y Y son &ngulos agudos.
3) Demostrar que sen%0° = 1 ¥y cos90° = 0, usando las funciones de
60° y 30°,
4) Demostrar que senl80° = 0 y cosl80° = -1, usando las funciones
de 120° y 60°.
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cosX + senX

{2
cosX - {3senx
2
7) Demostrar gue sen{X + 60°) ~ cos{X + 30°) = senX.
8) Hallar el senl5®, usando las funciones de 45¢ y 30°.
9) Hallar el sen15°, usando las funciones de 60° y 45° Y
verificar que el resultado es igual al del problema anterior.

i

5) Demostrar que sen(45° + X)

6) Demostrar gue cos(60° + X)

1
10) Hallar sen(X - Y) y cos{X ~ Y), sabiendo que senX = 7 Yy senY

1
= 3 siendo X y Y angulos agudos.

’ . senX + {3cosx
11) Demostrar que sen{X -~ 120°) = - —_—
12) Demostrar.que cos(30° + Y) - cos(30° - Y) = -seny.
13) Demostrar que cos(X + 45°) + sen(X - 45°) = 0,

14) Demostrar que sen{X + Y)sen(X - Y) = sen?Xx = send.

TANGENTE ¥ COTANGENTE DE LA SUMA Y LA DIFERENCIA DE DOS ANGULOS.

Utilizando las férmulas (10), (15) y (17} obtenemos:

sen(X + Y) _ senXcosY + cosXsenY

cos(X + Y) cosXcosY - senXsent'

Dividiendo numerador y denominador por cosXcosY, tendremos:

tan(Xx + 1Y) =

senXcosy + cosXsenY senX 4 senY
cosXcosy cosXcosyY — cosX cosY tanX + tanY

tan{X + Y) = = =
cosXcosY — senXseny 1 senX senY i=-tanXtany

COSXCOSY ~ cosXcosY cosX +cosY
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Por lo tanto, resulta:
tanX + tanYy

tan(X + ¥V} = ——m——m ., .. (19)
i-tanXtanY
De la misma manera, de las férmulas (16) y (18) se obtiene:
tanX ~ tanY
tan{X ~ Y) = —————————, .. (20)
l+tanXtanY

De las f6rmulas (11), (15) y {(17) hallamos:
‘cos(X +Y) cosXcosY - senXsenY
cot(X + Y) = = B
sen{X +Y) senXcosY + cosXsenY
Dividiendo numerador y denominador por senXsenY, resulta;

cosXcosY ~ senXsenY cosX, CcosY _

1
senXseny senXsenY’' senX senY cotXcotY-1
cot(X + Y} = = = -
senXcosY + cosXsenY cosY + cosX cotY + cotX
senXsenY senXseny senY senX

Por lo tanto, resulta:
cotXcotyY~1

cob(X +Y) = ———...(21)
cotY + cotX
De la misma manera, de (16) y (18} podemos demostrar que
cotXcotY+1
cobt(X - Y¥) = ——,..(22)

cotY - cotX
Las férmulas (15) y (22) pueden escribirse eh forma mis resumida
como sigue:
sen{X * Y) = senXcosY t cosXsenY
cos(X ¢ Y) = cosXcosY T senXsenY
tanX & tany

13tanxtany
cotXcotY+1

cotY t cotX’

tan(X ¢+ v) =

cot(X t Y)

Ejemplo 1. Hallar tanl5®, usando las funciones de 60° y 45°,
Como 15° = 60° - 45°, entonces

tan60°® - tan4s5° 3 -2 I3 -1
tanlb° = tan({60° -45°) = T S 5% = =
1 + tan6¢°tan4d l+l'“3 (1) 1+G

Ejemplo 2. Hallar cotl05°, conocidas las funciones de 60° y 45°.

158



i3 3 -3
cot60°cotd5°-1 3 ~t 3
cotlos? = cot(60° + 45°) = - e = =
cot60° + cotds 5 G + 3
— 21 —_—
3 3
i3 -3
3 +3

XXIV Ejercicios

T
L

1) Hallar tan(X + Y) y tan(X - ¥), teniendo come datos tanxXx =

1
tany = —,
4

2) Si tan(X + ¥) = {3 y tanX = 1, calcular tant.
3) Demostrar gue:

1 + tanX
a) tan{45°® + X) = ————
1 ~ tanX
’ 1 + cotY
b) cot{Y - 45°) = —————
1 ~ cotyY
nA -~ i3
c) tan{A - 60°) = .ti___
1 + {3tana
i3 coth -~ 1
d) cot(B + 210°) & ———————
cotB + ﬁ
) san{X + Y) tanX + tanY
e =
san{X - Y) tanX -~ tanY
cos{X'+ Y}

£) 1 = tanXtany = -
cesXcosY
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO DOBLE.
Las £6rmulag (15) a (22) son verdaderas para todos los valores
posibles de X y Y; por tanto, deben ser vAlidas cuando X es igual
avy.
Para hallar sen 2X tomwewos (15)

sen(X + Y) = senXcosY + cosXseny
y hagamwos X = Y. Resulta

sen{X + X} = senXcosz + cosXsenX,
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o sea,
sen2X = 2senXcosX...{23)

Para hallar cos 2X tomemos (17) ’

cos(X + Y) = cosXcosY - senXsenY
Yy hagamos ¥ = X :
Entonces,

cos(X + X} = cosXcosX - senXsenX
o sea,

cos2X = cos?X ~ sen®X...(24)

Para hallar tan2X tomamos (19)
tanX + tanY

tan(Xx + ¥) = ————————
1 - tanXtany
y sustituimeos Y por X. Resulta
tanX + tanX
tan(X + X) = ————————,
1 - tanXtanX
o sea,
2tanx
tan2X = ~——————, .. (25)
1 - tan2x
Para hallar cot2X tomamos (21)
' cotXcotY~1
cot{X + Y} =

cotY + cotX
y sustituimos ¥ por X. Resulta
cotXcotXx~1

cot (X + X) ———
cotX + cotX

it

o sea,
cot?Xx - 1
cotaX =.— " (26)
2cotX
Ejemplo 1. Sabiendo que tanX = 2 y que X est& en el tercer
cuadrante, hallar sen2X, cos2X, tan2X y cot2X.

. -2 -1 1
Solucién: Si tanX = 2, entonces senX = — y cosX = —, cotX = =
. 5 5 2
-2][-2 4
gen2X = 2senXcosX = 2{TT¥ T} = —
{5{{{s| >
4 -3
Cos2X = cos®X -~ sendX = — - — = —
5 5 5



2tanX 2(2) -4

tan2x = ——————
1 - tan2x 1 -4 3
1
2y - =1
cot3X 1 4 3
cot2X = = - = e -,
2cotX 1 4
|2
XXV Ejercicios
3
1) Si A ests en el tercer cuadrante y seni = - 5 hallar
3
a) cos{90° + A); solucién: 5
. . 24
b) tan2a; So;ucxén: —7-
-7
c) cot(180° ~.2A7A); Soluciény EYY
. . 25
d) sec{270° = 2A}; Solucién: —52-

-5
2) 8i X es un &ngulo del segundo cuadrante, y tanX = Iy hallar

119
a) cotzX; Solucidén: = ——
120
: 5
b) sen(180° - X); Solucién: &
, 120
c) cos(270° -~ 2X); Solucidén: —
169
169
d) csc(180¢ + 2X); Solueidn: =5

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO EN FUNCION DE IAS DEL

ANGULO MITAD. )
De (23), sen2X = 2senXcosX. Reemplacemos 2X por Y Yy en

. b 4
consecuencia, X por 3

Obtenemos:
Y Y
senY = 2sen~cos-.
2 2

De (24}, cos2X = cos2X -~ sen’X. Reemplacemos 2X por Y y en
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Y
consecuencia, - X por 3

Y Y
cosY = cos?-~ - sen3-.
. 2 2
2tanx
De (25), tan2X = ————.
1 - tan®X

b d
Reemplacemos 2X por Y y en consecuencia, X por -2-.
Obtenemos;
Y
2tan-
2

tanY = -
1 - tam-
2

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULG MITAD EN TERMINOS DEL COSENO
DEL ANGULO.
como cos2X = cos2?X ~ sen?X = 1 - sen3X - senZx =

=1 - 2sen?X = cosX ~ (1 - cos3X)

= 2co8%X - 1
Despejando: 2 sen?X = 1 ~ cosz2X

1 - cos2X
» sen?X = ————————,
2
Y como 2cos2X = 1 + cos2X
. 1l + cos2X
»c0os?X = 5

Adends,

1 - coszx 1 +cos2x
senX = 2 cosX =

Si ahora sustituimos 2X por Y y en consecuencia, X por ;, resulta

b4 1 - cosY

sen=— =t {—————...(27)
2 2
Y 1 + cosY

cos~ = & |——————...(28)
2 2

Y
Para hallar tani, basta dividir (27) entre (28), obteniendo



Y 1 - cosY
sen— tl
2 2 1 ~ cosY
tan; = 7 = H oz por lo tanto,
cos. . 1 + cosY 1 + cos
2 'J 2

Y 1 ~ cosY
tan- = 2 l————...(29)
2 1 + cosY

Comc la tangente y la cotangente son funciones

tenemos inmediatamente de (29)

Y. 1
cot— =

Y
tan-
2

Y 1 + cosY
cot— = t |—m———, .. (30)
2 1 - cosY

Ejemplo 1. Hallar seno, coseno, tangente y cotangente
459
Solucifn: 22°30° = - por lo tanto,

por lo tanto

reciprocas,

de 22°30‘.

2 - {2
450 1 - cosabe 2 2 -2
sen22°30'= sen— = = = = =
2 2 2 4
2 -4z
2
. I
12 2 +42
14— - -
450 1+ 45° 2 2 2 +42
Ccos22°30' = cog— = = = = =
2 2 i 2 2 4
2 + {2
2
) iz
a5° 1 - cos45° 2 2 -4z
tan22°30' = tan = - = =
2 1 + cos45 5 2+ E
it

163



cot22°30' =

450
2

cot

XXVI Ejercicios

1) Hallar seno,

&ngulo de 30°,

2)
a)

£)
3)
a)
b)
c)
d)

e)

'1 + cos4b®
1 - cos45°

coseno, tangente y cotangente de 15°, usando el

4
S$i A termina en el tercer cuadrante y cothA = 3 hallar

A A A A A
sen;; b) cos;; ) tanz; d) cot(180° - E); e) tan (270° - 5);

A
COS2A ~ tan;

Demostrar las siguientes igualdades:

sen32® +

sen50° -
c0s80° -

cos60° +

sen2s¢°

senlo°
cos20°

cos30°

cog2°
{Fsenzo-
-senso®
IECOSlsn

sen(60° + X)' + sen(&0° - Xx) = {3cosx.



XIII IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

DEFINICION.~ Una identidad trigonométrica es una igualdad que“
contiene funciones trigonométricas y gque es verdadera para todos
los valores de los angulos para los cuales estin definidas estas
funciones. Asi, las f6rmulas de la (1) y (30) son identidades
trigonométricas, ya que son verdaderas para todos los valores del
&ngulo para los Gcuales estin definidas las funciones.
Consideraremos dos m&todos de demostracién de identidades dadas.
I. Podemos reducir un miembro a la forma del otro miembro, usando
_identidades conhocidas. En geheral, el miembro mis complicado se
reduce a la forma del miembro mis sencillo.

II. Podemos reducir ambos miembros, usando identidades conocidas,
a la misma expresidén. Entonces como los dos wniembros son
idénticos a un misma expresién, son idénticos entre si.

No puede darse un método general a seguir en todes 1los
casos. Es esencial un conocimiento completo de las relaciones
fundamentales, porgue estas relaciones sugieren frecuentemente
las reducciones gue deben hacerse. '

En las identidades que contienen funciones de los &ngulos
mGltiples, ¢ 4&ngulos fraccionarios, por regla general, es
aconsejable expresar dichas funciones come funciones de los
&ngulos sencillos. Si después de haber hecho esto, no aparece
ningdn procedimiento factible, usuvalmente es ventajoso cambiar
todas las funciones a senos y cosenos.

Veamos ahora algunos ejemplos de -los dos métodos gue
acabamos de exponer.

Ejemplo 1. Demostrar que 1 + tan2XtanX = secc2X es una identidad.
Solucisn: Primer método.

2tanX 2tan?x
1 + tan2XtanX = 1 + ———————tanX = 1 + —————
1 ~ tan2X 1 - tan?X
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+ sen2X cos?X + senX
1 - tan2X + 2tan2xX 1 + tan®x cos?X cos2X
1 = tan2x 1 - tan2X N sen2x cos2X - sen2X
cos2x cos2X
cos?X + sen?X 1
= = secz2X.
cos?X - sen2x  ©0s2X
Segundo método.
senzX
2tan2x 1 + tan2X cos2X
1 + tan2Xtanx = 1 + = = =
1 - tan¥X 1 - tan?X sen2X
cos2X

cos?X + sen?X kY

cos2X - sen?X  cos?X - seniX
1 1

052X cos2X - senX

seczX =

1 + tan2XtanX = sec2X es una identidad.

tanX + tanY
una

Luego,
. sen(X + Y)
Ejemplo 2. Demostrar gue
sen(X - Y)
identidad, .

Solucién: Segundo método.
sen(X + Y) _ senXcosY + cosXsenY

sen(X -~ Y) senXcosY - cosXsenY
senX +senY

cosX cosY
senY

tanX + tanY
tanX - tanY

senX

cosX “cosY
senXcosY + cosXseny

senXcosY ~ cosXsenY
sen(X + Y)

sen(X - Y)

tanX + tanY
tanX - tanY

Luego, es una
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es
tanX ~ tanY

senXcosY + cosXseny

cosXcosY
senXcosY - cosXsenY
cosXcosY

identidad.



XXVII Ejercicios Demostrar que las siguientes igualdades

identidades:
1) tanisenX + cosX = secX
2) cotX - secXcscX(l - 2sen®X) = tanX
3) (tanX + cotX)senXcosXx = 1
4 senY 1 - cosY
) 1 + cosY senY
1 -~ sena
5) '————- = secA - tanA
1 + sena
cotXx|?
6) cot?X =cos2X +
secX
7) sen?X + cos3 = (senX + cosX) (1 - senXcosX)
8) cos(X + Y)cos(X - Y) = cos2X - sen?
9) sen(A + B)sen{A - B) = cos?®B - cos3A
cos(X - Y) 1 + tanXtany
10) =
cos(X + Y) = 1 - tanXtany
sen{X + Y)
11) cotX + cot¥ = —m7m oo~
senXsenY
2tanX
12) sen2X = ——a—m——u-
1 + tan®x
1 - tanX
13) cos2X = ——
1 + tam?x
14) tanX + cotX = 2cs02X
15) cos'X - sen'X = cos2X
2 .
16) {senx + cosX} =1 + sen2X
sen2X
17) = cotX
1 - cos2X
cscX
18) sec2X = ——-——
) csc2X - 2
19) cotY -~ tanY = 2cot2y
COoSA - senh
20) sec2A - tan2a =

cosSA + senad
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X
1 + tan-
cosX 2

1 =
2)J.-senx

X
1 - tan—
2

X X
22} cot; + tani = 2cscX

1- tané
23) cosX = %
1+ tan?~5
seni + senB (A ~ B}
24) = cot:

cosA ~ cosB

X X
25) 1 + cotzz = 2qsqxaot5.
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XIV ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

La igualdad 3¢sc2X¥ + {3senx + 1 = 0 es un ejemplo de una
ecuacidn trigonométrica. No es una identidad, es decir, no es
verdadera para todos los valores de X. Por ejemplo, no es
verdadera cnando X = 0°. En efecto, cono sen0® = 0, cos0° = 1,
vemos que el primer miembro cuando X = 0° es igual a 4 y ho es
igual a o.

Luego, una ecuacién trigonométrica difiere de una jdentidad
en que no es verdadera para todos los valores del &ngule
desconocido de que se trata.

Resolver una ecuacién  trigonométrica es encontrar los
valores del &angulo desconocido que satisfacen a la ecuacién dada.

No hay ningfin método general para resolver ecuaciones
trigonométricas, que se pueda seguir en todos los casos, pero se
verd que son Gtiles las siguientes sugerencias:

PRIMER PASO.- Exprésense todas las funciones trigonométircas que
entran en la ecuacién, en términos de funciones un mismo Anguio,
aprovechando las identidades coqocidas. Asi, si.zx ¥ X aparecen
en la ecuacién, exprésense las funciones de 2X en términos de las
funciones de X.

SEGUNDO PASO.- Exprésense todas las funciones en términos de la
misma funcidn.. V

TERCER PASO.- Resuélvase algebraicamente (factorizando o de
cualguier otra forma) considerando como incdgnita la anica
funcién éue entra ahora en la ecuacién.

Frecuentenmente se introducen raices extrafias elevando al cuadrado
ambos miembros de la ecuacién o al quitar denominadores. Los
valores del dngulo obtenido en tales casos, gue no satisfacen a
la escuacién dada, deben ser desechados. También debe cuidarse el
que no se pierda ninguna raiz al extraer rafiz cuadrada a ambos
miembras de la ecuacién, o al dividir ambos miembros per un
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factor. )
Ejemplo 1. Resolver la ecuacién
cos2XcscX + cseX + cotX =0
para valores de X entre D°‘y 360°.
Solucién: Como cos2X = cos2X - sen2X, obtenemos
(cos2X - sen?X)cscX + cscX + cotX = O

, sustituyendo resulta

1 cosX
como cscX = . Y cotX =
senX senX
cos2X - sen2x 1 cosX
—— e} +

senX senx senX

=0

¥y por tanto: .
cos2X ~ sen3X + 1 + cosX = 0
Como senX = 1 ~ cos2X, sustituyenso tenemos
cos2X -~ 1 + cos2X + 1 + cosX =0

O sea,

2cos?X + cosX = 0

cosX{2cosX + 1) = 0
Igualando a cero cada factor, obtenemos

(1) cosX =06

(2) 2cosXx + 1 =0,

© sea cosX = - 1
2 .

Los valores de X comprendidos entre 0° y 360° que satisfacen a:.la
ecuacién son, por lo tanto,

de (1): 90° y 270°

de (2) 120° y 240°.
Convirtiendo estos valores a radianes y ordenindoles en orden

creciente de magnitud, hallamos las soluciones:

m o2 4am 3m .

-, —, —, — Yradianes.

2 3 3 2 E
A ‘cada wuno de estos valores puede sumdrsele o restarsele
cualguier mGltiplo de 27, y de esta manera se obtienen
absclutamente todas las soluciones, pero como se aclard al
principio de este ejemplo, y como lo haremos en los siguientes,

solamente nos van a interesar los valores de X que estén
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comprendidos entre 0° y 360°,
Ejemplo 2. Resolver la ecuacién

2sen2X + {3cosx + 1 = 0
para todos los valores de X desde 0° a 360°.
Solucién: Como sen?X = 1 - cos?X, abtenemes

2 - 2c0s2X + {3cesXx + 1 = 0

o seat

2cos?X - {3cosx - 3 = 0.
Esta es una ecuacidn de segundo grado en cosX.

5:43—4(2)(-3)_Gtm=5:35

+ cogX =
2(2) 4 4
YE '
- cosx=—3——=J—3‘...(1),
-2{3 -3
0 COSX & —— = ——,,,(2)
4 2

NingGn valor de X satisface la igualdad cosX = E, ya que
valor del coseno no puede exceder de 1.

. —G - sn 7
Si cosx = - hallamos que X = 150° = i Y X = 210° = =

Ejemplo 3. Resclver la ecuacién
5cosx = 4senX + 4
para todos los valores de X desde 0° hasta 360°.

el

Solucién: Para evitar que aparezcan radicales al expresar todas
lag funciones en términos de una misma funcién, elevamos al

cuadrade ambos mienbros y obtenemos
25cos’X = lésen®X + 32senX + 16
Usasndo la ldentidad cos2X = 1 - sen?X, obtenemos
25(1 ~ sen2X) = 16sen®X + 32senX +16,
o 25 - 25sen®X = 16sen3X. + 32senX +16
@ -4l1sen?X -32senX + 9 = 0
o sea,
41sen?X + 32senX - 9 = 0.
Resolvemos la ecuacién:
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-32 + {1024 - 4(41) (-9) -32 ¢ {2500 -32 * s0

senX = = =
2(41) 82 82
y obtenemos .
o 18 (1
senX = — = —, .,
82 41 !
o bien,
82
senX = - — = - 1...(2)
82

De (1) tenemos gque los valores correspondientes de X compredidos
entre 0° y 360° son:
X = 12°40°49", X = 167°19’11"

De (2): el valor correspondiente es X = 270°.
Estos valores de X son las soluciones de la ecuacién

41sen?X + 32senX - 9 = 0;
pero como elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecuacidn
dada, podemos' haber dado soluciones extrafias. En este caso,
observamos gque ¢os167°19°11" es negativo y gque senlé7°19’11" es
positivo; luego para este &ngulo el primer miembro de la ecuacién
dada es negativo y el segundo miembro es positivo. por tanto, la
ecuacién dada no se satiface y el &ngulo de 167°19'11i" debe ser
desechado. Por sustitucién se encuentra que los angulos restantes
si satisfacen la ecuacién dada. Las soluciones son ’

X = 12°40°49" y 270°,

XXVIII Ejercicios. Resolver las siguientes ecuaciones para
valores de X comprendides entre 0° y 360°:

1
1) sen2X = i

2) tan?X - 3 = 0
3) sec?X - 4 = 0
4) - sen22X = 1

X
5) cotz'z— =3



6) 4cosXcscX + 8cos?X - 3cscX = 6
7) 2sen?X + 3cosX =0

B) tan2x - (1 + {3)tanx + {3 = o
9) senX + cosX = 0

10) senX + cosX = 0

11) cos2X + cosX = -1

12) ZsenX = sen2X

: -43
13) sen(30° 4 X) - cos(60° + X} = Y

14) tanX + sec?X ~ 3 = 0
15) 4senX + 3cosX = 3
16) 28ec®X - gsecX = 0
17) sen2X + senX = 6.
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XV LOGARITMOS

TEORfA Y USO DE LOS LOGARITMOS EN LA TRIGONOMETREA.
Muchos de les problemas que ge presentan en la trigonometrfa
implican largos célculos, Como el trabajo con ellos puede
aminorarse grandemente con el uso de los logaritmos, resulta
ventajoso usarlos en una gran parte de les cdlculos
trigonométricos. Esto es epecialmente cierto en los c4leculos
relacionados con la solucidn de los tridngulos. A continuacién
vamos a dar los principios fundamentales de los logaritmos y a
explicar brevemente el uso de la calculadora.
DEFINICION DE LOGARITMO.~ Se llama logaritmo de un niimero, en una
base dada, al exponente al cual debe elevarse la base para
obtener el nlmero.
Asi, si
b* = N, (forma esponencial) .

entonces x es el logaritmo de N de base b. Este enunciado se
escribe en forma abreviada como sigue:

) x = log,N (forma logaritmica)
Ambas formas son, entonces, simplemente dos maneras diferentes de

expresar la misma relacién entre b, x y N.
El hecho de que un logaritmo sea un exponente puede expresarse
m&s claramente escribiendo la forma exponencial en la forma

{base}hq = nGmero

Por ejemplo, 1las siguientes relaciones expresadas en forma

13 1
32 = g; 25 = 32; {E} =§; XY =z,

se escriben, repectivamente, en la forma logaritmica:

exponencial:

1
2 = logy9; 5 = logp32; 3 = loglg; y = 1l0g,z;

2
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en donde,
2, 5, 3, y son los logaritmos (exponentes)

1
3, 2, 5 X son las bases, y

1
g, 32, g z son los nimeros respectivamente.
manera semejante las igualdades:

1 1
{25} = §5; 103 = - — = ——— = 0,001; 823 = 3|g2 = JI64
103 1000

bn
=4; b= —=1 ~
se escriben en forma logaritmica como sigue:
1 2
3 = 10G,;5; ~3 = 10g,,0.001; 3 = logg4; 0.= log,l.

‘Ejemplo 1. ¢Cudl es el logaritmo de 27 en base 92
Solucibn: Sea x = logyg27, entonces, 9% = 27, o sea, 3 = 33, por

3
tanto, 2x =3, y x = 7

XXIX Ejercicios
1) Expresar las siguientes igualdades en forma logaritmica:

., 12 1
a) 52 = 25; b) 10% = 1000; c) 3% = 81; d) {9 = 3; e) {;} =i

1
£) 274 = o9 3{125= 5; h) 102 = 0.01; 1) (0.01)2 = 0.0001

i) a® = 1; k) b* =c; 1) y = 4*
2) Expresar las siguientes igualdades en forma exponencial:

. 1
a) log,64 =3; b) 10g,42 = 2; c) logg216 = 3; d) log2 = 5;

e) log,a = 1; £) log,l1 = 0; g) log,a = ¢.
3) Cuando la base es 2, i(cudles son los logaritmos de los nGmeros
1 1
i, E' 2, 4, Z' 8, 64, 12872
4) Para base 4 los logaritmes de ciertos nGmeros son 0, 1, 2, 3,
. 1 ’
-1, -2, 3 dcudles son los nameros?

5) Hallar el valor de x en cada una de las siguientes ecuaciones:
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a) x = log,9; .b) x loggl6; ¢} x = 1og,04'13 d) logy,x = 3;

1
e) x = loq:,;; £} x = loggnl000; g) x = logH16;

h) logyx = =3;i) 2logyx = 3; J) log,16 = 2.

TEOREMAS SOBRE LOS LOGARITMOS.
Las propiedades de los logaritmos deberan hallarse a partir del
dlgebra que rige a los exponentes. ‘
TEOREMA I. El logaritmo del producto de dos factores es igual a
la suma de los logaritmos de los dos factores, es decir:
log,MN = log,M + log,N.
DEMOSTRACION
Sean M y N los factores y sean x , y sus logaritmos en al misma
base b. Entonces: '
logpyM = % y léng =y
Escribiendo estas igualdades en la forma exponencial
b*=Myb'=N
Multiplicando miembre a miembro ambas igualdades
) by = MN

Escribiendo esta igualdad en la forma logaritmica queda

logMN = % + y = log,M + log,N.
Por aplicaciones sucesivas, este teorema se puede extender
evidentemente al producte de un nimero cualgquiera de factores.
Ast, log MNPQ = log;M-NPQ = logM + log,NPQ =

= log,M + log,N + log,PQ =

= logyM + log,N + log,P + log,Q.
TEOREMA IX. El logaritmo del cociente de dos nfimeros es igual al
logaritmo del dividendo menas el leogaritmo del divisor, es decir:

M
loq‘,ﬁ = logyM -.log,N.

DEMOSTRACION
Como en el teorema I, sean
logy = X y logy,N = y.
Pasando a la forma exponencial, bx = M y b¥y = N.
bividiendo miembro a miembro ambas igualdades, obtenemos
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M
Py = .
N

Pasando esta expresién a la forma logaritmica, resulta que
log,,%l =% -y = logM - log,N.
TEORM ITII. El logaritmo de la potencia de exponente p de
niimero es igual a p veces el logaritmo del hﬁmero, es decir:
- log, NP = plog,N.
DEMOSTRACION ’
Sea log,N = x, b* = N.
Elevando ambos miembros a la potencia p, bPX = NP,
'Escribiendo esto en la forma logaritmica, resulta que
: logyNP = px = plog,N.
TEOREMA IV. El logaritmo de la raiz de indice r de un nGmero
igual al logaritmo del nimero dividido entre r, es decir:

1
logh"m = ;long .

DEMOSTRACION
sea log,N = x, entonces b* = N.
Extrayendo la raiz de indice r a ambos miembros,

bx/r = Nl/r.
Escribiendo esta igualdad en la forma logaritmica, queda
log,N
X h 1
longl/r = — = ——— = ~log,N.
T r r

un

es

De los cuatro teoremas, anteriores se deduce que si usamos los
logaritmos de los nfimeros en vez de los nGmeros mismds, entonces

las operaciones de multiplicacién, divisién, elevacién

a

potencias y extraccién de raices se reducen a las de suma, resta,

multiplicacién y divisién respectivamente.

Ejemplo 1. Hallar el 1ogm£o.001.
1
Solucién: 1og,,,Jo.oo:L = Elogmo.oo.l, por el teorema IV

L og107 = = 3) 3
= 1o = Z(=3) = -—
3 J10 2( 2
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i 27 x 0,235 x 7.63
Ejemple 2, Hallar log,?|~—————————en forma desarrollada.
63.2 x 7.86
. 27 x 0.235 x 7.63 1 27 x 0.235 x 7.63
solucién: log?{——————— = —logy——————— =
63.2 x 7.86 3 63.2 x 7.86 :

1
= 5{101;,,(27 % 0.235 x 7.63) - 10,(63.2 x 7.95)} =

1
= 3-{1:»;,,27 + 10g,0.235 + 10gy7.63 - (log,63.2 + loqb7.86)} .

XXX Ejerclicios
1) Hallar el valor de cada una de las siguientes expresiones:

1
a) log, Y1000 + 1log,,d0.01; b) 1og-,J; + logAd7; ©) 1logdE +

1 -
log,;; d) loqu 125 + log;3121.

2) Escribir las siguientes expresiones logaritmicas en forma
abreviada:

4.12 x 7.34
a) logw—-—-éjg-——; b) 1log,
a3b2c1/2
1og, g
sla '
3) Escribir las siguientes expresiones logaritmicas en forma

absenC
i <) log,,—z—-—; d)

abreviada:

1
a) 2logx + -é-logy - 3logz;

s 2 1.
b) -slog(x - 1) - slogx ~ -élog(x + 2) + log (x + 1}.

LOGARITMOS COMUNES.

Cualquier nmero positive, excepto la unidad, puede tomarse como
base, ¥y a cada base particular escogida corresponde un conjunto o
sistema de logaritmos. En los logaritmos comunes, también
llamados vulgares o decimales, la base es 10, y son 1los més
convenientes de usar en nuestro sistema de numeracién decimal. En
lo gue sigue, cuando no se especifique la base, se debe tomar

como 10.
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Asi, 109,100 = 2 se escribe loglo0 = 2
El logaritmo comGn de un nGmero dado es, por consiguiente, la
respuesta a la pregunta: ¢Qué potencia de 10 serd igual al ndmero
dado? '
La siguiente tabla indica qué n@meros tienen por logaritmos
nfienros enteros en el sistema decimal.

Forma exponencial|Forma logaritmica
104 = 10,000 log10,000 = 4
103 = 1,000 logl,000 = 3
102 = 100 log100 = 2

10! = 10 logi0 = 1

109 = 1 logl = 0

10-1 = 0.1 log0.1 = -1
10-2 = 0.01 log0.01 = w2
41073 = 0.001 log0.001 = -3
10-4 = 0,0001 log0.0001 = -4
etec, etec.

Tabla IV

Suponiendo gue cuando un nlmero crece su logaritmo también crece,
vemos que un nimero comprendido entre 100 y 1000 tiene un
logaritmo comprendido entre 2 y 3. Andlogamente, el logaritmo de
un naGnero comprendide entre 0.1 y 0.01 tiene un 1logaritmo
comprendido entre -1 y -2. En resumen, el logaritmo de cualguier
nimero que no sea un potencia exacta de 10 consta, en general, de
una parte entera y una parte decimal.
Asi, por ejemplo, como 4587 es un nimero comprendido entre 103 y
104, tenemos . ) ’

log4587 = 3 + una parte decimal
De la miswa manera, como 0,0067 es un nfimero comprendido entre
1073 y 10-2 v ’

-1ag0.0067 = -(2 + una parte decimal) =
= - 2 - una parte decimal.

Por razones practicas el logaritmo de un nimero se escribe
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siempre en tal forma que la parte decimal sea positiva.
Cuando el logaritmo completo es negativo, la parte decimal puede
hacerse positiva sumdndole una unidad. Entonces, para no alterar
el valor del logaritmo, agregamos una unidad negativa a la parte
entera. Asi en el dltimo ejemplo, '
1090.0067 = (~2) +(-una parte decimal) =

= (-1 - 2} + (1 - una parte decimal)

= «3 + una hueva parte decimal,
Para hacer resaltar el hecho de que la parte entera de un
logaritmo es negativa, se escribe usualmente el signo menos
encima de dicha parte entera. ’
Por ejemplo: log0.004712 = -2,3268 = -2 - 0.3268
(-1 - 2) + (1 - 0.3268)

= 3. 6732, "

La parte entera de un logaritmo se llama caracteristica del
logaritmo. La parte decimal de un logaritmo se llama mantisa del

logaritmo,

Asf, si log357 = 2.5527 y 1og0.004712 = 3. 6732, la partes
enteras, 2 y -3 son las caracteristicas y las partes decimales
0.5527 y 0.6732 las mantisas.

De’' las explicaciones dadas y de la tabla IV obtenemos reglas que
se dan a continuacisn:

REGLA PARA DETERMINAR LA CARACTERISTICA DE UN LOGARITMO COMUN

La caracteristica del logaritmo de un nimero mayor gque la upidad
es positiva e igual a una unidad menor que el niimero de cifras
que tiene el nimero a la izquierda del punto decimal.

La caracteristica del logaritmo de un nGmero menor que la unidad
es negativa e igual a una unidad ‘mayor numéricamente que el
nimero de ceros comprendidos entre el punto decimal y la primera
cifra significativa del ntmero.

Ejemplo 1. Las caracteristicas de los nlimero 27683, 456.2, 9.67,
436000, 26, 0.04, 0.0000612, 0.7963 y 0.0012 son: 4, 2, 0, 5, 1,
-2, -5, -1, -1 y -3.
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TEOREMA V. Los nimeros que. difieren' solamente en la posicién del
punto decimal tienen la misma mantisa.
DEMOSTRACION
Consideremos, por ejemplo, los nlmeros 54.37 y 5437.
Sea 10% = 54.37
si multiplicamos ambos miembros de esta ecuacién por 100 (= 10%2)
tenemos

102:10% = 10%2 = 5437, 0 sea x + 2 = 10g5437.
Por tanto, el logaritmo de uno de los nlmeros difiere del
logaritmo del otro en su parte entera (caracteristica).
Asi si log47120 = 4,6732, entonces log47.12 = 1.6732 vy
16g0.004712 = 3.6732.
Como la mantisa es siempre positiva, es descable en algunos
cAlculos sumar y restar de la caracteristica los mismos mGltiplos
de 10.-Asi, 2.3416 puede escribirse en la forma 8.3416 - 10. En
este caso se sumaron y restaron 10 a la caracteristica -2. Los
siguientes ejemplos hardn ver la ventaja de escribir 1las
caracteristicas en esta forma.

Ejemplovz. Sumar los logaritmos 2.4069 y 1.9842.
sumando y restando 10, escribimos

8.4069 - 10

9.8842 - 10

18.3911 - 20 0 sea 2.3911.

Ejemplo 3. Restar 3.4482 de 2.1163.
Escribimos 12.1163 - 10
7.4492 - 10

4.6671
Ejemplo 4. Multiplicar 2.7012 por 3.

8.7012 -~ 10
x 3
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26.1036 - 30 , o sea 4.1036.

Ejemplo 5. Dividir 2.2411 por 3.
Aqui primero sumamos y después restamos 30.
28.2411 - 30
3

= 9.4137 -~ 10 , O sea 1.4137.

XXXI Ejercicios

1) Dados l0g62.63 = 1,7968 y log7194 = 3.86869, hallar 1los
logaritmos de los siguientes nimeros:

a) 6263; b) 0.006263; c) 0.7194; d) (6.263)2; e) 0.05253317.194.
2) Dados log5.664 = 0.7531 y log0.7182 = I.8562, hallar leos
nGmeros gue corresponden a los siguientes logaritmos:

a) 1.7531; b) 8..7531 - 10 ; ) 5.8562; 4) 9.8562 - 10.

3) Dados log2 = 0.3010; y log3 = 0.4771, hallar los valores de
los siguientes logaritmos: '

a) loge; b) logs; c) log2d3; d) logdo.12z5; e) logzo000d3C.

CALCULO DE LOGARITHOS
El cdlculo del logaritmo en base 10 de un nimero dado, se puede
hacer fdcilamente mediante el uso de una calculadora electrénica
cientifica, o bien, mediante el uso de tablas logaritmicas.
Ejemplos: log3104 = 3,491921713

log31.04 = 1.491921713

logl38.7 = 2,142076461

log1?7 = 1,230448921

1090.00152 = 2.818156412

10g5.63 = 0.7505083949

. 10og0.08 = 1.096910013

XXX1II Ejercicios.
Hallar los logaritmos de los siguientes nfimeros utilizando la

calculadora
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a) 1872; b) 0.7; c) 1.808; d) 0.01011; e) 17.35; f) 2500; g} 5;
h) 20000; i) 0.000032; j) 9.95; k) 0.1289; 1) 1,002

ANTILOGARITMO DE UN NOMERO,.,- Para hallar un nGmero cuando se
conoce su logaritmo, al nimero correspondiente se 1le llama.
antilogaritmo. E1 antilogaritmo de un nfimero se puede encontrar
facilnente mediante el uso de la calculadora electrénica.

Ejemplos. 1) Hallar £l antilogaritmo de 4.8409
Solucidn: antilogd.8409 = 1048409 = 69326,61572

2) Hallar el antilogaritmo de 1.3612.

Solueibn: antilegl.3612 = 1013612 = 0435311
3) Hallar el antilogaritmo de 1.931652
solucidn: antilogl.931652 = 101.931652 = 85,43818,

XXXIII Ejercicios
Hallar los antilogaritmos de los siguientes nGmeros utilizande la
calculadora.

a) 1.8055; b) 0.2164; c) 2.0529; d) 3.9774; e) 5.26; £} 3

USO DE LOS LOGARITMOS EN LOS CALCULOS.~- Los siguientes ejemplos
muestran el empleo de los logaritmos en leos célculos practicos.
Ejemplo 1. Calcular por logaritmos 243 x 13.49

Solucidn: Sea y = 243 x 13.49

Tomando logaritmos de ambos miembros

logy = log243 + logl3.49 = 2.385606274 + 1.13001195 = 3.515618224
y = antilog3.515618224 = 3278.07.

. . 1375 x 0.06423
Ejemplo 2. Calcular por logaritmos ——m—-—

76420
1375 x 0.06423
Solucién: Sea y & —m——————
76420
logy = 1logl375 + 1log0.06423 - 1log 76420 = 3.138302698 +

(1.192262078) - 4.863207033 = 2,937166413
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y = antilogz.937166413 = 0.001156.

Ejemplo 3. Calcular (5.664)3

Solucibén: Sea y = (5.664)3

logy = 31log5.664 = 3(0.7531232447) = 2,259369734
y = antilog2.259369734 = 181.7061949

Ejemplo 4. Calcular JJo.nsz

Solucién: Sea y = 3'IO.7:I.82

1 1 - -
logy = ;10g0.7182 = 3(0.1437545992) = 0.047918199

y = antilog0.047918199 = 0.B8955334268

47194 x 87

980.8

{7194 x 87 | iFiss x 87 |V°

980.8

Ejemplo 5. Calcular =

Solucién: Sea y = 3
‘ %s80.8

1f1
logy = ;{51097194 + log87 - 1og980.e} =

3
= 0.2921413375
y = antilog0.2921413375 = 1.959482267.

XXXIV Ejercicios.
Por nedio de logaritmos, hallar el valor de cada una de las

siguientes expresiones:

336.8
1) 9238 x 0.9152; 2) e 3) 0.002934 x 48.4 x 47.37;

- 1500.8 x 0.0843
gy 1200:8 x 0.0843 .\ (0.073963; 6) {27 7) 5; 8) *0.02305
0.06376 x 4.248

0.03296 0.08726}5/3 12 x 86.1 x J3 5
9) 2 ; 10) ; 11) ————————;
7.962 0.1321 0.087 x 4.11

12) &f2 x s{3 x #{o.01.

111 1
= —{5(3.856970433) + 1.93951925 - 2.991580457} = 5(0.8764240124)
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CAMBIO DE BASE EN LOS LOGARITMOS.- Hemos visto céme puede
hallarse el logaritmo decimal de un mimero. Pero algunas veces se
necesita el logaritmo de un nlmero en una base diferente de 10.
Para mayor generalidad supongamos que han sido calculados los
logaritmos de los nfimeros en la base "a" (mayor que cero) 'y
deseamos encontrar el logaritmo de un nimero N en una base "b"
(mayor que cero); es decir, se trata de expresar log,N en funcidn
de los logaritmos de la base "“a'.
Supongamos que

log,N = %, es decir, b* = N.
Tomando Jlogaritmos de base "a¥ de ambos mniembros de esta
ecuacién, obtenemos
log,b* = log,N, o sea, xlog,b = log,N

log.N

Despejando %, x = .

pej ' Toab
. . log,N
Pero como x = logyN, resulta, logyN = ——.
log,b

Es decir, el logaritmo de un nmero en una base "b" es igual al
logaritmo del mismo nfimero en la base original “a, dividido entre
el logafitmo de "pb" en la base "a".
De aqui en adelante, tomaremos a = 10, Ya que los logaritmos que
-c¢onocemos estin calculados pana la base 10,

logieN  10gn

Por lo tanto, resulta, log N = ————= .
! ¢ 209 10¢,0b logb

Ejemplo. Hallar el log,2i.
Solucién: Sea .x = logy2l, entonces, 3% = 21 y xlog3 = log2l de
log21  1.3222

XXXV Ejercicios.

Hallar los siguientes logaritmos: (redondeaxr a 3 cifras
decimales)

1) logp7; 2) log,9; 3) logg8; 4) log,14; S5) log,10; 6) log,0.01

7
7) lo —
) eI py
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XVI ECUACIONES EXPONENCIALES

Ecuaciones exponenciales.- Son aquellas en las cuales las
cantidades desconocidas aparecen en 1los exponentes. Tales
ecuacjones pueden resolverse frecuentemente por medio de
logaritmos, como puede verse en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1. Hallar el valor de x en la ecuaciéh 81* = 10.

Solucidn: Tomando logaritmos de ambos miembros

log8l* = logl0, xlog8l = log 10; x = Eﬂ = ~1——— = 0,524
' ! log8l 1.9085 coets

Ejemplo 2. Expresar la solucién de la ecuacién: a®*3p* = c, en
funcién de los logaritmos de las cantidades conocidas.
Solucién: Tomando logaritmos de ambos miembros
10g&*’3 + logh* = logc; (2x + 3)loga + xlogb = logc;
2xloga + 3loga + xlogb =lege; x(2leoga + logb} = logc - 3loga
logc - 3loga
X S —
2loga + logb
Ejemplo 3. Resolver el sistema: 2x . 3¥ = 100
X+ y = 4
Solucién: Tomando logaritmos de ambos miembros de la primera
ecuacién y multiplicando por log2 la segunda ecuacién,obtenemos:
xlog2 + ylog3 = 2 ’
xlog2 + ylog2 = 4log2

Restando, ylog3d - ylog2 = 2 -~ 4log2
' y(log3 - log2) = 2 = 4log2
2. -4logz 2 - 1.2040
¥ log3d ~ log2 0.4771 - 0.3010
0.7960
Yy = ——— = 4.52, x = =-0.52
0.1761
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XXXVI Ejercicios

1) Resolver las siguientes ecuaciones:

a) 5% = 12; b) (0.4)7¢ = 7; c) 4*i= 5%1; q) 1,3% = 7,2;
e) 7%3 = 5, :

2) Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

a) 4* « ¥ =8

2%+ Y= g

b) 2% » 2v = 2%
x-y =4

€) a3 . a2z = a8
3x + 2y = 17.
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APENDICE

TEOREMA 59. El1 valor de una funcién trigonométrica depende
solamente de la magnitud del &ngulo A, es decir, gue es
independiente del punto B desde el cual se traza la perpendicular
al otro lado.
DEMOSTRACION:

ro

L___b_\,_u /'
vh -

Figura 220

Sea AABC un triéngulo rectédngulo con a, b catetos y ¢ 1la

hipotenusa. como B’C’ I EE, entonces AAB'C’ = AABC, es decir, «B’

= 4B y &C’ = ¢, ademds de que, B'C’ = ra, A'C' = rb, A’B’ = rc.

Por lo tanto, en el AAB’C’:

ra a rb b ra a rb b
senA = — = -} CosA = — = —; tanA = — = — COtA = — = —;
rc ¢ re ¢ rb b ra a
rec b rec c
Sech = — = —; CSCA = — = —,
rb c ra a

TEOREMA 60. Una funcién trigonométrica de un &ngulo agudo es
igual a la cofuncién de su dngulo complementario.
DEMOSTRACION: g

Figura 221
En el triisngulo rectingulo AABC, en donde &, b son catetos y ¢ la
hipotenusa, «A + 4B = 90° (corolario teorema 7). Por tanto, 4 =
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90° - «B.

Entonces:
senA = sen(90° - B) = sen90°cosB -~ cos90°senB

1{cosB) - D(senB) = cosB

cosSA = cos(90° -~ B) = cos?0°cosB + seng0°senB

= 0(cosB) + 1(senB) = senB
seni cosB COsA senB
tanA = = = cotB; cotA = = = tanB.
cosA senB : senhA cosB
-1 1 1 1
EechA = = = ¢SCB; CSCA = —— = —— = secB.
cosA senB senA cosB
TEOREMA 62. Sea A un &ngulo cualquiera, entonces:
a) sen(A + n360°) = senAcos(n360°) + cosAsen(n3is0°)

= senA(l) + cosA(0) = senA

b) cos(A + n360°) = cosAcos(n360®) - senAsen(n3iEn®)
= cosA(l) - senA(0) =.cosA
sen(A + nieo°) seni
¢) tan(A + n360°) = — ————««— = = tana
cos (A + n360°) cosA
. cos(A + n360°) COSA
d) cot(A + n360¢*) = ———————— = — = pota
sen(A + n360°) senA
1 1
e) sec(A + n360°) = —m7Mm8 ——————— = — = SecA
cos (A + ni60°) CosA
"1 1
f) cs¢(A + nl60°?) = ——————— = —— = CSCA.
sen{A + nl60°) senh

TEOREMA 63. Las funclones trigonom&tricas de un 4dngulo mayor de
90° y menor de 180° coinciden (excepto por el signo) con las

funciones

trigonométricas

suplementarios.

DEMOSTRACION:

Sea A un &ngulo

sen(180°

cos(180°

tan(180°

cot(180°

- A)

- )

=~ A)

~ Aa)

cualgquiera.

correspondientes a su dngulo

senl8o®cosA - cosl80°senA -
0(cosA) - (-1l)senA = senA

= cosl80°cosA + senl80°senA

{-1) (cosA) + (0)senA = ~-cosA
sen(180° - A) seniA

= = -tanA
cos(180° - A) -cosA

‘ecos(180° - A) ~coshA

= -cotA

sen(180° ~ A) seni
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1 1
sec(180° ~ A) = = = =sech
cos (180° - A) =cosA

csc(180° - A) = cscA.

" Sen(ises = A1 semh
TEOREMA 64. Las funciones trigonométricas de un &ngulo del tercer
cuadrante son jguales en valor absoluto a las funciones del miémo
nombre del 4dngulo agudo comprendido entre su lado terminal y el
lado final de 180°. Los signos algebraicos son 1los que
corresponden a las funciones de un dngulo del tercer cuadrante.
DEMOSTRACION :
Sea A un angulo cualguiera.
sen(A - 180°) = senAcosl80° - senl80°cosA

= genA(=-1) = cosA(0) = =-senA
cos(A - 180°) = cosSAcosl80° + senAsenlso®

= (-1){cosA) + (0)senA = -cosA
sen(A - 180° ~senA
tan(A - 180°) = ( ) = = tanA
. cos{A - 180°7) —cosA
cos(A - 180°) =CosA
cot (A - 1B0®) = = = cotA
sen(A - 180°) -senA
1 1
Sec(A ~ 180°) T wmmaeim i tmn = e = —SECA
cos(A - 180°) =cosA
1 1

i

= = ~CScA.
sen(A - 180°) -seni

TEOREMA 65. Las funciones trigonométricas de un &ngulo del cuaito
cuadrante son iguales en valor abseluto, a las funciones del
mismo nombre del a&ngulo agudo comprendido entre su lado terminal
y el lado final de 360°. los signos algebraicos son los gque
corresponden a las funcicnes de un dngulo del cuarte cuadrante.
DEMOSTRACION:
Sea A un angulo cualquiera.
sen(360° - A) = sen360°cosA - cos360°senA

= 0(cosA) -lsenA = -seni
cos(360° ~ A) = cos360°CosA + sen360°senA

= {(l)cosA + (0)senA = cosA
sen(360° - A) _ —senA
cos(360° - A)  cosA

csc{A - 180°)

= ~tanA

]

tan(360° - A)
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cos(360° - A)

CosA

cot(360° - A) =

sen(360° - A)
1

sec(360° - RA) =

¢8c{360° - A) =

= = -cotA
-senA

1
B e = S@CA

cos{360° - A) cosA
i 1
= = ~gsch.
sen(360° ~ A) -senA

TEOREMA 66.~ Las funciones de -A son iguales en valor absoluto, a

las funciones del mismo nombre de A.

El signo algebraico, sin

embargo, cambia para todas las funciones excepto para el coseno y

la secante.
DEMOSTRACION:

Sea A un &ngulo cualquiera.

sen(=-h}) = sen(0° = A)

cos(-A) = cos{0° - A)

senf°cosA ~ cos0° senA
0 * cosA - 1-senA = -senA
cos0°cosA + senl°senA
l-cosA + 0+senA = cosA

tan(-A) sen(=4) ~senh canA
an { - B oe— = —— = =1
cos (=A) COSsA
cos{-A) cosA
cot(=A) = ———— = = =COothA
sen(-A) -senA
1
sec(-A) = ———-— = = sechA
cos (-A) cosh
(-A - ! cschA
csG(-A) = ww———— % ~———— = =CSCA.
° ) sen(-A}) -senA
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

I. 1).~ a) g radianes; b) -Z—% radlanes; c) i-g radianes; d) 1.%082
radianes; e) 1.4357 radianes; f) 0.74847 radianes; g) 2.8044 radianes;
h) 2.18756 radianes; 1) -7—-: radianes; j) 6m radianes.
2) a) 60°;' b) 40°; c) 270°; d) 70°58731"; e) 44°58/22"; f£) 11483530";
g) 102°51°26"; h) 283°36°20". |
IXI. a) <P = 74°15’; ¢<Q = 105°45'
b) (P = 100°; 2Q = 80°
C) £P = 79°42'51"; (Q = 100°17°09"
d) <P = 172°40°'59"; «Q = 7°19°01"
e) <P = 43°34‘17"; «Q = 136°25°43"
f) «P = B8?; «Q = 92°
g) <P = 30°; £ = 150°.
TII. a) <C = 81°23‘; /X = 98°37¢
b4
b) <« = z
©) 4A = 72°44738"; B = 37°08'17"; «C = 70°0705".
d) <B = 51°17'28"; 4B 77°25'04"
e) X = 15°; Y = 12°.
IV. 1) Se puede demostrar fdcilmente por LAL.
2) a) X = 12°; Y =17°; b) X = 69 Y =47°; ¢c) X =16, ¥ = 8

— s . — — — 25
V. 1) CW = -—2-; 2) h = 5.57m; 3) CB = 4.125m; 4) AB = 45m; 5)-AB = —;;
-— 15 ’
cD = —.

7

VI. 1) ¢ =10; 2) b=5; 3) a=20; 4) ¢ = 2{5; 5) b = 2{10; 6) a =
2414; 7) ¢ = 6; 8) b=4; 8) a=2; 10) c=19x2+4y3; 11) 22.91m;

60
12) a) &90.46m y b) 77.3m; 13) h = 4.8m, a = 6m, b = 8m; 14) h = —ﬁm,
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25
x = Z=cmj 15) 119°; 16) a) 6, b) 15, ) 6, d) 8 17) 3; 18) s{7m; 19)

4m; 20) Scn. .
VII. 1) 360°; 2) 21080°; 3) 540°; 4) pentdgono; 5) enedgono; 6)
dodecdgono; 7) 120°; 8) 150°; 9) 144°; 10) octdgono; 11) 36°; 12)
hex&gono; 13) 20; 14) 44; 15) 14; 16) 170; 17) octdgono; 18) decigono.
VIII. 1) a) X=9, Y=3; b) X =130, ¥ = 110; ¢) X =5, Y =19; d) X =
-1, ¥ =17 .

-2) a) X =9, ¥ = 20; b) X =23.5, Y=3,5; ¢) X =10, ¥ = 110

3) a) X=5, Y=7; b) X=10, ¥Y=235;¢) X=2,5, ¥=17.54a) X =8,
Y= 4; b) X =25, Y = 25; c}) X =11, ¥ = 1i8

4) a) X = ¢0, ¥ = 310; b) X =15, Y = 25

5) a) X =10, ¥ = 130; b) X =36, Y= 72; c) X =20, Y = 130; d) X =
20, Y = 140

6) a) X = 24, ¥ = 12.5

7) AD = 45 -

IX. 1) <POS = 23°; 2) <BAC = 80°; 3) «BPR = 60°; 4) (BAC = 80°; 5)

£BAO = 40°
. 8 18 8 15 17 17

- X. 1) senA = —, cosA = —, tanA = —, cotA = —, secA = —, cscA = —
17 17 15 A 8 15 8

5 12 5 12 13 13
2) senB = —, CcosB = ——, tanB = =—-, cotB = -, secB = -—, cscB = —
13 .13 12 S 12 5

CAFET)
11’

3) a = 120; 4) b = 13.42; §) ¢ = §) B = 60°, ¢ = 50, b =25{3;

7) ¢ = 20{2, a = 20, A = 45°; 8) a = 240, b = 240{3, A = 60°, B = 309;
9) a) coteéo0®, b) sen70°, c) csc9°, d) sen56°27‘, e) secl7°42°56".

XI. 1) 1,00137235; 2) 0.48862124; 3) 0.30256397; 4) 0.28674533; 5)
0,86020318; 6) 1.17498327. . .
XITI. 1) III; 2) IXI; 3) IV; 4) IVv; 5) II; 6) I; 7) I; 8) III; 9) entre
II'y III; 10) entre I y IX; 11) entre III y IV.

XIIX. 441; 5; 420; JZG,' 6; 5; 4.

. 1) a) 3 4 3 4 5 5 ) -2{5 {5 ! = -5
- 51 5' 4I 3l 4, 3l 5 r 5 [ I3 2’ ’ 2 [
2 12 12 5 -12 -5 13 13

o =, =Z,1,1, {2, &,y -2, 2,225, 2, =, - =

) 2 ’ 2, r ! ’ ’ ) 131 13’ 5 7 12’ 51 12



2)'a)
3) a)
4) a)
330°;

I, b) 1I, ¢} III, d) IV, e) II

+, b) +, ¢} ¥+, d) -, e) -, £) +

30°, 150°; Db) 45°, 225°; ¢} 60°, 300°; d) 150°, 330°; e) 210°,
£) 120°, 240°, .

4 3

=, tZ, =, &

5 4
3{10 1
i_—l

10

I

E -
8’

3{s
-3, £t

’

£ {s,

12
TN

15

=13 3
5 e) - PO 1
XVI. 1) 0; 2) ©0; 3) 1; 4) =-2: 5) 2; 6) 0.
XVII. 1) sen22°; 2) cot4l°40’; 3) cscB°43'28";
6) secije4z’.

XVIII. a) sené9° & cos2l®
b) -sen75°20’ & —coslac40’ = -0,9674
¢) -tang9°12’ & =-cot80°48’ -0.1620
d) =-cotl2° 6 -tan78° -4.7046

e) -sec17® & -csc73° -1.0457

f) csc80° & secl® = 0154

g) =-cos32° § ~-sen58° -0.848

h) cotaz® & tan4g® 1106

i) -csc10° & -sec80° = -5,7588

j) -sen69° 6 -cos2l°® -0.9336

k) sec36° 6 csc54° 1.2361

5 -5

IEI

4
5' 13’

4) cos36°40‘; 5) tan73°

= 0.9336

1.

= 1.

1)

-cot30° & -tan60® =

-1.732.

XIX. a) =0.9205; b)

=0.7431; c} =0.6494; d)

XX.
2)
3)
4)
5}
6)
7

8) &ngulo en
2.12m,

1)

=

B =
540,
80°,
= 25¢,
= 630,
B = 15°,
9.605m

PP W

=

area

700,
a

a = 27.36, b = 75.18
5.88, b = 8.09

5.29, 30.46

65°, ¢ = 55,18

27°, b = 19.52

21.43, ¢ = 82.82

c

T wwR

c

el vértice:
2.25m?

90°,
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dngulos iguales:

=1.6643; e) 1.4142; f)

-2.

45°, lados iguales:



9) lados iguales: 61.04m, &angulos iguales 35°, &ngulo en el vértice:
110°, &rea = 1750.5m?2. .

XXI. 1) 37°29'56", 217°29°56"; 2) 75°25°14", 104°34°46"; 3) 44°35'3sg",
315°24°22"; 4) 60°11’14", 240°11’'14"; 5) 46°23'50", 313°36°10"; 6)
27°31'23"%, 152°2837"; 7) 235°29'14", 304°30°46"; 8) 127935’ 22",
232°24°38"; 9) 13B°00°46", 318°00°46"; 10) 139°17°51", 319°17'51"; 11)
113°34° 41", 246°25°19"; 13) 195°03'17", 344°56'43",

XXII. 1) C = 75°, b = 32,66, ¢ = 44.61; 2} C= 123°12‘, b = 2257, c =
2599; 3) € = 55°, b = 70.74, a = 56.10; 4) B = B0°04'05", C =
47°55'55" ¢ = 11.30; 5) B = 90°, C = 60°, ¢ = 86.60; 6) 35°15'52", A
= B4°44°08", a = 137.98; 7) € = 212, A = 41°34'53", B = 93°25'07"; 8)
c = 125.35, A = 30°20'32", B = 119°59°28"; 9) b = 29.02, A = 83°20’, C
= 83°20'; 10) A = 35°18'46", B = 60°07°07", C = B4°34'07"; 11) A

28957°18", B = 46934'03", C = 104°2839"; 12) A = 23°3944”, B =
32°21°09", € = 123°59/07".
512 a3 {6 - 12 e -2 I8 - 15
RKITL. 1) ———; 2) =, =; 8) i 9) ;a0 ——,
4 5 5 4 4 12
2430 +.1
20
6 2 3 -1
XXIV. 1) =, —f 2) o—mmmee,
LA 1+ 43
1 a) 3 0y 24 o -7 a 25 2) a -119 b) 5 )120 a 169
XXV, - —_ — - — —_— -y C) — _—_
5' 7' 24" 24’ 20 ' 3’ 169" 120
-0 LB -5 [2+85 3{10 {10
XXVI. 1) 5 ’ P f f i2 1olb'1—ol c) -3,
2+ 43 d2 -1d3
a) 1 e) 1 £) 82
3’ 3" 25"

XXVIII. 1) 30°, 150°, 210°, 330°%; 2) 60°, 120°, 240°, 300°; 3) 60°,
120®, 240°, 300°; 4) 45°, 135°, 225°, 315°; 5) €0°, 300°; &) 30°,
150°, 210°, 330°; 7) 120°, 240°; 8) 45°, 60°, 225°, 240°; 9) 135°,
315°; ‘10) 0°¢, 90°; 11) 90°, 120°, 240°, 270°; 12) 0°, 180°; 13) 210°,
330°; 14) 45°, 116°33'54", 225°, 296°3384"; 15) 0°, 106°15'37"; 16)
no tiene; 17) no tiene.
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1
XXIX. 1) a) legg25 = 2, b) 1log;gl000 = 3, c) log,81 = 4, d) logy3d = 5

1 1 1
e) 1°§:/:|‘9' = 2, f) 1992R = -4, g) 0G5 = 3 h) 10gyp.01 = -2, i)

10g,,.0001 = 2,.3j) log,1 = 0, k) log,c = 4, 1) log,y = 2x; 2) a) 43 =
64, b) 72 =49, c) 63 = 216, d) 412 = 2, e) al =, a, £) a® = 1, g)
1

1
»2 = a; 3) 0, -1, 1, 2, -2, 3, 6, 7; 4) 1, 4, 16, 64 i T 2; 5) a)
4 1 3 2 .
2, b) 51 c) '2‘1 d) 8, e) -2, f) El q) ;r h) '2—7: i) 125, j) 4.
1 1 13
XXX. 1) a) 3 k) 0, ) - 3 d) 7; 2) log4.12 + log7.34, - 10g6.28; b)
2 .
;{log_s + log,(s ~ b) + log,(s - ¢c) = log,(s -a)}, c) log,a + log,hb +
i 1
log,senC - log,z, d) 3lega + 2logb + Elrz:gc - log4 - —Slogd; 3) a)

{y (x = 1)83(x + 1)

X -1
log- . b) log vy ).
2:!

, ¢) log

273 176
X+ 2) ¥+ 4

XXXI. 1) a) 3.7968, b) 3,7968, c) 1.8565, d) 1.5936, e) 1.0824; 2) a)

56.64, b) 0.05664, c) 718200, d) 0,7182; 3) a) 0.9030, b) .07781, c)

0.5396, d) 9.5485 - 10, o) 4.0396.

XXXII. a) 3.2723, b) 1.8451, c) 0,2572, d) 2.0048, e) 1.2393, f)

3.3979, g} 0.699, h) 4.3010, 1) 4.4948, j) 0.9978, k) 0.8897, 1)

0.0008,

XXXITI. a) 63.89987373, b) 1.645886943, c) 0.00885319, d) 9492,923914,

e) 181970.0859, £) 1000. :

XXXIV. 1) B454.617593; 2) 0.0421843; 3) 6.726805272; 4) 467.1082945;
. 5) 0.000002213; 6) 1.4142123562; 7) 1.495348781; B) 0.2845926262; 9)

0.1605665256; 10) 0.5010187569; 11) 536.7015759; 12) 0.7036208738.

XXXV. a) 2.808, b) 1.585, c) 0.9464, d) 1.356, e} 2.096, £) -2.096, g}

0.6522.

XXXVI. 1) a) x = 1.544, b) x = 2.124, ©) X = -13.43, d) x = 7.527, e)

x = =2.172%; 2) a) X = 0.%005, ¥y = 0.7564, b) x = 13, y =89, ¢) x =

5, y=1.
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