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INTRODUCCION

El objeto de la presente tesis es cstudiar los coeficientes de difusién de un proceso
de difusion por tunelaje. El mélodo de ataque del problema consiste en el uso de un
proceso estocdstico coherente, llamado " Quantum Random Walk" (QRW). desarrollado hace
tres aitos ¢n fa Facultad de Ciencias, por el Dr. Godoy. Dicho proceso se distingue de los
métodos cldsicos tradicionales en ¢l hecho de que, las ecuaciones dindmicas que describen
dicho proceso, siguen el formalismo de la mecdnica cudntica, esto cs, sou ecuaciones para
la amplited de probabilidad. Esta teorfa tiene como caracterisiica distintiva on su

estructura, la presencia de interferencias a la probabitidad.

Haciendo uso de este modelo tedrico, se calculd la corriente de probabilidad en cada
celda de una red cristalina. A continuacién se evalud dicha corriente en el limite
hidrodinamico, este limite describe la ctapa final de la relajacion de un sistema "ideal"
(sin interacciones) a su cstado de equilibrio [18]. En este limite, los ticmpos son muy
largos y la densidad de particulas dificre poco de sus valores en equilibrio. En este
limite es donde vale la ley de Fick.

Se encontraron dos coeficientes de difusién. El primero es el resultado de Landauer,
el cual se demuestra, proviene de la contribucion incoherente de la teoria. [ste primer
resultado demuestra, incidentalmente, que la ley de Fick y ¢l coeficiente de Landauer son
una ley de difusién incoherente (clisica). El segundo coeficiente, sin duda alguna el
resultado mas importante de nuestro trabajo, proviene de una correccion cudntica a la ley
de Fick. Este coeficiente de difusion coherente, tiene la propiedad de ser observable
sélamente en sdlidos de un nimero pequefio de celdas. En otras palabras, la correccibn
cudntica a la ley de Fick, sélamente tiene sentido fisico en materiales mesoscépicos. En
un solido macroscépico, la difusién por tunelaje estd controlada por la ecuacién clisica
de la ley de Fick y su correspondiente coeficiente de difusion de Landauer.



CAPITULO 1

TEORIA GENERAL DE DIFUSION

1.1 Flujo de difusién. Primera ecuacion de difusion.

Si se {lena con mucho cuidado un tubo de cnsayo con dos liquidos miscibles de diferente
densidad (por ¢jemplo, el agua y una solucion de sulfato de cobre), veremos que la
superficie de separacion, muy distinguible en el primer momento comienza a disiparse.
Poco a poco aparecerd una zona de transicion que ird extinguiéndose hasta que todo cl
liquido quede homogéneo. Este tenémeno tiene lugar en ausencia de agitacion convectiva
(por ejemplo, realizando el experimento en un tubo capilar fino, a temperatura constantc
a todo su largo). E! proceso transcurre muy lentamente y para unas capas de liquido de
unos cuantos centimetros de altura la diferencia en las concentraciones en los extremos
del tubo de ensayo serd notable ain veinticuatro horas después de haber comenzado e!
experimento,

Este proceso se llama difusion y consiste en que el sistema tiende espontineamente a
nivelar la concentraciéon. Los dtomos de la clase A se desplazan hacia donde hay menos
dtomos A.

Dec csa manera, las causas del surgimiento del flujo de difusion estdn relacionadas con
la tendencia del sistema a aumentar la entropia al mezclarse.

La tendencia de las particulas a mezclarse se realiza gracias a la agitacion térmica.
La transferencia de la sustancia se efectiia mediante ¢l movimiento desordenade de las
particulas (dtomos, iones y moléculas). Este movimiento ticne lugar igualmente en
ausencia de la diferencia de concentracidn, pero en ese caso no tiene cardcter orientado
y no origina e! surgimiento de un flujo de difusién. Un ejemplo clasico de movimiento
aleatorio es el movimiento browniano de una particula en el liquido. Es importante



subrayar, que el mecanismo de difusion en el cuerpo sélido no coincide con el tipo
principal de movimiento térmico de las particulas: las pequefias oscilaciones de los
atomos cerca del estado de equilibrio en el cristal no conllevan a la difusién.

" Por esta razén la difusién en los cuerpos sélidos transcurre mucho mas despacio que en
los liguidos y aiin mucho més despacio que en los gases, empezando a estudiarse més tarde.
Se considera, que el primer experimento cientifico para estudiar la difusidn en un cuerpo
solido fue realizado en 1896 por el metalirgico inglés Roberts-Austen, quien did su
nombre a la austenita. Al soldar un disco fino de oro con la brida de un cilindro de
~ plomo puro, de 2.5 em de largo, manteniendo esa pareja difusiva durante 10 dias en un
horno a 200° C, observd, que el oro y el plomo se penetraban mituamente.

Sin embargo, las ecuaciones bisicas- de la difusién fueron escritas mucho antes, en
1855, por Fick. La idea principal de Fick consistia en que el movimiento difusivo,
considerado como penetracion de Ja sustancia disuelta en el disolvente, es totalmente
andloga a la penetracién del calor al conducto del calor, y para él, desde el punto de
*vista matematico, pueden utilizarse las mismas ecuaciones que empleaba Fourier en los
problemas de la conductibilidad calorifica: «Es suficiente sustituir en la ley de Fourier
las palabras cantidad de . calor por cantided de sustancia disuelta y la palabra
temperatura por concentracion de la solucion>.

De acuerdo con esta analogfa, si se supone que la difusién transcurre sélo en direccidn
del eje x, y que la conceniracidn (c) de soluto no depende de y y z, se puede escribir
que la cantidad de soluto que pasa durante el tiempo dt por la superficie S, siendo la
concentracidn c(x), es igual a

dg=-DsZa (L)
donde el coeficiente de difusién D es una constante que depende de la naturaleza del

disolvente y del soluto.

Introduciendo la densidad de flujo de la sustancia j = dq/Sdt, obtendremnos la primer
ecuacién de Fick (para la difusién unidimensional en direccion del eje x):
. a
jp=-D& (12)

X



El signo menos significa que el flujo estd dirigido desde la regién con mayor
concentracién hacia la de menor concentracidn,

Para el problema tridimensional la primer ecuacion de Fick tiene la forma:
j=-Dve {1L.3)

La dimension de la densidad de flujo de la sustancia depende de la dimensién de la
concentracién. Si [c] = particulas(moles)/ms, entonces |[j] = partfculas(moles)/mzs. La
dimensién del coeficiente de difusién es siempre, L2, o sea [D] = m%s. En la mayorfa
de los manuales D se expresa en cm?/s .

1.2 Diferentes tipos de coeficientes de difusion

Segin las condiciones en que se efectia el experimento de difusion se diferencian
varios tipos de coeficientes de difusién. Asf, cualquier coeficiente de difusién se
introduce en concordancia con las Ees.(1.1) a (1.3), como factor de proporcionalidad
entre el flujo y el gradiente de concentracién, pero el flujo de difusion que entra en
esas ecuaciones es definido de diferente manera. En esta parte examinamos la difusién en
ausencia de fuerzas externas. ’

Al tener contacto dos muestras (A y B) que se disuelven ilimitadamente una en la otra
en la fase s6lida, se produce una mezcla como consecuencia de la difusion mutua de ambos
companentes, Designemos el flujo del i-ésimo componente respecto al observador inmévil
por _]l Esto puede ser, por ejemplo, el flujo medido respecto al borde de la muestra
inmévil en el sistema de coordenadas del laboratorio. Si la difusién transcurre en
direccién del eje x, entonces

j=-Dbz, (1.4)

donde D es el coeficiente de difusion mutua,

Si la dimensién del cristal y su densidad no cambian, en el curso del experimento, j, =
- jg ¥y dcpddx = - deg/dx ; en este caso el coeficiente de difusion mutua es el mismo,
entre éste en j;\ o en j . Estd claro que la magnitud D depende tanto de la movilidad de



los componentes , como de la interaccién entre ellos. Por eso el coeficiente de difusion
mutua es la caracteristica de difusion més dificit de interpretar.

La movilidad de cada componente puede ser caracterizada por el coefliciente de difusion
propio que coincide con e} de difusion mutua sélo si son iguales los cocficicntes propios
de ambos componentes. En ¢l caso contrario, cada plano de la red en la region de difusién
mutua {en Ja zona de difusién) se mueve respecto al borde de la muestra en el sistema de
coordenadas del laboratorio, ¢n direccion del componente con mayor coeficiente propio:
tiene lugar un movimiento de la red como un todo.

Entonces, se puede presentar la relacion entre los flujos en el sistema de coordenadas
tijo (del laboratorio, j'i) y en movimiento (j;) como,

J. =J tev, (1.5)

donde v, es la velocidad del movimiento de la red, y definir a través del flujo el
coeficiente de difusién propio del i-ésimo componente (D;) respecto al observador en
movimiento

j=-D o (1.9
i i 3X ) )
Shewmon [1] propuso una analogfa palpable al examinar el caso siguiente. Consideremos
que, sobre la superficie del agua corriente de un rfo se ha vertido el contenido de un
frasco de tinta. La tinta se extiende y al mismo tiempo la mancha de tinta es [levada por
la corriente. Por esa razén el observador situado en la orilla y el de {a lancha que
sigue la corriente, verdn extenderse ila mancha a distinta velocidad, La nocién correcta
sobre la difusién propia de la tinta se la formard el observador que esti en movimiento.

En ausencia de fuerzas externas, si D, = Dy, v = 0. Entonces, D = D N D,

El coeficiente de difusion propio es también una caracteristica compleja. Refleja la
movilidad del componente dado de una manera mis clara que el coeficiente de difusién
mutua, pero a su vez depende de la interaccién de los componentes.

E! coeficiente de difusibn mutua, al igual que los coeficientes de difusién propios,
depende de la composicion de la aleacién a consecuencia del cambio de la vecindad del
dtomo que difunde y, por lo tanto, del campo de fuerzas en el que se mueve (excepto en el
caso de la solucién perfecta). Por eso hay que relacionarlos con una composicién
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determinada de la solucién sélida. En principio, un experimento correcto de difusion

mutua, permite hallar la dependencia entre los coeficientes de ditusién (D, DA y DB) yla
concentracién.

La movilidad del i-ésimo componente puede caracterizarse tanto por los coeficientes
propios, como por los coeficientes de difusién parciales (D),
que se introducen de la manera siguiente:

=-}D —a—“ (1.7)
k

Los coeficientes parciales pueden determinarse tanto para la difusién propia, como para
la difusién mutua; en el Gltimo caso hay que definirlos a través del flujo j; determinado
en ¢! sistema de coordenadas fijo.

Como se deduce de la definicion (1.7), hay que diferenciar los coeficientes parciales
diagonales (D), que reflejan la influencia del gradiente de concentracion de! i-ésimo
componente sobre su flujo, de los coeficientes no diagonales (D;), que reflejan la
influencia de los gradientes restantes (dck/dx).

La comparacién de las expresiones (1.6) y (1.7) permite establecer la relacién entre
los coeficientes propios y parciales:

-

ac,/ax
D =D, + Zan ac/ox
k#i
En un sistema binario dc,/dx = - dc,/dx, y D, = Dy, - Dyg.

Asf pues, si todos los D, son pequefios, entonces D; = Dy , por eso muy a
menudo los coeficientes propios se diferencian poco de los parciales.

Todos los coeficientes introducidos hasta ahora eran coeficientes de heterodifusion (o
coeficientes quimicos de difusion). Més ficil es la interpretaci6bn del caso, cuando no
hay gradiente de concentracibn ( Vc; = 0), y si hay gradiente de concentracién de
isbtopos, concentracion de 4tomos, radioactivos (c}). En ese caso



*
% GCi

=D 5 Ly

Aqui D’;‘ es el coeficiente de difusion de is6topos. Esta caraclerfstica es mds ficil de
interpretar, pues los dtomos radiactivos, pricticamente, se mueven en un campo de fuerzas
continuo. Si los dtomos radiactivos son de la misma clase que los no radiactivos,
entonces D es el coeficiente de autodifusion. Por su

definicion, la autodifusion es la nivelacién de la composicién isotopica, por eso también
se puede para la nivelucion de la composicion istépica de la aleacion emplear el término
«coeficicnte de autodifusion» pero hay que diferenciar la autodifusion en la aleacion de
la autodifusion en la sustancia pura.

En principio, es posible encontrar un coeficiente anilogo al de difusién de los
isétopos en la aleacién cn un experimento sin radiactividad, si Ve, » 0, pero, estd
claro, que para ello, hay que emplear otros métodos mis sensibles.

1.3 Ley de la conservacion de la masa durante la difusién.

Segunda ecuacién de difusién.

En ausencia de fuentes y sumideros (reaccién quimica, transformacién de fase,
evaporacién y otros) puede considerarse, que la cantidad de sustancia en difusion no
cambia, s6lo se redistribuye.

La segunda ecuacién de Fick describe la variacién de la concentracién de la sustancia
que difunde en el espacio y en el tiempo. Esta ecuacién se deduce directamente del
balance de masa durante la difusion y de la expresion para el flujo.

Examinemos un problema unidimensional (la concentracién sélo depende de x).

Calculemos los flujos a través de dos planos x y x + dx, situados a la distancia dx uno
de otro. El flyjo a través del plano x, en concordancia con la Ec.(l.1), es
- D S (ac/ax), , y a través del plano (x + dx) es - D S (ac/ox),,q, . Como resultado,
durante ¢l tiempo dt en el volumen § dx quedard la cantidad de sustancia



- ac.
dq—-DS[ax

Teniendo en cuenta que

ac O
ax ax
X+dx X

obtendremos

a%c
=D gc
dq S poes

ac
d+DS [5}] dt,
x x+dx

o
ax?

dx dt

si el coeficiente de difusién no depende de las coordenadas. Esto Hevard al aumento de

la conceutracién con el tiempo:

Examinando el equilibrio llegamos a fa ecuacion

B _ o

ED ax?

Para el caso tridimensional, cuando la concentracién es
coordenadas, la segunda ecuacion de difusion toma la forma,

2 2
8 _p| &, 3k

at ax? ay2
o bien

DVc

.’ln

donde V2 es el operador de Laplace.

e

az?

(1.10)

fas tres

(1.11)



Es fécil obtener fa Ec.(1.11) de la Ec.(1.2), si se escribe la ley de conservacion de
la masa durante la difusion en forma de la ecuacidn de continuidad para el flujo:

. a
div J +6—f =0 (1.12)

Introduciendo en la Ec.(l.12) la expresion de la densidad de la corriente (1.2),
obtendremos la segunda ecuacién de Fick para el caso, en que el coeficiente de difusién
depende de las coordenadas:

ac

& = div (D %) (L.13)

o bien, si el coeficiente de difusion no depende de las coordenadas

ac _ 2 .
& =Dk (1.14)

1.4 Soluciones de la segunda ecuacion de difusion

La segunda ecuacion de difusion representa una ecuacién diferencial en derivadas
parciales, y para resolverla, hay que formular las condiciones iniciales y de frontera
que debe satisfacer la concentracion de la sustancia que difunde. Estas condiciones se
detertminan baséndose en un andlisis de fa situacion, en la que ocurre la difusién.

Es imprescindible sefialar que dentro del cuerpo sélide la concentracién es funcidon
continua de las coordenadas y del tiempo: su primera derivada respecto de t, fas primeras
y segundas derivadas respecto de x, y y z también son continuas. Las suposiciones
mencionadas no se refieren a la superficie del cuerpo s6lido, asf como a la superficie de
separacion interior y a un instante en que comienza la difusion de la sustancia: en esos
puntos y en ese momento, la concentracion y sus derivadas pueden ser discontinuas.

La distribucién inicial de concentraciones c(x,y,z,0), puede ser arbitraria, pero con
mayor frecuencia, esa funcidn es constante o igual a cero. En lo que se reficre a las
condiciones de froutera {condiciones en la superficie), por lo comin, cn los problemas de
difusibn se dan o bien la concentracion en la superficie c(0,t), o bien el flujo
(aclax)u,l. En casos particulares estas magnitudes pueden ser constantes o iguales a
cero,



La ecuacién de difusion (en las matemdticas mas a menudo se llama ecuacién del calor)
se resueive con diferentes métodos [15], los principales son: e! método de separacién de
variables (Fourier), el célculo operacional (Laplace-Carson-Heaviside), el método de la
fuente (funciones de Green).

a) Solucién para el caso estacionario en una dimensién. En este caso queremos una
solucion que no dependa del tiempo, esto es: la funcién c evidéntemente s6lo dependerd de .
la posicién x. Por jo tanto las derivadas parciales se convierten en derivadas totales, y
la ecuacidn a resolver sera:

— =0. (1.15)

Integrando ia Ec.(1.15), la solucién toma la forma

c(x) =ax + b

Donde a y b son constantes que tienen que evaluarse por las condiciones a la frontera.
Puesto que x puede tomar valores infinitos, esto nos obliga a tomar la constante a, como
cero . La concentracién es pues una constante en estado estacionario. Esto es correcto,
pues bajo esta circunstancia la corriente de difusién dada por la ley de Fick (L.10) es
cero. Asf que no existe difusidn estacionaria. Obteniéndose la solucién para una muestra
unidimensional infinita cuya concentracién es independiente del tiempo

c(x) = b,

en donde b es la concentraci6n inicial. Lo cual nos dice que en equilibrio la
concentracién debe estar uniformemente distribufda a lo largo de todo el material.

b) Difusiébn en una muestra infinita, considerando como condiciones a la frontera, que
la concentraci6n es finita en una muestra unidimensional,

Tomando como condicién inicial que la concentracion es cero en todos los puntos del
espacio excepto en un punto, que por comodidad se escoge como el origen. Por tanto la
concentracién inicial se expresa como:

¢(x,0) = g 8(x). (1.16)



Donde se ha usado la funcién delta de Dirac para expresar la concentracion localizada en
el origen. La solucién de este problema se llama en la literatura funcidn de Green. Dado
que x c¢s infinito en ambas direcciones, para resolver cste problema se hard uso de la
técnica de la transformada de Fourier.

Considerando la ecuacién de difusion

acx,y D azc(x,t)
gt ax?

y aplicando transformada de Fourier en ambos migmmbros de la ecuacién se obtiene

XY = p (k) Ck,0). (1.17)

8C(k,0
at

La ecuacién anterior es una ecuacidn diferencial de primer orden, cuya sofucidn es

Clk,) = CO.0) e (1.18)

en donde C(0,t) = q. Por consiguiente, la concentracién en funcién de la distancia y del
tiempo se obtendrd aplicando la transformada inversa de Fourier a la Ec.(1.18).

4 o 2lap (1.19)
D

e(x,bt) =

=

Las curvas de concentracidn que describen la dependencia entre fa concentracidn y la
posicion (x) para diferentes instantes, estdn representadas en la Fig.(1.1).

EL drea bajo la curva en cualquier instante es igual a q. Con el tiempo las curvas se
disipan, y el maximo disminuye segin la ley ", EL ancho de la curva (fa desviacion
estandard o) aumenta conforme 2 la rafz cuadrada del tiempo, de tal manera que el tiempo
y el coeficiente de difusién estin relacionados con la desviacién estandar, “=2Dt

10



Fig. 1.1 Tres gréificos de distribucion de concentracion,
[ 0.2, oy = 0.4, ry = 1.2,

11



CAPITULO II

UN MODELO CUANTICO DE PASOS AL AZAR PARA LA DIFUSION POR TUNELAJE
EN SOLIDOS CRISTALINOS UNIDIMENSIONALES.
UNA CORRECCION CUANTICA A LA LEY DE FICK

2.1 Difusién microscépica de amplitudes.

Para empezar, consideremos dos ondas planas arbitrarias, que se mueven en direcciones
opuestas y que inciden sobre una barrera de potencial simétrica, de anchura 2«, la cual
por simplicidad matemética, la centramos en x = 0. Pensemos de esta barrera de potencial
como la separacién de dos celdas en un sélido cristalino con constante de red igual a &.
En estado estacionario para k = 0, la funcién de onda entrante estd dada por

aet™  x <
v = @1
) be™ x> o

De la teoria clemental unidimensional de dispersion, las ondas estacionarias salientes
estan dadas por

‘ [a§,K +bS, (0] c™ x<-
4000 = B @.2)
[a §,,( + b S, ()] * x> +a



Aqui § es la matriz 2 x 2 de la celda unitaria microscépica. Considerando una barrera de
potencial simétrica, los picos de los paquetes de onda reflejados y transmitidos
alcanzardn fos puntos medios de sus valles al mismo tiempo, teniendo por consiguiente un
modelo de Interferencia mdximo. Asi, si la conservacion de la probabilidad, la
invariancia bajo reflexién en el tiempo y la invariancia de la barrera de potencial en un
espacio de reflexiones, se cumplen simultineamente, la matriz § puede ser representada en
la forma general {4]

R T
T ﬁ?‘

S(k) = ¢?0) 2.3)

Aqul T(k) y R(k) son los coeficientes de (ransmisién y reflexion de ia celda unitaria
microscopica {I' + R = 1) y a(k) es un factor de fase comin a todos los elementos de
matriz.

Las ondas planas sobre todo (2.1) y (2.2) dejan las posiciones de las particulas
complétamente especificadas; Sin embargo, primero, para describic un fendmeno de
transporte, necesitamos alguna localizacién en posicion. Asf, a cambio de ondas planas,
escogemos para describir nuestras particulas dispersadas un modelo de paquetes de onda

localizado en cada valle, En el caso mds general los paquetes de onda entrantes estan
dados por

0 +ik
K X< -a,

: ac
0 = [ gt Ot dk, Q4
0 be™™ x> +a.

Aqui wk) = nk?/2m, y g(k) puede ser escogida para ser una funcién pico con el maximo en

k = ko, correspondiendo a velocidades v, = thk 'y energia E) = h "’(ko)‘

De la misma manera los paquetes de onda salientes estan descritos por
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® as, & +bs WE™| x<-q
o (xp = fg(k) e dk, @.5)
0 [a S, K +b szz(k)]e““ X > +x,

-iw(k)t.

Es bien sabido en mecénica cuéntica que para una funcién g(k) con un pico muy
pronunciado en k = ko' la posicion del méximo del paquete (llamado el centroide) estd
. bien aproximada por el requisito de fase estacionaria evaluada en k = ko [19]. Usande
este método de fase estacionaria para las dos ondas entrantes en la Ec.(2.4), tenemos que
el movimiento de los dos centroides entrantes estd dado por

E?E(th—w(k)t)lko=tx-w{,t=0.

_ 0 sea que los centroides estin localizados en x = * wy t. Siparat = 0 escogemos los
dos centroides entrantes que estén exdctamente en el punto medio de sus valles,
respectivamente, tenemos para sus posiciones iniciales la cantidad X, =% ¢/2 al tiempo
iicial t = - 2w . Es bien sabido que la seleccion de g(k) es equivalente a la
seleccion de alguna condicion inicial especifica para ¥(x,t). Como mencionamos
"previamente, tomamos las condiciones iniciales al tiempo ti en el que los dos centroides
entrantes alcanzan los puntos medios de los valles. En consecuencia escogemos las
condiciones iniciales :

it

+ikgx [_ 2
a2, b= S e Iy <y @.6)

ve™x ) = A(x
+ l‘I (zm_z)m l 4o?

Il

-ikgx [_ _ 2
¥ t) = Blx = 2, U= t) (2e i o l(x 4082/2) » X2 @7
. no

donde los niimeros complejos A, B son constantes en sus respectivas celdas. Estas

funciones entrantes representan funciones con probabilidad |¥*| gaussiana, centradas en
las puntos medios de los valles, x = #&2. La incertidumbre en la posicién Ax es su
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desviacion estandard o, Ax = ¢ y se supone constante en esta tesis y de tamafic menor que
el espacio entre dos celdas, por tanto un paquete no puede ocupar mas de una celda,

Sustituyendo las Ecs.(2.6) v (2.7) y el tiempo t = 0 en la Ec.(2.4), podemos resolver
Iiara g(k) en una transformada inversa de Fourier [12], y obtener en amnbos casos la misma
funcién de distribucién de momentos:

0

_ { 1 ik x <2} -ikx
plk) = i T f e o exp pE e dx (2.8)

resolviendo la integral obtenemos

2104 2,2
- (40") exol” k - kn) 40

k) =
g( ) (21!)1/2 (27!)”4 '—"—T—'

(2.9

Esta distribucion en e! espacio de momentos es gaussiana también. Estd centrada en k0 y
tiene una incertidumbre en el momente Ak = {/Zo,

El momento promedio ( hko ) y su dispersion momental ( hak ) no varian en el tiempo
debido a que el momento es una constante de movimiento. Esta funcién g(k) es la que ahora
usamos en la Ec.(2.5). Ahora podemos escribir

[«

a . X<-o
000 = [awsto] | et D @10

. x> ol

Esta integral no puede llevarse a cabo a menos que un modelo explicito para la matriz S
(o la barrera de potencial) esté dado. Para evitar ésto, se hard una aproximacién. Dado
que g(k) es una funcién con un pico muy aito centrado en k = ko , podemos proceder a
hacer una expansion en serie de Taylor de la matriz S alrededor del punto k0 ; asf
podemos escribir

SK) = Sk) + S (k- k) oo @.1)
[{]
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Ahora daremos un paso mds en las aproximaciones: es posible hacer nuestra aproximacion a
orden cero, ésto es, S(k) = S(ko).Esto implica

IStk ) >> 1d"S/dk] . (2.12)

Ciértamente la Ec.(2.12) no es vilida para valores arbitrarios de RO; sin embargo, con
s6lo mirar en cualquier grafica del coeficiente de transmisién vs energia, en cualquier
modelo particular de potencial [4], nos convencerd que podemos encontrar tales puntos en
los cuales la Ec.(2.12) es cierta. En verdad, escogiendo valores para k0 de alta cnergfa
o bien puntos que estin colocados aproximadamente en el punto medio de energfas
resonantes, donde el coeficiente T es casi constante, la condicién (2.12) estd bien
satisfecha, Bajo esta condicidn tan restrictiva, la Ec.(2.9) se reduce a una integral que
da el mismo paquete Gausssiano que la funcién entrante (2.6) y (2.7),

¥x0 2 L e X < -of
= 86k [ gk) ™ dk, (2.13)

\P_‘:_"'(x,t) o b et X > +

Para el paquete saliente, los centroides llegardn a los puntos medios de sus respectivos
valles x =t /2 al tiempo =+ E/?.w;). Por tanto podemos escribir la Ec.(2.13) como

-ikgx [ 2
¥ixt) = Bir=-t2t=t) —S— exp| O |y <y (2.142)
LWL 204 2 .
2 o] l 4o
vl = A(x=-+t/2 t=t) e exp['(x'm)2 x> (2.14b)
+ ’ [2n 0211/4 [ 4 |
Los nuevos coeficientes A y B estin dados por
B(x = -2, t = t+ 1) Alx = U2, t = t)
= IS(k)] (2.15)
A(x = +U2,t = t+ ) Bix = +U/2,t = t)



Aqui hemos definido « = t-t = e/w;) como el "tiempo de salto". La Ec.(2.15) es la
ecuacidn bésica sobre Ja cual construiremos nuestro proceso de difusion coherente.

Note que en este modelo cuando t = t, los paquetes salientes tienen la misma forma y la
misma posicién como los entrantes, asi en torno a estos paquetes dispersados entrardn
ondas en las dos siguientes barreras adyacentes, y el proceso entero se repite asf mismo
otra vez. Un proceso de difusion recursivo se levard a cabo de ésta manera,

2.2 Un modelo de camino coherente al azar.

En esta seccién aplicaremos los resuitados de la seccion 2.1 para una red cristalina
infinita, en la cual los electrones se mueven como particulas libres en los valles de
potencial y el "salto” de cada uno de los valles al siguiente es por tunclaje cudntico (o
dispersién arriba del potencial). En la seccidon 2.1, usamos por simplicidad matemética
una barrera de potencial en el origen. Con el objeto de describir nuestro modelo de
difusién para un potencial periédico, en una red unidimensional infinita (modelo de
Kronig-Penney), traslademos el origen x » x + &2 de tal manera que los puntos medios
de los valles, ahora estin localizados en las posiciones x = ML (M = 0, %[, 22, .)),y
también, haciendo un corrim'iento en el origen del tiempot 5t + 2/2(»") , de tal manera
que para valores enteros t = Nt (N = 0, 1, 2, ...) los centroides estardn localizados en
los puntos medios de los valles. En el modelo de difusién que estamos proponiendo,
generalizamos los resultados de la seccién 2.1, de tal forma, que en cada valle de la red
(x = MY tenemos ambos moviniientos, a la derecha y a la izquierda del paquete de onda,
cuya funcién de onda a un tiempo fijo t = Nt estd descrito por

¥ 0t = No) = [AMEND PR 4 BMeNg) ¢ TRy

S B £ 35 )
[ 2r u'z]”4 4 a*

= w;(x,Nr) + ¥ 00 Ne). . (2.16)

A(iui A{(M¢,N7) y B(M¢,Nt) denotan la amplitud modulante para los paquetes moviéndose a
fa derecha y a la izquierda, respectivamente. Nétese que éstas amplitudes estan evaluadas
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en los puntos medios de los valles (x = Me) y a tiempos discretos (¢ = Nz). Es importante
hacer notar que, en la Ec.(2.16), hemos supuesto que los paquetes de onda no son
dispersados (ensanchados)

o = constante en el tiempo (2.19

Como aproximacion a la mecdnica cudntica, esta aproximacion solo es valida para tiempos
cortos.

Las amplitudes modulantes A y B satisfacen, para las coordenadas de dos valles
contiguos de la red, x = Mty (M+1)¢, las mismas ecuaciones recursivas (2.15). Esto es,
omitiendo factores de fase comunes, escribiremos

BM,(N+0)z) | /R T A[Me,Nz|

- 2.18
AIMADEONHIT] R R, (B DN .18
[}

En esta ecuacién, el segundo miembro contiene al tiempo t = Nz, las amplitudes de dos
paquetes entrantes localizados en valles contiguos, una amplitud entrante A moviéndose a
la derecha en el valle M{, y otra amplitud "entrante B moviéndose a la izquierda en el
valle (M+1)2. Nétese que ambos paquetes incidirdn en la misma barrera de potencial, y
después de la colision tendremos, a un tiempo posterior t = (N+1)zr, los paquetes
salientes localizados en los puntos medios de los valles, con amplitud B moviéndose a la
izquierda en el valle Me¢ y con amplitud A en el valle (M+1)¢. Estas son ecuaciones
recursivas porque las mismas funciones A y B estdn relacionadas a dos tiempos sucesivos.
Estas ecuaciones definen las ecuaciones bésicas de nuestro modelo de camino aleatorio
cudntico.

Puesto que por hipotesis cualquier paquete de onda en cualquier punto de la red va a
ser siempre Gaussiano, y la posicién de su centroide va a ser siempre en el punto medio
del valle (x = MJ), es claro que sélo necesitamos especificar la evolucion en el espacio
y en el tiempo de las correspondientes amplitudes modulantes A(M,N) y B(M,N), las cuales
se deben poder obtener al resolver la Ec.(2.18) con condiciones iniciaies y de frontera
apropiadas. El modelo se describe grificamente en la Fig, 2.1
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2.3 La probabilidad en las celdas de la red.

Ahora deseamos la probabilidad en cada punto de la red. Miéntras tengamos tiempos
cortos de tal manera que el ancho de cada paquete no alcance a ocupar la posicién de .
algtin valle vecino, tendremos un modelo donde cada paquete permanecera casi localizado en
una sola celda. En este caso en que no hay superposicién de dos paquetes de celdas
adyacentes, la probabilidad en cada celda M serd la contribucion vinica de la funcién de
onda ¥ descrita en la Ec.(2.16). Enfatizamos que esta funcién v, es la superposicion de
dos paquetes Gaussianos que se mueven en direcciones opuestas.

Seglin la Mecdnica Cudntica, la probabilidad P(x,t} esti dada por |\Il(x,t)|2, y para la
probabilidad total en toda unma celda M, debemos sumar (integrar) la probabilidad en cada
punto de la celda. En consecuencia tenemos para la celda M (por simplicidad usamos £ = |
yr=1)

POM,N) = I |9, N |*dx = f [N + 9 (6N) 2.19)

celda M celda M

Substituyendo de la Ec.(2.16) tenemos
PMN) = |AM,N)|* + |B(M,N)|* + 2 Re I \P;(x,N) Wh'i(x,N)‘ dx (2.20)
M

Aquf, la integral es una contribucién de interferencia producida por la superposicion
total de dos paquetes Gaussianos, que se mueven en direcciones opuestas en la misma celda
. M. El valor explicito de esta integral estd dada por

RV v 0GN) dxo= AB” ¢ exp _!‘3_2 @al) -
M 2(ak)
Dado que por hipdtesis tenemos una distribuciéon de momento con un pico muy pronunciado
alrededor de ko en forma tal que Ak « ko , la integral es por lo tanto de orden
exponencial fuértemente decreciente, y ésta contribucion puede ser despreciada con
confianza.
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Notese entonces que en este modelo, la interferencia no proviene de los paquetes que se
mueven en direcciones opuestas en la misma celda. La interferencia provendra en un mismo
valle. de la superposicién de amplitudes de dos paquetes de onda moviéndose en la misma
direccion. Esto podemos verlo en ¢l cjemplo grafico de la Fig. 2.2.

El resultado es, que la probabilidad total en cada celda de la red, ¢s uma
superposicion incoherente (sin interferencia) de dos paquetes de onda que se mueven en
direcciones opuestas. Cada paquete tendrd su propia amplitud, el cval serd un mimero
complejo, y ésta amplitud estard construida en cad' instante y en cada posicién de
acuerdo a las reglas de la Ec.(2.18). El resultado neto es que la probabilidad total estd
dada en cada celda M de la red al tiempo N por

PMN) = JAMN)[* + [B(MN)|* = P (M,N) + P(M,N), 2.22)

Hasta ahora esto se ve como un resultado cldsico, nétese sin embargo que de acuerdo a la
Ec. (2.18) ya sea A(M,N) o B(M,N) es una superposicion coherente de dos amplitudes
complejas, que viajan en Ja misma direccion, pero cuyo valor depende del tiempo previo,
ésto producird una interferencia cudntica como se demuestra a continuacién. Substituyendo
la Ec.(2.18) en la Ec.{2.22) encontramos

P.(MN) = [AMN)[* = T P (M-I N-) + R P(M,N-1) +

+ {TR [iA(M-l,N-I) B*(M,N-1) + c.c.], (2.23a)

P(M.N) = [BMN)|* = R P_(MN-1) + T P(M+[,N-1) +

+ {TR [iA*(M,N-l) B(M+1,N-1) + c.c.] (2.23b)

La existencia de estos términos de interferencia producen la gran diferencia entre
procesos aleatorios cldsicos (sin interferencia), y procesos aleatorios cudnticos (con
interferencia). Debemos hacer notar que si arbitrariamente despreciamos los términos de
interferencia en la Ecs.(2.23), recobramos automdticamente las ecuaciones cldsicas de
caminata aleatoria correlacionada (CCW = Classical Correlated Walk) que ha sido reportada
en la referencia [7], ésto es
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P+(M,N) =T P+(M-1,N-1) + R P(M,N-1) (2.242)
P(M,N) = R P (MN-1) + T P (M+1,N-1). (2.24b)
De estas ecuaciones incoherentes obtendremos el coeficiente de difusion en el siguiente
capitulo,
2.4 Solucién analitica en una red infinita,

El conjunto de ecuaciones en diferencias finitas Ec.(2.18) puede, en principio ser
resuelto para cualquier condicién inicial y cualquier condicién a la frontera. Como
condicién a la frontera, tomamos una red infinita, y como condicion inicial, escogemos un
sélo paquete moviéndose a la derecha en el origen x = 0 :

AMN=0) =5, . BMN=0) =0 (2.25)

Dadas estas condiciones iniciales, la solucién de la Ec.(2.18) se obtiene de la
siguiente manera; primero definimos la transformada de Fourier Ec.(2.26), que no son
més que las "funciones caracteristicas” de las amplitudes A(k,N) y B(,N), por

M=+w
Ae| MU
ﬁ(k,N) M=.00

AM,N)

. _ (2.26)
B(M,N)

Transformando con las series de Fourier la Ec.(2.18), obtenemos una ecuacién Markoviana
¥(kN) = Uk) (k,N-1), 2.27)

donde ¥ es el vector columna definido por

_ AKN)
v (kN) = ) ) (2.28)
B(k,N)

y U(k) es la matriz de "transicién" unitaria
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et R

R ilTe™

La solucion formal inmediata de la Ec.(2.27) es

WK,N) = U® ¥k,N=0).

Usando métodos de dlgebra lineal mostrados en el apéndice 2.A, obtenemos

U = Gk,N) Uk) + Gk, N-1)1.

Aqui, G(k,N) es la funcién de Green del problema, y estd dada por

] Ay -l
GkN) = 3—
+ -

donde A_ YA son los eigenvalores unitarios de la matriz U dados por
Ay = HT cos k * (1-’1‘ cos’k) ™

Substituyendo las Ecs.(2.31),(2.32) y (2.25) en la Ec.(2.30), obtenemos

AN W e 1
= G(k,N) + Gk,N-1)] |
B(k,N) _ IR 0

Postériormente, invirtiendo la serie de Fourier,

+T
GM.N) = 5 f &M Gk, N dk,

-

findlmente llegamos a

AMN) = i{T GMM-1,N) + G(M,N-1)

i

B(M,N) = {R G(M,N).
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En la siguiente seccion calcularemos la funcién de Green explicitamente.

2.5 Expresién analitica para la funcién de Green.

En esta seccion, calcularemos en forma analilica exacta la funcion de Green G(M,N).
Para empezar, usando la definicién [15]

+T
je'i“‘“ G(k,Ny dk |

a

GM.N) 2‘

e

se pueden obtener directamente de la definicion misma, unas cuantas soluciones para
tiempos pequefios; de hecho, usando fa Eq.(2.32), podemos reescribir,

+T +7 N _ ?‘N
o ikx o1 ke O+ .
BN = 5o [ BNy dk = o [e™ 52 dk, 2.37)
K1 Bis + )
y ahora para valores particuiares de N =0, I, 2, 3, ... podemos encontrar directamente
de la integral (2.37) que:
' G(x,0) = 0,
G, =8
Gx2) =idT e + 5 ). (2.38)

Gx,3) = (1 -21) 30" T 85" T 3 5

A continacidn, buscaremos una solucién para un tiempo arbitrario N . Nétese primero,
que la funcién ((k,N) es proporcional a un polinomio de Chebyshev de segundo tipo
Yy l(z). Esto se debe a que podemos reescribir los eigenvalores A, de la siguiente
manera:
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2.39)

AL =
¥

i [z 3 i(l-z’)"l] donde 2 = IT cos k.

Substituyendo la Ec.(2.39) en la Ec. (2.32), obienemos

vz 4 i) 2 - i

GN) = () s
(1-2)

0, N =0,
[ (2.40)

v

= @
UN_l(z), N

A continuacidn, el polinomio de Chebyshev UN(Z) se puede escribir como (2]

N2}
PN DL oy (2.41a)

DCEE Jm\' J

i=0

y ahora demostraremos que

N-2j
(2Z)N-21 = (r e Z . _%Ir:%;)'n gz (2.41b)

lo cual, se obtiene de la siguiente manera:

N2}

QM e (AT cos kW< 2T EK’T'—

- D e

Aplicando el teorema del binomio a la igualdad anterior, se obtiene finalmente
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a0 = @ | [”:j] G

n=Q

N-2j

_ RN (N - 2))! ik(N-27-20)

= 0" T armaity I
n=0

Si sustitufmos finalmente las Fes.(2.41) en la Ee.(2.37) llegamos a una expresién
analitica de la funcién de Green de la siguiente forma

N2 N-2
GeoN+1) = O ] ¢ ]ty B frp@o K2t 2.42)
j=0 n=0

La funcidn delta de Kronecker &(N - x, 2j + 2n) implica, que la funcién G(x,N+1) es
diferente de cero solo si N - x = 2(j + n). Dado que j y n son enteros positivos,
entonces N-x debe ser un entero positivo par. En consecuencia N y x  deben tener la misma
paridad. Bajo estas condiciones n = (N -x-2j)/2 serd un entero positivo solo si 7j < N -
x . Por lo tanto, la Ec.(2.42) se puede escribir tinalmente como

IN-[ x| 12 .
GaN+D) = ()Y [ ¢l dT )" (N ! 2.43)

i=o it

Notemos que G(x,N+1) tiene paridad par en la variable x.

Sustituyendo la Ec,(2.43) en las Ecs.(2.36), tenemos la expresién analitica completa
para las amplitudes A(M,N) y B(M,N). Podemos ahora calcular la probabilidad P(M,N) de
encontrar particulas en cada celda M y a cualquier tiempo N. Por la Ec.(2.20)} tenenios que

PM,N) = |AM,N))? + [BMM,N)|%,

esta funcién puede ser calculada numéricamente para distintos valores de M y N.
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APENDICE 2.A

Cilculo de Ja potencia UN

En este apéndice derivaremos una expresién para la matriz UN, con U unitaria dada por
la Ec.(2.29)

Alk,N=0)
B(k,N=0)

(A.1)

A(k,N)] dTe* R

B(k,N) R e

De acuerdo con el teorema de Cayley-Hamilton podemos escribir para cualquier funcién
polinomial de una matriz de 2x2

UY = G(,N) U + Gk,N-1) 1 (W)
con
AN N .
G=5—x A
+ -

en donde A son los eigenvalores de la matriz U. Por consiguiente, para determinar G,
primero. obtendremos los eigenvalores A, , que deben satisfacer la ecuacion siguiente

HTe*-a2 IR
det[U - u] = =0. (A.8)
R T &™ -
Desarrollando la Ec.(A.4) obtenemos la siguiente expresion
MWTe* -2 @(Te*-2)-R =0 (A.5)

Efectuando el producto indicado y asociando términos llegamos a la siguiente ecuacion

T-A2@lTe+dTe™+a2-R=0. (A.6)
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Conmutando términos y factorizando, obtenen:os
AodT @ +e™a-R+T) =0 A7
Aplicando la férmula de Euler en la Ec.(A.7) se obtiene la ecuacién

A2- T 2coska-1=0, (A.8)

que es una ecuacién algebrafca de segundo grado, cuya solucién esti dada de la siguiente
manera

. l 2 .
WT 2 cosk + 2—T4cosk+4= iﬁcosktll - T cosk

= iﬁcosk:Hl - T cosk (A.9)

factorizando (A.9) tenemos:

A:(k) =i [ﬁ cosk # i Jl - T cos’k ] (A.10)

Que es un eigenvalor complejo de magnitud unitaria. Esto esta en completo acuerdo con el
hecho de que U es una matriz unitaria.

Simplificando la Ec.(A.10), obtenemos los eigenvalores de la matriz U, que estin dados’
de la siguiente manera

2, =it (A1)
Considerando que;
| Apd ==l
Ay + 2 =2 HT cosk
A+-A_=-211-Tcoszk,

se sigue que
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AN N .(i)N [eiNe ) e-iNe ]
GN) = A+ — = . -
+ (M [ ol _ o0 ]

A
Aplicando nuevamente la formula de Euler, s¢ obtiene finalmente
sen o

SNy = (" ﬂ‘i‘%‘)@ = ™ U,,, [eoso®)]

donde UN es un polinomio de Chebyshev de segundo orden [2].

Nétese que

cos 6(k) = AT cosk

sen 8(k) = jl - T cos’k
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APENDICE 2.B

Lista de Propiedades de los Polinomios de Chebyshev Up(x) {2]

Ortogonalidad

! )
Jh X U® U K dx =0
-1

] |
; ﬂl XU@U ) dk =5 uf2 ®.1)
-1

1
JJI - X Ulx) dx = ni2
-l

Forma analitica explicita

[n2]
U= T O ﬁ%’n'—_‘“z{,-"ﬂ(zx)"'z'" =@ +k el ®.2)
m=0

donde el término general (2x)" es mucho menor que uno,

U (cos g) = S0t 1o ®3)
U = senf(n + Licos’x} (B.4)

sen(cos"x)
Valores particulares
U = ' U

Un(l) =n+1
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o= T
0 n=72m-++ 1
Uo(x) =
Ul(x) = 2x

Ecuacion diferencial satisfecha

a-0Luwm-xdug -
— U@ -3x g nx)+n(n+2)U“(x)-—0
X

- JUu@w=-muw+a+hHU ®

Relaciones de recurrencia
(x) =2 Un(x) -1 Un_l(x)

U =1
U () = 2x
Funcién generadora
© .
1 z U@z  -i<x <l |z <

1-2xz+ 2 Weo

Representacion integral

O] —

=1
m([ "z(1-2xz+zz)
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8.7

(B.8)

(B.9)



1

2 1-2xz 4+ 2°

donde C es cualquier contorno cerrado alrededor del origen.

Desigualdades

iUn(x)[ sn+ | dex=l

Ceros de U“(x)
denotando el m-ésimo cero de U por x;") se tiene que

x(n) < x(n) < x(") <,
(n) =
Cos[mn]

T (x) = cos[ n cos’x ]

)
-

X = ’E n,m#0
1 _ .
i
f T,(x) T(®) dx = n
- 1 - %
(2] '
T (X) = 2 Z ( l)m _r(..__(n - m é_l))_]_ (2 )n2m
m=0
_nn-t n n-2 _ Al o0
=g @) Ha @27+ =2 K0+

Relacién de recurrencia

T (x)—’l‘(x) T (x)

n+l
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(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14) .

(B.15)

(B.16)

(3.17)

(B.18)



o] .
1 -xz - v gy
oz L7 oo

n=0

Z I l = ZT (x) Z x2)” 2

1-2% + 2
n m
— L | U |
= X z X ln(A) z (B.19)
n=0 m=0 .
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CAPITULO III

COEFICIENTE DE DIFUSION

3.1 La corriente de difusién J(M,N)

Con ¢! objeto de encontrar el coeficiente de difusi6n, calculemos primero la densidad
de corriente de probabilidad cudntica en cada celda de fa red x = M, para tiempos
“discretos t = N {por simplicidad usaremos ¢ = © = 1),

HM,N) = j 2%11 [U* 9% - & v9%] dx , 3.1)
ceida M

esta corriente se puede calcular de la siguiente manera: suponiendo en cada celda M una
funcién de onda \IfM(x,t) descrita por la Ec.(2.16), tenemos entonces

¥ (N) = N+ 3 GN) = AR) ™ Gx) + B e Gx) (3.2)

donde

1 (- M
G(x) = exp| -
(21[0‘2) 174 p 40\2

(3.3

X
Tomando a continuacién el pradiente (unidimensional) de ¥y ¥ tenemos
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Ly

P
—
b3

'
Rk
—

| S )

, M) R M) -
= ¢t | ik -ik
v [' 2 + Y [ t 2 3.3)
du M - M
Mot |k ) +ik - x-M
WM [ 1 ¢ e [ t 26" 34
Multiplicando cada expresion por ¥ y W* £nemos
* ~ ie*i? | ik - x-M) Sk - (x~M)
By W = ) 24% M WM ] 262
\ - L
PR} DL RIS V)
S bk - BRI e ] ik - R
+ IWM‘ 252 M \PM 20° @3
\: P \
M) ] )
¥ ot | ek - B2 MUL R R ik - K
B T = Il ] 26" Y \pM l 2’
\ J \
-2 +'k - (K - M) - +* _‘k - (X - M)
+ |\1/M] [ ! ”——‘—Q‘Tz " WM L t *———2'?2 (3.6)
De donde se sigue que:
* * A +
LR -er vy, = 2ik |WM| - 2k |\1'Ml (3.7
Asf como
hoo ko
g [0, VY - T8 ] = = L ” - vl (3.8)
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Por lo tanto, sustituyendo ia Ec.(3.8) en la Ec.(3.1) tenemos findlmente

JMN) = 2‘:7“ I [t fus i dx (3.9)

M

y ahora utilizamos el resultado

j G(x)* dx = 1.
M
obtenemos finalmente
hko ’
IM,N) = —= [ [AM,N)}? - |B(M,N)|? ] 3.10)

La explicacién de este resultado, es que la corriente total en cada celda es simplemente,
la corriente a la derecha menos la corriente a la izquierda. Dependiendo de los paquetes
presentes en una ceida, podemos tener corrientes positivas o negativas.

Substituyendo ahora las Ecs.(2.23) en (3.10), tenemos

IMN) = v, [T [P, (M-1,N-1) - P (M+1,N-1)] - R[P, (M,N-1) -P_(M,N-l)]] +

+ LVTR v, [ AMLN-D) B*OMN-D) - A" N-D) BM+LN-D - ce. | Go1D

3.2 EL limite hidrodinamico

A continuacién para poder calcular el coeficiente de difusion, el cual es derivable de
acuerdo a la definicién de la primera ley de Fick, tenemos que tomar el limite cerca del
equilibrio esto es el limite hidrodindmico: primero, vamos al continuo espacial, en
consecuencia suponemos que la distancia ¢ entre celdas adyacentes es muy pequeiia, por
tanto podemos hacer una expansién en series de Taylor a primer orden, en las funciones
que dependan mds alld de la posicién de x = M, esto es P(M+¢,N), A(Mz¢,N), y B(M#¢,N).
Segundo; debemos tomar un limite de tiempos largos, que es el régimen temporal donde el
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coeficiente de difusién dado por la primera ley de Fick estd definido; en el cdlculo de
este limite suponemos que un estado cuasiestacionario ha sido alcanzado, o sea P(M,N) =
P(M,N-l). Bajo estas dos suposiciones obtenemos

M) = - v, e [21{(] o [,|A<M>|’ + |B(M>12] -

12

- v, & [?z‘} I 1 axqy B0 1 gy Al . c.c.] +
12
v, [E if A BXM) - c.c]. (3.12)

De la deduccién de esta ecvacidn (3.12) vemos que: el primer término fué derivable
exclusivamente de las contribuciones incoherentes de la corriente. El segundo término en
(3.12) es consecuencia de los términos de interferencia cudnticos y por tanto son de
origen estrictamente cudntico, es decir, no son derivables de una teorfa incoherente
(clédsica).

3.3 Los coeficientes de difusién Clasico y Cudntico.

De la dliima ecuacidn (3.12) podemos ver que hemos obtenido la generalizacion cudntica
de la corriente de difusién. El primer término, da la contribuciébn incoherente (sin
interferencia) a la corriente de difusién, y es nada menos que la ley de Fick propuesta
hace cien afios por Fick. Este término muestra visualmente, que el coeficiente de difusién
incoherente, es nada menos que el resultado de Landaver [3]:

D=v¢ 2'71‘,;. (3.13)

De aqui podemos entender que la ley de Fick es la contribucién incoherente, esto es
clisica, a la corriente de difusion. Por lo tanto entendemos que toda referencia al
coeficiente de difusién en la forma definida por la ley de Fick, debe ser evaluada por
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una teorfa cldsica, como son la ecuacién de Boltzmann o una ecuacién de tipo Fokker-
Planck [1]. En consecuencia el uso de una teoria cudntica es absolutamente superflua. La
razén de ésto es que ambas teorfas, la cldsica y la cuéntica, dardn la misma descripcién
a la corriente incoherente de probabilidad. Sin embargo el célculo analitico de Ia ley de
Fick es mucho mds facil en el marco de una teorfa incoherente (cldsica).

El segundo término en la Ec.(3.12), probablemente la contribucién més importante de
esta tesis, es una correccibn a la corriente de difusion, debida exclusivamente a la
interferencia cudntica. [Esta corriente coherente, es semejante en estructura a la
contribucién incoherente. Lo nuevo de esta corriente, es que no es proporcional al
gradiente de la densidad de probabilidad, sino que es proporcional al gradiente de la
densidad de amplitud de probabilidad. Esta contribucién no tiene andlogo, ni manera de
obtenerla en una teorfa cldsica. El coeficiente de proporcionalidad de la corriente
coherente, define un nuevo coeficiente de difusién coherente, el cual denotamos por la
letra C, y mirando la Ec.(3.12) vemos que

12
c=v0e[;§] . - (.14)

Este coeficiente es, para valores razonables de T y R, del mismo orden de magnitud como
el coeficiente de difusién incoherente (clasico) de Landauer (3.13). En la préxima
seccion demostraremos que el coeficiente coherente (3.14) tiende a cero cuando la red es
de tamafio macroscépico.

El' dltimo término en la Ec.(3.12) es una contribucién convectiva que depende de la
presencia simultinea de ambos paquetes de onda en la misma celda de la red.
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CAPITULO 1V

CONCLUSIONES

4.1 Difusién macroscépica.

La teoria anteriormente presentada representa una teorfa de difusién microscépica. Sin
embargo en ¢l contexto experimental, la razon R/T de dos cantidades referidas a Ia celda
microscépica, tiene sélamente un significado técnico, ya que esta razén no es una
cantidad flsicamente medible. A continuacién, procedemos a demostrar coémo los
coeficientes microscopicos T y R estdn relacionados a los coeficientes de transmisién y
reflexion ‘de una muestra macroscopica de longitud total L, donde si cada celda tiene una
longitud ¢ y en la muestra hay un total de N celdas unitarias, entonces L = N ¢ De
mecdnica cuéintica elemental, sabemos que, suponiendo flujos cusnticos incoherentes a
tiempos diferentes (nuestro caso), la relacién entre los coeficientes macroscdpicos y
microscopicos estd dado por ' '

= T — NR
TErFWIDR FTTrEN-DR: @.0)

La demostracién de estas ecuaciones se muestra a continuacién: consideremos primero el
caso més elemental de un sélido costruido con sélamente dos barreras como muestra la Fig.
4.1, en esta figura vemos que el coeficiente de reflexién R, estd dado por

g=RMﬂU+W+w+W+m) @.2)

El cual se puede reescribir efectuando la serie arménica como

R =R+ @.3)

1-R
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Fig. 4.1 Arbol de probabilidad para un sélido compuesto de
tinicamente dos barreras,

La cual todavia se puede simplificar utilizando la relacién T + R = 1 dando como
resultado final,

2R
RET+R" @4

De igual manera, de la misma Fig. 4.1, podemos ver que el coeficiente de transmision T,
esti dado por

g, =T+ R+ +R +.)

T _ T
=TT TFR “.5)

Podemos checar que nuestros coeficientes 7, y R, satisfacen la condicién de normalizacién
de7, +R =L De hecho, pudimos haber encontrado 7, del puro conocimiento de Ry la

ETA TESIS MO DEBE
SALR BE LA BIBLTECA
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normalizacién misma. A continuacién, tomamos el caso de un sélido con N = 3, Esto es, un
solido construfdo con s6lo tres celdas. En este caso de la Fig. 4.2 vemos que el
coeficiente de reflexion R, esti dado por

TR TER Tin

Fig. 4.2 Arbol de probabilidad para un sélido compuesto de
tinicamente tres barreras.

n o= Z 2
R, = R2 + T2 R(1+R R + R Rz) + D). 4.6)

La cual después de sustituir para R, dado por la Ec. (4.4) se simplifica a

R =1Fm- @7

Utilizando 2 continuacién la relacién de normalizacion, encontramos el coeficiente 7,
dado por
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TTFRX .8)

Por inducci6n, generalizamos ahora para el caso de un sélido con un ndmero N arbitrario
de celdas. En este caso obtenemos las ecuaciones

7= TR R T N R 4.9

Lo cual detmuestra la relacién bésica (4.1) que buscdbamos.

A continuacion, tomando la razén de ambas Ecs.(4.9), obtenemos

F=NZ. (4.10)

<

Sustituyendo la Ec.(4.10) en los coeficientes de difusién (2.41) y (2.42), obtenemos

\%

T
D=y (N)g
v
- 01 7 .
D=Ly @.11)
12 112
v_(NO)
C =V W z o= 0 g.
0 R m R
12
codo L Z] _ “.12)
N R

Lo cual nos demuestra c6mo depende cada coeficiente de difusién de los correspondientes
coeficientes macroscépicos del sélido. En particular vemos que el coeficiente incoherente
(clasico) D no es otra cosa que el mismo coeficiente reportado por Landauer en 1970 [3].
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4.2 Limites de validez

Ahora podemos tomar el limite macroscdpico (bulk limit), esto es, el limite donde el
nfimero de celdas en el solido ¢s muy grande. Por tanto tomamos el limite N » «, haciendo
simultineamente el tamaiio de cada celda tendiendo a cero (¢ » 0), de tal manera que el
tamafio del sélido L == N ¢ se mantenga constante, Siendo este pardmetro L de tamafio
macroseopico.

En este limite, de acuerdo con la Ec.(4.11), vemos que el coeficiente incoherente D,
permanece intacte, mostrando cn consecuencia, que ¢l coeficiente de Landauer es el
coeficiente correcto para un sdlido macroscopico. Pero la conclusién fundamental de
nuestra derivacién, es que dicho coeficiente, por ser incoherente {clasico), no precisa
para su deduccién de una teorfa cuéntica, Cualquier método cudntico también dard este
coeficiente, al precio de un céleulo muchisimo mds tedioso. En cambio, una teorfa clasica
como la Ec.(2.24), da el mismo resultado sin la complicacién matemética de la tcorfa
coherente. De nuestro aprendizaje en esta derivacion, se desprende que la ley de Fick, es
una descripcion incoherente .(clisica), y por tanto, cualquier teorfa o hipétesis que haga
uso de esta ley como descripcibn fundamental de difusién, ticne que ser, por
consistencia, una teorfa o hipGtesis cldsica, Demostramos que la ley de Fick, sélo se
puede utilizar en un sélide macroscdpico. Esto es debido, a que sGlamente en este tamaiio
de sélido, la difusidn clisica es valida.

En este mismo lfinite macroscépico de N » », de acuerdo con fa Ec. (4.12), vemos que el
coeficiente coherente C, tiende a cero. El significado fisico de este resultado es, como
esperdbamos, que los cfectos de interferencia cudntica en difusion, son despreciables en
un sélido macroscépico. En otras palabras, la contribucidn coherente a la corriente de
difusién, nunca va a ser observada en un sélido macroscopico.

Existe evidéntemente, un sélido donde la teorfa coherentc muestra su total plenitud.
Este sélido, es ¢l s6lido mesoscdpico, donde el mimero N de celdas, es tan pequeiio que
los efectos cudnticos no se pueden despreciar. Es en este sélido mesoscépico, donde la
nueva ley de difusién debe incluir la contribucién coherente a la corriente. En estos
materiales las nuevas leyes de fransporte deben ser redefinidas. Predecimos, al menos
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para difusion, que nuestra correccion a la ley de Fick jugard un papel fundamental en la
descripcién de los microcircuitos que ya se estin produciende para las computadoras.
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