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INTRODUCCION

Entre los materiales mds estudiados se encuentran los cristales
iénicos. Estos estdn formados por iones positivos o cationes, y
iones negativos o aniones. En estos cristales, la mayor parte de
la energia de la red se debe a la interaccién Coulombiana.

Dentro de los cristales i6nicos, los mds estudiados son los
halogenuros alcalinos. La mayoria de estos tiene la estructura del
NaCl. Se tienen menos célculos tedricos de la fluorita (y
cristales con esa estructura).

La fluorita, CaF,, es un cristal incoloro y transparente. Debido a

sus propiedades 6pticas ge emplea en la construccién de objetivos

para microscopios y otros instrumentos Spticos de precisién. Es el

compuesto del flior mds abundante en la naturaleza. Tiene una
dureza de 4 y un punto de fusién de 1350 °C.

Como se ha mencionado, la fluorita es incolora, sin embargo, se
puede colorear debido a la presencia de centros de color en su red
cristalina. Un centro de color es un defecto de la red que absorbe
parte de la luz visible, por lo que el cristal toma el color
correspondiente [1].

El centro de color mis simple es el centro F (en alemdn,

Farbzentrum; Farbe = color). El centro F ha sido identificado como

un electrén ligado a una vacancia de anién [2,3]. Es decir, uno de

los aniones del cristal no se encuentra en su posicién, dando
lugar a una vacancia, y un electrén es atrapado por dicha
vacancia. Se puede considerar al electr6dn como atrapado por un

pozo de potencial producido por la ausencia del anién.
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El electrén atrapado en el sdlido cristalino puede ocupar una
serie de niveles de energia, y el electrén pasard de un nivel a
otro al emitir o absorber energia. El sélido cristalino contiene
una gran cantidad de particulas interactuantes, y como
consecuencia, el problema de calcular las funciones de onda y los
niveles de energia del sistema es extremadamente complicado.
Entonces se hace necesario utilizar una serie de aproximaciones
que simplifican dicho problema. En primer lugar se supone que los
nicleos en el cristal estdn en reposo. En un cristal real &ste no
es el caso, sin embargo la influencia del movimiento nuclear en el
comportamiento de los electrones se puede tratar como una
perturbacién del caso en el que est&n en reposo. Ailn con la
suposicién anterior, se tiene un problema de muchos electrones gque
ge puede resolver haciendo mds aproximaciones. En el caso de los
sbdlidos, la aproximacién mds utilizada es la de un electrén. En
esta aproximacién la funcién de onda del sistema estd dada por una
combinacién de funciones de onda en las que cada una sélo tiene
las coordenadas de un electrén.

Una formulacién rigurosa del problema de los centros de color
requiere que todos los electrones se traten de una manera
equivalente. Sin embargo, el proplema se simplifica si se reconoce
que los electrones que pertenecen a las capas cerradas de los
iones estén més fuertemente ligados que los asociados con el
centro de color. Esto permite auﬁoner que los electrones de capa
cerrada de los iones simplemente contribuyen al potencial que

sienten los electrones en exceso y no es necesario considerarlos

T s T
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individualmente. Un modelo que se basa en esta suposicién es el
método de ion puntual de Gourary y Adrian [4]). En éste los iones
se reemplazan por iones puntuales y se utiliza el potencial
resultante junto con funciones variacionales de prueba. Dicha
aproximacién desprecia los efectos del tamaiio de los iones.
Bartram, Stoneham y Gash [5] propusieron una técnica muy simple
con la que expresan los efectos del tamaflo de los iones por medio
de los coeficientes de funciones delta localizadas en log sitios
de los iones. Con ésto se desprecia la variacién de la funcién de
onda de prueba en el volumen que ocupan los iones. En esta
aproximacién, el efecto de correccién de tamafio de ion es remover
el potencial de ion puntual del interior de los iones y
reemplazarlo por un potencial promedio. Utilizando estos métodos
es posible efectuar cdlculos para centros de color mis complicados
como son el F,, Z, Fd, etc., asi como estados mids alla del primer
estado excitado. .

Como ejemplo de transiciones a dichos estados excitados se tiene
una transicién débil en la parte de mayor energia en la banda F y
que se conocé como la banda K. Actualmente se considera que la
banda K se origina por la transicién 1s a 3p [6]). Recientemente
Ruiz-Mejfa [7] estudié la banda K en seis halogenuros alcalinos.
Ese fue el primer cdlculo de la banda K usando los modelos de ion
puntual y la correccién de tamafio de ion., En ese trabajo se
demostré que la aplicacién de los modelos mencionados daba
resultados tedricos acordes con los experimentales,

También se han realizado cdlculos para las energias de centros F,
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en halogenuros alcalinos [8,9] utilizando ambos métodos.

En un cristal de CaF, contaminado con Mg'' (de menor tamafio que
los iones de calcio constituyentes), se forman los centros F . El
centro F, congiste en un centro F con uno de los primeros vecinos
(ion de calcio) reemplazado por un ion diferente. La presencia de
dos bandas de absorcién identifica al centro F.

El propésito de este trabajo es efectuar el cdlculo de las
energias de absorcién del centro F, la banda K y el centro F en
cristales con la estructura de la fluorita. Para este cédlculo se
utilizan los métodos de Gourary y Adrian [4],y de Bartram et al.
[5], asi como las correcciones debidas a la polarizacién y la
distorsion de la red cristalina. S8i bien existen métodos mds
precisos y elaborados para tratar el proceso de absorcidn del
centro F, como el de Opik y Wood [10], en general son demasiado
complicados, por lo que sdlo han sicdo aplicados a los halogenuroes
alcalinos mAs simples. Los métodos de Gourary y Adrian [4], y de
Bartram et al. [5] son mds fdciles de aplicar y se pueden
generalizar a centros mis complicados.

Para efectuar los cdlculos, se desarrollaron los programas en
lenguaje C (Microsoft® C 6.0). Los programas se ejecutaron en una

PC-AT COMPAQ ProLinea 3/25zs con coprocesador matemitico.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera:
En el CAPITULO 1 se describe la éproximacién de Born y Oppenheimer
que permite separar la parte electrénica de la energia del cristal

de la parte asociada con el movimiento nuclear.
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Una vez que se tiene la ecuacién de la parte electrénica, es
necesario simplificarla. Asi, en el CAPITULO 2 se describe la
aproximacién de Hartree para reducir el problema de muchos

electrones al de un solo electrén.

En el CAPITULO 3 se describe el modelo de Gourary y Adrian para el
cdlculo de la energia de absorcién del centro F. Se muestran
cuatro tipos de funciones de onda de prueba para calcular las
energias de los estado base y excitado entre los que ocurre la

transicidén Optica.

La presencia del centro de color polariza al cristal. En el
CAPITULO 4 Be encuentra la correccién a la energia de absorcién

debida a la energia de polarizacién.

En el cdlculo de la energia de los niveles es necesaric tomar en
cuenta que los iones no son puntuales. En el CAPITULO 5§ se
describe la correccién de tamaiflo de ion de Bartram, Stoneham y

Gash al modelo de Gourary y Adrian.
Al retirar un ion negativo del cristal, se produce una vacancia
que lo deforma. En el CAPITULO 6 se encuentran los cambios en la

energia debidos a los efectos de distorsién en la red cristalina.

En el CAPITULO 7 aparecen los resultados de los cdlculos tedricos
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para el centro F de acuerdo con las diferentes aproximaciones

empleadas.

La transicién del electrén del centro F desde el estado base hasta
el segundo estado excitado produce una banda de absorcifn
caracteristica. En el CAPITULO 8 se describe la banda K en

fluorita utilizando la funcién de prueba electrénica de tipo I.

En cristales con un exceso de impurezas alcalino-terreas se forman
los centros F,. En el CAPITULO 9 se describe el centro F,,

impureza Mg en fluorita. En este caso, se utilizan los cuatro
tipos de funciones de prueba y se seflala como se modifican éstas

por la presencia de la impureza.

En el CAPITULO 10 se encuentran las conclusiones de este trabajo,
asi como un esquema comparativo de los niveles de energia de los

centros F y FA.

Finalmente, en el APENDICE se representa la estructura cristalina
de la fluorita y se dan las coordenadas de los iones que la

componen.

v " —



CAPITULO 1
LA APROXIMACION DE BORNY
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LA APROXIMACION DE BORN Y OPPENHEIMER

Como se sabe la masa de un electrén es m_ = 9.10956 X 10 kg en

tanto que una unidad de masa atémica represcria 1.66053 X 107

kg
(12). Un ion de Litio, por ejemplo, tiene siete unidades de masa
atémica, lo gque equivale a que éste tenga una masa mis de diez mil
veces mayor que la masa del electrén (MLI = 12760 m ).

Bl hecho de que la masa nuclear sea muchc mayor que la masa
electrénica es la base que permite las aproximaciones tedricas de
cdlculo de los niveles de energia de los s6lidos. Loa nicleos
tienen una mayor inercia que los electrones y esto implica que es
mds diffcil moverlos y que la energia asociada con gu movimiento
es mucho menor que la asociada con el movimiento de los electrones
alrededor de los nicleos. Como el periodo del movimiento es del
orden de la constante de Planck, h, entre la energia, los periodos
nucleares son correspondientemente mayores que los
electrénicos.Entonces, resulta una buena aproximacién considerar
gque los nicleos estdn fijos para realizar el cdlculo @el
movimiento electrénico. Ademds, de acuerdo con la aproximacién
adiabdtica, el movimiento nuclear se puede calcular bajo la
suposicidén de que los electrones tienen un movimiento promedio
para cada arreglo de los nicleos.

En un cristal, el movimiento nuclear consiste de vibraciones de
los nicleos alrededor de sus posiciones de equilibrio en la red.
Asi, el cristal tiene niveles de energia electrénicos y
vibracionales. Para estimar el orden de magnitud de estas

energias, considérese un cristal con constante de la red igual a

10



LA APROXIMACION DE BORN Y OPPENHEIMER

a. Entonces, la energia E agociada con el movimiento de un
electrdén de valencia es del orden de ﬁVmaz de acuerdo con el
principio de Heisenberg, donde m es la masa electrénica. Para
valores de a de algunos bohrs, esto corresponde a frecuencias de
trangicién en las regiones visible y ultravioleta del espectro
electromagnético, En particular, esto concuerda con el caso de la
fluorita.

Para estimar la energfa vibracional, se toma en cuenta que los
modos normales de vibracién de los nicleos alrededor de aus
posiciones de equilibrio estdn dados por los de un oscilador

" arménico asociado de masa M y constante XK. M ea del orden de una
masa nuclear tipica. K se puede estimar observando que el
desplazamiento a lo largo de un modo normal una distancia a debe
producir un cambio en la energia del orden de la energia
electroénica E, debido a que tan gran desplazamiento producird una
distorsién sustancial de la funpién de onda electrénica, entonces,

se puede suponer
X = E/a° (1.1)

Asi, la energia asociada con un modo bajo de vibracién es

174 1/2

E, ~ h (K/M) = (m/M) E. {1.2)

Recordando el caso del Litio, por ejemplo, es facil ver que E es

unas c¢ien veces menor que E vy corresponde a transiciones en el

11



LA APROXIMACION DE BORN Y OPPENHEIMER

infrarrojo cercano. Se puede observar que los niveles de energia
electrénicos y vibracionales se pueden obtener como una
aproximacién basada en una expansién en serie de potencias de m/M.
Este es el caso de acuerdo con Born y Oppenheimer (13}. Ellos
utilizaron como pardmetro de expansién el desplazamiento
vibracional (del orden de a)}. Un oscilador de energia E, Y

constante K cumple

EV = K x {1.3)
y tiene un desplazamiento x del orden de
x = (/K ~a (B/E)"* » a (m/m)™! (1.4)

1/4 ..
. En términos de

Entonces, el pardmetro de expansién es {(m/M)
éste, la energia electrénica es de orden cero, la contribucién de
primer orden a la energia se anula y la energia vibracional es de
sequndo orden.

En general, para efectuar log cdlculos tedricos, se considera un
cristal iénico en el que se desprecian los efectos de superficie y
se supone que la concentracién de imperfecciones en el cristal es
tan pequefia que la interaccién entre éstas es despreciable.
Entonces, en este sistema se pueden tratar los defectos de una
manera individual en el cristal,’y cualquiera de ellos presentard

exactamente las wismas caracteristicas.

Se puede modelar el cristal como un sistema de electrones y

12
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nicleos que interactian entre ellos. Siquiendo este modelo, el
operador Hamiltoniano del sistema es:

A

- A A FY -~
H = To + Tu + U“ + UeN + Uuu {1.5)

A

donde %o y T, representan loa operadores de energia cinética de
los electrones y nicleocs respectivamente; ﬁ“, aﬂ'y 6“
representan los operadores de las interacciones electrén-electrén,
electrén-~-niclec y niicleo~nicleo respectivamente.

La ecuacién de Schrédinger para el sistema serd (en unidades

at6micas o Hartree):
» 1 1 1 T
RQ=[-§21M~Al-—2~):JA1+U(x,R)]Q=E‘¢ (1.6)

Donde ¢ @ ¢(X,R) es la funcién de onda del sistema, X es el
conjunto de coordenadas, incluido el espin, de los electrones del
gistema, y R es el conjunto de coordenadas espaciales de los
ndclecs. La suma :les sobre todos los electrones, la suma Zles
sobre todos los nilicleos Y M, es la masa del i-ésimo nidcleo. La
energfa potencial del sistema es

A

Uix,R) = Ue‘ + U;" + UNH (1.7)

Y finalmente, € es la energia del estado en consideracidn.
De acuerdo con el principio de Franck-Condon, un proceso de

excitacién éptica electrénica tiene una duracién mucho menor que

13



LA APROXIMACION DE BORN Y OPPENHEIMER

la del periodo asociado con las vibraciones de la red. Asi, en el
modelo de la red estatica, que es la base de la aproximacidn
adiabdtica o de Born-Oppenheimer, se considera que los electrones
regponden Ilnstantdneamente a las vibraciones de la red, wmientras
que la red responde solamente a las posiciones promedio de los
electrones.

Siguiendo con la aproximacién de Born-Oppenheimer, la funcién de
onda del cristal completo se factoriza en una funcién de onda
nuclear para un estado electrdénico dade y una funcién de onda
electrénica en la que aparecen las coordenadas nucleares
dnicamente como pardmetros. Una vez realizado lo anterior, la
atencién se centra en la funcidén de onda electrdnica, y se hace la
suposicién de que las coordenadas nucleares se mantienen en un
valor correspondiente a su valor promedio en un estado base
electrénico dado.

Para hacer un tratamiento perturbativo del problema, se consideran
fijos a loe nicleos en la posicién promedio {(esto significa que
todas las R's son constantes) y el Hamiltoniano que describe el
movimiento de los electrones se obtiene anulando T {los nicleos
estdn en reposo), por lo que la ecuacién estacionaria de

Schrddinger se reduce a

[- %Z, A+ Gﬁi.‘ﬁ)] ¥ (x|R) = E (R) ¥ (x|R) (1.8)

Donde ¥ (X|R) es la funcibn de onda electrénica que tiene las

14



LA APROXIMACION DE BORN Y OPPENHEIMER

coordenadas R de los nicleos Unicamente como pardmetros. De
acuerdo con la aproximacién de Born-Oppenheimer, se utilizan las
soluciones de la ecuacién (1.8) para desarrollar las soluciones de

la ecuacién (1.6):

?(x,R) =L ¢ (X|R)x (R) (1.9)
n .

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién (1.6) y simplificando

con la ayuda de la ecuacién (1.8) se obtiene

E [’I‘N \I'n X+ E“ 'I'“ x“] = B E ‘I!n X, {1.10)

Al desarrollarse se puede ver que

1
T, ¥ x =¥T, x +2xT, ¥ -5 M, (v, ¥) « (v %) {1.11)
Se continda con la aproximacién de Born-Oppenheimer y se propone
que en la regién cercana a las posiciones de equilibrio de los
ntcleos, las funciones electrénicas varian lentamente con R por lo
que los dos dltimos términos del lado derecho de la ecuacién

(1.11)) son despreciables comparados con los demds. Con esta

aproximacién, la ecuacién (1.10) se reduce a

Ly [T, x +E x) =6YV¥ x (1.12)
n

n n
n

Multiplicando la expresién anterior por Wn e integrando sobre

15



LA APROXIMACION DE BORN Y OPPENHEIMER

todas las variables electrdénicas, queda finalmente la ecuacién de

Schrédinger para el movimiento nuclear:

8, + B,®) 2,0 =€ x ® (1.13)

=i

1
[- 7L :
Esta ecuacién muestra que la energia electrémica E“(ﬁ) del estado
en consideracidén es el potencial que determina el movimiento
nuclear.
Una vez que se conoce el potencial adiabético En(ﬁ) para cada
estado electrénico, es posible determinar la configuracidn de
equilibrio de los micleos para cada estado. Dicho potencial es
funcién de las coordenadas nucleares, En(ii) = En('ﬁl,"ﬁa, ...). Se
dice que el sistema estd en equilibrio cuando se anulan las

fuerzas que actdan sobre el mismo:

8 ] = 0 (1.14)
@R, |,

Donde el subindice 0 indica gque se evalda ﬁ& en ﬁm que es la
posicién de equilibrio estable del i-é&simo nidcleo. Una posicién de
equilibrioc es estable si un ligero desplazamiento del sistema sdllo
produce un pequeiio movimiento alrededor de dicha posicidn.

Como las desviaciones de la posicién de equilibrio son pequeilas,
se puede desarrollar En(ﬁ) en serie de Taylor alrededor de ﬁo
congervando Unicamente hasta los términos de segundo orden. Se

define ﬁl como la desviacién del i-ésimo ion del punto de

16



LA APROXIMACION DE BORN Y OPPENHEIMER

equilibrio, es decir, ﬁ|= ﬁhi + ﬁ‘, vy se toman éstas desviaciones

como las nuevas coordenadas. Se desarrolla En('l'i) alrededor de ﬁo'

entonces

2
l "B ] 'nl'nj o (1.15)
0

Los términos lineales en il ge anulan automidticamente como
consgecuencia de la condicién de equilibrio. El primer término de
la serie es la energia potencial de la posicién de equilibrio, y
81 se hace coincidir con ella el cero de la energia potencial,
también se anulard. Quedan entonces, como primera aproximacién,

log téxrminos cuadriticos:

2
B(R) »3LL |22 |an, (1.16)
(| 611‘312J 0

Como se puede observar, si se supone que las vibraciones de los
iones son pequefias, se puede adoptar la aproximacién arménica en
la ecuacién (1.13) y determinar xn(ﬁ) como producto de funciones
de onda de osciladores arménicos. Entonces, se obtienen las
funciones de onda #(x,R) del sistema y a partir de &stas se pueden
calcular las cantidades de interés.

En este trabajo sdlo se considerard la solucién de la ecuacién
electrénica (1.8) puesto que varias de las propledades mecé&nicas y
termodindmicas, y la mayoria de las propiedades 6épticas del

cristal estdn determinadas por ésta.

17
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LA APROXIMACION DE HARTREE



LA APROXIMACION DE HARTREE

Una vez que se ha desacoplado el movimiento de los electrones del
movimiento de la red, es necesario reducir el problema de muchos
electrones al de un electrdn. Una aproximacién muy iGtil es la
aproximacién de Hartree ([14]). En ésta se considera explicitamente
el potencial electrén-ion.

Considérese un sistema con n electrones. De acuerdo con el método
autoconsistente de Hartree, el movimiento de cada electrén en el
campo de los n - 1 electrones restantes estd modelado por la
ecuacién de Schrddinger para una particula. Por lo que se debe
separar la ecuacién de n particulas en un sistema de n ecuaciones
de una sola particula.

La ecuacifén de Schrdédinger para n particulas es:
H W(rl,...,r“) = E W(rl,...,rn) (2.1)

Se hacen las suposiciones de que ¥ es separable como producto de

funciones de una sola particula en la forma simple
¥(r,...,r) =y (r)...¢ (r) (2.2)
y de que el operador Hamiltoniano se puede escribir

H=H +...+4 H (2.3)

19



LA APROXIMACION DE HARTREE

con las correspondientes contribuciones a la energia

E = E1 *oo.0+ B (2.4)

Entonces, se tienen las n ecuaciones para una particula

HJ wjtrj)= E:J wj(rj) (2.5)

donde

Ho=-%2a +0@w..0) (2.6)
J 2 ) I T '

{5 es el operador que incluye la interaccién del j-ésimo electrén
con el resto de las particulas del sistema. Se deben considerar
algunas ideas fisicas que permitan expresar Gj de la ecuacidn
(2.5) de una manera simple y lo mds apegada a la realidad.

Para representar la periodicidad de la red, GJ deberd incluir la

carga positiva de los ndcleos de los iones,

IR, - 7]

donde ﬁ; Y ZI son las coordenadas y carga positiva del i-ésimo

ion,

Ademds deberA mostrar el hecho de que cada electrdn interactida con

los campos eléctricos de los demds electrones. Para esto

¢

20



LA APROXIMACION DE HARTREE

considérense los n-1 electrones restantes como una distribucién

uniforme de carga negativa con densidad de carga p dada por:

p(E) = - L |y (@M (2.7)
J

Entonces la ecuacién (2.5) queda expresada como

+

-1 A ¥ (r) - T __~Elh__ ¥ (t)
S T y lﬁl - ;I 1
L v /(r) ] 1, @11 a’ E v (T,) (2.8)
- Y -t e it r' = F r .
.oy It - T LI

Resulta claro que la ecuacién (2.8) expresa un conjunto de
ecuaciones ya que hay una por cada nivel electrénico ocupado. A
este conjunto de ecuaciones se le conoce como ecuaciones de
Hartree en la representacién de un electrén. La solucién de este
sistema de ecuaciones se lleva a cabo mediante un método
autoconsistente. En este método se proponen inicialmente unas
funciones de onda de prueba wj(f) Yy a partir de &stas se obtienen
los potenciales. Se resuelve la ecuacién y se obtiene un nuevo
grupo de funciones y (¥). A continuaci6n se obtienen nuevos
valores de los potenciales a partir de las funciones de onda wjﬁﬂ
obtenidas y se resuelve de nueva cuenta la ecuacién de
Schrddinger. El procedimiento se repite hasta que se obtiene un

valor consgtante del potencial.
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LA APROXIMACION DE HARTREE

Las ecuaciones de Hartree representan fisicamente el movimiento de
cada electrdén en un campo local obtenido al promediar las
posiciones de los demds electrones a través de la distribucién de
carga -|wJ('f)|2 determinadas por sus propias funciones de onda.

Las funciones wj(f) se conocen como “orbitales", definicién debida
a Mulliken (15], y son los andlogos mecdnico-cudnticos de las
6rbitas clésicas. La descripcidén completa de un estado electrénico
incluye también la cuantizacién del espin. Este puede verse como
un grado de libertad interno adicional que tiene dos estados
posibles. A menos que se incluyan interacciones magnéticas
explicitamente en el Hamiltoniano, las variables espaciales y de
espin de cada electrén son rigurosamente separables. Asi que no se
tomaridn en cuenta las variables de espin.

Por liltimo, en las ecuaciones de Hartree, hay que tomar en cuenta
el hecho fisico de que el sistema consta de n particulas idénticas
y por lo tanto se debe manifestar la simetria de los estados del
slstema. Con esta consideracidén se llegaria a la aprokimacién de
Hartree-Fock (que no se tratard).

Finalmente, la funcién de onda total queda:

]
A
H

w(rl,.. .,rn) . R ..wn(rn) (2.9)
El segundo paso que se da para obtener la aproximacién de Hartree

consiste en minimizar, a través de un principio variacional, la

energia
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LA APROXIMACION DE HARTREE

En_[w*uq-cﬁ/f\y*wa'f (2.10)

evaluada en un estado dado. Con la condicién, fwl*wj dr = 5”

se obtiene

n n n
E= ¢ 5 + L L 8 {2.11)
J=1 ] b>] )=t b
donde
* 1 Z: —_
f)J B Y, (x) ) A -} ——— | ¢ (r) dr (2.12)
) Yooy IR, ~ T !
| ' rLED) g (E) o
By, ® | ¥, (¥) — — dr’ | ¢ (¥) dr (2.13)
B

Dexter [16] analiz6 ampliamente la factibilidad en la aplicacién
de esta aproximacidn al estudio de defectos, particularmente

centros de color,
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EL MODELO DE GOURARY Y ADRIAN PARA LOS CENTROS DE COLOR

En 1957, Gourary y Adrian [4] presentaron tres diferentes tipos de
funciones de onda de prueba para el electrén del centro F, asi
como una forma de efectuar el cdlculo de la energia de dicho
centro de color basada en la aproximacién de Hartree. En éste
modelo de Gourary y Adrian se considera a los iones que forman el
cristal como s8i fuesen cargas puntuales, de tal forma que se . !
construye una ecuacién de Hartree para el orbital del centro F sin
tomar en cuenta los efectos del tamafio de los iones, ni los :
efectos de intercambio y traslape. Ademds, otra consideracidn
importante dentro de este método es la suposicién de que los iones
se encuentran en las mismas posiciones que ocuparian en una red :
perfecta a T = 0. Por otra parte, entre mds confinada se encuentre

la distribuciédn de carga del electrén del centro de color dentro

de 1la vacancia.[B], mids se justificar4, hasta cierto punto, el

ignorar los efectos de tamaflo de ion y de interaccién entre el

electrédn atrapado por la vacancia y los electrones de capa cerrada

sl se toma en cuenta que el potencial serid esencialmente correcto

dentro de la vacancia. Sin embargo, es improbable gque la

concentracién de la carga del electrén dentro de la vacancia sea

lo suficientemente completa como para que los efectos de

intercambio y tamafio de ion sean totalmente despreciables.

Para el estudio se considera un cristal halogenuro alcalino-térreo

con la estructura de la fluorita y casi perfecto (con la salvedad

de que contiene un centro color). En la vacancia de este centro F

se coloca el origen de un sistema coordenado, Figura 3.1.

25



EL MODELO DE GOURARY Y ADRIAN PARA LOS CENTROS DE COLOR

Centro F Catt = O
Vacancia=

\,‘- /'

e
{

-

A NS
©]
3

FIGURA 3.1
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EL MODELO DE GOURARY Y ADRIAN PARA LOS CENTROS DE COLOR

Entonces, este cristal estd constituido por N nicleos, n-1
electrones en capa cerrada (que pertenecen ya Sea a un ion
positivo o a uno negativo) y un electrén extra (el del centro de
color) con coordenadas r = a(x,y,z).

Como se ha visto, utilizando el método de Hartree se obtiene:

n n n
E = h + a (3.1)
jEI i bgj j)a:l n

donde

5’[#1*(?) -1A-§——E~;—-—- ¢ () dTf (3.2)
) ) 20 SR -F ) '

. vE) Y (T o

8, ® I g o (r) j — — dr’ ¥ (r) dr {3.3)

J J Ir: - r' J

Donde Z; es la carga positiva dél i-ésimo ion.

Este sistema de ecuaciones es extremadamente dificil de resolver y
se acostumbra tratar por medio de consideraciones fisicas gque
permitan efectuar wids aproximaciones.

Se congidera que el electrén mids importante es el del centro de
color, y por lo tanto, no es necesario tomar en cuenta al resto de
los electrones de una manera particular.

Asi que s6lo se trata una manera individual al electrén del centro
de color por medio de la funcién W,ff}- Entonces, la ecuacién

(3.1} queda,
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EL HODELO DE GOURARY Y ADRIAN PARA LOS CENTROS DE COLOR

. - n y b(?’) wb(?’) - —_— -
+ | P (x) X — dr’ | ¥ {r) dr (3.4)
b

Adicionalmente, se supone que cada uno del resto de los n-1
electrones, que originalmente estaban representados por las
funciones wb(f), se puede representar por una funcién promedio
wot?). Los n-1 electrones estidn distribuidos en los N iones. Si
denotamos como Z: el nimero de electrones en el i-ésimo ion,

entonces el segunde término del lado derecho de la ecuacidén (3.4)

queda:
N v (xr)}?

Iw,.*m Lz I -—-—-——-—-|__° __I dr’ | ¥ (T) dF
p=1 jx* - T}

Finalmente, la suposicidén de que los iones son puntuales conduce a
modelar la distribucién electrénica de los electrones restantes

como una delta de Dirac centrada en cada ion:

' ' 2 Py S *)
jgi(x)|” = 8(x' - R))

Y el segundo término queda,

. - N[ a{x’ - ﬁi) _ o
I ¥, (1) I 7 J e (Y b (X)) dar

ia1 xr - T

tall
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EL MODELO DE GOURARY Y ADRIAN PARA LOS CENTROS DE COLOR

Como
8(¥r' - R ) _ 1
|xr - r| IR, - r|
entonces,
. N Z: L
- 'IJF (x) ry ———— lﬂl__(r) dr
1=l |Rl - 1|

Asi, la ecuacién (3.4) se puede escribir
* _ 1 - —
E:l__ = IIIF (r) -5 A+ V", wF(r) dr (3.5)

donde V , es el potencial en la aproximacién de iones puntuales y

estd dado por

N z: z, -
VIP = - ¥ — + {(3.6)

Finalmente, notando que z’ = z: + z; es la valencia del i-ésimo
ion, y tratando un cristal infinito (N -» =), se obtiene la

aproximacién de Gourary y Adrian (3],

E. = I wF*(E) [ - —;- A+ vpl] v (%) dar (3.7)
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EL MODELO DE GOURARY Y ADRIAN PARA LOS CENTROS DE COLOR

Para poder efectuar los cédlculos, se hace una expansidén de la
energia potencial VN alrededor del centro de la vacancia. La

expansién de la energia potencial V., Queda de la giguiente

manera:
[+4]
Vv (F) = - Z Z v (3.8)
Pl } |
HpY o250
donde
-1/2

V(F) = —2— = [a* (x - %)+ ly - y) (2 - z‘)a] (3.9)

IR, - 7|

i

Se expande V, (Y) en polinomios de Lagrange Pm(coss) , donde @ es el

éngulo entre los vectores r y R .

a3
v, (%) = Z 8, By lcose) (3.10)

m=0

Y los coeficientes & est4n dados por

rlﬂ

W ; si I‘t(élpl
§ = !
m (ap,).

—-;;—:i-' ; 8l ap’<r

= 2 a | 2)'?
y p, = |R}| = [x‘ D z‘)

Para los cdlculos en el cristal de fluorita, se supone gue el

centro F se encuentra en el origen de un sistema coordenado.
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EL MODELO DE GOURARY Y ADRIAN PARA LOS CENTROS DE COLOR

Debido al campo de los iones puntuales del cristal, la energia

potencial del electrén extra con coordenadas r = a(x,y,z) es de la

forma:
gy -1/2
V”(?)= - E Z, [aa (x-xl)2+(y-y‘)2+(z-z’)2]
XpY (12 =
® -1/2
- Z ' Z [aa (x*xl-.5)2+(y-yl-.5)2+(z-zl-.5)2] (3.11)
XpY p2=e ’

i

zp’ Yy %, son las valencias de los i-é&simos iones positivo y
negativo respectivamente, a es la minima distancia entre iones de
la red, ﬁl = (axi,ayl,azi) son las coordenadas del i-&simo ion, la
prima en la primera suma indica que el punto (0,0,0) se omite y la
doble prima en la segunda suma indica que 86lo se toman valores de

X Y o2 tales que X +Yy + 2z seaun nimero par (Ver Apéndice

}
"Estructura de la Fluorita"). Ademis se supone que los iones no se
polarizan [3].

Para determinar el orbital \I'F("f) del centro F, se minimiza la

funcional

E, - I {w:(a[-zl- v+ v (D) ]\PF(E) } ac / j' 1%, ()% ac (3.12)

donde E, denota la energia base del centro F en la cual VPI es la

energia potencial del electrén atrapado (electrén extra) en el

campo de la red de iones puntuales.
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EL MODELC DE GOURARY Y ADRIAN PARA LOS CENTRbS DE COLOR

En sus cdlculos Gourary y Adrian utilizan una funcién 1s para el
estado base y una funcidén 2p para el estado excitado entre los que
pueden ocurrir las transiciones épticas. Ademds usan tres tipos de
funciones radiales de prueba.

Utilizando la notacién de Gourary y Adrian las funciones de prueba
tienen la forma:

1/2

Wr(base) = (1/4n) Rb(r) (3.13)

WF(excitado) = (3/4ﬂ)V2Rn(r)COSB (3.14)

Las funciones radiales apropiadas R se seflalardn mds adelante,
Debido a la ortogonalidad de los arménicos esféricos, para las
funciones de prueba Wr dadas anteriormente, solamente la
contribucién del término esférico simétrico en la expansidn de V.,
no desaparece, por lo que el cllculo se simplifica. Dicho término
se denota Vm'

La parte radial del primer par de funciones (tipo I para Gourary y

Adrian) son de tipo hidrogenoide y estdn dadas por:

Funciones tipo I

Estado base:

2

R (x) = 2(€/a)*exp(-£r/a) C (3.15)
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EL MODEILO DE GOURARY Y ADRIAN PARA LOS CENTROS DE COLOR

Estado excitado:
R (x) = (2/v3) (€' /a)™’r exp(-§'x/a) (3.16)

€ y €' son pardmetros variacionales que se determinan por
minimizaclén de energfa. Se escogen funciones hidrogencides como
primeras funcicnes de prueba debido a que, cualitativamente, el
potencial de la vacancia de un ion negativo es similar al
potencial de Coulomb.

Las funciones de prueba tipos II y III también se fueron escogidas
en funcién del potencial V, - Ambos tipes de funciones de prueba
tienen la forma apropiada para una particula atrapada en una
cavidad esférica. Por loc que se espera que modelen la situacién
dentro de la vacancia.

Fuera de la vacancia, las funciones del tipo II son hidrogencides
Y por lo tantc suponen gue el pptencial fuera de la vacancia es

similar al potencial de Coulomb.

Funciones tipo II

Batado base:

A j (&r/a)exp(-m), rea

R () = (3.17)
A j (&) exp(-nr/a), r>a

donde

m=1- fcot§ (3.18)
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EL MODELO DE GOURARY Y ADRIAN PARA LOS CENTROS DE COLOR

Egtado excitado:

A'j (E'r/a)exp(-n’), r<a

R (r} = (3.19)
A’} (£') (x/a)exp(-n'r/a), r>a

donde

N =3 - £'%(1 - g'coee’)! (3.20)

De nueva cuenta, £ y £’ son pardmetros a minimizar.

Las funclones tipo III son apropiadas si resulta que las
oscilaciones de V,, fuera de la vacancia (las oscilaciones son
causadas por la presencia de la red periédica) tienen un efecto

despreciable en el movimiento del electrdn atrapado.

Funciones tipo III.

Estado base:

A jO(Er/a)ko(n), r<a
Rb(r = (3.21)
A jo(E)ko(nr/a), r>a
donde
n = -fcot§ (3.22)
Y
k,(x) = (1/x)exp(-x) (3.23)
Estado excitado:
A'j (E'x/alk (n'), r<a
R, (r) = (3.24)
A'j (£)k (n'r/a), r>a
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EL MODELO DE GOURARY Y ADRIAN PARA LOS CENTROS DE COLOR

donde

N o= E(E0) + {[f(ti')l2 + 2fte')}"a (3.25)
£(€') = % £'3(e cote’ - 1) (3.26)
k (x) = (1/x + 1/x")exp(-x) (3.27)

n es determinada por la condicién de continuidad para las
funciones en r = a. A es una constante de normalizacién, j (x) es
la funcién esférica de Bessel de orden n, y kn(x) es la funcidn
modificada de Henkel de orden n.

La sustitucién de las funciones de prueba I en la ecuacién de
minimizacién de la energfia, ec. (3.10) lleva a las siguientes

expresiones para el cdlculo de las energias.

Estado base:

]
4

B = £/2a® - (1/a){a’ - (1 + p &) (1/p ) exp(-2€Ep,)
b { N xvy%;erm 1 1 i

-3 2 aeppa/p)expi-260) ) (3.28)
XY p2y=»

con

2 a1/
P, = (xf +y, +2) 2
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Estado excitado:

]

' X Y +2
E = £7%/2a% - (1/a){an +1 0y h‘(-l) SRENREVR.
z 2y 2% 20

exp(-26'p,)[3 + (9/2)€p, + 3(&’p)? + (£'9,)1} (3.29)

a; es la constante de Madelung en la posicién de un ion negativo
para la estructura de la f£luorita. La prima en la primera suma
indica la omisién del punto (0,0,0) y la doble prima en la segunda
suma indica que 88lo se toman valores de X Y 2 tales que x +
Y, + z, sea un nimero par.

Ademds de los tres tipos de funcionea de prueba que utilizan
Gourary y Adrian, se ha incluido una funcién de prueba que ha dado
buenos resultados. Esta funcidén es la funcidn gaussiana ([17] y se

denominard tipo IV.

Funciones tipo IV

Estado base:

2E2 374

a2 2_2
R (xr) = l—ﬁ— exp(-€°x") = A exp(-f'r ) {3.30)
Estado excitado:

ZTE’N 174

122 2.2

R’(r) = 3 r exp(-£’'°r") = Aa r exp(-£'"r") {3.31)

n
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Las expresiones para las energias quedan:

Estado base:

E = % £+ ) '[g-}:”z}\.f . 23 erf (vVZEr)
i

X
erf(x) = 2/vi I exp(-t) dt
0

Estado excitado:

5 2 "I 2 2
B« 567+ 1§t ewe2e®)
] 2 Zl 3 (ﬁs,)z |}

™, vE
rl(ﬁs,)ﬁ 2

+

erf(VﬁE‘rl) }
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CORRECCION DEBIDA A LA ENERGIA DE POLARIZACION

El remover un ion negativo y reemplazarlo por un electrén da lugar
a varios cambios. Los electrones que pertenecen a las capas
cerradas de los iones y el electrén del centro de color se
intercambian de una manera diferente a la que ocurre entre los
electrones de capa cerrada de los iones. Este fendmenc es
apreciable fundamentalmente en los iones alcalino-térreos situados
como primeros vecinos y afecta en mayor medida a sus electrones
mds externos, ver Figura 4.1 en la siguiente pégina.

La naturaleza relativamente difusa de la nube electrénica del
centro de color da lugar a efectos de polarizacién en el cristal.
A diferencia de los electrones de capa cerrada de un ion negativo,
se tiene que una porcidn no despreciable de la carga electrénica
se encuentra fuera de la esfera delimitada por los primeros
vecinos, y que otra parte estara aln fuera de la esfera delimitada
por los segundos vecinos. Por lo tanto, existe un campo eléctrico
gue actGa sobre los vecinos cercanos y los polariza. En un centro
de color neutro no hay exceso de carga y la porcitn de carga
electrénica fuera de la vacancia decae velozmente con la
distancia. Asi, el efecto de la polarizacién de las partes
distantes del medio disminuye rédpidamente en los centros de color
neutros.

Una manera simple de encontrar los efectos de la polarizacién es
calcular el campo que actia en cada uno de los vecinos del centro
de color y utilizar la teoria usual de polarizacién. Con esto se
hace una estimacién del cambio en la energia del electrén del

centro de color debido a la polarizacién.
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FIGURA 4.1
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CORRECCION DEBIDA A LA ENERGIA DE POLARIZACION

Primero se evalGan los efectos de polarizacién por medio del
cdlculo de la carga de polarizacifn q, que actda en el i-ésimo
ion. Puesto que el cristal es neutro y el centro de coloxr no tiene
exceso de carga, se espera que los efectos de polarizacidén no
resulten muy grandes. Entonces, el cdlculo se puede realizar de
una forma muy simplificada.

En un ion que pertenece a un cristal neutro la distribucién de
carga es tal que el momento dipolar en ausencia de un campo
externo se hace cero, es decir, el centro de la distribucién de
carga electrénica coincide con el nicleo.

Si existe un campo externo &, la fuerza que &ste ejerceri sobre el
nicleo positivo estard en la direccidn opuesta a la fuerza
ejercida sobre la distribucién electrénica. Como resultado, el
campo externo tiende a mover el centro de la distribucién de carga
electrénica de tal manera que ya no coincida con el nGcleo. Por
otra parte, la fuerza de atraccidn entre ncleo y electrones se
opone a dicho movimiento. A consecuencia de lo anterior, se llega
a una situacién de equilibrio en la que el ion tiene un momento
dipolar diferente de cero.

El momento dipolar inducido se puede representar como ([18]

Eua ¢ ‘4.1)

donde a_ es la polarizabilidad electrdnica del ion. En general,

log electrones de las capas electrénicas externas contribuyen mis
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CORRECCION DEBIDA A LA ENERGIA DE POLARIZACION

a la polarizabilidad electrénica que los de las capas internas,
debido a que estén menos fuertemente ligados. Esto explica el
hecho de que los iones positivos tienen polarizabilidades menores
que los &tomos neutros mientras que los iones negativos tienen
polarizabilidades mayores que los &tomos neutros [19].
Experimentalmente, se tiene que o varia poco y se puede
congiderar constante desde bajas frecuencias hasta frecuencias que
se encuentran en el ultravioleta.

Puesto que el cristal es neutro, se puede suponer que la vacancia
dejada por un ion negativo tiene una carga que es equivalente al
de una carga positiva centrada en esa vacancia. Entonces, la
distribucién de carga de dicha vacancia se puede modelar por medio
de una delta de Dirac.

Por otra parte, la distribucién de carga del electrén atrapado por
la vacancia estd dada por el cuadrado de la funcién de onda de
prueba. Asi, la distribucién de carga de polarizacién total se

escribe

p(T) = &8(¥) - (1/4m) [(R(x)]? : (4.2)

donde & (x) es la funcidén de Dirac tridimensional con centro en la
vacancia y {(1/4n) [R(r)]? es la distribucién de carga del electrén
del centro de color.

La carga de polarizacién q, que actlia en el i-ésimo ion que se
encuentra a una distancia ?l del centro de la vacancia esti dada

por,
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CORRECCION DEBIDA A LA ENERGIA DE POLARIZACION

1

q,(r,) = p(T) r® dr sene de d¢ (4.3)

0 t—— A
O t——
O Sy

Se pustituye la distribucién de carga p(r)

q {xr,) =

o t— 1/
0 t—m A
0 Sy

(s (F) - (1/4m) [R(r)]z] r® dr seno de d¢ (4.4)

Se resuelven las integrales y se obtiene

r ()
|
q‘(r‘) = 1 - I (R(r)]® r? dr = I [R(r)1® £* ar (4.5)
o X

Por lo tanto, la carga de polarizacién que actda sobre cada uno de

los primeros vecinos en el estado base es:

[+2]
g @ = [ ® (1% ar (4.6)

Y la carga sobre cada uno de los segundos vecinos es:

qa(Za/vfi) a .[ [Rh(r)]2 r® dar (4.7)
2a/V3

Se obtienen expresiones andlogas para el estado excitado

reemplazando Rb(r) por Ro(r).

43
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El campo Gl debido a la carga de polarizacién q.aobre el i-ésimo

ion es

- I ~
Qi S — r‘ (4-8)
r

-

donde r, es el vector unitario que va del centro de la vacancia al
i-ésimo ion.
Entonces, el dipolo E‘ inducido en el i-ésimo ion es

aproximadamente

- - q, -
g =a € =aq — x (4.9)
r

y apunta hacia afuera de la vacancia en la direccidén radial. a es
la polarizacién de i-é&simo ion. Hay n, dipolos situados
pimétricamente alrededor de la vacancia que producen un potencial
cuya componente esféricamente simétrica es:

q,

- no - gl r < r, {4.10)}

L |
rI

y cero en otro caso. Esto conduce a un cambic en la enexgia en el

que s6lo interviene la parte simétrica:

€ = -n pg € = - no — (4.11)
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CORRECCION DEBIDA A LA ENERGIA DE POLARIZACION

Entonces, la energia de polarizacién estd dada por:

o qz
[}

E,, = - z n, o« — (4.12)
i rl

Donde la suma es sobre todas las capas de iones del cristal. En la

giguiente tubla aparecen los valores de polarizacién utilizados.

Tabla 4.1
Ion a, [bohr’]
ca' 3,172
sr'’ 5.803
Ba"' 10.460
Mg'' 0.634
F 7.018

Debe notarse que egta aproximaclén es muy simple y no toma en
cuenta el hecho de que el dipolo inducido en cada ion se debe no
86lo a la carga de polarizacién q, sino también a los dipolos que
se forman en los demis iones. Para efectuar una mejor aproximacién
se pueden emplear otros métodos como el de Mott y Littleton (20} o

una modificacién de Cardenas et al. [21].
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CORRECCION DE BARTRAM, STONEHAM Y GASH

Como se ha visto anteriormente, en el método de Gourary y Adrian
(4] se considera a los iones que forman el cristal como cargas
puntuales. No se toman en cuenta los efectos del tamafio de los
iones, ni los efectos de intercambio y traslape. Ademds, se hace
la suposicién de que los iones se encuentran en las mismas
posiciones que ocuparfan en una red perfecta a T = 0.

En 1968, Bartram et al. [S) propusieron una modificacién al modelo
de ion puntual que s8i toma en cuenta los efectos del tamafio del
ion. La modificacién estd basada en el método del pseudopotencial
de Phillips y Kleinman [5). En esta aproximacién se desprecian las
variaciones de las funciones de prueba en los iones y se obtiene
una forma simple del pseudopotencial. Esto da lugar a una
correccién que se afiade al Hamiltoniano del sistema. Esta
aproximacién, aungue menos precisa que la de Wood y colaboradores
(22,23,24,25], mantiene la simplicidad en el cdlculo de la
aproximacién de ion puntual y puede utilizarse de una manera mas
directa en el célculo de centros de color de baja simetria.

El pseudopotencial que Bartram et al. emplearon tiene la forma:

VP=VPI+[T[A7+ (V

p " Uv)Bvla(r - rv) (5.1)

Donde v, €8s el potencial del ion puntual (es decir, el de Gourary .

y Adrian), 07 es el potencial en el ion 7y debido a los demds iones

y estd dado por
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x

1
#,

(=]

0

wn
ml 3

(5.2)

Donde S es un factor que toma el valor 1 si el ion 7 eg positivo y
-1 81 es negativo; a: es la constante de Madelung apropiada para
cada ion (recuérdese que hay dos constantes de Madelung en la
fluorita) y V; es el valor esperado del potencial V, del modelo de
ion puntual que ge calcula autoconsigtentemente, es decir, se da
un valor de VP, ge obtiene Vo lo que da lugar a un nuevo VP y asi
sucesivamente, esperando convergencia. Los coeficientes Aw Y Bw
dependen de las propiedades de los iones solamente, y estén dados
aproximadamente por

A =-411‘er

2 a
¥ B, = (4n/3) Lion (5.3)

lony ki ¥

donde Qv e8 la carga neta del ion 7 y Tyony ©8 el radio de dicho
ion. En esta aproximacién, el efecto de la correccidén del tamaflo
del ion es reemplazar el potencial de ion puntual por un potencial
promedio (el pseudopotencial).
Para definir los términos necesarios gse hara una derivacién del
teorema de pseudopotencial.
Por simplicidad se supone que:
{(a) todos los iones esté&n en configuracidén de capas cerradas
(b) solamente existe un electrdn en exceso.
Se trata de encontrar los eigenvalores y las eigenfuciones de la

ecuacién

-~
Hl‘l’:r = E|¥> (5.4)
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donde

1]
>
+
<

(5.5)

Hr I

- -%v (5.6)
% es la energia cinética y G es el potencial de un electrén, éste
Gdltimo es el mismo para todos los estados.

Se procede a distinguir un conjunto finito de eigenfunciones |Wc:
denominadas orbitales de capa. Las eigenfunciones restantes |Wv>
se designan orbitales de valencia, Las |¥ > se identifican con los
orbitales ocupados por los iones y se suponen mutuamente
ortogonales, y las |¥ > se identifican con los estados del
electrfn en exceso. Se introduce un operador de proyeccién 5 para

los estados de capa

P = Ec |‘I'c><‘l’c| (5.7)

A

El operador P conmuta con H,
A A A A
{H,P] = HP - PH {5.8)

entonces, puesto que H es real, se tiene:

[H,B] = 0 (5.9)
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Ademds,
P = L (| ><¥ | |¥><¥ |) = L |¥><¥ | =P

A
es decir, P es idempotente,.

Si se considera el problema de eigenvalor
(E + VR){@> = B{&>

donde V_ es un potencial no local definido por

o~

VR = POp

(5.10)

(5.11)

(5.12)

donde 0p es un operador arbitrario, se sigue por la conmutatividad

-~

de P con H y del hecho que P es idempotente que:

o~ - -~ A -~ o~ A A -~
(L -PY(H+V - Efe>= (H+V -E-PH-PV +PB)0>

o~

A ~ A o~ o~
(H+ PO - E - PH - p’o + PR)|o>

2}

i

(H-B)(r -~ P)|d>=0
finalmente

(1 - P)|&> = |
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(5.14)

(5.15)
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Entonces, se puede determinar un eigenvalor de valencia E de la

ec., (5.4) resolviendo el problema de eigenvalor

(T + V) |{¢> = B |%> (5.16)
donde V, es un pseudopotencial definido por

V; s V + Vh {(5.17)

y |¥> ea una pseudofuncién de onda de prueba. Entonces, la
eigenfuncién de valencia |Wv> se puede recobrar por la
ortogonalizacién de |%> a los orbitales de capa como lo indica la
ec. (5.14).

Bl resultado anterior es el teorema de pseudopotencial. Este
proceso lleva mds ré&pidamente a la convergencia de la expansién de
una onda plana en el caso de 1og cdlculos de estructura de banda y
a la de un centro en el caso de los cd&lculos de centros de color.
Con el objeto de derivar el pseudopotencial Sptimo se toma el
criterio de minimizacién del valor esperado de la energia cinética
(grado de confinamiento del electrfn en la vacancia); de acuerdo
con el teorema de pseudopotencial, esto es equivalente a wmaximizar

el valor esperado del pseudopotencial [26]}, es decir,

8V = 0 (5.18)
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donde

V = <3|V [9>/<2| 2>

(5.19)

Se utiliza una combinacién lineal de las funciones de onda |% > de

los orbitales de los iones de capa cerrada para la funcién de onda

1#> [26]):

|<P> - Et<@t[(l’>|@t>
debido a la ec. {5.4)
Hlﬁt> = Et|¢t>

y a la ec. (5.11)

V. |®> = (B - E)|®>

Hacemos la sustitucifn en (5.20)

v |#> =L (B - E)<t [2>]0>
+ <#jv o> = (B - E)<2 |2>

de (5.18) y (5.19)

<P|8><80|V |#> - <B|V [P><80]E>

[<®|®>)°

52

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)
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)
80|V, |0> T <32|d>

8V = <9[¥> T T<¥¥>

=0

- <8Q|VP|§> - VP<6Q|¢> = 0
Usando la definicién [2],
5|9> = }:Latltl’l:-,
» Lo<? |V |¢ - VEa<¥ 2> =0
» &“;{““J"pl“” - '\_I-P<Qt|¢>} = 0
“ <Qt|VP|Q> - VP<‘I’t|Q> = 0
-~ A A
Se resta (5.31) de (5.24), y como v, = V+v
» - <Qt|V|Q> + V;<@tlﬁ> = (B - Et}<ﬁtlﬁ>
Se multiplica por |Qt> y S8e suma sobre t

» - L 1o, ><? [V]e> + VP):J@R«)‘[@:. = }:t(ﬁ - E)<d [2>]0 >

{5.26)

(5.27)

(5.28)

{5.29)

(5.30)

{5.31)

(5.32)

De acuerdo con las dafiniciones dadas en (5.7), (5.19) y (5.20)

- -~ -~
V8> = P(V - V) |8>
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A
Se suma y se rasta V|®>

A

~ rY ~
V.[%> = V|d> + P(V - V) |2> (5.34)

ol
Entonces, el pseudopotencial Sptimo que satisface (5.18) estd dado

por:

A

Vo=V 4 (V-V) o+ BV -V (5.35)
Los dos términos finales de la ec. (5.35) constituyen la
correccidén al Hamiltoniano debida al tamafic de ion. La primera
aproximacién se hace al suponerse un modelc de bandas delgadas
para los estados de capa y al no considerar el traslape de los
orbitales de iones de capa sobre los diferentes centros. Entonces

el operador de proyeccidn P se puede expresar como

P = 27 PV (5.386)

donde P, efectia la proyeccién sobre los orbitales de capa del ion
A A~

¥. En esta aproximacién V y v, se pueden expresar andlogamente

como la suma de las contribuciones individuales de los iones

G =y V , {(5.37)

(5.38)
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~
v; eg entonces

A » N -~

-~ A -~
Vo= Vo + LV, -V, )+ LRV -LL PV, (5.39)

Si se separa la suma del Gltimo término, se obtiene

A ~ _~ ~ -~ AA AA

Vo = Ve * LV - V) + RV - BBV, - Elyay ByVy (5.40)

Se define

A -

Uy ® Lypyr Voo (5.41)

A A -~ - A Y Ao A

Vo = Var + LV - Vo) + LRV - LBV, - LU, (5.42)
A A

Se suma y se resta 21 y Vpiy PATA obtener finalmente

A A -~ - ~ ) -~ A ~ A

Vo= Vo + L, UL - POV, - V) - BV 4 PV - U] (5.43)

Cada términc en la suma sobre 7 en la ec. (5.43) estd altamente
localizado dentro de la capa del ion ¥.

La variacién de |2> sobre cada uno de los iones de capa no se toma
en cuenta en los cdlculos del valor esperado de Gp - G}“

obteniendose como resultado

~ N 2
<Q|VP|¢> = <RV, |25 + Z,C,,,M(rv)] (5.44)
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donde
C, = A, + (V-U)B (5.45)
ry -~ ~ A A
A, = I (1 - BV, -V, )dr - J R (5.46)
-~
B, = I P, dt . (5.47)

Los coeficientes Cw incorporan los efectos del tamafio del ion, A?
Y Bw son solamente caracteristicos de los iones, pero Gw depende
de la estructura del cristal (incluyendo defectos), mientras que V
puede determinarse autoconsistentemente para cada estado. En la
Tabla 5.1 aparecen los valores de Ar Yy Bw que se usaron en los

cédlculos [5].

Tabla 5.1
;on Aw [hartree bohr’] 81 [bohx”]
ca® 72,235 43.43
s’ 90,735 65.39
Ba*’ 129.360 110,34
Mg** 35,525 12.64
P -28,935 48.68

Para la extensién en la que el cénjunto de los orbitales ocupados
de iones de capa se aproxima a un conjunto completo dentro del

~
ion, el operador de proyeccién Pw se aproxima a una funcién &
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debido el teorema de cerradura. Es decir, P1 tiende rapidamente a

cero fuera del ion de capa. Asi se tienen las siguentes relaciones

ry - -, é (E"?' ) r<r“m7
Pyo= I, ¥, (F)ocl, ()] = (5.48)

r>r
0 fony¥

donde ..y ©8 el radio del ion 7. Esto sugiere que Pv es la

ny
proyeccién sobre el interior del ion 7, y 1-P1 sobre el exterioxr.

Finalmente, incluyendo la energia cinética T, las energfas de 1los

estados base y primer excitado se obtienen minimizando 1la

funcional de la energia:
= - = 2
By =T + V, + L [pn + (V - U,‘)B,‘]H(rw)i (5.49)

Bartram et al. [5] aplicaron este método para calcular las
energias de transicién del centro F. Utilizaron las funciones de
prueba de Gourary y Adrian [3].'Al no obtener los resultados
gsatisfactorios que esperaban (las energias eran demasiado grandes
para compuestos con cationes grandes y demasiado pequefilas para
compuestosg con aniones grandes), redujeron todos los coeficientes
1\1r por un factor o« para ajustar sus resultados teéricos con la
relacién experimental de Mollwo-Ivey [5]. Este factor lo
justificaron seflalando que la discrepancia con los valores
experimentales se debia al hecho de que las A

' |
muy grande comparadas con las Bv’ entonces la correccién de tamaflo

tenfian una magnitud

de ion afladia un potencial repulisivo demasiado fuerte para
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cationes grandes y un potencial atractivo demasiado fuerte para
aniones grandesg. Ademds, seflalan que como la funcién de onda del
estado excitado es mds extendida (difusa) que la del estado base,
estos potenciales en demasia tienen un mayor efecto en el estado
excitado, Encontraron que el valor a = 0.53 daba el mejor ajuste
de minimos cuadrados. Entonces, la funcional de la energia que

minimizaron es:

By =T+ T, + L, [xh + (V - Uw)swnnn(rv)lz (5.50)
La utilidad de la definicién del parametro a depende de gue tan
bien sirve para diferentes centros de color. Puesto que el valor
de a« lo obtuvieron para los halogenuros alcalinos, Bartram et al.
lo pusieron a prueba para los halogenuros alcalino-térreos Can,
Sr,F y BaF,. El método de cllculo que siguieron fue esencialmente
el mismo que para los halogenuros alcalinos con las modificaciones
apropiadas para la estructura de la fluorita. Utilizaron las
funciones de prueba de Gourary y Adrian e incluyeron las
contribuciones de 20 capas de iones alrededor del centro F. En la
Tabla 5.2 (siguiente pdgina) aparecen los resultados que
obtuvieron.

Encontraron gque el valor « = 0.53 daba buenos resultados y
concluyeron que la definicién de un cpnjunto de coeficientes AV

que incorpora el factor « estaba suficientemente justificado.
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Tabla 5,2
Compuesto AR AE"
teor. oxp.
Cal?2 0.132 0.1215%
SrF2 0.107 0.103
BaF 0.07865 0.0735

2
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EFECTOS DE DISTORSION EN LA RED CRISTALINA

Estos son efectos que no pueden despreciarse a priori y
frecuentemente son respongables de la aparicién de fenbmenos
fisicos tales como la luminiscencia. La ausencia de un ion
negativo ocasiona que la posicién de los iones que rodean al
centro de color se modifique. En general, la posicién de los
primeros vecinos serd la que mds se modifique. Entonces, se hara
la suposicién simple de que Gnicamente estos se mueven, ver Figura
6.1. Se supondrd que se desplazan en direccién de la vacancia y se
hard caso omiso de cualquier otra modificacién en las posiciones,
Los cambios que se producen modifican a:

(a) la energia electrostética

{b) la energia repulsiva

(c¢) la energia de ion puntual

(d) la energia de polarizacién

(e) la energifa de correccién de tamafio de ion

A continuacién presentamos las expresiones de cada una de éstas.

(a) Cambio en la energia electrostédtica,.

La teoria de Born de la energia de la red en un cristal iénico
estd basada en la suposicién de que el cristal estd formado por
iones positivos y negativos [19]. Born supone que la distribucién
de carga en los iones es esféricamente simétrica, asl que la
fuerza entre cualesquier par de iones depende s6lo de la distancia
entre ellos y es independiente de la direccidn.

Considérese una red con la estructura de NaCl. Si se define como a

61



EFECTOS DE DISTORSION EN LA RED CRISTALINA
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a la menor distancia interidnica, entonces un ion de sodio esgtara
rodeado por seis iones de cloro a una distancia a, 12 iones de
sodio a una distancia av2, ocho iones de cloro a av3, etc. Asi la

energia coulombiana de este ion en el campo de todos los demés

iones es:

2
e 6 _ 12 8 6
%“""5‘[7i'7§*7§'7@+7§‘~-] 6.1)

donde e es la carga por ion. N6tese que debido a que las fuerzas
coulombianas decresen lentamente con la distancia, no es
suficiente considerar unas pocas capas de iones alrededor del ion
central.

Claramente, el coeficiente de e®/a es un nimero determinado
Unicamente por la estructura del cristal. Series de este tipo han
sido calculadas por Madelung [27], Ewald [28] y Evjen (29]. Péra

la estructura de NaCl el resultado es

2
£, = -ae /a con a, = 1.747558... (6.2)
A la constante « 8¢ le llama constante de Madelung. Las

constantes de Madelung de otras estructuras cristalinas compuestas

por iones positivos y negativos son [30]:

CeCl o = 1.762670
(Zincblenda) 2nS o = 1.6381
(Wurtzita) 2nS a” = 1.641
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En (6.2), e representa en general la carga electrénica
multiplicada por la valencia de los iones en consideracién.

En el caso de los cristales anteriores, la constante de Madelung
es la misma para los iones positivos como para los negativos
debido a que s8i se intercambian las posiciones de éstos en el
cristal se obtiene la misma configuracién. Para un cristal de
fluorita no se tiene el mismo resultado, por lo que existen dos
congtantes de Madelung diferentes a; = 1.762 (en unidades e/a) y
a; = 3,315 para las posiciones de los iones negativos y positivos
respectivamente {11}].

El gigno menos en (6.2) indica que la fuerza coulombiana promedio
de los demds iones sobre el lon en consideracién es de naturaleza
atractiva.

Para calcular el cambio en la energfa electrostdtica, sdlo se
toman en cuenta los cuatro primeros vecinos del centro de color.
Primero se calcula la energia de los cuatro iones sin desplazar.

Las posiciones de los iones son:

ion (1) ... a(0,0,1}

ion (2) ... a(-2v2/3,0,-1/3)
ion (3) ... a(vZ/3,vV2Z/V3,-1/3)
ion (4) ... a(v2/3,-v2/v3,-1/3)

S5i se define AU como la interaccién entre los iones i y j, se

tiene

A” = q“%/rlj (6.3)
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donde q, y q, son las valencias de los iones i y j respectivamente

y r, es la distancia entre ellos. Claramente,
/

4 v6
A, = a3v3/v3 = a (6.4)
y ademds, Alz o Al:l = AM = Aza = AN = A:M'

Por lo tanto, la energia entre cuatro iones sin desplazar es

(6.5)

Si los cuatro iones se desplazan una cantidad oa en direccién al

centro de color, entonces sus nuevas posiciones son:

ion (1) ... a{1i-o0) (0,0,1)

ion (2) ... a(i-0) (-2v2/3,0,-1/3)
ion (3) ... al(l-0} (V2/3,V2/V3,-1/3)
ion (4) ... a{l-o) (V2/3,-v2/V3, -1/3)

y aparecen cuatro vacancias en sus lugares anteriores. Dichas
vacancias se denominardn (1v), (2v), (3v) y {(4v) respectivamente.
Ahora, la interaccitn entre los iones desplazados y entre &stos y
las vacancias se denomina A:j.

Asi,

Ad = 4 1 = Ve (6.6)
12 a 2v2/Vv3 11 - o) a {1 - o) '
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4 d d d d 4
d = - = 1 = .
onde, Ata Ana Au Az: Aac A:m

Por otra parte,

Al:zv =T 5 2 =T i3 2 (6.7)
ave + (4 - 3a)- V3 avs + (& - 3071
d d 4 d d d 4
Y en este caso, AlZv = Amv = AMV = AZIV = Azzv = Aaav = A:mv =
d d d d d
By ® Baay = By, = By, = By,
Por lo tanto, la energia con los cuatro iones desplazados es:
4 _ Ve V3

ave + {4 - 39)°

Finalmente, el cambio en la constante de Madelung en la posicién

del centro de color debido al desplazamiento de los cuatro iones:

8 _ 8o
A2 FT T -5 a7 -0 (6.9)

Por lo tanto, el cambio E, en la energia electrostitica resulta,

d
E —AH+A"-A

ol t

By = & 18(-{04'6&116-0'5‘48 : ;"6 3
° a vl + (4 - 30)
1 o , V3
Eol =3 {8 + 6v6) T - 48 {6.10)

VB ¥ (34 - 30)°
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{b) Cambio en la energia repulsiva.

81 s86lo existiera la interaccién Coulombiana, los iones se
agruparian en un s6lo punto; los s6lidos ibénicos se colapsarian
(19].

Para evitar que la estructura cristalina se colapse, deben existir
también fuerzas repulsivas entre los iones. Estas fuerzas se hacen
importantes cuando las capas electrénicas de iones vecinos
comienzan a traslaparse y aumentan enormemente al disminuir la
distancia interifnica r. Estas fuerzas deben discutirse
cudnticamente porgue no son de naturaleza clésica. Sin embargo, en
sus primeros trabajos, Born hizo la suposicién simple de que 1la
energia repulsiva entre dos iones y como funcién de la separacién
r entre estos podia ser expresada en la forma B’/r" donde B’ y n
eran constantes caracteristicas de los iones del crigtal en
consideracién. Si se enfoca la atencifén nuevamente en un ion en
particular, se puede escribir 1§ energia repulsiva para este ion

debido a la presencia de todos los demds de la siguiente manera
Gr = B/r" {6.11)

donde B y B’ estédn relacionadas por un factor numérico. En vista
de que las fuerzas repulsivas dependen fuertemente de la distancia
entre particulas, la energia repulsiva estd determinada
principalmente por los vecinos cercanos al ion central. La energia
total de un ion debido a la presencia de todos los demds es:

£ = - a"ez/r + B/c" (6.12)
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Suponiendo que los dos tipos de fuerza discutidos son los dnicos
que ge deben tomar en cuenta y despreciando efectos de superficie,
se encuentra que la energia de enlace total del cristal formado

por N iones positivos y N iones negativos es:
E{r) = N ¢ (6.13)

Se ha multiplicado por N en vez de por 2N debido a que de otra
forma la energia por par de iones en el c¢ristal se hubiese contado
dos veces. Si se considera al cristal en el cero absoluto,
entonces las condiciones de equilibrio requieren gque E sea un
minimo, lo cual se darad para el valor de equilibrio r = a, donde a
representa la distancia interiénica minima en el cristal a T=0.
Para este minimo, (dE/dr)r=a = 0. A partir de esto se obtiene la

siguiente relacién entre los parémetros n y B:
B = (ae’/n)a" (6.14)
Lo que da una energia de la red:

e 1
ELwE(a)a-Nan—aﬂ[l--ﬁ]ﬂNCL (6.15)
donde € = c(a). La distancia interifnica se puede conocer a
partir de difraccidn de rayos X; también se conoce la carga por

ion, y por lo tanto se puede conocer la energia de la red si se

conoce el coeficiente repulsivo n.
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Resulta obvio que las fuerzas repulgivas que actian entre dos
iones dependen de la distribucién de los electrones en el ion, y
principalmente del nimero de electrones en las capas externas. Por
ejemplo, se espera que n sea mayor en NaCl que en LiCl debido a
que el ion Na' tiene ocho electrones externos en tanto que el ion
Li' s6lo tiene dos. A partir de un tratamiento aproximado de la
interaccién entre configuraciones de capas electrdnicas cerradas,
Pauling [31,32] llegé a los siguientes valores de n como funcién

de las capas electrénicas.

Tabla 6.1

configuracién electrénica

tipo de ion
K L M N o) n
He 2 5
Ne 2 8 7
Ar (Cu) 2 8 g(18) ce .« o 9
Kr (Ag) 2 8 18 8 (18) .« 10
Xe (Au) 2 8 18 18 8(18) 12

Esta tabla debe usarsge tomando el promedio de n para los iones de
los dos tipos que forman el cristal. En la siguiente tabla

aparecen los valores de n para Can, SrFé y BaF,.
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Tabla 6,2
HAT n
CaFa 8.0
SrF2 8.5
BaF 9.5

En el caso de la fluorita (CaF,) se tiemen los iones Ca’ y F~ con

configuraciones del tipo Ar y Ne respectivamente, es por esto que,

n=1(9+ 7)/2=28. Los iones Sr” y Ba'' tienen configuraciones

del tipo Kr y Xe respectivamente.

Primero calculemos el cambio en el ion {1} situado en a{0,0,1).

Los primeros vecinos de este ion son siete iones de Flior y el

centro de color. Las posiciones de los siete iones de FlGor son:

ion
ien
ion
ion
ion
ion

ion

(1£)
(2f£)
(3£)
(4£)
(5£)
(6£)
(7£)

) a(V§/3,-V§/V§,2/3[
. a(2v2/3,0,4/3)

. a(0,0,2)

. a(v2/3,v2/Vv3,2/3)

. a(-2v2/3,0,2/3)

. a(-v2/3,-v2/v3,4/3)
. al-v2/3,vZ/v3,4/3)

Se define R, @ la energia repulsiva entre el ion (1) y vecino j.
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EFECTOS DE DISTORSION EN LA RED CRISTALINA

Se utiliza la forma

{6.16)

donde a, es la constante de Madelung en el ion (1), r~ es la

1)

distancia entre el ion (1) y el ion j, y n es una constante que

para el caso de la fluorita toma el valor n

Entonces,

Y se tiene que, R, =R =R =R

Asi,

d d

4 o R

Y hay tres iguales: R R

IS

Y hay tres iguales:nﬂ = R 4

--”n.
Ny
Sy
1
j=
D=
[
wjo
+
p—
1
[
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EFECTOS DE DISTORSION EN LA RED CRISTALINA

d aN ~“n
Rioe = 72 (+ - 9) (6.21)
Asf,

o 2 a-ns2
d N 8 1
w30 (5-0) ]

2 o -n/2
NSRRI Ly

El mismo resultado se obtiene para los iones (2), (3) y (4).

Entonces, el cambio en la energia repulsiva es

(c) Cambio en la energia del ion puntual,

El cambio en la energia del ion puntual estd dado por:

— * — -

AV, = I ¥, (T) AV, ¥ (T) dF (6.24)

AV = - 4 2 + a2 (6.25)
Pl a (1 - o) a ’
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EFECTOS DE DISTORSION EN LA RED CRISTALINA

El primer término de Av,, es la contribucién de los cuatro
primeros vecinos en su nueva posicién. El nimero 2 se refiere a la
valencia de dichos iones. El segundo término corresponde a la

antigua posicién de los iones. Asi,

8 o
AVN = - m)- (6.25)

(d) Cambio en la energia de polarizacién,

Los cuatro primeros vecinos del centro de color se encuentra
inicialmente a una distancia a del centro de la vacancia. Después
de que se han desplazado, se encuentran a una distancia a({l - o)
del centro de la vacancia. Entonces, la energia de polarizacién E,
cambia Gnicamente en el término que involucra a los cuatro

primeros vecinos. Este cambio esti dado por:

qf(a (L - o)) qf(a)

AE = - 4 o - (6.27)
Pol + at (1 -0t al

donde el primer término dentro del paréntesis corresponde a los
iones en las poBiciones desplazadas y el segundo corresponde a las
posiciones originales. Puesto que los cuatro primeros vecinos son
iones de calcio, tenemos que o es la polarizacién de dichos

iones,

(e) Cambio en la energia de correccidn de tamafio de ion.
Al moverse los cuatro primeros vecinos del centro de color, el

cambio en la energia de correccién de tamafio de ion aparece en las
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EFECTOS DE DISTORSION EN LA RED CRISTALINA

expresiones del valor esperado de la energia potencial ﬁ;, en el
potencial U sobre cada primer vecino debido a todos los demés
iones y en la funcién de onda de prueba ¢. Los valores de las
constantes A y B de los iones primeros vecinos no cambian.

Entonces, la ecuacién queda:

AV, =4 e A + (V(a-ao) - Ula - ao)) B]|2(a - ao) |

-4 fah + (V(a) -ua)p]ie@l|’ (6.28)

El primer sumando corresponde a la contribucién cuando los
primeros vecinos estdn desplazados y se encuentran a una distancia
a(l - o) del centro de color, mientras que el segundo sumando es

la contribucién cuando los iones no estdn deasplazados.
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RESULTADOS PARA EL CENTRO F

En las siguientes tablas aparecen: la energia de ion puntual B
la energia de polarizacién Epm' la energia de correccién de
tamafio de ion E. la energia de correccidén debida a la distorsién
de la red E, ..V la energia total E .- Todos los valores estén

en hartrees. Los valores BSG son los calculadeos en el articulo de
Bartram, Stoneham y Gash [5]. Los valores BL son los calculados
por Bennett y Lidiard [33] siguiendo una aproximacién de ion
puntual, Los valores experimentales (exp) provienen del artficulo

de Cavenett et al. (34). Finalmente, los valores I, II, III y IV

son los calculados en este trabajo con las funciones respectivas,
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RESULTADOS PARA EL CENTRO F

CcaF, BSG
IX
II1
Iv
SrF_  BSG
II
III
Iv
BaF_ BSG
II
III

Iv

B

~0.2675

-0.24141
-0.26769
-0.26737
-0.28399
-0.2555

-0.22551
-0.25629
-0.25572
-0.27589
~0.2395

-0.21102
-0.24072
-0.23952

-0.26038

Tabla 7.1

Estado base centro F

Epol

-0.0045

-0.00590
-0.00471
-0.00463
-0.00354
-0.0055

-0.00611
-0.00582
-0.00548
-0.00367
-0.0085

-0.00931
-0.00875
-0.00839

-0.00559

77

Bl

-0.0090

-0.01147
-0.01018
-0.00846
-0.00860
-0.0285

-0.02913
-0.02868
-0.02854
-0.02185
-0.0575

~-0.06177
-0.05834
-0.05746

-0.04633

Edllt.
-0.0010

-0.00087
-0.00112
-0.00103
-0.00049
-0.0035
-0.00297
-0.00352
-0.00327
-0.00167
-0.010
-0.0089%¢
-0.01046
-0.01004
-0.00504

Eiot

-0.2815

~-0.25965
-0.28370
-0.28149
-0.29662
-0.2930

~0.26372
-0.29431
-0.29301
-0.30308
-0,3155

-0.29106
-0.31828
-0.31541

-0.31734



RESULTADOS PARA EL CENTRO F

Tabla 7.2

Egstado excitado centro F

HAT By Epol Ers B et Bt
CaF2 BSG -0.1505 -0,0200 ~-0.0135 -0,0070 -0.,1500
I -0,13018 -0.02154 -0.01098 -0.00550 -0.13524
IT -0.15053 -0.01997 -0.01351 -0.00697 ~-0.15002
ITI -0.14874 -0.01976 ~-0.01346 -0.00668 ~0.14836
IV -0.16582 -0.012982 -0.00824 ~0.00309 -0.16741
Ser BSG -0.1495 -0.0220 ~0.0245 -0.0100 ~0.1855
I -0.12591 -0.02299 -0.02032 -0.01114 -0.15808
II ~0.14949 -0.02201 -0,02453 -0.01002 ~0.18601
III -0.14766 -0.02174 -0.02398 -0.00928 -0.18410
v -0.16089 -0.01971 -0.02115 -0.00627 -0.19548
BaF2 BSG ~0.1470 -0.0250 -0.0745 -0,0078% -0.2390
I -0.1238¢0 -0.0288¢6 -0,07170 -0.00848 -0.21588
1T -0.14721 -0.02497 -0.07453 -0.00752 -0.23919
IIT ~-0.14502 -0,02448 ~-0.07333 -0.00695 -0.23588
v -0.15987 -0.02489 -0.06135 -0.00477 -0.24132
Tabla 7.3
Energia de absorcién, AE(F} = EQ(F) - Eb(F)
HAT BSG BL I II I1T Iv exp.

Can 0.132 0.1175 0.12441 0.13368 0.13313 0.12921 0.1215
Ser 0.107 0.107 0.10564 6.10826 0.10891 0.10760 0.103

BaF, 0.0765 0.0965 0.07518 0.07909 0.07%53 0.07602 0.0735

78



RESULTADOS PARA EL CENTRO F

Los resultados de la Tabla 7.1 indican que la correccidn de tamafio
de ion es mayor que la energia de polarizacién y la correccién
debida a la distorgién de la red. En cambio, en la Tabla 7.2 se
observa que para el estado excitado, en el caso del cristal Car,
se tiene que la polarizacidén es mis importante que la correccidn
de tamafio de ion. Para el SKF, las contribuciones de la energia de
polarizacién y la correccién de tamafio de ion son muy parecidas.
Finalmente, en el BaF, la energia de polarizacién no es tan
importante.

En la Tabla 7.3 aparece la energia de absorcién para cada uno de
log cristales con las diferentes funciones de prueba. Se obhserva
gue las funciones de tipo I dan valores que difieren en un 2.5%
(en el peor caso) de los valores experimentales. Esto indica que
el pozo de potencial del centro F en los cristales con la estructura
de la fluorita es muy parecido al potencial de Coulomb. Los
siguientes resultados mds cercanos a los experimentales se
obtienen con las funciones gaussianas. En la Figura 7.1 aparece la

handa de absorciétn del centro F en cristales con la estructura de

ESTA peore
%;gii, ' é’& ﬁ?ﬁf i%;
oo g,gu@‘;i;{éﬂ

la flourita.
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Banda de Absorcién Centro F

CaF 5 |

[ \T“‘i i
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FIGURA 7.1
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LA BANDA K EN FLUORITA

Se sabe que la banda de absorcién F se debe a la excitacién del
electrén del centro F hacia un estado excitado cercano a la banda
de conduccién. De hecho, la banda F no tiene una forma simple de
campana, sino gue presenta también una protuberancia en la parte
de menores longitudes de onda. Seitz [35] sugirié el nombre de
"banda K" para dicha protuberancia.

La banda K corresponde a transiciones del electrén del centro F a
estados excitados entre el primer estado excitado y la banda de
conduccién. Aunque es difificil medir esta banda con precisifn, la
mayoria de los articulos concuerda con la forma y la posicién de
ésta. Mott y Gurney [36] fueron los primeros en sugerir que la
banda K era el resultado de una superposicién de transiciones en
el centro F del estado 18 a los estados np con n mayor o igual a
tres. Actualmente se considera que la banda K resulta de la
transicién de 1s a 3p. '

Recientemente, Ruiz-Mejia (7] aplicé los métodos de Gourary y
Adrian, y Bartram et al. al cdlculo de la banda K en Halogenuros
Alcalinos. Utilizd cinco funciones de prueba para obtener la
abgorcién dptica de la banda K. Los mejores resultados, muy
cercanos a los experimentales, los obtuvo con una funcién de tipo
gaussiano. También encontré que con el método de Gourary y Adrian
se obtenian resultados similares a los del método de Bartram et
al. por lo gue se concluye que la banda K s6lo depende de a, el
pardmetro de la red. Por lo anterior, el cdlculo de la banda K en

cristales con la estructura de la fluorita se hard Gnicamente con
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LA BANDA K EN FLUORITA

la funcién tipo gaussiano.

La funcién de prueba para el estado excitado 3p tienen la forma:
¥ = (3/4m)'? R, {r) cose (8.1)

Ip

Donde Rap aparece a continuacién:
R, (r) = Ar® exp(-£%(x/a)? (8.2)

A es una constante de normalizacién y £ es un parémetro

variacional que se determina por minimizacién de la energia.

A continuacién aparece la expresién de la energia del estado 3p

para esta funcién de prueba con el método de Gourary y Adrian.

2
E:Ip =1.,9 f;
2 ®, (vig/ar )?
+ ---ﬂr-—ﬁ-—; 7 s g exp[-z(ﬁ/a)zrf]
3(vZg/a) XY, 2 =
5 v 5
- == erf (V2€/a r.) (8.3)
16 V2&/a r‘ {
X
donde - erf(x) = 2/vit I exp(-t) dt (8.4)
0

83



LA BANDA K EN FLUORITA

Para el modelo de Bartram et al., la expresién de la energia

resulta ser

2
E = 1.9 &
3p az.'

4." Aa ~ ’ (ﬁg/arl)a
Z 3 t 3

expl-2(£/a)*c?)
3(vV2¢/a)® X, ¥z = P i

+

5 v = )
- .1_.6- m erf(\/zEj/a ll)

+ Z[A_‘Ir + (V- U)B,] A’r exp(-2£°(r/a)?) (8.5)
¥

En este caso el factor « se iguald a 1 [7].

En la Tabla 8.1 aparecen los valores calculados.

Tabla 8.1
HAT N EGA _ EBSG . EGA _ EBSG AEGA AEBSG
19 15 Ip ap

CaF2 0.28399 0.29662 0.14031 0.14165 0.14368 0.15497
Ser ¢.27589 0.30308 0.15059 0.16534 0.12530 0.13774

BaF2 0.26038 0.31734 0.14936 0.19419 0.11102 0.12315%
Como se puede observar, los valores de las energias de los estados

base y segundo excitado calculados con el wmodelo de Gourary y

Adrian son menores que los que se obtienen con el modelo de

84



LA BANDA K EN FLUORITA

Bartram et al. Por otra parte, también es mayor la absorcién

calculada con el modelo de Bartram et al.

'
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EL CENTRO FA, Mg EN FLUORITA

El centxo F es el centro de color mids simple que tiene atrapado un
electxén, pero no es el Unico posible. En cristales con un
contenido predominante de iones alcalino-térreos extrinsecos (de
tamailo mds pequefio que los iones alcalino-térreos constituyenteas)
se forman los centros FA. El centro F, consiste en un centro F con
uno de los primeros vecinos (ion alcalino-térreo) reemplazado por
un ion diferente. Por ejemplo, en CaF, en vez de un ion Ca", se
tiene un ion Mg'*, como se ve en la Figura 9.1 de la siguiente
pagina. A diferencia del centro F que es caracterizado por una
banda de absorcién, son dos las bandas de absorcién que
identifican al centro P .

Para un centro F, con un ion alcalino-térreo como impureza
divalente que sustituye al jon alcalino-térreo propic del cristal
en el lugar (0,0,a), los cambios en la energia respecto de la
expresién para el centro F aparecen en la polarizacién, en la
correccién de tamafic de ion y en las correcciones por
desplazamiento de éstas. La expresién de la energia potencial

aparece a continuacién,

VFA=VF+[A[—Ac+(VP-UI)(BI—BC)]E(r-rI)

- (o - ) @/ (9.1)

V, representa la energia potencial del centro F. Los subindices I

y C se refieren a la impureza y el catién que serad sustituido por
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Vacancia= | |

FIGURA 9.1
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EL CENTRO F}, Mg EN FLUORITA

ésta. En el caso del centro F, los valores propios de las

funciones ortogonales 2p son degenerados debido a su simetria

esférica. En el centro F,, una de las funciones 2p estd orientada

sobre el eje Z. Las restantes estén en el plano ortogonal al eje 2

y se comportan como las del centro F. En las sigquientes tablas

aparecen los valores de las energias de los estados base y primer

excitado del centro F, en CaF,, SrF, y BaF, con impureza Mg.

HAT
C’aFa s 1
II
111
IV
SrF I
11
IIX
v
Ba¥ I
11
IIX
Iv

Tabla 9.1

Estado base centxo F. impureza Mg

EPI
~0.24141
~0.26769
-0.26737
-0.28399
-0.22551
~0.25629
-0.25572
~0.27589
~0.21102
-0.24073
-0.23952

~0.26038

pol
-0.00531

-0.00424
-0.00417
~0.00319
-0.00550
-0.00524
~-0.00493
-0.00330
~0.00838
-0.00788
-0.00755
-0.00503
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E!S

.01064
. 00947
.00787
.00800
.02709
.02667
.02654
.02032
.05745
.0542¢6
.05344
.04309

Edlst.
-0.00859

-0.01105
-0.01017
-0.00484
-0.02931
-0.03474
-0.0§227
-0.01648
-0.031a87
~-0.03451
-0.03382
-0.02788

tot
-0.26535

-0.29245
-0.28958
-0.30002
-0.28741
-0.32294
-0.,31946
-0.31599
-0.30852
-0.33738
~0.33433
-0.33638



EL CENTRO Eu, Mg EN FLUORITA

Tabla 9,2

Egstado excitado centro F;, impureza Mg

HAT ot Epol B B yat Eiot
CaFa I -0,13018 -0.019319 -0.01018 -0.01358 -0.15297
II -0.15053 -0.01797 -0.01256 -0.01746 -0.17340
III ~-0.14874 -0.01778 -0.01252 -0.01607 -0.17007
Iv | -0.16582 -0.01163 -0.00766 -0.00765 -0.17744
SrF2 I -0.12591 -0.02069 -0.01890 -0.01231 -0.17781
II -0.14949 -0.01981 -0.02281 -0.01489 -0.20700
IIT -0.14766 -0.01%857 -0.02230 ~0.01478 -0.,20431
v ~-0.16089 -0.01974 -0.01967 -0.00643 -0.20673
BaFa I -0.12380 -0,02537 -0.06668 -0.01252 -0.22897
11 -0.14721 -0.02247 ~-0.06931 -0.01521 -0.25420
III -0.14502 -0.02203 -0.06820 -0.01515 -0.25040
Iv -0.15987 -0.02240 -0.06306 -0.01109 -0.25642
Tabla 9,3
Energia de absorcién, AE(F) = E (F) - E (F)
HAT I IT III Iv
CaFa 0.11298 0.11905 0.11915 0.12258
SrF2 0.10960 0.115%4 0.11515 0.10926
BaF2 0.07955 0.08318 0.08393. 0.07996
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El, CENTRO F‘A, Mg EN FLUORITA

Comparando la Tabla 9.3 con la Tabla 7.3 se observa que los
valores calculados de la energia de absorcién del centro F son
menores que para el centro F, en el caso del CaF,. Mientras que

para el SrF, Y el Ban se cumple lo opuesto.

En la Tabla 9.4 se encuentran los valores de Fm' Fn y el Split

de acuerdo con las expresiones de Weber y Dick:

F, = ( B(F) - E(F) ) - (E(F) - E (F) ) (9.2)
F,, = E (F) - B (F,) (9.3)
split = E (F) - E_(F,) (9.4)

91
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HAT
Capr

SrF

BaF

I
III

IV

II
III
v

II
II1
Iv

Tabla 9.4

P
~0.01143
-0.01463
-0.01362
-0.00663

0.00396
0.00764
0.00624
0.00161
0.00437
0.00409
0.00440

0.00394
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A2

.00630
.00875
.00809
.00340
.02369
.02863
. 02645
.01291
.01746
.01910°
.01892
.01904

o © o

Split

.01773
.02338
.02171
.01003
.01973
.02099
.02021
.01125
.01309
.01501
.01452
.01510
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CONCIUSIONES

DISCUSION

CENTRO F

Los resultados utilizando las funciones II y III son pricticamente
los mismos y corresponden a losg valores calculados por Bartram et
al. [5]. De los cuatro tipos de funciones que se utilizaron, lasg
funciones I y IV son las que dan valores méds cercanocs a los
experimentales: difieren de &stos en 2.5% y 5% respectivamente.
Las funciones tipo I son hidrogenoides y estén de acuerdo con la
imagen convencional de que el potencial de la vacancia del ion
negativo es similar al potencial Coulombiano.

Las correcciones a la energfa de ion puntual fueron en orden de
importancia (debido a su magnitud): correccidn de tamaflo de ion,
energia de polarizacién y energia de distorsién de la red (que a
su vez incluye las modificaciones a la energia de polarizacifén y a
la correcci6n de tamafio de ion).

La energia de polarizacién se calculd permitiendo que se

desplazaran (nicamente los primeros vecinos.

BANDA K

Los valores de absorcidén son menores con el método de Gourary y
Adrian [4] que con el método de Bartram et al. (5], y difieren en
un 10% entre ellos. Las energias calculadas para el segundo estado

excitado del centro F son negativas, por lo que dicho estado es

ligado.
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CENTRO FA

Al igual que en el centro F, los resultados utilizando las
funciones II y III son prdcticamente los mismos.

Las correcciones a la energia de ion puntual fueron en orden de
importancia (debido a su magnitud): correccién de tamafio de ion,
energia de distorsién de la red y energia de polarizacién. En este
cago, la energia de polarizacién resultd similar que la calculada
para el centro F a pesar que la polarizacién del Mg'' es menor que

la de los iones Ca'’, sr'

‘v Ba™.
La contribucién absoluta de la correcci6fn debida a la distorsién
aumentd; el ion Mg" es menor que los iones Ca'’, sr’’ y Ba'' y

propicié una deformacién de la red de un orden de magnitud en el

caso del estade base pero sflo el doble en el estadeo excitado.

CONCLUSIONES

Se aplicaron los modelos de ion:puntual (Gourary y Adrian ([4]),
correccién de tamaflc de ion (Bartram et al. [5]), correccién
debida a la energia de polarizacién y correccién debida a la
distorsién de la red para el tratamiento de los centros F y F.
Se efectuaron los calculos de las energias de absorcibén de los
centros F y_FA, asi como de la banda K para los halogenuros
alcalino-térréﬁé CaF,, SrF, y BaF,; todos ellos con la estructura
de la fluorita. La impureza divalente para el caso del centro F,
fue el ion Mg'’.

En la Figura 10.1 gue se encuentra en la pagina siguiente aparece

un esquema cualitativo de las posiciones de los niveles de energia
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Esquema Cualitativo de los Niveles de Energia

de los centros F y F,

3p
2p %
Is
Is
Centro F Centro F A

FIGURA 10.1
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18, 2p y 3p del centro F y 18 y 2p del centro F,. Podemos comparar

los resultados para funciones de prueba gaussianas. Estos aparecen

en la Tabla 10.1.

Tabla 10,1
B

Car-'2 centro F -0.29662 -0
centro FA -0.,30002 -0

Ser centro F -0.30308 -0
centro FA -0.31599 -0

BaF, centro F -0.31734 -0
centro FA -0.33638 -0

2p

.16741
17744
.19548
.20673
.24132
.25642

3p
-0.14165

-0.16534

-0.19419

En todos los casos, las energlas de los estados base y excitado

del centro F, son menores que las energias correspondientes del

centro F. Por otra parte, las enerygias de absorcién del centro F‘

so0n mayores para SrF2 Y Ban, en tanto que lo opuesto se cumple

para el CaFa.

Este trabajo se puede extender a centros de color mds complicados

como son el Fd y el 2.
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ESTRUCTURA DE LA FLUORITA (CAF,)

La Figura A.l1 representa la estructura cristalina de la fluorita,
en la que los dtomos de calcio ocupan los gsitios de una estructura
cibica centrada en las caras, mientras que los iones de flior
estdn en los centros de los ocho pequefios cubos que forman la
estructura cibica,

Si se sitida el origen de coordenadas en un ion de flior, Figura
A.2, se tendrdn cuatro iones de calcio como vecinos cercanos. Al
denominar a la distancia entre sus vecinos mas cercanocs como a,

los iones de fluor ocupardn las posiciones a(x,y,z)

V2 2

con X Kg (€ + 4 - 24), v = 7% (-« +y), 2 = 3 (€ + 4 + 4),

donde ¢, 4 y 4 son enteros, a = 2.36 angstroms = 4.46 bohrs.

Por otra parte, los iones de calcio ocupardn las posiciones
alx,y,z)

con X = Zg (€ + 4 - 29), ¥ = 5%,(' €+ y), z = % (¢ + 4y +3) +1,
donde « + y + 3 es un nimero par.

El sistema coordenado estd dispuesto de manera que uno de los
primeros vecinos {ion de calcio) ocupe la posicién (0,0,a).

Hay dos constantes de Madelung en la fluorita. Una en la posicidn

de los iones negativos a; = 1,762 (en unidades e/a) y otra para

los iones positivos a; = 3.315 ([11].
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Fluorita

FIGURA A1
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FIGURA A.2
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