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CAPITULO 1 

INTRODUCCION 



C A P I T U L O 

INTRODUCCION 

Una preocupación del hombre es explicarse su reali­
dad. Los 1odelos matemáticos son una herramienta lmpor-­
tante para este próposlto. Un modelo matemático represen 
ta una abstracción de la realidad de la cual omitimos as 
pectos que no se consideran esenciales al problema obje: 
tó de .estudio. Para esto es necesario desarrollar un len 
guaje simbólico, aue permita la comprensión y manipula-: 
clón de los diversos componentes del problema. 
Una vez que se obtienen resultados o conclusiones, del -
modelo abstracto, se tratan de adecuar estos a la reali­
dad. 
El presente trabajo es un modelo matemático a un proble­
ma de flslca del estado sólido. A saber, describir el mo 
vlmlento de los átomos en un cristal. -
Manejando el modelo, con la Idea de que los átomos en un 
material sólida, tienen un movimiento vlbraclonal cons-­
tante, cuyas frecuencias y amplitudes se pueden entender 
fácilmente si las caracterlstlcas de este modelo son: 
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1) Ninguno de los átomos del sólido se desolaza de 
su pastelón de equilibrio una distancia mas allá, de don 
de sea valida la ley de Hooke. -

2> El movimiento de los átomos está limitado a una 
dimensión, de tal manera que los átomos del sólido se -­
pueden tratar, como st fueran pequeños osciladores armón! 
cos. 

En una dimensión un oscilador armónico es una partl 
cula de masa m, oscilando de ida y vuelta alrededor de: 
un origen. En cualquier tiempo está suJeto a una fuerza 
F la cual tiende a moverla de regreso hacia el origen y 
es proporcional al desplazamiento x desde el origen se-­
g(ln la ley de Hooke F = - :>.x. 

Un sólido en el cual todos sus átomos son Idénticos 
se le conoce como cristal puro o cristal perfecto, en ca 
so contrario cristal con impurezas. -

Existen antecedentes al presente estudio. Los efec­
tos producidos en las frecuencias de los modos normales 
de vibración de un sistema de part!culas, debtdo a la -­
existencia de Impurezas o defectos en la estructura, --­
fueron estudiados teórlcarente en 1890 por Lord Raletgh, 
y el resultado obtentoo del mismo fué, haber encontrado 
que algunos modos normales de vibración tienen frecuen-­
cta fuera de la banda permitida, este resultado se obser 
vó experimentalmente hasta 1958. Es decir una Impureza: 
en un cristal es causa del cambio en los modos normales 
de vibración del cristal puro, teniendo como resultado -
modos normales de vibración con frecuencias por encima -
de la banda permitida, es decir en la banda prohibida a 
los que se le ha dado el nombre de modos localizados, de 
bldo a que su energta localizada en la propia impureza: 
es grande y caé rápidamente en los vecinos cercanos. 

3 



Existen varios métodos para abordar problemas de mQ 
dos localizados, entre ellos estan, la función de Green, 
la matriz de dispersión. el método de la onda reflejada, 
y la matrlz de transferencia. 

El método de la matriz de dispersión fue Introduci­
do en 1949 por Saxon Y Huther (1) para resolver el pro-­
blema de una red cristalina monoatómlca unidimensional. 
En 1953 Slater trata el problema de una Impureza emplean 
do las ecuaciones de diferencias. En 1954 Me!vin Lax Y -
Smith (2) tratan el problema de perturbaciones localiza­
das por •edlo de matrices. Montroll Y Pots en 1955 (3l -
resuelven el problema de los defectos y sus efectos u~an 
do el método de la función de Green. En 1957 Hori y ---­
Asahi C4l tratan las vibraciones desordenadas de una red 
lineal con el método de la matriz de transferencia, este 
método también es usado en 1962 por Fukuda (5l, Junto -­
con el aétodo de la matriz de dispersión, para resolver 
el problema, de una red monoatómlca Infinita con una im­
pureza al centro en este trabajo demuestra que ambos mé­
todos son equivalentes. En 1964 Hori Y Asahl C6l usan la 
matriz de dispersión para resolver el problema de modos 
de superficie cuyos efectos también son estudiados por -
Wallis C7l en el mismo año. Andrade y Saavedra en 1975 -
<Bl usando la matriz de dispersión analizan el efecto de 
una Impureza sobre las frecuencias de vibración de una -
red lineal, a diferencia de Fukuda, quien trata el mismo 
problema, pero ~nlcamente cambia la masa del atomo Impu­
reza aqui se modifican también las constantes de lnte--­
racclOn de este ~tomo con sus vecinos mas cercanos. 

El presente trabaJo, utiliza un nuevo método para -
el tratamiento de los modos localizados y de superficie 
llamado la técnica de la matriz e, método propuesto por 
Saavedra, en 1992.C14l 

Analizaremos una red llneal monoatómlca lnflnl ta -­
con impureza al centro Y constantes de lnteracclon a Prl 
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meros vecinos diferentes através de la matriz C. ComparB 
remos los resultados con los ya obtenidos. 

En el capitulo 2, presentamos el modelo matemático 
del oscilador armónico, as! como las nociones de la flsl 
ca necesarias. Resolvemos el problema de una red monoatº 
mica Infinita perfecta, asl como con una Impureza al cen 
tro sin cambiar la constante de Interacción a primeros 
vecinos, utilizando la matriz de dispersión. 

En el capitulo 3, definimos la matriz e, demostran­
do su equ!valencla con el método de la matriz de d!sper­
s!On . Através de la equivalencia entre sus s!ngularlda 
des, para lo cual recordamos nociones básicas, as! como 
teoremas Importantes del álgebra lineal, que Justifican 
el aspecto matemático de la matriz c. 

En el capitulo ~ resolvemos el problema de una red 
lineal monoatOmlca Infinita con Impureza al centro y --­
constantes de Interacción a primeros vecinos diferentes 
através de la matriz c. Calculamos la relación de disper 
slón y analizamos resultados. 

Concluimos mostrando las ventajas de la técnica de 
la matriz e, Indicando que puede ser útil en problemas -
de superficie u otros de la flslca. 
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CAPITULO 2 

2 MODELO "ATEMATICO Y APLICACIONES. 

El presente capitulo lo dedicaremos Inicial 
mente al estudio del modelo clásico del oscilador -
armónico simple debido a que dicho sistema represerr 
ta •uY adecuadamente el movimiento oscilatorio que 
presentan las moléculas y átomos de un sólido que -
vibran armónicamente respecto de sus posiciones de 
equilibrio. Posteriormente consideraremos las vlbr~ 
clones de una red lineal monoatómlca Infinita, pen­
sando al átomo como un todo analizaremos el despla­
zamiento de su posición de equilibrio segOn el mod~ 
lo armónico. Y finalmente através de la matriz de -
dispersión calcularemos la relación de dlsperslon -
de modos localizados en una red lineal monoatómlca 
Infinita con Impureza al centro y constantes de In­
teracción a primeros vecinos Igual. 

2.1. OSCILADOR ARMONlCO. 

Es posible predecir el movimiento de un cuerpo 
si se conocen las fuerzas externas que actuán sobre 
él se presentn un tipo especial de movimiento cuando 
la fuerza sobre un cuerpo es proporcional al despl~ 
zamlento del mismo, desde la posición de equilibrio. 
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SI esta fuerza siempre actua hacia la posición de -
equilibrio del cuerpo se producirá un movimiento hª 
cia uno y otro lados de esta posición, a un movl~-­
mlento de este tipo se llama perlodico u oscilato-­
rio. <11 > 

Se dice que una partlcula en movimiento a lo -
largo del eJe x, tiene un movimiento armónico sim-­
ple, cuando su desplazamiento respecto al equill--­
brlo x, varia con el tiempo según la relación. 

(1) 

En donde A, w y G son constantes del movimien­
to. Para dar significado flsico a estas constantes 
conviene trazar la gráfica de x<t>. <Parte reall 

X(t) ~ T 
+A 1 - - - t 

1 FIG.(1) 
'I ·A _, 

IC 
Observe que A conocida como amplitud de movl-­

mlento es el desplazamiento máximo de la partlcula. 
El tiempo que tarda la partlcula en recorrer un ci­
clo completo de su movimiento se llé110 periodo T. Es 
decir, el valor de x en el Instante t es igual al 
valor de x en el Instante t +T. 

El reciproco del periodo se llama frecuencia -
del movimiento, f la frecuencia representa el m'.lme­
ro de oscilaciones que realiza la partlcula por un1 
dad de tiempo, 

f =j_ 
T 

(2) 



Las unidades de f son ciclos/segundo 
La constante w se llama frecuencia angular, se 

define como: 

(3) 

Las unidades w son radianes/segundo 
EL éngulo S es la constante de base (o éngulo -

de fase> Y Junto con la amplitud A Queda determinado de 
manera única por el desplazamiento y la velocidad lnl--­
clal de la partícula. La constante S da a conocer cual 
fue el desplazamlmto en el Instante t=o. La cantidad wt+~ 
se conoce como fase del movimiento, es útil al comparar 
los movimientos de dos sistemas de partlculas obsérvese 
QUe la función X(tl es per!Ódlca Y se repite cuando vJt 
aumenta en 2 7r radianes. 

Se obtiene la velocidad de una partícula Que efef 
túa un movimiento armónico simple si se deriva Cll re~ 
pecto al tiempo, 

¡(wt+8) 
V(t) = dx = Awie ¡4) 

dt 
La aceleración de la partlcula está dada por: 

dV '1. j(Wt+E) (5) 
a(t) = df..,-Aw e 

Como las funciones seno y coseno oscilan entre +1 
los valores extremos de V Ctl son iguales a +AW y--
los valores extremos de la aceleración son ~AW-2 

La siguiente figura representa al desplazamiento 
contra el tiempo, para un valor arbitrarlo de la constan 
te de fase. La proyección de un punto Que se mueve con -
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movimiento circular uniforme sobre una circunferencia de 
radio A. le.-- T 

~r~~, 
V(i) v,I 

t x(t) vs. t 

t V(t) VS. t 

t a(t) vs. t 
--·----> 

el 
FIG(2l. 

Observe Que la velocidad esta fuera de fase 90° re~ 
pecto al desplazamiento y la aceleración está 180° fuera 
de fase respecto al mismo desplazamiento. Es decir cuan­
do x es máximo o mlnlmo, la velocidad es cero. Del mismo 
modo cuando x es cero la rápldez es máxima. Y cuando x -
es máximo a es mlnlma y viceversa. 

FlG(3l. 
Aparato experimental para emostrar el movimiento -

armónico simple. La plumilla suJeta a una masa oscilante 
traza una onda senoldal sobre el papel que esta en movi­
miento. 
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Consideremos el sistema flslco Que consta de una -
masa suJeta al extremo de un resorte, en donde la masa -
puede moverse sobre una superficie horizontal y sin ---­
fricción, oscilara hacia uno y otro lado si se le pertur 
ba respecto a la posición de eQulllbrlo x=o en donde el 
resorte está sin deformación alguna adquiriendo la masa 
un 1ov1m1ento armónico simple. 

Note que cuando la masa se desplaza una pequeña dl2 
tanela x respecto al eoulllbrlo. el resorte eJerce una -
fuerza • dada por la ley de Hooke. 

F ""-A.x (CD) 

En donde A es la constante de fuerza del resorte, 
A tal fuerza se le conoce como fuerza lineal de restitu­
ción, ya que es linealmente proporcional al desplazamlen 
to Y siempre está dirigida a la posición de equilibrio, 
opuesta a este desplazamiento. Es decir cuando la masa -
desplaza hacia la derecha, x es positiva y la fuerza de 
restitución está dirigida hacia la Izquierda. SI la masa 
se desplaza hacia la Izquierda de x=o, entonces x es ne­
gativa Y F está dirigida hacia la derecha. APllcando la 
segunda ley de Newton al movimiento de m con dirección x 
se obtiene: 

luego a=-A.X 
m 

( 7) 

(8) 

Es decir, la aceleración es proporcional al despla­
zamiento de la masa respecto a la posición de equlll--­
brlo Y esta dirigida en la dirección opuesta. SI la masa 
se desplaza una distancia m~xtma x=A, en algOn instante 
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Inicial y se libera a partir del reposo su aceleración -
Inicial será-~ Ces decir tiene un valor negativo máx! 
mol. Al pasar por la posición de equilibrio x=o su acel~ 
ración es cero en ese Instante su velocidad es máxima; 
después se movera hacia la Izquierda del equilibrio Y f! 
nalmente llegara a x=-A, en cuyo Instante su aceleración 
es ~ (positiva máxima) y una vez mas su velocidad es 
cero. Por tanto se ve que la masa ose! lara' entre los PU!! 
tos ~A. En un ciclo completo de su movimiento la masa r~ 

corre una distancia de 4A. Dado que la aceleración es la 
segunda derivada del desplazamiento respecto al tiempo, 
si denotamos -l. como w2 la ecuación CBJ se reescribe 

m 

2 2 
d X_-w X 
dt2 -

(9) 

La solución a esta ecuación diferencial esta dada 
por C ll. 

De la definición de frecuencia angular se tiene -
T=~ y la frecuencia es el reciproco del periodo, lue­
go estas se pueden expresar como: 

T _27r_ 27T./ffi 
- w - 'Y"'t, 

f=j__:_1 0:" 
T 21í'l/m 

(10) 

(11) 

Periodo Y frecuencia del sistema masa-resorte. 
Es decir el periodo y la frecuencia dependen úni­

camente de la constante de fuerza del resorte y de la m~ 
sa. Como era de esperarse la frecuencia es mayor si el -
resorte es mas rígido y disminuye al aumentar la masa. 

Masa suJeta a un resorte sobre una superficie sin 
fricción, exhibe movimiento armónico simple. 

12 



a) 

b) 

e) 

F-

~ x 

X==Ü 
F=O 

FIG(4) 
al Cuando la masa se desplaza hacia la derecha -­

del punto de equilibrio, el desplazamiento es positivo y 
la aceleración negativa. 

bl En la posición de equilibrio x=O, la acelera-­
clón es cero pero la rapidez es máxima. 

cl Cuando el desplazamiento es negativo, la acel~ 
ración es positiva. 

2.1.1. OSCILADORES ACOPLADOS. 

Consideremos ahora el caso de dos masas H Iguales 
unidas por tres resortes con extremos filos, esta sltua--­
clón se conoce como osciladores acoplados. 

En la siguiente figura se tienen dos llESélS Iguales 
M Y tres resortes con extremos filos, supondremos que las 
constantes de restitución /..de los resortes son Iguales, 
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u1, u2, denotaran los desplazamientos de las masas a par-­
tlr de su posición de equilibrio. <Medidos como positivos 
cuando estan a la derecha.) 

l 
r 1

U1 
Posiciones de equilibrio 

FlG(4.1l 

El resorte de 1 a 1zqu1 erda eJ erce una fuerza -t,.U1 
sobre la Primer masa, y similarmente el resorte de la der~ 
cha eJerce una fuerza - /..U2 sobre la segunda masa. El re­
sorte central ha sufrido una elongación u2 -u1 y por tanto 
las fuerzas que eJerce sobre cada partlcula cuando trata -
de recobrar su longitud original son /..cu2 -u1 > sobre Ja -
primera masa v -r..cu2 -u1> sobre la segunda masa. 

Entonces la ecuación de movimiento de cada partl-
cula es: 

2 

M~1 = -t-U1 +1.(U2U1) 

M$i2= -.t.U2 - A.(Ui-U1) 

( 11.1) 
(11.2) 

El movimiento general de dos osciladores acopla-­
dos descrito en las anteriores ecuaciones puede considerar 
se como la superposición de dos modos normales de vibra--­
c!ón. 
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En uno de los modos normales, los dos osciladores 
se mueven en fase, con amplitudes Iguales, esto es: 

u, =Asen(w1t+S) 

u
2 

=Asen (w,t +~) 

w,=~ 

( 11.3) 

Es decir la frecuencia de los osciladores acopla­
dos es la misma frecuencia de oscilación que cada masa ten 
drla si no hubiera acoplamiento. 

Esto es fácilmente comprensible porque, como los 
osciladores tienen Igual amplitud y estan en fase el resor 
te central no sufre ningún estiramiento Y por tanto no --­
eJerce ninguna fuerza sobre las masas, las cuales se mue-­
ven como si no estuvieran acopladas. 

En el segundo modo normal, Jos dos osciladores se 
mueven en oposición con amplitudes Iguales, esto es: 

( 11fl) 

Entonces la frecuencia es mayor que la frecuencia 
sin acoplamiento. Esto debido a que ahora el resorte cen-­
tral se estira y se comprime, esto equivale a aumentar la 
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constante de restitución de cada oscilador. 
Los modos normales, corresponden a una situación 

en la cual las dos masas se mueven con diferencia de fase 
constante, la cual es cero en el primero y 'líen el segundo. 
Las dos masas pasan simultáneamente a través de su post--­
c!ón de equl l lbrto Y alcanzan sus desplazamientos mi'.lxlmos 
slmultaneamente. 

La siguiente figura muestra los dos modos norma-­
les de oscilación. 

u2.-

FlG(4.2) 
La solución general de las ecuaciones de mov!mlen 

to son una combinación lineal de los modos normales de os­
cllac!On, esto es: 

(11.5) 

16 



· Consideremos ahora el caso de N-masas Iguales M, 
unidas por resortes con extremos fijos y constantes de 
Interacción .A Iguales como lo Indica la siguiente flg!! 
ra. ese recomienda ver video C15l donde se analiza exp~ 
r!mentalmente el caso N=5). 

~:::~ 
~ ~IG,4.3} 

En este caso se tienen N-modos normales de v!bra--­
clón, los cuales estan dados en términos de la frecuencia 
angular por la fórmula: 

W =~2>. sen (r~(N+1)) 
íiVf' 

(r=1~,3, ... Nl. 

( 11.6) 

Para una deducción de la anterior fórmula véase C16l. 
En el caso de una red finita con extremos fijos de N-1 -­
masas Iguales y una masa diferente, con constantes de In­
teracción A Iguales como lo Indica la siguiente figura. 

~_A~~A,.~. M' ~~~~J f vv-w··-.··:.:9:::~ .. v~-~ 

FIG(4.4l 
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Deben esperarse N-modos normales de vibración , 
SI Q = !t. y O< Q < 1, De estos N-modos normal es de - -

H 
vibración N-1 estan dados oor las ralees de la sl--­
gu!ente ecuación, en el Intervalo o<;/< 7r <véase C16)) 

cotp,0 +cot ( N-p+1 )fl) = 2 (Q-1 Han~ ( n.?J 

Donde p Indica el lugar de la masa diferente o de 
la "Impureza" Y 1 ~ P f. N. 

La siguiente figura representa geométricamente la 
solución de la ecuación CJJ.7) Para N=B y p=4, 

1 

1 

1 

1 . 1 

FIG(4.5) 
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Observe en la flg, (4.Sl el lado derecho de la ecuación 
Cl 1.7) es creciente si Q > 1 Y decreciente si O< Q < 1, Y -
ambos tienen aslntota vertical ll=lT. 

Cuando Q > 1 las gráficas se cruzan en cada una de las 
ocho reglones en las cuales es di vldldo el Intervalo o<s6<1T 
por aslntotas verticales. 

Cuando o< Q .( 1, en la última subdivisión del Interva­
lo o < 11< 7T las gráficas no se cruzan, y entonces ocurre que 
"falta" un modo de vibración. Este se conoce corno modo loca­
l Izado y "ocurre" con una frecuencia arbitrariamente grande 
o Infinita. Pero las frecuencias para 11 reales estan acota-­
das por ~ ~ <véase flg. C6ll. Se prueba C16l que un modo 

localizado fuera de la banda[o, ~2; J se satisface para un 

11 cu111pleJo. SI 11= 1f + i? la ralz de la ecuación: 
( ~ real l 

senh~senh(N+1)f = 2(1-Qlcosh~ ( 11.8) 

X sen h (N-p+1lrsenhp? 

Determina el modo localizado. 
Para 7S> 1 los dos miembros de la ecuación Cl 1.Bl estan 

dados por: 

a) (1/4lexp((N+ 3/2)7) ( ¡zql. 
( 11.9) 

bl (1/4)(1- Q )exp ( ( N+3/2l7l (derl. 
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La siguiente figura Ilustra geométricamente los dos --­
miembros de la ecuación C11.8l cuando O<. Q <. 1. 

FlG(4.6) 
Observe Que la ecuación C11.8l tiene una 6nlca solución 

ya que gráficamente solo hay un cruce, según flg. (4.6). As! 
las cosas la solución del modo localizado Junto con los N-1 
modos normales de vibración dados por la ecuación (11.7), rg_ 
suelven el problema de modos de vibración para una red fini­
ta con una Impureza, constantes de Interacción 'A Iguales, y 
extremos filos. 

El estudio de las redes lineales finitas no es Propia-­
mente la preocupación del presente trabajo. (Para eno véase 
(16)), Sin embargo su presentación permite partir de un mode 
lo macroscópico y utilizar éste en el anéllsls de una red ll 
neal monoatómlca Infinita con Impureza al centro y constan-­
tes de Interacción a Primeros vecinos diferentes através de 
un modelo matemétlco. Lo cual proporciona una aproximación a 
la explicación microscópica de la materia. 
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En la siguiente sección, estudiaremos una cadena 
lineal monoatómlca Infinita y deduciremos su ecuación que 
Proporciona los Infinitos modos normales de vlbraclOn,----­
como era de esperarse la ecuación de N-modos normales es -
un caso particular de ésta. 

2.2. VIBRACIONES EN UNA RED MONOATOMICA INFINITA. 

Los átomos de un sólido vibran constantemente al­
rededor de sus posiciones de equilibrio. <

12
> Considerare­

mos una red lineal monoatómlca Infinita y calcularemos sus 
modos normales de vibración con una teorfa armónica. 

Sea una fila de átomos Idénticos con lnterespaclg 
do h. Sin pérdida de generalidad podemos considerar h=1. 

Supondremos que los átomos se desplazan de sus PQ 
slclones de equilibrio como un todo, es decir arrastrando 
en su movimiento a los electrones. 

La siguiente figura representa una red lineal per 
fecta monoatómlca Infinita, con constante de interacción A 
a primeros vecinos Igual. 

M M M M >. M 

-----~-~.~--------
- 2 -1 o 1 2 

1 
1 
1 
1 
1 
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SI Un es el desplazamiento del n-éslmo átomo res­
pecto de su posición de equilibrio, la ecuación de movl--­
mlento considerando a sus primeros vecinos se escribe. 

O bien: 

Md~Un "'(U +U - 2U ) (13) dt' =-A ntt n-t n 

La solución la expresaremos en términos de combi­
nación lineal de ondas planas, ondas Incidentes y ondas -­
que se dispersan. 

¡kn 
8 

-ikn 
Un=Ae + e 
( k = 2y1ongitud de onda.) 

K representa el número de onda. 

(14) 

Sustituyendo (14) en (13) se obtiene: 
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W?.= 2 /t. (1-cosk) 
M 

W=fr&lsen~\ 

¡ 
~¡W(k) 

(16} 

(17) 

(1B} 

Primera zona 
1 de Br i 11 ou in . 

FIG(6J. 

Hemos encontrado que las soluciones de las ecua-­
clones de movimiento para los átomos de una cadena 11--­
neal en aproximación armónica vienen dadas por la ecua-­
clón C14) estas soluciones dependen de w, que se expresa 
en función de K, o en la aproximación de Interacción en­
tre vecinos mas próximos mediante la ecuación C1Bl. La -
ecuación C17l se conoce como relación de dispersión y s~ 
ñala los modos normales de vibración. 

2.3. MATRIZ Dt DISPERSION EN CADENAS LINEALES. 
La siguiente figura representa una red lineal mono~ 

tómlca Infinita, con Impureza al centro Y constante de -
Interacción a primeros vecinos lgua1.<s> 
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----~-_A---~--~----2 -1 o 1 2 
1 -ikn 

c;<,eikn ~ 1 ~ «ie 

-ikn 1 eikn 
~~,e 1 (32 -

I FlG.(7) 

Supondremos el parámetro de la red unitario, ysea 
lJn el desplazamiento del n-éslmo átomo de su posición 

de equilibrio ?.. la constante de fuerza, H Y H' son las 
masas de los átomos regular Y de Impureza respectivamen­
te. As!, las ecuaciones de movimiento a primeros vecinos 
estan dadas por Cla primera ecuación es la misma que la 
ecuación de movimiento de la red perfecta) 

·· 2 (U U 2lJ ) O n ... o ¡19.a) M w Un + 'A n+1 -r n-1 - n " T 

M'w2lJo + ,?-(lJ! +u_, -2lJo)=0 n=O (19.b) 

La solución se expresa en términos de combinación 
lineal de ondas planas como: 

ikn -ikn 
Un= «,e +f•e 

-ikn ¡kn 
Un= t'f1 e + ft..e 

n~o 

n~o 

(20.al 

(20.b) 

La solución debe ser continua en n=o, luego de -­
(20.al y C20.bl se tiene: 

(21) 
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sustituyendo la solución u0, u_1, u1, respec• 
tlvamente en (19.~l. .k ·k .k 
• J. 2 ( -1k 1 1 -1 ) 2, ¡¡-O 
JV1W(o1,-tp,)+"( ~2e +p2e J+(ll'1e -tp,e - 1<\'1+r1 - <2Z> 

Asl tenemos dos ecuaciones (21l y C22l con cu~ 
tro 1ncogn1 tas i:!1, lil2 , ¡;., pa, por 1 o que podemos e~ 
presar dos de ellas en términos de las otras dos. -
En particular 131 y p2 en términos de 1!11 Y lil2 en la -­
forma matricial. 

(;:t(~ ~(;:)"s(::) (23) 

-ik ik 
Por ser p,e 1132 e las ondas que se dispersan -

se conoce a la matriz s como matriz de dispersión. 
Hallemos los coeficientes de la matriz s. 
De la ecuación de continuidad {21l se tlene,-­

/31""'-i.i+lti+P:i sustituyendo en {22l Y despeJando 132 

se obtiene: p:i = 521 o<, +5 2 2. -<:z. 

s _-Mvl-2:i.cook+2!­
n- M'w1+2;\(eik_1 l 

Ahora sust1tuyendop/-<\r\1\1+p1 en (22) y despe-­
Jando p1 se obtiene: 

fJ1=S11t1,+S12°''-

Donde: 

5 _ 2/-isenk 
11

- M'w2+2).(eii: 1) 
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Hay una teorla general (17) que dice que un modo locall 
zado exlstlra para aquella energla para la cual la amplitud 
de dispersión se hace Infinita si se extrapola algebralcamen 
te a las reglones fuera de la banda permitida. 

La razón flslca de esto es la siguiente: 

Un modo localizado es una situación en la cual haY sol~ 
mente ondas atadas a un punto y no hay ninguna onda que haya 
llegado JU"a generarla, y simplemente existe al 1 { por sí 11§. 
ma. 

La proporción relatt va entre la onda llamada "dispersa­
da" o creada y la onda que ha sido "enviada" allí es lnflnl-­
ta. 

APiicando esta Idea se tiene que la ecuación: 

(23) 

De acuerdo con nuestro razonamiento se deberla utilizar 
solamente para frecuencias en la banda permitida~' ~2 ~-j. 

Sin embargo si se extiende a reglones "no-flslcas", entonces 
debemos preguntarnos baJo que condiciones cada elemento de -
la matriz Ses Infinita. <Esto es cuando s tiene un polo), 
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Esto nos da una frecuencia por encima de la banda perml 
tlda. Y ali{ existe un modo localizado o un modo de vibra--: 
clón que se rm "escapo". 

La situación flslca descrita anteriormente se conoce CQ 

mo estado estacionarlo sin ondas Incidentes. Esta condición 
en términos de la matriz de dispersión se traduce a: 

(24) 

Esta ecuación es útil para aita-er solo modos localiza--
dos. 

Se sabe N2= 2A <T-coskl sustituyendo en (24) se ob----
tlene: ~ 

Haciendo K= 'Tf + le y Q= !L en C25l 
M 

( 25) 

llegamos a la ecuación de segundo grado en e~(e real). 
Q€9+2(~-1)e8+Q-2=0 (26) 

Resolviendo segOn la fórmula general obtenemos las solg 
clones: 

( 2 7) 

consideramos sólo e6
2 . 
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Note que O <. Q < 1 Cuando PI'<. H (l. e. Q < 1) 

la ecuación (27) se satisface para un valor real de e. 
Esta frecuencia es mayor que cualquier frecuencia en 
la banda continua. 

Ahora como e1k =-e-0 sustituyendo esto en (25) 
se tiene: 

11' <t-cosk> -e-0 -1=0 

" 
pero 1-ca:s K = 11211 por lo que se s 1 gue 

2/. 

1 - MUN2 + e -e= o 
2 í\ 

(28) 

(29) 

Asi, la ecuación de frecuencia de los iodos lQ 
callzados se escribe: 

(30) 

como 

se obtiene la siguiente gréflca. 



2. 
W vs.Q 

4-------

BANDA PERMITIDA 

Q FIG(BJ 
~--+-~~~+-~~-+-~~~---'> 

Y2 
Este resultado fue obtenido por FukudaC5>, en 

donde se localiza un modo de Vibración Por encima 
de la banda per•ltida al cual se le ~onoce como -­
modo localizado. 
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CAPITULO 3 

3. TRANSFORMACIONES LINEALES Y MATRIZ C. 

3.1. TRANSFORMACIONES LINEALES. 

Ahora presentaremos el aspecto matemático de nues-­
tro estudio para poder aplicar la técnica de la matriz C 
en problemas de redes lineales con Impurezas, recordare­
mos el álgebra de las transformaciones lineales, asl co­
mo su representación matricial. Señalaremos teoremas lfil 
portantes del álgebra lineal, que Justifican el uso de 
la matriz c, la cuál se define en la sección 3.2. 

3.1.1. ALGEBRA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES. 

Definición: Sean V,W espacios vectoriales sobre un 
campo F. una transformación lineal de V en w, es una fun 
clón T de V en W tal que: ) ( ) 

T(C~+p)=cT(c:f +T ~ 'rJa,peV ,c€F. 
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Teorema Cll 
Sean V y W espacios vectoriales sobre un campo F Y sea 
T una transformación lineal de V en W. Si T es uno a 
uno y sobre entonces la función Inversa T-l es una --­
transformación lineal de w en V. 

Demostración: 

Sean /3l ,p~ e. W y c E. F sea d.L= T-l <fil , 
dz = T-\.eaL ~i i=l,2. es el Onlco vector en V -

tal que TC o<¡ >=13•. Como Tes lineal T(C<'!1+ «2>= 
cTC i;11¡ + TC t>'z}= e !11 + /3.z luego cd1+P!z es el Onlco en V 
tal que T-1 Cc /3J. + /3.z >= c c<J. +dz = cr-l <11 > + r-l Cfz.> 
luego T-1es una transformación lineal. 

Teorema C2l 

Sean V, w y z espacios vectoriales sobre un campo F. -
Sea T una transformación lineal de V en w y U una ---­
transfor1J1ación lineal de W en z. Entonces la función -
composición definida como CU•Tl e~> = UCT< oe. » es una 
transformación lineal de V en z. 

Demostración: 

CU•TlCcor.? > = UCT<c<><. +¡a» 
= uccrc o<. > + ry.i» 

Teorema (3) 

= cU(TCoq} + UCTC,S)} 
= cCU•TH<>l) +CU Tl<f> 

• 

Sean V un espacio vectorial sobre un campo F y sean -­
U, T. Transformaciones lineales Invertibles sobre v. 
Entonces U•T es Invertible y CU•Tl-1= r-1.u-1 

Demostración: _
1 

_
1 

_1 _1 
{U·TlíT·U )=(T·U HU·Tl·I 
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Y como la función Inversa es Onlca se sigue el re­
sultado. 

3.1.2. REPRESENfACION "ATRICIAL DE TRANSFORMACIONES 
LINEALES. 

Deflnlclón: Sea V un espacio vectorial, una 
base para V es un conjunto de vectores linealmente 
Independientes en V, el cual genera V. 

Considérese ahora V un espacio vectorial -­
n-dlmenslonal sobre un campo F y sea W un espacio 
vectorial m-dlmenslonaL con 81={ .. ,,.i, .. ,"J.Bi={p .. ~··N 
bases para V y W respectivamente. SI Tes una ---­
transformación lineal de V en W entonces T esté d~ 
terminada por su aplicación sobre los vectores o1.¡ 

cada uno de los o-vectores T( ~jl se puede expre-­
sar de manera Onlca como una combinación lineal de 
los ~· los escalares Al¡, A21, .. ,Amj son las coord~ 
nadas de r< ci(j l en la base s2, luego la transformª 
ctón ~ esté determinada por 'los mn escalares AIJ. 
La 11xn matriz A ooflnlda por A< L j l = Alj es llama­
da la matriz de T relativa al par de bases B1, e2. 

La correspondencia r- A es uno a uno en­
tre el conJunto de todas las transformaciones 11-­
neales oo V en W Y el conjunto de todas las matrl-­
ces 1xn sobre el campo F. 

Teorema <4l Sean V, ~ Y z espacios vecto-­
rlales de dimensión finita sobre un campo F, sea r 
una transformación lineal de V en W y U una trans­
formación lineal de W en z. SI s1, B2, e3 son ba­
ses para tos espacios V, W Y Z respectivamente, A 
es la matriz de T relativa al par e1, e2, y B es -
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la matriz de U relativa T relativa al par B2, B3,­
entonces la matriz de la composición U 0 T relatl va 
al par a1, e3, es la matriz producto: 

H = BA 
Demostración: 
Sea rJ.EV, H t() = A(O(} 

um o< » = am O( » 
(Uº T>( O(, > = BAC «. > luego de la -

definición y unicidad de la •atriz asociada se si-­
gue que H=BA. 

Corolario. Una transformación lineal es Inver­
tible si y sólo si la •atrlz asociada lo es. 

Definición: Sea A,B •atrlces nKn sobre un campo 
F. Decimos que B es similar a A si eKlste una 1a--­
trlz invertible nxn P sobre el campo F tal que: 

8 = p-lAP 

Dada una transformación lineal T su matriz asQ 
ciada A es 6nlca excepto por similaridad. 

Decimos que una matriz A es Invertible si exls 
te una 11atrlz A-1 tal que: -

A-1 A = AA-1 = Identidad. 
Teorema (5) 

Sea A una matriz nxn. Entonces A es Invertible 
si y ~lo si det CA>:#= o.cuando A es Invertible la -
Inversa esta dada por: 

A-1 = _1 _(AdJunta <AV 
det<Al 

Donde AdJunta CA> 11 = C-1> l+J det<Jll> = J.1 
cofactor de A. 
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Note que la matriz adJunta es la matriz tran~ 
puesta de la matriz de los cofactores de A. C13l 

Teorema C6l 
El determinante del producto de dos matrices -

es Igual al producto de los determinantes de los -­
factores. C13l 

3.2. LA MATRIZ C. 

En la sección'2.3. se construyó la 1atrlz S P2 
ra resolver el problema de vibraciones en una red y 
hallar los modos localizados, a partir del sistema 
de ecuaciones obtenido de las condiciones Iniciales 
del problema. En forma matricial escribimos: 

(3V 

Al aplicar el llétodo de la matriz de dlsper--­
slón s, la dificultad principal radica en el hecho 
de expresar las p, en términos de las Ás a partir -
de las condiciones Iniciales del problema.sobre to­
do en prCDlmas donde las condiciones dan origen a -
un sistema de ecuaciones, cuya matriz de dispersión 
es de orden mayor de 2. <Recordemos que S es una -­
matriz cuadrada>. 

Siguiendo el llétodo de la matriz de dispersión 
se hallan los polos para los cuales dicha matriz d~ 
Ja de ser regular, es decir, la condición, tal que 
s es singular, la cual nos proporciona las condlCIQ 
nes para la existencia de los modos localizados. 

Las condiciones de frontera del problema ----­
sección 2.3. nos plantea un sistema de ecuaciones -
de la forma: 

35 



Cu f'-¡- C12.fé ... +C,n fn-= b11o<1+b1z.o(2. + ... +b,n o<n 

C21~1+ Cnf2+ ... +Sr,f3n = b:z,a,tb2:f{2+ ... 1-b2.nc{" 

En forma matricial escribimos: 

Cp=BO( {32) 
donde e, B son •atrlces cuadradas de orden n 

1 
c,1 c,z. _ --Gn) e = .... " : : .. -: 
Cn,Cnt- •• Cnll 

- ?"~" :. -. ~j 8- ...... 
b b~,,-.~·¡; 

ni " n 

Para resolver la ecuación matricial C32) te­
nemos que determinar c-1, asl la solución de la -
ecuación 1atrlclal esta dada por C31l en donde: 

S = C-1. B (33) 

La dificultad fundamental, que existe en la 
obtención de la matriz s, radica en hallar la In­
versa de la matriz c. 
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De las ecuaciones C31l (32) y C33l se sigue 
el siguiente diagrama. (pensando en su transformg 
clOn lineal asociada a cada matriz) triangular. 

Es decir: 
f->=C 1

f (341 

t==Bo<. (35) 

LIJego 13:::; c's ex (36) 

pero f ""SIX {3 7) 

Finalmente tenemos S = c-l B 

As! las cosas, para determinar los iodos lo­
cal izados en un problema de vibraciones en redes, 
donde sus condiciones Iniciales nos Plantean un -
sistema de ecuaciones de la forma (32> no es nec~ 
sario construir a la matriz de dispersión s y de­
terminar SUS POios, basta pedir que la 1atrlz C -
sea singular. Es decir es suficiente det 1 e 1 =O 
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C A P 1 T U L O 4 

RED LINEAL MONOATOHICA INFINITA 
CON IMPUREZA AL CENTRO Y 
CONSTANTES DE INTERACCION A 
PRIMEROS VECINOS DIFERENTES 
ATRAVES DE LA MATRIZ C. 



C A P I T U L O 4 

4. RED LINEAL KONOATOHICA INFINITA CON IKPUREZA AL 
CENTRO Y CONSTANTES DE INTERACCION A PRIKEROS VE= 
CINOS DIFERENTES, ATRAVES DE LA KATRIZ C. 

Considérese al modelo consistente en una red -
lineal monoatómlca Infinita con una Impureza al cen 
tro y constantes de Interacción a primeros vecinos 
diferentes, como se observa en la flg. (9). 

FIG(9l. 

Supondremos que el parámetro de la red es uni­
tario. K el.número de onda. Un el desplazamiento -­
del n-éslmo átomo de su posición de equilibrio y -­
?. :J: X* "A" las constantes de fuerza de res ti tuclón 

M y H' las masas de los átomos regular y de 
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Impureza respectivamente. 
Las ecuaciones de movimiento a Primeros vec! 

nos estan dadas por (Ja primera ecuación es la -­
misma que la ecuación de movimiento de la red per 
fecta. > 

La solución se expresa en términos de combi­
nación lineal de ondas planas, ondas entrantes y 
ondas que se dispersan. Véase flg, (9), 

Un='l',~kn+fikn n!:O C39.a) 

ikn -ikn 
Un= p.a.e +di.e n ~o (39.b) 

La solución debe ser continua en n=O luego -
se sigue: 

(40) 

Sustituyendo la solución Uo, U_,, U 1, respec 
tlvamente en la ecuación 38.b. se tiene, ecuaclóñ 
(41) 

'k ik Jk ~k MH1(<t1+p1l+t.'((di~ +r,e Ht,+p,ll +X~~.e -+"-a.~ l-(d1+pill:O 

De esta ecuación v (40) podrlamos escribir -

en forma/;~\~c(1!1 '.. 511\/c<'\= slot•\ (42) 
lf-l:t/ ~1 Snl t\'1.1 ti:z.j 
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y después buscar la condición para que S sea una 
matriz singular. 

Utilizando la matriz e, podemos escribir: 

e jc11 ~·2. )!P·~fb,, b,t)(o(1)= 80( (43) 
? \~, 21 ~r\b2, b22. c(2. 

SI C tiene matriz Inversa f' = C-1 Bol y ---­
S = c-l e, luego la matriz s es singular si y so­
lo si la matriz e, lo es. Por tanto la condición 
se traduce a det 1 e 1 =O 

Hallemos los coeficientes de la matriz c. 
Escribiendo la ecuación 43 expllcltamente: 

I) Cu p1 +c,2 f'- = b11 t<1 +b12t1'2 

Il} C21 p1 +C~ ~1. ::. bl1e<1 +b22d¿ 

De (40) se sigue p,-p2 = A,-'12 Juego conslde-­
rando (I I > se obtiene: 

Ahora de C41l se tiene: 
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Observe que estos coeficientes solo difieren en slg 
no Y argumento es decir: 

c11 = -~ Y c12 = -b12 donde la barra deno­
ta el CQllllleJo conjugado. 

C= 

Asl las cosas la matriz e se escribe: 
M' 2 í\Ll-coskl + í\ elk - X -7'" ~·elk 

" 

-1 

~.1. CALCULO DE LA RELACION DE DISPERSION DE• 
MODOS LOCALIZADOS. 

Para que la matriz e sea singular, det le\ =O 
es decir: 

< ?.~ + 'A
1 

> Cl -e1k> + 'A (-2M' 0-cosk~= o (t¡t¡) 

" La cual es la ecuación secular en la que tenemos -N 

que analizar la existencia o no de modos localizados. 

42 



sea K = iT + 10 Q = H' 't = /..' + 'X' 
1 - ' 

H 

sustituyendo en (44> se obtiene la ecuación de sg 
gundo grado en e9 

(- '.>.Q)e20 + e t-2 :>,. Q)ee + ( t - ). Q)=O (45) 

resolviendo seg~n la fórmula general se obtiene: 

~= t-'.AQ 
;l.Q 

ef = -1 (46) 

e? no la consideramos 

elk =-e- 9 sustituyendo este valor en <44> 

" e ( ?. +"A' Hl + e- > + '.A<-2H' (1 -cosk>)=O 
H 

pero 1 -cosk = HN2 asl 
n 

,.,_ [i.. ~ " ) " ~ ¡ " H "'' 
e e u ' para 0 > o , e > 1 , luego e = /i +A: - A. Q > 1 

A. Q 

11 .,, 'l 
como Q > o, ;>.>O, ?: + A - " Q >A. Q ast 

o ( Q < ~'+')..' (48) 
n. 
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Note 
e 

lim e = lim 
q- ?1'+:>.' a- >.'+;1.' 

v. n 

/.'.'+X-A.Q =1 
i\Q 

11m , 1 (1 +e6 l = 4.A (49) 
q-mQ" J A."+A.' 

2)\ 

Gref icondo vl vs. Q 

BANDA PERMITIDA 
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FIG(10). 



4.2. ANALISIS DE RESULTADOS 

Mostraremos que los resultados obtenidos en 
la sección 4 y 4.1. através de la matriz e, son -
los mismos que se obtienen en la sección 2.3. --­
através de la matriz de dispersión S, cuando, 

?.. "~='X' Asl también calcularemos la 11atr!z s. 
utilizando la •atriz Inversa c-1, aostrando que -
la singularidad de s equl vale a det le l =O. 

la ecuación (46) SiA=°X=°X' 

e~ = 't -.:\g 
7i,Q 

< 'I: = ?..' + X' l se reescribe 

~ = 2 -g es decir (27) 
g 

y la figura 10 se escribe: 

w2 (~A) 

Bando Permitioo Q 
1 

ó equivalentemente: 

w2 ( !t) 
~ 1 ¿¡ i----=---

Banda PermítidO Q 
1 esto es FIGfü)_ 
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Calculemos c-1 y S. 

(h" h,a.) sea c-l = h se debe satisfacer 
h,. 12 

c .. h,2-tC1:1.h2:1.)=(1 
h,:i.-h,. o ~) 

Ahora h12 = 1 +hu, Juego c 11 h,t c12 h.:z:z. =O se 
traduce a¡ c 14 Cl+h22 l + c 12• h22 =O Implica --­

h21 = =-fuL__ asl 
C 11 + C12 

las cosas, h 12 = 1 - =-c J."-''-- = c ,.. la matriz 
C11 +C,2 C11 +C 12 

c es conocida, por tanto: 

__ 1_ ~C~1!1. __ 

c " + c,1 c " + c 11 
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Explicita mente 

1 'X'eik 
M' 2/.(1-c~l'-)f)i'le'~ 1l +}."(ei~') M' 2:>.( 1-CDsFH:\'íe1!.tl t7Ne'!1) 

-1 Fi ¡;¡ 
C= 

1 -!:11
2 .All-costc.)+A1 (t-d,..J + i\11 

1'I 
M.'ZA(l-cosr.)+'A'(¿~,¡..¡.;tlér:.1¡ ]1no-·,;t=}+ife1~ 1) +:\''(e;!'.: 1) 

-1 1 
5 ... CB=­

c1et1tl 

1 
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La matriz de dispersion. 

).2M1( ) 1 -i1< r '1< 
- --;;:;- l-c05K + U1-c:" J +X 11 +é ¡ -').'. 2.c.o!':i K 

··· -defiCT___ ""'"'..:::¡;de~q;;:.:-c:,--1 --

S= 

Es decir e es singular si v solo si s Jo es. 
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CONCLUSION 

ESTA TESIS NO Mlt 
SAUB DE lA BllUDlfr.A 



e o N e L u s 1 o N 

Con el modelo armónico clásico, aplicado a -
problemas de vibraciones en redes lineales monoa­
tÓmlcas Infinitas con Impureza al centro, Fukuda­
<5> resuelve el problema sin cambiar la constante 

de Interacción a primeros vecinos del átomo Impu­
reza, utilizando el método de la matriz de dlspe.c 
slón. El método de la matriz e propuesto por Saa­
vedra c14¡, es equivalente en cuanto a la obten--­
clón de modos localizados. 

El llétodo de la matriz e resuelve el proble­
ma de la red lineal monoatÓmlca Infinita con lmP.!! 
¡-eza al centro y constantes de Interacción a prlm~ 
ros vecinos diferentes, de forma sencilla e Inme­
diata Cvéase capitulo 4). Problema que resuelto -
con el uso de la matriz de dispersión lleva a cál 
culos léblrlosos Cvéase sección 4.2. J. 
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Seg~n los extractos del élgebra lineal <con­
siderados en el ca:iltulo 3J las condiciones de e-­
qulvalencla entre la singularidad de la matriz -­
S y la matriz e, demuestran la equivalencia entre 
los métodos de la qatrlz de dispersión y la ma--­
trlz C. 

El •odelo •atemático •ostrado en el presente 
trabaJo, es sencillo y de posible aplicación a -­
otros proble111as de la Flslca. 
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