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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Una preocupaci6n del hombre es explicarse su reall-
dad. Los modelos matemdticos son una herramienta impor--
tante para este préposito. Un modelo matematico represen
ta una abstracci6n de la realidad de la cual omitimos as
pectos gue no se consideran esenciales al problema obje-
to de estudio. Para esto es necesario desarrollar un len
guaje simbAlico, aue permita la comprensién y manipula—-
cién de losdiversos componentes del problema.

Una vez que se obtienen resultados o conclusiones, del -
modelo abstracto, se tratan de adecuar estos a la reali-
dad.

El presente trabajo es un modelo matematico a un proble~
ma de fisica del estado s6lido. A saber, describir el mo
vimtento de los Atomos en un cristal. -
Manejando el modelo. con la idea de que los 4tomos en un
material s6lido, tienen un movimiento vibracional cons--
tante, cuyas frecuencias y amplitudes se pueden entender
facilmente s! las caracteristicas de este modelo son:
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1) Ninguno de los atomos del s6lido se desplaza de
su postcidn de equilibrio una distancia mas alla, de don
de sea valida la ley de Hooke.

2) El movimiento de los Atomos estd limitado a una
dimensién, de tal manera que los atomos del so6lido se --
pueden tratar, como sifueran pequeiios osctladores armoni
€0S.

En una dimensién un oscilador arménico es una partl
cula de masa m, oscilando de ida y vuelta alrededor de -
un origen. En cualquier tiempo esta sujeto a una fuerza
F 1a cual tiende a moverla de regreso hacla el origen vy
es proporcional al desplazamiento x desde el ortigen se--
gun 1a ley de Hooke F = - 2x,

Un sélido en el cual todos sus atomos son fdénticos
se le conoce como cristal puro o cristal perfecto, en ca
so contrario cristal con Iimpurezas,

Existen antecedentes al presente estudio. Los efec~
tos producidos en las frecuencias de los modos normales
de vibracidn de un sistema de particulas, debido a la -~
existencla de lmpurezas o defectos en la estructura, ---
fuerdn estudiados tedricamente en 1890 por Lord Raleigh,
y el resultado obtenidgo del mismo fué, haber encontrado
que algunos modos normales de vibracidn tienen frecuen--
cia fuera de 1a banda permitida, este resultado se obser
v6 experimentalmente hasta 1958. Es decir una impureza -
en un cristal es causa del cambio en los modos normales
de vibracién del cristal puro, teniendo como resultado -
modos normates de vibracién con frecuencias por encima -
de 1a banda permitida. es decir en la banda prohiblda a
los que se le ha dado el nombre de modos localizados, de
pido a que su energia localizada en la propla impureza -
es grande y caé rapidamente en los vecinos cercanos.



Existen varios métodos para abordar problemas de mo
dos tocalizados., entre ellos estédn, la funcion de Green.
la matriz de dispersion, el método de la onda reflejada,
y la matriz de transferencia.

El método de la matriz de dispersion fue introduci-
do en 1949 por Saxon vy Huther (1) para resolver el pro--
blema de una red cristalina moncatomica unidimensional,
En 1953 Slater trata el problema de una {mpureza emplean
do las ecuaciones de diferencias. En 1954 Melvin Lax y -
Smith (2) tratan el problema de perturbaciones localiza-
das por medio de matrices. Montroll y Pots en 1955 (3) -
resuelven el problema de los defectos y sus efectos usan
do el método de la funcién de Green, £En 1957 Hort y ——--
Asahi (4) tratan las vibraclones desordenadas de una red
1ineal con el método de la matriz de transferencia, este
método también es usado en 1962 por Fukuda (5), Junto --
con el método de la matriz de dispersion, para resolver
el problema, de una red monocatémica infinita con una im-
pureza al centro en este trabajo demuestra que ambos md-
todos son equivalentes. £n 1964 Hort v Asahi (8) ysan la
matriz de dispersién para resolver el problema de modos
de superficie cuyos efectos también son estudiados por -
Wallis (7) en el mismo afo. Andrade y Saavedra en 1975 -
(8) usando 1a matriz de dispersion analizan el efecto de
una tmpureza sobre las frecuenclas de vibracion de una -
red 1fneal. a diferencia de Fukuda, quien trata el mismo
prablema, pero Gnicamente cambia la masa del atomo impu-
reza aqui se modifican también las constantes de inte---
raccion de este tomo con sus vecinos mas cercanos.

El presente trabajo, utiliza un nuevo método para -
el tratamiento de los modos localfzades y de superficie
1lamado Ya técnica de la matriz €, método propuesto por
Saavedra, en 1992,(14)

Analizaremos una red lineal monoatmica infinita -~
con impureza al centro y constantes de interaccion a pri
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meros vecinos diferentes através de la matriz C. Compara
remos 1os resultados con los ya obtenidos.

tn el capitulo 2, presentamos el modelo matematico
del oscilador arménico, ast como las noclones de la fisi
ca necesarias. Resolvemos el problema de una red monoatd
mica Infinita perfecta, asf como con una tmpureza al cep
tro sin cambiar  1a constante de interaccién a primeros
vecinos, utiltzando la matriz de dispersian,

En el capitulo 3, definimos 1a matriz C, demostran-
do su equivalencia con el método de la matriz de disper-
sidn . Através de la equivalencia entre sus singularida
des, para 1o cual recordamos noclones basicas, asi como
teoremas importantes del algebra lineal, que Justifican
el aspecto matemadtico de 1a matriz C.

En el capituio 4 resolvemos el problema de una red
lfneal mopoatémica infinita con impureza al centro y ---
constantes de interaccién a primeros vecinos diferentes
através de 1a matriz C, Calculamos 1a relacion de disper
sion y analizamos resultados.

Concluimos mostrando las ventalas de la técnica de
1a matriz C, indicando que puede ser Gtil en problemas -
de superficie u otros de la fisica.
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CAPITULO 2

2 MODELO MATEMATICO Y APLICACIONES.

€1 presente capftulo 1o dedicaremos Inicial
mente al estudio de! modelo clasico del oscilador -
armbnico simple debido a que dicho sistema represen
ta muy adecuadamente el movimiento oscilatorio que
presentan las moléculas y atomos de un s6lido que -
vibran arménicamente respecto de sus posiciones de
equilibrio. Posteriormente consideraremos las vibra
clones de una red Ifneal monoatémica infinfta, pen-
sando al atomo como un todo analizaremos el despla-
zamiento de su posicién de equilibrio segGn el mode
lo arménico. Y finalmente através de la matriz de -
dispersién calcularemos la relacién de dispersion -
de modos locallzados en una red lineal monoatémica
infinita con impureza al centro y constantes de in-
teraccion a primeros veclnos lgual.

2.1, OSCILADOR ARMONICO.

Es posible predecir el movimiento de un cuerpo
si se conocen las fuerzas externas que actuan sobre
¢l se presenta un tipo especial de movimiento cuando
ta fuerza sobre un cuerpo es proporcional al despla
zamiento del mismo, desde la posicién de equilibrio.



S1 esta fuerza siempre actua hacla la posicion de -
equilibrio del cuerpo se producird un movimiento ha
cla uno y otro lados de esta posici6n, a un movi---
miento de este tipo se 1lama perfodico u oscilato--

rio,
Se dice que una particula en movimiento a io -

largo del eje x, tiene un movimiento arménico sim--
ple, cuando su desplazamiento respecto al equili---
brio x, varia con el tiempo segdn la relacién.

y(=Ae e (1)

En donde A, w y § son constantes del movimien-
to. Para dar significado fi{sico a estas constantes
conviene trazar la grafica de x(t), (Parte real)

T

+ — —_——

A | T

nEvEvE

Observe que A conocida como amplitud de movi--
miento es el desplazamiento maximo de 1a particula.
El tiempo que tarda la particula en recorrer un ci-
clo completo de su movimiento se Ytamaperiodo T. €S
decir, el valor de x en el Instante t es igual al
valor de x en el instante t + T,

FIG.(1)

El reciproco del periodo se llama frecuencia -
del movimiento, f la frecuencia representa el ntme-
ro de oscilaciones que realiza la particula por unj
dad de tlempo.

f= @)

1
T



Las unidades de f son cliclos/seaundo

La constante yw se llama frecuencia angular, se
define como:

w2l o (3)

Las unidades w son radianes/segundo

EL angulo & es la constante de base (o &ngulo -
de fase) y Junto con la amplitud A queda determinado de
manera Gnica por el desplazamiento y la velocidad inf---
clal de la partfcula. La constante & da a conocer cual
fue el desplazamiento en el instante t=0. La cantidad wi+3
se conoce como fase del movimiento, es (til al comparar
los movimientos de dos sistemas de particulas obsérvese
que la funci6n x(t) es perlddica y se repite cuando Wi
aumenta en 27 radianes.

Se obtiene la velocidad de una particula que efec
tda un movimiénto arménico simple si se deriva (1) res
pecto al tiempo.

i(wt+8)

V(t)=dx - Awie (4)
at
La aceleracién de la part[cula esta' dada por:

¥ ei(wf +1) (5)

Como las funclones seno y coseno oscilan entre +1
los valores extremos de V() son iguales a AW vy -
los valores extremos de la aceleracién son +AW?

La sigulente figura representa al desplazamiento
contra el tiempo, para un valor arbitrario de la constan
te de fase, La proyecci6n de un punto que se mueve con -



movimiento circular uniforme sobre una circunferencia de
radio A.

i x®) s t

a) V(ﬂ{l { N—méx t vit) vs. t -
|

FIG(2).

Observe que la veloclidad esta fuera de fase 90° res
pecto al desplazamiento y la aceleraclon estd 180° fuera
de fase respecto al mismo desplazamlento, Es decir cuan-
do x es maximo o minimo, la velocidad es cero. Del mismo
modo cuando X es cero la répidez es maxima. Y cuando X -
es maximo a es minima y viceversa.

o 3

FIG(3),

Aparato experimental para demostrar el movimiento -
arménico simple. La plumilla sujeta a una masa oscilante
traza una onda senoidal sobre el papel que esta en movi-
miento.
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Consideremos el sistema flsico que consta de una -
masa sujeta al extreme de un resorte, en donde la masa -
puede moverse sobre una superficie horizontal y sin ----
friccion, oscilara hacia uno y otro lado si se le pertur
ba respecto a la posicion de equlilibrio x=0 en donde el
resorte esta stn deformacion alguna adquiriendo la masa
un aovimiento arménico simple.

Note que cuando la masa se desplaza una pequefia dis
tancia x respecto al eauilibrio, el resorte ejerce una -
fuerza m dada por la ley de Hooke.

F=-2x {6)

En donde A es la constante de fuerza del resorte,
A tal fuerza se le conoce como fuerza 1{neal de restitu-
ci6n, ya que es lincalmente proporcional al desplazamien
to y siempre estd dirtgida a la posicion de equilibrio,
opuesta a este desplazamiento. Es decir cuando 1a masa -
desplaza hacia la derecha, x es positiva y 1a fuerza de
restituclén estd dirigida hacla la fzauierda. S 1a masa
se desplaza hacla la izqulerda de x=0, entonces X es ne-
gativa v F estéa dirlgida hacia 1a derecha. Aplicando la
segunda ley de Newton al movimiento de m con direccion X

se obtiene: F=~7\x=h1a (7)

luego - =X
g==2K )

Es decir, 1aaceleracién es proporcional al despla-
zamiento de la masa respecto a la posicion de equill--~-
brio y esta dirigida en la direccion opuesta. Si Ia masa
se desplaza una distancla maxima x=A, en algin {instante

11



tnicial y se libera a partir del reposo su aceleracion -
{niclal sera ‘%ﬁ? (es decir tiene un valor negativo maxi
mo). Al pasar por la posicion de equilibrio x=0 su acele
racion es cero en ese instante su velocidad es méxima;
después se movera hacla la izquierda del equilibrio y fi
nalmente llegara a x=-A, en cuyo instante su aceleraci6n
es 22 (positiva méxima) vy una vez mas su velocidad es
cero. Por tanto se ve que la masa oscilard entre 1os pun
tos +A. En un ciclo completo de su movimtento la masa re
corre una distancia de 4A. Dado gue la aceleracion es la
segunda derivada del desplazamiento respecto al tiempo,
si denotamos .%% como \42 la ecuacién (8) se reescribe

2 2
dx_-wx (9)
dt?
La solucidén a esta ecuacion diferencial esta dada
por (1),
De la definicién de frecuencia angular se tiene -

=27 y 1a frecuencia es el reciproco del perfodo, lue-
go estas se pueden expresar como:

T=&r.2m/m  (10)

f=—1— ‘:1
T oA m

Perfodo vy frecuencia del sistema masa-resorte.

Es decir el perfodo y la frecuencia dependen Gni-
camente de la constante de fuerza del resorte y de la ma
sa. Como era de esperarse la frecuencia as mavor si el -
resorte es mas rigido y disminuye al aumentar la masa.

Masa sujeta a un resorte sobre una superficie sin
fricclén, exhibe movimiento arménico simple,

12



a)
— X
b) }—'\/\MNV\;—@5 l)-'(:(())

c) JVNL<:;2-
X —>
FIG(4)

a) Cuando la masa se desplaza hacia la derecha --
del punto de equilibrio, el desplazamiento es positivo y
la aceleracion negativa.

b) En la posicién de equilibrio x=0, la acelera--
ci6n es cero pero la rapidez es maxima.

¢) Cuando el desplazamiento es negativo, la acele
racién es positiva,

2.1.1, OSCILADORES ACOPLADOS.

Consideremos ahora el caso de dos masas M iguales
unidas por tres resortes con extremos fijos, esta situa---
cién se conoce como osciladores acoplados.

En la siguiente figura se tienen dos masas jguales
M vy tres resortes con extremos fiJos, supondremos que las
constantes de restitucién A de los resortes son lguales,

13



Ul‘ Uz, denotaran los desplazamientos de las masas a par--
tir de su posicion de equilibrio. (Medidos como positivos
cuando estan a l1a derecha.)

Posiciones de equilibrio

FIGI4.1)

El resorte de la fzquierda eerce una fuerza-NJj
sobre la primer masa, y similarmente el resorte de la dere
cha ejerce una fuerza - 7kU2 sobre 1a segunda masa. El re-
sorte central ha sufrido una elongacién u2 -u, y por tanto
las fuerzas que elerce sobre cada particula cuando trata -
de recobrar su longitud original son ?‘\(U2 -ul) sobre la -
primera masay - 7\(U2 -U1) sobre la segunda masa.

Entonces 1a ecuacion de movimiento de cada partf-

cula es:
M$'=-1U1+7\(U{U.) (11
Mg;‘_jz= AU, - A(USU) (1.2)

£l movimiento general de dos osciladores acopla--
dos descrito en las anteriores ecuaciones puede considerar
se como 1a superposicion de dos modes normales de vibra---
clén.

14



En uno de los modos normales, 1os dos osciladores
se mueven en fase, con amplitudes iguales, esto es:

- Asen(vit+§)
Uy =Asentw (113)

U2 = Asen (wi+8)

w.=,f§‘

Es decir la frecuencia de los osciladores acopla-
dos es la misma frecuencia de oscilacién gue cada masa ten
dria si no hubfera acoplamiento,

Esto es facilmente comprensible porgue, como 10s
osciladores tienen fgual amplitud y estan en fase el resor
te central no sufre ningtn estiramiento y por tanto no ---
ejerce ninguna fuerza sobre las masas. las cuales se mue--
ven como si no estuvieran acopladas.

En el segundo modo normal, los dos oscliladores se
mueven en oposiclén con amplitudes Iguales, esto es:

U'=Asen(W2f+6‘)
{114)

U,= -Asen(Wsz +)

gntonces la frecuencia es mayor que la frecuencia
sin acoplamiento. £sto debido a que ahora el resorte cen--
tral se estira y se comprime, esto equivale a aumentar la

15



constante de restitucién de cada oscilador.

l.os modos normales, corresponden 3 una situacion
en 1a cual 1as dos masas se mueven con diferencia de fase
constante, 1a cual es cero en el primero y Wen el segundo.
Las dos masas pasan simulténeamente a través de su posi-—-

cién de equilibrio v alcanzan sus desplazamientos Maximos
simultaneamente,

La siguiente figura muestra los dos modos norma--
les de oscilacion.

F16(42)

La solucion general de las ecuaciones de movimien
to son una combinacion lineal de los modos normales de os-
cilaclon, esto es:

U, =Asenivt+f) +Asen{wt+s)
(115)

UZ-_—.Asen(WfHS) —Asen(w,t+d)

16



" Consideremos ahora el caso de N-masas fguales W,
unidas por resortes con extremos fijos y constantes de
tnteraccitn )\ iguales como lo indica la siguiente figu
ra. (Se recomienda ver video (15) donde se analiza expe
rimentalmente el caso N=5),

FiG4.3)

En este caso se tienen N-modos normales de vibra--—-
cibn, los cuales estan dados en términos de la frecuencia
angular por la férmula:

Wr{%-k sen (14 (:1) (116)
(r=123,...N),

Para una deduccidén de la anterior férmula véase (18),
En el caso de una red finita con extremos fijos de N-1 --
masas iguales y una masa diferente, con constantes de in-
teraccion A tguales como lo fndica la siguiente figura.

M#M
90
FiGl44)

17



“Deben esperarse N-modos normales de vibraci6n ,
SI @=M'y 0<4@<1, De estos N-modos normales de - -
M
vibraci6n N-1 estan dados vor las raices de la si---
guiente ecuaci6n, en el intervalo 0<g < T (véase (16))

- = 2(Q-1)43n 8 -
cotpg +cot(N-p+1)g=2(Q 1)+an§ (1.7)

Donde p indica el lugar de la masa diferente o de
la "impureza” y 14 p& N,

La slgufente figura representa geométricamente la
soluclon de la ecuacién (11.7) Para N=8 y p=4,

4

FlGl45)
18



Observe en la fig., (4,5) el lado derecho de la ecuacion
(11.7) es creclente si @ > 1 y decreclente s1 0€ 0K 1, y -
ambos tlenen asintota vertical é=T ,

Cuando @ > 1 las graficas se cruzan en cada una de las
ocho regiones en las cuales es dividido el intervalo o<g{IT
por asintotas verticales.

Cuando 0 £ Q¢ 1, en la dltima subdivisién del Lnterva-
1o 0 < 44T 1as graficas no se cruzan, y entonces ocurre que
“falta” un modo de vibracion. Este se conoce como modo loca-~
lizado v "ocurre” con una frecuencia arbitrariamente grande
o infinita. Pero las frecuencias para é reales estan acota--
das por 2 (véase fig. (6)). Se prueba (16) que un modo

M
localizado fuera de la banda[ﬂ, J—ﬁ]se satisface para un
L]

¢ cumplejo. SI ﬂ=1T-+i? la raiz de la ecuaclon:

(rg real)

senh§senh(N+1)7= 2(1—Q)cosh12?- (112)
Xsenh (N—P+1)?senhp7

Determina el modo locallzado. :
Para n3> 1 los dos miembros de la ecuacién (11.8) estan
dados por:

) (/A explIN+3/2)0) (izq),
a exp ¢ lizg (119)

b) (1/4)1- Q)exp((N+3/2)r() (der).
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La siguiente figura ilustra geométricamente los dos ---
miembros de 1a ecuaci6n (11.8) cuando 0 < Q<4 1,

(b)

(a)
7

£1G146)

Observe que la ecuacién (11.8) tiene una Gnica solucion
ya que graficamente solo hay un cruce, segln flg. (4.6). Ast
l1as cosas la solucion del modo localizado junto con los N-1
modos normales de vibracién dados por la ecuacién (11.7), re
suelven el problema de modos de vibracion para una red fini-
ta con una impureza, constantes de interaccién A iguales, y
extremos fijos.

El estudio de las redes l{neales finitas no es propta--
mente 1a preocupacién del presente trabajo. (Para ello véase
(16)). Sin embargo su presentacién permite partir de un mode
lo macroscopico y utilizar éste en el andlisis de una red 1f
neal moncatémica infinita con impureza al centro y constan--
tes de Interaccion a primeros vecinos diferentes através de
un modelo matematico. Lo cual proporciona una aproximacion a
1a explicaci6n microscépica de la materia,

20



En la siguiente secci6n, estudiaremos una cadena
1fneal monoatémica infinita v deduciremos su ecuacién que
proporciona los infinitos modos normales de vibracion,-----
como era de esperarse la ecuacion de N-modos normales es -
un caso particular de ésta.

2.2, VIBRACTONES EN UNA RED MONOATOMICA INFINITA.

Los atomos de un s6lido vibran constantemente al-
rededor de sus posiciones de equilibrio. (12) considerare-
mos una red 1fneal monoatémica infinita y calcularemos sus
modos normales de vibracién con una tegria arménica.

Sea una fila de 4tomos idénticos con interespacia
do h. Sin pérdida de generatidad podemos considerar h=1,

Supondremos que 1os atomos se desplazan de sus po
siciones de equilibrio como un todo, es decir arrastrando
en su movimiento a los electrones.

La sigulente figura representa una red lineal per
fecta monoatémica infinita, con constante de interaccion A
a primeros vecinos igual.

-2 -1
’ ikn
ikn Be"I
Ae FIG'(S)



Si Un es el desplazamiento del n-ésimo atomo res-
pecto de su posicién de equilibrio, la ecuaci6n de movi---
miento considerando a sus primeros vecinos se escribe.

M(Cji_zt'{ =alUn-U,.,) - AlUpy~Un) (12)

0 blen:
ng[gn = =A(Upy FUn-y™ 2Uy) (13)

La solucién la expresaremos en términos de combi-
nacién lineal de ondas planas, ondas incidentes vy ondas --
que se dispersan.

U.,:Ae”‘”+ ek (14)

(k=2T/Jongitud de onda.)

K representa el numero de onda.

Sustituyendo (14) en (13) se obtiene:

(A B ) Mw?+22cosk-22)=0  (15)
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Mw?+2 alcosk-1)=0

(16)

W= ZW}\'H -cosk) (17)
W= ZMA‘SE”?kT (18)
-_@ __W(k) FPrimera zona

! ' de Brillouin.
|

—L |k
-11' -n-

FIG).

Hemos encontrado que las soluciones de las ecua--

clones de movimlento para los atomos de una cadena [[---
neal en aproximacion arménica vienen dadas por la ecua--
clén (14) estas soluciones dependen de W, que se expresa
en funcion de K. o en la aproximacién de interaccidén en-
tre vecinos mas proximos medlante la ecuaclién (18), La -
ecuacién (17) se conoce como relacion de dispersién y se
fala los modos normales de vibracion.

2.3. MATRIZ DE DISPERSION EN CADENAS LINEALES.
La siguiente figura representa una red lfneal monoa

tomica Infinita, con impureza al centro y constante de -
interaccion a primeros vecinos igual.(5)
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M , M . M'.;\ M .\ M
90000
-2 -1 CI) 1 2
Lt sl @
‘S.éikn i erikn

]

Supondremos el paradmetro de 1a red unitario, ysea
Un 21 desplazamiento del n-ésimo &tomo de su posicién
de equilibrio A 1a constante de fuerza, M y M’ son las
masas de 1os 4tomos reqular v de impureza respectivamen—
te. Asf, las ecuaciones de movimiento a primeros vecinos
estan dadas por (la primera ecuaci6n es la misma que la
ecuacion de movimiento de la red perfecta)

MwiUn + A (Ungt +Un-1-2Un )=0
MWUo + AUy +U_, -2U,):0  meo (9D

140 (195)

La solucién se expresa en términos de combinacion
11neal de ondas planas como:

Unp = qleikn + F,,éikn n<o (20 38}
‘. k
Up = nzelkn 4 ,ﬂ;e‘ " o (20b)

La solucién debe ser continua en n=0, luego de --
(20.a) y (20.b) se tiene:
(21)

dy +F| = ""’-"'Fl
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Sustituyendo la solucion Uy, U_I, U1, respec-
tivamente en (19.b),
ik ik 1K -0
MW (’(I+Fl +7\((°’ze +er )'!’ D(,e +F,e )-2("“1’}’1 )) @

Asi tenemos dos ecuaciones (21) y (22) con cua
tro incognitas 4, dz , A1, Bz, POr 10 que podemos ex
presar dos de ellas en términos de las otras dos, -
En particular g,y £, en términos de dyy 4,en la -
forma matricial.

HE bt e

-ik i
Por ser a€ ,5,€ las ondas que se dispersan -
se conoce a la matriz S como matriz de dispersion.

Hallemos los coeficientes de la matriz S.

De la ecuacién de continuidad (21) se tiene,--
Pr=—ditaztga sustituyendo en (22) y despelando g,
se obtiene: Pz =S,y +S,, 42

5, Zalsenk 5, “Mi-2)c0sk 22
M2 aek 1) M+ 2% 1)

Ahora sustltuyendop—-ﬂﬁﬁp en (22) y despe--
Jando B, se obtlene:
P1= =S4t S, by

Donde:

isenk
_-Miy-22 coski S, _2Aisen
~ Mwz+2a(elk_1) " My 24 )

25



Hay una teorfa general (17) que dice que un modo locali
zado exlistira para aquella energia para la cual la amplitud
de dispersion se hace infinita si se extrapola algebraicamen
te a las regiones fuera de 1a banda permitida.

La razén fisica de esto es la siguiente:

Un modo localizado es una situaci6n en la cual hay sola
mente ondas atadas a un punto y no hay ninguna onda que haya
11egado para generarla, v simplemente existe allf por si mig
ma.

La proporci6n relativa entre la onda llamada ”dispersa-
da” o creada vy 1a onda que ha sido "enviada” all{ es infini-
ta.

Aplicando esta idea se tiene que 1a ecuacion:

fﬁ Sy Se\/%

s s.)a (23)
Fz 21 22 2

De acierdo con nuestro razonamiento se deberfa utilizar
solamente para frecuencias en la banda permitida E? |2 p) ]
)
M

Sin embargo si se extiende a reglones "no-fisicas”, entonces
debemos preguntarnos bajo que condiciones cada elemento de -
la matriz § es Infinita, (Esto es cuando S tiene un polo).
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Esto nos da una frecuencia por encima de la banda permj
tida. Y allf existe un modo localizado o un modo de vibra---
ci6én que se ros "escapo”.

La situacion fisica descrita anteriormente se conoce co

mo estado estacionario sin ondas incidentes. Esta condicién
en términos de la matriz de dispersién se traduce a:

ik
MW +2(e' '=1)=0 (24)
Esta ecuacion es atil para cbtener solo modos localiza--
dos.

Se sabe W= 2 (1-cosk) sustituyendo en (24) se ob--—-
tiene:

M (1-cosk) + R 1=0 (25)
M
Haclendo K= T+ ie y 0= N’ en (25)
M
1legamos a la ecuaci6n de segundo grado en elg real).
Qé°+2(Q-Ne’+Q-2=0 (26)

Resolviendo segGn la férmula general obtenemos las soly
clones:

e?-—1 e°2=2(;0 (27)

consideramos s6lo €%, .
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Note que 0 < @< 1 Cuando M'< M (1.e.6< 1)
1a ecuaci6n (27) se satisface para un valor real de 8,
Esta frecuencia es mayor que cualquier frecuencia en
1a banda continua.

Ahora como elK =—¢™8 sustftuyendo esto en {25)
se tiene:
W (-cosk) -e79 -1=0 (28)
M
pero 1-cosK= W2H por 1o que se sigue
2A
1 - MoK2 + 8- 0 (29)

22

Asl, la ecuacién de frecuencia de los modos 10
callzados se escribe:

-8
#) -%a
uz(x) fared (30)

como

2 +-e= 2 -'}-Q =
dig § et g ite o)

se obtiene 1a siguiente grafica.
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BANDA PERMITIDA

2 rice

V2 1

Este resultado fue obtenido por Fukuda(s), en
donde se localiza un modo de vibracién por encima
de 1a banda permitida al cual se le conoce como --
modo localizado.
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CAPITULO 3

3. TRANSFORMACIONES LINEALES Y MAIRIZ C,

3.1. TRANSFORMACIONES LINEALES.

Ahora presentaremos el aspecto matematico de nues--
tro estudio para poder aplicar la técnica de la matriz €
en problemas de redes lineales con Impurezas, recordare-
mos el algebra de las transformaclones 1Ineales, asl co-
mo sy representacion matricial. Sefialaremos teoremas 1im
portantes del 4lgebra lfneal, que justifican el uso de
la matriz C, la cual se define en la seccién 3.2,

3.1.1. ALGEBRA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES.

Definiclén: Sean V,W espaclos vectorfales sobre un
campo F. Una transformacion lineal de V en ¥, es una fun
ci6n T de V en W tal que:

T(Cd+p) ~cTld) +T(P') Va('?e\/ ,CGF.
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Teorema (1)

Sean V y W espacios vectoriales sobre un campo F y sea
T una transformacion lineal de Ven W, St T esunoa
uno y sobre entonces la funcion inversa T‘1 es una ---
transformacion lineal de Wen V.

Demostracion:

Sean /31,}516 WyceF sea &i=T (F*)

dy= T (,52), d4; i=1,2. es el Gnico vector en V -
tal que TC «; }=pi. Como T es 1ineal T(CAi+4z)=
cT(dy) + T(dz) C,B|+,Bz luego c Ayt oty &s el amco en vV
tal aue T7V(c By + By )= coly+dlz = cT” Yo + 17
luego T~ les una transformacion lineal.

Teorema (2)

Sean V, W y 7 espacios vectoriales sobre un campo F. -
Sea T una transformaci6n lfneal de V en Wy U una ----
transformacion 1{neal de W en Z., Entonces la funcién -
composicion definida como (UT)(%) = U(T(x)) es una
transformacion lineal de V en 1.

Demostracion:

UeT){ca+p) = UT(cx+p))

U(CT(X ) + T¢a))
cU(TCe)) + UT(2))
cUsT (=) + (U THp)

[}

Teorema (3)

Sean V un espacio vectorial sobre un campo F y sean —-
U, T. Transformaciones lineales invertibles sobre V,
Entonces UeT es Invertible y (U-n) 1= 7Ly~

Demostracion:

(UTHTU =P U UT)-T
32



Y como la funcion Inversa es (nica se sigue el re-
sultado.

3.1.2. REPRESENTACION MATRICIAL DE TRANSFORMACIONES
LINEALES.

Definicién: Sea V un espacio vectorial, una
base para V es un conjunto de vectores linealmente
independientes en V, el cual genera V.

Considérese ahora V un espacio vectorial --
n-dimensional sobre un campo F y sea W un espacio
vectorial m-dimensional, con Bla .4 .48 {p.p..p]
bases para V vy W respectivamente. SI T es una —-—-
transformacién 1fneal de V en W entonces T esté de
terminada por su aplicaci6n sobre los vectores #;
cada uno de los n-vectores T( «;) se puede expre--
sar de manera Gnica como una combinacién lineal de
los P los escalares A1), A2),..Amj son las coorde
nadas de T(d;) en la base By, luego la transforma
cion T esta determinada por 1os mn escalares Aij.
La mxn matriz A definlda por A(i,j} = Al) es llama-
da la matriz de T relativa al par de bases By, By,

La correspondencia T—> A es uno a uno en-
tre el conjunto de todas las transformaciones 1I--
nealesde Ven W y e! conjunto de todas las matri--
ces axn sobre el campo F.

Teorema (4) Sean V, Wy Z espaclos vecto--
riales de dimensién finita sobre un campo F, sea T
una transformacion lineal de V en W y U una trans-
formacion 1ineal de W en Z. Si B], Bz, 83 son ba-
ses para i0s espacios V, W y 7 respectivamente, A
es la matriz de T relativa al par B]‘ Bz, yB8es-
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la matriz de U retativa T relativa al par 82, B3,-
entonces la matriz de la composicién BeT relativa
al par B‘, B3. es la matriz producto:

# = BA
Demostracion:

Sea deV, T( o) = Al )

BTCot ) = B(T(x ))

(UoT)( =x ) = BA(x ) luego de la -
definicion y unicldad de la matriz asociada se si--
gue gue H=BA.

Corolario. Una transformacion lineal es inver-
tible si y s6lo si 1a matriz asociada lo es.

Definicién: Seq A.B matrices nxn sobre un campo
F. Decimos que B es similar a A si existe una ma-—-
triz invertible nxn P sobre el campo F tal que:

8=plap

Dada una transformaci6n iineal T su matriz asp
ciada A es Gnica excepto por similaridad,

Declmos que una matriz A es lavertible si exis
te una matriz A™! tal que:

At a = a7t = 1dentidad.
Teorema (5)

Sea A una matriz nxn, Entonces A es invertible
st y 8810 Si det (A)4 O.Cuando A es invertible la -
inversa esta dada por:

' - 1 (raiunta )
det(m

bonde Adjunta (A); = (=13 1*) det(sjn) = 1.1
cofactor de A,
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Note que la matriz adjunta es la matriz trans
puesta de la matriz de los cofactores de A, (13)

Teorema (6)

El determinante del producto de dos matrices -
es fgual al producto de los determinantes de los -~
factores. (13)

3.2. LA MATRIZ C,

En la seccion 2.3, se construyo la matriz S pa
ra resolver el problema de vibraclones en una red y
hallar los modos localizados, a partir del sistema
de ecuaciones obtenido de las condicicnes Iniciales
del problema. En forma matricial escribimos:

p=Sa (31)

Al aplicar el método de la matriz de disper---
sion S, la diftcultad principal radica en el hecho
de expresar las B en términos de las ds a partir -
de las condfciones iniclales del problema,sobre to-
do en problems donde las condiciones dan origen a -
un sistema de ecuaciones, cuya matriz de dispersion
es de orden mayor de 2. (Recordemos que S es una --
matriz cuadrada).

Sigulendo el método de la matriz de dispersion
se hallan los polos para los cuales dicha matriz de
Ja de ser regular, es decir, la condicion, tal que
S es singular, 1a cual nos proporciona las condicig
nes para la existencia de los modos locallzados.

Las condiciones de frontera del problema --~--
seccion 2.3, nos plantea un sistema de ecuaciones -
de 1a forma:
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Cy F\ + C,,_Fz-)- ...%Cip Fn = b”o(,+b,z°(z+. . --’_blndn

C2| P"" 022F2+ -..+CmPn = bz‘d|+b229{z+ . .’-bzn O‘n

= <. #Dbpn @
Cm F‘ ¥ Can"““ - Onv\Pﬂ = bn|d|+ bnqh;ﬂl‘}. bnn

En forma matricial escriblimos:

Cp=B« (32)
donde C, B son matrices cuadradas de orden n
Cu C!L_-_-:qn
CmCM. Cnﬂ
b" bvz b
B=|:
bmbh’- bn

Para resolver la ecuacién matricial (32) te-
nemos que determinar C'1, asi la solucién de la -
ecuacion matriclal esta dada por (31) en donde:

s=cls (33)
La dificultad fundamental, que existe en 1la

obtencién de la matriz S, radica en hallar la In-
versa de la matriz C.
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De las ecuaciones (31) (32) y (33) se siaue
el siguiente dlagrama, (pensande en su transforma
cion lineal asociada a cada matriz) trlangular.

M-——»P

5 c
£
Es dec":szc‘f (34).
¥ =Ba (35)
lego g =CBA (36)
pero P =S« (37)

Finalmente tenemos S = C' B

Asf las cosas, para determinar los modos 10-
calizados en un problema de vibraciones en redes,
donde sus condiclones fn{ciales nos plantean un -
sistema de ecuaclones de la forma (32) no es nece
sario construir a la matriz de dispersidn S y de-
terminar sus polos, basta pedir que la matriz C -
sea singular. E£s decir es suficlente det | € 1=0
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CAPITULD 4

RED LINEAL MONOATOMICA INFINITA
CON IMPUREZA AL  CENTRO Y
CONSTANTES DE  INTERACCION A
PRIMEROS  VECINOS  DIFERENTES
ATRAVES DE LA MATRIZ C.



CAPITULO 4

4. RED LINEAL MONOATOMICA INFINITA CON IMPUREZA AL
CENTRO Y CONSTANTES DE INTERACCION A PRIMEROS VE=
CINOS DIFERENTES, ATRAVES DE LA MATRIZ C.

Consldérese al modelo consistente en una red -
1ineal monoatémica Infinita con una impureza al cen
tro y constantes de interaccién a primeros vecinos
diferentes, como se observa en la fig. (9).

—gg—%m 029-

e —s | e dz'

|
P Pe,m FIG(9),
Supondremos que el paréametro de la red es uni-
tario. K el_ndamero de onda. Un el desplazamiento --
del n-ésimo &tomo de su posicidén de equilibrioy --
A#NF 2 las constantes de fuerza de restitucion
M v M las masas de los atomos regular y de
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Impureza respectivamente.

Las ecuaciones de movimiento a primeros vecl
nos estan dadas por (la primera ecuacién es la —-
misma que la ecuacién de movimiento de la red per
fecta,)

Mw'Un+ AMUpas Ty =2Up)=0  ngo (3B4)

MU + XU~Uo) + X (U, ~Up) =0 n-0(30h)

La soluclén se expresa en términos de combi-
nacién 1ineal de ondas planas, ondas entrantes vy
ondas que se dispersan. Véase fig. (9).

Un=o(,eikn+{s.éik” n<o (39.a)

un=P&e"k”+dzé"k” nz0  (39b)

La solucién debe ser continua en n=0 luego -
se sigue:

At B =+ fr (40)
Sustituyende la solucign LJo,th,LJ\,respeg

tivamente en la ecuacion 3f5b_se tiene, ecuacion
(41)

M) +2 4@ 5/5,&-(«. 1p) +7«"U,Eﬁj K o ap )0
De esta ecuaci6n y (40) podriamos escribir -~

en forma matricial.
o
0(\)= S [ (42)

ARG
Rl el
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y después buscar la condici6n para que S sea una
matriz singular,

Utilizando la matriz C, podemos escribir:

e S e

St C tiene matriz Inversa B=C™! B y -~
s =" B, luego 1a matriz $ es singular si y so-
10 si la matriz C, lo es, Por tanto la condicién
se traduce a det |C| =0

Hallemos los coeflicientes de la matriz C.
Escribiendo 1a ecuacion 43  explicitamente:

)c, B '*’anﬁz = bu’(l +bn“z

II) Cqy P. +Cg, Pm = bzn”‘t +bzzdz

De (40)se sigue fB-pa=4Ai-4 luego conside--
rando(I1) se obtlene:

Cor =1 Cpp==1 Dby=1 byy=-
Ahora de (41) se tiene:
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. ik ' ik " ik
(Mt 1)y 7€ o WA 00 DN

Asi:
| i
Cy= MW l'el }5 A= bu=‘M'w2—A'e' + A"
ik -i
Cp= 2?6 ' bu="1"e

Observe que estos coeficientes solo difteren en sig
no y argumento es decir:

C,l = -5;; y C]Z = -ﬁ;; donde la barra deno-
ta el complejo conjugado.

Asi las cosas la matriz C se escribe:

W 2 All-cosk) + A elk - A A" UK
K

1 -1

4.7, CALCULO DE LA RELACION DE DISPERSION DE =
MODCS LOCALIZADOS.

Para que la matriz C sea singular, det {¢| =0
es decir:

(A" Yy a-e® e 2 (-2 (1-cosk))= 0
M

La cual es la ecuacién secular en la que tenemos -~

(44)

que analizar la existencia o no de modos localizados.
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seak=T+18 0=4  F=NX

b

sustituyendo en (44) se obtiene la ecuacion de se
gundo grado en ed

(- 202 + (P2 @ + (L-A0=0 (45)

resolviendo segn la foérmula general se obtiene:

8 _ _ 0 . _

ef=-1 = ¥-2g (46)
A0

e? no la consideramos

e!* = -e” 8 sustituyendo este valor en (4y)

(AN+ )0 + e B+ A (=20 (1 -cosk)=0

|
pero 1 -cosk = H_nz_ ast
27
W’ H =1 [1+1 7
A 2 a e
1]
para 8> 0, e®> 1 luego € = AN -2 g 51
A8

como 0 0, 20, A+ A’ -A0>20Q asl

0 N+X (48)
224
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Note
e oAl
lim € =flim  A+A-2AQ _1

N4 W
——’ an oTe
Q 22X Q- 2 A Q

im A1+ 22 @9)

o2 Q AN

Guficando W' vs @

W M_)
N+
4
e
BANDA PERMITIDA
2
FIG(10).
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4.2, ANALISIS DE RESULTADOS

Mostraremos que 1os resultados obtenidos en
la seccién 4 vy 4,1, através de la matriz C, son -
los mismos que se obtienen en la seccién 2,3, ~--
através de la matriz de dispersi6n S, cuando,

A=N=2A" Asl también calcularemos la matriz S,
utilizando 1a watriz inversa C". mostrando que -
la singularidad de S equivale a det |C|=0.

st A= A = Ia ecuaci6n (46)
eg = % A0 (%=2+2") se reescribe
AQ
e =2-0 esdecir (27)
]

y la figura 10 se escribe:

" 1

2

Banda Permitica Q
: >

6 eaquivalentemente:

2 [ n
o H N
Banda Permitidd g
] esto es F1G(8)
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Calcutenos ¢! y S.

_] hl’ h!’-
SeaC ' = h. h se debe satisfacer
il 22

C,,h..+C,,_h,, Cy hlz"'clzhzz 1 0

-1,
cc h, ~Na h.-h,, o 1

luego = f ¢ Ny+c, h, =1 esto implica

hli (C” + cqz) = 1 es decir h1| = 1 = hzl
Cy +Cpp

Ahora hy, =1 +h,, luegoc, htc,, h,, =0se

traduce a;c  (1+hy, ) + ¢, h,, =0 implica ---
h, =-Cu _asl

Cy *Cn
las cosas,h , =1 - Cu la matriz

=C'2.
Caut+tCy Cy*+GCyy

C es conoclda, por tanto:

1 Cia
Cu+Cy Cp +Cy

¢

1 "CH
C" + Ciz Cu + Gy
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Explicitamente

1 A" elk
M 2A(1-cos X (' 1) X" [6'51) M Zai-osk) + A (e'E 1) 1A le™h)
M M
C-

1 -';:I“.‘zm-cosx)ﬂ'(t—c”‘)ﬂ"
M'ZAI-cosk)+A (€ )4 2" (1) M 2A(-0sk) 43651} + 25 1)
M

Observe ¢,+C,=|c,C c,,c,,{=de’f{0\
luego c’-__ﬂAdJC)
1 Aet O\ Mgt -aER

$=CBom

T -Maatstm-d*) ) 1 -1
M
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La malriz de dispersion.

M (- W2 10485 Ao
el — det|C|

(a4 2x1-c) 420" AR (i) 4 43150

det|Cl=! 1‘+x')(e”51) +&KAM‘(1_COSK)'

Es decir C es singular si v solo si S 1o es.
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CONCLUSION

Con el modelo arménico cléasico, aplicado a ~
problemas de vibraciones en redes lineales monoa-
tomicas infinitas con Impureza al centro, Fukuda-
(5) resuelve el problema sin camblar la constante
de Interaccién a primeros vecinos del &tomo impu-
reza, utilizando el método de la matriz de disper
si6n. €1 método de la matriz C propuesto por Saa-
vedra (1z)., es equivalente en cuanto a la obten---
cion de modos localizados.

El método de la matriz C resuelve el proble-
ma de la red 1ineal monoatomica Infinita con Impy
feza al centro y constantes de interaccion a prime
ros vecinos diferentes, de forma sencilla e inme-
diata (véase capftulo 4). Problema que resuelto -
con el uso de la matriz de dispersion Ileva a cal
culos laboriosos (véase secci6n 4.2.).

5Q




Segdn los extractos del algebra lineal (con-
siderados en el capitulo 3) las condiciones de e--
quivalencia entre la singularidad de la matriz --
S y lamatriz C, demuestran la equivalencia entre
los métodos de la matriz de dispersién v 1a ma---
triz C.

El modelo matemdtico mostrado en el presente
trabajo, es sencillo y de posible aplicacion a ~-
otros problemas de la Fisica.
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