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Introducción 

El problema de mantener conjuntos disjuntos ( u11io11-find prohlem), llamado 
también problema de equivalencia (equivalen ce problem), consiste en dar 
una estructura de datos para representar la partición en un universo con n 
elementos; ésta resulta de una serie de afirmaciones de la forma "x = y". 
Para esto, la estructura debe poder realizar, en cualquier instante, una de 
las siguientes optraciones: CREA-ELEMENTO(x, /),para crear en el universo 
un conjunto con nombre I y único elemento x; ENcUENTRA-ELEMENTo(x) 
para determinar In clase de un elemento x; y UNE(x, y) para unir las clases 
de los elementos x y y. 

Varios algoritmos para estas operaciones y que usa1; la estructura <le 
datos de [12] han sido desarrollados en [4, 8, 12, 19, 23, 24, 36] y una 
colección de 26 algoritmos son descritos y analizados en [45]. Muchos de 
los resultados importantes son en parte debidos a Robe1·: Ende Tarjan [38, 
42, 43, 45, 50]. Las soluciones del problema tienen aplicación en teoría de 
gráficas [28, 40, 22, 37, 18, 30], sistemas operativos [17, 35, 16, 31, 13] y 
otras ramas de la computación [2, 32]. 

La intención de esta tesis es exponer dos de los resultados más impor
tantes sobre el problema. Primero, el análisis de una solución, la dada en 
[45], que obtiene una complejidad amortizada de O(ma(m + n, n) + 11) 1 

donde a es la función inversa de Ackermann. O sea, lo anterior es el 
tiempo máximo de cualquier secuencia con m operaciones de ENCUENTRA
ELEMENTO y 11 elementos iniciales en el universo. Y segundo, la de
mostración de que la anterior complejidad es la mejor que se puede esperar 
para cualquier solución, bajo ciertas restricciones técnicas [42]. 

Los dos primeros capítulos sirven para introducir la notación y las her
ramientas que usamos en el resto del trabajo y en su mayor parte provienen 
de (10, 43, 2]. El conocimiento de la notación-O es fundamental para en
tender éste y cualquier trabajo sobre complejidad de algoritmos. En el 
capítulo 2 describimos el análisis amortizado que tiene un uso muy difun
dido para analizar las estructuras de datos; las definiciones y ejemplos son 
de (10]. En el capítulo 3 expouemos ampliamente el problema <le mantener 

V 
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conjuntos disjuntos y analizamos una de las soluciones más conocidas, la 
dada por Tarjan¡ esto en su mayor parte es ele (43, 45). En el capítulo 4 
describimos la máquina de apuntador y presentamos una implantación de la 
solución del capítulo 3¡ todas las ideas son de (42) y sólo su implantación ha 
sufrido nuestros cambios. En el capítulo 5 mostramos uno de los resultados 
importantes de este problema, la cota inferior de íl(mo(m + n, 11)+n) para 
la complejidad de los algoritmos que solucionan el problema. La prueba es 
la de Tarjan dada en (42] con las correcciones de Banachowski [5]. En las 
conclusiones pusimos una lista de aplicaciones que usan nuestra solución, 
o sea, su funcionamiento se basa en el algoritmo del capítulo 3¡ además, 
mencionamos algunos resultados sobre la complejidad de tiempo en el peor 
caso y el caso promedio. 



Capítulo 1 

Conceptos Preliminares 

Durante el presente trabajo vamos a realizar análisis de algoritmos, para 
lo cual es necesario ~aber qué son los algoritmos y la forma de describirlos, 
qué es lo que analizamos de ellos y sobre cual modelo de computación los 
pensamos implantados. En las siguientes tres secciones describimos esto. 

1.1 Modelo de computación 

Históricamente, el primer modelo de computación fue la máquina de 
Turing (46]; pero para nuestro propósito modelos más adecuados son la 
máquina de acceso aleatorio o RAM (random-access machine) (9] y la 
máquina de apuntador (poilltcr machine) (34]. 

Un RAl\I consiste de un p1·ogr11111a, una colección finita de registros, 
cada uno de los cuales puede guardar un solo entero o un número real, y una 
memoria formada por un arreglo con N palabras, cada palabra tiene una 
dirección única entre 1 y N pudiendo contener un entero o número real. 
En cada paso, la máquina, puede realizar una operación lógica o aritmética 
sobre el contenido de algunos registros específicos; traer hasta un registro 
el contenido de una palabra cuya dirección esli1 en otro registro; o guardar 
el contenido ele un registro en una palabra cuya dirección está en algún 
registro. 

En la máquina de apuntador, la memoria consiste en una colección de 
nodos, cada uno dividido en un mimero fijo de campos. Un campo puede 
contener un número o un apuntador a un nodo. Para usar la información, 
la máquina debe tener un conjunto de registros con apuntadores a nodos en 
la memoria. Operaciones sobre el contenido de los registros, leer los campos 
de un nodo y la creación o destrucción de nodos toman tiempo constante. 
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La máquina de apuntador nos facilita el estudio de cotas inferiores para la 
complejidad de los algoritmos que estudiamos aquí, por lo que hablaremos 
más sobre este modelo en el capítulo 4. 

Los modelos que utilizamos comparten dos propiedades: son secuen
ciales, o sea, ejecutan un paso o instrucción en cada unidad ele tiempo; 
y son eleterminístieos, esto es, la conducta futura de la máquina es 
únicamente determinada por su configuración presente. 

1.2 Algoritmos 

Informalmente, un algoritmo es una sucesión finita de pasos que se pueden 
ejecutar en un tiempo finito y que reciben una entrada para obtener una 
salida. Una vez establecido el modelo, podemos pensar cada paso del algo
ritmo como un conjunto finito y fijo de instrucciones elementales del modelo. 
Expresamos los algoritmos en un código que describe en cada línea un paso; 
esta codificación es llamada seuclocódigo. 

Los algoritmos pueden ser evaluados por gran variedad de criterios; 
en Jos que estamos interesados son el crecimiento en tiempo y espacio re
queridos para que un algoritmo resuelva ca•os grandes de un problema, 
ya implantado en un modelo. Para esto asociamos a cada caso válido del 
problema un número entero, llamado el tamaño de la entrada, lo cual 
es una medida para la cantidad de entrada de datos y depende de cada 
caso particular. Por ejemplo, el tamaño de la entrada en un problema de 
gráficas puede ser el número de aristas de la gráfica. 

Para determinar el tiempo y espacio de una implantación del algoritmo 
en un modelo, debemos conocer el tiempo requerido para ejecutar cada 
línea de seudocódigo en el modelo y el espacio usado por cada registro. 
Utilizamos el criterio del costo uniforme en ambos casos, o sea, cada 
línea requiere una unidad de tiempo y cada registro requiere una unidad 
de espacio. Otro criterio, a veces más realista, toma en cuenta el tamaño 
de cada palabra en memoria, y es llamado costo lognrítmico; éste carga, 
para cada operación, un tiempo proporcional al número de bits necesarios 
para representar el operando. 

El tiempo requerido por un algoritmo, o tiempo ele corrida, en una 
entrada particular es entonces, el número de líneas de seu<locódigo ejecu
tadas. Cada línea de seudocódigo puede requerir de un tiempo diferente 
para su ejecución en nuestros modelos, pero asumimos que cada ejecución 
de la i-ésima línea toma un tiempo C;, donde C; es constante y existe una 
constante real C > O, independiente del tamaño de la entrada, tal que 
C; $ C para toda i ~ l. 

El tiempo de corrida expresado como una función del tamaño de la 
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entrada será el máximo tiempo de corrida tomado sobre todas las entradas 
del tamaño dado, y la llamamos complejidad del tiempo de corrida 
del algoritmo, o más familiarmente costo cu tiempo¡ también es conocido 
como complejidad del peor de los casos. Si como función se toma el 
tiempo de corrida de la entrada más probable, se le llama complejidad 
del caso promedio. 

El comportamiento limite de la complejidad de tiempo cuando el tamaño 
crece lo llamamos complejidad asintótica del tiempo. Análogas defini
ciones pueden ser hechas para complejidad de espacio y complejidad 
asintótica de espacio. 

Usamos la siguiente notación para la complejidad asintótica. 

Definición 1.1 Sean F, G: N x ... x N .... !R, funciones no negativas. 
Decimos que F(n,m, ... ) = O(G(n,m, ... )), F(n,m, ... ) es del orden 

de G(n, m, ... ), si 

3 CE !R y3 (no,1110 1 ... ) eNx ... xN · 3 · l/n ;:::no,m;:::: mo, ... , y 

F(n,m, ... ) :5 CG(n,m, ... ). 

Escribimos F(n, m, ... ) = fl(G(n, m, ... )) si 

G(n,m, ... ) = O(F(n,m, ... )) 

y F(n, m, ... ) = S(G(n, m, ... )) si 

F(n,m, ... ) = O(G(n,m, ... )) y F(n,m, ... ) =íl(G(n,m, ... )). 

1.3 Seudocódigo 

Usamos las siguientes convenciones para el seudocódigo que describe nues
tros algoritmos: 

l. La identación indica estructura de bloque. 

2. Las estructuras de control while, for, return e if-then-clse tienen 
la misma interpretación que en Pascal. 

3. Los comentarios se encierran entre los símbolos/* y*/. 

4. Usamos - para denotar asignación. 

5. Las variables son locales a los procedimientos donde se dan. No usa
mos variables globales sin indicación explicita. 
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6. Los elementos de un arreglo son referidos especificando el nombre del 
arreglo seguidos por el indice entre corchetes. Por ejemplo, A[í] indica 
el i-ésimo elemento en el arreglo A. La notación " .. " es usada para 
denotar un rango de valores dentro de un arreglo. Entonces A[l .. j] 
indica el subarrcglo de A consistente de los elementos A[l],. .. , A[j]. 

7. Los elementos compuestos son organizados dentro de objetos, los 
cuales están formados por atributos o campos. Se tiene acceso a 
un campo particular mediante su nombre seguido por el nombre del 
objeto entre paréntesis cuadrados. Por ejemplo, en una estructura de 
datos de árbol, un objeto v de tipo nodo tienen un atributo llamado 
padre, su padre en el árbol, y puede referirse el padre ele un nodo v 
como padre[v]. 

A una. variable que represente un arreglo u objeto la tratamos como 
un apuntador a los datos representados. 

Un apuntador puede no referir ning1ín objeto en absoluto. En este 
caso le damos el valor especial de NIL. 

8. Los parámetros son pasados a un procedimiento por valor: el pro
cedimiento que llama recibe su propia copia ele los parámetros, y si 
asigna un valor a un parámctrn el cambio no es visto fuera del pro
cedimiento. Cuando pasamos objetos como parámetros, el apuntador 
a los datos que representa el objeto es copiado, pero los campos del 
objeto no. 

Nuestro siguiente paso es dar una forma. de analizar los algoritmos, e11 
especial lo• que operan sobre estructuras de datos. 



Capítulo 2 

Análisis Amortizado 

En este capítulo exponemos el concepto de análisis amortizado¡ describi
mos tres de las técnicas para realizarlo, las dos primeras serán usadas en 
el capítulo siguiente y la tercera la ponemos para comparar¡ al final del 
capítulo desarrollamos dos ejemplos. 

2.1 Descripción 

Veamos en qué consiste el análisis amortizado y qué lo motiva. 
Las estructuras de datos tienen ciertas operaciones que actúan sobre 

ellas. Para muchas de sus aplicaciones se realiza una secuencia de operacio
nes, más que sólo una operación, y estamos interesados en el tiempo total 
de la secuencia, más que en el tiempo de cada operación individual. 

Al hacer un análisis del peor caso sumamos el tiempo máximo de cada 
operación, lo cual resulta sumamente pesimista ya que se están ignorando 
los efectos correlacionados de las operaciones en la estructura. Por otra 
parte, un análisis usando el caso promedio puede ser inexacto dado que las 
suposiciones probabilísticas necesarias para realizarlo a veces son falsas. 

En tal situación podemos promediar un tiempo que acote al de cualquier 
secuencia con el mismo número de operaciones sobre el total de operaciones. 
A este análisis le llamamos amortizado, y a su resultado complejidad 
amortizada o costo amortizado. 

El análisis amortizado proporciona un modo más preciso, que las dos 
aproximaciones anteriores, para medir el tiempo que gasta cualquier tipo 
de operación en una estructura de datos, y cualquier secuencia de opera
ciones¡ además puede ser usado para mostrar que el costo promedio de una 
operación es pequeño, si uno promedia sobre una secuencia de operado-

5 
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nes, aunque ella sola pueda ser cara. Sugiere también nuevas estructuras 
de datos y algoritmos, para sus operaciones, que sean eficientes en este 
sentido. 

Por ejemplo, para estructuras de datos de baja complejidad amortizada 
el costo en tiempo para operaciones sucesivas puede variar considerable
mente, pero de tal modo que el costo total, promediado sobre el total de 
operaciones, sea pequeño, esto es, los costos se van compensando. Por ello, 
para llevar a cabo un análisis amortizado necesitarnos métodos que pro
porcionen cotas para los tiempos totales de las secuencias y sus variaciones 
durante el tiempo. Consideramos ahora tres formas de hacer esto. 

2.2 Método del rasero 

En el método del rasero (aggrcgate methorl) [JO] se busca una función 
T(n), T: N-+ a~, que acote el tiempo total empleado para cualquier se
cuencia de n operaciones en la estructura, o sea, si u es una secuencia tal y 
A(rr) es el tiempo que se empica en realizarla, entonces A(rr) $ T(n); y el 
costo amortizado por operación es entonces T(n)/n. Hacemos notar que 
este costo amortizado se aplica a cada operación aun cuando haya varios 
tipos de operación en la secuencia; ésta también es la razón para el nombre 
que le dimos en español. 

2.3 Método del saldo 

Para el método del saldo (accounting methorl) [10, 44] pensemos por un 
momento que nuestra computadora opera con monedas; insertando una 
moneda hacemos que la máquina funcione por un instante constante de 
tiempo. Para cada operación asignamos un cierto número de monedas, lo 
cual es el costo amortizado de la operación. Cuando éste sea mayor que 
su costo real asignamos la diferencia a objetos específicos en la estructura 
de elatos, como crédito. Éste servirá después para ayudar a pagar por ope
raciones cuyo costo amortizado sea menor que su costo real. Nuestra meta 
es mostrar que todas las operaciones pueden ser realizadas en la máquina 
con el costo asignado, asumiendo que al comenzar no hay crédito en la 
estructura. Se permiten préstamos, sin embargo cualquier deuda deberá 
finalmente ser pagada con el crédito en la estructura. 

Si podemos probar que no necesitamos préstamos para pagar por las 
operaciones, entonces el costo real de tiempo en cualquier segmento inicial 
de la secuencia está acotado por la suma de los correspondientes costos 
amortizados. Si necesitamos préstamos, pero tales son pagados al final de 



2.4. MÉTODO DEI, POTENCIAL 7 

la secuencia, también tendremos nna cota para el tiempo empleado, aunque 
en medio de Ja secuencia el tiempo consumido exceda la suma de los costos 
amortizados por el monto de la deuda. En ambos casos habremos obtenido 
el costo amortizado para las secuencias con n operaciones. 

Es de notar que nos interesa tal costo amortizado para secuencias con 
11 operaciones, y n ~ N para alguna N E JI fija, entonces no importa que 
tal costo no funcione para secuencias con pocas operaciones. 

2.4 Método del potencial 

Para el método del potencial (potential mci/1od) [10] se empieza con una 
estructura de datos D0 ¡ denotamos D; a la estructura resultante de aplicar 
la i-ésima operación de alguna secuencia con n operaciones a la estructura 
D;_ 1, y por C1 al costo real de la i-ésima operación, para cada i ~ l. Se 
propone una función 

el>: {Do, Di, ... ,D0 , •• • ) ..... ni 

que llamamos de potencial, Ja cual asocia a cada estructura D; el número 
real <l>{D1), el potencial asociado a In estructura de datos. Con esto, defi
nimos a ser el costo amortizado C: de la i-ésima operación como: 

Ci = C; + <l>(D;) - <l>(D;-1), 

o sea, el costo real más el incremento o decremento del potencial en la 
estructura. De esto se sigue que el costo amortizado de las n operaciones 
es: 

n 

L(C¡ + <l>(D;) + <l>(D;+1)) 
i=l 

n 

Le,+ <l>(Dn) - <l>{Do). 
i=l 

Como en los anteriores métodos se requiere que este costo amortizado 
sea una cota superior para el costo real, Jo cual se logra tomando lf> tal que 
lf>(Dn) 2: lf>(Do) para toda 11;:: J. 

Notemos adicionalmente r¡ue dada una función de potencial<!•, podemos 
definir una nueva función el>' como: 

el>': {Do 1 D¡, ... ,D0 , ... } ..... lJI 
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donde <l>'(D;) = <l>(D;)- <l>(Do) y 

C; + <I>'(D;) - <l>'(D¡_t) = C; + <I>(D;) - •I>(Do) - <l>(D¡_i) + <l>(Do) 
= C¡ + <I>(D¡) - <l>{D¡_i) = C[ 

esto es, da el mismo costo amortizado que <l>; con esta función es suficiente 
ver que <l•'(D;) ~O, para toda i ~l. 

Intuitivamente la diferencia <l>{D;)-<I>(D¡_i) refleja, cuando es positiva, 
que sobrecargamos el costo C: y tal sobrecarga la guardamos como energía 
potencial; cuando es negativo estamos descargado el costo e¡, y para pagar 
la operación usamos la energía en la estructura con su consecuente dismi
nución. 

El método del rasero es el más simple de los tres, pero puede ser dificil 
de utilizar en estructuras con operaciones fuertemente relacionadas entre 
si. El método del saldo y el método del potencial son enteramente equi
valentes y la elección de uno u otro dependerá de cuál se ajusta más a 
las dificultades del problema. Además tiene la ventaja de que se pueden 
ajustar a las abstracciones que se hagan del problema. En todo caso se 
pueden complementar unos con otros en el análisis de una estructura de 
datos. 

A continuación presentamos dos ejemplos que ilustran el uso de los tres 
métodos. 

2.5 Operaciones de pila 

En nuestro primer ejemplo implantamos una pila usando un arreglo S[l..ij; 
el arreglo tiene el atributo lop[S] que indica el objeto insertado más recien
temente. 

Pusu(S, ;i:) 
/* Pone el objeto ;i: dentro de la pila S * / 
1 if PILA-LLENA(S) 
2 thcn error "overflow" 
3 clso top[S] - lop[S] + 1 
4 S[top[S]) ,_ ;i: 

Por(S) 
/* Saca el objeto del tope de la pila S * / 
1 if PILA-VACÍA(S) 
2 thon error "underflow" 
3 clsc lop[S] - lop[S]-1 
4 rcturn S[lop[S]+l] 
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Dado que estas operaciones corren en tiempo 0(1), consideramos su 
costo como 1 y el costo total de una secuencia de n operaciones, entre 
Pusn(S, :r) y Por(S) es, por lo tanto, El(n). 

A esta estructura añadimos una operación llamada MULTIPDl'(S, k), la 
cual remueve los k objetos en el tope de la pila, o bien, saca el contenido 
total de ésta si contiene menos de k objetos. 

MuLnror(S, k) 
/* Remueve min(ISI, k) objetos de la pila S • / 
1 while not PILA-VACÍA(S) ami k # O 
2 do Por(S) 
3 k<-k-1 

MULTil'OP se basa en la operación de Pop, que tiene un costo de 1; 
al realizar l\1ULTIPOP en una pila con ISI objetos, el while se satisface en 
total min( ISJ, k ) veces y éste es el número de operaciones Poi' usados en 
la llamada, por lo que su costo es proporcional a min( JSI, k). 

Analicemos ahora una secuencia den operaciones POI', Pusu y ~IULTI
ror, en una pila S inicialmente vacía. Basta observar que cada objeto que 
sea sacado, tuvo que haber sido metido en la pila, por lo que el número de 
veces que es llamado Por(S) en una pila no vacía, incluyendo las llamadas 
hechas por un MULTIPOP(S, k), es a lo más tantas como los Pusu(S, :r) 
que se hicieron, lo cual no sobrepasa n; de lo cual concluimos que cualquier 
secuencia de n operaciones toma un tiempo O(n), Vn EN. El costo amor
tizado de cada una de las tres operaciones es, según el método del rasero, 
0(1). 

Para el método del saldo asignamos los siguientes costos amortizados: 

Pusn(S, :r) 2; 
Por(S) O; 
MULTIPOP(S, k) 0; 

notemos que el costo amortizado de MULTIPOP(S, k) es constante mientras 
que su costo real es variable. Estos costos, obtenidos del razonamiento 
dado arriba, intentan distribuir el costo variable de l\1ULTIPOP sobre las 
operaciones de Pus11. 

Utilizamos una moneda para representar una unidad de costo y pen
samos en la estructura como una pila de charolas, entonces la operación 
de Pus11 recibe 2 monedas y las otras operaciones no reciben monedas. 
Mostramos ahora r.ómo pagar por una secuencia de n operaciones de pila 
usando el costo amortizado. Comenzamos con una pila vacía; cuando se 
pone una charola en la pila, usamos una moneda para pagar por la ope
ración de Pusn y dejamos la moneda sobrante como crédito encima de la 
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charola. En cualquier momento todas las charolas en la pila tendrán una 
moneda como crédito. 

Cuando ejecutamos una operación de Por pagamos su costo usando el 
crédito guardado en la pila, o sea, de la charola que saquemos, tomamos la 
moneda que contiene y pagamos el costo de la operación. 

Para pagar el costo de una operación de MULTIPOP, al sacar la primera 
charola tomamos la moneda de crédito que contiene y pagamos el costo de 
esa operación de Por; así actuamos con todas las charolas que tengamos 
que sacar. 

Dado que cada charola tiene una moneda y la pila siempre tiene un 
número no negativo de éstas, tenemos que el crédito siempre es no negativo. 
Entonces para cualquier secuencia de n operaciones en la estructura, la 
suma de los costos amortizados de cada operación es O(n) y fnnciona como 
una cota superior para el costo real de la secuencia. 

2.6 Incrementando un contador binario 

Como segundo ejemplo tenemos la implantación de un contador binario de 
k bits usando un arreglo A[O .. k - 1) ele bits qJe tiene el atributo lcngt/1, 
con el valor de la longitud del arreglo. Un número binario x que está en el 
contador tiene su bit de orden más bajo en A[O], el más alto en A[k - l] 
y es tal que x = ¿~;~ A[i]2i; inicialmente x = O y para incrementar en 1 
usamos el siguiente procedimiento: 

INCREMENTA(A) 
/* Incrementa en 1 el contador * / 
1 i ,_o 
2 while i < lcnglh[A] and A[i] = 1 
3 do A[i] -o 
4 i-i+l 
5 if i < length[A] then 
6 A[i]-1 

Al comienzo de cada iteración, debemos añadir un 1 a la posición i; si A[i) = 
! lo hacemos cambiando a cero el bit i-ésimo y llevando un acarreo de l; de 
otro modo el ciclo termina, entonces, si i < length[A] sabemos que A[i) = 
O y sumamos el uno del acarreo en la posición i prendiendo el bit. Es claro 
que el costo de INCREMENTA es proporcional al número de bits cambiados. 

De nuevo usamos en el método del saldo una moneda para representar 
cada unidad de costo, que en este caso será el de cambiar un bit. 

Asignamos 2 monedas a la operación de prender un bit y O para apagar 
un bit. Cuando prendemos un bit, usamos una moneda para pagar el 
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costo de la operación y colocamos la que sobra en el bit como crédito. En 
cualquier momento, todo bit prendido tendrá una moneda de crédito; para 
pagar por la operación de apagar un bit, usamos la moneda de crédito que 
éste contiene. 

Podemos así determinar el costo amortizado de la operación de INCRE
MENTA. El costo de apagar los bits dentro del whilc se paga con las mone
das contenidas en los bits que son apagados. A lo más un bit es prendido 
en la línea 6, y el costo amortizado es de 2. El número de bits prendidos es 
siempre no negativo, por lo que el crédito es no negativo. Entonces, para 
n operaciones de INCREMENTA, el costo total de la secuencia es O(n). 

En el método del potencial, definimos a ser la función de potencial, 
<I>(D;) = b;, el número de bits prendidos en el contador; como inicialmente el 
contador empieza en O, todos los bits están apagados y <I>(Do) =O; además 
el número de bits prendidos es no negativo, por lo que <I•(D;) 2'. O, para toda 
i ;::: l. Calculamos el costo amortizado de una operación de INCREMENTA 

en el contador. Suponiendo que la operación apagó I; bits, el costo de la 
operación es a lo más I; + !, por el bit que posiblemente prendemos al 
final; y el número de bits que permanecen prendidos es entonces, a lo más, 
b;_ 1 - t; +!;por lo que 

q = C; + b; - b;_¡ ~ (t; + !) + (b;-1 - I; + !)- b;-1 = 2, 

de lo cual concluimos que en n operaciones el costo es O( 11 ). 
El método da la flexibilidad de analizar un contador que no empiece 

inicialmente en O. Supongamos que el contador empieza con b bits prendidos 
y después de las n operaciones hay b,. bits prendidos; de la definicié.n de 
costo amortizado obtenemos: 

n 

¿:e; 
i=l 

n 

2: C: - <l>(Dn) +<!>(Do) 
i=l 
n 

¿:c:-b .. -b. 
i:l 

Como C: es independiente del valor específico <!>(Do), tenemos que 
E;'..1 CI es O( n ); y como b - bn ~ b, Vn ;::: 1, el costo de 11 operaciones está 
acotado por una función 0(11) más el factor b; si n es íl(b) la función es 
O(n), o sea, si realizamos suficientes operaciones en la estructura el costo 
se mantiene como 0(11). 
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Capítulo 3 

Conjuntos Disjuntos 

Introducimos ahora el problema que da origen a esta tesis. Damos primero 
una estructura de datos, con sus operacioues implantadas en dos formas, 
que lo resuelven, para finalmente determinar su complejidad en tiempo 
mediante un análisis amortizado. 

3.1 El problema 

El problema de mantener conjuntos disjuntos consiste en poder determinar 
en cualquier momento, a qué conjunto pertenece un elemento cualquiera 
y unir los conjuntos de dos elementos dados, esto sobre una colección de 
conjuntos disjuntos. Inicialmente hay un universo { :i:¡, :i:2, ... , :i:n } de n 
elementos y se realiza una sucesión cualquiera de las siguientes operaciones: 

CREA-CONJUNTO(:i:,/) Crea un nuevo conjunto con etiqueta I conteniendo 
como único elemento a x, el cual no está previamente en ningún con
junto. Supondremos que se ejecuta una operación por cada elemento 
del universo. 

ENCUENTRA-ELEMENTO(:i:) Determina el conjunto que contiene al ele
mento :i: y tiene como salida su nombre. 

UNE(:i:, y) Crea un nuevo conjunto que es la unión de los que contienen a 
los elementos :i: y y, Ja etiqueta es la del viejo conjunto conteniendo 
al elemento :i:, y destruye los dos conjuntos anteriores. La operación 
se realiza sólo si los elementos :i: y y están inicialmente en conjuntos 
diferentes. 

13 
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Nuestro planteamiento puede ser puesto en términos generales especi
ficando las entradas válidas (instancias del problema), las salidas co
rrectas (soluciones) y la relación que guardan estas dos. La entrada será 
una colección finita de conjuntos, cada uno de los cuales tiene un nombre 
distinto y un solo elemento; una operación de CREA-CONJUNTO por cada 
uno de los conjuntos anteriores; y una sucesión de operaciones UNE(x, y) 
y ENCUENTllA-ELEMENTo(x). La salida será una sucesión de nombres de 
conjuntos. Cada nombre corresponde a la respuesta correcta de una ope
ración ENCUENTRA-ELEMENTO. Esto nos permite hacer la siguiente 

Definición 3.1 Por PCD(m, n, t) denotamos una instancia del problema 
de mantener conjuntos disjuntos co11 n elementos iniciales, m operaciones 
de ENCUENTRA-ELEMENTO y un total del operaciones. Además el número 
de operaciones UNE es a fo más n - l. 

Por las restricciones hechas para CREA-CONJUNTO, los conjuntos exis
tentes en cualquier momento son disjuntos y definen una partición de los 
elementos en clases de equivalencia (12]. 

Hacemos una clara distinción entre sucesión de operaciones dada en 
lluea (on /ine) y fuera de línea (off line). 

Definición 3.2 La ejecución en línea de una sucesión de operaciones u 
requiere que las operaciones en u sean ejecutadas de izquierda a derecha, 
ejecutando la i-ésima operación sin tener conocimiento de las siguientes 
operaciones. La ejecución fuera de línea de u permite que u sea recorrida 
antes que cualquier respuesta sea producida. 

Claramente cualquier algoritmo para una sucesión de operaciones dada 
en línea puede ser usado para una dada fuera de línea pero al revés no 
es necesariamente cierto. Durante este trabajo estaremos interesados sólo 
en algoritmos para sucesiones de operaciones dadas en línea. Sólo en el 
capítulo final haremos algunos comentarios sobre algoritmos para el caso 
fuera de línea. 

3.2 Solución 

Procedemos a dar una primera solución. Con cada conjunto distinguimos 
un elemento arbitrario pero único, llamado elemento canónico, el cual 
sirve para representar al conjunto. Cada elemento es representado por un 
objeto de tipo nodo con los siguientes atributos. El atributo símbolo tiene 
un símbolo para el elemento representado y el atributo etiqueta contiene el 
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nombre del conjunto donde está este elemento, este nombre es actualizado 
sólo para los elementos canónicos. 

Para llevar a cabo ENCUENTRA-ELEMENTO y UNE usamos dos opera
ciones de bajo nivel que manipulan elementos canónicos: 

BuscA(x) Regresa el elemento canónico del conjunto que contiene al ele
mento x. 

JUNTA(x, y) Combina los conjuntos cuyos elementos canónicos son x y y 
en un solo conjunto y hace ax, o bien a y, el elemento canónico del 
nuevo conjunto. La etiqueta del nuevo conjunto es la etiqueta del 
viejo conjunto que contiene al elemento x. Esta operación requiere 
que x f. y. 

Los procedimientos ENCUENTRA-ELEMENTO y UNE se implantan como 
sigue: 

UNE(x,y) 
1 e - BuscA(x) 
2 f - BuscA(y) 
3 if e f./ 
4 then JUNTA( e,/) 

ENCUENTRA-ELEMENTO (x) 
1 rcturn ctiqucla[BuscA(x)] 

Ahora usamos la estructura de datos propuesta por Galler y Fischer 
[19]. íl.epresentamos cada conjunto mediante un árbol con raíz. Los vértices 
del árbol son los elementos del conjunto y el elemento canónico es la raíz 
del árbol. Cada elemento x tiene un apuntador a su padre en el árbol, 
guardado en un atributo nuevo llamado padre, y la raíz apunta a sí misma. 
Ver figura 3.1. De ahora en adelante no hacemos distinción entre elementos 
de un conjunto, vértices en un árbol y objetos tipo nodo que representen 
a los elementos. 

Para realizar CREA-CONJUNTo(x) hacemos padre[xJ igual a :r. Para 
BUSCA(x) seguimos los apuntadores hacia los padres, desde x hasta la raíz 
del árbol, y regresamos la raíz, lo cual asocia una trayectoria a cada ope
ración BUSCA. Para JUNTA(x, y) hacemos que padrc[y] sea x y éste será el 
elemento canónico del nuevo conjunto. 

Este primer algoritmo no es eficiente, pues cuando el árbol es una trayec
toria den elementos, requiere de 0(11) unidades de tiempo para cada ope
ración BuscA(x). Añadimos dos tipos de mejoras para disminuir el tiempo 
total de ejecución. 
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Figura 3.1: La estructura de datos utilizada en la representación para la par
tición del universo. Los conjuntos son A = {a, b, e, d, e} y B = {!,g, h, i}. 

Ln primera idea es mantener los árboles poco profundos después de 
cada operación JUNTA usando un nuevo atributo, para la estructura de 
nodo, llamado rango. Galler y Fischer [19] propusieron unión por pesos 
( linHng by size). Mautenemos en el atributo rango, dtl elemento canónico, 
el tamaño del árbol y hacemos que la raíz del árbol más chico apunte a la 
raíz del árbol más grande. Una variante es la de unión por altura ( linking 
by rank) inventada por Tarjan [45]. Mantenemos una cota superior para 
la altura, en el atributo rango de los elementos canón\cos, y hacemos que 
la raíz del árbol menos alto apunte a la raíz del árbol más alto. Ambas 
versiones tiene efecto parecido pero unión por altura es preferible ya que 
requiere menos recursos de memoria. 

La segunda idea es cambiar la estructura del árbol durante nna ope
ración BuscA(x) acercando los vértices a la raíz. ~:cllroy y Morris [2] 
(Knuth se lo atribuye a Tritter [8]) proponen la mejora de compresión poi· 
trayectoria (palh compression). Después de localizar la raíz r del árbol que 
contiene ax hacemos que cualquier \'értice en la trayectoria de x ar apunte 
directamente a la raíz; esto incrementa el tiempo de la operación en un 
factor constante pero ahorra suficiente tiempo a las posteriores operaciones 
como para pagarse por sí mismo. 

En conclusión, la estructura de nodo tiene 4 tributos: símbolo, etiqueta, 
rango y padre. El valor símbolo[x] tiene un símbolo para el elemento x. 
El valor padrc[x] tiene el padre del elemento x en el árbol. Los valores 
eliqueta[x] y mngo[x] están actualizados sólo para elementos canónicos; el 
primero es el nombre del conjunto donde está x y el segundo es un valor 
asociado al tamaño del conjunto de x. Los siguientes programas usan los 
métodos anteriores. 

CREA-CONJUNTO(x, /) 

1 padre[x] +- x 
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2 ra11go[z] - O 
3 etiqueta[z] +- / 

4 símbo/o[z] - "' 

JUNTA(z, y) 

17 

/* Versión para unión por altura. En el atributo rango guardamos un 
entero que servirá para mantener una cota superior a Ja altura del árbol. 
La implantación para unión por pesos es análoga, sólo que en rango[z] se 
mantiene el peso del árbol. 

*/ 

• Si ra11go[x] > ra11go[y] hacemos y hijo de"' y z es el elemento canónico. 

• Si rango[x] < rango[y] hacemos x hijo de y y y es el elemento canónico. 

• Si rango[x] = rango[y] hacemos "' hijo de y, incrementamos rango[y] 
en 1 y y es el elemento canónico. La etiqueta del conjunto es la de x. 

1 if rango[x] > rango[y] 
2 then padre[y] - x 
3 clse padre[x] ,.... y 
4 etiqueta[y] +- etiqueta[x] 
5 if rango[x] = rango[y] 
6 then rango[y] +- rango[x]+l 

BuscA(x) 

/* Utilizamos un procedimiento recursivo. Si x es la raíz, entonces regre
samos"' = padre[r], lo cual termina la recursión. De otro modo llamamos a 
Ja función recursivamente con parámetro padre[x], lo cual regresa un apun
tador a la raíz y es puesto en padre[.r], que se regresa como resultado * / 
1 if x :/: padre[x] 
2 thcn padrc(.r] +- BUSCA( padre[x]) 
3 rcturn padre[x] 

BuscA(x) 

/* Versión no recursiva. En Ja primera iteración se encuentra la raíz del 
árbol. En la segunda se actualiza el atributo padre en todos los vértices de 
la trayectoria para que apunten a Ja raíz * / 
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l raíz <- :i: 
2 viejo.._ :i: 
3 wbilc padre[raíz] 1' raíz 
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4 do raíz ,_ padre[raíz) 
5 whilc padref viejo] 1' viejo 
6 do nuevo - padrc[viejo] 
7 padre[ viejo] ._ raíz 
8 viejo - nuevo 
9 rcturn raíz 

Van Leeuwen y Van Der Weide [49, 47] propusieron olros dos modos 
para acotar las trayectorias durante una operación BUSCA(:i:). Dividir n 
lo largo (sp/itting) y dividir en dos (halvirig). En el primero, durante la 
operación hacemos que cada vértice en la trayectoria hacia la raíz apunte 
a un vértice que esté dos lugares adelante (excepto para el último y el 
pemíltimo ). Esto rompe la trayectoria en dos que tienen la mitad de la 
longitud de la original. En la segunda, hacemos alternaJamente que un 
vértice apunte al padre de su padre, o bien, no lo cambiamos. Ambas 
requieren de un solo recorrido de la trayectoria en cada operación BUSCA, 
a diferencia de compresión de tl'llyeetorin que requie1e· dos. Usamos 
sólo dividir n lo largo en nuestro trabajo. 

/* Durante el recorrido de la trayectoria desde :i: hasta la raíz del árbol 
hacemos el padre de un vértice ha ser el padre de su padre • / 

1 ancestro ,__ padre[x) 
2 while ancestro if; padrc[ancestro] 
3 do padre[x] ,__ padrc[padrc[.r]} 
4 :i: ...... ancetitro 
5 ancestro - padrc[x) 
6 return ancestro 

3.3 Análisis 

llicimos ya un análisis de la complejidad para la primera solución, ahora 
damos el análisis para nuestra solución con las mejoras anteriores. 

Como las operaciones EXCUENTRA-ELEMENTO y UNE las construimos 
a partir de las básicas BUSCA y JUNTA, basta que consideremos sucesiones 
de este tipo de operaciones para determinar el costo de tiempo en nuestra 
solución. llasta el final de este capítulo usamos por extensión PCD(m, n, t) 
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para una instancia del problema pero con operaciones CREA-CONJUNTO, 

BUSCA y JUNTA. 

Pnra unión por pesos y compresión de trayectorias, Fischer [12] encontró 
una complejidad de O(t log(log(n))). l!opcro[t y Ullman [23] probaron una 
complejidad de O(t log"(n)) para unión por altura y compresión por trayec
toria, donde definimos para j ?: 1 

¡ j para i =O, 
I ¡ . log(log(i-l)(j)) para i >O ylog(i-l)(j) >O, 
og (J) = indefinido para i >O ylog<i-l)(j):::; O o 

log<•- 1l(j) es indefinido; 

log"(j) = min{ij log(i)(j):::; 1}. 

Tarjan y Van Leeuwen [45] obtienen una complejidad de O(mo(m + 
n, n) + n) para unión por altura o por pesos y compresión de trayectoria 
o dividir a lo largo, donde o(i,j) es la función inversa de la función de 
Ackermann. 

Definición 3.3 Definimos la función de Ackermann A(i,j) para i,j EN 
por 

A(l,j)= 2i 
A(i, 1) = A(i- 1, 2) 
A(i,j)= A(i-l,A(i,j-1)) 

para j ?: 1 
para i ?: 2 
para i, j ?: 2. 

Definición 3.4 Definimos la función inversa de Ackerman11, o(i,j) para 
i?: j EN por 

o(i,j) = min{1?: 1j A(l, l]Ji > log(j)}. 

Las definiciones de la función de Ackermann y su inversa se han ido 
ajustando durante el tiempo y surgen a partir de los requerimientos de la 
prueba [10], nosotros usamos la dada en [43]. Una característica sobre
saliente de la función de Ackermann [1, 43] es su acelerado crecimiento en 
ambas entradas. La función n(i,j) no es realmente una función inversa de 
A(i,j) pero captura la esencia de una función inversa, crece tan despacio 
como la función de Ackermann lo hace rápido. 

Si fijamos el valor de n, cuando m crece, la función a(m + n, n) es 
monótonamente creciente. Para ver esta propiedad basta notar que [ ~ J 
es monótonamente creciente cuando 111 crece; entonces, como 11 es fijo, 
el valor mínimo necesario para que A(i, [~j) sea mayor que log(n) 
es monótonamente decreciente. Esta propiedad puede ser vista intuitiva
mente en la estructura dada, con la mejora de compresión por trayectoria, 
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como sigue: para 11 elementos iniciales, cuando el número m de operacio
nes ENCUENTRA-ELEMENTO se incrementa, esperamos que en promedio la 
longitud de sus trayectorias decrezca. Si, como aseguramos, realizar m ope
raciones de ENCUENTRA-ELEMENTO toma un tiempo de O(mo(m+n, n)), 
entonces el tiempo promedio por operación es de 11(111+n,11). 

Es de notar que o(m + n, n) :5 4 para todo propósito práctico. Dado 
que la función de Ackcrrnann es estrictamente creciente en cada entrada, 
ver Apéndice, A(i, l ~ Jl ;:: A(i, 1) para todo ;:: l. En particular 
A(4, l ~j) <: A(4, 1). Pero 

A(4, 1) 

lo cual es más grande que el ntímero estimado ele átomos en el universo 
observable (aproximadamente 1080

). Entonces sólo para valores imprácticos 
den, A(4, 1)::; log(n). Otras propiedades son enunciadas en el Apéndice. 

Todo el resto del capítulo lo dedicamos a la prueba de la cota dada 
por Tarjan y van Leeuwen en [45); los pocos cambios hechos los señalamos 
explícitamente. 

Primero, para una trayectoria en la operación 13USCA decimos que se 
hace un acortamiento de trayectoria si cada vértice en la trayectoria, ex
cepto el último y el penúltimo, apunta a un vértice que está a una distancia 
de al menos dos hacia adelante. Compresión por trayectoria es localmente 
el mejor tipo de acortamiento, mientras que dividir a lo largo es localmente 
el peor. 

Medimos los cambios de apuntadores causados por el acortamiento con 
respecto a un bosque inicial, llamado hosc¡nc de referencia, el cual es pro
ducido por una secuencia de operaciones ignorando las operaciones BuscA. 
Durante esta parte definimos el rango ele un elemento, rango(x), como su 
altura en el bosque de referencia y tama1io(x) como el peso del subárbol 
que genera; si unión por altura es usada para .JUNTA, entonces el rango de 
un vértice es el último valor asignado a rnngo[x]. 

Las siguientes propiedades se mantienen en cualquier secuencia de ope
raciones usando una forma de acortamiento de trayectoria. 

Lemn 3.5 Sea /J un bosque de referencia de la sucesión de operaciones 
u. Si x es un elemento de B, ento11ces el valor ¡1adre{x] es un ancestro 
de x en /J durante la ejecución de u. Además, si x0 _, x1 _, ••• -+ 

Xh es la trayectoria de una operación DuscA en u, entonces rango(xo) < 
rango(x¡) < ... < rango(xh)· 

Demostmción Se prueba usando inducción sobre el número de operaciones 
JUNTA. O 
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Lema 3.6 Sea x cualquier vértice en un bosque de referencia. Si usamos 
unión por altura o por pesos, entonces tama1io{x} ~ 2'""9°(•). 

Demostración Procedemos por inducción sobre el número de operacio
nes JUNTA. Para cero operaciones se cumple el enunciado claramente. 
Supongamos, como hipótesis inductiva, el resultado para k operaciones. 
Para k + 1 operaciones el enunciado se mantiene mientras no se altere el 
valor de rango(x) en la última operación. La única forma en que cambie 
rango(x) es que JUNTA haga a un vértice w, con rango(w) = rango(x), hijo 
de x, pero entonces 

tamaño'(x) = ta111a1io(x) + tamaño(w) 
~ 2rango(r) + 2rango(w) 

~ 2rango(r)+I 

~ 2rango'Cr>, 

donde rango'(x) y tamaño'(x) denotan los 1·alores después de realizar la 
operación JUNTA. O 

Co1·olario 3, 7 En un bosque de referencia, usando unión por altura o por 
pesos, el número de vértices de rango i es a lo más n/2¡. 

Demostración Por el Lema 3.5, los rangos de los vértices son estrictamente 
crecientes a lo largo de cualquier trayectoria en el bosque, entonces los 
vértices con rango i no están relacionados en el bosque de referencia y los 
descendientes de cualesquiera dos son conjuntos disjuntos, por el Lema 3.6 
cada vértice con rango i tiene al menos 2¡ descendientes, por lo tanto hay 
a lo más n/2; vértices de rango i. O 

Corolario 3.8 En un bosque de referencia, usando unión por altura o por 
pesos, la distancia de cualquier vértice x a la raíz no excede log(n), y 
rango(x} está acotarlo por log(n). 

Demostración Consecuencia del Corolario 3.7, pues n/210s(n)+l < ). O 
Procedemos a acotar el total de vértices en la~ trayectorias de las opera

ciones BUSCA. Para esto usamos la técnica de partición múltiple (mu/
tiple partition) d1· Tarjan (38), que usa el incremento de los rangos de los 
padres a lo largn del tiempo para agrupar nodos y poder contabilizar sus 
gastos. 

Definimos una partición de los enteros desde O hasta el máximo rango 
de un vértice. Jlay una partición por cada nivel i en [O, .. .,¡¡), La clase 
j-ésima, llamada bloque de In partición, para el nivel i es definida como 

b/oque(i,j) = [B(i,j), B(i,j + 1)-1] para j E [0,/;-1], 
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donde las cotas de los intervalos, B(i,j)¡ el número de bloques en el nivel 
i, I¡¡ y el número de niveles, Ki son parámetros ha ser determinados después. 
Denotamos por JI al máximo rango de un vértice. 

Para que nuestra definición tenga sentido requerimos de una función 
B(i,j), con i E [O, i>] y j E [O, I;], las siguientes propiedades: 

l. B(O,j) = j para j E [0,10). 

2. B(i,O) =O para i E [1,1>). 

3. B(i,j) < B(i,j + 1) para i E [l, K),j E [O,/¡ - l]. 

4. B(i, I;) > Il para i E [O, I>]. 

5. 1. =l. 

Primero, la propiedad 3 implica que los bloques de partición en el nivel i 
son intervalos disjuntos no vacíos. Segundo, las propiedades 2 y 4 implican 
que cualquier entero en [1,l/] está en algún bloque de partición en el nivel 
i. Tercero, la propiedad 1 implica que cada bloque de partición en el nivel 
O consiste en un solo entero. Finalmente, la propiedad 5 implica que la 
partición del nivel " consta de un solo bloque. 

En cada nivel los bloques pnrticionan a los vértices por rangoJ. Para 
i E [l, i>], j E [0, 1;-1], definimos lli,j como el mi mero de vértices con rango 
en bloquc(i,j) - bloque(i-1,0). 

Corolario 3.9 Para cualquier i E [O, i>), 

11-l 

¿n;,j ~u. 
i=O 

Demostración En cada nivel i hay n vértices. O 

intentamos que los bloques sean cada vez más amplios conforme los 
niveles aumentan. Como una medida para este aumento denotamos por 
b;J, para i E (1, ,;),j E (O,/¡ -1], al número de bloques en el nivel i-1 cuya 
intersección con bloquc(i, j) es no vacío. 

Definimos el nivel que le corresponde al vértice x, nive/(x), como 

min{iJ ra11go(x), rango(padre[x]) E bloquc(i,j), p. a. j E [O,/¡ -1]}. 

La posibilidad de tal definición se sigue de la propiedad 4. Además, 
cada nivel(x) E [l, i>], a menos que x sea la raíz de un árbol en el bosque 
de referencia, en cuyo caso nivtl(x) = O. Aunque el rango de un vértice es 
fijo, su nivel puede incrementarse pero no decrecer. 
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Usamos el método del saldo para acotar el número de vértices en las 
trayectorias de las operaciones BUSCA en un PCD( m, n, t), que es propor
cional a su costo de tiempo. El crédito asignado por operación es repartido 
entre los vértices en la trayectoria y la operación misma, tal que dependa 
de los niveles justo antes de realizar la operación. El crédito asignado a un 
vértice es guardado en los niveles que serán especificados después. 

Crédito por operación Asignamos un crédito de 31' para cada operación 
BUSCA. 

Crédito por vértice Sea x un vértice en la trayectoria de BuscA, dife
rente del primero y del último. Sea I el valor máximo de la función 
nivel para los vértice precediendo a x en la trayectoria. Si 

min{I, nivcl(¡>adrc[x])) ;::: niuel(x) 

entonces asignamos 

min{I, nivel(padre[x])} - niticl(x) + 1 

a.r. 

Esta cantidad es guardada en el intervalo 

[nivel(x), min{I, nivel(padre[x])}). 

Ver figura 3.2. 
Notemos que la regla de crédito por vértice no asigna crédito al penúl

timo vértice de la trayectoria. Veamos como usar este crédito para pagar 
el costo de cada operación BUSCA, después sumamos el total de créditos y 
obtenemos una cota superior al costo real de las operaciones BUSCA. 

Teorema 3.10 La cantidad de crédito para una operación BUSCA en un 
PCD(m, n, t) es al menos el número de vértices en su trayectoria. 

Demostración Sea x = x0 -+ .r1 -+ .•• __, Xh la trayectoria de la opera
ción. Tomamos 

P = {i E [O, h - !JI nivcl(x;) S nive/(padre[x;))} y 

N = {i E [O, h - !JI nive/(x;) > 11ivel(padrc[x;))); 

claramentePUNU{h)=[O,h]y PnN=0. 
Notemos lo siguiente: 

h-1 
I: 11ivel(x;+1) - nivel(x;) = nivcl(xh)- rrive/(xo);::: -nive/(xo). 
i=O 
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Figura 3.2: Ejemplo de la asignación de crédito por vértice en una trayec
toria para la partición del dibujo. Además, se muestra el modo de guardar 
este crédito. 

Despejando los término en P obtenemos 

2:;( nivel(x;+1)- nivel(x¡)) 
iEP 

~ -nivcl(xo) + ¿(nivel(x¡) - nivel{x;+1)) 
iEN 

~ -rrivel(xo) + INI. 

Sumando !PI en ambos lados 

L(11ivel(x¡+t)- 11ivel(x;) + 1) ~ -nivel(xo) +!NI+ IPI 
iEP 

= h - nivel(xo). 

Sea yo, .•. , y9 la subsucesión máxima de la sucesión de vértices formada 
con los X¡ tales que 

nivel(x¡) > nivel(x¡) l/j < i. 

De la definición y0 = x0 y g ~ i> - 1, pues i> es el nivel máximo. 
Procedemos a determinar la cantidad de créditos dados a la operación. 

Para que un vértice x; reciba crédito por vértice es necesario que i E P. 
Tenemos dos casos: 
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• Si "'i+I <l. {y0, ... , y9 }, entonces existe Y; que está antes que x¡ en 
la trayectoria y cuyo nivel es mayor al de x¡+I; en consecuencia, x¡ 
recibe un crédito de 

nive/(x;+¡) - nivcl(xi) +l. 

•Si "'i+I =y¡, p. a. j E [1,1'] y x; :f Y;- 1, entonces X¡ recibe 
11ive/(y¡_¡)-11ivel(x;)+I de crédito, o sea, al menos 

nivel(Y;-d - nivel(x¡) = 
[nivel(x;+ 1)- nivel(x¡) + 1]- [nive/(y; )- nivcl(v;-1) + 1) 

tal cantidad se mantiene aún si X¡= v;-1 , pues x; no recibe crédito. 

Como el anterior análisis considera todos los vértices U= {xd i E P}, 
sumamos las cantidades obtenidas para cada vértice en U, algunas de las 
cuales son O, mas 31<, del crédito por operación, para obtener un total de 
al menos 

g 

2::(nivel(x;+1)- nivel(x;) + 1)- I::(nivcl(y;)- nivel(Y;-1) + 1) + 3..: 
~p ~1 

;:::: h - nivel(x0) - nive/(y9) + nivel(yo) - g + 31< 

;:::: h-1<-(i;:-1)+3ic> h. 

o 

Lema 3.11 El total de créditos por vértice ¡>ara todas las operaciones Bus
CA en un PCD(m,n,t) es a lo más 

lt 1,-1 

¿ ¿ b;,;n;.;. 
i=l j:O 

Demostración A cada vértice x que recibe crédito por vértice le haremos 
una marca por cada unidad recibida, las marcas son de diferentes tipos: 
ponemos una marca de tipo i si su nivel es exactamente i antes <le una 
operación BUSCA. Veremos que si nivel(x)= i y el rango de x está en 
b/oque(i,j), entonces no ponemos más de b;,; marcas de tipo i. Además, de 
estos vértices marcados, cuyos rangos estén en bloque(i,j), no marcamos 
más que a n;,;. La idea de marcar los vértices es nuestra. 

Consideremos un vértice x que recibe crédito por vértice y su nivel es i. 
Antes <le la operación BUSCA, 1 $ nivel(x) $ i y después, nit•el(x) ;:::: i. 
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Supongamos que x recibe un crédito de q + 1, de la regla para crédito 
por vértice se sigue que nivcl(padrc[x]) 2: q + i y existe x', en la trayec
toria de la operación, que está antes que x y nivcl(x')-nivcl(x) ~ q. 
Como nivel(padre[x]) ~ i, rango(padrc[x]) y rango(padre[padrc[x]]) están 
en diferentes bloques de nivel i - 1 antes de la operación y después de ella 
ra11go(¡1adre[x]) y rnngo(x) estarán separados por al menos un bloque más 
de nivel i - !. Esto no puede suceder más de b;,; - 1 veces antes de que se 
incremente nivcl(x). Ponemos en cada uno de estos casos una marca de tipo 
i ax. Si q >O, entonces nivcl(x) pasa a ser al menos i + q, y en este caso 
hacemos una marca adicional de tipo i, lo cual haría tener ax a lo más b;,; 
marcas de tipo i; podemos biyectar las q unidades de crédito con marcas de 
tipo i,,,,, i+q-1, que se hubieran desperdiciado. Además, 11ive/(x') ~ i+q, 
entonces rango(x) rf. bloquc(i-1, O), ... , bloquc(i+q-1, O), por lo que las mar
cas que hicimos son cuando rango(x) E bloquc(i + l,i1)-bloque(i + 1-1,0), 
para I E [0,t>]. Concluimos que no marcamos más de n;,; vértices cuando 
su nivel es i. 

Sumando todas las marcas obtenemos el resultado. O 

Corolario 3.12 El total de vértices recorridos por las trayectorias de m 
operaciones BUSCA en un PCD{m, n, t) es a lo más 

11'. l1-l 

3mt>+ "\"""\"" b· ·w ·. ¿.., ¿.., l,J .,, 

i:l j:O 

Demostración Por el Lema 3.10 la cantidad total de crédito acota el total 
de vértices. El Lema 3.11 da una cota para el total de cré,lito por l'értice 
y 31111> es el total de crédito por operación. D 

Lema 3.13 Si utilizamos unión por altura o por pesos para la operación 
JUNTA en un PCD{m, n, t) tenernos que 

lliJ ::> 2max{D(i,iJ~/J(i-l,l)}-l para i E [l,K),j E [0,I¡ - 1). 

Demostración Sabemos por el Corolario 3.7 que hay a lo más !fr vértices 
con rango I; dado que n;,; son todos los vértices cuyos rangos están en 
b/oque(i,j)-bloque(i-1, O), o sea, en el intervalo [B(i,j), B(i,j+ 1 )-1]-[0, 
B(i -1, 1) - 1] obtenemos 

B(i,j+l)-1 

lli,j ::: ¿ f, 
l=max{D(i,j),D(i-1,1)} 

00 

:;; ¿ f, 
l=max{B(i,i),B(i-1,1)} 
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n 
= 2max{D(i,i),B(i-l,l)}-l' 

27 

o 

Lema 3.14 Si usamos unión por altura o unión por pesos y cualq11ier for
ma de acortamiento de trayectoria, entonces el total de vértices en las 
trayectorias que sig11en las operaciones BUSCA en un PCD{m, n, t) es a 
lo más 

3ma(m + n, n) + lln ·Hm. 

Demostración Aquí el rango máximo es de log(n), por el Corolario 3.8. 
Tomemos i. = a(m + n, n) + l¡ I¡ = min(jl A(i,j) > log(n)}, para i E 
(1, a(m + n, n)] y 1. = l; definimos también 

B(i,j) 

B(i., 1) 
= A(i,j), siiE(l,a(m+n,n)],jE(l,I;] y 

[log(n)J + l. 
Las propiedades 3 y 4 se siguen de las propiedades para la función de 

Ackerman en el Apéndice. 
Tenemos que acotar la suma 

o(m+n 1n)+l l1-1 

I: I: b;,¡n;J, 
i:l j:O 

para lo cual estimamos los valores de b; ,; : 

(i) b;,o :5 2, para i E (1, a(m + n, n)). 

bloque(i, O) = [B(i, O), B(i, 1) - l] 

(O,A(i,1)-1] 

(O,A(i-1,2)-1) 

[0,B(i-1,2)-1] 

= (O, B(i-1, 1)- l)U (B(i-1, l),B(i-1,2)-1). 

(ii) bo(mtn,n)+t,D :5 [ ~ J • 
m+n 

A(a(m + n, n), [-
11
-J) > log(n) 

por definición. De donde 

m+n 
la(mtn,n) 5 [-

11
-J. 



28 CAPíTULO 3. CONJUNTOS DISJUNTOS 

(iii) b¡.J ::; A(i,j), i E (!, a(m + n, n)],fe (1, /¡ '_ ÍJ. 
Si i = 1, entonces 

bloquc(l,j) (B(l,j), B(l;j + 1) -1] 
= [A(l,j), A(l,j+ 1) -1) 

[2i, 2i+1 - 1) 

y b1,; :5 2i+1 - 1 - 2J $ 2J = A(l,j). 

Si i > 1, entonces 

bloque(i,j) (B(i,j), B(i,j + 1)-1) 

= (A(i,j), A(i,j + 1)-1] 
~ (O,A(i,j+l)-1) 

(O, A(i - 1, A(i,j)) - 1] 
[O, B(i - 1, A(i,j))-1]. 

Ahora procedemos a acotar las siguientes sumas parciales: 
Primero, 

o(m+n,n)+l 

L b;,on;,o ::; 3n + m. 
i=l 

Si usamos lbloque(i,j)I para el 111ímero de vértices con rango en bloque(i,j), 
entonces n;,o = lbloque(i, O)l- Jbloque(i - 1, O)I, para i > O, y 

o(m+n,n) 

L n;,o = Jbloque(o(m + n, 11), O)J - Jb/oque(O,O)J :5 n; 
i=l 

por lo que 

o{m+n,n)+l 

L b;,on;,o 
i=l 

o(m+n,n) 

L b;,olli,O + bo(m+n,n)+1,ollo(m+n,n)+l,O 
i=l 

o(m+n,r1) 
'\' m+n :5 2 L., n;,o + l-

71
-Jn de (i) y (ii) 

i=l 

::; 2n + m + n. 

Esto es una mejora a la dada en (45) de 511 + m. 
Segundo, 

o(m+n,n)l,-1 o(m+n,n) (A(i, !)+ l) 
L L b;,jlliJ ::; L 11 2A(i,1)-2 . 
i=l J=l i=l 
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Usamos el Lema 3.13 con K. = n(m + n, n) y obtenemos 

Entonces 

n n 
n1,; ::; 2m•x{B(i,j),B(i-l,l)}-1 = 2A(i,j)-l' 

l;-1 l;-1 

í>.¡n;,¡ ::; 'f,A(i,j)2A(i~i)-l 
i=l i=l 

1,-1 A(i, j) 
11 E 2A(i,i)-l 

J=l 
IX> • 

::; 
11 E 2/-1 

J=A(l,l) 

(
A(i, !) + !) = n 2A(i,l)-2 ' 

Concluimos que 

o(m+n,n)l,-1 o(m+n,n) (A(i,l)+ !) 
L L b;,¡n;,; ::; '[, n 2A{i,1)-2 • 
i=l j=l i=l 
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Como A(i, 1) ~ 2,i ~ !, podemos aumentar sumandos y obtener la 
siguiente serie que acota a la anterior suma 

Por lo tanto 

"' h+I 
11 'L. 2h-2 

h=2 

IX> ( 1 /¡ ) = n '[, 2h-2 + 22h-l 
h=2 

::; n(2 + 2 X 3) 
Bn. 

o(m+n,n)+l 1;-1 

¿ ¿b,,¡n1,¡ 
i:l j=O 

o(m+n,n)+l o(m+n,n)l,-1 

= L b;,on;,o + L '[, b1,¡n;,¡ 
i::l i=l i=l 

::; lln+m 

y del Corolario 3.12 se sigue el resultado. 
Finalmente, tenemos el resultado principal del capítulo. 

a 
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Tcorcmn 3.15 Para el problema de mantener conjuntos disjuntos existe 
un algoritmo que tiene una complejidad asiiit6tica de tiempo 

O(n+mn(m+n,n)). 

Demostración Consideremos el algoritmo descrito usando la operación 
JUNTA con unión por altura o unión por pesos y la operación de BUSCA con 
compresión de trayectoria o dividir a lo largo. Cada operaciones de C1tEA

CoNJUNTO y JUNTA toman tiempo constante y su complejidad de tiempo 
total es O(n). La operación de BuscA está implantada con una forma de 
acortamiento de trayectoria, y su complejidad de tiempo es proporcional al 
total de vértices recorridos, del Lema 3.14 obtenemos una complejidad en 
tiempo para las operaciones de BUSCA de O(n + mo(m + n, n)). O 

En los dos siguientes capítulos veremos que para los algoritmos llamados 
separables esto es lo mejor que podemos obtener. 



Capítulo 4 

Máquina de Apuntador 

Ahora nos hacemos una pregunta difícil de contestar. ¿No hay un modo de 
implantar las operaciones para resolver el problema de mantener conjuntos 
disjuntos, cuya complejidad asintótica sea una función lineal en el número 
de operaciones?. Claro que una pregunta tal debe hacerse en el marco de 
referencia de un modelo de computación. Si el modelo es una máquina 
de apuntador, entonces la respuesta es no; aún más, podemcs decir que 
ma(m + n, n) + n es la menor complejidad asintótica en tiempo de un 
PCD(m, n, t). Para esto necesitamos analizar más a detalle la máquina de 
apuntador. 

Las descripciones del modelo de computación y la solución del problema 
de conjuntos disjuntos en una máquina de apuntador provienen de las dos 
primeras secciones en (42]. Además, tomamos la idea de representación de 
un entero por una lista y el Lema 4.1 de (42]. Afiadimos el algoritmo que 
incrementa un contador binario de (10], explicado en el capítulo 2, para 
incrementar un número en l. 

4.1 El modelo 

Una máquina de apuntador consiste en una memoria y un número finito 
de registros. Los registros son de dos tipos: de <lntos y de npuntn<lor. La 
memoria consiste en un número finito, pero expandible, de ccldns ( records). 
Cada celda consiste en un número finito de cnmpos, cada uno de los cuales 
es campo de datos, o bien, campo de apuntador. Cada campo tiene un 
nombre de identificación. Todas la celdas son idénticas en estructura, o 
sea, ellas constan de los mismos campos. Ver figura 4.1. 

Una máquina de apuntador manipula datos y apuntadores. Un apunta-

31 
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REGISTROS ~IEMORIA 

3.14156 

a 

"abcd" 

Figura 4.1: Visualización de una máquina de apuntador. 

dor específica una celda en particular, o bien, tiene el valor NIL (0). Cada 
registro de apuntador y campo de apuntador puede guardar un apuntador. 
Los datos pueden ser de cualquier tipo (enteros, valores lógicos, cadenas, 
reales, etc.). Cada registro de datos y campo de datos puede guardar un 
dato. 

Un programa para una máquina de apuntador consiste en una sucesión 
finita de instrucciones de los ocho tipos siguientes y la última siempre será 
halt. 

Denotamos a un registro de apuntador por r, un registro de datos por s 
y un registro de cualquier tipo por t; cada n denota el nombre de un campo 
en una celda. 

r ...,_ 0 Coloca el valor NIL en el registro r. 

11 ..- 12 Coloca el contenido del registro 12 en el registro 11. 

t ...,_ n(r] Coloca el contenido del campo n de la celda especificada por el 
registro r en el registro l. 

n[r] ..... t Coloca el contenido del registro 1 en el campo 11 de la celda es
pecificada por el registro r. 

s¡ - s¡03 Coloca el resultado de aplicar la operación O a s1 y s2 en s1. 

crcatc r Crea una nueva celda, o sea, no estaba especificada por ningún 
apuntador, y coloca un apuntador a ésta en r. Todos los campos 
inicialmente contienen un valor especial llamado INDEFINIDO(A). 
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halt Cesa la ejecución del programa. 

if condición thcn go to i Si la condición es verdadera, entonces el control 
se transfiere a la instrucción i, Si es falsa no lo hace. 

Las asignaciones sólo se realizan entre objetos del mismo tipo y cada 
condición es de uno de los siguientes tipos: 

TRUE Siempre verdadera. 

t1 = t2 Es verdadera si los contenidos de 11 y 12 son iguales. 

P(s1 , s2) Es verdadera si el contenido de s1 y s2 satisface el predicado P 
sobre elatos. 

Usamos el término símbolo para referirnos a datos sobre los cuales sólo 
la verificación de igualdad es una operación permitida. Una nuíquina de 
apuntador pura es una máquina de apuntaC:or que no usa datos. La 
máquina de apuntador que aparece en (24] sólo usa símbolos como dalos, 

En la máquina de apuntador, la consulta a memoria es sólo por referen
cia explícita; ningún calculo sobre apuntadores ES posible. Aparentemente, 
es menos poderosa que el modelo RAM con co;lo uniforme, pues pierde 
la capacidad de usar aritmética de direcciones para propósitos como el de 
manejar tablas hash (hash table) (25] o realizar un ordenamiento radix 
(radix sort) [2]. Sin embargo, es suficientemente poderosa para simular 
lenguajes de procesamiento en listas como LISP [42). 

4.2 Una solución 

Una solución máquina apuntador para el problema de conjuntos disjun
tos consiste en una máquina de apuntador y programas que lleven a cabo 
las operaciones ENCUNTRA-ELEMENTO y UNE. Inicialmente una colección 
de celdas de memoria representa los conjuntos de entrada. Hacemos las 
siguientes suposiciones: 

l. Cada conjunto y cada elemento tiene asociado un símbolo distintivo. 

2. Ninguna celda en la colección contiene el símbolo de olro conjunto o 
elemento fuera del suyo. 

3. Ninguna celda en la colección de conjuntos de entrada contiene un 
apuntador a otra celda fuera de la colección. 
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4. Antes que el programa ENCUENTRA-ELEMENTo(x) sea ejecutado, un 
apuntador a la celda conteniendo el símbolo para x es colocado en 
el registro r, designado para entrada, y A es colocado en todos los 
demás. El programa para con el símbolo del conjunto que contiene a 
x en el registro so, designado para salida. 

5. Antes que el programa UNE(x, w) sea ejecutado, apuntadores a celdas 
conteniendo los símbolos para x y w son colocados en los registros r1 

y r 2, designados para la entrada, y A en todos los demás; al terminar 
no se produce salida. 

La restricción 1 impide codificar todos los elementos de un conjunto en un 
solo dato y mover este dato con un costo de uno; mientras que las restric
ciones 2, 3, 4 y fi implican que la máquina, cuando realiza ENCUENTl\A
ELEMENTO(x) o UNE(x, w), tiene acceso sólo a celdas que representen ax, 
o x y w. Se sigue, por inducción sobre el número de operaciones, que las 
restricciones 2 y 3 se mantienen para los conjuntos existentes en cualquier 
instante, o sea, el contenido de la memoria tiene una partición en colecciones 
de celdas y cada colección corresponde a un conjunto. Sin las restricciones 2 
y 3 cualquier problema de conjuntos disjuntos puede ser resuelto en tiempo 
lineal. 

La sucesión de pasos ejecutados por una solución maquina apunta
dor de un PGD(rn,n,t), la cual denotamos como SPCD(m,n,t), mide el 
tiempo total de ejecución en la máquina de apuntador. Además, dada una 
SPGD(m, n, t), se puede particionar en subsucesiones de pasos que corres
ponden a las operaciones ENCUNTRA-ELEMENTO y UNE del PCD(m,n,t). 

Los algoritmos del capítulo 3 tienen una implantación inmediata en la 
máquina de apuntador, observando que la instmcción whilc se logra con 
las instrucciones: 

M if..., condición 
thcn go to N + 2 

/* cuerpo del whilc* / 

N if condición 
tlien go to M + 2 

4.3 Análisis 

Procedemos a realizar el análisis de complejidad en tiempo para nuestra 
solución. 
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Figura 4.2: Representación de 26 = 101102 como una lista. 

El algoritmo requiere que las celdas contengan campos de datos enteros 
y que la máquina incremente en 1 y compare enteros. Veamos que podemos 
implantar la operación básica de JUNTA en una máquina de apuntador pura, 
en modo que el tiempo total de las operaciones JUNTA sea de O(n) para un 
PCD(m, n, t). 

Cada entero uo 11<'¡\ativo es representado en modo binario por una lista 
de celdas. Cada celda contiene los campos valor y siguiente. El campo 
valor es un cero o un uno y .1ig11icnlc tiene la siguiente celda en la lista. 
El cero se representa con NIL y el uuo con un apuntador diferente rle NIL 
(puede apuntar a la celda donde está). La lista empieza con el bit de orden 
más bajo y termina con el bit de orden más alto. Ver figura 4.2. 

Para incrementar en 1 el contador del campo rango de la estructura de 
nodo, representado como una lista, usamos el algoritmo del capítulo 2. 

INCREMENTA(r) 

/*Donde res un apuntador al comienzo de la lista que representa al número 
que se va incrementar.*/ 

1 while r f. 0 and va/or(r] f. 0 
2 do va/or(r] ._ 0 
3 anterior ,_ r 
4 r <-- siguienle[r] 
5 ifr = 0 
6 thcn create(nuevo) 
7 siguienle[anterior] ._ nuevo 
8 va/or(nuevo] <--nuevo 
9 siguienle[nuevo] - 0 

Como vimos en el capítulo 2, este algoritmo tiene una complejidad amor
tizada de tiempo O(k), donde k es el número de operaciones INCREMENTA. 

Ahora consideremos los n contadores y notemos que cada vez que se 
ejecuta JUNTA, uno ele ellos desaparece¡ nuestro peor caso es que en cada 
operación de JUNTA tengamos que usar INCREMENTA y haya n-1 operacio
nes JUNTA. Como la complejidad de tiempo para un contador en particular 
es la cantidad de veces que fue incrementado, y para todos los contadores 
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la suma de estas cantidades no pasa de n -1, la complejidad de tiempo en 
total es O(n). 

Para realizar las comparaciones entre valores enteros, representados 
como una lista, usamos el siguiente algoritmo. 

CoMPARA(r1, r2) 

/* r 1 y r 2 son apuntadores al inicio de las listas que representan los números 
a y b a ser comparados. Si a ::; ben el registro M queda el valor 0. Si a > b 
en el registro M queda valor diferente de 0.* / 

1 J\l <-0 
2 while r1 # 0 and r2 # 0 and valor[ri] = valor[r2] 
3 do r 1 ..... siguiente[r¡) 
4 r2 <- siguienteh] 
/* Si termino aquí, entonces a = by M = 0.* / 
5 if r¡ # r2 
6 then 1\1 = r 1 halt 
/* Si 1•1 # 0 y r2 = 0, entonces a > b y 1\1 # 0. 
Si r1 = 0 y r2 # 0, entonces a < b y M= 0.* / 
7 whilc r1 # 0 and 1·2 # 0 
8 do if valor[r¡) # valor[r2] 
9 thcn 1\1 = valor[r¡) 

/* Si va/or[r1] # 0 y va/or[r2] = 0, hasta aquí a > b y M# 0. 
Si valor[r¡) = 0 y va/or[r2] # 0, hasta aquí a< by M= 0.*/ 

10 if r¡ # r2 
11 then M = r¡ lmlt 

Un algoritmo análogo se puede hacer para ver si ambas listas son iguales, 
o bien, usar la instrucción CoMPARA(r1, r2) = CoMPARA(r2, r1), lo cual 
ocurre si y sólo si los mímeros representados son iguales. 

La complejidad de los algoritmos para comparar es proporcional a la 
longitud de la lista más chica. Basta acotar la suma de las longitudes 
de los enteros binarios menores en cada par comparado para encontrar la 
complejidad de todas las comparaciones. Sea f(n) una cota para el peor 
caso de ese total en un PCD(m, n, t). 

/(1) =O pues sólo hay un entero y no hay comparaciones, 

f(n) = max{ílog(k)l + 1 + f(k) + f(n - k)l 1 ::; k::; n/2}, n '.'.'. l, 

que es el más grande de sumar el peor caso para k elementos, mas el peor 
caso de los n-k restantes y después tener que unir un conjunto de cada uno, 
donde se comparan dos enteros menores o iguales que k y n - k, entonces 
el tamaño del mí mero binario menor es a lo más log( k) + l. 
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Lema 4.1 

f(n) 5 2n - log(n) - 2. 

Demostración Por inducción sobre n. 
Paran= 1, 

J(l) =O 5 2- log(l)- 2 =O. 

Sean~ 2 y supongamos válido el lema para todos los valores menores a n. 
Sea 1 5 ko 5 n/2 tal que 

J(n) = flog(ko)l + 1 + f(ko) + J(n - ko). 

Por 11.I. 

f(n) 

5 log(ko) + 1 + (2ko - log(ko) - 2) + (2(n - k0 ) - log(n - k0) - 2) 

5 2n - (log(n - k0 ) + 1)- 2 

y como log(n - ko) + 1 ~ log(n) pues n/2 ~ k0 

f(n) 5 2n - log(n)- 2. 

o 
Del Lema 4.1 y el resultado enunciado antes de éste, concluimos que el 

total de las operaciones JUNTA, que usa los algoritmos expuesto, tiene una 
complejidad de tiempo O(n). 

Finalizamos el capítulo con el siguiente resultado. 

Teorema 4.2 Existe una máquina de apuntador pura la cual resuelve cual
quier PCD(m, 11, t) con una complejidad de tiempo 

O(mo(m + n, n) + n). 

Demostración Se sigue del análisis en el capítulo 3 y notando que podemos 
identificar cada símbolo para elemento y conjunto con un apuntador hacia 
la celda misma que lo contiene. O 
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Capítulo 5 

U na Cota Inferior 

Veamos ahora que para cualquier par de algoritmos usados en las ope
raciones de ENCUENTRA-ELEMENTO y UNE, que tengan las característi
cas 1-5 del capitulo 4, la complejidad de tiempo de un PCD(m, n,t) es 
íl(ma(m + 11, n) + n). • 

.F.n la primera sección, establecemos una relación entre las soluciones 
del problema de mantener conjuntos disjuntos )' las soluciones para un 
problema de construcción de gráficas. En la segunda sección, mostramos 
una cota inferior para el tiempo de las construcciones de las gráficas. En 
la .;ección final, juntamos esto para poder obtener una demostración de la 
afirmación anterior. 

5.1 Las soluciones 

El primer paso es darle una forma normal a las posibles soluciones SPCD(m, 
n, t) para poder relacionar con cada una, la construcción de una gráfica. 

Notemos que para solucionar un PCD(rn, n, t) basta una máquina de 
apuntador y una sucesión de instrucciones, las cuales se puedan partir en 
subsucesiones correspondientes a las operaciones ENCUENTRA-ELEMENTO 

y UNE y las realicen. Generalizamos nuestra SPCD(m,n,t) a ser todo 
este tipo de soluciones. Supondremos además que cualquier SPCD(m,n,t) 
puede llevarse a cabo sin necesidad de instrucciones condicionales ya que 
éstas pueden ser removidas sin alterar la ejecución. 

Teorema 5.1 Sean m, n EN y S1 un SPCD(m, n,t} co11 t ~ m, enlo11ces 
existe un SPCD(m, n, t}, S2, que soluciona lambiin el problema y tiene las 
siguientes propiedades: 

39 
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J, la longitud de la sucesión 82 es menor o igual a 2(m + n + 1811). 

2. La sucesión 82 maneja sólo símbolos para conjuntos y elementos. 

S. La sucesión 82 representa cada conjunto de entrada mediante una sola 
celda y no tiene instrucciones creatc. 

4. La sucesión 82 busca un símbolo en memoria sólo corno la tí/tima 
instrucción de una operación ENCUENTRA-ELEMENTO y no lo hace 
para UNE. ' 

Demostración Ver [42). O 

A partir del Teorema 5.1 podernos pensar a cada SPCD(m, n, t) como 
la construcción de una gráfica. Inicialmente hay n vértices, uno por cada 
celda inicial. Cada que ponemos o seguimos apuntadores entre celdas, o 
sea, establecemos relaciones, ponemos alguna arista en la gráfica. UNE(x, y) 
establece una relación entre x y y por Jo que debe haber una arista entre 
ellos. ENCUENTRA-ELEMENTo(x) recorre apuntadores hasta encontrar el 
nombre del conjunto, digamos y; las aristas que ponemos en la gráfica 
establecen la relación de todos los vértices que pasamos con y. Necesitamos 
de una representación de la memoria para reglamentar los movimientos de 
apuntadores; para lo cual usamos una gráfica que represente las operaciones 
de UNE. 

Definición 5.2 El bosque de unión de una sucesión de operaciones UNE 
es u:ia gráfica donde los vértices son los conjuntos iniciales y las aristas son 
los pares (x,y), tales que UNE{x,y) ocurren en la sucesión. 

Si pusiéramos las flechas x-+ y para cada UNE(x, ¡¡), de la restricción 
para UNE tenemos que cada componente conexa en la digráfica es un árbol 
dirigido, entonces cada componente conexa en nuest.ro bosque de unión 
es un árbol. Elegimos como raíz al vértice que sea nombre del conjunto 
después de llevar a cabo todas las operaciones. Notemos que cualquier 
bosque es posible como bosque de unión. 

Definición 5.3 Sea)' un entero no negativo. Una p-solución por aristas 
para u11 PCD(m,n,t) con bosque de unión T consiste en: 

J. Una re¡iresentación de la colección de conjuntos iniciales por medio de 
una gráfica G =(V, E), do11de los vértices son los conjuntos iniciales 
y el conjunto de aristas es 

{(x, v)I "'.±.y y d(x)?: 1' en T}. 

A estas aristas les llamamos gratuitas. 
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!!. Una sucesión de instruccio11es liga(x,y), donde x,y E V y x .±.y en 

T. La operación liga(x, y) inserta en la gráfica G todas las aristas 
(w, z) tales que 

• + • 
X-+W--+z-y 

en T. 

Además, la sucesión debe cumplir con las siguientes propiedades: 

(a) La sucesión puede ser dividida en subsucesiones contiguas, y 
cada una representa una operación ENCUENTRA-ELEMENTO o 
UNE. 

{b) Sea ENCUENTRA-ELEMENTo(y) con respuesta x. Si x :f= y, en· 

tonces al terminar la subsucesión asociada con esta 0¡1eración, 
(x, y) es una arista de la gráfica G y cada operación liga(w, z) 
en la subsucesión satisface 

(i) W =X. 

(ii) Aa(w, z) = 2 antes de realizarliga{w, z). 
(e) Sea UNE{x, y). En la subsucesión asociada a esta operación 

hay una i11strucción liga(x, y) y para cualquier otra instrucción 
liga(w, z) en ella, las condiciones (i) y (ii) se cumplen. 

A las O-soluciones por aristas, o sea, que no tiene aristas gratuitas, las 
llamamos simplemente soluciones por aristas. La complejidad asociada a la 
¡>-solución por aristas S, es la longitud de su sucesión que denotamos por 
ISI. El símbolo u .±. 11 indica que v es descendiente propio de u en el árbol 
T y u ..!+ v, que v es descendiente impropio. 

La definición de ¡>-solución por aristas es una generalización de Bana
chowski [5] a la dada por Tarjan en (42), para tener una descripción precisa 
de cuales son las aristas gratuitas que permitimos; además refleja nuestro 
anterior razonamiento y Ja forma en que opera una máquina de apuntador. 
Notemos que en el inciso 1 de la definición permitimos que haya aristas cuya 
construcción no contamos para Ja complejidad; y el inciso 2 permite al algo
ritmo est.ablecer muchas relaciones a un bajo costo. Debe quedar claro que 
el bosque de unión no tiene que ver con los árboles que consideren algunos 
algoritmos como representación de los conjuntos. 

El siguiente teorema nos relaciona las SPCD(m, n, t) con las ¡>-soluciones 
por aristas. 

Teorema 5.4 Para cualquier SPCD{m, 11, t) con k pasos hay una solución 
por aristas cuya sucesión de operaciones tiene una longitud que no excede a 
4m + 5n + 4k. En particular esta cola se cumple para cualquier p-solución 
por aristas. 
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Demostración Ver (42). o 

5.2 Analizando las soluciones 

Veamos ahora que las p-soluciones por aristas para ciertos PCD(m, n, t) no 
pueden tener unn longitud pequeña, para lo cual usamos como bosque de 
unión un árbol binario completo, lo cual facilita el manejo de los conjuntos; 
además, representa el peor caso, en el sentido que las operaciones UNE son 
hechas de forma distribuida. 

Para el manejo de la profundidad de los árboles considerarnos la siguien
te función. 

Definición 5.5 Para i,j EN, definimos la función C{i,j) como 

C(l.j) = 1 para j ~ 1 
C(i, 1) = C(i - 1, 2) + 1 para i ~ 2 
C(i,j)= C(i,j-l)+C(i-l,2c(i,i-ll) parai,j~2. 

Lema 5.G Para i,j ~ 1 

C(i,j) + 1 $ A(i,4j). 

Demostl'nción Ver Apéndice. o 

Teorema 5. 7 Sea k, s ~ l. Sea T un árbol binario completo con profun
didad 6 > C(k, s) tal que contiene un conjunto de vértices 

V= {t·;\ 1 $ i $ s2CC«•>¡ 

no relacionados dos a dos, cada uno a profundidad estrictamente mayor 
que C{k, s) y ezactamente s vértices de I' están en cada subárbol de T con 
raíz a profundidad C(k,s). Entonces, paran= 21+1 -1 y m = s2C(k"l, 
existe un PCD{m, n, t) tal que: 

1. El bosque de unión es T. 

!!. Los vértices de V son los únicos sobre los que se realizan las opera
ciones ENCUENTRA-ELEMENTO. 

3. La respuesta de cada operación ENCUENTRA-ELEMENTO es un vértice 
a profundidad estrictamente menor que C(k, s). 

4. Cualquier C{k, s}-solución por aristas tiene complejidad al menos de 
km. 



5.2. ANALIZANDO LAS SOLUCIONES 43 

t 

Figura 5.1: Árbol para el caso k = l. T1 y T2 son arboles binarios comple
tos. Cada v denota un vértice V; todos los vértices v están a una distancia 
de al menos 2 de la raíz. 

Demostración. la posibilidad de la construcción en 1 se sigue de la 
definición de bosque de unión y de la libertad para elegir las operaciones se 
sigue el inciso 2. 

Para los incisos 3 y 4 procedemos po: doble inducción sobre k y s. 
Si k = l y s ?! l entonces C(k, s)=l. Sean T y V que cumplen las 

ccndiciones del teorema. Ver figura 5.1. Formamos un PCD(m, n, m+ 2n -
1) con las n - l operaciones UNE necesarias para tener a T como bosque 
de unión y al final las operaciones de ENCUENTRA-ELEMENTO para cada 
vértice en V. Cualquier C(k, •)-solución por aristas realiza al menos una 
instrucción liga para resolver cada operación ENCUENTRA-ELE~IENTO, ya 
que los vértices no están relacionados, o sea, al menos km instrucciones. 

Consideremos la siguiente construcción dada en [5] para los casos fal
tnntes. Sean T y V como en el teorema; elegimos en cada subárbol con raíz 
a profundidad C(k, s) un w; E I', 1 5 i 5 2C(k,•), y formamos 

Vi {w¡j l 5 j $ 2C(k,1)}, 

V2=V-Viy 
V' ::: {u; E V(T)I d(u;)::: C(k,s)} 

numerados tal que u; .±. w;. Notemos que V2 puede ser vacío. Sea P1 ::: 

PCD(m1
, n, m' +211- l) que satisface el teorema para k', s', T y V'. Para el 

inciso 4, consideramos /-soluciones por arista con f 5 C(k,s). Formemos 
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un PCD(m', n, m' + 2n -1) = P2 de Pi sustituyendo cada ENCUENTRA
ELEMENTO(u;) por ENCUENTRA-ELEMENTO(tu¡). Sea S2 una h-solución 
por aristas de P2 , con h = f o /¡ = f + l. Ahora, construimos una /
solución por aristas S1 a partir de S2 1 considerando la gráfica con aristas 
gratuitas adecuada y sustituyendo: 

La operación liga(x, z), Vx, z e V(T), tal que U¡ ..±. z ' para 
alguna i e [1, 2c<<.•l] 1 y z no es descendiente de ningún vértice 
en V2 1 por la operación liga(x, u;). 

Además, quitamos de S1 todas las operaciones que no produzcan nuevas 
aristas. 

Lema 5,8 La Sucesión S1 es u11a f·solución por aristas para P1 y 

La demostración de este lema se pospone para el final. 
Continuamos con la demostración. Supongamos como Jl.I. d resultado 

para k -1 y s;:: 1, con k;:: 2, demostraremos el caso k;:: 2 y s = l. De 
la dtfinición C(k, 1) = C(k- 1,2)+!. Ilag•mos la construcción anterior 
aplic~ndo 11.1 ni lomar k' = k -1, s1 = 2 y f + 1 = h = C(k, s ), veamos que 
P2 satisface el teorema. Ver figura 5.2. ENCUENTRA-ELEMENTo(w;) tendrá 
la misma respuesta que ENCUENTRA-ELEMENTO( u¡) que es un vértice a 
profundidad estrictamente menor a C(k - J, 2) < C(k, 1). Para cualquier 
C(k, s )-solución por aristas S2, 

IS2I;::: k'm' + 2c(k,1) (k -1)2 x 2CCk-t,2) + 2C(k,l) 

= (k -1 )2C(k,l) + 2C(k,l) 

= km. 

Supongamos ahora el resultado para k - l y s ;::: l, también para k y 
s -1, en ambos casos k,s;:: 2; demostraremos el caso k,s;:: 2. De la 
definición C(k,s) = C(k,s-1)+ D, donde 

D = C(k - 1, 2C(k,i-l)). 

llagamos la primera parte de la construcción para el Lema 5.8. Considere
mos los árboles 

7j, 1 $ j $ 2D 1 

con raíz a profundidad Den T. Apliquemos la ll.I. con k, s - 1, T;, 
V2 n 1'(7)), llj = 2d(T;)tl y 11lj = (s - 1)2C(k,•- 1>. Obtenemos para 
cada j un PCD(mj, ni, m¡ +2n¡ -1) = q¡ que satisface los iucisos 1-4. 
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t 1 
G(k-1,2) 

C(k, 1) 

! 
Figura 5.2: Rama del árbol T en el caso s = l. Cada v denota un vértice 
de\!¡¡ cada u denota un vértice de V'. 

Ver figura 5.3. Continuamos la construcción original aplicando H.I. con 
k' = k- l,s' = 2C(k,•-1l, T y V'. Obtenemos el PCD(m', n, m' +2n- l), 
P1, que satisface los incisos 1-4. Podemos asumir que los árboles T¡ son 
construidos al comienzo de P¡, por las aristas gratuitas que permitimos. 
Después, formamos P{ de P1 quitando las operaciones que construyen los 
árboles T¡. Finalmente construi111os P2 de P{ cambiando cada ENCUENTRA

EtEMENTO(u;) por ENCllE:-ITll.1-ELEMENTO(w;). Veamos que el PCD(m, 
n, m + 2n - 1), P = q¡•¡, · · ·1¡,o P2, satisface el teorema. 

Por la observación anterior, P tiene a T como bosque de unión y se 
realizan las operaciones E:-ICUENTRA-ELEMENTO sobre todos los elementos 
de v. Para cada V E 1'2, la respuesta de ENCUENTRA-ELEMENTO(v) es 
un vértice a profundiJad menor a C(k,s- 1) en 1j, que es un vértice a 
profundidad menor que C(k,s) en T. Para w; E Vi, la respuesta será igual 
a ENCUENTRA-ELEMCNT0(11¡) que es un vértice a profundidad menor que 
C(k-1,2c(t,•-l)) < C(l·,s). SeaS2 una C(k,s)-solución por aristas para 
P, siguiendo la constrncci<\n para el Lema 5.8 obtenemos S1, que es una 
C(k,s)-solución por arista< f"'"' 'M2 · · ·q2oPL tal que IS2I ~ 1Sd+2C(t,•). 
La solución S1 se puede di 1·idir "" C(k, s-1)-soluciones por aristas para q¡, 
1 ~ j ~ 2D, digamos r¡ y t'll """ O-solución por aristas para P1, digamos 
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t 
C(k - 1, 2c(k,1-tl) 

¡ 
C(k,s-1) 

Figura 5.3: Rama del árbol Ten el caso general. Cada v denota un vértice 
de Vi, cada w denota un vértice de Vi, cada u denota un vértice de V'. 
Todas las operaciones de ENCUENTRA-ELEMENTO en vértices de V2 ocurren 
en T¡, las operaciones de ENCUENTRA-ELEMENTO en vértices de Vi se 
realizan en el árbol T. 

1 

C(k,s) 

l 
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s¡. Finalmente obtenemos que 

2º 

¡s~¡ ?: ¿1r;1+ 1s:1+2°<1·•> 
j=I 

2º 

?: L km; + (k - l)2c(k,1-1)2D + 2C(k,1) 
j:I 

k(s- 1)2C(k,1-l)2D + (k- 1)2C(k,1) + 2C(k,1) 

ks2C(k,•) =km. 

47 

o 
Dcmostmción del Lema 5.8 La siguiente propiedad se mantiene du

rante la ejecución paralela de S1 y S2 en gráficas separadas, G(S1) y G(S2), 
donde inicialmente G(.5'1) contiene todas las aristas 

{(.,, y)I z .±.y y d(z)?: /} 

y G(.5'2) contiene 

{(z,y)i z .±.y y d(z)?: h}. 

Propiedad 5.9 Si en G(S2) se pone la arista (z,z), entonces en G(.5'1) 
está la arista 

J. (z, u¡), si z .±.u¡.±. z y z no es descendiente de un vértice en V2. 

!J. (z, z), en otro caso. 

Lo cual se sigue por inducción sobre el número de operaciones liga en 
Si. 

Como .5'2 soluriona lns operaciones ENCUENTRA-ELEMENTO(v), para 
v E V, entonces .5'1 tambien lns soludona, ciado !ns aristns gratuitas que per
mitimos. Al final de una operación ENCUENTRA-ELEMENTO(w¡), 02 tiene 
la arista (z,10¡), ent.onces del inciso 1 se sigue que al final ele ENCUENTRA
ELEMENTO(u¡) se tiene la arista (z,u¡). Durante la operación lJNE(a,b), 
82 pone la arista (u,b), ron d(a),d(b):::; h, entonces .5'1 pone la arista (a,b), 
o bien, ya la tenía. Las propiedades 2b(i) y 2c{i) son clarns, pues no se 
cambia el primer parámet.ro ele una operac.ión liga. Falta ver que si liga(z, z) 
se ejecuta en .5'1, entonces .\a(si)(z, z) = 2. 

Supongamos que .5'2 realiza liga(z, z), entonces .\a(s,¡(z, z) = 2 y existe 
un vértice 1 tal que están lns aristas (z, 1) y (1, z) en G(.5'2). Tenemos los 
siguientes casos. 
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(i) Si d(z) ~ d(11;), entonces (x,1) y (t,z) están en G(81) por 5.9 y 81 
puede ejecutar liga(x, z). 

Para los otros caos tenemos que 11; .±. z, p. a. i. 

(ii) Si existe v E V2 tal que z sea su descendiente, entonces 81 tiene que eje
cutar liga(x, z). Las aristas (1, z) y (u;, z) están en G(S2 ), la primera 
por 5.9 y la segunda es gratuita. Por 5.9 está la arista (x, u;), o bien, 
(x, t) en G(8i), pero en ambos casos se puede realizar la operación. 

(iii) Como último caso, 8 1 tiene que ejecutar liga( x, u;). Como z no es 
descendiente de algún ven Vi, tampoco loes t. Tenemos las siguientes 
situaciones: 

Primero, 
• • + 

X --+ U¡ -+ t --+ Z 1 

entonces (x, 11;) está en G(81) lo cual no es posible pues quitamos las 
operaciones liga que no introducían nuevas aristas. 

Segundo, 

y por 5.9 tenemos las aristas (x, t) y (1, u;). 

Concluimos que S1 es una /-solución para P1• 

Finalmente veamos que IS21 ;:::: ISd + 2C(k,•). Consideremos la primera 
instrucción liga (x, z) en 8 2 con 

+ + • 
X--+ tl¡ - Wt --+ Z 1 

esto ocurre pues se resuelve la operación ENCUENTRA-ELEMENTO( w¡). 
Debe existir un vértice 1 tal que (x,1) y (1,z) están en G(S2 ). Si d(t) < 
d(u 1), entonces se habría realizado una operación del mismo tipo antes de 
/iga(x,z) lo cual es contradictorio. Tenemos que u1 ...:. 1 y está la arista 
(x, u1) en G(S¡), por lo que quitamos liga(x, u1). Procedemos así con los 
demás elementos de l'', por lo tanto 

o 

Corolario 5.10 Sea k,s;:::: 1 yT un árbol binario completo de profundidad 
C(A·, s). Entonces, existe un PCD(m,n,m + 2n -1}, con m = s2C(k,i) y 
n = 2C(k,•)+I - !, cuyo bosque de unión es T y requiere al menos {k-J}m 
operaciones liga para cualquier solución por aristas. 
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Demostración Sea 1 ;:::_ 1 tal que 21 ?. s. Sea T' el árbol binario 
completo formado mediante reemplazar cada hoja de T por un árbol binario 
completo de altura l. Sea 

V== {vd 1 ~ i::; m} 

cualquier conjunto de vértices que satisface las hipótesis del Teorema 5.7 
para k,s y T'. Obtenemos un l'CD(m, n', m + 2n' - 1) == P', donde 
n' == 2d(T'l+1-1, cuyas C(k, s )-soluciones por aristas tiene una complejidad 
de al menos km; podemos asumir que las operaciones UNE que forman 
los subárboles de T' con raíz a profundidad C(k, s) suceden al inicio del 
problema, por las aristas gratuitas que permitimos. 

Elegimos un vértice u¡ a profundidad C(k, s) en T' tal que u¡ .±. v¡, cada 
vértice se re pi te s veces. Después formamos P de P' borrando las operacio
nes UNE antes expuestas y reemplazando cada ENCUENTRA-ELEMENTO( v¡) 
por ENCUENTRA-ELEMENTO( u¡). Entonces, P define un PCD(m, n, m + 
2n - 1) que tiene como bosque de unión a T y realiza m operaciones 
ENCUENTRA-ELEMENTO. Ahora, tomamos una solución por aristas de P, 
digamos S y formamos S' poniendo después de cada operación /iga(x, u¡) 
en S, una operación liga(x,v¡); esto define una C(k,s)-solución de P' y 

IS' I ?. km. Por lo tanto 

ISI ~ IS'l-m ~ (k- l)m. 

o 
Concluimos esta sección con el resultado más importante en [42]. Hace

mos notar que en [42] se usa otra definición para la función de Ackermann 
pero el hecho de usar el Lema 5.6 ( 4.1 en [42]) hace que no varie la de
mostración sino en las constantes. 

Teorema 5.11 Existe una constante real positiva e tal que, para todo m ?. 
n ?. 1, hay un PCD(m, n, m + 2n - 1) cuya solución por una máquina de 
apuntador requiere al menos co(m, n) pasos. 

Demostración Sea s == l ;'-J, n ~ 3, Elegimos 

k == max{il 2C(i,•)+I _ 1:::; n}. 

Partimos los n elementos en conjuntos A1, ... ,A1 de tamaño 2c(k,•)+I -

1, mas el conjunto A1+1 con los restantes, entonces IA1+il ::; ~ y 1 == 
l2c( .. ~>+•-1l · 

Cada conjunto A¡, 1 ~ i::; 1, define un PCD(m¡,n¡,m¡ + 2n¡ - 1) 
que satisface el Corolario 5.10. Concatenamos estos problemas y tenemos 
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/s2C(k,•) operaciones de ENCUENTRA-ELEMENTO, o sea, a lo más 

Añadimos las operaciones necesarias para completar el PGD(m, n, m + 
2n-1). Cualquier solución por aristas para este problema requiere al menos 

= l n J(k- lJl ~ J2C(k,•) 
2c(k,1)+1 - I n 

> n (k _ !Jl ~ J2c(k") 
2C(k,•)t2 _ 1 n 

ml 
~ (k-1)24 

= (k-l)m 
--

8
- operaciones liga. 

Entonces, por el Teorema 5.4, cualquier SPCD(m, n, m + 2n -1) tiene 
al menos 

(k- l)m 5n 
-3-2--m--;¡-

(k- 33)m 5n 
--32--4 

(k-33)m 5m 
~ -3-2--4 

(k-73)m 
~ --

3
-
2

- pasos. 

Si o(m, n) ~ 4, entonces k ~ o(rn, n) - 3, pues 

G(o(m, n) - 3, l ~J) + 1 ::,; A(a(m, n)- 3,4[ ~J) Lema 5.6 
n n 

::,; A(a(m,n)-1,[~J) Apéndice 
n 

::,; log(n). 

Entonces 
(k- i3)m > (0(111, 11)- 76)m > a(m, n)m 

32 - 32 - 64 ' 

si o(m,11) ~ 156; pero si a(m, n) < 156 o n < 3, entonces cualquier 
SPCD(m, n, m + 2n - 1) requiere m ~ nr75~lm pasos. Eligiendo e= 1 ~ 6 
obtenemos el resultado. D 
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5 .3 La cota inferior 

Damos ahora una cota inferior general para la complejidad de las soluciones 
del problema en una máquina ele apuntador; ésta se puede extender para 
la clase de algoritmos, llamados scpnrnblcs, que solucionan el problema y 
cumplen con las siguientes características: 

l. Aplican el método del elemento canónico. 

2. Empiezan con una estructura de lista L que representa los conjuntos 
definidos por las operaciones CREA-CONJUNTO. Cada nodo es un 
elemento y puede contener un número arbitrario de nodos auxiliares. 

3. Cada nodo contiene un número arbitrario de apuntadores a otros 
nodos. Cada nodo puede ser usado o 110-usado, y esta etiqueta cambia 
en cada operación. 

4. El algoritmo tiene dos tipos de pasos: 

(i) Seguir un apuntador x ..... y de un nodo usado x a un nodo 110-
usada y. Esto hace a y ser un nodo usada. 

(ii) Poner un apuntador de un nodo usado x a otro usado y. 

5. Las operaciones CllEA-CONJUNTO(x), ENCUENTRA-ELEMENTO(x) y 
UNE(x, y) hacen que x sea un nodo usado, y también y en el último 
caso. 

El algoritmo realiza una secuencia arbitraria de pasos que causan, 
para ENCUENTRA-ELEMENTO(x) tener el representante canónico del 
conjunto donde está x, como nodo usado; para UNE(x, y), la estruc
tura de lista L refleja la unióu <le los conjuntos. Al final de cada 
operación todos los nodos son no-usados. 

6. La estructura de lista L puede ser dividida en n componentes, tal 
que cada elemento está en uua componente diferente y no hay apun
tadores de una componente a otra. Como no hay memoria global, 
esta propiedad, llamada scpnrnhilidnd, se preserva después <le cada 
operación. 

Estas características son abstracciones de los requisitos 1-5 del capítulo 4 
que pedimos para nuestras soluciones máquina apuntador, y los resultados 
anteriores son válidos para tales algoritmos. En particular nuestras solu
ciones máquina apuntador son algoritmos separables. 
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Tcorcmn 5.12 Cualquier algoritmo separable que implante las operaciones 
del problema de conjuntos disjuntos tiene una complejidad de tiempo 

f(n, m) = íl(ma(m + n, n) + n), 

para n conjuntos iniciales y 111 operaciones de ENCUENTRA-ELEMENTO. 

Dcmostrnción liemos probado lo anterior para la cota ma(m, n), si 
m ;::: n. Asumiendo que cualquier elemento está involucrado en al menos 
una operación, tenemos un tiempo de íl(n); un elemento que no interviene 
en las operaciones lo podemos quitar. 

Si m <:: n, entonces 1 5 o(m+ n,n) 5 a(m,n) y el resultado se sigue 
del Teorema 5.10. 

Si m < n y mo(n, n) < n, como o(n, n);::: o(m + n, n), entonces 

íl(ma(m + n, 11) + n) = n 

y como dijimos f(m, n) = íl(n), por lo tanto 

f(n,m) = íl(ma(m + n,n) + n). 

Si m < 11, pero mo(n, n) > n, obtenemos del Teorema 5.10, con
siderando solo m elementos, 

f(m, n) = íl(mo(m, m)). 

Como 
n > ../ñ > log(n) > a(n, n), 

entonces m > ..fii, o sea, m2 > n. De al definición de a y el hecho que 
log(m) < log(n), obtenemos 

a(m, m) 5 o(n, n) 

S o(mz,mz) 

5 a(m,m) +l. 

La última desigualdad se sigue de que: 

A(o(m, m) + 1, 1) ;::: 21\(o(m, m), 1) Apéndice 

> 2log(m) = log(m2
). 

Por lo tanto 

o(m,m);::: a(n,n)-1 <:: o(m + n, n)-1 
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y 
íl(ma(m + n, n))::: mo(m,m); 

junto con el hecho de que /(11,m)::: íl(n) y /(11,m) = íl(mo(m,m)) con
cluimos 

f(n, m)::: íl(mo(m + n, n) + n). 

o 
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Capítulo 6 

Conclusiones 

La intención de este capítulo es dar una breve discusión de los resultados 
expuestos en esta tesis, presentar algunas aplicaciones que tiene el algoritmo 
analizado en nuestro trabajo y mencionar otras investigaciones que sobre 
el problema. y sus soluciones se han venido realizando. 

6.1 Discusión de resultados 

Hemos hecho un análisis de tipo amortizado para la solución del problema 
de mantener conjuntos disjuntos dada en [43, 45). De éste obtuvimos que 
su complejidad asintótica de tiempo es O(mo(m + n, 11) + n), en donde 
o es la función inversa de Ackermann y la instancia del problema tiene n 
conjuntos iniciales y realiza m operaciones de ENCUENTRA-ELEMENTO. 

Una vez analizado el algoritmo tratamos de determinar su complejidad 
exacta de tiempo, para lo cual intentamos ver que existía una sucesión de 
instancias del problema que requerían un tiempo de ejecución íl(mo(m + 
n, n) + n), y así obtener una complejidad de 6(mo(m + n, n) + n). 

Con esto en mente estudiamos la máquina de apuntador e implantamos 
nuestro algoritmo en ella. Después sacamos las características del algoritmo 
y usamos el hecho de que el modelo obtiene información sólo por medio 
de apuntadores para poder asociar a cada solución de una instancia la 
construcción de una gráfica. Logramos definir construcciones que requerían 
un número de íl(mo(m, n)) instrucciones fundamentales y así mostrar que 
los algoritmos con las características del nuestro, la clase de los algoritmos 
separables, requiere un tiempo de íl(mo(m + n, n) + n). 

Concluimos al final de este proceso que nuestro algoritmo, al tener un 
tiempo de 6(mo(m + n, n)+ n), o sea, íl(mo(m + n, n)+ n) y O(mo(m + 

55 
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n, 11) + 11), es óptimo en tiempo dentro de la clase de los separables. 
Para obtener la prueba de la cola inferior fue necesario unificar los 

resultados del trabajo en [45] y en [5]. Ya que el primero contenía una 
prueba con errores y el segundo mencionaba las correcciones necesarias. 
Además, como estos dos artículos y el análisis amortizado del algoritmo se 
habían publicado con definiciones diferentes de la función de Ackermann, 
elegimos una definición, la que se da en [43, 45] y es ahora su definición 
habitual, y adecuamos ambas pruebas a esta definición. 

6.2 Aplicaciones 

Damos una lista de aplicaciones que usan nuestro nuestro algoritmo para 
su funcionamiento. Todas se mencionan en [18]. 

l. Distribución del trabajo en dos procesadores. La entrada consiste 
en una colección <le 11 tareas que requieren una unidad de tiempo 
de procesador y un orden parcial dado mediante una gráfica acíclica 
dirigida, dag ( directcd acyclic graph) con n vértices y m aristas. El 
objetivo es distribuir las tareas en dos procesadores para minimizar 
el tiempo de ejecución. El algoritmo de Gabow [17] tiene un tiempo 
de O(m + no(n, n)). 

2. Distribución del trabajo en multiprocesadores. Hay dos aplicaciones 
relacionadas. La primera es calcular una distribución del trabajo en 
varios procesadores a partir de una lista de prioridad. La entrada 
es una colección de n tareas que requieren una unidad <le tiempo de 
procesador con un orden parcial <lado por un <lag con m aristas, una 
lista <le prioridad que da un orden total a las tareas y un mimero 
de procesadores p ~ n. El objetivo es distribuir las tareas en los 
procesadores tal que la próxima tarea a rnmcnzar es la primera tarea 
disponible en la lista <le prioridad. El algoritmo <le Sethi [35] tiene 
un tiempo de O(m + 110(11, 11)). 

La segunda aplicación es optimizar la distribución de las tareas cuyas 
resticciones están dadas por un orden de intervalos (interval order), 
o sea, un orden parcial P = (V, A), donde V es un conjunto de inter
valos cerrados en la recta real y (u, v) E A.:::> (x E u, y E v =:> x <y). 
La entrada es una colección de n tareas, un orden de inter\'alos con 
m resticciones y un número de procesadores I' ::; 11. El objeto es dis
tribuir las tarea.q para minimizar el tiempo de ejecución. Papndim
itriou y Yannakakis dan un algoritmo para encontrar una lista de 
prioridad <le tiempo O(m + 11) [16, 31]. Combinando esto con el algo
ritmo de arriba se obtiene un algoritmo de tiempo O(m + 110(11, 11)). 
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3. El problema del mínimo dado fuera de línea (2]. El objetivo es man
tener un conjunto de enteros en el rango [l ... n] bajo dos operaciones: 

• INSE!lTA(i). El cual añade el elemento i al conjunto. 

• EXTllAE-~llN. El cual borra y regresa el elemento mínimo. 

Si cada entero es añadido una sola vez y la secuencia lota! de ope
raciones es dada fuera de línea, en [2] se encuentra un algoritmo que 
resuelve el problema en tiempo O(na(n, n)). 

4. Apareamiento en gráficas convexas y distribución del trabajo con 
tiempos de espera y espera máxima. Hay dos problemas que están 
muy relacionados. En el primero, el objetivo es encontrar el máximo 
apareamiento e11 una gráfica convexa, bipartita de n vértices. El al
goritmo de Lipski y Preparata [28] tiene un tiempo de 0(11a(n, n)). 

En el segundo problema, la entrada es una colección de tareas que 
requieren una unidad de tiempo de procesador con un tiempo entero 
de espera y uno de espera máxima, además de un número p $ n 
de procesadores. Frederickson [13] da un algoritmo que involucra el 
problema fuera de línea del mínimo, por lo que el tiempo de ejecución 
para su algoritmo es O(na(n, n)). 

5. Dos árboles generadores dirigidos. Dada una gráfica de flujo con n 
vértices y m aristas, el objetivo es encontrar dos árboles generadores 
dirigidos con el menor ni'1mcro de aristas en conu'm posible. El algo
ritmo de Tarjan en (40] tiene un tiempo de O(ma(m, nl). 

6. Reducibilidad de gráficas de flujo. llopcroft y Ullman (22] han cons
truido un algoritmo para determinar si una gráfica de flujo, con 11 

vértices y m aristas, es reducible o no, de acuerdo a la definición de 
Hecht y Ullman en [21], con una complejidad de tiempo O(m log(m)). 

Tarjan [37] da un algoritmo más veloz que el de llopcroft y Ullman. 
El algoritmo verifica la caracterización estructural de llech! y Ull
man (21]. Su método usa DFS (deplh-fir.<I search) para recorrer la 
estructura de la gráfica de ílujo y nuestro algoritmo para verificar la 
rcducibilidad usando la información encontrada. Ln complejidad del 
algoritmo depende de la complejidad de nuestro algoritmo por lo que 
se obtiene una complejidad de O(ma(m, n)) (en las gr¡íficas de flujo 
n=O(m) ). 

7. Aparcamiento de cardinalidad máxima en gráficas no bipartitas. El 
algoritmo de Gabow [15] tiene una complejidad de O(nmo(m, n)), 
donde n es el número de vértices y m el de aristas, y se asume 11 ::: 
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O(m). Un algoritmo más veloz que usa nuestro algoritmo ha sido dado 
por Micali y Vazirani en [30), y tiene una complejidad de O( fom). 

8. Equivalencia de autómatas finitos. Sean dos autómatas finitos de
terminísticos M1 = (Qi.A,ó1,qo,F1) y Ah= (Q2,A,62,¡io,F2). El 
problema consiste cu determinar si M1 y M2 aceptan el mismo len
guaje, o sea, si son equivalentes. En [2) se da un algoritmo que realiza 
a lo más n-1 = IQd+IQ2I operaciones de UNE y a lo más m = n x IAI 
operaciones de ENCUENTRA-ELEMENTO y tiene una complejidad de 
O(m + mo(m, n)). 

Es de notar que para las aplicaciones 1-7, el tiempo se puede mejorar 
para ser lineal, al poder aplicarse la restricción del problema de tener la 
sucesión de operaciones UNE fuera de línea y usar el algoritmo dado en 
[18). 

6.3 Líneas de desarrollo del problema 

La investigación sobre soluciones del problema ha continuado por diferentes 
caminos y no se detiene en [45) y lo expuesto en esta tesis. 

Para que se tenga u11 panorama de las diversas líneas de de.~arrollo del 
problema, se hará a continuación una breve descripción de ellas. 

Durante algún tiempo quedó la pregunta abierta de si existía un algo
ritmo con tiempo lineal para el problema. Esto debido a que lor algoritmos 
separables no nsan todo el poder del modelo RAM, pues tienen la restricción 
de separabilidad la cual no permite que un elemento de una clase tenga ac· 
ceso a otro elemento de una clase diferente. Además, tienen restricciones 
en el modo en que Jos datos son representados y manipulados. 

Pero en (14], Fredman y Saks muestran que cualquier implantación en 
el modelo CPRODE(log(n)) requiere un tiempo de l'l(mo(m, n)) para eje
cutar m operacioues de ENCUENTRA-ELEMENTO y JI - 1 UNE con 11 el
ementos iniciales. En el modelo ccll probe con palabras de tamaño b, 
CPRODE(b), la complejidad de tiempo cu una secuencia de operaciones 
se define como el número de palabras que fueron consultadas. El mímero 
b de bits es un parámetro al modelo y cu nuestro caso b = log(n). Este 
modelo es al menos tan poderosos como el modelo RAM, pues permite 
las mismas instrucciones, representación de datos y el direccionamiento in
directo, además éstas pueden costar menos que en el modelo RAM. Sin 
embargo, Fredman y Saks dicen no saber si el resultado se mnntiene para 
el modelo CPRODE(POLYlog(n)), donde aquí b :S log1(n) para alguna t. 

Un algoritmo con tiempo lineal para el modelo RAM, en el caso especial 
donde las operaciones UNE son conocidas fuera de línea, lo describen llnrold 
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N. Gabow y Robert E. Tarjan en [18]. 
Todos los análisis hasta ahora han sido amortizados. El análisis para 

el peor caso fue considerado por N. Illum [6] y prueba una complejidad 
de 8(log(n)/loglog(n)); para la cota inferior de la complejidad asume la 
propiedad de separabilidad de los algoritmos. Frcdman y Saks muestran 
en [14] que el algoritmo dado por Blum en [6J es óptimo en el modelo 
CPROBE(POLY!og(n)). 

El análisis en el caso promedio fue considerado por Doyle y Rivest [11], 
Yao [51], Knuth y Schéinhage [26], Yao [52] y Bollobás y Simon [7]. Mues
tran que bajo varias suposiciones probabilísticas el tiempo de corrida es
perado es lineal, aun si sólo una de la mejoras es usada. 

Manilla y Ukkonen [29] considera una variante del problema mediante 
permitir dar marcha atrás ( backlrachng ) sobre las últimas operaciones 
de unión, esto es posible mediante una operación de desunir ( Deunion ). 
Presentan dos métodos que permiten realizar m ENCUENTRA-ELEMENTO, 
k UNE y k DES-UNE con una complejidad de O((m+k)log(n)/loglog(n)) 
y O(k + mlog(n)) respectivamente [50]. Una generaiización más donde se 
le asocia un peso a cada operación de Une es considerada por Gambosi en 
[20]. 

La prueba de Fred man y Sacks nos dice que el algoritmo dado es óptimo 
aún en el modelo RAM con palabras de tamaño log(n), un tamaño razo
nable para nuestro problema. El resultado de Gabow y Tarjan cubre en 
parte el caso cuando las operaciones son dadas fuera de línea, diferente 
a nuestra suposición de operaciones dadas en línea. Los otros resultados 
cubren dos tipos de análisis que no tratamos aquí, el del peor caso y el del 
caso promedio. 
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Apéndice 

Enunciamos algunas de las propiedades de la función de Ackermann. Su 
demostración se puede realizar por inducción sobre la definición y siguiendo 
el orden en que se enuncian. 

Definición 6,1 Usamos la siguiente función auxiliar. 

g(O) = 
g(i) = 29(i-l) Vi~ l. 

Teorema 6.2 

J. i < 2¡ < g(i), Vi~ O. En particular 
2i < g(i), Vi~ O. 

e. A(2, i) = g(i), Vi~ l. En particular 
A(2, i + 1) = 2AC2,il, Vi~ J. 

3. x < A(i,x), Vi,x ~J. 

,/. A(i,x) < A(i,x+ 1), Vi,x ~J. 

5. A(i,x)<A(i+l,x), Vi,x~I. 

6. A(i,2'+1) <A(i+ l,x+ !), Vi,x ~J. En particular 
A(i, 2') < A(i + l,x + 1). 

7. A(i,j) :S !A(i,j+ 1), Vi,j ~J. 

8. C(2,j) = i+ 1, Vj ~ l. 

9. A(x, 4j) :S A(x + 2,j), Vi, s ~ 2. 

10. 2j $ A(i,j - 1), Vi,j ~ 2. 

11. A(x, 1) $ !A(x + 1, 1), Vx ~l. 
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12. Si x;:: y!'.'. 1, entonces o(x, z) $ o(y, z). 

Demostración Lema 5.6 

C(i,j) < A(i,4j), Vi,j !:: l. 

La demostración se realiza por doble inducción sobre i,j. 
Probemos el caso i = 1, 2. 

C(l,j) 1 < A(l,p), Vp;:: l. 

C(2,j) = j + 1 

< g(j) 

$ A(2,4j). 

Probemos el cnso i :;:: 3 )' j = l. Tenemos que 

C(i, l) = C(i-1, 2)+ 1 < l+ A(i -1,8), 

pero A(i- l, 8) < A(i -1, A(i, 3)), entonces 

C(i, 1) < A(i - 1, A(i, 3)) = A(i, 4). 

Probemos el caso i ;:: 3, j ;::: 2. De la definición, 

C(i,j) = C(i,j -1)+ C(i- l, 2C(i,J-ll), 

el resultndo se sigue de que 

C(i,j-1) < 1\(i,4j-4) 

$ ~A(i,4j-3) 

$ ~A(i,4j) y 

C(i - 1, 2C(i,J-ll) < A(i - l, 2CCiJ-llt2) 

$ 1\( i - 1, 2A(i,4j-4)+1) 

$ A(i- l, 2A(i,4j-3)) 

$ A(i - l, 1l(i- 2, 2A(i.4i-3l)) 

$ 11(i- l,A(i- l,A(i,4j-3))) 
= A(i- 1, A(i, 4j - 2)) 

= A(i,4j- l) 

$ ~A(i,4j). 

o 

o 
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Indice de Términos 

Listamos los términos usados para esta tesis. 

• N denota los números naturales. 

• ~ denota los mímeros reales. 

• [a, b] denota los números naturales a, a+ 1, ... , b. 

• x, y, ... variables usadas principalmente para denotar elementos de 
un conjunto. 

• u, v, ... variables para denotar vértices ele una gráfica. 

• A, B, ... variables para denotar conjuntos. 

• V denota un conjunto de vértices. 

• G denota una gráfica. 

• T denota un árbol. 

~ u y S denotan una sucesión de operaciones. 

• V(G) denota los vértices de la gráfica G. 

• G(S) gráfica que asocinmos a una sucesión de operaciones según el 
capítulo 5. 

• u - v flecha de u a v en una gráfica. 

• ~a (u, v) distancia entre u y v en la gráfica G. 

• Para u y v vértices de un árbol T con raíz r : 

- d(u) la distancia de u ar, 

- d(T) la máxima distancia de r a un nodo. 
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u.±. v v es descendiente propio de u en el árbol T. 

- u~ v u es descendiente impropio de u en el árbol T. 

• log denota In función log2 • 

• [xJ el máximo entero menor o igual que x, x E ll?. 

• íxl el mínimo entero mayor o igual que x, x E lJ?. 

• A(m, n) función de ,\ckermann. Ver capítulo 3 

• a(m, n) función inversa de ,\ckermann. Ver capítulo 3 

• PCD(m, n, t) abreviación para problema de conjuntos disjuntos con m 
operaciones ENCUEXTRA-ELEMENTO, n elementos iniciales y tope
raciones totales. 

• SPCD(m, n, t) abreviación para solución de un PCD(m, n, t). 

Los nombres de subrutinas se ponen en ~IAYÚSCULAS; los nombres de 
campos se ponen en itálicas; las palabras reservadas del scudocódigo se 
ponen en negrillas y las constantes, como NJL, en MAYÚSCULAS; para los 
nombres de funcionC's usamos itálicas; usamos negrillas para la primera 
aparición de términos introducidos en el trabajo y el término en inglés en 
itálicas. 

No traducimos las palabras como while o TRUE por ser de uso di
fundido. Traducimos las palabras como memory (memoria), field (campo), 
register (registro) por ser usadas con el mismo significado en español. Los 
términos técnicos relacionados al trabajo ( máquina de apuntador, com
plejidad amortizada, método de el saldo) los traducimos y ponemos a la 
derecha de su primera aparición su nombra en inglés. 
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