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INTRODUCCION

A lo largo de la historla podemos encontrar numerosos ejemplos del
interés de los seres humanos en buscar diversas formas de
entretenimiento y diversién. Las matematicas han participado desde
entonces, aunque a veces de manera oculta, en las mas ingeniosas
formas de satisfacer esta inquietud. A través de acertijos, juegos o
trucos, el hombre ha puesto a prueba su capacidad de razonar y
resolver problemas atin sin mayor recompensa que la satisfaccion de
haber triunfado sobre ellos.

Cyando el matemitico se enfrenta a alguno de estos problemas
constituye un verdadero reto, pues su espiritu inquieto lo lleva a
buscar mas alla de una respuesta. Ademas de una solucién, con la
cual la generalidad de la gente se sentiria satisfecha, el matematico se
plantea nuevas interrogantes a partir de ésta: examina las
caracteristicas de la solucion, se pregunta si ésta sera tinica o si
existirin mds, analiza el acertijo o juego y hara lo posible por hallar
una forma general de éste y por lo tanto buscara una solucién general
también, planteara problemas similares estableciendo variaciones del
original, etc...

Con el fin contar con un compendio de acertifos, juegos y trucos, en
los cuales se vean involucrados conceptos o técnicas relacionadas en
alguna forma con las matematicas, se han resuelto y analizado de
manera detallada en el presente trabajo una pequenia muestradetales
problemas.

Se han tomado, del inmenso acervo que ha logrado reunir la
humanidad en esta clase de pasatiempos, algunos problemas cuya
estructura o técnica para lograr la solucion resulte accesible a
aquellas personas que han adquirido conocimientos de ensefianza
media superior en mateméticas. Aiin asi es posible que algunos de los
conceptos que aqui se presentaran constituyan una novedad para el
lector, pero se tratara en gencral de conceptos sencillos que no
requieran de una investigacién exhaustiva para lograr comprenderlos.



Pensamos que esta breve recopilacién pueda brindar un apoyo a los
profesores de nivel bachillerato en cuanto a la aplicacién de algunos
conceptos propios del nivel, o bien como motivacion para los
estudiantes con el fin de invitarlos a practicar ejercicios de este tipo
que les ayuden a desarrollar clertas habilidades en la resolucién de
problemas.

Aplicamos en los problemas seleccionados algunos resultados de
diferentes ramas de las matematicas tales como Aritmética, Algebra,
Teoria de las Graficas, Redes y Combinatoria.

Con el fin de evitar un formalismo innecesarlo, en desacuerdo con los
objetivos de este trabajo, no inclulmos las demostraciones de los
resultados aplicados, sin embargo proporcionamos en esos casos la
bibliografia necesaria para aquellos interesados en tales pruebas.



COILUMNAS Y RENGLONES

Es conocido en algunos lugares un tablero numerado, pariente cercano de las
"tablas de sumar" que nos eran ensefiadas, en la escuela primaria. Este tablero
tiene, ademis, una curlosa propiedad aritmética que estara facilmente a nuestro
alcance sl aplicamos correctamente las instrucclones indicadas.

En primer lugar debemos construir un tablerd como el que se muestra en la
figura, y conseguir ademas 20 fichas, que bien pueden ser monedas o botones
que alcancen a cubrir los niimeraos que se encuentran en las casillas.

7 13 10 19 8

1 7 4 13 2

13 19 16 25 14

4 10 7 16 5

6 12 9 18 7

Una vez que se cuente con el material senalado comencemos a observar el
comportamiento de los niimeros del tablero:

Seleccionemos cualquiera de las 25 castilas. Cubramos con fichas las demas
casillas que se encuentran en el renglén de la elegida. Cubramos en la misma
forma las casillas que pertenecen a su columna, cuidando de dejar a ésta
destapada.

Ejemplo: si selecclonamos la casilla que contiene al niimero 25 tendremos que

cubrir las casillas que contienen al 13, 19, 16 y 14 que pertenecen a su rengién
y también las que contienen al 19, 13, 168 y 18 que pertenecen a su columna.




columnas y renglones

Fijemos ahora nuestra atencién en alguna otra casilla que no haya sido cublerta
y nuevamente tapemos las otras que pertenecen a su renglén y a su columna.

Repitamos dos veces més esta operaclén para observar solamente descublertas
aquellas cinco casillas que se han elegido, y que ademds en cada uno de los
renglones y de las columnas del tablero hay sélo una casilla destapada.

Sumemos ahora los niimeros que podemos observar y anotemos el resultado en
un papel.

Si realizamos todo este proceso algunas veces mas, encontramos que al realizar
la suma de los niimeros, que al final quedan descubiertos, tenemos siempre 53
como resultado sin importar cuales hayan sido las casillas elegidas en cada
ocasion,

Suponemos que la propiedad anterlor depende de la relacion guardan entre si los
numeros que alli aparecen, y quisiéramos encontrar si existen otros numeros que
colocindose en una posicion adecuada cumplan también con dicha propiedad.

Un analisis cuidadoso del tablero nos muestra que al disminuir en 6 unidades
cada uno de los elementos del primer renglén tenemos como resultado los
elementos correspondientes al segundo; de esta misma forma al incrementarlos
en 6 unidades obtenemos faciimente el tercer rengléon. Observamos entonces que
cada uno de los renglones del tablero ha sido el resultado de aumentar o
disminuir en alguna cantidad tlja los elementos del primer renglén, al que hemos
considerado como referencia, aunque podemos tomar a cualquiera de los otros en
la misma forma sin que esto cambie la situacién, ya que notamos que no existe
regla alguna en cuanto a la eleccién de los niimeros que conforman este renglon.

Observamos también que al eliminar {gual niimero de columnas y de renglones
la propiedad se conserva, incluyendo el caso minimo que consiste de un tablero
con sdlo dos renglones y dos columnas.

Sl desearamos incrementar la dimensién del tablero, sin perder éste sus
caracteristicas especlales, debemos aumentar por igual el namero de renglones
y de columnas, elegir ademas nuevos elementos que encabecen los renglones y
las columnas afiadidas, completar la tabla realizando los calculos necesarlos, que
seran tinicamente sumas.



columnas y renglones

Ya que conocemos la forma de construcclon estamos en la posibilidad de
generalizar a n columnas y n renglones obtenfendo una tabla en la forma
sigulente:

a,+k, artk, ask, a,,+k, | a,q+k,
atH ay+k, - agk, e a,.+ky | agtk,
atk, atk | .. agtk, a,tk | atk
aptiy | agtky | ... atk,, an vtk | agrkng
aptk, | agk, | .. atk, atk, | ek,

En el caso general, el proceso de cubrir las casillas de la manera antes descrita,
lo podemos realizar en n-1 pasos aplicando el sigulente algoritmo:

1) Fijate en algin numero destapado, es declr que no hayas elegido con
anterioridad. Al inicio del juego podemos elegir este nitmero de i’ formas.




columnas y renglones

2) Cubre con las fichas las caslllas destapadas que corresponden al renglény a
la columna del niimero que elegiste.

3) Si todavia hay mas de R casillas destapadas realiza otra vez este proceso
iniclando desde el paso 1), sl ya son a tnicamente los nimeros que se
encuentran a la vista continaa con el paso 4).

4) Suma los n numeros que no estin cublertos por una ficha y anota el
resultado.

Realiza repetidas. veces este procedimiento desde el principio, selecclonando
numeros diferentes cada vez y anotando el resultado de la suma en cada ocasion.

Al finalizar los pasos indicados para el tablero de nXn, obtendremos una tabla
final en la cual permanecerin n casillas destapadas las cuales tienen las
caracleristicas siguientes:

a) Para { = 1,2, ... ,n cada a, se encuentra en uno y sélo un renglén lo cual nos
asegura que al hacer la suma sélo tenemos a cada a, una vez comoe sumando.

b) También se tiene que para { = 1,2, ..., n, k, tiene la propiedad mencionada
anteriormente en {a) de aqui que al flnal de cada juego el ntimero que se obtiene
es:

n

Za + Lk

Inl fs1

y es constante.

Mencionamos, en el primer parrafo que este tablero guarda clerta familiaridad con

las tablas de sumar que se nos enseiiaban en la primarta, y es que resulla que

sl damos a las a/'s y a las k,'s valores desde 0 hasta n-1 de la siguiente forma:
a,=0, a,=l, a;=2, ... a=l-1 ... a=n-1

k=0, k;=1, k;=2, ... k=t1 ... k,=n-1



columnas y renglones

lo que tenemos es precisamente la tabla de sumar hastan :

0 1 2 e { . n
1 2 3 we | W1 L | Nl
2 3 4 w | H2) L | 42
1 : i ; | i t
(W12 ... | ] ... | 140
i § i i H H
n|ntl|nt2] .. [ nel| .. jnin

Recordemos que para efectuar la suma de dos numeros, utilizando la tabla,
debemos localizar el primer sumando en el primer renglén y el segundo sumando
en la primera columna y la suma se encontrara en la casilla en donde dicho
renglén y columna se cruzan.

Estas observaciones nos permiten deducir que en realidad el tablero inicial es una
tabla de sumar en donde obtenemos slempre una suma aumentada en el nimero
a;+K,. ya que sl pretendemos sumar dos niimeros, usando la tabla del ejemplo
inicial, para obtener el valor decimal de la suma debemos disminuir esta en 7
unidades. En esta tabla de sumar aumentada, no es necesario que los ntimeros
de los renglones y columnas sean consecutivos puesto que la operacién funciona
para cualesquiera dos nameros.




ADIVINA LA EDAD
Podemos adivinar la edad de cualquier persona s le pedimos que haga lo
sigulente;

1.- Escriba uno detras de otro dos digitos cuya diferencia entre la méas grande y
la mas pequeiia sea mayor que 1.

2.- Escriba entre los dos digitos dados un tercer digito.

3.- Intercambie los dos ptimeros digitos dados.

4.- De los pasos obtenidos en 2 y 3 debera restar el niimero menor del mayor.
5.- Ponga los digitos del resto en orden inverso;

6.- Sume este nuevo ntimero al obtentdo en 4.

7.- Afiada a este nitmero la edad que tiene.

El interlocutor nos dice el resultado final de todas las operaciones, y nosotros le
decimos la edad que &l tene,

Solueion:

Como en muchos de {us rucos aritméticos de adivinactén, al sumar la edad al
resultado de las operaciones previas, es de imaginar que este resultado debe ser
constante puesto que sélo asi se estd en posibilidad de calcular mediante una
resta la edad del nterlocutor.

Esta constante es muy particular por lo que realizaremos un ejemplo para
apreciar de que ntimero se frata:

- Escribimos dos cifras que se diferencien en mas de 1: 6 8 {1
- Escribimos entre ellas una tercera cifra: 658 (2
- Invertimos el orden de las cifras: 856 3
- Restamos el niimero menor del mayor:
856
- 658 “
198
- Ponemos las cifras del resto en orden inverso: 891 [



adivina la edad

- Sumamos este namero al resto anteror:

Sl efectuamos estas mismas operaciones con cualesquiera tres cifras
sorprendentemente obtendremos siempre el mismo resultado 1089; esto mismo
lo demostraremos en general utilizando herramienta algebraica:

1) Escribimos dos digitos separados: a ¢ y |a<c|>1

2) Escribimos un tercer digito cualquiera entre ellos: abe

3) Intercamblamos los dos primeros digitos dados: cha

4) Restamos el niimero menor del mayor:

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que abe > cbay tomemos en cuenta lo
siguiente;

Al expresar los namero en notaclén decimal tenemos que
abec = ax10® + bx10' + cx10° y cba =cx10? + bx10 + ax10®

slabc > cba ==> ax10? + bx10 + ex10° > cx10? + bx10 + ax10°

==> 100a + ex10° > 100c + ax10°
==> 100a-a > 100c-¢

==> 9%a > 99c

==3> a>e¢

Como a > ¢, al efectuar el algoritmo tradicional para la suma de un namero con
el inverso aditivo de otro tenemos que disminuir en 10 unidades al digito
inmediato a la izquierda esto es al que representa las decenas ;

abc a (b-1) (104c)
-cba === c b a



adivina la edad

de la misma forma como (b-1) <b tendremos que efectuar el mismo proceso, con
la diferencia de que ahora se tratard de las centenas, en esta operacién el
resultado de las decenas sera siempre 9 :

{a-1) (10+b-1) (10+c)
-~ ¢ b a

(a-1-c) 9 (10+c-a)
Notemos que como a > ¢y ademas | a-¢ | > 1 podemos obtener siempre el
numero correspondiente a las centenas como a-1-c. De esta manera tenemos el
resultado de la resta conformado por los tres ntmeros.
Invirtiendo el orden de (a-1-¢) 9 (10+c+a) tenemos:

(10+c-a) 9 (a-1-c)

Sumemos este nuevo numero con el obtenido en 1:

(a-1-c) ' 9 (10+c-a)
+ (104c-a) 9 (a-1-¢)

[(a-1-¢)+(10+c-a)lx10? + 18X10 + [(10+c-a)+(a-1-c}]

por lo tanto: [a-1-c+10+c-alx10° + 180 + [10+c-a+a-i-c]
{-1+10Jx100 + 180 + [10-1]
900 + 180+ 9

wonog

1089

como se puede comprobar, no importa que digitos se tomen Iniclalmente el
resultado de las operaciones es independiente y es siempre 1089.

Por lo tanto al tener esta constante y sumarle cualquier niimero es realmente
muy sencitlo restar 1089 al nimero que se nos Indique como suma para obtener
el tiltimo sumando que debe corresponder en este caso a la edad delinterlocutor.



OTRA FORMA DE ADIVINAR 1A EDAD

Adivinar la edad de una persona es una tarea que podemos realizar por diferentes
métodos, el que tratamos ahora es realmente muy sencillo, es suficiente que el
entrevistado identifique y nos haga saber en cuales de las siete tarjetas que sele
mueslran se encuentra escrita su edad.

Las tarjetas son las siguientes:

2 38 74 1L 37 713 64 82 100 4 38 76
3 39 75 3 39 75 65 83 101 5 3% 77
6 42 78 5 41 77 66 84 102 6 44 78
7 43 719 7 43 79 67 85 103 7 45 79
10 46 82 9 45 81 68 86 104 12 46 84
11 47 83 11 47 83 69 87 105 13 47 85
14 50 86 13 49 85 70 88 106 14 52 86
15 51 87 15 51 87 71 89 107 15 53 87
18 54 90 17 53 89 72 90 20 54 92
19 55 91 19 55 91 73 91 21 S5 93
22 58 94 21 57 93 74 92 22 60 .94
23 59 95 23 59 95 7% 93 23 61 95
26 62 98 25 61 97 76 94 28 62 100
27 63 99 27 63 99 77 95 29 63 101
30 66 102 29 65 101 78 96 30 68 102
31 67 103 31 67 103 79 97 31 69 103
34 70 106 33 69 105 80 98 36 70
35 71 107 35 71 107 81 99 37 1

1 2 3 4
38 42 75 ! 32 49 98 15 42 82
9 43 T 33 50 99 17 50 83
10 44 78 34 51 100 18 51 84
11 45 79 35 52 101 19 52 85
12 46 88 36 53 102 20 53 86
13 47 89 37 54 103 21 54 87
14 56 90 38 S5 104 22 55 88
15 57 91 39 56 105 23 56 89
24 58 92 40 57 106 24 57 90
25 59 93 41 58 107 25 58 91
26 60 94 42 59 26 59 92
27 61 95 43 60 27 60 93
28 62 104 44 61 28 61 94
29 63 106 45 62 29 62 95
30 72 106 46 63 30 63
31 73 107 47 96 31 80
40 74 48 97 48 81
41 1715




otra forma de adivinar la edad

Una vez identificadas las tarjelas que contienen la edad a adivinar lo tnico que
debemos hacer es sumar los primeros niimeros que aparecen en la esquina
supertor izquierda, de cada una de las tarjetas seialadas. El resultado de esta
suma es la edad del entrevistado.

Este truco esti basado en la llamada aritmética binaria, que no es otra cosa que
representar cantidades en base 2 o bien representar cantidades utilizando
solamente dos digitos: el "0" y el "1”. Es decir que una misma cantidad puede
tener diferentes representaciones en diferentes sisteras numéricos.

Fundamentaclon;

Las sucesiones de nitmeros que aparecen en cada una de las tarjetas no parecen
tener ninguna relacién, con excepctén de la tarjeta namero 2 que presenta la
sucesion de naturales impares hasta 107, las demés tarjetas muestran
sucesiones de mimeros que son consecutivos pero que de pronto saltan a otro
mas distante para comenzar de nuevo una secuencia consecutiva. El mayor
niamero que aparece es 107 sin que se tenga una razon importante para este
hecho.

Sin embargo al practicar suficientes veces el truco, podemos darnos cuenta que
los nitmeros que se suman para adivinar la edad, y que encabezan las tarjetas,
son potencias de 2, ademas aparecen, aunque no en orden, todas las potencias
de 2,

2° = 1 aparece encabezandola tarjeta  No. 2
2! = 2 aparece encabezando la tarjeta  No. 1
22 = 4 " " " " NO. 4
23 = 8 " " " " ND- 5
24 = 16 “ " " H ND- 7
i 25 = 32 " " “ " NO. 6
2!] = 64 " " “ " No. 3

Esta observacidn nos conduce a pensar en la expansién de un nimero decimal
como una sere de potenclas de 2, es decir su traducclén al sistema binario.

A = 2x2"+a, x2" + " 4 a,;x2" + 9,x2°

donde los coeficientes a,s son unicamente 0s 6 1s.



otra forma de adivinar la edad

Recordemos el algoritmo que nos permite cambiar Ja expresién de un mimero A
a su forma en base 2:

1) Dividir el Gltimo cociente entre 2, al iniclo el niimero A es el que se divide,
obtener un nuevo coclente y residuo.

2) Escribir el residuo a la izquierda de los residuos obtenidos en pasos anteriores.

3) Si el coelente es mayor que 1 volver al paso 1), si el coclente es igual a 1
anotar este coclente a la fzqulerda de la sucestén de residuos.

De esta forina obtenemos la expresion binaria de cualquier niimero decimal por
ejemplo;

28 es un niimero decimal, lo llevaremos a su expresion binaria,

(altimo
cociente)
14 7 3 1
2| 28 2 114 2 | 7 2 3 j|
0 < 0 < 1 < 1<
{primer (segundo (tercer (cuarto
residuo) residuo) residuo) residuo)

Por lo tanto la expresién binaria de (28),, es (11100),.

Es decir que cualquier decimal lo podemos expresar, de una unica forma, como
una suma de potenclas de 2

(28), = 1X2* + 1X2° + 1X2 + OX2! + OX2°

Observemos ahora el proceso inverso en que llevamos un numero binario a su
expresion declmal:

De acuerdo a la posicién en que se encuentra cada uno de los digitos estos van
representando cantidades de la misma manera que sucede en las expresiones
decimales, es decir que las unidades, las decenas, las centenas, etc... van
representando las diferentes potencias de 10 slendo multiplicadas por los
nuimeros que en dicho lugar aparecen.



otra forma de adivinar la edad

En esta forma en el sistema binario hablamos de unidades binarias ( 0, 1)
"decenas” binarias, elc... que van representando a las potencias de 2 de acuerdo
a la posiclén que ocupan los digitos que aparecen en el nimero, por ejemplo,
hallaremos la representacién decimal de (11100},

11100
—— 0x22 = 0
:
0xX2 = 0
+
1 %2 = 4
+
1X2 = §
+
1X2 =16
28

Por lo tanto : {28),, = (11100),

En ‘base a estas observaciones podemos interpretar la construccién de las
tarjetas; observemos que ¢l mayor de los niimeros es 107, esto obedece a que es
una edad dificil de alcanzar y no habra muchas personas que puedan tener més
de este numero de afios.

Para identificar cada tarjeta daremos un orden para la representacion binaria de
los nimeros decimales:

eeeans 2’ 26 26 20 2 22 20 20

l [ |_ t"Ta.Posicién
4a.

2da. Posicié6n
3a. Posicién
Posicién
5a. Posicién
6a. Posicién
Ta. Posicién
8a. Posicibn



otra forma de adivinar la edad

Podemos asoclar cada tarjeta a una de las potenclas de 2, de esta forma la tarjela
1 esta formada por aquellos numeros decimales menores o iguales a 107 que
poseen un 1 en la segunda posicién de su representacién binaria. La tarjeta 2 la
forman aquellos nitmeros decimales menares o iguales al07 los cuales presentan
unt 1 en la primera posicién de su representacion binaria, es decir que finalizan
en 1, por lo tanto facilmente observarmos que todos los impares se encuentran en
esta situaciéon. En la tarjeta 3 aparecen enlistados aquellos nimeros decimales
menores o iguales a 107 cn los cuales aparece un 1 en la séptima posicién de su
representacién binarla. La tarjeta 4 corresponde a aquellos niimeros decimales
menores o iguales a 107 que tlenen un 1 en la tercera posicion de su
representaciéon binaria. La tarjeta 5 corresponde a los numeros decimales
menores o {guales a 107 que poseen un 1 en la cuarta posicion de su
representaclon binaria. La tarjeta 6 corresponde a aquellos niimeros decimales
menores o lguales a 107 quc poseen un 1 en la sexta posicion de su
representacién binaria, Y por dltimo, la tarjeta 7 corresponde a aquellos nimeros
decimales menores o {guales a 107 que poseen un 1 en la quinta posicion de su
representacion binarta.

Notemos que las tarjetas estdn numeradas en desorden para que no sea
demasiado obvia la naturaleza de su construccién. Para esto, se fueron
expresando los nimeros en su representacion binaria y clasificindolos en cada
tarjeta de acuerdo a la ubicacién de los 1s que aparecen en dicha representacién.

De la misma forma se podrian construir tarjetas en sistemas de base 3 o més y
podriamos adivinar no sélo la edad sino cualquier namero que desearamos
dependiendo de que tantos nimeros se pudieran contener en las tarjetas.



UNA TRISTE NOTICIA

Al morir el sultin dejé varias viudas. El acostumbraba decir que el niimero de
esposas que tenia era perfecto ya que: (a) se podia leer de atras hacia adelante
como al contrario; (b) todos los dias de la semana él podia separarlas en grupos
del mismo nuimero y cada dia los grupos que se formaban tenian una cantidad
distinta de mujeres, y ademas slempre sobraba una con la cual pasaba !a noche;
(¢) sin embargo no era conveniente separarlas en grupos de 7 o sus miltiplos,
pues en esos casos tendria que dormir solo. Para que usted no se pierda en un
desierto de ntmeros, aclaramos que la poblacién del sultanato es de cerca de
medio millon de personas.

Analicemos las condiciones especificadas por el relato para empezar a buscar la
solucién:

La condiclén (a) Indica que el mimero de viudas es uno de esos ntimeros
denominados palindromicos, los cuales pueden ser leidos tanto de derecha a
fzquierda (lo normal) como de izquierda a derecha, por ejemplo: 1357531 es un
numero palindrémico.

La condlicion (b) nos dice que al dividir el mamero entre siete ntimeros diferentes
tendremos residuo 1 en cada division.

Al considerar la condicion (c) nos damos cuenta de que estamos buscando un
multiplo de 7.

Y la informacién final limita al numero buscado, éste no debe ser mayor que
500,000.

Para resolver este problema podemos suponer que el sultan formaba los grupos
de esposas de una manera natural es decir, separandolas cada dia en grupos
23,4568y 9 esposas.

Con ayuda de una calculadora de bolsillo busquemos entre los multiplos de 7
aquellos que sean palindromicos y tomando en cuenta las consideraciones
sigulentes que ahorraran tiempo en la biisqueda:

- Si el numero de viudas es de un digito, sélo el 7 es candidato pero vemos que
no cumple con la condicién b, puesto que su residuo no es 1 al dividirlo entre 4.
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una triste noticia

- Si el nimero de viudas es de dos digitos sélo el 77 es palindrémico y muiltiplo
de 7, pero al dividirlo entre 3 el reslduo es 2 por lo cual no es el niimero buscado.

- Las posibilidades crecen cuando consideramos multiplos palindrémicos deslete
con tres digitos, los presentamos con sus observaciones en la tabla siguiente:

NOMERO DIVISOR | RESIDUO | SOLUCION

2 1

161 3 2 NO

252 2 0 NO
2 i

243 3 1
4 3 NO

434 2 4] NO
2 1

525 3 0 NO
2 1

695 3 1
4 3 NO

616 2 0 NO

Gt 2 0 NO
2 1

707 3 2 NO
2 1

777 a 1] NO

868 2 0 NO
2 1

958 3 2 NO

Por lo tanlo el niamero buscado no es de tres digitos.



una triste noticia

" Analicemos ahora los niimeros de cuatro digitos:

NGMERO DIVISOR RESIDUO SOLUCION
00 2 1
1001 3 2 NO
2 1
1771 3 1
4 3 NO
2002 2 0 NO
2772 2 0 NO
2 1
3003 3 0 NO
2 1
3773 3 2 No
4004 2 o NO
4774 2 0 NO
5005 5 0 NO
§776 5 0 NO
6008 2 0 NO
6778 2 0 NO
2 1
7007 3 3 NO
2 1
3 1
777 3 h
5 2 No
8008 2 0 NO
8778 2 0 NO
2 1
9009 : 0 NO
2 1
8779 : 2 NO

Por lo tanto el namero de viudas tampoco es de cuatro digitos.



una triste noticla

Probemos ahora con los numeros de cinco digitos:

NUMERO DIVISOR RESIDUO SOLUCION
10101 2 1
3 0 NO
2 1
3 1
4 1
10801 5 1
6 1
8 1
9 1 sl

Por lo tanto 10801 es el nimero de viudas que andamos buscando, es ademas
menor de 500,000 como se requiere.

La solucton se logra también, de una manera mas corta, si se toma en cuenta la
observacion sigujente:

Sea X el namero buscado, como se tiene residuo 1 para cada uno de los divisores
pedemos concluir que X-1 es divisible entre cada uno de dichos divisores:
(X-1)/2, (X-1)/3, (X-1}/4, (X-1)/5, (X-1)/6, (X-1)/8 y (X-1)/9 son todos enteros.

Expresemos todos los divisores como sus potenclas de primos con el objeto de
hallar su minimo comtn maltiplo:

2,3, 2%, 5, 2 3, 2% 3% por lo tanto el m.c.m. es 2° 32 5 = 360

Busquemos ahora entre los multiplos de 360 el ndmero al cual si o aumentamos
en 1 resulta palindrémico y multiplo de 7.

Con mucha facilidad llegamos a encontrar al 1440, que se vuelve palindromico
al sumarle 1, 1441, pero este no es multiplo de 7, por lo cual queda descartado.
El segundo nuimero de este tipo es el 10,800, ol cual si le sumamos 1 legamos
al 10801 que es palindromico y maltiplo de 7 por lo cual es el nimero de viudas
que dej6 el sultan.
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OCHO OCHOS

Este problema consiste en expresar el ntiimero 1,000 con ocho ochos:

88888888 = 1,000

Este problema puede ser atacado de diferentes formas debido a que la pregunta
no especifica el tipo de relacion que deben tencr los ochos entre si, pero esto hace
mas interesanle la tarea aunque la solucléon tarde un poco mas en ser
descubierta. De cualquier forma el razonamiento que presentamos a continuaciéon
nos permite resolver el acertijo.

" Al intentar resolver este problema lo primero que se nos ocurre es revisar las
potenclas de 8 puesto que son cantidades que pueden ser expresadas como el
producto de varios ochos ademas pueden crecer acercandose al 1,000 que es lo
que tenemos como meta.

8'=8
8?= 64
8= 512
8= 4096

8* es el limite puesto que evidentemente el resultado obtenido se aleja mucho de
1,000.

Otro subconjunto que resulta importante en la bisqueda de la solucién es el
conjunto de los primeros 8 maltiplos de 8 ya que pueden ser expresados como
sumas de ochos:

8 =8

848 =16
8+8+8 =24
8484848 =32
8+8+8+8+8 =40

8+8+8+8+8+8 =48
8+8+8+8+8+8+8 =56
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ocho ochos

Podriamos también combinar sumas de potencias con la misma finalidad, pero
para no ensayar una por una estas combinaclones lo mas practico sera construir
una tabla de los multiplos de ocho que nos permita visualizar mejor las posibles
formas de solucion.

88 96 104 112 120 128 136 144 152 160
168 176 184 192 200 208 216 224 232 240
248 258 264 272 280 288 296 304 312 320
328 336 344 352 366 368 376 384 392 400
408 416 424 432 440 448 456 464 472 480
488 496 604 8512 520 528 536 544 652 660
568 876 584 592 600 608 616 624 632 640
648 656 664 672 680 688 696 704 712 720
728 736 744 752 760 768 776 784 792 800
808 816 824 832 840 848 856 864 872 880
888 806 904 912 920 928 936 944 962 960
968 976 984 992 1000 1008 1016 1024 1032 1040

Los numeros que aparecen resaltados son las combinaciones de 8 con otros
multiplos como eJemplo del tipo de combinaclones que pueden formarse para
tratar de conseguir el 1,000.

Pero al construir la tabla de multiples nos dames cuenta de que no hemos
considerado otra forma de interpretar la relacién que podria existir entre los
ochos, es decir que nos percatamos de que existen los nimeros 88 y 888 que
también son miltiplos de ocho y que ademas son los que generan la solucion
siguiente:



ocho ochos

888

Tomando en cuenta estas mismas consideraclones podemos factimente resolver
. otros prohlemas semejantes como los siguientes:

1) Expresar 1,000 con 16 cuatros.

2) Expresar 100 con 7 cuatres.
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MULTIPLICACIONES EN CUADRADOS

Coloque los niuneros del 1 al 9 en las casillas, de manera que al multiplicarlos
entre si tanto en la direccion horizontal como en la vertical, presenten los
resullados que aparecen en la columnna del lado derecho y en el titimo renglén:

70

108

=64 = 45 =126

En vez de empezar a ensayar niimeros para encontrar la solucin, pensamos que
una forma més eficaz consistird en expresar cada uno de los nameros 70, 48,
108, 64, 45y 126 como el producto de sus factores primos y tratar de reconocer
en tales productos los niimeros del 1 al 9 que deban ser colocados en cada
castlla, Es importante que notemos que cada namero aparece en dos productos,
lo cual servira para encontrar la posicién correcta de cada niimero.

El resultado de la descomposicion en factores primos es la sigulente:

Horizontales:
70=2x5x7
48=2'x3
166 =27 x 3*
Verticales:
64 =28
45=3?x5
126=2x3*x7

Después de observar cuidadosamente los produclos expresados en esta forma
podemos deducir que en el renglon correspondiente al 70 deben aparecer el 2, el
5y el 7, el orden dependera de los productos en las verticales, es decir que el 7
debe aparecer en la columna del 126, el 5 en la columna del 45 y por lo tanta el
2 corresponde a la columna del 64.

Si disminuimos los nameros que ya han sido acomodados en las casillas de los
productos a los cuales pertenecen podremos mas facilmente ubicar los niiineros
faltantes.
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multiplicaciones en cuadrados

Los niineros que aparecen en negritas son los que ya han sido colocados:

Horizontales:
70=2x5x7
48=2'x3
108=2%x 3°

Verticales:

64=2x2°
45=3*x B
126=2x3%x7

Sucesion: 1,2,3,4,6,6,7,8,9

Tratemos de ubicar al 8. En los horizontales debe necesarlamente aparecer en el
renglén del 108 que es la inica opeion posible, en los verticales el 9 0 lo que es
lo mismo 3? puede parecer en la columna del 45 o en la del 126, pero st lo
ubicamos en ésta ultima tendriamos que el 2 también deberia aparecer en la
misma columna, de tal forina que esto no es posible puesto que el 2 ya ha sido
asignado a la columna del 64. Por lo tanto €l 9 debe pertenecer a la coluimna del
45,

Horizontales:
70=2x8x7
48=2'x3
108=22x3*x3
Verticales:
64=2x2°
45=3x5
126=2x3%x7

Sucesion: 1,2,3,4,6,6,7,8,8

En este momento nos damos cuenta que el 45 ha sido completade como producto
con tinlcamente dos nimeros, por lo cual deducimos que el 1 aparece en esa
columna en ¢l anico lugar posible que es la casilla del centro.

Horizontales:
70=2x8Bx7
48=1x2*x3
108=22x3*x3
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mulliplicaclones en cuadrado

Verticales:
64=2x2°
45=1x3xB
126=2x3"x7

Sucesion: 1,2,3,4,5,6,7,.8,9

Al ccupar el 1 la casflla central vemos que el 48 debe ser expresado como un
producto de dos nimeros, ambos entre 1 y 9, por lo cual concluimos que debe
tratarse del 6 y del 8; el 6 expresado en la forma 2 x 3 aparece en también en la
columna del 126 de aqui que se asigne en la casilla correspondiente, y por lo
tanto e! 8 expresado en la forma 2° debera ser colocado en la columna
correspondiente al 64:

Horizontales:
70=2xBx7
48=1x2°x2x3
108=2"x3"x3
Verticales:

64=2x2"x2%
45=1x3xB
126=2x3x3x7

Sucesién: 1,2,3,4,5,6,7,8,9

Unicamente nos falla colocar el 4 (2%) y el 3 que estin ya delerminados para las
1ltimas casillas desocupadas, por lo tanto el 4 quedara en el renglon asoclado con
el 108 y la columna del 64; el 3 quedara en el mismo renglén del 108 y en la
columna del 126 quedando asignados ya todos los nameros del 1 al 9 como se
pedia.

La solucién construida se presenta a continuacién:

2 5 7 = 70
8 1 6 = 48
4 9 3 =108

=64 = 45 = 126
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COSAS DE GRANJEROS

- Un granjero tenia su propia granja. Cuando un trabajador de la oficina del censo
agropecuario le preguntd cuantas aves y cudntas bestfas lenia, el respondié:
"tengo 36 cabezas y 100 patas juntas”, El empleado de la oficina del censo tuvo
que calcular cuantas de cada una tenia el granjero. ¢ Cuantas aves y cuantas
bestlas tenia ?

La respuesta del granjero proporciona tedos los elementos necesarios para
calcular el niimero de aves y de bestias. Al decir que tenia 36 cabezas significa
que en total son 36 animales sélo es necesarlo distribuir los 50 pares de patas
para saber cuales corresponden a aves y cuales a bestias.

Para ayudarnos a encontrar la solueién construiremos una tabla de la sigulente
forma, supondremos que tenemos solo bestias, es decir que las 100 patas son
todas de bestia; considerando que cada bestias tiene exactamente 4 patas se
tendrian entonces 25 bestias,

Si consideramos 24 bestias tendriamos que aumentar en 2 el niimero de aves y
por lo tanto se tendrian 26 cabezas, etc...

No. Cahezas No Besilas No. Aves No. Patas

25 25 . [} 100

26 24 2 98+4 =100
27 22 4 92+L=100
28 22 ;] 88+12 =100
29 21 8 84+16 =100
30 20 10 80 +20 = 100
a1 19 12 76+24 =100
32 18 14 72 +28 =100
33 17 18 68+32 =100
34 16 18 64 +36 = 100
35 15 20 60 +40 = 100
36 14 22 56 + 44 = 100

La tabla nos muestra que si se tienen 36 cabezas debe necesariamente de tratarse
de 14 bestias y 22 aves, ya que de esta forma se tienen las 100 patas cos{deradas.
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cosas de granferos

Podemos obtener la misma solucién si utilizamos un poco de algebra,
sean X = nimero de aves
y = numero de bestias

Como ya sabemos que se trata de 36 animales en total estamos en posibllidad de
expresar este hecho con la siguiente ecuaclon:

X+y=36 {1

Sabemos que se cuentan en total 100 patas y que cada ave tiene solo dos palas
y que cada bestia posee 4 patas, por lo tanto

2x+4y =100 (2
despejando x en (1 obtenemos
x=36-y 3
sustituyendo {3 en (2
2(36-y) + 4y = 100 4
simplificando la expresién
72-2y+4y = 100
72+2y = 100
2y =28
y=14
sustituyendo el valor de y cn (3 tetiemos que  x =36 - 14 =22

por lo tanto verificamos que efectivamente se trata de 22 aves y 14 bestias.

- Dos granjeros estaban llevando sus ovejas al mercado y uno de ellos dijo: "Dame
una de tus ovejas y lendré tantas como tu tengas”, E otro respondio: "St, pero s
ti me das una de las tuyas yo tendré dos veces el numero de las que ti lengas".

¢ Cudntas ovejas tenfa cada uno al principio ?
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cosas de granjeros

Sea X el niimero de ovejas que tenia el primero de los granjeros.
Sea Y el niimero de ovejas que tenia el segundo de los granjeros.

Por lo tanto podemos expresar la sttuacién por medio de dos ecuaclones:

La primera ecuacion depende del comentario hecho por el primero de los
granjeros:

a) X+1=Y-1

La segunda ecuacion depende de la respuesta dada por el segundo granjero:
b) Y+1=2(X-1)

por lo tanto resolviendo el sistema tenemos:

de a) sabemos que Y=X+2

sustituyendoenb): X+2+1=2(X-1)

simplificando: X+3=2X-2

porlotanto X=5.

y Y=5+2=7

X=5
Y = 7 es la solucién buscada.
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COSAS DEL CENSO

Un amigo mio que trabajé como recolector de datos para un censo me dijo que
quedé agotado por el trabajo, pues habia entrevistado a mas de 100 personas.
- 81, fueron mas de 100 pero menos de 1,000. Lo mas increible es que el mimero
exacto que entrevisté es igual a la suma de los cubos de siete nimeros naturales.
Y como si fuera poco, sf sumamos 1 a ese numero, el resultado sera la suma de
los cubos de solo seis nimetos tiaturales.

Finalmente, §, A cuintas personas entrevistd mf amigo ?

En busca de Ia solucién:

Constderemos a X como el nimero de entrevistados por md amigo.

La condiclén del problema nos indlea que:
X=a"+bl et d®+l+ P+ 8

donde a, b, ¢, d, e, {y g son niumeros enteros entre 0 y 9 ya que
10* = 1000 marca el limite indicado por el problema para el numero de

entrevistados.
Ademas, XKel=b+P+P+K+P+m?

debido a que el nimero de entrevistados mas uno debe ser la suma de sels cubos.

El problemn es encontrar entonces el valor de X que depende directamente de los
valoresden, b,c,d, e, f, g h, 1, ],k lym.

Para encontrar Ia solucién observemos en la tabla siguiente como se comportan
los cubos de los nimeros enteros de 0 a 9:
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cosas del censo

[=-I o =

27
64
125
216
343
512
729

CiowN|lojaislw I~

Podemos ensayar diferentes combinaciones formando subconjuntos de 7y de 6
cubos y efectuar sus sumas, pero basta hacer una pequefia observaclon en la
tabla. Como la diferenclaentre X y X + 1 es precisamente 1 y como necesitamos
sumas de 6 y 7 cubos tratemnos de encontrar una pareja de cubos cuya suma sea
otro de los cubos menos uno.

Con esta estrategia de busqueda localizamos rapidamente los mimeros
216 +512 =728 porlotanto 6*°+8°=9%-1

Como X no puede ser mayor que 1,000 tenemos que:

X=1+2°+3"4+4+5°+6'+8 =
1+8+27+64+125+216 + 512 =953

X41=1+2%43°+4°45°+ 9 =

1+8+27+64+125+729=954

Por lo tanto mi amigo entrevisté a 953 personas exactamente.
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CUENTAS MAGICAS
La aritmética nos sorprende una vez mas con el truco que ahora presentamos:

1} Escriba un namero cualquiera de tres digitos.

2) Escribalo de nuevo junto al anterfor para formar un nimero de seis digitos.
3) Dividase este numero de sels digitos entre 7.

4) Dividase el resultado de la divisién anterior entre 11.

5) Dividase nuevamente el resultado anterior entre 13,

6) Maglcamente hemos llegado al niimero de tres digitos que sc pldié al inicio y
ademas no tenemos residuo en ninguna de las divisiones realizadas.

Ejemplo: 1) Escriblmos el mamero 473.
2) Completamos a seis digltos: 473473
3} Dividimos 473473 / 7 = 67639 y no hay residuo.
4) Dividimos 67639 / 11 = 6149 y no hay residuo.
5) Dividimos 6149/ 13 = 473 y no hay residuo.

Justificactén del truco;

1) Tomamos un nimero, abe, de tres digitos.

2) Completamos a seis digitos, abeabe,

3) Para justificar los pasos 3, 4 y 5 cbservernos en conjunto la operacién
realizada: :

abcabc
7
11
13

Para resolver esta operaci6n utilizaremos la propiedad de las fracciones conocida
como "la ley del Sandwich" que enuncia lo siguiente:

sean a,b,c,d cuaiesqulera nimeros reales, tenemos que:
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cuentas mdgicas

Q

ax
bxi

alafels
a

Aplicando "la ley del sandwich" con respecto al 11, tenemos la sigulente fraccién:

abcabce
7___ . abcabcxl
i1 7x11
1

aplicandola ahora con respecto al 13 tendremos:

abcabc
7x11 _ abcabcxl
13 7xiixis
1

por lo tanto en resultado final serd:

abcabc
1001

Para comprobar la divisibilidad descompongamos el nimero abceabe como la
suma de potencias de 10:

abcabc=ax10%+bx10*+cx103+ax10% +bx10+c=
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cuentas mdglcas

factorizando la expresién anterlor de acuerdo a los coeficientes obteriemaos:
abcabe=ax103{103+1) +hx10({20%+1) +¢{10%+1)

a partir de esta expresion podemos observar que el 1001 aparece en cada
término, por lo cual Ia suma es divisible entre 1001.

Al efectuar las divisfones indicadas en el proceso realmente estamos dividiendo
entre 1001 ya que 7 X 11 X 13 = 1001,

El resultado de las divisiones es por lo tanto ax10? + bx10 + ¢, es decir abe como
esperdbamos,
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DOS NUMEROS

Se pide que algulen plense dos niimeros positivos (pueden ser iguales y no
necesarlamente enteros) y que realice las operaciones que a continuacién se
describen:

) Formar un tercer namero aumentando en 1 el segundo niimero pensado y
dividiendo por e} primero.
{f) Formar un cuarto namero sumando 1 al tercero y dividiendo entre el segundo.

..... continuar de esta forma hasta Hegar al paso siguiente .....

1) Formar un séptimo niimero sumando 1 al sexto y dividiendo entre el quinto.

Entonces nos daremos cuenta que el sexto y el séptimo niimero son nuevamente
el primero y el segundo. Es decir que la sucesién formada de esta manera es
periédica con 5 términos en el perlodo.

Comprobacion:

Sean a y b los dos nimeros pensados.

Pasc) b+l es el lercer niimero.

a
Faso #)
bt b+l+a
_a—fl_ a_ _athtl
b b ab
1

porlotanto a+b+ 1 es el cuarto nimero.
ab
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dos ruimeros

Paso iij)

Calculando el quinto niimero:

a+b+l 1 a+b+ab+l
ab - ab Lalbtl) +(b+1) _a+l
bn bl b(b+1) B
a a

de aqui tenemos que a+ 1 es el quinto nimero.
b

Paso 1

Obtengamos en igual forma el sexto nimero:

arl,, ashbn
b . b .ablatbr1) _
atbtl a+b+l b{atb+l)

ab ab

Podemos observar que efectivamente "a" es el sexto nimero.

Paso y

Busquemos ahora el séptimo nimero:

at+l
atl _ 1 _b(atl) )
a+l a+tl 1(a+l)

b b

Como se tenia que probar "b" es efectivamente el séptimo nimero.
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SEND MORE MONEY

Uno de los acertijos mis populares es el sigulente;
Dada la operacién

SEND
+ MORE
MONEY

se debe encontrar el valor de cada una de las letras observando las reglas
descritas a continuacién:

a) El valor de cada una de las literales debe ser un nimero entre 0 y 9.
b} Letras diferentes deben tener valores difercntes,

¢) Letras iguales deben poseer el mismo valor.

d) La operacién debe scr aritméticamente correcta.

Observemos que la principal dificultad que presenta este problema es que no
sabemos st al empezar a sumar por el método que aprendimos en la escuela
primaria, la suma de los dos digltos que corresponden a las unidades, en esle
caso ¢l valor D+E, sobrepasa a 9 y por lo tanto tendremos que incrementar en
uno la suma de las decenas, y asi suceslvamente con cada pareja de digitos que
se deben sumar para completar lo suma final.

Podemos darnos cuenta facilmente que la suma S + M debe ser un valor entre 10
y 19 incluslve, Debe scr mayor que 10 debido a que fue necesario agregar un
digito mas a la {zquierda, y debe ser menor que 19 ya que ninguna suina de dos
digitos diferentes puede llegar a 20. Por esta razén conclulmos que M debe tener
el valor 1.

Tenemos la operacién sigulente:
SEND
+ 1ORE
10NEY

Para hallar los valores de las letras restanles representaremos la situacién por
medio de un sistema de ecuaciones:
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send more money

D+E=Y+10x
N+R+x=E+ 10y
E+O+y=N+10z
S+1+2z=0+10

en donde las literales x,y,z solo pueden tomar valores 0 6 1 dependiendo si la
suma de cada pareja de digitos excede el valor de 9 ¢ no respeclivamente.

Podriarnos analizar todas las posibilidades para los valores de x,y.z, pero esto
resultaria demasiado largo puesto quc tendriamos que considerar los ocho casos
que se muesiran a continuacién:

X y z CASO
0 0 0 [

0 0 1 1

0 1 0 1]

1 0 Q 1\'4

1 1 0 v

1 0 1

0 1 1 vil

1 1 1 viil

Proponemos entornces, para resolver el problema, una forma mas agil como la
sigulente:

Ya hemos visto que M debe ser iguala l. M= 1.
Tomado la ultima ecuacién del sistema propuesto vemos que:
S+1+2z=0+ 10 por lotanto

0+10=S+1+259+ 1+ 1511 puesto que el valor mis grande para Ses 9y
parazes 1.
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send more money

Considerando los extremos de esta tltima expresion tenemos que,
O+ 10s 11 porlotanto Os11-10 =1 porlotanto Os1

los tinicos valores posibles para O son entonces 0y 1 pero como ya sabemos que
M es {gual a 1 por lo tanto el unico valor restante para Q es 0.

Sustituyendo el valor hallado para O en la ecuacion E+ O +y = N + 10z tenemos
que
E+y=N+10z

como ya se sabe que O = 0 y M = 1 enlonces el valor mas pequeno que pueden
tener alguna de las letras faltantes debe ser 2, por lo tanto

102+2<N+10z=E+y<9+1=10

la segunda desigualdad se debe a que 9 es el mayor de los valores para cualquiera
de las letras E,/N.D,Ry 1 paray.

De la expresion anterior concluimos que si 10z + 2 < 8 entonces z = 0, porlo tanto
E+y=N
ycomoE # N entonces y # O por lo tantoy = 1 y entonces N=E + 1.

Podemos sustituir los valores encontrados para z y para O en la ecuacion S + 1
+z= 0+ 10 y tenemos

S+1=10
por lo cual S = 9.
Sustituyendo ahora en la ecuacién N + R + x = E + 10y los valores de Ny dey
tenemos

E+1+R+x=E+10

por lo cual R+x =9 y como se tiene que S = 9 entonces x no puede ser 0 sino
que debe ser 1, por lo tanto sl x = 1 entonces R = 8.
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Las letras que atn quedan sin identificar son E, D, Y y N, las cuales no pueden
tomar los valores de 0, 1, 86 9, por lo que sabemos que

E+1=Ng7
y deaquique E < 6.

En la ecuacién Y + 10x =D + E sustitutmos el valor de x y aplicamos la altima

desigualdad:
Y+10=D+EsD+6.

Constderando que 6 =2 +4 5Y + 4 = D < 7 existen dos postbles valores para D
quesonBy7,

siD=6entoncesY + 10=6+EyademasE=Y+422+4 = 6peroestonoes
postbleyaque D=6, porlocual D=7y N =6,
Como E + 1 = N por lo tanto E = 5, ademéas como

Y+10=D+E=7+5=12

entonces Y = 2.

Hemos encontrado ya todes los valores necesarlos para obtener la solucion, por
lo que los enlistaremos y verificaremos que cumplan con la operacién aritmétiea

propuesta,

0=0
M=1
Y=92 SEND 9567
E=5 + MORE + 1085
N=6 MONEY 10652
D=7
R=8
§=9

ésta es la solucién buscada.
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Teniendo en cuenta la operaclén sigulente:

AABB
- BBAA
CDDC

hallar el valorde CD D C.
Con base en el algeritmo utilizade en las escuelas primarias para ensefiar las
restas, representaremos la operacion a través de diferenles ecuaciones, las cuales

nos permitiran legar a la soluclén buscada.

Considerando que e! valor de A pudiera ser mayor que B tenemos la siguiente
ecuacién para las unidades:

10x + B-A=C endonde x puede tomar valores 06 1.
La diferencia en la columna de las decenas se representa en la forma sigulente:

10y+B-{A+x)=D en donde x toma el mismo valor que tuvo
la ecuacion anterfor. y puede ser 0 6 1.

Para las centenas tenemos:

10z+A-B+y)=D en la cual y toma el valor anterlor y z puede ser
061l.

Y por ultimo:

A-B+2)=C donde z toma el mismo valor anterior,

Una vez representada la operacién a través de ecuaclones estamos en posibilidad
de analizar los cases que se presenten para los diferentes valores que pueden
tomar x,y y z. Todos estos casos estin enlistados en la tabla a continuacién:
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X y 2 CASO
(1] ] 0 1
1 1} 0 2
0 1 0 3
0 [} 1 4
1 1 0 5
1 0 1 6
0 1 1 7
1 1 1 8

Revisaremos caso por caso hasta hallar una solucién:

Para el Caso 1 tenemos que X,y, y z tienen todas el valor 0, por lo tanto tenemos
el sigulente sistema:

1)B-A
2)B-A
3JA-B
49B-A

nugnn

QoUon

de 1) y 2) tenemos que C =D,
ademas de 2) y 3) podemos deducir que B- A = A - B por lo tanto
A=B

sustituyendo A en 1) tenemos B - B = C por Io tanto C = 0 como
C = D entonces también D =0,

En este caso como A = B tenemos que AAB B = B B A A por lo tanto es lgico
pensar que C D D C sea 0 0 0 0. Caso que resulta poco Interesante aunque
posible.
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Caso 2. Parax =1,y =0y z = 0. El sistema a considerar es:

1)10+B-A=C

2} B-A-1=D

3) A-B=D

4) A-B=C
a partir de 1) obtenemos que B-A=C-10
de 2} obtenemos que B-A =D+1
igualando ambas C-10=D+1
por lo tanto C=D+11

Este resultado nos permite deducir que para este caso no existe ninguna solucién
posible ya que C al igual que los otres valores buscados debe corresponder a un
namero de un sélo digito.

Caso 3. Consideramos los valores sigulentes: x =0,y=1,yz2=90.

El sistema a revisar es el siguiente:

1) B-A=C
2)10+B-A=D
3 A-B-1=D
4 A-B=C

de 1)y 2) tenemosque B-A=C y B-A=D-10 porlotanto C=D-10
de 3) y 4) concluimos que A-B=D+1ly A-B=C porlotanto C=D+1

pero C no puede tomar los valores D - 10 y D + 1 al mismo tiempo por lo que
concluimos que este caso tampoco conduce a la solucién.

Caso 4. Para los valoresdex =0,y=0yz=1.

Por lo cual el sistema correspondiente es:

1) B-A=C
2) B-A=D
3)10+A-B=D
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4 A-B-1=C
de 1) Y 4) concluimos que B-A=A-B-1
de2)y3)tenemosque B-As10+A-B
de estas dos ecuaciones tenemos A-B-1=10+A-B
por lo tanto llegamos a una contradiccion.
Caso 5. Los valores de x, y y 2 son 1, 1, y O respectivamente.

E! sistema para este caso es:

1) 10+B-A=C
2)10+B-A-1=D
3) A-B-1=D
* 4) A-B=C

Igualando 1) con 4) tenemos:
10+B-A=A-B porlo tanto
10+2B=2A simplificando
5+4B=A
Sustituyendo este 1ltimo valor de A en 1):
10+B-5-B=C dedondecobtenemes C=5

Sabemes por 4) que C = A - By que C =5 por lo cual al sustituir en 3 tenemos
que S5-1=Dporloque D=4

tenemos resuelto el problema puesto que el objetivo es hallar el valor de CD D
Cquees54485.

La solucién es:
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Una observacion interesante para este problema es que los valores de Ay B
pueden variar si se cuida de cumplir con lalégica de la operacién. Por ejemplo A
puede tomar valores de 5 a 9 y la operacién es aritinéticamente correcta, Si
deseamos que A tome el valor de 7 tendremos que B debera ser 2.

Se puede demostrar por procedimientos analogos a los anterlores que para los

casos 6, 7y 8 que no se han analizado no existen otras soluciones por lo cual sélo
se tienen las soluclones correspondientes a los casos 1y 5.
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LA OBSERVACION DEL PROFESOR DUCCI

En la década de los 30s se atribuyo6 la sigulente observacion al profesor itallano
E. Ducci:

Ponemos cualesquiera cuatro enteros no negativos alrededor de un circulo, por
ejemplo 25, 17, 55y 47, como se muestra en la figura, y colocamos en un circulo
mis grande cuatro niimeros enteros que se obtlenen restando el menor del mayor
de las parejas de niimeros que son adyacentes. Después de haber efectuado este
procedimiento un niimero finlto de veces se llega a un ciclo con sus cuatro
numeros iguales, por ejemplo:

Para cuatro enteros no negativos g,h k1 que son colocados en un ciclo; los valores
absolutos de las cuatro diferencias estarin también colocadas en forma ciclica
para formar un nuevo ciclo de cuatro numeros, cada uno de estos ciclos esta
formado por el valor absoluto de las diferencias de los miembros adyacentes del
ciclo anterior, Después de un niimero finito de pasos llegamos a un ciclo que esti
formado por cuatro enteros iguales.

Prueba: S! nuestro cuarteto inicial consta de cuatro niimeros enteros iguales no
tenemos nada que probar. Si existen al menos dos numeros distintos,
mostraremos que ¢l entero mas grande debe disminuir en cuatro o menos pasos.
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Por ejemplo, si el niimero mas grande en algiin punto es 30, entonces no debe ser
mayor de 29 después de cuatro pasos, no mayor de 28 después de otres cuatro
pasos, ele.; entonces en a lo mds 120 pasos este niumero, que era el mayor, debe
legar a cero.

Pero si el ndumero mayor es O, los otros tres nimeros deben haber llegado ya a
cero, y antes de que esto pueda suceder los cuatro nimeros del ciclo previo deben
haber sido todos iguales. Por lo tanto lo que debemos demostrar es que el nmero
mayor decrece en cuatro o menos pasos.

Claramente el miimero mayor sera inmediatamente disminuido s{ ninguno de los
cuatro nimeros es cero. Sin embargo, sl en alguno de los pasos un cero esta
presente podria suceder que el niimero mayor escapara sin set disminuido al
- siguiente ciclo, Probaremos entonces que los ceros son solamente un fenémeno
temporal; un cuarteto con uno, dos o tres ceros llegara a estar libre de ceros en
al menos tres pasos.

i) Tres ceros. La figura a continuacion demuestra por sl misma lo deseado. Todos
los ceros han desaparecido en tres pasos.

#} Dos ceros, Sean a y b dos nimeros con valor diferente de cero.

a) Stlos dos ceros estin en posiciones opuestas alrededor del circulo, como
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se muestra en la flgura a), ambos habran desaparecido en el siguiente paso.

b) Si los dos ceros estan en posiciones contiguas en el circulo, come se
muestra en la figura b), consideremos los dos pasoes siguientes, aquellos cuyos
cuartetos son presentados como (0,a,c,b), (a,e,d,b). Consideremos dos casos

c=0,cz0.

b;) ¢ = 0 ocurre cuando los valores Iniclales a y b son iguales, este caso
corresponde al segundo ciclo de la figura anterior en donde podemos observar que
los ceros desaparecieron después de dos pasos.

b,) ¢ # 0 ocurre si a # b. Este caso se divide en dos subcasos, d=0y
d # 0, lo cual ocurre cuando b = ¢y cuando b # c respectivamente.

En el primer subcaso, ¢ = |a-b| = b, ylas tinlcas soluciones de esta ecuacién son
a=0ya=2b. Como ano es cero, quiere decir que en realidad comenzamos con
el cuarteto formado por (2b,b,0,0). La figura sigulente muestra que todos los ceros
desaparecen en tres pasos;

En el caso d # 0, tenemos que considerar e. Pero €l papel que desempefia e es
muy similar al que desempefié d, esdeclr sie=0,
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a=c=|a-b|, de tal forma que b = 2a, el cuarteto original fue (a,22,0,0) y todos
los ceros desaparecen como ya vimos en Lres pasos,

iti} Un cero. Si los otros tres nimeros son diferentes, el cero desaparece
inmediatamente después de un paso. Lo mismo es clerto si los valores diferentes
de cero estan diametralmente opuestos en el circulo y ademis son iguales entre
si pero diferentes del tercer mimero,

Si dos ntimeros adyacentes son Iguales pero diferentes del tercero, es decira=b
y a # ¢, entonces veinos que no queda ningin cero después de dos pasos debido
aque | c- | a-c|]#0como se puede apreciar en la figura siguiente, por lo
tanto a # 2c.

(o) ()

St a = 2¢ entonces el Gltimo clclo enla figura anterfor se reduce a 0,¢,2c,c lo cual
produce {os numeros c.c,c.c en el siguiente paso.

Si a=b = c, no aparece ningan cero después de tres pasos, ver Ja figura anterior
y el segundo ciclo en la primero figura de esta prueba.

Con estas observaciones hemos terminado de probar lo que se pretendia.
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EL NUMERO 6174

Dado el ntimero 6174, camnbiemos el orden de sus digites de tal forma que
obtengamos el nimero mis grande posible, esto es poner sus digitos en orden
decreciente. Si también arreglamos el orden de sus digites de tal forma que
obtengamos el nGero mas pequefio posible y al mayor restamos el menor
obtenemos lo siguiente:

7641 - 1467 = 6174
el nimero 6174 con el que iniclamos aparece nuevamente.

Apliquemos estas operaclones a cualquier otro namero de cuatro digitos y
observemos que sucede:

- Sea 3668 el niimero a considerar,

- obteniendo el numero mayor con estos digitos, 8663
- obtenfendo el niamero mas pequeiio posible, 3668

- Efectuando la diferencia, 8663 - 3668 = 4995,

_ no parece haber sucedido nada extraordinario pero efectuemnos estas operaciones
nuevamente con la diferencia calculada 4995,

%) 9954 - 4599 = 5355, efectuemos una vez mas el mismo proceso.

*) 5553 - 3555 = 1998, una vez mas

*} 9981 - 1899 = 8082, de nuevo

%) 8820 - 0288 = 8532, una ultima vez,

%) 8532 - 2358 = 6174, esta vez obtuvimos un niimero que ya nos es famillar.
Lo curioso resultn ser que no importa que niumero de cuatro digitos

consideremos, que no tenga sus cuatro digitos todos iguales por supuesto, este
proceso, repetido a lo mas sicte veces, nos devuelve siempre el nimero 6174,
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Prueba:

Sea M un mimero de cuatro digitos los cuales no son todos iguales. Formamos
los numeros M, y M, ordenando los digitos de manera decreciente y creciente
respectivamente, y efectuamos la diferencia D, = M, - M,.

Con este método estamos asignado a cada posible ntimero M con cuatro digitos
un numero de cuatro digitos D,, con la posibilidad de conslderar al cero como
digito a la izquierda de los digitos significativos.

Esta forma de aslgnar al mimero M un nuevo nimero D, lo podemos expresar
comeo la transformacion

T:X-D

donde X = {x/x es un numero natural de cuatro digitos}
y D es el subconjunto de los numeros obtenidos mediante las operaciones

descritas en el parrafo anterior.

Esdecirquesi Me X y D, € D entonces:

T(M) =D,
Lo que debemos probar es que en a lo mas siete aplicaciones de esta
transformacion se produce el nimero 6174. es decir,

TM) =Dy, TAM) = D, ..., T(M} =D, = 6174 parak=7.

Podemos ficilmente calcular que existen 10* = 10,000 numeros naturales de
cuatro digitos, si descontamos aquellos que bajo la transformacion T producen
el 0000, es decir aquellos cuyos cuatro digitos son el mismo nimero ( 3333, por

ejemplo) tenemios 10" - 10 = 9,990 numeros de cuatro digitos con no todos sus
digitos iguales. '

Mostraremos primero que la transformacion T lleva a estos 8,990 numeros a sélo
54 nuumeros de cuatro digitos. Sean ab,c,d los digitos de M de tal forma que
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arbreed
[

Notemos que no todas la fgualdades pueden cumplirse al misino tiempo.
Calculernos TM) :

M, = 1000a + 100b + 10c + d,
M, = 1000d + 100c + 10b + a,

D, = M, - M, = 1000(a-d) + 100(b-c} + 10{c-b} + {d-a) =
T{M) = 999(a-d) + 90{b-c}

Observamos que T{M) depende de las diferencias (a-d} y (b-c). Como no todos los
digitos son jguales sabemos quea -d > 0,

yqueb-c>0. Ymisaun, quebycse encuentran entre ay d, de tal forma que
a-deb-c

De las tltinas dos desigualdades concluimos que a - d puede tomar valores entre

1,2, 3, .... 9 y que sf toma un valer n de entre éstos entonces b - ¢ puede tomar
a lo mas valores entre O, 1, 2, ..., n. Por ejemplo, st a - d = 1, las \nicas
posibilidades para b - ¢ son 0 y 1, como consecuencia T{M) tomaria valores

999(1) + 90(0) = 0999,
993(1) + 90(1) = 1089
en este caso.

De la misma forma st a - d = 2, ‘(M) tendria para b - ¢ los valores O, 1, 2.
Sumando el niimero posible de valores para b - ¢ en todos los casos:

para a-d=1 tenemos 2valoresparab-c
a-d=2 tenemos 3 valoresparab-c
a-d=3 4 b-¢c

i H i
a-d=9 10 b-c

por lo tanto tendremos 2 + 3 + 4 + ... + 10 = 54 posibles valores para T{M}.
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porlo tanto lendremos 2 + 3 + 4 + ... + 10 = 54 posibles valores para T(M).

Lo siguiente que observaremos cs que a dos nimeres M y N que tienen los
mismos digitos, aunque en diferente orden, les corresponde el mismo resultado
bajo la transformacién T, es decir T(M) = T{N).

Digamos que dos ntmeros son equivalentes si contlenen los mismos cuatro
digltos. Entre los 54 posibles valores que puede tomar T(M}, solamente 30 no son
equivalentes y son los que se presentan a continuacién:

9990 9981 9972 9963 9954 9810
9711 9621 9531 9441 8820 8730
8721 8640 8622 8550 8532 8442
7731 7641 7632 7551 7533 7443
6642 6552 6543 6444 5553 5544

Sl efectuamos el procedimiento descrito al inicio con cada uno de estos niimeros
veremos que a lo mas en sels veces obtendremos el ntimero 6174.



MUY BUENAS NOCHES

La historia que presentamos a continuacién termina planteandonos un acertijo
del cual deberemos encontrar la solucién, si es que ésta existe:

"Una noche mi mujer y yo fuimos a una de esas flestas jartas, llenas de
ceremonias, Era el cumpleanos de la mujer del jefe, ustedes ya comprenderan.
Eramos cuatro parejas, Cuando nos encontramos nos dimos un apretén de
manos, cumpliendo con el saludo de buenas noches. Quedandome yo fuera de la
cuenta, cada uno de los otros apreté un niimero diferente de manos. Y si se tlene
en cuenta que cada uno no apreté su propia mano ni la de su mujer, le pregunto:
¢Cuintas manos apretd mi mujer? Para evitar confusiones debo aclarar que nadle
apret6 la misma mano mis de una vez".

La forma de buscar la solucién a este acertljo serd muy sencilla si consideramos
los elementos que en &l intervienen:

- Un conjunto de 8 personas (los asistentes a la reuni6n).
- Una relacién entre ellos { los saludos).

Tomando en cuenta estos elementos estamos en posibilidad de utilizar una
poderosa herramienta matematica que es la Teoria de Graficas, através delacual
modelaremos las condiciones del problema para tratar de encontrar su solucton.

Cada uno de los asistentes a la reunion seré representado por un vértice, es decir
que estamos considerando una griflca con ocho vértices.

La relacién de adyacencia entre vértices estara definida por los saludos, es decir
que dos vértices seran adyacentes si las personas representadas por dichos
vértices se saludaron, por lo tanto existira una arista que une a dichos vértices,
Comencemos, pues, a constnr el modelo grafico de la sitnacién:

Asistieron ocho personas, en cuatro parejas:

AyB, CyD,

EyF, GyH representan a las parejas respectivamente.

* Supongamos que H es la persona que narra la historia y que se queda fuera de
la cuenta al decir que todos los demds apretaron un nimero diferente de manos.

Notemos que esta aflrmaclon indica que él apreté el mismo niimero de manos que
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alguno de los otros

A B

O O Tomando en cuenta la aclaraclén de
que “nadie apreté ni su propia mano ni
la de su mujer” podemos establecer que

D A no es adyacente a B,
O O E C no es adyacente a D,
E no es adyacente aFy

G no es adyacente a H.

¢ H

En el lenguaje de las grificas, el nimero de apretones de manos que realiza una
persona corresponde a lo que se define como el grado de un vértice, por lo que la
gréfica que representara la soluclén deberi tener slete de sus vértices con grados
- diferentes y el grado del vértice H igual a alguno de los siete anteriores, mas
especificamente diremos que la sucesion de grados debera ser la siguiente:

x.0.1,2,3, 4,56,
debido a que el maximo nimero de manos que puede apretar una persona sin
apretar la propia ni la de su mujer es preclsamente 6. x representa, ademas, el
grado del vértice H.

Como cada saludo se realiza entre dos personas la suma de los grados de todos
los vértices, d, debe ser un niimero par, por lo tanto esto restringe los posibles
valores de x de la siguiente forma:

d=x+0+1+2+3+4+5+6 = x+21
como 21 es impar x debe ser par con el fin de lograr una suma par, debido a que

en cada saludo intervienen dos personas, ademas x debe ser mayor que 0 y
menor que 6, por lo que sdlo hay tres posibilidades:
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Dx=1 6 2x=38

Analicemos cada una de estas opciones:

Jx=1

2)x=3

En esle caso supongamos también, sin
pérdida de generalidad que es el
vértice D el que tlene el grado maximo,
6. Por esta asignacion, el vértice C esta
obligado a tener grado O ya que todos
los demas tienen ya grado 1. Tomemos
al vértice A como el que tiene grado 5
y por lo cual su parefa, el vértice B,
esta obligado a tener grado 1 puesto
que los demis vértices ya tlenen al
menos grado 2. Al tomar al vértice E
cotno el de grado 4, su pareja, el
vérlice F, esti obligado a quedar con
grado 2.

0 Jx=5

En este caso, sin pérdida de
generalidad, supongamos que el vértice
D es ¢} que tiene grado maximo, 6. Al
realizar esta asignacion de grado,
podemos observar que ya se tenen los
vértices G y H con grado 1, el cual es el
que se debe repetir. Al tratar de
asignar, en cualquier forina, el grado 5
a alguno de los otros vértices, vemos
quenoes posible hacerlo sin
incrementar el grado de Gode Hosin
romper la regla de imposibilidad de
saludar a la pareja propla.
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Podemos observar, como esperabamos, que los vértices G y H tlenen ambos grado
3. Por lo que esta grifica representa una solucién al acertijo, es decir que la mujer
del narrador y &l mismo saludaron exactamente a 3 personas.

Consideremos el altimo caso con el fin de conseguir otra soluctén:

J)x=5

Para este caso consideremos, al igual
que en los anteriores, que el vértice D
es el que posee el grado 6, por lo cual
su pareja, el vértice C, esta obligado a
tener grade 0. Como los vértices que
repiten el grado 5 deben ser Gy H
vemos que es posible realizar esta
asignacion sin romper las reglas
establecidas en cuanto a apretar la
mano propla y la de Ia pareja, pero al
hacerlo ya no habra ningun vértice
con grado 2 y 1, por lo que esia
grifica no representa solucion al
problema.

Después de revisar los tres casos anterlores vemos que la 1inica solucién posible
esta representada por la grifica indicada en el caso 2).

Es posible generalizar esle acertijo a una reunién de cualquier niimero, n, de
parejas. La solucién puede ser encontrada de manera analoga a la presentada
para el caso de cuatro parejas. Las graficas que se obtienen al representar las
soluclones constituyen una familfa de grificas que se caracteriza por tener un
numero par de vértices, con una sucesion de grados desde 0 hasta n-2, con dos
anicos veértices con el mismo grado, (n-2)/2.
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LA FIESTA DE GRADUACION

* En una escuela se han lormado diferentes comislones para organizar ]a flesta de
graduacion. Los siguientes nueve alumnos participan en varlas comisiones como
se muestra a continuacién:

- Presupuesto: Tomas, Maria y Juan

- Musica: Juan, Guillermo y Elena

- Comida: Tomés, Alicia y Sofia

- Propaganda: Alicla, Cristina y Enrique

- Decoracion: Sofia, Cristina y Elena

St los alumnos disponen unicamente de dos horas diarfas para reunirse en las
comisfones, por lo ue sélo pueden tratar los asuntos de una comision cada vez,
cual sera el menor nimero de dias necesarios para que cada uno de ellos pueda
asistir sin problemas a las reuniones correspondientes de las comisiones a las

cuales forma parte ?

Solucidn;

Para encontrar la solucién buscada representaremos la situacion a través de una
grafica que servira como modelo. Haremos, para csto, corresponder un vértice a
cada una de las cinco comisiones que se han formado y diremos que dos vértices
son adyacentes, es decir que son extremos de una arista, sl existe algiin alumno
que participe en ambas comisiones. Por lo tanto la graflca del problema se
construye en la forma siguiente:

- Tomas participa en Presupuesto y Comida.

- Juan participa en Presupuesto y Misica

- Elena participa en Misica y Decoraclén

- Allela participa en Comida y Propaganda

- Sofia participa en Comida y Decoracfén

- Cristina participa en Propaganda y Decoracién
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{a flesta de graduacion

por lo tanto en la grafica existiran seis aristas.

Presupuesto
Propaganda Decoracksn
Comida Masica

_El procedimiento para hallar la solucién es el sigulente:
1) Contemos el nimero de aristas a las que pertenece cada uno de los vértices,
{en el lenguaje de teoria de graficas declmos que se calcula el grade de cada
vértice).
2) Ordenemos los vértices en forma decreciente de acuerdo a su grado.

3) Tomemos uno de los vértices de grade mayor y marquemos todos aquellos
vértices con los cuales éste comparte alguna arista.

4) Ubiquemos el vértice elegido y todos aquellos vértices que no han side
marcados en el paso anterior; las actividades correspondientes a cada uno de
estos vértices deben ser programadas para un mismo dia.

5) Hagamos desaparecer los vértices cuyas actividades ya fueron programadas y
también todas las aristas a las cuales pertenecen estos vértices.
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la flesta de graduacién

6) Si todavia existen vértices cuyas actividades no han side programadas
realicemos nuevamente desde el paso 1 con la grafica restante.

Apliqguemos el procedimiento descrito anterformente al caso de la flesta que
hemos planteado.

1) Los vértices tlenen los sigulentes grados:

Presupuesto 2
Propaganda w2
Decoracion w3
Comida w3
Mausica 2

2) Ordenados en forma decreclente

Decoracién w3
Comida 3
Presupuesto 2
Propaganda 2
Muisica w2

3) Podemos elegir Decoracién 6 Comida. Elegimos Decoraclén y marcamos
Musica, Comida y Propaganda, con los cuales comparte aristas.

4) Programamos por lo tanto Decoracion y Presupuesto para el primer dia que
puede ser lunes.

5) Hacemos desaparecer Decoracién y Presupuesto y quedan solamente:
Comida, Propaganda, Masica
Regresamos al paso 1 con la nueva lista.

1) Se tienen ahora los vértices siguientes:

Comida .1
Propaganda ... 1 Propaganda
Musica w0

Comida Mislca




[a fiesta de graduacion

2) Vemos que los vértices estian en orden decreciente.

3) Podemos elegir entre Comida y Propaganda, cuyos vértices tienen grado 1.
Elegimos Comida y marcamos Propaganda con el que comparte una arista.

4) Programamos para un segundo dia, martes, el vértice correspondiente a
Comida que fue el elegido y Miisica que no fue marcado.

6} Al hacerlos desaparecer queda solamente el vértice que representa a
Propaganda.

6] El vértice Propaganda es asignado a un tercer dia, miércoles, con lo cual queda
completa la programacién de las reuniones,

Por lo tanto e calendario sera:

Lunes  reunién de Decoracion y Presupuesto.
Martes  reunién de Comida y Muslca.
Miércoles reunion de Propaganda.

Al apHcar este método de asignacion podemos percibir que esta solucién noes la
unica posible, puesto que tenemos en el paso 3 diferentes alternativas para elegir.

Al elegir cada vez, en el paso 3, el vértice con mayor grado estamos asegurando
que se eliminard el mayor nimero de aristas en el paso 5 con lo cual
garantizamos que nadfe tendra que asistir a dos reunfones que se realicen el
mismo dia; al hacer desaparecer, en el paso 5, tados los vértices no marcados
aseguramos que la asignaclon ocupara el menor nimero de dias postble.

Este proceso servira para realizar una asignacion de este estilo en cualquier

grafica,
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RECORRIDOS EULERIANOS

El primer articulo de Teoria de Graficas, escrito por Euler en 1736, demuestra la
imposibilidad de recorrer cada uno de los puentes de la ciudad de Kénigsberg
comenzando y terminando en el mismo sitio. La situacién se {lustra en la figura
siguiente:

o
:%Qg

/-,-

Encontrar un recorrido en el cual se utilicen todos los puentes iniciando y
terminando en el mismo punto, equivale en Teoria de las Gréficas a encontrar un
Paseo Euleriano.

A partir de este problema han surgido, a lo largo de la historia de la Teoria de
Graficas, muchos otros juegos en los que se pretende encontrar un recorrido de
esta naturaleza,

Presentamos a continuacién algunos ejemplos de estos juegos y sus soluciones,
si es que éstas existen:
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recorridos culerianos

LA FIRMA DEL DIABLO

Uno de los mas antiguos acertljos de ésta especie es la llamada “Firma del
Diablo", que constste en dibujar la figura que se muestra a continuacién sin
despegar el liplz del papel y sin trazar mas de una vez cada linea, terminando en
" el mismo punto donde se inicl6 el recorrido.

Este acertijo grafico se ha difundido mucho debido precisamente a que no es
posible realizarlo con las reglas dadas, a pesar de ser una gréfica relativamente
sencilla.

Una demostracion intuitiva del "Por que” no es posible llevar a cabo esta tarea
consisle en observar, en primer lugar, que cada uno de los cuatro vértices
pertenece exactamente a cinco aristas, por lo cual al intentar un recorrido seria
indispensable que cada vez que se elija un vértice como inicial sea posible
regresar a él para terminar precisamente en él el recorrido, es claro que esto
involucra un namero par de aristas.

Como en [a grafica que se quiere dibujar en la forma descrita sus cuatro vértices
pertenecen a un numero impar de aristas resulta imposible poder iniciar y
terminar un recorrido en el mismo vértice.
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recorridos eulerianos

EL ACERTLIQ DEL RETRATO

Una joven artista fue nombrada para pintar el retrato del ganador de un concurso
de acertljos. Pero no sabia que el modelo seria el acertijo mismo. Impéavida no solo
realizd el retrato con gran sentido artistico, sino que al hacerlo, resolvid el
acertijo. Después de mojar su pincel en una buena cantidad de pintura, trazé el
dibujo que se muestra a continuacién con una linea continua. En ningin
momento levanté el pincel de la tela ni repinté ninguno de los tramos. ¢, Puede
usted encontrar también la solucién ?

En la figura anteror se muestra el dibujo que se debe realizar de un sélo trazo y
la grafica que modela la situacién. La solucion serd, evidentemente, localizar en
la grifica un recorrido que pase por cada una de sus aristas. En este caso no se
pide que el recorrido emplece y termine en el mismo lugar por lo que buscamos
solamente un "Paseo Euleriano Ablerio” en la graflea.
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recorridos eulerianos

Aunque no existe un método eficaz para locallzar Paseos Eulerianos en gréficas,
pedemos sin embargo garantizar la existencia de estos en una grafica debido al
sigulente Teorema:

"Una grdfica conexa tiene un Paseo Euleriano Ablerto sty sélo st tiene a lo mas
dos vértices de grado tmpar".!

Revisando los elementos del problema en cuestion podremos observar que se trata
de buscar un Paseo Eulerlano Ablerto en una grifica que cumple con las
condiclones del teorema anterior por lo cual queda garantizada la existencia de
dicho Paseo. Ahora podemos ensayar hasta localizar el recorrido deseado; éste se
muestra en la figura a continuaciéon:

1, Ver Demostraclones en: Curcd Cobos Ma. del Carmen, Una Introduceién a ja Teoria de Graficas, Notas de Clase, Depto.
de MatemAticas, Facultad de Clenclas, U.N.A.M., Comunicaclones Internas No.165, 1989, Cap. 8.
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recorridos eulerianos

EL ACERTLIO DEL CONCURSO

El profesor Dudosovich examina la respuesta ganadora al acertijo No.77 durante
el Concurso Internacional de Acertijos del afio pasado. El Profesor quiere
asegurarse de que no se haya repintado ninguna linea de la solucion. Para
verificar lo que él hace trace usted la figura que aqui le mostramos de manera
continua. En ningiin momento podra pasar dos veces por el mismo tramo ni
levantar el lapiz del papel. Tampoco pedra doblar éste por ningun punto,

La figura anterior muestra el dibujo a realizar y su grafica.

Notese que cada uno de los vértices de la grafica pertenece a 2 6 4 aristas y
unicamente existen dos vértices los cuales pertenecen a 3 aristas por lo que se
satisfacen nuevamente las condiclones del Teorema 2), es decir que se garantiza
la existencla de un Paseo Euleriano Ablerto en dicha grafica.



recorridos eulerianos

Después de varios intentos fallidos llegamos finalmente a la siguiente solucion:
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LA CASA ENCANTADA

Mostramos a continuacién el plano de una casa encantada. Una vez que entras
en ella la puerta principal se clerra a tus espaldas. Tx corres de cuarto en cuarts
buscando desesperadamente una salida, pero cada vez que atraviesas una pueria
ésta se cierra inmediatamente por arte de magia. ¢, Si te atreves a entrar en esta
casa quedards atrapado en alguno de sus cuartos ?

Ro
J 1= -
L & J. -L
] — T {
RA Hl-'
- I
LI ) L )
R6
Rt

Para determinar si podemos encontrar una sallda de la casa encantada
construyamos una grifica a partir del plano mostrado en la flgura.
Representemos con el vértice Ro el drea en donde se encuentra la entrada, con Rt
el drea donde esta la salida y con los vértices R1, R2, R3, R4y R5 cada unode los
cuartos de la casa. Digamos que estos vértices son adyacentes si existe una
puerta que comunique a dos cuartos, Por lo tanto existiran tantas aristas como

puertas.

La grafica que resulta es la que se muestra a continuacién:
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Iz casa encantada

En esta grafica podemos tomar en cuenta las sigulentes caracteristicas:

- Con excepclén de los vértices Ro y Rt todos los demas pertenecen a un numero
_par de aristas, lo que significa que slempre que se entra a unc de esos cuartos
existe una puerta ain ablerta por la cual se puede salir.

- Los vértices que pertenecen a un numero impar de aristas, Ro y Rt, son
precisamente el vértice que corresponde a la entrada y el vértice que representa
ala salida.

Estas observaclones nos permiten ver que efectivamente sera posible encontrar
un Paseo Eulerlano abierto en la grafica, (Ver tcorema en la secclon Recorridos
Eulerianos) por lo que existira un recorrido en ia casa que emplece en la puerta
principal y termine en la salida sin importar en cuales cuartos se entre siemnpre
se podra salir de ellos.

La casa encantada no resulta entonces tan peligrosa como se pensaba al inicio
por lo cual puedes entrar sin ningin temor.
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COMFLETA CUADROS

Aplicando este juego en sus clases Jack Frohlichstein chservo que sus alumnos
lo disfrutaban enormemente. El juego se realiza en una figura compuesta por un
rectdngulo formado por cuatro renglones de cinco puntos cada uno como se
muestra a continuacién:

Se comlenza en cualquiera de los puntos y se trata de conectar con una linea
continua cada uno de los puntos. Para dibujar la linea se permiten 1inicamente
trazos verticales u horizontales considerandose como un trazo el segmento de
linea que une dos puntos, ademas no se debe levantar el laplz del papel ni
repintar ninguin trazo previamente realizado. El tumo termina cuando ya no es
posible efectuar ningtn trazo.

El objetivo del juego es tratar de completar el mayor namero de cuadrados
posibles, teniendo los cuadrados completos el valor es de 1, si se trazaron tres
lados se cuentan 3/4, sl fueron 2 lados 1/2 y por un lado 1/4.

Por ejemplo, la figura que aparece abajo tuvo un valor de 9 enteros y 1/4.
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completa cuadros

El mejor resultado obtenido en la clase de Frohlichstein fue de 10 enteros 3/4,

‘pero adelante demostraremos que existe otro mejor, de hecho el maximo valor que
se puede alcanzar es 11. Debido a las condiciones del problema podemos
traducirlo facllmente a los términos de la Teoria de Graficas.

Como ¢l problema consiste en unir los puntos a través de una linea continua (sélo
en sentido vertical u horizontal) y sin despegar el lapiz del papel y sin repintar
ningun trazo previo entonces como cada trazo realizado aumenta el valor de la
puntuacion final se busca efectuar el maximo mimero de trazos posibles.

Observemos que la situacion éptima resultaria de efectuar los trazos que unieran
todos los puntos en todos los sentldos posibles, estos trazos darian lugar a la
figura que a continuaclén se presenta.
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completa cuadros

&
————9
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La puntuacién maxima seria de 12 enteros en casa de que existiera un recorrido
que permitiera obtener esta figura.

La figura anterior constituye evidentemente una gréfica y el recorrido deseado
corresponde a locallzar en ella un paseo eulerfano cerrado.

Con base en el teoremas enunciado en la secclon denominada "Recorridos
Eulerlanos” podemos catalogar a la grafica de este juego como una grafica que no
posce ni ciclos eulerianos ni paseos eulerianos puesto que en ella podemos
observar exactamente 10 vértices los cuales pertenecen a 3 (ntimero impar)
aristas. Por lo que acabamos de exponer concluimos que 12 constituye una
puntuacion inalcanzable,

Para garantizar la maxima puntuacién posible bastara con construir otra grafica,
a partir de la anterior, la cual posea un pasco euwjeriano. Para lograr esto
recordemos que se debe tener alo mas dos vértices que tengan un nimero Impar
de aristas. El método que seguiremos seri el de quitar algunas aristas a la grafica

cuya puntuacién es 12.

Las aristas que deben removerse seran logicamente aquellas que pertenezcan a
vértices con nimero impar de aristas. Vemos que el menor namero posible de
aristas que deben ser retiradas es cuatro para dejar sélo dos vértices con namero
impar de aristas, pere no son cualesquiern cuatro aristas, flustramos en la figura

sigutente aquellas aristas que podran ser removidas:
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completa cuadros

Ublquemos los 10 vértices cuyo namero de
aristas es impar.

Las aristas x y y deben necesariamente ser
removidas, de lo contrario no pedremos
tener la situactén deseada. Por lo tanto nos
quedan sélo dos aristas més para retirar,
éstas deben ser unadeentreay by laotra
de entre ¢ y d, permitiendo las dos posibles
grificas que se muestran abajo y en las
cuales existe al menos un paseo euleriano,
por lo que su puntuacién, 11, es maxima
en ambos casos y cuyos recorridos quedan

expueslos,
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NO CONSECUTIVOS

El problema que presentamos consiste en colocar en los 8 circulos que se
muestran en la figura los nimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 8 pero no se deben poner
dos nimeros consecutlvos en circulos que estén unidos por una linea. 4 Es
posible hacerlo ?

Para dar solucion a este problema analicemos la estructura de la figura desde el
punto de vista de la Teoria de Graficas, Se trata de una grafica con 8 vértices y
18 aristas, pero lo méds significative en este momento es observar el nimero de
aristas que inciden en cada uno de los vértices, es decir, el grado de cada vértice:

Los vértices Ay H tlenen grado 3,
los vértices B, D, Ey G tlenen grado 4, y
los vértices C y F tienen grado 6.

Con esta observacion concluimos que los vértices en los cuales corveremos un
riesgo mayor de quebrantar la restriccién son C y F puesto que tienen un niimero
mayor de vértices adyacentes. Por lo cual trataremos de asignar en estos vértices
el conjunto de numeros que contenga la mener cantidad de numeros
consecutivos.
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no consecutivos

Revisemos ahora la sucesién numérica 1, 2, 3, 4,5, 6,7, y 8.

Cada uno de estos nimeros tienen un inmediato superior e inferior, con
excepcion del 1 que sélo tiene un nimero inmediato superior y del 8 que solo
tiene un numero inmediato inferior, debido a que son los extremos inferior y
superlor de la sucesion respectivamente. Por esta razén seran nuestros mejores
candidatos para ocupar los vértices Cy F.

Podemos establecer que 1 ocupe el vértice Cy 8 el F.

" En los vértices A y H podemos colocar 2 y 7 pero para no romper la regla
colocaremosa7enAya2enH.

A
7
c
| ] D
E ®
F
H
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no consecutivos

Existen diferentes formas de asignarlos cuatro mimeros restantes en los vértices
adecuados, una de ellas consiste en considerar la pareja 3 y 4 para los vértices
de la horizontal superior, es decir 3 en By 4 en D, de esta forma quedan
obligados los nameros 5 y 6 para los vértices de la horizontal inferior Ey G
respectivamente.

La soluclén que hemos construido esta presentada en la figura siguiente:

Esta solucton no es la tnica pues aun tomando en cuenta el mismo criterio de
construceién podemos realizar variaciones en la asignacion de algunes vértices,
Presentamos a continuacion algunas de estas otras soluciones:

1) Intercambiando 1 y 8 de lugar y reflejando todos los demas vértices.

11) Permutando los nitmeros en las horizontales, 3y 4, 5 y 6.
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UN ANTIGUO PROBLEMA BABILONIO

Intenta cubrir once de los circulos de la figura de arriba con fichas o monedas,
observando las siguientes reglas:

1. Puedes comenzar en cualquiera de los circulos, cuéntalo como uno y continua
contando circulos hasta sefs en el sentido de las manecillas del reloj. Deja una
ficha en el sexto circulo.

2. Elige otro circulo vacio y como en ¢l paso anterior cuenta sels circulos (incluye
en tu cuenta aun los circulos cubiertos con fichas) y defa una ficha en el ultimo.

3. Repite ¢l paso 2, empezando siempre en un circulo vacio, hasta que sean
cublertos exactamente once circulos.

Este juego parece muy sencillo, en realidad lo es, pero también es muy probable
que no se lleguen a cubrir los once circulos en el primer intento. Mostremos un
ejemplo tomando como base la figura a continuacién, cuyos circulos se han
numerado, como en la caratula de un reloj, con el fin de describir facilmente los
movimientos que se realizaran:
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un antiguo problema babilonio

1. Iniclemos tomando el circulo con el niimero 1, contémeoslo y contemos cinco
mas hasta llegar a seis circulos, Cubramos ahora con una ficha el circulo con el
numero 6 que fue el ultimo en ser contado, Notemos que ya no es posible empezar
a contar desde este circulo ya que esti cubierto; por lo tanto no podremos cubrir
el circulo 11 ya que es precisamente en el circulo 6 en el cual se tendria que
iniclar el conteo para poder hacerto.

2. Iniclemos la cuenta desde el circulo 2 y llegaremos al sigufente circulo que
debera ser cublerto que es el 7. Por esta razon el circulo 12 ya no podra ser
cubierto.

Ya en este momento nos damos cuenta de que con las elecciones tomadas existen
dos circulos que no podrin ser cublertos, a saberel 11y el 12, por lo que no se
lograra de esta manera el objetivo del juego.

Debido a que la figura que resulta es un ciclo nos induce, naturalmente a usar

la Teoria de Griflcas para analizar la siluacién que representa al juego, y para
localizar, si es que ésta es posible, una solucién,
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un antiguo problema babtlonio

Construyamos la grafica que representa al juego. Tomemos un vértice por cada
circulo y consideremos aristas dirigidas debido a que los circulos se cuentan en
un sentido; éstas tendrédn su iniclo en el vértice que representa a un circulo a
partir del cual se empleza a contar y terminaran en el vértice correspondiente al
vértice al cual se llega en ¢l conteo hasta sels.

Por lo tanto la grafica del juego es la siguiente:

12

En esta griflca se muestran todos los movimientos que son posibles de realizar
en cualquier momento del juego. Notemos que cada uno de los vértices es el iniclo
de una arista y el final de otra. Si intentamos un recorrido por las aristas de la
grafica, iniclando en cualqulera de los vértices, nos damos cuenta de que es
posible hacerlo, siguiendo el sentido de las flechas, tocando una sola vez cada
uno de los vértices y terminando el recorrido en el vértice inicial. Se pasa ademas
por cada una de las aristas.

Con las observaciones anteriores vemos que a pesar de la existencla de cruces de

aristas en la graflea, ésta es un ciclo de longitud 12. Por lo cual la dibujaremos
en una forma, sin cruces, que nos permita observar mejor sus caracteristicas:
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un antiguo problema babilonio

Puesto en esta forma el ciclo, C,,, nos permite ver que para lograr once circulos
cubiertos podemos seleccionar los circulos en el orden inverso al cual aparecen
en’el ciclo. Por eJemplo si eleglmos como vértice inicial al 11 quedara cublerto el
4; el 11 sera cubierto sl iniclamos desde el 6; éste sera cublerto eligiendo esta vez
el 1, etc... el altimo vértice en cubrirse sera el 2 al seleccionar el 9, y éste serd el
anico que quedara descublerto por haber sido inicialmente cublerto el 4.

_Generalizacion:

Las condiclones que se dan como reglas para este juego pueden ser aplicadas en
otras versiones del mismo en las cuales las variantes sean el niimero de circulos
que se tienen como base y el numero de circulos que tienen que ser contados
para cubrir a otro,

En este juego intervienen realmente dos graficas. La primera es precisamente la
que podemos observar desde el iniclo, cuyos vértices son los circulos que tienen
que ser cublertos y sus aristas son las lineas que unen dichos circulos. Estas
graficas son siempre ciclos cuya longitud es igual al niimero de vértices (cireulos)
o al niimero de aristas {lincas) ya que en un ciclo el niimero de vértices coincide
con el nimero de aristas. A esta grafica nos referiremos en adelante como la
grifica base del juego.
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un antiguo problema babilonio

La segunda grafica que interviene es precisamente la grafica que se construye
para representar los movimientos que se pueden realizar durante el juego. Sus
vértices representan a los circulos del juego y cada una de sus aristas, dirigidas,
representa un movimiento en el juego es decir, conecta a dos vértices cuando el
vértice final es el 1iltimo en ser contado sigulendo las reglas del juego. A esta
grafica la llamaremos la grafica de movimientos. Estas graficas no siempre son
ciclos que posean a todos los vértices ya que en algunas ocaslones tendrin mas
de una componente, es decir que la grafica no sera de una sola pleza.

En las tablas que presentamos a centinuacién percibimos algunas relaciones
entre los elementos de las graficas que estamos utilizando. Estas tablas ofrecen
informactén de los posibles casos que van desde el minimo niimero posible de
vértices, 3, hasta un juego con 14 circulos, siendo también contados los circulos
en todos las posibilidades, desde 1 hasta el niimero de vértices menos uno.

Decimos que una trayectoria dirigida en una digrafica se deflne como una
sucesion de vértices y aristas en las cuales el vértice final de una es el vértice
inicfal de la siguiente, con excepclon de las aristas de los extremos. Consideramos
la longitud de una trayectoria dirigida como el nitmero de aristas que componen
dicha trayectoria. Como en el juego se tiene que tomar en cuenta el sentido de las
manecillas del reloj pedemos decir que se trata de una digrafica, y podemos por
lo tanto ubicar trayectorias dirigidas de diferentes longitudes. De esta forma si en
las reglas dcl juego se propone contar n circulos para cubrir a otro circulo,
podemos decir que la regla pide, para cubrir un circule, encontrar una trayectoria
de longitud n-1 en la grafica base del juego. Por Jo tanto cada arista en la grafica
de movimientos representa a una trayectoria en la grafica base.

De la informacion contenida en las tablas podemos deducir que no sfempre es
posible proponer juegos para cualquier niimero de circulos ni cualquier nimero
de circulos a ser contados, ya que cuando la grafica de movimientos consta de
dos o mas plezas no sera posible dejar solo un circulo sin cubrir. Esto sucede,
como se nota en la tabla, cuando el nimero de vértices y la longitud de la
trayectoria llenen mas de un factor comun. Conocemos ademis que el nimero
de plezas que forman la grafica de movimientos es precisamente el maximo
comtin divisor del ntimero de vérlices y la longilud de la trayectoria.

De aqui que podemos predecir desde el inicio si se podra en uno de estos juegos
dejar destapado unicamente uno de los circulos.
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un antiguo problema babilonio

Para dibujar las graficas de movimientos procedemos, con el fin de no omitir
ninguna arista, dibujando los ciclos en la forma en la que se van formando:
"terminando una arista en un vértice y comenzando la sigulente precisamente en
ese vértice". Este gjerciclo nos induce a calcular cual sera el vértice al que debe
llegar la arista que se esta dibujando, por lo que se sigue una regla especifica: "se
suma sfempre una misma cantidad al niimero del vértice en el que se inicia la
arista’.

Tomemos como ejemplo las grificas de movimientos para el caso en el que se
tlenen 10 vértices comenzando por movimientos cuya longitud es uno y hablendo
numerado los vértices comenzando desde el 0 como se muestra en las figuras al
final de este articulo. Veamos que si sumamos al namero de un vértice el nimero
correspondiente a la longitud de la trayectoria con la cual fue construida esta
griflca obtenemos el nimero del vértice final de la arista a la que pertenecen
dichos vértices, por lo cual nos damos cuenta que cada una de estas graficas
representa una tabla de sumar. En los casos de 10 vértices podemos ficilmente
apreciar que se trata de las tablas de sumar que aprendimos en la primaria pero
restringiéndonos a las unidades cuando la suma excede a 10. Este tipo de
operacién es definida en las matematicas como la suima madulo 10. Para los
casos con n vértices las graficas de movimientos corresponden a las tablas de
sumar médulo n.

Para observar estas caracteristicas ofrecemos como cjemplos, al final de este
articulo, las grificas que representan a las tablas de sumar médulo 10 paral, 2
y 3, asi como para las tablas médulo 6 de 1, 2, 3, 4y 5. Nétese en estas ultimas
grificas el cambio de orientacion de las arlstas de acuerdo al aumento en la
longitud de las trayectorlas con las que fueron construldas.

ue DEBE
ESTh T pRLATECA
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un antiguo problema babtlonio

Numero dc Vértices Long. trayectoria No.Comyp es Fact.C

3 1 1 1
3 2 1 1
4 1 1 1
4 2 2 1.2
4 3 1 1
6 1 1 1
5 2 i 1
5 3 1 1
& 4 t 1
6 1 1 1
6 2 2 1.2
6 3 3 1.3
6 4 2 1,2
6 5 1 1
7 1 i 1
7 2 1 1
7 3 1 1
7 4 1 1
7 5 1 1
7 6 1 1
8 1 1 1
8 2 2 1,2
8 3 1 1
8 4 4 124
8 5 i 1
8 6 2 1.2
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un antiguo problema babtlonio

Numcro de Vértices Long, Trayect. No, Componentes Factores Comuncs
8 7 1 1
9 1 1 1
9 2 1 1
9 3 3 1.3
9 4 1 1
9 5 1 1
] 6 3 1,3
9 7 1 1
9 8 3 1
10 1 1 1
10 2 2 1,2
10 3 1 1
10 4 2 1.2
10 5 5 1.5
10 6 2 1.2
10 7 1 1
10 8 2 1.2
10 9 1 1
11 1 1 1
11 2 ] 1
11 3 1 1
11 4 1 1
1] 5 1 1
11 6 1 1
11 7 1 1
11 8 1 !
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un antiguo problema babilonio

Namero de Vértices Long. Traycctorla No.Companentes Fact. Comunes
it 9 1 i
11 10 i 1
12 1 1 1
12 2 2 1.2
12 3 3 1.3
12 4 - 4 1,24
12 5 1
i2 6 ] 1,236
12 7 1 1
12 8 4 1.2,4,
12 g a 13
12 10 2 1,2
12 1n 1 1
14 1 1 H
14 2 2 1,2
14 3 1 )]
14 4 2 1,2
14 8 1 1
14 6 2 1.2
14 ? 7 1.7
14 8 2 12
i4 9 1 ¥
14 10 2 1.2
1 11 1 1
14 12 2 1.2
4 3 1 1
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un antiguo problema babilonio

RAFI DE MOVIMIENTOS

0
Tabla del 1 mod 10: V.\

]
140=1 14+45=6 \
1+41=2 1+6=7 8

1+42=3 1+47=8

1+3=4 1+8=9

1+44=5 1+9=0

2

Tabla del 2 med 10:

2+0=2 2+5=7
241=3 2+6=8
2+2=4 2+7=9
2+3=5 2+8=0
2+4=6 2+9=1
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un antiguo problema babilonio

Tabla del 3 mod 10:

3+0=3 3+5=8
3+1=4 3+6=9
3+2=5 3+7=0
3+3=6 3+8=1
3+4=7 3+8=2

Tablas med 6:

1+40=1
1+1=2
1+2=3
1+43=4
1+4=5
145=0




un antiguo problema babilonio

2+0=2
2+1=3
2+2=4
2+3=5
2+4=0
2+5=1

3+0=3
3+1=4
3+2=5
343=0
3+4=1
3+5=2
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un antiguo problema babilonio

44+0=4
4+1=5
4+2=0
4+3=1
4+4=2
4+5=3

5+0=5
5+1=0
5+2=1
5+43=2
5+4=3
5+5=4

.
%X
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COMPARTIENDO LITROS

Dos hombres tienen una garrafa llena de vino, con capacidad de ocho litros.
Cuentan también con otras dos vacias, una con capacidad para 5 litros y la mas
pequeiia puede contener sélo 3 litros. Estos hombres desean repartir el vino en
cantidades iguales para ambos. ¢ Cual sera la forma mas sencilla de realizar el
reparto ?

Repartir los ocho litros de vino utilizando solamente los recipientes cuyas
capacidades son 8, 5 y 3 puede no ser una tarea muy complicada, pero el
problema sugiere encontrar la forma mas sencilla. Debemos por lo tanto
interpretar el problema como realizar la tarea solicitada con el menor niunero de
movimientos posible, por lo cual el método de ensayo y error puede no llevarnos
a la solucién buscada ripidamente.

Este acertijo es muy conocido y ha sido abordado en diferentes formas, ahora lo
trataremos como un problema de optimizacién es decir buscando el minitmo
ntimero de pasos para realizar la division equitativa del vino.

La herramienta que utilizaremos para este fin pertenece al Andlisis de Redes que
podemos considerar como una aplicacién de la Teoria de Graficas. Por lo cual
construiremos el modelo grifico correspondiente aunque, para este caso, la
construccion de dicho modelo no es tan natural como en algunos otros problemnas
presentados en este capitulo.
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comparttendo litros

Como en toda grafica necesitamos dos conjuntos, uno de vértices y el otro de
aristas, y ademnas la relacion de adyacencia entre las vértices. Consideraremos en
este caso cada vértice de la grafica como una terna de valores que represente el
estado en que sc encuentran las garrafas en un momento dado, es decir que el
primer nimero de Ja terna nos indicara cuantos Jitros esta contentendo la garrafa
de 8 litros, el segundo ntimero nos dira los litros contenidos en la garrafa de 5
litros y el tercer nimero sera el correspondiente a los litros contenidos en la
garrafa mas pequenia. Por ejemplo, el vértice gue representa la situacion inicial
sera el vértice (8,0,0) pues es ¢l reciplente mias grande (8 ltros) el que contiene
los 8 lttres de vino en tanto que los olros dos recipientes se encuentran vacios,

La relacién de adyacencia enire los vértices seré la siguiente: Existe una arista
dirigida que va de un vértice inicial a otro final si podemos pasar inmediatamente
de un estado a otro con un unico movimiento. Por ejemplo, exdste 1a arista
dirigida cuyo vértice infcial es {8,0,0) y cuyo vértice final es (5,0,3}, esto debido a
que consideramos como un movimiento al hecho de llenar el recipiente con
capacldad de 3 litros quedando 5 litros en el recipiente de mayor capacidad. Se
debe tomar en cuenta que estos movimientos deben garantizar gue se conoce con
precisién en cualquier momento cuantas litros exactos contienen cada uno de los

recipientes.
Tomando en cuenta estas propledades podemos construlr la graflea dirigida

correspondiente a la situacion, la cual ademas nos mostrara algunas soluciones
evidentes. Aunque deberemos encontrar después la solucién que corresponda al

nimero minimo de pasos.

struccion de la Grafiea:

El estado {8,0,0} es representado por el vértice iniclal. El estado final estara
representade por el vérlice (4,4,0). Tendremos que calcular los vértices
intermedios que nos vayan llevando s la solucién. Para esto consideraremos a
partr del inicla cada una de las posibilidades que ofrece el estado previo en cada

€aso.

Observemos que se siempre se puede regresar de un estado posterior a uno
anterfor.
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compartiendo litros

Sea A = (8,0,0) tenemos a partir de aqui dos posibilidades:
B={3,5,0yC=(503

por lo tanto existen las aristas dirigidas AB, AC, BA y CA.

A partir de B y C construimos: D=(053 E={323 F=(530

y vemos que es posible dibujar las aristas BD, DB, BE, EB, CD, DC, CF, FC, FA,
FBy ED.

Construimos después: G =(6.2,00 H=(23.3)

y las aristas EG, GE, GB, FH, HF y HD.

Al construir los vértices: [=(6,02) J=(251)

tenemos que constderar las aristas GI, 1G, 1A, IC, HJ, JH, JD y JB.

Con los vértices: K=(1,52 L=(7.01)

tenemos las aristas 1K, KI, KB, KD, JL LJ, LAy LC,

y con los vértices: M=(1,43) N=(7,10)

tenemos las aristas KM, MK, MD, MC, LN, NLy NA.

Finalmente tenemos los vértices: 0 =1{4,4,00 P=(4,1,3)
y las aristas MO, OM, OP, OB, OA, PO, NP, PN, NB y PD.

por lo tanto la grafica sera la mostrada en la pigina siguiente:
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compartiendo litros

Los vértices Ay O representan el iniclo y el fin de 1a ruta buscada.

El peso cn cada una de las aristas es 1 por lo cual no ha sido necesario indicarlo
en cada una de ellas.



compartiendo litros

Decimos que una Red es una grafica dirigida cuando ésta tiene asociado algin
valor numérico (peso) en cada una de sus aristas o de sus vértices. Para el
problema que nos ocupa podemos asignar peso 1 a cada uno de las aristas de la
grafica para tener una red con todas sus caracteristicas,

En los términos del Analisis de Redes lo que pretendemos es encontrar la ruta
mas corta entre el vértice inicial Ay el vértice final O, entendiéndose por la ruta
més corta el camino para el cual la suma de los pesos de las aristas que lo
forman es mintma. Para resolver especificamente problemas de ruta més corta
entre dos vértices se cuenta con un algoritmo muy eficlente conocido como el
algoritmo de Dijkstra. Este algoritmo encuentra en cada una de sus ileraciones
la ruta mas corta entre el vértice inicial y uno de los vértices de la red, repitiendo
este proceso hasta encontrar el vértice deseado como final.

Para poder aplicar el algoritmo de Difkstra en una red ésta debe cumplir con las
sigulentes condiclones:

a) Que exista un camino entre el vértice Inicial y el final.

b) Que no existan circuitos negativos, tales que haya un camino del vértice inicial
a alguno de los vértices del circuito y de alguno de los vértices del circuito al
vértice final. (Un circulto negativo es una sucesion de aristas dirigidas para las
cuales sucede que el vértice terminal de la uitima arista del circuito es el vértice
iniclal de la primera arista del circuito, ademas la suma de los pesos de todas las
aristas del circuito es un nimero negativo)

Ambas condiciones se cumplen en la red de nuestro problema.

Aplicando el Algoritmo de Dijkstra:

Consideramos A como el vértice inicial.

Sea d(x) = min{ d(x), d(p}+d(p.x)} para todo vértice de la red, donde p es el vértice
que se analiza en cada una de las iteraclones y d(x) es la distancia minima
encontrada desde el vértice inicial hasta el vértice que representa el estado actual,
d{p.x) es ademas la distancla entre el vértice p y el vérlice x que se esté
analizando .

Paso 1. Sea d{A)=0 debido a que A es el vértice iniclal. Consideramos a A dentro
del conjunto de vértices marcados con eliqueta permanente, ¢s decir que se ha
encontrado la ruta mas corta desde el iniclo hasta el, obviamente en este caso la
longitud de esta ruta es 0 puesto que A es el vértice inicial,
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compartienclo litros

Para todo vértice x en la red hacemos d(x)= %, y consideramos sus eliquetas como
temporales, es decir que no se ha encontrade la ruta mas corta entre el vértice
inicial y ellos.

a(x} nos Indicara cual es el vértice predecesor de los vértices analizados en las
iteraciones del algoritmo. Para el vértice Inicial a{A)=A puesto que este vértice
inicial no tiene predecesor en la red.

Paso 2. Actualizacion de etiquetas. Consideramos D*(x) al conjunto de vértices con
etiqueta temporal los cuales son extremos finales de una arista cuyo iniclo esta
en el vértice x. Por lo tanto D*(A)={B,C}

Calculamos:

d(B)= min{d(B), d(A)+d(A,B)} = min{ 0 ,0+1} =1 a(B)=A

d(C)= min{d(C), d(A)+d(A.C)} = min{oo ,0+1}=1 a(C)=C

Como ambas distancias han sido cambiadas, ya que en el paso 1 tenfan valor
infinito, se caleula mediante a(x) el predecesor que forma parte de su ruta
minima.

Se consldera ahora la menor de las distancias d(x) con etiqueta temporal en este
caso como ambas son iguales a 1 cualquicra de las dos puede ser etiquetada
permanentemente. Tomemos X = C.

Vértices con etiquetas permanentes: {A, C}
Vértices con etiquetas temporalest (B, D, E, F.... P}

Paso 3. Como no hemos alcanzado el vértice final iremos nuevamente al paso 2.
iteracion 2. D'(C)=(D.F}

d{D)= min{d(D), d(C)+d{C.D)}= min{ « ,1+1} =2 a(D)=C
d(F)= min{d(F), d{C}+d(C,F)}= min{ » ,1+1}=2 a(F)=C

X' = B. Marcamos B con etiqueta permanente.

Vértices con etiquetas permanentes: {A,C,B}
Veértices con etiquetas temporales: {D,E,F,...P}
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compartiendo litros

Iteracién 3. D*(B}=(D,E}

d(D}= min(2, d(B)+d(B,D)}= min(2, 1+1}=2 a{D) no cambla
d(E)= min{d(E), d(B}+d(B,E)} = min{ © ,1+1) =2 a{E)=B

X = E. Marcamos E con etiqueta permanente.

Vértices con etiquetas permanentes: {A,C,B,E}
Vértices con etiquetas temporales: {D,F,G,...P}

lteracién 4. D'(E)=(D,G}

d(D}= min{d(D), d(E}+d(E,D}j= min{2,2+1}= 2 a(D} no cambia
d(G)= min(d(G), d(E)+d(E,G)}= mnin{ 0 ,2+1}=3 a(G)=E

X =D. Marcamos D con etiqueta permanente.

Vértices con etiquetas permanentes: {A,C,B,E,D}
Vértices con etiquetas temporales: {F,G,H...P}

Iteracion 5.
D'(D)= ¢ esto se debe a que todos los vértices los cuales son extremos finales de

aristas con inicio cn D estin ya marcados como permanentes. Por lo tanto
consideramos la menor de las distancias de entre los vértices con etiqueta

temporal,
Por lo tanto X' = F, Marcamos F como permanente,

Vértices con etiqueta permanente: {(A,C,B,E,D F}
Vértices con etiquetas temporales: {G,H,1....P)

lteracién 6. D'(F)={H}
d{H)= min{d(H), d(F)+d(F,H)}= min{ ©0,2+41}=3  a(H}=F
X' = H. Marcamos H como permanente.

Vértices con etiquetas permanentes: (A,C,B,E,D,F.H}
Vértices con etiquetas temporales: (G.1,J....P}
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compartiendo litros

Iteracién 7. D*(H)={J}
dJ)= min{d(J}, d(H)+d(HJ)}= min{ ©,3+1}=4 al)=H
X' = G. Marcamos G como permanente,

Vértices con etiquetas permanentes: {A,C,B,E,D,F H,G}
Vértices con etiquetas temporales: {I.J.K,...P}

Iteracion 8. D(G)={i}
d{l}= min{d(l}, d(G)+d(G,l)}= min{ ©,3+1}= 4a(l)=C
X = 1. Marcamos | con etiqueta permanente.

Vértices con etiquetas permanentes: {A,C,B,E,D,F.H,G,l}
Vértices con etiquetas temporales: {J,K,LM,N,O,P}

Iteracién 9. D (I)={K}
d(X)= min{d(K), d([)+d(l,K)}= min{ ©0,4+1}= 5 a(K)=I
X' =J. Marcamos J con etiqueta permanente.

Vértices con etiquetas permanentes: {A,C,B,E,D,F.H,G,I,J}
Vértices con etiquetas temporales: {K,L,M,N,O,P}

{teracién 10, D{J)={L}
d(L}= min{d{L), d{J)+d(J,L)}= min[ ©0,4+1}= 5 a(l)=J
X' = L. Marcamos L con etiqueta permanente.

Vértices con eliquetas petmanentes: {A,C,B,E,D,F,H,G,I,J,L}
Vértices con etiquetas temporales: {K,M,N,0,P}

Iteracién 11. D*{L)={N}

d(N)= min{d(N), d(L)+d(L,N)}= min{ ,5+1}= 6 a(N}=L
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compartiendo litros

X' = K. Marcamos K como permanente.

Vértices con etiquetas permanentes: {A,C,B,E,D,F,H,G,1.J,L K}
Vértices con etiquetas temporales: {M,N,O,P}

Iteracién 12. D'(K)={M}
d(M)= min{d(M), d(K)+d(K.M}}= min{ ©0,5+1}=6 a(M)=K
X' =M. marcamos M comno permanente.

Vértices con etiquetas permanentes: {A,C,B,E,.D,F,H,G,I.J,L.K.M}
Vértices con etiquetas temporales: {N,0,P}

Iteracién 13. D'{M)={0}
d({O)= min{d(0)}, d(M+d{M,O))= min{ ©,6+1}=7 a(0)=M
X' = O. marcamos O como permanente.

Paso 3. Como O es ¢l vértice al cual deseiabamos llegar y ha sido marcado como
permanente entonces el algoritmo ha finalizado.

d(0) = 7 es la longilud de 1a ruta méis corta desde A hasta O. Recuperamos la
sucesion de vértices de esta ruta a través de alx).

al0)=M, a(M)=K, a(K)=l, a{l)=G, a{G)=E, a(E)=B, a(B)=A

Por lo tanto la ruta mas corta es la siguiente: A,B,E,G,ILK,M.O. la mostramos
ademas en la graflea a continuacién:
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compartiendo litros

Las aristas dibujadas con linea discontinua son las que forman parte de la ruta
mads corta entre Ay O.



compartiendo litros

Regresando a nuestro problema original interpretemos la ruta obtenida por el

algoritmo:

PASOS VERTICE ESTADO

0 (Inicio) A {8,0,0)

! B {3,5,0)

2 E 3.2,3)

3 G (6,2,0)

4 I (6,0,2)

5 K (1,5,2)

6 M (1,4,3)

7 (fin) 0o (4,4,0)

lo cual constituye la solucién de nuestro problema.
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AGUA, GAS Y FLECTRICIDAD

La {lustracién muestra tres plantas abastecedoras. Una de agua, la otra de gas
y la dltima de electricidad. Exactamente enfrente se encuentran tres casas las
cuales ocupan los servicios de cada una de las tres plantas. Los propietarios de
cada una de las casas necesitan acudir con frecuencia a las tres plantas puesto
que tienen que pagar por los serviclos que reciben, Esta seria una situacion
coman si los propletarios de las casas no se odiaran a muerte, por lo cual para
evitar cualquler posible encuentro entre ellos es necesario construir caminos de
cada una de las casas a cada una de las plantas sin que ningun par de estos
tengan algin punto en comun. , Sera posible que se construyan los nueve
caminos sin ningdn cruce entre ellos ?

(PP R

Para soluclonar este problema se antoja inmediatamente, por las caracteristicas
que presenta, pensarlo como un problema de Teoria de Grificas. Resulta
realmente senclllo establecer el modelo para la situaclén de la sigulente format

Representemos cada una de las plantas abastecedoras y las casas mediante un
vértice. Por lo cual la grafica correspondiente tendri unicamente seis vértices.
Cada uno de los caminos que deben construirse entre las plantas y las casas serd
representado por una arista.
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agua, gas y electrictdor

Sin tomar en cuenta por el momento la condicién que prohibe el cruce de dos
caminos tenemos que la grifica que modela la situacién es la siguiente:

Esta es una grafica de caracteristicas muy particulares las cuales han sido objeto
de estudio, por los estudiosos de la Teoria de las graficas, durante algan tiempo.

Se trata de una grafica cuyos vértices pueden ser agrupados en dos conjuntos con
la particularidad de que ninguna pareja de vértices pertenecientes a un mismo
conjunto es adyacente entre si, pero cada vértice de uno de estos conjuntos es
adyacente a todos los vértices que se encuentran en el otro conjunto. A este tipo
de graficas se les denomina graficas bipartitas completasy se les representa con
el nombre de K, ,, donde m y n son numeros naturales donde m corresponde al
ntmero de vértices en uno de los conjuntos y n al niimero de vértices del otro
conjunto.

Porlo tanto la grafica correspondiente al problema que nos ocupa resulta ser K, 5.
Entonces nuestro problema sera encontrar una forma de dibujar K, , sin que

ninguna de sus aristas se cruce. Uno de entre muchos intentos de realizar esta
tarea es el que se muestra en seguida:
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agua, gas y electricidad

En este intento podemos darnos cuenta que es imposible trazar una arista que
una al vértice E con el 2 sin cruzar alguna otra arista.

Algunas propledades de las graficas estdn relacionadas con las superficies sobre
- las cuales se dibujan. Recordemos que existen diferentes tipos de superficies y no
unicamente el plano; por mencionar algunos tenemos la esfera, el toro, los
paraboloides, la banda de mogbious, elc. Una de estas proptedades resulta ser
la planaridad y es precisamente dicha condicién la que se requiere para la
solucion de nuestro problema.

Decimos que una grifica es plana s esta dibujada en el plano de manera tal que
sus aristas solo se intersectan en vértices de la grafica misma.!

Una curva de Jordan es una curva cerrada simple. El teorema de la curva de
Jordan dice lo siguiente: Si J es una curva de Jordan en el plano, cualquier linea
que una a un punto del interior de J con otro en el exterior de J, debe cruzar la
lcurvad en algun punto.

' Una Introduccion a ta Teorfa de Grificas, Curcd Cobos Ma. del carmen, Departamento
de Matematicas, Facultad de Clencias, U.N,A.M., Vinculos Matematicos No.165, 1989,
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agua, gas y electrictdad

Podemos identificar en la figura anterior al ciclo G,1,A,3,G como una curva de
Jordan, el vértice 2 resulta entonces un punto interior de J y el vértice E es un
punto exterior deJ por lo tanto cualquier linea que pretenda unir E con 2 debera
cortar al ciclo en algin punto violando la condicién pedida.

Con base en el teorema de la curva de Jordan se puede probar que K, , no es una
grifica plana y por lo tanto nuestro problema no tiene una solucién con las
caracteristicas solicitadas.

Una alternativa consiste en cambiar la superficie en la cual se dibuja la grafica,
es decir utilizar una superficie que no sea el plano,

La superficie sobre la cual se puede dibujar K, , sin que sus aristas se crucen es
la llamnada Banda de Méblus, esta superficie puede ser construida ficilmente con
una tira de papel, dando medta vuelta a uno de sus extremos y pegandolo con el
otro. Esta banda tiene la propiedad de tener un tnico lado, es decir que se puede
recorrer toda la banda sin pasar nunca por el borde. En la figura que se muestra
a continuacién presentamos una soluclén construida en la banda de mébius:

Aunque esta solucién de dibujar K, , en la banda de moebius no representa una
solucién para el problema de las casas nos induce a pensar que una posibilidad
se encuentra en una superficie diferente al plano, podria tratarse entonces de
construir un puente para evitar el cruce de dos caminos.
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ESTRELLA NUMERICA

1) Se pueden acomodar los nimeros del 1 al 11 en los circulos de manera que la
suma de los tres nimeros que se encuentran en cada linea recta sea siempre la

inisma ?

Solucién:

a ) Una primerasolucién para este juego la encontramos mediante la
observactén siguiente:

En la sucesion
1,2,3,4,5,6.7,8,9, 10, 11

podemos formar 5 parejas de numeros cuya suma sea 13 asoclandolos como se
muestra a continuacion:

4 5 6 7 8 9 10 11

=1
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el nimero 1 que queda sin pareja sera el elemento que se colocara en el circulo
central, y haclendo corresponder a cada una de las parejas formadas una linea
tecta de la figura obtenemos la solucién:

La suma de los tres nimeros contenidos en cualquiera de las lineas rectas es 14
en esta solucion.

Es importante notar que el elemento 1 que ocupd el lugar central en la solucién
también es el primer elemento en la sucesion de niimeros

b) Una segunda solucién la obtenemos al formar parejas de nimeros, cuya suma
sea 12, en la forma que se muestra a continuacion:

1 2 34 56 789 10 11

[ =]
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En este caso el elemento que ocupard el circulo central en la figura serd el
mimero 6 que se encuentra a la mitad de la sucesion.

" Para esta soluclén la suma de los tres niimeros que se encuentran en cualquiera
de las rectas es 18,

¢} La tercera (y altima) solucién la obtenemos al considerar al Giltimo elemento de
Ia sucesion, 11, como el elemento ceniral en 1a figura, de esta forma las parejas,
cuya suma sera 11, estaran aseciadas como se muestra a conlinuacion:

1234567891011

=]
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Para este caso la suma de los tres nimeros de cualquiera de las rectas es 22.

Notemos que el elemento central en esta solucién corresponde al 11, altimo
elemento de la sucesion.

" La solucidn se presenta en la figura a la
derecha:

La posibilidad de encontrar soluciones para este juego depende de los niimeros
que se tratan de ublcar en los circulos. Podemos observar, en este caso, que se
trata de una sucesion finita de nimeros naturales con un numero impar de
términos consecutivos, lo cual permite que exista cierta simelria entre los
elementos que la conforman dando lugar a las tres diferentes formas de encontrar
parejas de nimeros cuya suma es constante.

Como las soluciones dependen de la sucesion numérica, y sabemos que existen
una infinidad de estas sucesiones, tenemos por lo tanto la posibilidad de
construir una infinidad de juegos con esta misma estructura con sélo aumentar
o disminuir el numero de rectas en la figura que se tiene como base.

Construyamos el caso mis pequefio, es decir, el caso en el que se tiene
tinicamente una recta en la figura
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La sucesion para este caso tiene solamente tres elementos:
1,2,3.

O O O

Las soluciones son triviales, ya que no se tienen mas rectas con las cuales
comparar la suma. Aunque si se pueden obtener las tres diferentes soluciones

que corresponden a ublicar el primer elemento, el elemento medio, y el tiltimo
elemento de la sucesion, en el circulo central.

La suma de los tres niameros en la unica
recta es 6 sin importar cual de los
elementos aparece en el circulo central,

®
S
@

©
® ®
®

El caso siguiente corresponde a la figura que posee dos lineas rectas y la suceston
1,2,3,45:
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las soluciones se construyen en forma anéaloga al ejemplo inicial, es decir se toina
como elemento central al 1 para la primera solucién, al elemento medio, 3, para
la segunda solucion y al dltimo elemento, 5, para la tercera solucion,
construyendo en cada caso las parejas correspondientes en la forma deserita.

La suma de los nameros de cualquier recta es 8 en la primera solucién, 9 en la
segunda y 10 en la tercera.

El caso con tres rectas y la sucesién 1, 2, 3, 4, 5, 8, 7 es el Gltimo que
desarrollamos explicitamente y sus tres soluciones se presentan en la figura a
continuacién:

La suma de los tres ntimeros en cualquiera de las rectas es 10 en la primera
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soluclon, 12 en la segunda y 14 en la tercera.

Podemos decir en general que en el caso que tengamos la sucesién 1, 2, 3,4, ..... N
n-1, n (con n impar) tendremos una figura con (n-1)/2 lineas rectas y sus
soluclones tendran la forma descrita anterlormente con las sumas sigulentes en
cada recta:

a) Para 1 en el circulo central (primera solucién) tendremos:
n+2 en cada pareja

+ 1 enelcentro

b) Para el elemento medio (n+1)/2 en el circulo central {segunda solucién)
tendremos:

1+n en cada pareja
+ (n+1)/2 en el centro
3n+l) siempre es un entero ya que como n
2 es impar n+1 es par y divisible entre 2.

¢) Para n en el circulo central (tercera solucién) tendremos:
m+1 en cada pareja

+ n en el centro

Demostraremos ahora que existen, para cualquier caso de este juego, Gnicamente
las tres soluciones a las que se ha hecho referencla desde el iniclo:

Tomemos el caso general como aquel en el que se considera la sucesién 1, 2, 3,
weey Tt
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Supongamos que x es el elemento de la sucesién que se encuentra en el centro
de una soluciéon y que x <> 1, x <> ny x <> (n-1)/2

Sean c,d elementos de la sucesion con ¢>1 y d<n

Como ny 1 no estan en el centro existen en la solucién las rectas cuya sumas
son x+n+cy x+1+d

x+n+ec=x+14+d por estaren la solucién, entonces se debe cumplir que n
+c=1+d .

Perocomo d <n entonces -d>-n ycomo ¢>1
sumando ambas desigualdades c-d > 1-n
deaquique c+n>1-d conlocual tenemos una contradiccion,

Par lo tanto conclulimos que si existen soluciones para el juego estas deben tener
al, anéa(n-1)/2 como numeros centrales,
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RUEDA NUMERICA

Coloque correctamente los niumeros enteros desde 0 hasta 14 en los circulos de
la rueda de tal forma que se cumplan las condiclones siguientes:

a) la suma de los niimeros en cada uno
de los siete radlos del circulo formado por
el eptagono exterior debe ser la misma.

b) los siete nuiimeros contenidos en los
circulos del eptigono externo deben
sumar el doble de los sfete nimeros
contenidos en los circulos del eptigono
interno.

Para encontrar la solucion a este problema aslgnaremos, sin pérdida de
generalidad, una variable a cada uno de los circulos de 1a rueda de tal forma que
éstas representen a los ntimeros que deben estar alli contenidos. Procediendo de
esta manera tendremos 15 variables X, X,, .., .X;5 X4

Para cumplir con la condicién a)
tendremos que en base a la figura
anterior se deberan de cumplir las
ecuaclones que se muestran a
continuacién:

() X+ X, +X, =C

2) X+ X, + X, =C
B) Xo+ X, + X;p=C
4 X+X,+X,,=C

(5) Xo+ X5+ X)p=C

(6) Xo+ X+ X,y =

() X+ X7+ Xy=C

donde C es la constante deseada en la
suma de cada radio.
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ComoXeZy 0sX/ <14 coni=0, ], .. 14 porlotanto,

gx ;; 1(i+1) 14(215) =105

Sumando las ecuaciones (1) hasta (7) y asoclando adecuadamente tenemos,

VXt Xy + Xy bt Ky 4 Xy =TT

14
como Zl= 105 sustituyendo en la ecuacién anterior
10

105+
6X,+105=7 c-c=_£i,-’ix_°

la constante C debe ser un nimero entero ya que es la suma de enleros por lo
cual

_105 , 6% 6X,
LA B AR

por lo tanto para que 6X, sea un entero con 05 X, < 14 existen
7 .
solamerite tres opciones,
0 X,=0 paralacualC=156
i) X,=7 paralacualC=214
i) X, =14 paralacual C=27

Trataremos de hallar soluciones para cada caso, comenzando por el caso {J:

Para X, = O observamos que
C'IS# 7 =15*0 15
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por lo tanto la suma en cada uno de los
radios debera ser 15 (condicion a).

Y tomando en cuenta la condiclén b} se debe cumplir que :

L)X 4K 4 X 4 X 4 X, 4K 4 X, =8

2) XXy Xy 4Ky 4 Xy Ky 4 X =28 .
sumando 1)y 2)

14
f‘: 1=33=105=3a=a»35
.1

por lo tanto los nimeraos en la rueda intema deben sumar 35 y los niimeros sobre
la rueda externa deben sumar 70, por lo cual las posibilidades de satisfacer la
condicién b) estarin dadas por aquellas combinaciones de 7 niameros tomados
de entre 1 y 14 y que sumen 35.

Con la ayuda del programa | encontramos que de entre las 3432 combinaciones

posibles de 14 nimeros tomados en grupos de 7 sélo las 15 que se enlistan a
continuacion suman 35:
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1)2,3,4,5,6,7,8 2)1,2,3,5,7,8,9 3 1,2.4,5,6,8,9
4) 1,3,4,5,6,7.9 6 1,2,3,4,6,9,10 6} 1,2,3,4,7,8,10
7) 1,2.3,5,6,8,10 8)1,2,4,5,6,7,10 9} 1,2,3,4,5,9,11
10} 1,2,3,4,8,8,11 11) 1,2,3,5,6,7,11 12) 1,2,3,4,5,8,12
13) 1,2,3,4,6,7,12 14) 1,2,3,4,5,7,13 15)1,2,3,4,5,6,14

todas estas combinaciones cumpien con la condicion b) ya que la sumna de sus
¢lementos es 35, por lo cual deberan pertenecer a la rueda Interna, pero
necesitamos ahora selecclonar de entre ellas las que puedan safisfacer
simultaneamnente la condicion .a) es decir debemos tormar cada uno de los
numeros contenidos en las combinaciones y buscar su pareja correspondiente en
la rueda externa, es decir, aquel con €l que sume 15.

Podemos afirmar que si alguna de estas combinaciones posee una pareja de
elementos cuya suma sea 15 esta combinacién no puede ser una solucién, ya que
esto implica que dichos elementos deberian estar en la rueda Interna y en la

externa a la vez.

Por ejemplo en la combinacion 1} 7 + 8 = 15 por lo tanto 7 esta en la rueda
fnterma puesto que pertenece a Ia combinacién y su diferencia con 15 es 8
precisamente, que también esti en la combinacion y por consigulente en fa rueda
interna, como 7 y 8 no pueden pertenecer a la rueda interna y a la externa al
mismo tiempo resulta que la combinacién 1) no puede ser solucién.

Tomando en cuenta la consideracién anterior podemnos descartar 14 de las 15
posibles combinaclones satisfaciendo las condiciones a} y b) Unicamente la
combinacién niimero 11, que es realmente la inica solucién para este caso.

Casolij Para X, = 7
Tenemos que:

14

14
f‘?t 1=} 1-%,=105-7=38
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por lo tanto si sumamos ). X, #X, +.+ X;=a
con ... Xg+Xg+... + X, =2a

tendremos :

u
E i-3a-98-3a-a=9—38--a=32 .66, ..

El valor de a no es entero, lo cual implica que no existe una combinacion de los
numeros 0, 1, 2, 3,4, 5, 6,8, 9, 10, 11, 12, 13 y 14 que cumpla con la condiciéon
b) y por lo tanto no hay solucién posible para este caso.

Para el caso X, = 14

Tenemos que :

14 14
g 1= 1-X,=105-14 291

de la misma forma que en el caso anterior:

91=3a~a=9—;'-a=30.333 o

como el valor de a no es entero no existe una combinacién de los nimeros 1, 2,
3, 4,5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12 y 13 que satisfaga la condicién b) por lo tanto
tampoco existe solucion para este caso.
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Una vez que hemos analizado las tres posibilidades para la solucién de este
problema, llegamos de inmediato a 1a conclusién de que la soluciéon hallada en el
caso i}, y que presentamos a conlinuacién, es la 1inica posible.

Solueidn:
a) la suma en cada uno de los radios es 15,

b) la suma de los niimeros en el eptigono externo es 70 y la suma de los
numeros en el eptagono intemo es 35, exactamente Ia mitad,
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ESTRELLAS MAGICAS

Una estrella migica es un poligono cerrado en forma de estrella al cual se le han
asoclado nitmeros en cada uno de sus vértices de tal forra que la suma de los
nimeros en cada lado del poligono es constante. Debemos aclarar que se
entiende por un vértice al punto de Interseccion entre cualesquiera dos lados del
poligono.

El poligono mas simple para formar una de estas estrellas es el llamado
Pentagrama (o estrella de cinco plcos), en los circulos que se han dibujado en
cada uno de sus vértices se deberan colocar los nameros del 1 al 10.

¢ Sera posible construir el Pentagrama magico ?

Antes de empezar a ensayar posibles soluclones es importante tratar de conocer
la llamada constante magica, es decir la suma que deberd aparecer en cada uno
de los lados, esto nos pernitira buscar la solucion en una direccion mas acertada.
Para calcular la constante magica observemos lo siguiente:

1) La suma de los niimeros 1 al 10 es:
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10
X 130355

2) Como cada vértice pertenece a dos lados diferentes, la suma de los nimeros
que aparecen en los cinco lados es 55 x 2 = 110,
por lo tanto,

3) La suma de los cuatro niimeros en cada lado sera 110 = 22
5
que €s, para este caso, la constante magica.

En este momento podemos fratar de hallar alguna solucién ensayando
combinaciones de cuatro nimeros, entre 1y 10, cuya suma sea 22. Debenos de
encontrar cinco de dichas combinaciones y colocarlas en los vértices sefialados.

Hemos hecho la observacién de que cada uno de los vértices pertenece a
exactamente dos lineas, por lo cual podemos considerarlos indistintamente, es
decir que para asignar inicialmente un nimero a alguno de los vértices podemos
hacerlo sobre cualquiera de ellos sln quc esto afecte 1a posible solucion.

Fijemos nuestra atenclén en el nimero 1 y ubiquémoslo en cualquiera de los
vértices.

Construyamos ahora las combinaclones de cuatro numeros en las cuales
participe el 1 y cuya suma dc elementos sea 22.

Sigamos un proceso ordenado en la construccién de tales combinaciones:

2)1,2,9,10 e}1,4.8.9
b)1,3,8,10 11.5,7.9
}1.4,7,10 21,6,7,8
d)1,5,6,10

Consideremos ahora las posibles combinaciones de 4 niimeros cuya suma de
elementos sea 22 en las cuales participe otro de los niimeros pero sin que en
éslas inlervenga el 1, tomemos por ejemplo al 10:
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h)2,3,7,10
12,4,6,10
3,4,5,10

las combinaciones a,b,cy d indican que el 1 y el 10 pertenecen a vértices en una
misma linea de la estrella, como el 1, al igual que los otros niimeros, participa en
otra linea simultineamente tenemos diferentes posibilidades,

Por ejemplo, si se tiene la combinacién a) en la solucién se debe tener también la
combinaciéon g), puesto que en dos combinaciones sélo se puede repetir un
elemento. Con este criterio formamos parefas de combinaciones factibles;

a) y g pueden estar en la solucién.
by 0 .. "
dye " "

¢} no puede estar en la solucién.

St consideramos la pareja a) y g} y tomando en cuenta que el elemento 10 debe
estar en otra de las lineas restantes, es decir que no contenga al 1, podemos
encontrar estas combinaciones que son unicamente h}, 1) y j). Pero podemos
observar también con facilidad que con ninguna de éstas podriamos obtener una
solucion, puestoe que se lienen mas de un elemento comin en alguna linea o bien
no se tiene ninguno.

Con la pareja b) y ) sucede exactamente lo mismo, no es posible acomodarlas con
h), 1) 6 J) para lograr una solucién.

De la misma manera resulta imposible asociar alguna de las combinaciones h),
1) 6 j) con la pareja d) y ) para tratar de obtener una solucion.

Como con ninguna de las combinaclones en las que aparece el 1 hemos logrado
construir una soluclén y como este andlisis se pudo haber realizado con
cualquiera de los otros nimeros concluimes que no ¢l problema planteado no
tiene solucién para los nimeros propuestos.

Otros problemas alternatives consisten en identificar si para algiin otro conjunto

de numeros se puede hallar una solucion en la misma estructura o si con el
mismo conjunto de pueden tener soluciones en estructuras similares.
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PIRAMIDE DE CARTAS

El truco matematico con cartas que presentamos a conlinuaclén se debe al mago
Harry Lorayne. El truco se realiza con una baraja francesa de la cual se han
eliminado las cartas con figuras (J,0.K joker} y los dieces. Se pide a una persona
del piiblico que elija cinco cartas y que las coloque destapadas formando una fila
horizontal, esta fila sera la base de la piramide que el mago construira
posteriormente. Una vez que se ha colocado la base de la piramide el mago toma
una carta de entre el montén restante y la coloca tapada en lo que seri la cispide
de la plramide.

Una vez terminados estos pasos se procede a construir el cuerpo de la piramide
de la forma siguiente: Cada par de cartas adyacentes de la fila inicial se suran
por el procedimiento de "eliminar los nueves", si la suma es mayor que 9 se resta
este namero, pero la operacién se puede resolver mds facilmente sl sc suman los
digltos de la suma. Por ejemplo, si tenemos en la fila inicial un 7y un 6 el
resultado de la suma sera 13 por lo tanlo 1 mds 3 da como resultado 4 que sera
el valor de la carta que debera ser colocada justamente arriba de ambas cartas.
Se procedera de fgual forma con todos los pares de cartas adyacentes para formar
asi una segunda fila que estara compuesta por cuatro cartas, Se sigue con este
procedimiento para obtener una tercera fila con tres cartas, una cuarta flla con
dos cartas y la carta previamente sclecclonada por el mago constituira la quinta
y ultima fila con una carta.

Lo sorprendente del truco radica en que al momento de revelar el nimero de la
carta oculta éste colncide con la misma regla con la que fue construida la
piramide, es decir corresponde a la "suma con eliminacién de nueves” de las dos

cartas de la cuarta fila.

Presentamos, en la figura siguiente, un efjemplo de una piramide construida con
estas reglas.

Como se puede observar cada caria, con excepcién de las cinco que forman la
base, corresponde a la suma {con eliminacién de nueves) de las dos cartas que se

encuentran exactamente abajo de ella.

La carta oculta que se encuentra en la ciispide debera tener el valor de 4 para que
€l truco esté bien realizado.
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Illl
indiaia

El truco presentado tiene un fundamento matematico interesante, consiste
precisamente en saber elegir la carta que permanecera oculta y que no rompa la
regla de construccién de la piramide. Es logico pensar que el niimero de la carta
en la cima pudiera tratarse del resultado de la suma con eliminacién de nueves
de las cinco cartas de la base, pero puede comprobarse ficilmente que este no es
el método de eleccion que se debe seguir.

El método de elecclon estd basado en la siguiente observacion:

Tomemos la pirdmide y representemos los valores de las carlas de la base con las
letras a,b,c,d y e. Por lo tanto si consideramos la suma normal tendremos una
piramide de la siguiente forma:
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a+2bic 'rbﬂmd [c+2d+e

a+b btc ctd | die

Como podemos observar en la construccién de la piramide anterior el valor de la
carta oculta es a + 4b + 6¢ + 4d + ¢, los coeflcientes son los niimeros 1,4,6,4,1
que corresponden, como podemos facilmente comprobar, al niimero de caminos
con los que se puede alcanzar la carta de la ciispide desde cada uno de las cartas
de la base si cons{deramos que los caminos solamente permiten desplazamicntos
ascendentes. Mostramos a continuacién los caminos a los cuales nos referimos:
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Representamos cada carta con un vértice y numeramos cada uno de los vértices
que obtenemos etiquetando nuevamente los elementos de la base con las letras
a,b,c,d y e como hicimos anteriormente:

Por lo tanto para llegar por un camino exclusivamente ascendente del vértice “a"
a la cima, marcada con el vértice 10, tenemos sélo la opetén (a,1,5,8,10) por lo
cual el valor “a" sélo aparece considerado una vez en la suma flnal (ya sea una
suma normal o una suma con eliminacton de nueves o médulo nueve como es
definida por los matematicos). Para alcanzar el vértice 10 desde el punto "b"
tenemos las opclones ascendentes (b,1,5,8,10), (,2,5,8,10), (,2,6,8,10) y
(b,2,6,8,10) razén por la cual el valor "b" esta considerado cuatro veces en la
suma final. Tenemos las sigulentes 6 opciones ascendentes para llegar a 10 desde
"¢" (c.2,5,8,10),(r.2,6,8,10), (C,2,6,9,10), (C,3,6,8,10), (C.3,6,9,10} ¥ (C,3,7.9,10).
El valor "¢" esta considerado entonces 6 veces en la suma que da como resultado
el valor del vértice 10. De forma analoga se obtienen los caminos {d,3,6,8,10),
(d,3,6.9.10), (d.3,7,910) y (d.4.7,9,10) para el vértice "d" y la unica opcidn
(e,4,7,9,10) para el vértice "e".
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Los niameros 1,4,6,4,1 corresponden {ambién al cuarto renglon del famoso
“trlangulo de Pascal" que permite una generalizacién de este truco para formar
una piramide con cualquier ntiumero de cartas en la base.

La forma de elegir la carta mas alta (en cuanto a la posicién) de la piramide sera
entonces la sigulente: se multiplican los nimeros que presentan las cartas
iniciales por su correspondiente posicién en la sucesion 1,4,6,4,1 y se efectiia Ja
suma. con eliminacién de nueves de los productos obtenidos, de esta forma se
sabe cual sera la carta que debera Ir en la cima de la piramide desde el infcio.
Para facilitar la eleccion de la carta, estos calculos pueden irse haciendo
parcialmente sumando (con eliminacién de nueves) el nimero de la primera carta,
de fzquierda a derecha o viceversa, con el resultado de la multiplicacién del
namero de la sigulente carta por 4, y asi sucesivamente, hasta obtener como
ultimo resultado el valor de 1a carta que permaneceri oculta. Es importante notar
que si el resultado final es un nimero mayor que 9, por ejemplo 17, se debe de
restar 9 a este nimero, o bien sumar sus digitos, para poder colocar una de las
cartas con las que se esta trabajando.



PARES DE MONEDAS

Uno de los juegos de monedas mas antiguos y mejores consiste en colocar en fila
ocho plezas sobre la mesa y tratar de agruparlas, mediante cuatro movimientos,
en cuatro montones de dos monedas cada uno.

Hay una condicién: en cada movimiento la moneda debe "saltar” exactamente
sobre otras dos {en cualquier direcclon) y aterrizar sobre la siguiente moneda
sencilla, El salto puede hacerse sobre dos monedas sencillas o sobre una pareja
apilada.

1 2 3 4 5 6 7 8

Para encontrar una soluctén a este juego numeramos las monedasdelalala 8
como se muestra en la figura anterlor. Probaremos las diferentes posibilidades
para movimientos Iniciales con el fin de encontrar aquellos que lleven a las
posiciones busecadas. Simplificaremos la situacién considerando la simetria que
presenta la colocaclén iniclal de las monedas, es decir que cada movimiento
puede ser reflejado en direccion inversa, por lo cual bastard analizar en uno sélo
de los sentidos en que es posible hacer movimientos.

a) S hacemos saltar la moneda 1 sobre la 2 y 1a 3, para ser colocada sobre la 4
estaremos dejando a la moneda 2 sin la posibilidad de ser aparejada con
cualquiera otra, ya que ésta no podra saltar sobre la pareja 4,1 ni atin haciendo
previamente saltar la 3 sobre dicha pareja para ser colocada sobre la 5. Por lo
tanto este movimiento Iniclal no puede llevar a Ja solucion.

b} Si hacemos saltar la toneda 2 sobre la 3 y 1a 4 para ser colocada sobre la §

estamos dejando a la moneda 1 sin la posibilidad de ser alcanzada o de alcanzar
a alguna otra moneda,
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pares de monedas

Observemos que la moneda 1 no puede saltar ala 3y Ia 4 ya que tendria que ser
colocada sobre la 5 que ya tiene a la 2 como su pareja. La moneda 3 no debe
saltar tres monedas por lo tanto no puede saltar a la 4 y a la pareja 5,2. La
moneda 4 puede saltar a la pareja 5,2, cayendo sobre la 6, pero en este caso la
moneda 7 ya no podra saltar hacla ningun lado. Por lo tanto estc movimiento
Inicial no nos conduce a encontrar la solucién.

¢) Si hacemos saltar la moneda 3 sobre la 4 y la 5 para ir a caer sobre la 6
tenemos 1inicamente dos posibilidades para continuar moviendo:

- Podemos mover la moneda 1 sobre la 2 y la 4 para caer sobre la 5, pero
esto implde cualquier movimiento posterior.

- Podemos mover la moneda 7 sobre la pareja 6,3 para caer sobre la 5, pero
esto implde cualquier movimiento posterior.

Por lo tanto este movimienlo nos deja claro que no es recomendable {niclar asi
para hallar la solucién.

d) S1 hacemos saltar la moneda 4 sobre la 5 y la 6 para caer sobre la 7 tenemos
varias posibilidades para un segundo movimiento:

- Si pretendemos mover la moneda 1 sobre la 2 y la 3 para caer sobre la §
dejarmnos a la moneda 2 inalcanzable, por lo que este movimiento resulta
inutil.

- S movemos la moneda 2 sobre la 3 y la 5 para caer sobre la 6 estamos
dejando alslada a la moneda 8. De aqui que no es conveniente efectuar
dicho movimiento

- Si hacemos saltar la moneda 6 sobre la pareja formada por la4 yla 7
para caer sobre la 8 tendremos la posibilidad de realizar un movimiento
mas que consistira en formar la pareja 1,6, pero tampoco nos lleva a la
solucign,

- Si desplazamos la misma moneda 6 en sentido contrario, es decir sobre
la 5y la 3 para caer sobre la 2 observamos que la solucién se presenta en
dos movimientos mids, ya que tendremos una pareja previamente formada
entre dos monedas sencillas, por lo cual basta que cualquiera de las
sencillas salte a la pareja que tiene junto para formar una nueva pareja.
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Por efemplo: la moneda 1 puede saltar a la pareja 6,2 para caer sobre la
moneda 3. Y la moneda 5 puede saltar a la pareja 4,7 para caer sobre la moneda
8. Esta es la solucion buscada. Es decir se formaron, observando las condiciones,
cuatro parejas de monedas en cuatro movimientos.

La solucién presentada no es tinica puesto que podemos encontrar otra que
resulta de efectuar movimientos semejantes en el sentido inverso obteniendoigual
resultado.

Este juego se puede generalizar a 2n monedas para ser aparcjadas en n
movimientos, debido a la observacién sigulente:

Si tenemos 10 monedas, por ejemplo, podemos en un primer movimiento, formar
una pareja en cualquiera de los extremos (haciendo saltar Ia moneda 7 sobre la
8 y la 9 cayendo sobre la 10) quedandonos nuevamente el problema para 8
monedas que ya se ha resuelto en cuatro movimientos, por lo tanto el juego para
10 monedas se resuelve en 5 movimientos.

Para 12 monedas usamos la misma técnica, fortnames en dos movimientos dos

parejas en los extremos quedindonos nuevamente el problema de 8 monedas. Por
lo tanto este problema se resuelve en 6 pasos. Y asi sucesivamente,
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EL TRIANGULO MAGICO

¢Serd posible acomodar los nimeros 1,2,3,4,5,6,7,8,9 en los circulos que forman
¢l triangulo mostrado en la figura siguiente, de tal manera que la suma de los
cuatro nimeros en cada uno de los lados sea la misma ?

La busqueda de una solucién para este problema es en reatidad sencilla debido
a que el nimero de circulos en cada lado es relativamente pequefio. Pedriames
hallar facllmente una solucién por ¢l método de ensayo y error, pero muy
probablemente esto no sucedera en el primer intento, por lo que analizaremos las
condiciones dadas por el enunciado del problema para determinar si existe una
o mads soluclones y cuales son éstas.

Al enlistar los nimeros en el enunciado del problema entendemos que estos
deberan ser utilizados sélo una vez en alguno de los circulos.

Con el fin de poder establecer un modelo que represente las condiciones del
problema recurriremos al algebra haciendo corresponder a cada una de las letras
a, b, ¢, d, e f, g h, i, uno de los numeros que deseamos acomodar, La figura a
continuaclén muestra la forma en que se asociaron las letras a los circulos que
forman el tridngulo.
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Notemos que las letras a, by c fucron asignadas para representar los valores de
las esquinas los cuales aparecen en las sumas de dos lados diferentes.

De esta forma podemos decir que la condicion de {gualdad en la suma a realizar
en cada uno de los tres lados estd representada por las ecuaciones 1,2 y 3 sl
consideramos a S como el resultado de dicha suma.

lJa+d+e+b=5

2Qa+f+g+e=8§

3lb+h+i+c=8

Sabemos que las letras representan a cada uno de los digitos por lo cual
conocemos ¢l valor de la suma de todas ellas es declr,

4) a+b+crdee+f+g+h = 14243+44546+748+9 = 45

atin cuando el orden de los sumandos puede ser diferente,
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tricngulo mégico

Sumando y agrupando adecuadamente las ecuaciones 1, 2 y 3 tenemos que,
5) (a+b+c+d+e+fig+hti)+atb+c = 38

sustituyendo en la ecuacion 5 el valor hallado en 4 tenemos,
6)45+a+b+c=3S por lo tanto,

7Na+b+ec=35-45

Esta ultima ecuacion nos dice que la suma de los niimeros que deben estar
colocados en las esquinas del trdangulo es igual a tres veces la suma de alguno
de los Iados menos cuarenta y cinco.

Como a, b y ¢ pueden ser cualesquiera de los digitos podemos asignarles

A) los valores mis pequefios 1,2y 3 o bien,
B) los valores mas grandes 7, 8y 9

para conocer el rango en el que se encuentra S.
Si tomarmos la primera opcion tendrermos que,
a+b+c=1+2+3=6<35-45
y sl consideramos ahora la segunda encontramos que,
35-45524=7+8+9=a+b+c

al juntar ambas desigualdades tenemos finalmente
6<38-455 24

por lo que al sumar 45 y dividir entre 3 la desigualdad obtenemos que,
1758523

es decir que podemos tener valores para S desde 17 hasta 23.
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Revisaremos, para cada uno de los 7 valores de S, las posibilidades de hallar
alguna solucion, para lo cual también tomaremos en cuenta la suma de los
valores de las esquinas.

Las tablas a continuacién muestran las diferentes posibilidades de elegir valores
en las esquinas a,b,c, para cada uno de los posibles valores correspondientes de
S. El proceso para hallar soluciones es ¢l mostrado con el ejemplo siguiente:

Se calcula con el valor de S el correspondiente valor para la suina a+b+c. S1 S =
17 entonces calculamos a+b+e:

a+b+c=35-45=3{17)-45=51-45=6

Se consideran, de entre los digitos, todas la posibles combinaciones de tres
nimeros cuya suma sea atb+c, 6 en este caso.

La tnica combinacién de tres digitos cuya suma es 6 es la formada por 1,2y 3.

Para saber sl existe una solucién se calcula con los digitos colocados en las
esquinas, como se muestra en la figura, el valor de la suma de los dos nimeros
que faltan en cada uno de los lados. Para este caso debemos considerar que d+e
=14, f+g =13y ht =12,

Analizamos si existen digitos atin no
considerados cuyos valoresasociados
a cada una de estas letras coincidan
con las sumas deseadas y
constituyan por lo tanto unasolucién
al problema.

Presentamos todas las posibilidades encontradas a través de las tablas sigulentes
con el fin de resumir el proceso en cada uno de los 7 casos posibles.
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Casol S5=17 athic=3(17)-45=6

caquinas valores en lados

a|b fc solucton d je [T }g i
1 ]2 8l 8 16 19 {4 5
112 al g 6 {7 4
Casoli S=18 ath+c=3(18)-45=9

csquinas valeres en lados

alb }jc solucion d |e 1 |g L]
213 {4 no

113 }5& ne

112 |6 no

Caso Il S=19 atbic=3(19)-45=12

esquinas solucion valores en lados

al|b |c d je {[ g 1
112 |9 no

1}3 8 no

114 7 sl 6 9 |2 R
114 7 8l 9 |5 |8 |3 2
115 8 no

213 7 st 8 16 |9 1 5
213 7 sl 9 6 14 1
214 {6 no

314 {5 no

131
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Caso [V S=20 a+b+c=3{20)-45= 15

esquinas solucion valores en lados

alb le d Je |f g |h |1
416 |6 sl 9 {2 [7 {3 [8 {1
4|5 |6 sl 8 (3 (9 (1 (7 |2
216 |7 no

3 |6 |7 al 8 |4 |9 |1 |6 ]2
1|6 (8 no

216 8 sl 9 4 713 (6 1
2|5 |8 of 6 |7 |9 |1 |4 (3
314 |8 no

116 |9 i 8 16 |7 |3 14 ]2
214 |9 no

CasoV S=21 a+hic=3(21)-45=18

esquinas solucton valores en lados

al|b |c d |e |f jg b |1
6|16 |7 no

3|7 |s 8i 2 16 |+ 15 |1
317 8 sl 5 ]9 1 4 2
4 16 )8 no

118 |9 no

217 |9 no

3|6 |9 [} 8 |4 |7 |25 |1
3|6 {9 ol 7 |5 |8 |1 |4 [2
415 |9 no
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CasoVl 8=22 athic=03(22)-45=21

esquinas soluclon valores en lados

alb |c d e |t lg In s
6 (7 (8 no

4 |8 |8 no

5§17 (9 no

CasoVIl 8=23 atbic=3(23)-45=24

esquinas soluclon valores en lados

altlb e d {e {[ (g th |t
718 |9 st 6 {2 {4 |83 |5 1
718 |9 af 5 (3 |86 1 4 12

Tenemos por lo tanto 18 soluciones diferentes para este problema sin tomar en

cuenta las permutaciones posibles en cada caso.
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EL JUEGO DEL 15

Un rompecabezas especialmente popular entre los nifios que han aprendido a
contar es el llamado juego del 15, éste consiste en un tablero cuadriculado (4X4),
sobre el cual se encuentran 15 fichas, numeradas con los 15 primeros ntimeros
naturales,las cuales se pueden deslizar por el tablero con el fin de formar arreglos
numeéricos de diferentes formas,

El espacio vacio en el tablero hace posible el movimiento de las fichas.

En la figura que a continuacién mosiramos, las fichas se encuentran ordenadas
del 1 al 15 en la llamada posicién Horizontal.

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

13 14 15

Los modelos de este juego que se encuentran a la venta en las tiendas, presentan
alreverso sels arreglos numéricos diferentes, cada unode los cuales es propuesto
como una meta. En este apartado pretendemos mostrar que es posible realizar
cinco de estos seis arreglos partiendo del Horlzantal y que efectivamente no es
posible llegar al arreglo al cual se ha Bamado adecuadamente el Imposible.

Através de un analisis del juego concluiremos que los arreglos propuestos por los
fabricantes de este juguete no tienen en realidad mucho de particular sino que
se han considerado estos casos porque los numeros estin dispuestos
consecutivamente en alguna direccién especial y propondremos algunos otros
areglos.
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el juego del 15

En la figura siguiente muestra los ordenamientos a los que nos referimos
anteriormente con los nombres que se les han dado.

Ir)j2(3"'4 1 |59 (13 1131 6|10
5161718 2 16 110 |14 215|913
9 |10 {11 |12 3 (7 (11 {15 4) 8 |12 |15
13 114 |15 4 {8 (12 7 ({11 {14
HORIZONTAL VERTICAL DIAGONAL
112)3]4 718197110 15 {14 113 {12
12 113 {14} 5 6112|111 11 10 | 9! 8
11 1516 51413112 716)5]4
1019}18]7 15 114 (13 31211
CARACOL ESPIRAL IMPOSIBLE

Obtengamos un tablero como el propuesto para este juego. Tratemos de encontrar
el ntimero total de arreglos diferentes en los cuales pueden ser ordenados los
nameros que se tienen, Para esto supongamos que las fichas se encucntran fuera
del tablero y que pueden ser colocadas arbitrariamente en cualesquiera de los
lugares. Para nuestro analisis es convenlente considerar al espacio vacio como la
ficha niimero 16 puesto que siempre ocupa una de las casillas del tablero.

Fijemos nuestra atencién en alguna de las 16 casillas del tablero, para esta
tenetnos exactamente 16 posibles formas de asignarle alguna de las fichas. Una
vez que se ha asignado una ficha a tal casilla clijamos otra casilla desocupada y
asignémosle otra de las 15 fichas restantes, por lo cual tenemos 16 X 15 formas
diferentes de hacer estas dos elecclones. Si reallzamos este proceso una vez méas
tendremos que hay 16 X 15 X 14 formas de elegir tres fichas.
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el juego del 15

Continuando de este modo hasta agotar todas las fichas vemos que el nimero de
formas diferentes, de ordenar los ntimeros en las casillas, corresponde al
resultado del producto

16X15X14X...X3X2X1

Este producto es llamado 16! (16 factorial) y su valor numérico es
20,922,789,888,000. Notemos que s un numero grande de posibilidades, pero
¢ Podriamos llegar a cada una de ellas partiendo de la posicién horizontal ?

Para responder a la pregunta anterlor tomaremos en cuenta lo siguiente;

Para cambiar de lugar una ficha es necesarfo que ésta se encuentre al lado de la
ficha 16, es decir que pase a ocupar el lugar vacio. Cada uno de los movimientos
que se realizan en el juego es en realidad un intercamblo de lugar de este tipo,
por ejemplo, para lograr la posicién ¢} partiendo de la posicion a) fue necesario
que las fichas 15 y 16 intercambiaran su lugar (posicién b) y después las fichas
11 y 16 intercambiaron sus lugares. Natese que efectivamente cada movimiento
de cualquiera de las fichas es un intercamblo de lugar con la ficha 16. Este tipo
de intercambio entre dos fichas contiguas es llamado una transposicién. Por lo
tante los movimientos realizados para lograr arreglos especificos estian formados
por sucesiones de transposiciones. Si una sucesién de transposiciones esti
formada por un numero par de éstas decimos que dicha sucesién es par o por el
contrario, si esti formada por un numero impar de transposiciones serd
denominada impar.

13 |14 [15 |16 13 |14 116 |15 13 {14 |11 |15

Supongamos que obtuvimos el arreglo que aparece en la figura a

continuacién a partir del arreglo Horizontal, veamnos que la ficha con el namero
4 ocupa el lugar que tuviera la ficha 1 en la posicién Horizontal. La ficha 5 tiene
ahora el lugar de la ficha 2 etc.
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el juego del 15

4156|717

3 |15 |16 | 8B

2113 |14 | 9

1 |12 j11 (10
figura 4

Para expresar todos estos movimientos utilicemos la sigulente representacién:

1 2 3 4 5 6 7 8 910111213 14 1516 Horizontal
N R R N R A

Yy ¥ v Y ¥ Y Y ¥ vy Y Y Y ¥y Vv Vv ¥

4 5 6 7 31516 8 21314 9 11211 10 Ejemplo

Dectmos que la ficha 1 cambié por la 4, 1a 2 porla 5, la 3 por la 6, etc..

Una permutacién de los elementos de un conjunto es un arreglo de dichos
elementos, por lo tanto si consideramos la posicion Horizontal de nuestro juego
como la posicién basica decimos que el ejemplo presentado es una permutacion
de ésta.

Expresemos esta permutacion como el producto de los ciclos que se van formando
al seguir un orden secuencial:

(1.4,7,16,10,13,1) X (2,5.3.6,15,11,14,12,9,2) X (8,8)

para este caso lenemos tres ciclos: del 1 llegamos al 4, del 4 al 7, del 7 al 16,
etc... hasta llegar nuevamente al 1. El segundo ciclo se Inicla en el 2, a partir de
éste llegamos al 5, del 5 al 3, etc.. hasta llegar nuevamente al 2. El tercer ciclo lo
constituye unicamente el 8, el cual ocupa el mismo lugar en ambos arreglos.

Para llegar al arreglo presentado en el ejemplo anterfor fue necesarlo reallzar una
sucesion de transposiciones, Las personas que tienen alguna experiencia con el
juego notan inmediatamente que un mismo arreglo puede ser logrado de muchas
diferentes formas, es decir que la sucesién de transposiclones no es tinica.
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En este momento podemos intuitivamente percibir que una permutacién, como
el arreglo propuesto, puede ser expresada como el producto de transposiciones.
La demostracion formal de este hecho y las de otros resultados presentados aqui,
pueden ser consultadas en el libro de Daniel 1.A. Cohen dtulado "Basic
Techniques of Combinatorial Theory”,

Aunque no podemos saber con exactitud cuantas transpesiclones fueron
necesarias para lograr el arreglo presentado, sl sabemos que todas las
representaciones de una permutacién como producto de transposiciones tienen
la misma paridad, es decir, todas estas representaciones estian formadas por un
numero par de transposiciones o bien por un numero impar de ellas.

Una manera facil de saber si un arreglo ha sido alcanzado en un ntamero par o
Impar de transposicienes es la siguiente:

Supongamos que en la base del (ablero, por debajo de las fichas deslizables, se
ha pintado en cada una de las casillas una letra P o bien una I de acuerdo a la
paridad del namero de transposiciones efectuadas por la ficha 16 para aleanzar
cada una de las caslillas del tablero. Por lo tanto tendremos la disposicion
sigulente:

pj1|P|1I

I P I P

Pl I P|1I

I[P I[P
figura 5

Veamos que la casilla correspondiente al espaclo vacio en la posicion Horizontal
presenta una P, al realizar un movimiento, es decir la primera transposicion, una
de las fichas ocupa dicha casllla y el espacio vacio nos permite observar unaletra
1, s continuamos efectuando transposiciones vamos encontrando alternadamente
las letras P e I, no imporia cuantas transposiciones reallcemos slempre podemos
conocer, por la letra en el espacio vacio, si el nimero de transpostciones
efectuadas ha sido Par o Impar para lograr alguna posicién.

Ahora bien, para saber si es posible llegar a un arreglo establecido previamente
debemos en primer lugar identificar la pazidad del niimero de las transposiclones
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que fueron realizadas para aleanzar dicho arreglo, Esto lo podemos visuallzar
facilmente de la manera descrita en el parrafo anterior.

Sigamos este proceso con el ejemplo mostrado anteriormente:

Determinemos sl podemos llegar a partir de la posicién Horizontal al arreglo
presentado en la figura 4.

Siguiendo el patrén de paridad de la figura 5 vemos que el espaclo vacio, ficha 16,
permite observar la letra 1, por o cual sabemos que esta ficha logrd tal posiciin
s6lo después de haber sido efectuadas un niimero impar de transposiciones.

Analicemos la paridad de los ciclos en que fue descompuesta la permutacién:
(1.4,7,16,10,13,1) X (2,5,3,6,15,11,14,12,9,2) X (8,8)

El primer ciclo consta de 7 elementos por lo que se trata de un ciclo Impar. El
segundo clclo esta formado por 10 elementos por lo cual se considera Par. El
tercer ciclo con dos elementos es Par.

Para calcular la Paridad de la permutacién basta con sumar las paridades de
cada uno de los ciclos en la forma en la que se suman los nimeros, es decir
sigulendo las reglas:

La suma de dos numeros de 1gual paridad es Far, La suma de dos niimeros de
diferente paridad es Impar.

Por lo tanto en nucstro efemplo tenemos [+ P+ P =1

de aqui que al coincidir con la paridad obtenida por la posiclén del espacio vaciu
concluimos que si es posible alcanzar tal arreglo partiendo de la posicion
Horizontal.

Siguiendo este proceso analizaremos el arreglo denominado imposible.
Partamos de un tablero comno el indicado por 1a figura 5, la letra P mostrada por

el espaclo nos Indica un niimero par de transposiciones para alcanzar el arreglo
Imposible.
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La permutacién con respecto a la Horizontal es la sigulente:

1 2 3 4 5 6 7 8 9101112131415 16

v v Yy ¥ v Y v v v v

¥y Y ¥ vy ¥ v
1514 13121110 9 8 7 6 5 4 3 2 1 16

expresandola como el preducto de ciclos,

(1,15,1)X(2,14,2)X(3,13,3)X(4, 12.4)X(5. 11,5)X(6,10,6)X{7,9,7)X(8,8)

su paridad es la sigufente:

Tal+T+l+141414+P=1

la cual no coincide con la paridad mostrada por el espacio vacio. Esta situacién

nos dice que resulta imposible alcanzar este arreglo.

Con esta metodologia podemos analizar los casos propuestoes por los fabricantes
del juguete y llegaremos a la conclusién de que salvo el imposible si podemos

lograr los demas casos a partir del Horizontal.

Proponemos descubrir si es posible alcanzar desde el Horlzontal los sigulentes

arreglos:
9181 10 (11 |15 112|314
15 10 | 7 1 2 419 [12 |14 8|7 6 5
14111 )63 3158113 9 |10 |11 (12
13 12 | 5 | 4 112(6)7 15 {14 [13
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UN TRUCO DE ADIVINACION

Presentamos ahora un conocido truco de adivinacién que slemnpre despierta la
Inquietud de las personas que lo presencian. El objetivo del juego es reunir en
uno de los cuartos de una casa a todas las personas que se encueniran en ella,
mismas que se encuentran ocupando alguna de las habitaciones alas cuales s¢
les ha asignado un ntnero impar. Después de cada uno de los movimientos que
son indicados a los participantes se clausuran algunos cuartos, los cuales
sorprendentemente siempre estin vacios. Al final se comprueba que todas las
personas han sido reunidas en el ltimo cuarto y ninguna queds atrapada en un
cuarto clausurado.

Una snanera para realizar el juego se puede obtener con el material siguiente:

1) Un tablero cuadriculado 3X3.
2) 9 Cartas del tamaiio de los cuadros del tablero que puedan ser removidas e

identificadas facilmente.

Tomaremos los nombres correspondientes a las partes de una casa para
identificar cada una de 1as nueve tarjetas, de esta forma tendremos los sigulentes

cuartos:

1) Comedor 2) Cocina 3) Sala
4} Bario 5) Recamara 1 6) Recamara 2
7} Jardin 8} Cochera 9) Recamara 3

Para infctar el juego se colocan sobre el tablero cinco de las tarjetas distribuidas
de la sigulente forma:

Los niimeros corresponden a cada uno de los lugares a los cuales identifiean.
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urt truco de adivinacién

Se plde a cada uno de los participantes que ellfa secretamente uno de estos
lugares.

Una vez que todos han hecho su eleccién se completa el tablero con las cuatro
tarjetas faltantes en sus respectivas posiciones.

1 2 3
4 6 6
7 8 9

La persona que presenta el truco indica a los participantes deberan realizar,
slempre mentalmente, camblos de lugar de diferentes magnitudes, éstos pueden
ser efectuados hacia la derecha, izquierda, arriba o abajo, es decir que sélo
padrén ser efectuados en direccién vertical u horizontal.

" Podria decirse por ejemplo que todas las personas deberan moverse dos casillas
a partir del lugar en ¢l que se encuentran. Por lo cual una persona ubicada enla
casilla numero 2 podra pasar a las casillas 6, 4, u 8 efectuando desplazamientos
sobre las columnas y los renglones.

Es posible que después de desplazarse de la mancra solicitada se haya podido
volver a la casilla de 1a cual se partié, o incluso se puede utilizar la misma casilia
mas de una vez al efectuar el movimiento pedido.

La condicién para poder pasar por un cuarto o establecerse en €l es, logicamente,
que éste no haya sido clausurado previamente. Para estar seguros de que esta
situacién no ocurrird la persona que presenta el truco debe ir quitando del tablero
las tatjetas correspondientes a los cuartos que van siendo clausurados cada vez.
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Justificacién:

Identificamos en el tablero dos tipos de posiciones, es decir que definimos dos
conjuntos de casillas de acuerde al namero que {dentifica a cada una de ellas.
Podemos llamar a las caslllas asociadas con los niimeros pares posiciones pares
¥y a las correspondientes a los niimeros impares, posiclones impares.

Identificando la caracteristica mencionada para cada una de las casllas podemos
obsgervar en el tablero dicha clasificactén. Las casillas marcadas con la letra P
corresponden a las posiciones pares y las marcadas con la letra [ a las posiciones
impares:

I p I
P 1| P
I P 1

Tomando en cuenta esta clasificaclon notames que al inicto del juego se pide alos
participantes elegir, secrctamente, una de entre cinco casillas, las cuales
corresponden todas a posiciones impares. Este hecho es fundamental para lograr
el éxito del truco, pues a pesar de que no se conoce con certeza la ublcacion de
cada uno de los participantes se tiene por seguro que todos ellos se encuentran
en una posicién impar.

Al completar con las cuatro tarjetas faltantes, correspondientes a las posiciones
pares, se garanliza la posibilidad de moverse por el tablero.

En este momento todo depende de la concentracion de la persona que dirige el
juego pues debe indicar el ntmero de cuartos que deben moverse todos los
participantes y clausurar al menos alguno de ellos. El ntimero de casfllas que se
deben desplazar los participantes no se elige de manera azarosa pues debe
considerarse lo sigulente para lograr el éxito del truco:
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- Como al iniclo todos los particlpantes se encuentran en posiciones impares si
se indica moverse un nimero impar de cuartos en el primer movimiento, aunque
no sabremos en donde esta ublcada la gente si sabremos que todos los
particlpantes se encuentran ahora en cuartos cuya posicion es par.

La observaclon anterior es clerta puesio que podemos establecer una
correspondencia de eslos movimlentos con la suma de dos ndmeros; cuando
sumamos a un numero impar otro impar la suma es par, y al sumar a un niimero
par un impar la suma resulta impar, es decir que al sumar a un namero a, un
numero impar b, el resultado de la operacion, a + b, es de paridad contraria a la
paridad de a.

Tomado en cuenta que todos los participantes han sido trasladados a posiciones
pares, el que dirige puede clausurar cualquiera de los cuartos cuya posicién sea
impar. Es recomendable que sélo se clausure un cuarto a la vez debido a que en
este caso el tablero es de dimensiones pequefias y por lo tanto el juego tiene una
duraclén corta.

- Por el contrario si se indica en el primer movimiento un nimero par de cuartos
para moverse, por e¢jemplo dos, sabremos que ahora todas las personas que
participan estaran en algin cuarlo con posicién nuevamente impar.

La regla sigue la misma correspondencia que en el caso anterlor, si sumamos a
un niimero a un numero par b, la suma a + b sera par sl a es par, y resultara
impar s! a es impar, es decir que la suma a + b tendra la misma paridad que a.

Considerando entonces que se indicé un movimiento con un nuamero par de
casillas el que dirige puede clausurar un cuarto cuya posicién sea par retirando
una tarjeta.

Procedlendo segin estos criterlos, indicando movimientos y retirando
adecuadamente las tarjetas, se consigue paulatinamente que todos los
participantes se concentren en la iltima tarjeta, la cual puede estar ublcada en
cualquiera de las nueve posiciones del tablero dependiendo de las tarjetas que
fueron removidas durante el proceso.

Para conseguir buenos resultados en 1a realizacién de este truco es necesarlo que
la persona que dirige haya logrado suflciente practica previamente pues s posible
que se presenten siluaclones de incertidumbre.
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Por ejemplo es posible que teniendo a los participantes ubicados en las posiciones
impares del siguiente tablero

Las casillas sombreadas

representan a los cuartos
clausurados

" esdeclren alguna de las casillas 3 6 5, se les pidicra moverse dos castllas, porlo

cual quedarian nuevamente en alguna posicién impar, si la persona que dirige el
juego retira en este momento la tarjeta numero 2 ya no podra pedir ningin
movimiento mas puesto que ya no hay tarjetas que lo permitan y no podra
tampoco saber con seguridad en cual de las dos tarjetas restantes se encuentran
las personas, es posible que ambas tarjetas estén ocupadas.

En casos como este el truco no resulla satisfactorio, pero la practica permite
evadir estas situaciones con artificios come no retirar ninguna tarjeta y pedir otro
movimiento o bien retirar mas de una farjeia.

Este juego puede realizarse en un tablero de dimensiones mayores y pueden
participar en é! cualquier niimero de personas, basta con que la persona que
dirige mantenga en mente la posicién en la que se encuentran los demds para
poder dictar los movimientos pertinentes.
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APENDICE

PROGRAMA | : Este programa calcula las posibles combinaciones de N
numeros tomados en conjuntos de K alementos y compars
1as sumas de los K wlenentos de cada conjunto con una
constante C aspecf{fica.

progran combi(input, ocutputl;

uses crt,printerg

CONST
N = 123 {# NUMERO DE ELEMENTOS %}
K = 63 (% ELEMENTOS EN UNA COMBINACION )
C=235 (% COSNTANTE DE COMPARACION %)
VAR
{+d,R, X,M,CONT,SUM, COMB,COMB2 ¢ INTEGER;
A ¢ ARRAY[1..K]1 OF INTEGER}; .
BEGIN
CLRSCR}
COMB:=0;
COMB21=03
FOR M:i=K TO N DO
BEGIN
FOR l3=1 TO K-1 DD
ALY = (g
J1=Kj
ALJ):sMy
K=y

WHILEJ > 1 DO
BEGIN ’
IF X = 1 THEN BEGIN
SUM: =03
COMB: =COMB+1 3
FOR 1:=1 TO K DO
SUMt=SUM+ALLD S
IF SUMe39 THEN
BEGIN
FOR 1:={ TO K DO
BEGIN
WRITECACTY, ', ' )3
WRITE(C,AL 1)}
END3
WRITELN{® *)3
COMB2 :=COMB2+ 13
END}
END;



END.

END;

END;
CLOSE{C}}
WRITELN;

IF ALJ-1) = ALJ)-1 THEN

ELSE

BEGIN .
Ji=J-13
X2=0g
END
BEGIN
AlJ-1] 1= ALJ-11+1;
CONTi=~1;
Xi=1j
FOR l:=J-1 TO K-1 DO
BEGIN
CONT :=CONT+1;
AL[)1=ACI-11+CONT}
END;
Ji1=K;
END;

WRITELN{ *HAY *,COMB,' COMBINACIQNES');
WRITELN(*HAY *',COMB2,"' COMBINACIONES IGUALES A 38');



PROGRAMA f1: Este programa muastra las etapas psra alcanzar el
ndmerc 6174 sigulendo las instrucclones del artf-
culo titulado EL NUMERO 6174.

PROGRAM P8174( INPUT, BUTPUT};
USES CRT,GRAPH;
TYPE ARREG = ARRAY(1..4) OF INTEGER;

VAR
A,B:r ARREG)
1,0, M, N,R, Tt INTEGER; .
RESP: CHAR:

LABEL 1000;

PROCEDURE LEE(VAR X1ARREG);
VAR S31STRING;

BEGIN
. FOR 1:=1 TO 4 DO
XKEFY1=0;
FOR {s=4 TO 4 DO
BEGIN
GOTOXY(5,7+1) 3
READLNIX{ 1213
STRIXE13,8);
IF LENGTH(S)> 1 THEN
BEGIN
WRITELN{ 'ERROR COMIENZA DE NUEVO');
WRITELN( ' PRESIONA (ENTER}'};
READLN;
CLRSCR;
GOTOXY(S,51};
WRITELN( INTRUDUCIR UN NUMERD DE 4 DIGITOS');
GOTOXY(5,8);
WRITELN( *PRESIONE (ENTER) DESPUES DE CADA DIGITO' }j
14705
END;
END
END;




PROCEDURE ESCRIBE(VAR X:ARREG);
BEGIN
FOR 1:=1 TO 4 DO
WRITE(XL1));
WRITELNj
END;

PROCEDURE DRDDEC(VAR X,B:ARREG);
VAR
AUX,J 1 INTEGER;

BEGIN
FOR 1t=1 TC 3 PO
FOR J:=2 TO 4 DO
IF X{J) > X(J-1) THEN
BEGIN
AUX:3X(J1);
XCJI)s=aX(J-13;
XLJ~1]1=AUX
END;
FOR 1:={ TO 4 DO
BL1]i=X(5~-11;
END;

PROCEDURE RESTA(VAR A,B!ARREG);
VAR S1 INTEGER;
BEGIN

R:=04

Me=AL L)1 %1000+AL2)%1004AL3]% 104+AL4]
N:=Bl11%#1000+B{21%100+B{31%10+BL4)}

Ri=M-N;
GOTOXY(15,11)3
WRITELN('DIFERENCIA ... 'WRIs

A{1]:=R DIV 1000;
Si=R MOD 1000;
Al2)1=S DIV 100;
St=S5 MOD 1004
Al3):=S DIV 103
Al411=S MOD 10}
END;



(% PROGRAMA PRINCIPAL ¥)

BEGIN
1000 1 CLRSCRj

END.,

TEXTCOLOR(7};
TEXTBACKGROUND (3)

CLRSCR;
WINDOW(13,6,70,20);
TEXTBACKGROUND( 4 ) §
CLRSCR}
GOTOXY(5,56);

Ti=04

WRITELN( ' INTRODUCIR UN NUMERO DE 4 DIGITDS')y
GOTOXY(5,8) 4
WRITELN(‘PRESIONE lENTER) DESPUES DE CADA DIGITO')}
LEE(A} 3
REPEAT
CLRSCR}
Ti=T+4
GOTOXY(15,6);
WRITE{'NUMERD INICIAL... ") {ESCRIBE(A) ¢
ORDDEC(A,B)}
WRITELN;
GOTOXY(15,8)
WRITE( 'ORDENADO DECRECIENTE... ') {ESCRIBE{(A) ;
GOTOXY(15,9);
WRITE( 'ORDENADO CRECIENTE... ~- ') {ESCRIBE(B)}
GOTOXY(40, 101}
WRITELN(' =-~-—- ‘)3
WRITELN;
RESTA(A,B)
WRITELN}
WRITELN{ ' ITERACION NUM. ', T)}
WRITELN;
TEXTCOLOR(BLINK}
WRITELN( ' PRESIONE {ENTER) PARA CDNTlNUAR')|
TEXTCOLOR(?)
READLN;
UNTIL R=6174;
WRITELN;
TEXTCOLOR(BLINK+14}g
WRITELN{'FIN: SE HA ALCANZADO EL VALOR 6474');
WRITELN;
TEXTCOLOR(7)}
WRITELN( 'DESEA PROBAR OTRO NUMERO ? (S/N1');
READLN(RESP)
RESP:=UPCASE(RESP) }
IF RESP = 'S' THEN GOTO 1000;
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