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INTRODUCCION

X}

. Un problema de control dptithio €5 un pr de optimizacidn que difiere de un

probl de ‘optimizacion con restricciones clasico por el tipo de variables involuctadas,
P

linmadas variables de estado y variables de control. Las varinbles (o funciones) de estado
y de control usLalmente son funciones que toman valores de un conjunto T" a un espacio
vectorial. Al conjunto de las funciones de control y nl de las funciones de estado los
dénotamés por U y X, respectivathente. A la pareja (r,u) € X x i/ la llamamos un
proceso ordinario, El préblema de control éptimo tiene una solucién dptima (minimizador .
o praceso ordinario admisible dptimo) si existe un proceso ordinario (x,u) que minimiza
el costo funcional (funcidn objetivo) sujeto a un cierto niimero de restricciones sobre las
variables de estado y de control. Los problemas de control dptimo que trataremos en
este.trabajo los clasificamos er problemas sin retardos y en problemas con refordos en los

contrales:

En general, condiciones de existencia para un problema de control dptimo no estdn
bien establecidas, excepto para una clase muy restringida. La teoria de relajamiento surgio
por la necesidad ae probar teoremas de existencia de soluciones dptimas en aquellas situa-
ciones donde es imposible asegurar su existencia, extendiendo ¢] conjunto de las funciones
de control /. Para ello es necesario encontrar un conjunto (de controles relajados) que
contenga al conjunto de controles ordinarios para el cual un proceso relajado admisible
esté bien definido y se pueda asegurar la existencia de un proceso ordinario admisible op-
timo. Entonces, el problema de contro| éptimo original considerado como un problema de
optimizacién sobre los proc.esos relajados se llama el problema relajado. Sin embargo, la

existencia de un minimizador del problema relajado no es la tinica propiedad que se pide

de una téenica de relajamient o, sino que In solucién dptima del problema relajado se pueda

aproximar con una sucesién «e controles ordinarios.

La teorin de relajamiento estd bien establecida para problemas de control dptimo
sin retardos (ver Warga [11)). En este caso, los contrales relajados sc forman como una

compactificacion de los controles originales con respecto a la topofogia débil estrella. La
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técnica cldsica de relajamiento para este tipo de p obl

scp;ledc ir de la s}

MAanera.

. (1) Recmplazer el problema original 1;61{ (el fﬁ}oﬁlc;na"rélajada).

(2) Resolver el problema relnjudt;. La soluc n obtenid sq"llmn.t; yﬁnv‘cnﬁlfol rélajado
dptima. L N :

(3) Aproximar el contral relajado éptimo con una sucesidn de controles originales.

Cuando se logra este objetivo se dice que la técnica de relajamiento es propia. Una carac-
terizacién para que una técnica de relajamiento sea propin consiste en que el ffimo del
-problemn original coincida con el minimo del problema relajudo. Es importente que una
técnica de relajamiento sea propia porque significa que hay una conexién estrecha entre el
problema original con el que lo aproxima. Sugiere, ademéds, une metodologla para encon-
trar procesos ordinarios admisibles que aproximan el costo infimo en situaciones donde es
imposible asegurar la existencia de un proceso ordinario admisible éptimo: resolviendo el
problema relajado y aproximando la solucidn relajadu éptima con una sucesién de controles
ordinarios.

Para los prablemas de contrel dptimo con retardos en los controles pocos intcntos‘ se
han hecho para encontrar técnicas de relajamiento propias. Los primeros intentos fueron
realizados por Warga (ver [10,11,12]), tratando los siguicntes tres casos: cuando los retardos
aparecen tinicamente en las funciones de estado; cuando las funciones de control retardados
son separables (aditivamente acopladas); y cuando los returdos en los conttoles son cons-
tantes y conmensurados (el cociente de dos retardos cualgsquiera es un nimero racional).
Para los dos primeros casos, la técnica de relajamiento se obtuve por una adaptacién
directa de la técnica clasica de relajamiento para problemas sin retardos. Sin embargo,

para el ultimo caso la téenica clisica de relajamiento no produce una extensién propia.

Por este motivo, Warga (11,13] y posteriormente Rosenblueth-Vinter (3} desarrollaron
tres nuevas técnicas de relajamiento. La primera, llamada relajamiento via el problema

reducido, esté basada eri Ia técnica de reducir un problema con retardos a uno sin retardos.




Aplicando a continuacién la técnica clésica de tclajamicnﬁo al pmblemn redurido‘ se puede
asegurar la cxistencin de unmmlzudores y se pucden ﬂproxunnr con contrn]r‘s ordinarios.

Sin embargo, esta téenica de rr:lnjmmemu henc las’ sngmentcs hmntucmncs. a)la dimensién .

de los espacios involucrados en el pmbltma ongmnl pu o ser ‘muy gmnde. by la. dlmcnsmn

de los espacios crece rapldnmente a medldn que crece la lﬁngltud dcl m!orvalo dc hempn. c)

estn técnica derelajamiento se apllcn umca.mcnte a problcmms can mtt\rdns cunmcnsumdos.

La segunda tecmm de re]njumxento. lla.madn rela;amlento debll remcdm nlgunns

de las dificultades de la tecmcu de’ rclajamxcnto via'el pmb!emn reducido, Estu tecmcn-
estd basadan en la idea de tra.nsformm' el prohlemn ongmnl en una donde los controles no
cstin presentes co lns dmuxmca.s smo cn cu:rtus ‘condiciones de compatibilidad impuestas
a los controles. Loy controles débllmentc rcla;ados se definen como los controles relajados
clisicos que satisfacen nlgunas condncmnes de compatibilidad. El conjunto de controles
débilmente relajados, conslderadu como un subespmu de controles relajados cldsicos, ¢s
convexo y compacto, por’ lo que s:. pueden prolmr tearemas <e existencin, Esta técnica
de relajamiento se puede nphcm- n pm\)lemus eon retardos en los controles que puedcn ser
separables y no conmensurudos Sln cmbnrgo, esta técnica no da una extension propm en

el caso conmensurgdo, exceptq para pmb!emns con un retardo (ver [3,4‘5,6]).

La tercera técnica de relajamiento, llamada relajamiento fuerte fue introducida en
Rosenblueth-Vinter (3], Demostraron que esta téenica de relajamiento es propin, Ademds,
coincide con la técnica de relajamiento débil cuando el sistema tiene un retardo en los
controles. Para problemas con dos o mas retardos estd definido énicamente para el caso
conmensurado. Esta demostracidn da una respuesta a la pregunta de como los controles
fuertemente relajados pueden estar asociados a los contr::les relajados admisibles para el
problema reducido. Sin embargo, esta demostracion ticne ciertas limitaciones, desde el
punto de vista tedrico as{ como desde el punto de vista compumcmna.l, que lmpulen que
sea de utilidnd practica y cuyn solucién es el objchvo de cstc tmbn_‘o En primer lugar, .
desde el punto de vista tedrico, es neccsarxo uhhznr In tccmcn del prob\emn reducido, por lo

que se heredan las desventajas que t.xene dxcha tecmcn de relnjnmxcnto En segundo lugar,

si bien es cierto que desde el puntu de v:stu teénco no es nccesnno reducir el problema




original ni agrandar ln dimensidn de los espacios mvolur:mdos. desde cl punto de v:sta’

compulacional la aproximacion requicre de dicha reduccién. En lcrccr lugm-, solo se pucdc o

asegurar la existencin de un contro! relajado para el’ problcmn reducxdo,
control fuertemente relajado dado, pero no se pude constnm‘ exphc:tamente en temnnos

de este dltimo,
La contribucién de este trabajo es la solucién del siguiente problema:

Dado un control fuertemente relajado arbitrario y, sin ls ayuda de la técnica de re.
lajamiento via el problema reducido, construir ezplicilamente una sucesidn de coniroles

retardados ordinarios que convergen a p.

En la solucién de este problema se dard una metodologia explicita para aproximar un
control fuertemente relajado arbitrario con una sucesién de controles ovdinarios, totalmente

independiente de la técnica de relajamiento via el problema reducido.

Este trabajo consta df: cinco capitulos. En los primeros dos se exponen los funda-
mentos tedricos requeridos para exponer la teoria clisica de relajamiento de problemas
de control éptimo sin retardos. En el tercer capitulo se presenta la téenica clésica de
relajamiento para aproximar controles relajados dptimos con una sucesién de controles
originales. ' En el capitulo cuarto se exponen técnicas de relajamiento para los problemas
de control Sptimo con retardos, enumerando sus ventajas y desventajas. En et quinto
capitulo se introduce una nueva téenica constructiva para aproximar controles fuertemente
relajados éptimos con controles retardados ordinarios, totalmente independiente de la téc-
nica del problema reducido. Finalmente, a través de varios ejemplos se indica porque la

nueva técnica constructiva es la mds adecuada desde el punto de vista computacional.

uocmdo a un' e



1. TEORIA CLASICA.PARA SISTEMAS SIN RETARDOS

En este capitulo se presentan algunos fundamentos mateméticos que se requieren para

11

“entender el pr de relajamiento de sist de control éptimo.” El material de este

cap(tulo‘se'bas_u en el libro de Warga {11), cn donde se pueden encontrar lnsldérﬁosgf}a'ciéhyes

de 16s tcoremas que se ian, Es indisg ble que se tengan algu conocimienéds

de teoriu. de ‘conjuntos, topologi: pacios metri espacios de Banm:h
) polog ) esp ',

mcd:dn (de ‘conjuntos y funciones) e integracion de Lebesguc Todo este materml se puede

encontrar en Kreyszig (2] y Royden [9).

1.1 Medidas

Sen S un conjunto arbitrario no vucfo, z una fnmllm de subcon_\untos de S '\ y #una '

funcién que mapea T en R, donde R= RU { oo.oo} denota el con_|unto de los numeros

reales extendidos.

Deflnicién 1.1 £ es una 'nyz'lyéb'm' en S si:”

I esﬁui'ia; os aditiy

teorm e la -



Deﬂmmon 1.4 Hes numerabl:mcntc ad:!wa en E si
a) pes adltlva. S
b) uf U A ) = E #(A ). donde {A }-—1 es cualqmer colecclon numerable de elemeutus

dxsjuntos de p> tal que U A. G E

Deﬂmclén 1.5 ;A es una medxda en S si:

a) T es una a-a]gebm en S.

b) ;t es numernb]émente aditiva.-

* Definicién 1,6 5i T es una a-algebm en S y u e tna medida en S,—ent;c;xxgéé 7
n) (S E) se llama un :apncw med' Y oy

b) (S, E,y) se l]a.ma un :apucw de. medida

Deﬂmcxén 1. 7 Una medldn 1t'es positiva si u(E) > 0V.E €3 En este caso es claro que

a or Ey, es la minima g-dlgebra que con-

llaman los couJuutaa de Borel

lama una _medidu de Borel.

o:re " é};‘mﬂdl‘dﬂf de Diracen s € S &
1) /4 o5 una medida dc probﬂbxlldad

b M({SJ) =L _'




S‘—Vb‘ﬁ:"x‘a'd'itiv:i L 71‘.};’1‘!@6!‘6{! de pt ‘denotada

Definicién 1.11 Sea’ 2 unﬂ nlgebm

que :
a)AcC EcB,
b) a0 - 4) S

Deﬂmcuﬁn 1. 15 Sx( . p
siJAeD ta]qchCAy|p|.,(~l ;

p-nulo pertencce a 5.




(§,57, ) es un espacic de medida finito, 4" es completa y

CAL cspn‘cioaty‘ie medxdn. fu:ﬁtb' (524 “-) deﬁmdo

rema 1.2,sc le lama la
exiensidn de Lebesgue de (5\8,p)ypla ez!en.saon de b de‘j"; Une

toAc L*

es p’-medible, ya que

se llama p-medible. Claramente, un conjuntu ee —medxble :

(S, Z°, u*) es su propin extensién de Lebesgue,

1.2 Funciones medibles
Deflnicién 1.18 Sea (S, X) un espacio mediblé,’ (Xim) un espa;i:io topoldgico,y f: S — X
une funcién. Entonces : [
8) f es B-medible si f~1(A) e VA
b) fes B mcdlblceanBEEyf‘

Deﬁmcldn 1.19 Sean (5 E,y) un eapnmo de medida ﬁmto (S E‘,p- ) su extensién de
Lebesgue, (X, ) un espacio topoldgico, y f S X:una funclén f es p-medible si f es

£*-medible. Por lo tanto, f es p-medxblc = f cs p -med:ble

Definicién 1,20 Para cuniquxcr ACSIn funcuiu camcicmllca de ~l denotada por X, -

¢s una funcién de S a {0,1} definida por

_ lsisga
als) = {o siseS-d

'_8



1.3 Integrales de funciones SImples, no- negatlva.s

Deflnicién 1,21 Sea {§,%,p) un espncm de mednda posxtlvo ﬁrut

). un espacm de

Banach separable. Entonces,

a) Una funcién f 1 § — X es /t—ﬁimi‘l" i3]

conjuntos j—-medibles disjuntos, ﬁal

<) 5i E es un conjunto

para cunlqui

- La repr

Teorema: 1.3 Sea f38 =
una sucesidn {f;} de func_ioii
converge a f{s}¥s € S. '_At_ig

Ins sucesiunes {f;} que satisfacen lds')

Entonces exzstc
es no decreciente y

el mismo para todas-

Definicién 1.22

a) La intcgral de f con respecto’a y'se define como

b) Si E es un conjunto



1.4 Los espétcios de Banach c5x)y s, 2,,..}\’) :

1.4.1 El espacio de Banach C(S, X)

Sen § un espacio topolégico y X un espacio métrico completo,” Se denota por

¥ (C‘(S,X),| faup) son espacios de Bm

1.4.2 El espacio de Banach L?(S,ﬁ;p

Definicién 1,23 Sea X un ;spuio de’ Bani

espacio de medida positivo finito. ‘Emo

a) Dos funciones p-médiblg f,
en 5.

b) Si f es p-medible,

c) Si'f ~ g.‘chto_pg:

[soriias = [ terputas).
. d).‘Se ;iénotapor:l‘ L v ' EO

10



CLr(S, E_,/A.X) al cénjunto de {clases de equivalencia bajo ~ de) funciones f: § — X
s-medibles tales que’ : Sl : .

o <o

¢) Para tods f € L¥(S, T, 1, X) se defin

existe enX ¥

b) La bin'teg;l"nlidcjvsobre,E‘con respecto ' p

u



Definicién 1,24

8) Unafuncién f;5—+ X ea : e fécb'ta:dq s

: e) (L*(S, T, X),|.|F);' l.é p <00, esun espaci6 de Banach. .

1.5 Espacios duales 'y topologfas débiles

Deflnicién 1.25 Sea X un espacid normado, ‘El cspuc‘io;niufz[ de X, ﬂeﬁuiidd por X ?, se




2 FUNCIONES DE CONTROL ORIGINAL Y RELAJADO

espac1os duales

Definicién 2.1 S: (X ]

torial normndo separable y X* su dual,
entonces -

a) La norma fuértt; e

supfliGz)| | € X y Il S 1).

b) La norma débil en

donde (:'l,z;,..'.) es un subconjunto d

entonces,
a) |+ |w €s una norma e

b) lim; [l =1

c)yg.t g ] en’ o) es Ia misma pa dﬁé‘laseblé‘i:_:c‘iop;s’dé.‘

Ji-c.8, cuT Entonces_ 1




.y satisface - »

el = Isl().
2.3 Los espacios isomorfos c(e)* y ffm(nj. ;

Por cl teorema 2.2, existe un isomorfismo n]gébraico entre frm(ﬂ) ¥y C(ﬂ)f, ¥y como

C(f) es separable, los podemos considerar como espacios normadds ¢én una pqrtﬁ'q‘débill o

Teorema 2.3 El espacio vectorial normado (frm(ﬂ), [ ) es separable y.sus Shbgom{;ntpé :
pm(Q) y S BRI '
U(fim(Q)) = {s € () | Is|u(Q) 1} 7

son compactos,

14



2.4 Sumergimiento de q en frm(q) y la extensnon de una funcxon
continua de ¢ a frm(n) ; :

0, v como (@), |)

Teorema 2.4 Set

- Entonces les sig

s eLiT.Cca)]

2.5 El espacio' ¥(7,0)
Denutumos por J‘f( T,ﬂ)
niedibles v : T = (frm{Q), |+



MED=(ve mMa, si)'| :J(ij c rfﬁﬁ(n)‘ ‘c senT}
L((T 9.) {p ToQ | pes medxblc}
Mu(T 9) {u € M(T ) | u(t) =

6,(,) c 5 en T. pacaalguns p: T — Q)

Por e\ 'I‘noremn 2. 4 ‘sl
c(p(t)) es mcdlble Ve

sipes medlhle ent

€ Mu(T ﬂ) y u(t) = 6,(,) csen T, entonces t c(v(t)) =
X (Q) y'por comlgmente, t— p(t) es ‘medible. Convetsumente, .
S c(p(t) = C(6P(¢)) es medible y sup es ]6P(¢)|.,(Q) = 1 Por *

4consxguxente, te 6 (,) pettenece a Mu(T ). Esto pruebza que ex:ste una cntrespondencmf ,
1-1 entre Mu(T, 9) ¥ U(T 0) Al xdenhﬁcar cada clemento p de H(T ) con ln funcwn »
t — 5,(1) en Mu(T Q) e sumeréc L((T ©) como un subconjunto de M(T. ﬂ)v : :

El s1glucnte resultado aﬁrmn que B(T Q) (~ L‘(T C(Q)) ) es nlgebra!cnmente lso~ '
morfo aJ\f(T n) .

L‘(I‘, C(ﬂ))‘ ¥ N (T ﬂ). y por I el 1somorﬁsmo deﬁmdo por (" 1) Idenhﬁcamos cualquxer

" 16



El slguxente resuitado es cruclal en el presente trabujo, rnzon por la cual se da_su

demostracion.

Teorema 2.8 M(T,Q) coibn&:'ide'c I3 cermd\u'a, debﬂ cstrella. dc u(T 9)

Demostracién. Seap € M(T ﬂ) Como 9 es un espamo metnco compacto, pa:a cualquler
£ € N se puede canstnnr una cubxerta. de 2 formnda por una colecmon finite. de l:ou]untos )

abiertos Rk. para k=1 2,.:.,1.(1), de dmmetro a 10 mils 1/1 Deﬁmendo o

y climinando todos 105 Ri

quc son dxfcrcncms de con]untos able:



Como

en subcdnjﬁn't‘os_v'f‘I:f';,‘,‘thl” que m( j —‘1,'2,...,'1'(1'); k=1,2,...,k();

" eigN.

oo k(i)

SiQy A Q, represcntnn un modulo de cuntmundnd '

'vnment y ¢ esun punto urblttano de T},  para i= 1 2 +J(E), entonces -

AN

. k(n) J(:) ST
> eerd) Z / f(‘)"tlf,ﬂc(l ) [ lreide
l . v . o

k-1 )-1
l-(-) J(‘)

= "Q/(l/l)m(T)|c|..,,, + Qc“/'”fh = U ‘-" 0.

loque demuestra que Ta sucesnén {u; } de controlee o1dmanos convergc ap

{.18:’



3. RELAJAMIENTO CLASICO DE PROBLEMAS DE
CONTROL OPTIMO SIN RETARDOS ek

En ute cap{tu]o tmtn.remos el sngunente problcmn de o {iio D}‘n'dos T = [0,‘1],
. ¥ :.R.'" SR y
g: R" R, T

Ly

(3.1.3)

dondcu T—oR,'“ es; cunlqunet f\mcl d it T2 R : funcién"_nrbsol\‘xtn-“

vmcnte conhnun )

Denotnmos por

ordinario ¢ y una

diferencial (3,1.2)

es decn‘, si 1(0)

control ordmnno u exlste un dnico z tal que (z, ) esiun proceso dmarm adm:snble ) ‘



El problemu de ophmlzauon (3 1) consnderndo como un pmblcma. de mxmmlzm:mn i

sobre los procesos ordmn.nos admisibles se llnma el yroblcma ongmal y lo denotumos pnr'

D mo. Sir; embargo, si

f (t‘ 1 Q) 10 5 c a es |mposnble en general, asegurar lu exlstencn.\ de un proceso ordi-
nario admlslble ophmo "Para obtener una solucién éptima del problems. (8 1), es necesario
8 ulender el esp:\clo de las funcmnes de control (T, ) para que se puedan probar teoremas
“de. exlstencna "Para esto es necesario encontrar un conjunto (de controles relajados) que

contenga B U(T ) para el cual un proceso relajado admisible esté bien definido y se pueda
‘ asegumr la eustencm de un proceso relajado admisible dptimo. Cuendo se logra encontrar

es;c cpmunto, el problema (3.1) formulado en tales procesos relajados admisibles se dice

que ésyqni\ extensién el problema original, mas conocido como el problems relsjado.

" Si se logra’ encontrar un proceso ordinario admisible que alcance el costo infimo del
problema original, el problema estard resuelto. Una metodologfn para encontrar tales

procesos involucra el concepto de procesos relajados. Esto da lugar a la siguiente definicién,



Definicién 3. 2

1) Un cnntml rela;ado lo deﬁmmos como unn funcxbn csencmlmente ncotnda medlhle

lxﬁ(rpm(ﬂ) l w)-

; 4\4(1" Q) cﬂ un con unto compucm 3 comt:ld(. con ln ccundurn de U(T, ﬂ) Este resultado

unphcala existenei deunn inimizad relﬂjndo,\ que lo podemos nproxxmnr con conhroles

N



ordinarios. Estas’ dos promedudcs lﬂs rcsum:mos con ]n frnse el cau]unta dc caniralca

relafados es ung eztcm:dn prapm del’ cnn]unta d ‘rantrolcs ordman'

3" Estoespgmvnlente .

a dccu lo sxgmcnte.

Bl prablcmn. rela;ada ilene un minimi el ¢osto. infimo para el problema original -

Cuando un problemn dc conh-ol optlm ra. rcstrxcuones enel punta final los dos

r.onceptos de rclﬂ]amlento propxo ‘no necesanamente son eqmva.lentes, ya fue al relajar el

problema nngmnl se pucdc reducu- el costo “fafim m embnrgo. ‘el minimizador relnjado

' se puede aproximar con contmles ordumncs cu.;/os pracesos ordinarios asocindos son “casi”
ndmasnbtes en ¢l sentido de que snhsfacen ln restrxccwn en el limite. Este fendmeno estd

ilustrado on un. ejemplo dat!o en Rosenblueth [6]- El concepto de un relajamiento propio
toma en cuenta que la restriccién en ol punto final puede representar restricciones con
algin error, por lo que s consideran puntos que (“ensi” satisfacen esta restriceién) pueden

" producir valores menores de g que minimizan soluciones ordinarias, Por lo tanto, el objetivo
de encontrar procesos ordinarios admisibles que aproximan el costo fnfimo se reemplaza
por el de encontrar procesos ordinarios, no necesariamente admisibles, que aproximan el °

costo minimo para el problema relajado.

Se pide que la técnica de relajamiento sea propia por las sigqjentes.r#zanes: 1) significa

~ que hay una conexién estrecha entre el problemn original y el problema relajads; 2) éﬁgiere L

una metodologia para encontrar un proceso ordinnrio admisible cuyo costo se aproxime al
costo infimo en situaciones donde no se puede asegurar la existencia de un proceso ordinario

_admisibe éptimo.



La técnica de telajamiento clisico para resolver problemas de’control Sptimo sin re-

ta.rdos, se puede resumir de la slguxentc manera.
1) Relajar el pmblema ong'mal '
2) Resolver: cl problema re]ajndo.
3) Aﬁ.p;'oxir;‘xar o' solucién x;elixj;:ilé con una suéesié_n'de “céntrole; qﬁnﬁdsl .
La tég‘ﬁicu de mlnjmniélilo para pr.qblcm'n's de CQI’;"O] 6pt.imo sin retardos tiene por

abjetive Vc‘xfgndt':r‘ d conjunto de controles ordimir'nos L((T;Q) para probar tcoremas de

existencia de minimi idores . del pmblemn relnjndo, y dar unu metodologia explicita pasa -
aproxlmm' mte mxmmxzador con una sucesion de controles ordinarios. La metodologia

para nproxnmar un control relajado dado con una sicesion de controles ordinarios se deos-

eribe en la d tracién del Teo 2.8. Esta metodologin estd resumida en el siguiente

a]gontmu. -

Algérltm'b' 3.1 (Rclnja.miento clisico). Dade un intervalo T, un conjunto compacto 2 C

R™,yun coﬁtro! relnjado 1€ M(T,9), el siguiente algoritmo calcula una guc»e‘sAi»ér‘l‘ de .

controlés oi'dinnrios U que converge a g1,

1) SeulEN



4. PROBLEMAS -GON,RETARDOS CONMENSURADOS
4.1 Introduccién

En las dltimas dos décadas se ha trabajado en desarrollar técnicas de relajnmiento
propias para problemas de control éptimo que involucran retardos en los controles. Los
primeros resultados fueron publicados por Warga en [10,11,12], tratando los siguicntes tres
casos; cuando los retardos upérer.en tnicamente en las funciones de estado; cuando las

funciones de control retardados son aditivamente acopladas; y cuando los retudosy‘eh los

controles son constantes y ados (el cociente de cualesquiera dos retardos es un ‘

némero-racional).

Para los pnmeros dos casos, la técnica de relajamiento uuhzada es una udnptwun &
rectn de Ia técnica de relajamiento clésico para problemas de control ophmo sin retardos
Para e} tcrcer_t;aso, involucrando retardos constantes conmensu;ados 1o nccesanamcnte
separables, ‘no‘es t;.n:sencillo obtener un relajamiento propio: es fécil encontrar un ejerIl"

* plo donde la técnica de relajamiento cldsico no funciona; es decir, el problema relajado
reduce ¢l costo {nfimo (ver Warga[13]). Sin embatgb. Warga [11] desarrollé una técnica

L

iento via el pr reducido. Esta téenica consiste en

]

" de relajamicento, llamada rel
: reducir un problema de control dptime con retardos a uno sin retardos. Sin embargo, esta
técnica presents serias dificultades que impiden que sea de gran utilidad practica, La mas
importante es que la dimensién de los espacios involucrados en el problema reducide puede

scr muy grande,

En 1986, Warga (13) propuse una nueva técnica de relajamiento, lamada relajamiento
débil, aplicable a-problemas con retudog,gifl los controles acoplados no aditivamente, los

cuales pueden o no ser cnnmcnsumd Se ruc!in ‘que cl ‘problema relnjado resultante

tiene una snluclon. Sm emb ga, Re nblucth—ther [3] en 1991 encontra:on un ejemplo

con dos retardos conmensurados para el cual e cont.rol rcla]ado mimm:znnte. obtcmdo con

la téenica de relnjarmcnto dcbll o se puede aprox:mnr con con(roles ordmn.nos.

Postérinnncritg}l'{dsenb‘ ter. (3] {lésx;riolla:on qnii- nue\'m,téc;ﬁca de relaja-




miento, llamada relajamiento fuerte. Esta técnica de relnmmmnto es pmpm ie., “para
un prablema de control éptimo sin restnccxoncs en el punto ﬁnal el minimo del problemn

cmca comcldc con.”

relajado coincide con el infimo del problema nngma.l" Adcmns csta 'l
el relajamiento débil para sistemas con un retm‘do en‘los. controles Para problemus con

dos o mds retardos estd definido umcamcntc pnm el caso conmcnsurnda y rcsuelvc algu-

nas dificultades que surgen cuando se uhnhza 1 tée u_um-uento vin el problema.

reducida.

4.2 Planteamiento del p:oBlema

Dad050<01<0¢<

‘ donde ) f =R

T R" cs una funcién absoluta-
mente continua. : o

‘cunlquier funcién medible

‘En i-elacién;n'es,te,'problem se da la siguiente_ definicion

“una funcién mediblei 3 o R tal .

U, o=




Un process retardado ordinario; un proceao retardado nrdmrmo admmblc, un ;p'mcc.w .

rcla)uda, tn proceso relejado admisible pura el problema (4 1), se deﬁncn de’ manera snmlaf e

al caso sin retardcs El problemn (4.1) consxderado como un prob)emn de mlmmxzamén -

sobre los procesos rétardados ordinarios se llama el pmblema ungmuf y se denota por (P)o S5

la funcién de control. Esto levé 2l desarrollo.de Jeva *'_‘ i k_ {

descripcion se da en las siguientes secciones,

4.3 Relajamiento via el problema rjedﬁcidq

Esta técnica reduce el problema de’control éptime: iion retardos’ conmensurados &

“,

un problema sin retardos. Por “ec ado” se entiende que.8;/8ie: o5 un ntmero

racional, para i = 1,2,...p— 1. Podemos, sin pérdida de generalidad, suponer que 6; =8,
para i = 1,2,...,p. La idea basica de esta técnica de relajamiento consiste en seccionar
los contrales ordinnrios ¥ las correspondientes trayectorias en segmentos de longitud 8, v
apilar estos segmentos para formar fanciones vectoriales de dimensién mayor en el intervalo
{0,8]. Las funciones resultantes satisfacen una ecuacidn diferencial sin retardos, junto con

" unconjunto de condiciones de frontern mixtas que expresan la jgualdad de una componente . ]
de las funciones de estado, extendidas en los extremos con el valor inicial de la sigﬁicnte

componente pnra asegurar la continuidad de la trayectoria original.

Especificamente, sean N = mox{i e N | i0 < 1}, & =N+1, ? = k+p.-“= Nip¥ I,y

Mi{t) =t 46, para i = ~popi-1,

S es necesxmo extendemos Ja

,’fv(t‘v-r‘vir‘



Definamos ln funicién f :_[(-)! 6} x Ru. % RM

Vdalidé

Utitizando

problenia

(4.2.1) B

(4.22)

(423

11u.mnd6 el pré.b'lc'r}{n:. -rédu do.

S Se puede probar queAel problema reducldo (4. ") 4 el problema original (4.1), formu-

ludos subre los’ proccsos ordmanos, son equivalentes en ¢l sentido de que existe un mapeo
(0, (17) 1-1 dc los procnsos ordmnnos admisibles para (4.1) a los procesos ordinarins admi-
sibles pnm (4 "), que satisfacen las condiciones de frontera mixtas (4.2.3). Ademds, este
mapeo se puede definir de tal manera que se preserve el valor del costo cuando se pasa de
un problema a otro. El mapeo (', §) estd dado como sigue. Dado un proceso ordinario

admisible (x, u) para (4.1), extendemos z y u de tal manera que
z()=2(1) ¥ ult)=w, Vte(1,k), ywefjo
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Para i € (0,6, scan . g : R
&:{t) = r,b.(z)(t) (n,\ ) —x(t+19). pa.mt—O L. N
I‘J(f) = ¢;(u)(l) = (u o '\;)(f) = u(i +10), paraj

'P-“P+1| ‘r "1"',':"N'

Como el problema. (4.2) no tiene: rctardos se pucde> aphcar la técnica chuum de rela-

o Jmmento del cap{tulo 3 por rcla._]ar (4 2) en términos de M([0, 61,8}, y no es dificil ver

_que el problemn relnjado tiene, unu solumon. Ademas, esta extensitn es pmplmI ya que
el con_\unto M([O 9], Q) de coutml&s relu]ados para (4.2) coincide con la cerradura débil

estrella del- con)unto U( fo, 9],9) de controles ordinarios. Es importante hacer notar que
"los m:gumentos mvolucmdos pisa establecer esta propiedad son diferentes a las utilizadas
en el capltulo 3, pucsto que se debe asegura.r que, dado un proceso relajado admisible
>pnm (4. 2), se¢ puede enconm\r un proceso ordinario que o aproxime y que satisfaga las

condiciones de frontera mixtas (4.2.3).

En analogfa con las definiciones del capitulo 3, denotamos poi’;(PR), &1 problema
(4.2) formulado sobre los procesos ordinerios admisibles, y por (PR)g al problema (4.2)

formulado sobre los procesos relajados admisibles en términos de M([U, Gl.ﬁ).
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El procedimiento de reemplazar e] problema ongmal (4 1) por e] problemn reducxdo
(4. 2) y luego utilizar la técniea clisica de relz\]anuento para relu,w.r (4 2) 58 lla.ma in técmcd )

de relajamiento vfa el problema’ reducldo Los dxferentes pasos “de esta tecmca de .

reanam:ento se pueden resumir de fa sxgmente manera:

1) Reducu- el problema original {4.1) a'un problgma de»]é foriﬁa'( ).

fue encontrar un proceso ordmunod admmh]e para (4 I) que nlcance el cos!o mﬁmo 1Se
pucde lograr este. l_b,]ehvo snblendo Ia exlstencm de un mmumzadar relajado parn 42),y

i cx1=te unn suceslon de controles otdmnﬂos pura (4 2) que convergen at minimizador?

Para responder eatas pregunins, obsérvese primero que cl problema reducido tienc
rutncclones cn el punto ﬁua.l, yu que los procesos admisibles deben satisfacer una relacién
que lnvqlu‘cm ;o:{d;c:on de frontera mixtas, Porlo tanto, si se do un minimizedor relajado
i para '(4_.2) ¥ se construye une sucésién de controles ordinarios que convergen a &, no se
pugd? gmntizn{ ﬁéle ¢l correspondiente proceso ses admisible, Por otra parte, el mapeo
i 1 que"existeenu"e los dbs problemas estd deﬁhido solamente para procesos ordinarios
admxsxbles Esto s:gmﬁca que no se pucde usar-el mapeo inverso y el objetivo de relajar el

problema ong:nnl no se podra Jle\mr a cabo.

Lo que se necesita probar es que, dado un mlmm:zador relajado pnru (4.2), exista un

proceso ordmnnu adecuado que lo spromme y que satlsfaga las cond:cnones de frontera

mixtes,. En otras pa!nbras €8s necesario probm‘ que :‘
“3) B inf{(mz).,}; min{(m')‘,‘,}.ufj



Si se logra probar esta relacién entonces se puede aplicar el mapeo 1-1 que existe entre ]os
dos procesos para obtener procesos ordinarios para (4.1) que alcansen el costo mﬁmo En E
Roscnb\ueth—ther [3) se prueba que, en efecto, {4.3) se cumple.. Por. lo tﬂnto (PR) r ea

una extemuon propm de (PR)..

Sin embm:go, In tecnica de relajamiento via el problema_' 17-‘ !

hn'utm:lones que 1mp|den que sea de utilidad pmnhcn.

4;4‘(;_'bnitrol_es‘débi_lfn nteirelajados |

Deb\do a lag senas hmltaclones de Ja técnica de relajamiento via el problema reducido,

. ‘Wurga [13] desnrrollo una nueva técnica de relajamiento, llamada relajamiento débil.
' ;Estn técnica se puede aplicar 8 problemas con retardos en los controles que pueden ser no
sepumblcs y 1o conmensurados. La idee de esta téenica, y de otras que fueron desarrolladas
;.)ost.erionnente,l estd basada en transformar el problema original en uno en donde los
 retardos no estén presentes en las dindmicas, sino en eiertas condiciones de compatibilidad
impuestas en los controles. Los controles débilmente relajados se definen como los controles

" relajados clisicos que satisfacen algunas condiciones que generalizan las condiciones de los

controles ordinarios.
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ElL. conjunto de: cuntroles debllmcnte l'clBjﬂdOh, cons:demdo €omo un subcspacm del
espacio de los tontroles re]njudos clamcos. es convexo y compacto. Sin embnargo, en
. Rosenblueth—ther [958 an ejemplos clonde las .

tradns con 1a t.ecmm de relaju.rmento debxl nose pueden apmx:mar ‘con controles ordinarios.

lucloncs debllmemc relajadas encon-

Pnru descnblr o procao de relaj

ento ebll supongase que {z,u) es un proceso

ordinario admisible dado y 00 0 Deﬁmmos

u.'(t):u(t-f-ﬂ.-),:, pa.rat 0,1_;”!...,1) yieT .

Si

entonces (z, i), con @i = (ug, 1) ,:. ; .,ii,;) y

'(t) f(t o
0=
: _u(t)e m’r' :

m

* -junto con lag iones de compatibilida

(44)

De esta manera se separan las p-+ 1 funcionés sobrc’ T las éuales éstﬁn‘ en las tltimas
P+ 1 componentes de f, v se imponen condlcmnes que reﬁejxm el llecho de que cstns '

funciones son versiones retardedas unas de obras. Sc utnhzn a.hum la tccmca clasicu dc

relajamiento para definir los controles relajados para este snstema, tmtnndo & un, U, up" o

como funciones independientes. El punto de arranque es tomar un ¢ trol relnjndo como

und funcién medible ¢con valores en rpm{07*!) e imponer algunus condlcxoncs que gcnern-

lizan las condiciones de compatibilidad sobre los controles,

31



Denotamos por

: {’cont’rolei drdinpxji;;s} S

Deflnicién 4.2 Un'control débilm

valores en Vrpm(ﬂif,*‘i )que ce

ceso débitmente relajodo admisible se definen

r(;bjemh. (4.1) considerado como un problema
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de minimizacién sob;e los procesos débilmente relnjados se llama el ﬁroblemd débilmente

relajado, y se dexiqtn por (P)pg.

Si g€ Mu(95y... ;'9,,)_ resulta’de alguna funcién & : T —+ QP*+), entonces las condi-

ciones de compat{bilidud (44) v (45) son equivalentes. En Warga [13] se prueba que el

conjunto de controles ;'bilmc';\te relajados, considerado como un subespacio del espacio

de controles relajados clésico, es convexo y compacto. Ademads, se establecieron teoremas

de existencia y condiciones de controlabilidad de primer orden.
La técnica de relajamiento débil tiene las siguientes ventajas.

1) El rango del mp.n,cid C(S1**1)* no depende de la relacion que pueda existir entre los -
rvetardos y el intervalo T.

2} Se puedé aplicar an cuando los retardos sean no conmensurados.

3) El problema débilmente relajado tiene una solucién.

Sin embargo, » pesar de que esta técnica de relajnmiento resuelve algunas de las
desventajas de lo téenica de rclajamiento vin el problema reducido, tiene la siguiente
desventaja que impide que sea de gran utilidad prictica: para problemas que involu-
eran dos o més retardos la solucidn del problema débilmente relajado no necesarinmente
se puede aproximar con controles ordinarios. Esto quiere decir que el problema débilmente
relajado no es una extensién propin del problema original. Este fendmeno se ilustra con

un ejemplo en {3}, Con este ejemplo se prueba que

inf(P)o > min(P)rp > min(P}pr.
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4.5 Controles fuertemééte' relajados

Ln técnicn"de rclnjmfﬁento.déhil resulta inapropiada porque para problemas con dog

o mas retn:dos. no dn una extcns 6n propia del problema original. Por este motivo en

) Rosenblueth ther [3] se desarrollé una modificacién’ de esta técnica'de relajamiento,
. llamada r:la]_amunia fuerte. Esta técnica resuelve algunos de los problemas que presentan
la técnica de relajamiento débil y la técnien de relajamiento via el problema reducido,
Otm ca.rutcnshca de esta nueva técnica de relajamiento es que coincide con la téenica
de relajamiento débil para sistemas que involucran un retardo en los controles. Para

problemas con dos o més retardos estd definido dnicamente para el caso conmensurado.

Para describir el proceso de relajamiento fuérte. supdngase que 8 € (0,1/p] tal que

f; = 18, para i = 1,2,....p. ,DndO’un“proccso‘ 6rdinnﬁ_o admisible (z,u) para (4.1),

o) Vel

i Este snstemn es una rcformulacmn del pmblema ongmn.l y un contml retardado ordi-
nario es un elemcnto [ dc U(T. Q"’“) que satxsface la condicién de companbxhdad (4.6).
Esto sugiere sing nueva condicién de cump'\hbxhdad para definir los contmles relajados que
mvolugmn proyecciones Pyy.,..p—1.Y Pm‘;,__, en las r coordenadas de (g Uiy, 0yt } ¥

de (uy,u3,...,u,), respectivamente.
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Deftnicién 4.3 Un coniral fuertementc rcla_;ado para (4.1) es una funcién medible p

con valores en rpm(ﬂ’+1 ), que sahsface In sngmemc cond:cnon de compatlblhdad

'Pl.i. .pl‘(l) —'Pa s pe] .u(t —9) e cn [9 1);

) de ma.nera s]mnlar a la

de xmmmlztu:xon sobre los pmcesas fuer

. rela.]ado, y se denota por (P)Fn.

BipE M,(p, 9) rcsulta de alguna funcién, mcdnb]r a1~ Qrtly entonces lns condx-

o cmnes de compatlhlhdnd (4 6) y (4.:) son equlvnleht,es. < Es claro entonces que (P)FR €es

" uma extensnon de’ (P),,. :En Rosenhlueth-ther 13 se'pmebn que (P)rn ¢s una extensién

Apropm de (P), en; cl senhdo dc quc el costo {nfino para o problema original coincide con

- el costo mmlmo pnra el problemn fuortemente rclajndo. Esta s la Gnica demostracién que

se ha logrado hastu ‘ahiora para probn.r que fa tecmcn de relajamiento fuerte proporciona
: uria nxtensxon propm del pmb]emn orngmu! Ademds, en la demostracién se incluye una
rLspucstn nl prablcma de cdmo los controles fuertemente relajados admisibles pueden estar

:'asocmdos a los controles relajndos admisibles para el problema reducido.
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La existencia de una solucién fuertcmen@e rclnjadn.. es una consecuencia directa de las
hipétesis topaldgicas usuales sobre los datos cicl problema. Probiu- que ¢l min:inﬁzudaf
fuertemente relojado se puede eproximar con contmlcs ordmmos, resultd ser muy compl:- :
cado en esa demostracién. La pruebh de este ulhmo resultado ge puedc ‘describir bteve—
mente de la siguiente maners. Dado _un.contrpl fumemgnte ;elmado By 88 recurre 8
condiciones conocidas acerca de la existencia de distﬁbucionéé de probnSilidad cuyas dié-t )
tribuciones margmales sntlsfacen clettas relncxones, para consf.r\m un control relu_\ndo i
para el problcmn. reducido, Luego ge cunstmye, usamdo la teona de rela]n.tmento clasnco,‘ '
un control retardado ordinario & parael pmblema mducxdo cuyo costo estd arbitrariamente.
cerca def de i. Un control ardmmo pasa (4 1) cuyo casto estd arbitrariamente cerca del
de p se obtiene vir el mapeo inverso 1-1 que cxnste entre los comroles ordmnnos pnm (4 1) :

¥ los controles ordinarios pnm d problemn rcducndu

Pasar de los pmcesas fuerlemente rela] ¢

injados admisibles para (4.2) no o8 tan sen
ndnumble (z,p1) para (4 1), se tl

que, i & = (m,,mz,

redumdo. Es dccxr. empezando con ji € M(T or h nmendo las condmmncs de




compatxbll:dad (4 7), 5o nphca el Iema 4 1'para constmlr e M([O.N 9],9"“2) tal que

(4.2).

de medxdas" (ver DeHa.d:ene—Meyer [1] cuyo uso trndxcxonal ha sido proporcxonar una’
definicién de esperanzas condicionales, Una aplicacién de) teorem > cthi
Vinter [3] produce familias de medidas de pmbablhdud aobn: la
Borel en /A y C sobre los cuales la funcién v es t:onstmxd
de ese teorema se recurre a varios resultados sob;e exﬁe
cuya‘ construccién puede no ser explicita. Este hecho 1m ;

relajado ji, asegurando tinicamente su existcncia.' "

La téenica de relajamiento fuerte para problemas de control ophmo con retardos
conmcnsumdos, se puede resumnr de la sngmente maneru. S
1) Relajm- fuertemente €] pmb]emi: originn].
2} Resolver ¢l problema fuertemente relajado.
3) Asociar al minimo fuertemente relajado un control relajado del problema reducido,

4) Usar la técnica de relajamiento via el problema reducido para constmi;'\;na sucesién

de controles ordinarios que converge a la solucién del problema reducido. . :

Como la técnica de relajamiento fuerte muestra explicitamente qué subconjunto del.,v Y

espacio de controles relajados cldsicos da una extensién propia del problcmn ‘con retur

dos (4. 1), la dimensién de los espacios involucrados en el problema ongmnl no se uICem' e

cuando el conjunto de controles es fucrtemente relajado, resclviendo de &sta manera. una, DI

de las desventajns de la téenica de relajamiento via el problema’ reducxdo.'_Adc‘ma_s, Tns

condiciones que definen los elementos de M, se pueden verificar fécilmente, en’términos - )
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de bmyé(;ciones spbré las ACOOtdEn}ldBﬁ de las funciones de control, de tal menera que este
~ conjunto estd caracterizado sin ln necesidad de transformar el problema original, Por otra
pn;rte, en ln d:emostmciénldc que esta técnica de relajamiento es propia se resuelve el
pmblenin de c6mo los controles fuertemente relajados admisibles pucden estar asociados
a los co‘f\tfoles relajados admisibles para el problema reducido. Sin embargo, & pesar de
que se ha demostradb qhe la técnica de relajamiento fuerte es propia, no se pudo exhibir
explicitamente una sﬁcesiéri de controles ordinarios que aproximen a un control fuerte-
mente relajado flat?o; asegumpdo gini‘camente su existencia. Ademds, se aplica tinicamente |

a problemas con retardos conmensurados.

Las técnicas de relajamiento hasta aqui discutidas tienen una limitacién en comun

. que impiden su utilidnd en la prictica. En todas las téenicas de relajamiento la pregunta
de ezistencia de controles éptimos ha sido contestada afirmativamente, pero el problemsa
de c6mo aproximarlo no ha sido resuelto todavia. En otras palabras, todas las técnicas de
relajamiento aseguran la existencia de un control relajado éptimo, pero ninguna de cllas
da una metodologia explicita para aproximarlo con una sucesidn de controles retardados
ordinarios. Este es un problema cuya solucién es uno de los propdsitos principales para

relajar problemas de control éptimo:

Enel s:g\uente Capxtulo sc resolverd ol problema comiin que presentan las téenicas de
relajarmento, dando una pmebn constructiva totalmcnte independiente de a técnica de re-

Iajamiento vm el b reducido, para aproximar minimizadores fuertemente relnjndos

con uno ! suceswn de con(.rules retardados urdmnnos

38



5. NECESIDAD DE UN NUEVO ALGORITMO

La técnica de re]ajamientﬁ fuerte discutida en el Cﬂpl‘tu]g anferipl;'s'e probé en [3) quees
propia. La demostmvcién‘de' este resultado se llevé a cabo utilizahd)o ‘resultados abstractos
sobre “desintegmcién‘ﬂe miedidns” asf como de la técnica de :élajﬁnﬁcntu via el problema
reducido. Esta”demostracién se puede deseribir de la siguiente manera: dado un control
fuertemente relajado g, construir un control relajado /i para el problema reducido usando -
rcsm_tadoé abstractos. sobre existencia de medidas con ciertas distribuciones xﬁargi‘nnles.
Luego’ se éonstmye un control ‘ordinario & para el problema reducido cuyo éosta estd
arbitrariamente cerca del de 4. Usando el mapeo 1-1 que existe entre los procesos ordinarios
admisibles prra (4.1) y para los del problema reducido, s¢ obtiene un control ordinario cuyo

costo estd arbitrariamente cerca del de 4.

: Sm embargo, esta demostracion tiene varias limitaciones, desde el punto de vista
teé;i.co ‘asf cm_ﬂo desde el punto de vista computacional, que impiden su utilidad en er1
ﬁréctica. En primer lugar, desde el punto de vista tedrico, como es necesario utilizar ln
técmica del problema reducido se heredan las desventajas de la dimcnsién.que tiene dicha
técnica de telajamiento. En segundo luger, si bien es cierto que desde ¢l punto de vista
‘tedrico 10 & necesazio reducir el problema oviginal n agrandar In dimensién de los espacios
invo]:ug:rndos, desde el punto de vista computacional la aproximacién requiere de dicha

"reduccién, por el siguiente motivo. Si empezamos el algoritmo resolviendo el problemn
' fuertemente relajado, el siguiente paso consistiri en asociar al minimizador fuertemente
relajado un control relajado para el problema reducido. A continuacion se usard la técnicn
del problema reducido para construir una sucesién de controles ordinarios que converge
a la solucién del problema reducido. Sin embargo, no se resolvié el problema de cdmo
aproximar un minimizador fuertemente relajado sin hacer uso del problema reducido. En
tercer lugar, no se pudo llevar a cabo la construccién de un proceso relajado admisible
para el pmblemn reducido asaciado a un proceso fuertemente relnjado (a pesar de que et
mapeo 1-1 que indica como pasar entre los dos problemas relajados estd bien definido),

asegurande Unicamente su existencia.
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Por lo tanto, uno de los obje.ﬁvos de una técnica de relajamiento no se ha logrado
todavia, En este ct‘x‘pftvulo‘ sc resolverdn estos problemas, dando una metodologia explicita,:
completn.rﬁentc indcpendient_g dela técnica de .re]njamiento via el problema reducido, para -
aproximar un control fuertemente relajado arbitrario con una sucesién de controles ordina-
rios, En és_fa mét_odologl' nse dard une nueva demostracion de que los controles fuestemente
relajados proporciona una extension propia de los controles retardados ordinarios. Esta
demostruién es mucho mds sencilla que la que se dié en Rosenblueth-Vinter (3], puesto
que la sucesién convergente se const x"uye directamente en terminos del control fuertemente
relnjado sin recurrir a los resultados sobre “desintegracion de medidas” ni de la técnica-
de relaju.mmnto via el problema reducido. Ademds, esta metologia muestra dlmctamente ;
que la téenica de relajamicnto fuerte cs propia en el sentido de que el espncm de controles‘ )
fuertemente relajados coincide con la cerradura débil estrella del espacio de _controle; ‘ref

tardados ordinarios.

5.1 La técnica cqnstru#tiva

La metodologl ] constmchvu. esta bmmdn en el sxgmente resultado, debndo a Rosen-




i

(0= {(0) €T o) = ie=0) e en [01]),

tos "t:phsecutivos T
de didmetro 8/i, de la forma e

donde

de tal mané;g. él“? atods i €N, J €Ly -
¥ ky1 € Iy, defini SR

Como

:  parn .= 1 V20 '..J(t)»
kl=1 :

donde m denota 1» medida de Lebesgue en R, podemos pa.rtlcmnar cadn submtervalo T'

en subconjuntos. T ,; 1 de tal manera que m(T‘ 2= J.k.'
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Para k € IL(.), eleglmos un punto r..E Rk y deﬁmmos

(u-(t) v-(ﬂ)) =(rf

) w_e»U T;’_,,_,‘,_‘ pm ke Iy
. ‘-|- R B

Aplmtmdo una prueba similar a 12 del Teorema 2 8 se pruebu que
Jim (u-(i), vi(t) = p.

" Hasta aquf se-ha probado que la sucesién {(ui,v;} converge a p1, pero esta prucba no
" garantiza que sea una sucesién de controles ordinarios. En otras palabras, puede suceder .
que (1;(t), vi(t)) restringida a T no pertenczean alfy (8). A continuacién se probara que si i
es un control fuertemente relajado, se puede clegir el orden de los conjuntos Tj. 1, de tal ma-
nera que (u;(t), vi(t)) sean controles ordinarios. Para ello sélo se requiere que los conjuntos

{Tj‘_k',} sean conjuntos medibles disjuntos que satisfagan las siguientes propiedades:

(5.1) . m(T}y) = ol
ki)

(52) U Tiau =71
k=1

Para toda i € N, por con'gtmcciéq
T' +8 T+,, VJ = 1,-,...,](:)—1

Si'se dcnota por XA la funcxon cm‘actenhca de un con_]\mto ~l y deﬁmmos

entonces



de modo que

NON

(83) Sabii

i=1""
Considerégnoé pri

kie I"“) col.l;l

kl)

Ay x, pero los con,\mtos (Tx‘k ,}J_., ,

de BM estd dada por {T.‘f,k}hl Entonccs (1, v1):65 un’ control ‘ordinario; es “de_qir,'

satisface la relacién u;(t) =u ;(t - 9)

Esta es la idea bésica de In construccnén y, para n_control relajado arbitrario. u €

M(T,PF1), esta construccién puede 1o ser posnhle En otras pn]abt.i.\;q, se puede lograr‘

sélo porque p es un control fuertemente reln‘lad' :
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Por induccidn, construimos, para j = 2,3,...,j(1) =1,

k(1)
Aj

= U le,k.hf . B p_éx_'a. ke Igm.:
SE e S

Como antes, com

Obsérvese que

Por lo t!mtq, - 7

)



Por induccidn se definen, para j =i+ 1,...,j({)~ 4§,

pitticionando ‘B4
S 2} y kel

Ti

ko ke ik fgleg que

54).

y asignando

donde

Entonces

RGO



La demostracién de que se'puede en'cbnti'g.r-‘ una ﬁnrﬁf;ié “de los conjuntos T} tal
que la sucesién de funciones medibles'i uf )'pel‘;ﬁgneéé & Up(8), sers estabecida

0 surgen dificultades al

extender la particién para to

* Como p'e Mpté), se’ tient

implicando que °

(ui ) '-‘?(i)- cee 1“{“))‘ = (';i‘u‘l "L{l; ‘-"l4rt:;‘;'| .)(ll‘l".""li-'-:- o ;;—l,u '_ ).

Esto demuestra que (ul, ul,.. ...u‘,’) resiﬁ\jlgidu ﬁTi'ﬁérfenécé a Up(8).
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Los diferentes pnsos'de: la »técnic_a constructiva se puede restimir en el siguiente algo-

ritmo.

‘ Algérit?tﬁ‘o 5.1 (Técnica con 2). Dados T.C'R¥, 2°C.R™ conjuntos compactos,

'p a nﬁmé}o:aé retardos

4) Paraj=1....i()y ko




" 8) Pama j =1, 2,.. i puhcmnu B,q.,,h,_ ‘g'_, en s_ubcor\iuhf.os T-l--.k,.ka.h. ‘,‘._‘ de

" tal manem quc
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5.2 Ejemplos numéricos

En esLa secmén se dén varms cjemplos de controlu fuertemente relajados constantes

wn uno y dos retnrdos con: mensumbles, en los cm]es se compma la nueva metodologia cons-
tructiva con las. tecmcns de re]ajamlento d:scuhdas en el capitulo anterior, parn aproximar
estos controlns con \ma. sucesnon de controles retardados ordinarios, Se exphcn, ademis,
porque sélo una de ellas es 4til desde el punto de vista computaclonnl Para todos los

ejemplos se tiene T=0= lo, 1]

Los slguleutes ejemplos pertenecen a un conttol fuertemente rela_‘ado de la forma

,;(:) = ab00) +c25(0,1)+c36(1 0) +c46(1 .-

donde 0 € c,

=

que

Ml(l/"‘)”

resp ectwamcnte

{ne M(T n’) ! Pyat

La ‘ técnica de relajamiento via el’ iiijdblemh .rgd\}rcig:}o no’se puede aplicar éx_x “estos
ejemplos porque no estd relacionada con controles fﬁértén-;cg;lte _réln}gdqé en. M(T,91%), ;;n
que esta técnica asocia controles relajados solarnente & coht;olgs i-étai:dhﬂos‘ordihﬁﬂosf

Como se menciond en el capftulo anterior, para problemas con un retardo le1 tépnicnid(:. )
relajamiento débil coincide con la técnica de relajamiento fuerte. Sigui’endq‘ln demiostracién
de In Proposicién 5 deda en (3], se asocia a un control fuertemente relnjado u € M(T,Q?),

un control relajndo (reducide) ft € M([0,1/2],2%) con la propiedad,
Proi(t) = p(t) ¥ Paji(t) = p(t +1/2),  es. en [0,1/2).
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Aplicando la técnica clésica de relajamicnto para problemas sin retardos, se construye una
sucesion ') c Uu([0,1/2],02%) de controles ordinarios reducidos’ que converge o i St se-
denota a d; por (i, &;,ﬁa \ entonces Ia sucesién deseada {(v;, v.)} C b{l (1/2) dc contrnlesv'; .

nrdmnnos con rctm‘dos que converge o se obhcne deﬁmendo

(U;(t)‘ un(t))
z(f," 1/2)1

t e [0’ 1/2)'

‘(ua(t‘). Ul‘(”) = { (l - 1/2))

Para la tecmca construct va., se cmplezn1 para toda i €- N'\parhcmnsdo Qe en con]untos L

1. .l



Para L;epresentar ﬂgunos clementos de la sucesion {#:(t)} = {(u., vi)} obtenidos con
Ia técnica constructwa se usan tablas con dos lineas, La primera linca representu el va.lor
de'u;'y la seginda representa el valor de vy, ambas en el mtervnlo [0 1] Encads tabla
el drea sambrcndn corresponde al valor 1, mientras que el'a aren en hlnnco correspon.de al
valor 0 de la succsxon {(ti,v;)}. Ademds, cn cada tub]a se rcprescntan Tos conjuntos T‘

asf camo su correspendiente pacticién T,

Ejemplo 5.1 Considérese la funcién

ult)= —5(0 0+3 6(1 l) (i e [0 1])

"u[

to fuerte, y

Para aplxcm‘ la técnica de relaj la funcxon ;



Y —

WO = 000 + 361D, 0=

0 T Tiaa 3 Tiia Tas 1




Ejemplo 5.2 Com:derese la funcxon 2

,‘(e) "‘-5(0,1)+ 5(1 o) tep).

Para aplicar la téchicn d relajam ;gnto”fuc_rtq’ co_ngudumse la funcién -

n,1)+‘ 6(0 1, 0) (te [0 1/')])

fi’,v)‘qﬁé_‘éon.verr‘ge a ji. Esta sucesidn toma altérnadamente los valores

)en intériuﬂo.i consecutivos de’ longitud 1/(4i). La sucesion n.éociadn

(1 0) V‘e U ,.+11

convergé a gt y ‘satisface las fcnnrdicibnes de compntihilidad vi(t) = w;(t ~1/2) cs. en |
" [1/2,1). En In siguiente figura se representan algunos elementos de esta sucesion, En esta
‘ﬁgur:.x se puade observar el “intercambio” de los conjuntos T}"._, que se efec.tlmrun pnr'rf‘qu’g- o

la sucesién {ii;(t)} satisfaga Ins condiciones de compatibilidad.
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alt) = ‘55(0,1)+ %5(1,0). o=

1
Z

— —— i S ] 1
0T Thawd Toue Ty 5 T Tan 3 T Ty 3T Tea 3 T80 Taa 1

T el T3 T} 73 T T 73
R N
R ___ i ___ e _ e ___T
[ [ .| — 1 ] ] [ __] 1




Ejemplo 5 3 Consxdercse la funcmn o -
/x(t)——sto 0)+ 6(0 1)+-6<1 0 (te1).
Para aplicar In tecmcn de relnjnmlento fucrte, consxdcrcse ln funcmn

,,(:) = ~5(0 0, n) + -5(0 1 o) + -6(1 0, 1) s elo, 1/2]

‘ Como en el e \mplo antenor, ntlsface ’P,.H _,p(t) ="u(t + j/2) pa.ra] = (l 1. Al unllza.r
la tecmcn clnsnca de relalamxento pnra problemns sin retardos se obtiene una sucesnon {a‘)
“en u([o 1/°],Qa)que conver' ]
en mtcrvnlos cunsecutlvos de longltud 1/(8:) 4 (O 1 0) y (1 0 ,1) en mtervalus consecutivos
de longntud 3/(16!) L' ucesion: asociada’ {(u,, vi)}-C 211(1/2) que converge a u toma -
entances nltemndu.mentelos ‘valores (0, 0).(0 Dy (1 0) en [0 1/2) y los valcres 0,0),{1,0)

¥ (0, 1) en [1/.., 1)-en’intervalos consccuhvos de longltud 1/(8:) o 3/(161)

a ,1 Estn sucesmn toma u.ltemndamcnte los valores (0,0,0)

qu-n la ttcmcn construchvn se hen pnra toda i€ N y: J= 1 2,

[1/2 1. En In sngmcnte ﬁgum se represcntnnp]gunos clemcntos de estn sucesidn, A(Iemas,

en ‘cada tabla ; s 1luatrn el mtc:cnn o de lus comuntos T" ! quc s¢ cfcctunrun pmn que’

o {ei{e)} sntlsfnqn lﬂs condlcmuc le couu)'\hbxlldad




H)= 160,00 + ga(o. 1)+%6(l.0). o= %

1
Ole.l.l Tl’,l,.’s TI;‘..’I,I .'1




Ejemplo 5.4 Consnderese la funcxon f‘

e 0.1

rese ln'funcién .

§i {T} ;.1 -+1'T;.-+1.1-T:.a+1.i+n} l’ﬂm i

Ti.:.-'+1 Ticiy, ;+14_-1/ :

para toduj =i + 1,i +2

converge a y ¥ sahsfm:e g
(t/2;1). En ln sng\nente ﬁgl
los mtercnmbxos de los

condxclon_es dé compntlbllidndf -

BT



wo) = 350, + JaL,0)+ 3601, 0=

T— [ ] I
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Los axgulentes q emplos pertenecen aun contrul fuertementc rela jado de lu forma
p(t) —c,6(0 0 0)+c;6(0 1 0) +c,6(1 0 1) +c46(1 l 1)

Pora estos ojcmplos tmtnmos con. dos retnrdos conmeusurados 1/4 y. 1 /” En este easo el )

can]unlo de controlcs ord.lrmnos y el de cantroles fuertemente l‘Elel\doB cqtun dados por

rcln_]mlos en M(T, ﬂ’) La técnica de re]n]ammnto débil tampoco se puede nphcar potquc.

como s¢ ‘mencioné cn el capitulo anterior, para problemas con dos returdos cstn tecnicn de.

reln]amlentn no proporcions una extensién propia del problema ongma.'l

-La técnica de relajamiento fuerte resuelve estos problemns. Slguu:ndo la demostrncmn :
dodi en 193] de que la téenicn de relajamicnto es propin, s¢ asocin a iin contiol l'uertem{:utc
rbl:{jmlu 1t € Ma([1/4,1/2]), un control relajaco (reducido) i € M([O.zll-l]‘(l“) con la
propiedad, c.s. en [0, 1/4), Pay 0/} = p(t), Paani b(2) = p(t+1/4), Paaafilt) = p(t+1/2),
¥ 'Pad,gp(t) = p(t + 3/4). Basado en la técnica cldsica de relajamxento para problemas
sin rctm-dos, se construye una sucesidn {@'} C u([o 1/4],0“) de controles ordinarios re-
dm:ldos que converge a fi. Si se denota n” i; por (u.,,u“ ...u,,), entonces la sucesién
descndn {Cui,viywi)} C Us(1/4, 1/‘7) de com.rolcs ordmnnos con retardos que converge ap

se obtxenc dcﬁmcndo

‘Qen cmuuntos R;, para

sulmkm’-r\nln TJ!, definiendo :



y se cnlculu,‘pnrnj= 1;2,.."';4i§r : ,ﬁl"l,Z,'..f.}_i—j-lv .

Se pnrtlclona cndn T'

1,¢l hecho

= (uiue)(t - 1/4), cs.

) e

Para aplicar la Vtécnit‘:nr de 7ela, miento fuerte, sen-

= ‘—s(o 0,0. o.m+‘1s(1;1.1.i.1,1),»'(te‘(u.i/q).

Claramente, estn funcxon pertenoce a M([O 1/4] Q“) ¥, sahsfnce, P,+z,,+:,, A1) = plt +
: Jf4) para j =0,1,2,3. Unlwmulo h\ tecmca cldsica dc rdngumlento para problemas sin

retardos se abtiene una sucesion { & } qQue converge n ji; Esta sucesién toma alternadamente
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