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RESUMEN

En el presente estudio, se discute la aplicacién de diferentes
técnicas para el Andlisis Espectral de Ancmalias Geoeléctricas, en
métodos de corriente continua, gque permitan desarrollar nuevas
técnicas interpretativas.

Entre los métodos de Andlisis Espectral empleados se
encuentran 1los procedimientos autorrecursivos (AR), donde se
plantean las técnicas de Maxima Entropia y de Probabilidad Maxima,
¥ los procedimientos autorrecursivos de promedios mbviles (ARMA)
Como un procedimiento alterno, se empleé un filtrado de Wiener, en
el dominio de las frecuencias, para obtener la estimacitn del
espectro.

Las distintas técnicas fueron probadas, primeramente, en
anomalias sintéticas y posteriormente en anomalias reales obtenidas
durante una campafia de exploracién para la deteccidén de cuevas en
la zona arguelsSgica de Teotihuacan.

Los resultados presentados muestran que es factible realizar
un Andlisis Espectral para este tipo de sefiales obteniéndose una
mayor confiabilidad en la interpretacién y una significativa
reduccién de tiempo de proceso.
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1. INTRODUCCION

Los registros el&ctricos son comunmente utilizades en 1la
geotermia, minerfia, hidrogeologia, geotecnia y, en tiempos
recientes, en las ciencias ambientales y en la argueologia con
buenos resultados. Pese a esta variedad de aplicaciones, existe una
carencia de investigaciones en té&cnicas de procesado de datos
geofisicos eléctricos. Esto implica que, en la mayoria de 1les
casos, los registros eléctricos sean interpretados sin aplicarles
antes algun tipo de filtrado gque permita resaltar a la sefial Gtil
del ruido contaminante, con lo cual se podria mejorar de esta
manera el resultado final de la interpretacién.

Una técnica que ha sido de gran utilidad en el procesamiento
de datos geofisicos, aplicada de manera importante a las sefales
sismicas, es 1la del An&lisis Espectral la cual realiza una
caracterizacién del contenido de frecuencias de la seflal a
estudiar. La Estimacién Espectral puede ser formulada en términos
de tres modelos diferentes: Autorrecursivos (AR), de Promedios
Méviles (MA) y Autorrecursivos de Promedios M6viles (ARMA). Cada
modelo requiere un procedimiento de andlisis diferente y del
conocimiento de la naturaleza de los datos a procesar, si esto no
se tomara en cuenta, Se corre el riesgo de obtener resultados
erréneos del andlisis al aplicar el modelo inadecuado.

Los métodos denominados Clésicos de la Estimacién Espectral se
fundamentan en el modelo MA y se aplican mediante la Transformada
de Fourier. Estos métodos han sido bien documentados por distintos
textos, de los cuales cabe hacer mencién el de Blackman y Tuckey
[19s8], y el de Jenkins y Watts [1968}.

sin embargo, el uso de la Transformada de Fourier no es el
tnico ni el mejor medio para el cdlculo del espectro. Esto es



debido principalmente a que estos métodos necesitan un nGmero
infinito de muestras para obtener el resultado éptimo. Como esto es
imposible de obtener, se ha buscado la implementacién de nuevas
técnicas de andlisis que presenten una mejor resolucién de
frecuencias en una serie finita y corta de datos. Esta es la gran
ventaja que presentan las técnicas de los modelos AR y ARMA basados

en métodos paramétricos.

Ademas de los métodos AR y ARMA utilizados en esta tesis, se
implementd también el algoritmo del Filtrado de Wiener para ser
aplicade a los espectros de potencia de las sefiales elé&ctricas.

cada una de las técnicas utilizadas fueron analizadas con
curvas sintéticas de resistividad para evaluar su eficiencia. Una
vez realizado lo anterior, se implementaron estos métodos de
estimacién espectral a registros obtenidos de un estudie
geoeléctrico levantado en la zona argqueoldégica de Teotihuacan. Para
este estudio, asi como en la elaboraci6n de las curvas sintéticas
de resistividad, se utilizaron los arregleos Wenner y Dipolo-Dipolo.



II. TEORIA DE LOS METODOS ELECTRICOS

II.1 DEFINICION

El método eléctrico de prospeccién se ocupa del estudio de los
campos electromagnéticos de 1la corteza terrestre, tanto los
naturales como los provocados en la misma; con la subsecuente
interpretacién geolégica en términos de las propiedades elé&ctricas
del subsuelo. Los principales parametros que intervienen en 1la
distribucién de dichos campos son la resistividad, la constante
dieléctrica, la permitividad magnética y la polarizacién de las
rocas o de los minerales.

II.2 CLASIFICACION DE LOS METODOS ELECTRICOSB

Con base al tipo de campo de potencial que se utilice, los
métodos eléctricos pueden ser dividides en tres grupos principales:

a) Métodos de Polarizacién Esponténea: Esta modalidad es usada
comunmente en mineria para la detecciébn de sulfuros; pues la
oxidacién de estos provocan las condiciones que generan el campo de
potencial de manera natural. La posicién de}l depbésito mineral se
determina estudiando las formas de las lineas equipotenciales en la
superficie del terreno, pudiéndose hacer, directamente o mediante
mediciones de perfiles. Adem&s de usar el método en la deteccidn de
sulfuros, se puede utilizar para encontrar depésitos de grafito y
para otros casos especiales, como la detecciétn de rasgos
estructurales (fallas, diques, etc.).

b) Hbétodos de Potencial o Conductivos: Este grupo estd
comprendide por aquellos métodos que crean un campo
electromagnético por medio de electrodos que inyectan corriente




directamente al terreno llamados electrodos de corriente, y cuyas
variaciones en el subsuelo son medidas por electrodos denominados
de potencial. Se puede utilizar corriente continua o alterna. Este
mé&todo comprende las siguientes modalidades: Métodos de lineas
equipotenciales, Métodos de resistividades, M&todos de gradiente de
potencial, Mé&todos tipo Eltran y Métodos de polarizacién inducida.

c) Métodos Electromagnéticos: Estos métodos miden las
variaciones de un campo magnético alterno inducido en el terreno
por una corriente eléctrica. Si existe un material conductor en el
subsuelo, el campo electromagnético creado presentard ciertas
caracteristicas; en caso contrario, el campo serd diferente y esta
diferencia puede reconocerse y medirse. Esto es, se reconoceri una
anomalia cuando el campo se aparte de las caracteristicas gque debe
cumplir un campo normal.

I1.3 METODOS DE RESISTIVIDADES

El método de resistividades es considerade como el mas
importante de todos los métodos eléetricos. Existen tres modos
basicos de operacidén: el sondeo, el perfilaje y el modo combinade
sondeo-perfilaje. En el sondeo eléctrico, mejor conocido como
Sondeo Eléctrico Vertical o SEV, la separacién de los electrodos de
corriente va aumentando y sus resultades son interpretados en
términos de estratos horizontales. En el perfil o calicata
eléctrica, los electrodos de corriente o de potencial, o ambos, son
desplazados a lo largo de la superficie del terreno para detectar
anomalias laterales. El método m&s completo es la combinacién de
los dos descritos anteriormente, el cual determina tanto las
variaciones laterales como verticales del campo eléctrico en el
subsuelo. .



IX.3.1 Ecuacionas fundamantalas dal Método Resistive

considerando a la tierra como un medio conductor,
caracterizado en cada puntos por un valor de conductividad o, el
nfimero de lineas de corriente que llega a un volumen V dentro del
medio serd igual al nfmerc de lineas de corriente que salen del
mismo volumen; esto se cumple para cualquier punto del medio
excepto en el punto conectado con la fuente de corriente, donde la
integral de flujo de la densidad de corriente J, dentro del
volumen, serd lgual a la corriente total I que fluye por un
electrode puntual hasta el medio, come se muestra en la siguiente
figura:

Fig. 2.1 Carga eléctrica puntual
en un medio

La representacién matemdtica del enunciado antericr es:

f&-d§=: (2.1)
8



Por otro lado, la funcién impulso § estd definida como:

fé(?)dv=1 (2.2)
v
combinando las dos ecuaciones anteriores, se obtiene:
[od5={ 16 (Fydv (2.3)
& v

al aplicér el Teorema de la Divergencia, la integral de flujo para
J se expresa como:

j:r-d§= fV-TrdV
F-3 v

{(2.4)
sustituyendo la ecuacién (2.3) en (2.4) ahora se tiene:
fviav=fz&¢?)dv (2.5)
['4 v

Para continuar con el an&lisis, se har& usc de la Ley de Ohm,
la cual enuncia que la densidad de corriente en cada punto del

medie es proporcional a la intensidad del campo eléctrice E y la
conductividad del medio en el mismo punto, esto es:

TJ=0& (2.6)
sustituyéndecla en (2.5}, ahora queda de la forma:
VE=108 (T) (2.7)

donde E puede ser expresado en términos de una funcién escalar,

6



llamada funcién de potencial eléctrico,- por la relacién:

E=-Vy

Utilizando la ecuacién anterior en la (2.7),

{z.8)

se obtiene la

expresién del comportamiento eléctrico del espacio estudiado en

funcién del campo potencial ¢:

Vep=-Teb(T)

(2.9)

Ahora lo gue se desea es encontray la expresidn de ¢ en un

semiespacio como el mostrado en la figura 2.2, para cuando z > 0:

e

LLE]

Fig. 2.2 condiciones de frontera

bajo la condici6n de que E, = ¢ en z = 0, esto es:

Vo=-Igb{(T) en V (2.10.a)
%S;_uo en zu0 (2.10.b)



Para solucionar el problema planteado se hard use de la
segqunda forma del teorema de Green, la cual se enuncia como:

. a 3¢
£(°V‘¢-¢V’0)dv—[(¢—£—w-§;)d5 (2.11)

Lo anterior se presenta como un problema de Newmann, cuya
solucién es:

V@=-3(Z-z) en V (2.12.a)
%%m en z=0 (2.12.b)

sustituyendo las ecuaciones (2.10) y (2.12) en (2.11):

[®(-1e6 (T} -0 (-3(F-T) ) dv=0.
v B .

despejando:

-fozqa (2" a'v=-f¢5 (Z-THdv
v v
reordenando la ecuaciodn:
[ob(F-FrdveIo 08 (F)dv
v v

de la siguiente propledad de la funcién impulso:

[e @ E-Frdv-e (D
v



se tiene que:
@ () =rqf¢a(?') av (2.13)
v

La funcién de Green que satisface a la ecuacién (2.12) en el
semiespacio es:

°=__ 1 " 1
AT Sk xN 3+ -y 2t (2-207 =% 3¢ (y-y N 2+ (z+20) 2

sustituyendo en (2.13):

@ (F) = _g_[ 3(0)8(0) 8 (z'-h) dx'dy’dz’ b(n)b(o)b(z’-h)dx’dl’dz’]
v VIX=XDN 24 (y=y") 24 (2-2" " v J(x-%D 2+ (y-y') 4 (242>

resolviendo la integral queda:

o (B =10 1 . 1 ] (2.14
A% xTeyTa(z-0)?  JxT+ye(zeB) 2 ‘ :

considerando que la fuente puntual se encuentra en la interfase,
entonces h = 0, guedando la ecuacién (2.14) de la forma:

@{) ——de
211\/x1+y7+zi

la expresién final del potencial eléctrico del espacio estudiado,
considerando que la carga puntual fue aplicada en la interfase, es:

9



7y =LIe .
@(T) SuR {2.15)

Los dispositivos electrédicos con mayor demanda en la
prospecceidn eléctrica utilizan dos electrodos de corriente A y B,
los cuales crean un circuito cerrado al ser conectades de la
bateria al medio. Como se muestra en la figura que a continuacién
se presenta. ’

Fig. 2.3 Circuito eléctrico

El potencial en un punto tal como M, en donde se encuentra el
electrodo de medida, viene dado por el tecrema de superposicitn de
los campos eléctricos:

- R S .
Vi on Cam BN (2.16

10



De la misma manera, para el punto N se tendra:

=Je¢ . 1
V"'“z‘z%(Tzv BN (2-17)

siendo asi que la diferencia de potencial existente entre los
puntos M y N, estard dada por la expresién:

V- Vedle (Lo Ly 1 1
AVeV Vo o T A B

despejando la resistividad e:
- 2x AV AV
e= T k7

L P

1 1 (2.18)
AM BM AN BN

la expresién anterior es aplicable a cualquier disposicién de los
cuatro electrodos sobre una superficie plana, donde k resulta ser
una constante gque depende finicamente del tipo de dispositivo
empleado: - \

’

1.1 1.1 (2.19)

IX.3.2 Dbispositivos electrédicos Wenner y pipolo=Dipolo
-

Son muy empleados los dispositivos en que los cuatro
electrodos AMNB se encuentren, en este orden, sobre una nisma
recta. El1 ceceficiente del dispositvo correspondiente puede
calcularse por medio de la ecuacién 2.19. Asf, para el dispositivo

11



Wenner, cuya configuracién electrédica es:

~.
A [ N a8
Q
1!,
O [] r
rig. 2.4 Arreglo Wenner
se tiene que:
= 2n 2n .
R SO S NS S SR S Wk
AM BM AN BN r 2r 2r r
sustituyendo en 2.18:
ou-2zn-AY (2.20)

obteniendo asi la expresién del cdlculo de la resistividad para un
arreglo tipo Wenner, el cual fué empleado para los perfilajes
eléctricos procesados en esta tesis.

12



Otro dispositivo empleado fufé el Dipolo-Dipolo. En los
dispositivos electrédicos dipolares, los electrodos de corriente A
y B se encuentran lo suficientemente préximos entre si con respecto
de la distancia a que se miden sus efectos para que pueda
‘considerarse un dipolo. Existen dos dipolos en este dispositivo, el
AB de emisién y el MN de recepcién, cuya posicién mutua puede ser
en principio cualquiera. La posicién que observan en el dispositivo
Dipolo-Dipolo es la que se muestra en la figura:

rig. 2.5 Arreglo Dipolo-Dipolo

Aplicando la geometria presentada en el esquema dipolar y
sustituyendo en la ecuaciédn 2.1% se puede conocer la expresién del
valor de la resistividad del medio cuando un dispositivo Dipolo-
Dipolo es usado:

Quo=nL(N+2) (N+1) AV (2.21)

13



XI.3.3 Concepto de la resistividad aparente

La resistividad que hasta ahora se ha venido manejando
seri constante siempre y cuando el medio en el gque se encuentre sea
homogéneo e isétropo. Sin embargo, esto no existe en el subsuelo.
La resistividad nedida varia con la posicién y direccién del
arreglo electrédico. Estas mediciones representan una resistividad
ficticia o aparente en un semiespacio homogéneo equivalente. La
resistividad denominada aparente no es representativa de una
resistividad real de cualquier elemento del subsuele, ni tampoco se
considera como un promedioc de las resistividades existentes. Esta
varia gistemiticamente a través de una seccién geolbgica y puede
detectar la presencia de inhonrogeneidades resistivas o conductivas.
A la resistividad aparente se le representa por el simbolo g,y es
calculada mediante la férmula:

AV
LR (2.22)

siendo aplicable para cualquiera de las expresiones deducidas para
el c&lculo de la resistividad g. )

14



. MODELOS AUTORRECURSIVOS

Se define como Densidad Espectral da Potencia (DEP) a 1la
transformada discreta de Fourier de la autocorrelacién de una serie
infinita de datos. A los distintos métodos utilizados para el
r&lculo del Espectro de Potencia por medio de la definicién
anterior reciben el nombre de métodos no par&metricos.

Otro camino para realizar dicho cilculo, consiste en ajustarse
a la forma de los datos de la sefial a procesar, por medio de los
valores de los parédmetros del modelo. Existen varias formas de
aplicar esta metodologfa y son denominados métodos par&metricos,

Dentro de los métodos paramétricoes, los modelos
autorrecursivos (AR) han recibido una mayor atencién por parte de
la literatura especializada. Esto se debe primeramente a que una
estimacién autorrecursiva tiende a adaptarse a una imagen sinuosa,
1o cual es asociado a una alta resolucidn en el proceso; ademds,
los valores‘paramétricos de los modelos AR pueden ser calculados
por medio de soluciones de ecuaciones lineales.

En la siguiente figura se muestra la clasificacién de 1los
mé&todos para la estimacién espectral:

proceso MA
Métodos Paramétricos procesce AR

proceso ARMA

ANALIBIS ESPECTRAL

Métodos no Paramétrices

15



III.3 DESMRROLLO TEQRICO

Asumiendo que una serie discretizada de datos en el tiempo ha
sido generada mediante un sistema lineal, a este se le puede
describir, matemiticamente hablando, de distintas maneras. Una
forma de representar al sistema es el modelo AR, el cual presenta
una justificacién tedrica vialida.

Un modelo autorrecursivo y, es descrito por la relacién:
Ye=agX =1 Ve~V ey "¢+« " 4pVtep (3.1)

donde t es la variable discretizada en tiempo, a, a;, 2; ..., a5,
son los coeficientes a determinar. En un lenguaje ingenieril, al
modelo AR se le denomina sistema recursive con una sefial de entrada
X, Y una seflal de salida y,. En muchos casos, un ruldo
incorrelacionable €, con una media y una varianza de:

Ele.] =0 (3.2)

E{e? ] =a? (3.3)

puede sustituir al sistema de entrada x,. Donde E es conocido como
operador promedio o esperanza. Cuando x~¢, al sistema de salida v,
se le denomina proceso autorrecursivo de orden m [AR(m} }. Observese
que el valor de y, a un tiempo determinado t de un proceso
autorrecursivo es una combinacién lineal de los m valores previos
del proceso y, mas el ruido e,.

La ecuacién (3.1) puede ser representada en términos de la
transformada 2, donde z es el operador de desplazamiento unitario
zZy, = ¥,,, ademds si se considera al coeficiente a, unitario, se
tiene que:

1
143,243, 2%+, .. +a,z"

Y{z) X(2) {3.4)
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definiendo al polinomic A,(z) de la forma:

Ay(2) =lia,z+ayz%+, . cra,z® : : (3.5)
se obtiene, de la ecuacién (3.4):

1

Y(z) = = X(2) (3.6)

An

donde X(z) y ¥(z) son las transformadas Z de la sefial de entrada x,
y de la sefial de salida y, respectivamente.

Puede definirse a la expresién Y(z)Y(z')=¢(2) como la
transformada Z de la funcién de autocorrelacién de y,. Evaluando
¢(z) en el circulo unitario, donde:

z=edu . (3.7)
se obtiene:

d(eIv) (3.8)

la cual es conocida como el espectro de potencia de y,, siendo w la
frecuencia angular en radianes por unidad de tiempo. Ahora se puede
escribir:

dlede) =y(ede) y(e*do) =| ¥(eIo) |2 (3.9}

6 simplemente:

d(w) =] ¥(w) |? (3.10)

sustituyendo la ecuacién (3.6) en la ecuacidn (3,10), se llega
finalmente a la representacién del espectro de potencia de un
modelo AR:
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dlw) = iX(w})? (3.11)

-1
[ERTIXE

Para obtener el espectro de potencia de una serie de datos de
un sistema AR, es necesario el uso de algoritmos gue implementen a
la ecuacién anterior. El proceso de disefio debe realizarse con base
en las caracteristicas de la seflal y del ruido registrado en la
informacién geofisica. Como una simplificacién del cdlculo del
problema ilustrado, se asume que la sefial de entrada ¥, es un ruide
incerrelacionable ¢, con una media igual a cero y un valor de
varianza de: E{¢?)}=0?. Esto lleva a decir gue |X(w)|2=0? quedando
la ecuacién {3.11) de la siguiente forma:

az
0(“’)=W (3.12)

XIXI.2 ECUACIONRES DE YULR-WALKER

La determinacién de los pardmetros del modelo AR puede
llevarse a cabo cuando los elementos de la secuencia de
autocorrelacidn son conocidos. Al multiplicar ambos lados de la
ecuacidén (3.1) por Y., Y considerando gue la sefial de entrada es un
ruido incorrelacionable ¢, el cual cumple con las condiciones de
(3.2) y (3.3), se tiene:

&, (n) =-p a(k)$,(n-k) +¢,, (n) (3.13)
1

paralelamente, al multiplicar la ecuacién (3.1) por €,,, se obtiene:

o .
¢,,(i)=-§: a(k)d, (i+k) +¢, (1) (3.14) »
3
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siendo k la varjable en tiempo discreta y n e i los contadares de
las funciones de correlacién. De la ecuacién (3.3} puede definirse:

&, (1) =E[e? ] =g?

sustituyendo en (3.14}:

by (D) =—§";a(k)¢,,,(i+k) e 3.15)

considerando las caracteristicas de un ruido incorrelacicnable se
llega a las ecuaciocnes:

$,, (0) =a?

$,(1)=0 para V iv0 t3.16)

las cuales se sustituyen en la ecuacién (3.13) y se expresan como:

L

8,(m) 23 alki#, (n-k) para nxl (3.17a)
=1
n

b, (0) =—p alk)$,(-k)+0? para n=0 {3.17b)
=1

lo anterior representa a un sistema de ecuaciones lineales
denominadas ecuaciones de Yule-Walker cuya representacién matricial
est

#(0) e(1) . . o(m T i a3 (m)
o{1) @(0) . .  ¢(m-1) a(hyf 0
@my #(m-1) . . (0 a{m) o

{3.18)

A la matriz cuadrada se le conoce como matriz de Toeplitz. Los
coeficientes de la matriz columna a, deben ser calculados para
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realizar la operacién de procesado., Distintas técnicas se han
desarrollado para optimizar la estimacién espectral de un modelo AR
aprovechando las condiciones del sistema matricial presentado. En
el caso particular de esta tesis, fué aplicado el método de Maxima
Entropia (MEM),(Burg,1967)], el cual ha sido una herramienta
utilizada por los especialistas en los Gltimos afios. Tres
diferentes variantes del MEM se emplearon para el cilculo de los
coeficientes autorrecursivos: la solucién directa del sistema de
ecuaciones de Yule-Walker,({Yule,1927; Walker,1931); empleando el
algoritmo propuesto por Burg, [Burg,1967,1975]) y por el método de
Covarianza Modificada,[Ulrych y Clayton,1976; Nutall,1976). Otro
mé&todo paralelo al de madxima entropfa, denominado de Probabilidad
Maxina (MLM)} [Lacoss,1976], fué también utilizado.

IXXY.3 ANALISIB ESPECTRAL POR MAXIHA ENTROPIA

Fl1 Andiisis Espectral por Maxima Entropia, se basa en
seleccionar al espectro que corresponda a la serie en tiempo mis
aleatoria o menos predecible, y cuya autocorrelacién coincida con
el ndmero de valores de la autocorrelacioén conoclida,
[Robinson,1982]. Para lograr esto, se debe maximizar la entropia de
la serie temporal a procesar. La comprensién de este concepto, asi
como el porqué de su maximizaéiéh, conduce al an&lisis de la
informacién concernjente a un sistema desde un punto de vista
probabilistico y su relacién con la entropia.

IIT.3.1 Concepto de entropia.

considerando una serie de posibles eventos cuyas
probabilidades de ocurrencia sean p,, Py,.-+, Pi---, Pai 2n €l caso
de que estas probabilidades sean iguales, hinguna informacién
trascendente podrd obtenerse del sistema en cuestién., En cambio, al
conocer el valor de una probabilidad especifica p;, se lograréa
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estimar una informacién extra del proceso estudiado. Continuando
con esta 1l6gica, si el evento por el cual se calcula una
probabilidad es totalmente impredecible, se obtendri entonces un
significativo incremento de la informacién de nuestro sistema. La
relacién existente entre la informacién y la probabilidad de
ocurrencia estd dada por la expresién:

I=k'lo-: (3.19)
by

siendo K una constante la cual es igual a 1 cuando el legaritmo es
de base dos. El logaritmo de la ecuacién anterior es usade debido
a la consideracién de que la informacién es una cantidad aditiva.

Observando a la serie dentro de un intervale de tiempo T,
donde T es muy prolongado, puede esperarse que para cada evento 1
ocurra una probabilidad p, en un determinado tiempo t dentro del
intervalo. En consecuencia, la informacién total del sistema podréa
ser expresada como:

Ik (D, Cl‘n%;—*pztlﬂ-—;'—z#...d-pncln;l;) (3.20)

Al promedio de la informacidn dentro de.un intervalo tiempo T
es conocido come entropia, la cual se expresa como [Shannon,1948):

n
H:.L;f‘i:—k;pjlnpx {3.21)
-1

De la ecuacién anterior se concluye que la entropia es una
medida de la Incertidumbre descrita por una serie de
probapilidades. Si todas las probabilidades fueran nulas menos una,
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la cual seria unitaria, entonces el valor de la entropla del
sistema seria igual con cero; siendo el sistema perfectamente
determinado. Para cualquier otro caso la entropia sera positiva. En
resumen, la entropia es una medida de la ignorancia que se tiene
con respecto a la estructura de un sistema.

III. 3.2 El método de méxima entropia.

Como se mencioné anteriormente, a los métodos que calculan al
espectro de potencia de una serie discretizada en el tiempo
mediante la aplicacién de la ecuwacién

D (0)=Y dln)eJon (3.22)

nacw

siendo ¢(n) la funcién de correlacién de dicha serie, se les conoce
como métodos no paramétricos; o bien, como métodos convencionales
de estimaciébn espectral. Para obtener un resultade aceptable de la
expresidén anterior, se debe conocer el mayor rango de valores
posible de la funciSn de autocorrelacidn. Sin embargo, es muy
frecuente que s&lo se conozca un determinado nfimero finito p de los
valores correlacionados, esto es: n=1, 2, 3,..., p. En base a la
propiedad de simetrfa de la autocorrelacién, donde ¢(n) = ¢(-n), se
conocen los valores de ¢(n}) para n= #*1, 2, #3,..., *p, Yy se
desconocen los valores para |n| > p.

Con 1la restriccién anterior, se han venido haciendo
estimaciones espectrales utilizando funciones de ventanas cuyas
propiedades pueden ser analizadas mediante la teoria de Fourier.
Estos métodos asumen que los valores conocidos de la
autocorrelacién son peri6édicos, y los no conocidos son cero. Tales
suposiciones provocan que estimaciones espectrales presenten
valores negativos en ciertos rangos de frecuencias, Adicionado a lo
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anterior, en la aproximacién por ventaneo es usada una funcién
caracterfstica w(n) la cual meodifica a los valores conocidos de
¢(n), dando como resultado que la estimacién espectral se amolde
mds a los valores de w(n) que de ¢(n}.

Para tratar de evitar los inconvenientes mencionados, Burg
{(op.cit.), propuso un método basado en principios de varianza y de
entropia del cual se obtiene un espectro de potencia consistente
con los valores conocidos de nuestra serie y no hace suposiciones
incovenientes con los no conocidos. Burg explica que para un nGmero
limitado de coeficientes de la autocorrelacién ¢(n), cuyo espectro
de potencia #(w) debe ser positivo en todo su rango de frecuencias,
existen muchos espectros probables que concuerden con nuestra
informacién. Se requiere entonces encontrar una funcién ¢(w) la
cual sea representativa de todos los espectros posibles y que
concuerde con los valores conocidos.

Siguiendo con 1la teoria de 1la informacién de Shannon
(op.cit.), la entropfa de una serie discretizada en el tiempo es

proporcional a la integral del logaritmo de su espectro de

potencia:

L]
H o= flog@(u)du {3.23)

para obtener el espectro de potencia requerido mediante la entropia
maxima, es necesario la maximizacién de la integral anterior de
acuerdo a la condicién:

= [0 (w) efnitdo =6 () (3.24)
2n 2
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donde At es el intervalo de muestreo, w es la frecuencia angular y
wy la frecuencia angular de Nyquist,

Un método posible para la solucidén del problema planteado es
el empleo de los multiplicadores de Lagrange. En este caso se
presenta un desarrello paralele hecho por Robinson [1982].

Obgervando a la ecuacién (3.22), puede concluirse que la
derivada parcial de la funcién &(w) con respecto a ¢(n) es:

3P (w) ___jun
W_e (3.25)
Ademés:

Ahora se maximizard la ecuacién (3.23) con respecto a los valores
no conocides de ¢(n), donde |n|>p:

x ®
2 dlog® (w)
log® (0) dw= [ S22FRID! 44,0 ra [n|> (3.27)
-‘”—"‘")i g® (0) _( San para |n|>p
Haciendo uso de (3.26), se puede ver gue la ecuacidn (3.27) se
reduce a:
x
fl@l'le'i""d«»:o para |nl>p (3.28)
K
Esta expresidén indica la forma del espectro de potencia
inverso, |#(w) |", de un proceso de méxima entropia. Esto es, que

para cualquier proceso estacionario en el tiempo con un espectro de
potencia positive, #(w), su espectro inverso, también positivo,
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estari representado por:

'O (w) |3= (3.29)

@ (w)

el cual es acotado e integrable. Por todo lo anteriormente
expuesto, se puede asociar al espectro inverso una funcién de
autocorrelacién, la cual serd identificada como ¢(n). En semejanza
con las ecuaciones (3.22) y (3.24), puede escribirse que:

[@(w) |=3 yi(n)e " para -m<win {(3.30)
=
Yy
N
w(n)--zl?ilom) |-e?nde ¥ n (3.31)

Regresando al proceso de maxima entropia, si se reemplaza n
por ~n y también multiplicamos cada lado de la ecuacidn (3.28) por
1/2n, puede aprec'ial'rse de que el espectro de inverso de potencia
satisface a dicha ecuacién, asi tenemos:

=
1 =1 pfen gos = 3.32
2“£ld>(u)| elundw=0 para |nl>p ( )

comparando las ecuaciones (3.32) y (3.31), se observa gue para un
proceso de m&xima entropia:

Y{n)=0 para |n{>p (3.33)

Asi, utilizando las ecuaciones (3.30) y (3.33), se obtiene la
expresién del espectro inverso de potencia de un proceso de mixima
entropia en funciédn de la autosorrelaciédn:
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'ol-x,i ¥ () o-Jun (3.34)

a%p

el lado derecho de la ecuacién anterior es una serie trigonométrica
finita, por lo cual puede decirse que dicho espectro de potencia
es igual al reciproco de una serie trigonométrica finita:

YT
Y v eden

n-p

{3.35)

Si se emplea la ecuacién (3.7), es factible representar a la
serie trigonométrica en términos de la variable z:

1 & -
1 . nz (3.36)
®(z) ,,va()
la cual puede ser factorizada mediante el método de Fejer

[Robinson, 1980) como:

P
Y, v z"’=$ [Lra,z 0., +2p27P) [14&y2+. . +a,zP]  (3.37)

donde ¢2 es una constante positiva y ademis:

Alz)=lem;z- e .. +a zP (3.38)

es de fase minima. En consecuencia, el proceso de maxima entropia
de un modelo autorrecursivo AR(p) es Trepresentado por:

Slz)=_ O {3.39)
Alzyalzh)
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III.3.3 Método de Yule-Walker

La primera técnica de aproximacién desarrollada para calcular
los parametros del modelo AR, se basa en el uso de la funcién de
autocorrelacién para la solucién de las ecuaciones de Yule-Walker.
Para realizar leo anterior puede optarse por cualquier método,
(Gauss-Jordan, sobrelajaciones, etc.), sin embargo, al aumentar el
orden m del sistema el proklema se complica. El Algoritme de
recursién de Levinson es una eficiente técnica que aprovecha la
simetria de la matriz de Toeplitz para encontrar el valor de los
coeficientes AR disminuyendo en forma considerable el tiempo de
cdlculo del sistema. En base a que un modeleo AR de orden m, es
idéntico a un modelo AR de orden my> m, si a,,= 8,4=...= 3= 0,
entonces no es necesario conocer el orden m del modelo para
utilizar 1las ecuaciones de Yule-Walker (Y¥-W) con el fin de
determinar los pardmetros AR, puede rescolverse unicamente 1la
ecuacién 3.17a para m=1,2,3... hasta a =0 para todo valor de k>m.

Siendo a,, Y b, los parimetros de un modelo AR de orden m, su
valores iniciales se calculan por las ecuaciones:

. 168) .
2,1 $(0) (3.40)
b2 =[1-a%1¢(0) (3.42)

Y los subsecuentes valores emésimos de la recursién se estiman por:

mel
a,,,=-?1- (b m+Y a, 0 m-p)? (3.42)
m-3 Pl
b2 ={1-a% 1% (3.43)
Ay, n* 3k, @13, pBnek, me1 donde k=1,2,3,,..,m-1 (3.44)
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Los parémetros obtenidos por este método producen un mejor
resultado en la estimacién a medida de que el nGmerc de muestras
aumenta, provocande en consecuencia que, para una secuencia de
datos pedquefia, la resolucién del espectro de potencia estimado seré
muy pcbre.

III.3.4 Método de Burg

Para un proceso estacionario de segundo orden, la solucién del
sistema de ecuaciones en (3.18) es requerida, donde a, son los
coeficientes del filtro a calecular, g3, es el error medio
cuadritico para un filtro de orden m y ¢, los valores de la funcién
de autocorrelacibn.

Los valores de 1la autocorrelacién pueden obtenerse de 1la

secuencia de datos de entrada (x,, k=1,2,3,...N} de acuerdo a la
relacién:
1 N-1si
$p= ?: HKyen §=0,1,2,...(N-1} (3.45)
N-s £3%

sin embargo, como se dijo en el inciso anterior, estos célculos no
son confiables para un valor pequefio de N. Mediante la técnica
propuesta por Burg los coeficientes a, son asociados directamente
a los datos de entrada %, en lugar de utilizar los valores de la
autocorrelacién ¢,.

Definiende a los valores 1, a,,, A3, «:+¢r &g, COMO los
coeficientes del filtro de prediccién de error de orden m+l y al
error medio cuadrético o2, como P,; el filtro de primer oxden,
(1,a,}) se determina minimizando el promedio de la sumatoria de los
errores medios cuadréticos anteriores y posteriores con respecto al
coeflciente a,, en turno:
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N-3 - ’
- 1
P"mg (Xpay+ay ) 2+ (Xpray Xy ) * (3.46)

minimizando la ecuacién con respecto a ay,:

ap,

1=
4, 0 {3.47)
obteniendo de este modo:

N-1
;ka‘hl

= o1 {3.48)

STy 2 502 2 1,2
SR X r 2 X,

En base al procedimiento de Andersen [1974], el promedio de
los errores cuadrdticos delanteres y traseros para un filtro de
orden (m+l} se calcula mediante la expresién:

N-m m

2 m 2
1
ot gy iy ety AmRems) +Oxt 3 ) (3.49)

Donde los coeficientes a, pueden ser expresados en términos
de los coeficientes a

m1.p®

B =y o DKyl s mp p=1,2,3,...,(m-1)
Ay =Ky

(3.50)

k. es el Gnico término a evaluar si 1o0s a,, son conocidos en la
anterior etapa del proceso para poder generar todos los
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coeficientes a,,. Si la recursi6n en (3.50) es sustituida en (3.49)
se obtienen:

N-n . g N
P i By (Bt ) (B apabgd L (3:8)
donde

bmk'z g1, pXkep
{3.52)

-E B -1, ka‘M-p

una vez que a,, ha sido calculado, los demads coeficientes a,,,
Au3se-+s Ap, SON determinados mediante la recursién en (3.50). De
la sustitucidén de (3.50) en (3.52) se obtienen las siguientes
relaciones:

4
Doy =bp-y k= Fpe1,n*D'n-1, x

(3.53)
D=l ..

observando gque b, Yy b‘’, también pueden ser calculados
recursivamente. Para m=1, la inicializacién de los valores del
arreglo anterior son: ’

b k=x,

bl k=xy,, k=1,2,...(N-1)} (3.54)

La popularidad del métedo de Burg en el area del procesado de
datos se refleja en la gran cantidad de informacién gue se tiene al
respecto, sin embargo, este método presenta, en algunos casos,
problemas de sesgamiento (divisién) de la sefal espectral y de bias
en la frecuencia estimada, los cuales pueden ser evitados con el
uso de otras técnicas, como la de Covarianza Modificada.
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IIT.2.5 Método de Covarianza Modificada

La técnica de Covarianza Modificada, también conocida como
método de Minimos Cuadrados, fué propuesta por Ulrich y Clayton
[1976]) ¥ por Nutall (1976] de manera independiente.

Para poder disefiar un buen estimador, debe mnminimizarse el
error medio cuadradtico de potencia, P, de la ecuacién (3.49). ILa
técnica de Burg minimiza este error usando 1las propiedades
recursivas del algoritmo de Levinson:

g P8y, 1+ B mept e p=1,2,3,....m

reduciendo el problema de la minimizacién con respecto a un seolo
valor desconocido a,,. Los coeficientes AR del orden deseado son
obtenidos de manera iterativa.

El método de Covarianza Modificada minimiza B, con respecto a
todos los coeficientes AR en cada etapa de la recursién. Con base
en lo planteade, diferenciando la ecuacién (3.49) con respecto a
cada coeficiente AR se obtiene el siguiente sistema lineal:

Ro&=5" {3.55)
donde:
N N-m
Re=r M V=Y Ky X gt Y Xpp Xiog! P.@=1,2,3,...,m (3.56)
- Pe k=nrel kel
N N-o
so=sg? )= 3 X, xp;xhpx,‘) P=1,2,3,...,m (3.57)
P keomii .1

La matriz resultante del sistema, aunque simétrica, no
necesariamente representa a una matriz tipo Toeplitz, no chstante,
a medida de que N aumenta se aproxima asintéticamente a esta forma.
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Debido a gque el algoritmo de Levinson no puede aplicarse a este
caso, otras técnicas de cdlculo se han elaborado, como el algoritmo
de Cholesky (Gardner, 1988] o la solucién de las ecuaciocnes
normales de Marple [Marple, 1987}.

IIX.4 ESTIMACION ESPECTRAL POR PROBABILIDAD MAXIMA

El método de estimacién espectral por Probabilidad MAxima
(MLM), fué propuesto por Capon (1969}, bajo el nombre de método de
Minima Varianza (MV), para su aplicacién en arreglos sismicos
multidimensionales. Lacoss {1971) reformulé el andlisis original de
Capon para su aplicacién en series de tiempo unidimensionales y
renombré dicha técnica como Mé&todo de Probabilidad Maxima. El
método de Minima Varianza se basa en la minimizacién de la varianza
en la salida de un filtro de banda limitada al cual se adapta el
contenido de espectral de una sefial de entrada para cada frecuencia
de interés. [Marple, op. cit.)

IXI.4.1 Método de Minima varianza
Si se considera un sistema con m+l coeficientes a,, a, ..., a,,
siendo x, y ¥y, las sefales de entrada y salida del sistema

respectivamente, &ste puede expresarse de la siguiente manera:

n
yn=;; ayx,.=XT[n} a (3.58)

siendo las matrices columna X([n] y a definidas como:

x(n] afo]
x[n-1} af1]

X[n] = . H a = .
x[n;m] afm]
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pudiendo calcularse la varianza de la salida del sistema por la
ecuacidn:

o?=el|y,| R=cla® X[n]X"[n] al=a T2 (3.59)

donde la matriz de Toeplitz de orden (m+1) x (m+l) se encuentra
representada por:

Los coeficientes de la ecuacién (3.59) deben ser calculados de
tal manera, gque a una frecuencia f,,' la respuesta del filtro debe
ser unitaria; esto es:

=
;ake"""’"u T(£)a=1 (3.60)
‘"0

siendo la matriz columna e(f,):

1
eﬂ-(m
a(fo) =

eﬂ-lunl

Se puede apreciar due para una sefial sinusoide de frecuencia
f,, ésta no serd distorsionada en su respuesta de salida al pasar
por el filtro. Para rechazar componentes del espectro que no sa

33



encuentren cerca de la frecuencia f£,, se debe minimizar el valor de
la varianza de la ecuacidn (3.60). La solucién de los coeficientes
del sistema satisfacen lo siguiente:

-1
(£,)
- bxx © R, (3.61)

o T(£) 011 e(£,)

si se sustituye la (3.81) en (3.59) se obtiene la varianza minima
del sistema expresada por:

2z 1

a1
e re )02 a(£)

{3.62)

de lo anterior es posible, ahora, formular 1la ecuacién del
Estimador Espectral por Minima Varianza:

0 (£) =To " = T

—_— para -iT g £f¢ 17T 3.63
 eT(0) oL o(n) : : (3.63)

La estimacién espectral obtenida por esta técnica no se ajusta
del todo la potencia del espectro buscado [(Marple, 1987), esto es,
el area bajo la curva del espectro de Minima Varianza (MV) no
representa al total de la energia del proceso estudiado, aunado a
esto, su transformada inversa no corresponde a la funcién de
autocorrelacién de la secuencia de datos con que el andlisis fué
efectuado. No obstante, se puede considerar al proceso de MV como
un estimador espectral siempre y cuando no deje de tomarse en
cuenta gue el resultado obtenido describe una Densidad Espectral
Relativa.
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IXI.4.2 Relacién existente entre el MLM y el MEM

Burg [1972] demostrd gque el inverso del espectro por MV es
igual al promedio de los inversos de los espectros de Maxima
Entropia obtenidos desde el primer hasta el emé&simo punto de los
errores predictivos del filtro:

(3.64)

1 _iy 1
&, (m, £) mg‘; @ (k. £)
considerando que la notacidén #(k,f) indica que el espectro es de
orden K con una frecuencia f.

Musicus [1985] demostrd gque la estimacidén por MV podia
realizarse en el dominio del tiempo mediante la expresién:

T
@
Wz anixr (3.65)
E Yo [K] 0773
Keoom
calculindose los coeficientes Yuv (k) mediante una

autocorrelacién de los parimetros MEM:

(m+i-k-2i)a,lk+ila,[d) k=0,2,...,m (3.66)

con base en lo anterior, para calcular de manera eficiente una
estimacién espectral por Minima Varianza, debe seguirse 1la
siguiente secuencia:
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1) Estimar los coeficientes MEM mediante el algoritmo de
Burg.

2) Correlacionar los parémetros MEM para obtener los
coeficientes MV (EC. 3.66).

3) Evaluar el espectro de Potencia MV en las frecuencias
utilizando la ecuacién (3.65) y un algoritmo de FFT.
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IV. MODELOS AUTORRECURSIVOS DE PROMEDIOS MOVILES

El modelo Autorrecursivo de Promedio Mévil (ARMA) utiliza
tanto coeficientes autorrecursivos (AR) como de promedios méviles
(MA) para realizar una Estimacién Espectral. A pesar del mayor
estudio que se le ha dedicado a los métodos autorrecursivos de
andlisis espectral, también se han desarrcllado otras técnicas en
base a los modelos ARMA, cuya aplicacién es mids apropiada para
sefiales que presentan un menor grado de sinuosidad en su forma, que
las sefiales obtenidas en base a los modelos AR.

IV.1 DESARROLLO TEORICO

Una manera diferente de describir en forma matemdtica a una
serie de datos discretizada en el tiempo generada por un sistema
lineal, es mediante un modelo autorrecursivo de promedio mévil,
ARMA. Cuya expresién y, es:

Ve=DoXy By Xe ¥ 2y ot o o +0Xe g (d.1) .
"Y1~ 8V ez 0 "V e

siendo t la variable temporal discretizada, a, y b, son los
coeficientes autorrecursivos y de promedios méviles a determinar.

Siguiendo el desarrollo efectuado en el capitulo anterior (ec.
3.6), es posible representar al sistema en términos de la
transformada 2:

Bp(z)
An(z)

Y(z)= X(2) (4.2)
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donde X(z) y ¥{z) son las transformadas 2 de la sefial de entrada x,
Yy de la salida y,, respectivamente. Adem&s, los polinomios A,(z) y
B,(2z) se definen como:

A, (2Z) =ay+a,z+a,2%+.. . +a,2" (4.3)
B, (2) =by+b,z+b,z?+. .. +b,z "

Yy la expresitn del espectro de potencia para un proceso ARMA seré
de la forma:

|B,(w) |2

@ (w) =0?
(w) =0 FRISEE

(4.4)

siendo 02 la varianza de un ruido incorrelacionable ¢, que sustituye
al valor de la sefial de entrada x, esto es, que |X(w)|?=02. En un
lenguaje ingenieril, a la sefial de salida y, se le conoce como
Proceso Autorrecursivo de Promedio M6vil de orden m,n. [proceso
ARMA (m,n)}.

El Andlisis Espectral de los modelos ARMA puede realizarse por
dos distintos criteriocs. El primero consiste en la optimizacién de
técnicas iterativas basadas en la Estimacién por Probabilidad
Maxima (MLE) y de otros conceptos relacionados con m&todos neo
lineales de minimos cuadrados. Estas té&cnicas requieren de un
considerable tiempo de célculo y no se tiene una garantia de 1la
estabilidad del filtro resultante, pero potencialmente son las que
realizan una mejor estimacién del espectro.

El segundo criterio utiljzado consiste en la estimacién de los
coeficientes AR y MA en forma separada. Este se basa en criterios
de minimos cuadrados y requiere de soluciones de sistemas de
ecuaciones lineales. El cdlculo de los coeficientes AR es realizado
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en primer lugar ¥y, acto seguido, se estimah los par&metros MA
asumiendo que los pardmetros AR Son conocidos o gque han sido
estimados con anterioridad. Este Gltimo mé&todo es el mds practico
en lo que a simplificaci6én computacional se refiere, aungue se
obtiene una relativa disminucién en la definicidén del espectro
estimado,

Marple {1987} desarrolld un algoritmo de estimaciSn ARMA
basado en el dGltimo criterio presentado, el cual, para los fines de
esta tesis, present$ muy buenos resultados.

IV.2 ESTIMACION SIMULTANEA DE LO8 PARAMETROS AR Y MA

Distintos métodos se han disefiado para realizar el cilcule
conjunto da los coeficientes AR y MA dentro de un proceso ARMA de
estimacién espectral. Los mds frecuentes se basan en variantes del
concepto de prefiltrado iterativo propuesto por Steiglitz y McBride
{19651, la cual es una de una serie de técnicas que procuran
resolver un problema lineal mediante la estimacién de la sefial de
entrada, considerada como ruido incorrelacionable [Marple,op.cit.].

Otros métodos wutilizados para la estimacién de los
coeficientes, requieren del cdlculo de los valores miximes, en las
ecuaciones (4.1) y (4.4), de los m+n+2 coeficientes ARMA a_ y b, ¥
de la varianza ¢2, obteniendo asf una aproximacién relevante a la
funcién de probabilidad m&xima, Esta técnica incluye algunos
métodos no lineales de minimos cuadrados y otres procesos
iterativos descritos por Kay [1987].

Las estimaciones realizadas mediante las técnicas de célculo
simultdneo deben ser aplicadas sobre una secuencia larga de datos,
para no generar errores en el proceso de estimacién. Otro
inconveniente presente en estos métodos radica en la no garantizada
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convergencia de 1los procesos, pudiendo obtenerse filtros
inestables, esto es, que no sean de fase mimima. De heche, no se
conocen con exactitud condiciones de convergencia para estos casos.
Para evitar lo anterior, usualmente se realiza alguna modificacién
del algoritmo iterativo para obtener un filtro inverso de fase
minima. Uno de estos procesos de modificacién al algoritmo ha sido
implementado en el programa MAYNE en el texto de Kay [1987).

IV.3 EBSTIMACION DE LO8 PARAMETROS AR Y MA EN FORMA SEPARADA

Dentro de las técnicas desarrcolladas para el cilcule de los
parmetros AR y MA de un procesoc ARMA, son las del cilculo por
separado las m&s empleadas. Lo anterior se debe a la simplificacién
del desarrollo matemdtico y, en consecuencia, a la reduccién del
tiempo de céAlculo que el proceso regquiere. Generalmente los
coeficientes AR son estimados en primera instancia, elabor&ndose a
continuacién un filtro inverso para ser aplicado a los datos
originales. La funcién resultante de este filtrado es considerada
representativa de un proceso de promedio mévil de orden n [proceso
MA (n)], al cual puede serle aplicado un estimador lineal para
definir a los parAmetros del proceso b,.

La secuencia de autocorrelacién de ARMA(m,n) satisface a la
relacién:

¢,,,[p]=-§ Ay (K] e [P-K] (4.5)

para p > n. Si la autocorrelacién ¢, fuese conocida con exactitud,
entonces las relaciones -de m para n+l < p <€ min pueden ser
consideradas como un sistema de ecuaciones simulténeas el cual
tiene que ser resuelto para obtener los par&metros AR. A este
sistema se le conoce como sistema de ecuaciones modificadas de
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Yule-Walker.

En una situacién préctica, los Gnicos valores conocidos son
los de los datos muestreados, siendo asi que los valores estimados
mediante la funcién de autocorrelacién no sean del todo exactos. En
consecuencia, los resultados obtenidos para el calcule de los
coeficientes AR mediante las ecuaciones modificadas de Y-W son
generalmente de poca calidad (larga varianza). El1 Espectro de
Potencia Estimado ARMA normalmente arroja valores pequefios cuando
los valores de la autocorrelacién calculados son inexactos, o
cuando el orden seleccionado no es correcto o cuando ambos casos
sucedan.

Si se utiliza un nGmero mayor de ecuaciones que las definidas
por el orden del proceso AR(n), y se minimiza el error cuadrético
sujeto a estos parémetros, se obtiene wuna alternativa de
aproximacién que evita los inconvenientes mencionados en el pArrafo
anterior. A este proceso se le conoce como té&cnica de minimos
cuadrados de las ecuaciones modificadas de Y-W. Asumiendo gque las
valores de autocorrelacidén $,.(n] de 0 a L han sido calculados,
donde L es el indice del coeficiente mayor que puede ser
exactamente estimado, las ecuwaciones L-n (dado que L-n > m) quedan
de la forma:

mn
$“=—§ alki . (p-kl +e (D] (4.6)
.l

para los n+l < p < L valores creados, el error estimade se denota
como €[p). La autocorrelacién estimada es usada para asegurar que
el valor del error estimado no sea nulo. La suma de lo0s exrores
cuadréticos:

L
=Yy lelp] |2 (4.7)

penel
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es minimizada con respecto a los m pardmetros autorrecursivos a{k}.
Las ecuaciones normales resultantes son idénticas a las usadas por
el método de covarianza de prediceidédn lineal [Marple,1987, sec.
8.5.1]):

»

1
afl]
[TarTa] .

a[m)

u

o - 09

{4.8)

donde T, representa a la Matriz de Toeplitz de los valores de la
autocorrelacién estimada. ’

Resolviendo la ecuacién (4.8) por medio del método de
covarianza ya mencionado, los parimetros AR son obtenidos. Con la
obtencién de los coeficientes autorrecursivos, un proceso MA puede
ser definido como el resultado del filtrade de la secuencia
original de los datos con el filtro resultante de la funcién de
transferencia del proceso AR:

A(z) =1+i &1kl z°K (4.9)
-1

donde &(k] son los par&metros AR estimados. La funci6én de
transferencia para un proceso ARMA es B(z)/A(z), de la cual puede
hacerse la consideracién siguiente:

B(z) =
-mTA(z) =B(z) (4.10)

De esta manera, al pasar la secuencia de los datos de entrada
a través del filtro de la funcién de transferencia A(z) se obtiene
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un proceso aproximado de promedio mévil. A este proceso resultante
se le aplica alguna técnica de estimacién para el cédlculo de sus
coeficientes b,.

Mientras que los parimetros MA son necesarios para estimar el
modelo ARMA en tiempo, la estimacién del Espectro de Potencia ARMA
solo necesita conocer el wvalor de la funcidén o*|B,(w)|?.
Explicitamente, la estimacién de los parSmetros MA no es reguerida,
el método del correolograma puede ser usado directamente para
calcular el numerador de la ecuacién (4.4): ’

a?| Bylw) I""}f‘, $, [1) e-I2naT (4.11)
--n

siendo ¢, (i) la autocorrelacién producida por la secuencia
£iltrada z[m]}.

Bl proceso efectuado en esta tesis para la implementacién del
programa qgue realiza la Estimacién ARMA del Espectro de Potencia se

desarrolla en tres etapas:

(1) Bstimacién de los para&metros AR mediante las ecuaciones
modificadas de Yule-Walker.

(2) Filtrado de los datos originales y

(3) estimacién de los parametros MA del proceso residual
filtrado.

.Para esta Gltima etapa, se utilizé un algoritmo de es-imacién
espectral MA propuestc por Marple [1987, sec.l10.3).
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V. FILTRADO POR MINIMOS CUADRADOS EN FRECUENCIAS

Ademds de los métodos parametricos de Estimacién Espectral
descritos en los capitulos anteriores, el método de Filtrado de
Minimos Cuadrados o Filtro de Wiener, se presenta como una opcién
viable para realizar el anilisis del espectro de potencia de las
sefiales eléctricas a tratar. Esta técnica de filtrado se basa en la
teoria de Minimos Cuadrados, de ahi su nomenclatura. Las ventajas
gque presenta este método, en las distintas aplicaciones que se le
han asignado, son la calidad de los resultados obtenidos y 1la
sencillez de los conceptos matemdticos que lo fundamentan.

V.1 TEORIA GENERAL DE FILTROS

Se conoce como filtro a la parte de un sistema gue elimina
cierta informacién de la seifial que entra a este. Dos clases de
filtros son considerados. Los Filtros de Frecuencia permiten el
paso o rechazo de ciertas componentes de frecuencias, mientras que
los Flltros Optimos realizan una separacidn de la sefial Gtil de la
seflal contaminante (ruido), cuando éstas tienen préacticamente el
mismo contenido de frecuencias. Ambos tipoes de filtrado pueden ser
aplicados en forma numérica tanto en el dominio del tiempo como en
el de la frecuencia.

El uso de los filtros en forma digital ha permitido el
mejoramiento de su resolucién en la caracterizacidn de las sefiales
procesadas, indistintamente del dominio en el que se trabaje. Un
filtro digital es representado por una secuencia de nfimeros
denominados coeficientas; la salida de un filtro digital (sehal
filtrada) se obtiene mediante la convolucién, en el dominio del
tiempo, de la seflal de entrada con los coeficientes del filtro.
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Para realizar el disefio de un filtro digital, debe elegirse un
modelo el cual involucre las sefiales a estudiar. Un modelo vers&til
y de amplia aplicacién se muestra en la siguiente figura.

[ J

seiial de antrada Sitro sekal filtrada
x() f®) o

fig. S.1 Esquema general de un filtro

El esguema del modelo consiste de tres sefiales diferentes:

1. Una sefial de entrada x, la cual representa en la practica a
un registro geofisico, sea una curva resistiva, un
sismegrama, etc.

2. La sefal real o filtrada de salida y,. Esta es el registro
geofisico ya trabajado por alguna técnica de procesamiento.

3. La sefial de salida 2, que representa a un modelo teérico de
la anomalia que se espera encontrar mediante el procesado del
registro geofisico.

Una vez realizada la eleccién del modelo, lo que procede a
continuacién es aplicar una técnica la cual defina un filtro I,
Sptimo en términos de la sefial de entrada y la deseada. Existen
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diferentes técnicas de aproximacién gue realizan lo anteriormente
expuesto, sin embargo, la técnica de minimos cuadrados presentan
una base matem&tica muy simple dando resultados satisfactorios; es
este el motive de su aplicacién para los fines gque esta tesis
persique.

V.2 PRINCIPIO MATEMATICO DEL FILTRO DE MINIMOS CUADRADOS -

El principio bisico del criterio de minimos cuadrados es el de
la minimizacién de la energia existente en la diferencia de 1la
salida deseada 2z, y la salida real y,. Es decir, se pretende
calcular los coeficientes de f, para cuando el valor de

J=E {(z,-y,} (S.1)

sea minimo. Siendo E el operador promedio o esperanza, J representa
a la energia del error, entre mis pequefic sea su valor, se ira
obteniendo un mejor o un "6ptimo® filtro lineal segln la teoria de
los minimos cuadrados. Para realizar el c&lculo de los coeficientes
del filtro en forma digital, se debe restringir el nimero de éstos
a un valor finito: '

£, £ £ypenefpeat,

siendo el filtro f, descrito por (m+l) coeficientes eguiespaciados
o, en otras palabras, se dice que el filtro f, es de orden (m+l).

La salida y, es el resultado de la convelucidédn entre los
coeficientes del filtro y la sefial de entrada x,; esto es:

5
VKA =Y EeXeo (s.2)
Te0
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teniendo que la expresién de la energfa del error puede ser:
I3 2
J=E Uz,~-Y £x.) } (5.3)
=0

Esta cantidad es mipimizada derivando parcialmente a J con
respecto a cada uno de los coeficientes del filtro e igualando a
cero. La derivada parcial de J con respecto a f, es:

aJ - 3 -
' =g{2 (z‘-§ £.X..) A (z,—'z-; £, M)
n
=2E( (2,-Y £.x..) (%)}
-0
)
=2e{ (_zcxz-z"z: E
T=0
m
=2{-E{ zx, 1Y £,8{ . % )i
=0
on
=2 [y (1) +Y £ (1-7)
190

Igualando la anterior expresién a cero, se obtiene 1la
ecuacién:

Y e (271 =,y (2)
=0
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De manera similar, se calcula la derivada parcial de J con
respecto a f; ( para j = 0,1,2,...,m), dando como resultado un
sistema de (m+l) ecuaciones gimulté&neas:

n
Y fibld-t) =, (f) para j=0,1,2,...,.m (5:4)
=0

cuya representacién matricial es:

Sl 0) Su( 1) - -gaCm)| | £e0) @ (0)
Gul 1) om(0) .« « gutm-)| [ £(1) ¢u(l)
wl 2 ) Pul 1) .« o Pu(m=2) £(2) _' P (2)
Gal M) Sum-l) . . dul 0] | £(m P (m)

Estas son las Ecuaciones Normales de cuya solucidn se obtienen
los coeficientes del filtro. Los valores conocidos del sistema de
ecuaciones son los de la funcién de autocorrelacién g¢,(7) de la
seflal de entrada y los de la correlacidn cruzada ¢,(7) de la salida

deseada con la sefial de entrada.

Si las sehales de salida z, y ¥y, son representadas en forma
vectorial, se tiene gue z = Yy + e; siendo e el error existente
entre la salida deseada y la salida real, cuya magnitud ser& minima
cuando e sea normal a y. Es por esto que a las ecuaciones de (5.4)
se les conoce como ecuacionas normales.

V.3 ESTIMACION ESPECTRAL MEDIANTE EL FILTRADO DE WIENER

Para aplicar el filtro de Wiener en espectros de potencia,
fueron calculados &stos, en primera instancia, mediante 1la
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Transformada de Pourier. De ésta manera, las variables x y 2, de la
ecuacién (5.4) son sustituidos en la misma por sus respectives
espectros de potencia |X(f)[? y [2Z(r)|? obteniendose asi un filtro
en el dominio de 1las frecuencias. El1 algoritmo de Wiener
implementado sigue los siguientes pasos:

1) CAlculo de la autocorrelacidn de |x(f)|1
2) CAlculo de la crosscorrelacién entre |X(f)[® y |Z(£)|?2

3) Resolucifén del sistema resultante (ec 5.4) por medio del
método autorrecursivo de Levinson.

"4) convolucién del filtro F(f) resultante con el espectro
de la sefial de entrada |[X(f)]? para asi obtener el
espectro de la salida filtrada |¥(f)|2.

En base al andlisis teérico del filtro presentado y apoyandose
en el trabajo desarrollado por Martinez et. al. [1993) cabe hacerse
notar que el filtro de Wiener trabaja como un identificador de
patrones, esto es, basa su comportamiento en la existencia de un
modelo tedrico el cual supuestamente coincide en forma con 1la
anomalia que busca hacerse resaltar dentro del registro. Esto
presenta el inconveniente de gue si el modelo tedrico elegido no
concordase con la forma de la anomalia, el filtro resaltarid una
sefial m&s parecida a la teérica que a la real [Martinez, op. cit.}.

49



VI. APLICACIONES

Los métodos de estimaciébn espectral descritos en los
anteriores capitulos fueron implementados para el andlisis del
contenido de potencia de anomalias geoeléctricas dentro de un
determinado rango de frecuencia.

En primera instancia, se observé la efectividad de cada una de
las técnicas utilizadas al ser aplicadas a modelos sintéticos de
resistividad. Posteriormente, se analizaron anomalias reales
obtenidas durante una campafia de exploracién para la deteccién de
tGneles en la zona arqueclégica de Teotihuacan.

VI.1 ESTIMACION ESPECTRAL DE ANOMALIAS ELECTRICAS8 BINTETICAS

Los modelos sintéticos wusados para la observacién del
comportamiento de los filtros implementados fueron obtenidos
mediante un programa de cémputo elaborado por Cifuentes ([1992].
Este algoritmo calcula la respuesta eléctrica de una calicata
realizada sobre un subsuelo de capas verticales de resistividades
p(2), p(2) ¥ p(3), donde p(1)=p(3} y, ademds, p(2)/p(1)=10. La capa
£(2) es de un espesor B finito designado por el operador del
programa, los modelos pueden realizarse simulando un perfilaje tipo
Wenner o bien, uno tipo Dipolo-Dipolo. En la figura (6.1a) se
nuestra el modelade de un perfil eléctrico considerando una
configuracién electrédica de Wenner. A estos modelos resistivos les
fué sumado una serie de valores aleatorios de manera que simulara
el efecto de una seflal eléctrica contaminada por ruido (fig 6.1b).

Los espectros de potencia como los mostrados en las figuras
{(6.2a) y (6.2b) corresponden al de la sefial sin contaninar y a la

contaminada, respectivamente. Estos fueron calculados mediante la
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Transformada Ripida de Fourier y, en el mismo orden, fueron
considerados como seflal esperada y como sefial a procesar para el
filtrado.

El criterio usado para evaluar la efectividad de cada proceso
consistid en la comparacién directa de los espectros de los modelos
sin ruido contra los espectros obtenidos mediante las té&cnicas de
andlisis. El nfimero de coeficientes utilizado para cada estimacién
es de aproximadamente la mitad del ndmero de nuestras de los
modelos analizados, a dicho esténdar se llegd despues de realijzar
exhaustivas pruebas de ensayo y error.

A continuacidn se describe la metodologfa realizada de un solo
proceso efectuado, esto se debe a la similitud de resultados que se
consiguieron al aplicarse las técnicas de estimacién a otros
modelos con distintas caracteristicas tanto de amplitud como de
cantidad de ruido.

En la figura (6.3a) se observa el resultado del filtrado de
Wiener a los modelos teéricos de la figura 6.2 usando 33
coeficientes. Se puede apreciar que la amplitud de la sefial
procesada disminuye, pero esto se debe a la diferencia de
contenidos de potencia que las seflales involucradas en el filtrado
tienen. No obstante a esta variacién, la forma se define muy bien,
y las caidas de amplitud del espectro estimado coinciden con las
del espectro tedrico en casi toda la gama de frecuencias siendo
esto un buen indicador de la calidad del estimador.

El proceso ARMA (fig. 6.3b) presenté una mayor similitud en lo
que a contenide de potencia respecta; sin embargo, en el rango de
las frecuencias bajas, las caidas de amplitud no coinciden del todo
con los del espectro esperado, esta discrepancia disminuye a medida
que la frecuencia aumenta. No¢ obstante, el resultade de la
estimacién se considera aun de utilidad para los fines que esta
tesis persigue. El nlmero de coeficientes autorrecursivos y de
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promedios méviles usados fué de 16.

Los andlisis espectrales de las técnicas autorrecursivas de
Covarianza Modificada (fig. 6.3c), de Burg (fig. 6.3d) y de Yule-
Walker (fig. 6.3e) se aplicaron con 32 coeficientes para cada una.
Los resultados obtenidos son muy similares entre sf{, tanto en la
amplitud como en la marcada sinusoidad de los espectros estimados.
Como se puede apreciar, no existe una similitud entre el espectro
esperado y el espectro procesado, por lo cual se considera que
estos estimadores no arrojan resultados confiables para el objetivo
del presente estudio.

La estimacién por Minima Varianza que se observa en la figura
{(6.3f) es la mas pobre en calidad de todas las realizadas en esta
tesis. No solo los rangos de frecuencia de las caidas de amplitud
no coinciden entre las sefiales comparadas, sino que ademis los
valores del espectro de potencia estimado disminuyen notablemente,
siendo muy similar al del espectro estimado por la técnica de
Wiener. El numero de coeficientes del filtro utilizado fué de 32.

Una vez realizado un andlisis de confiabilidad a los filtros,
se procedid a aplicarlos a un problema real de procesado de sefiales
eléctricas.

VI.2 ©PROSPECTO TEOTIRUACAN

Distintos estudios se han venido realizandeo para lograr una
mejor definicién de las anomalias eléctricas obtenidas en una
campafia de exploracién. Cifuentes et al [1992] demestraron gue la
curva de resistividad aparente puede ser representada como la suma
de dos efectos: un potencial primario y otro secundario, los cuales
definen a las anomalias regional y residual respectivamente (fig.
6.4} Un problema que surge de la metodologia por &1 explicada es
la de encontrar la frecuencia de corte adecuada para obtener una
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separacién satisfactoria de 1la curva resistiva en sus dos
componentes.

Estudiantes de la Facultad de Ingenierfa de la UNAM hicieron
un perfilaje eléctrico en la zona arqueolbgica de Teotihuacan, las
anomalias obtenidas fueron procesadas mediante las técnicas ya
presentadas con la finalidad de obtener la frecuencia de corte
propicia para la diferenciacién de la curva de resistividad en sus

componentes regional y residual.

El estudio eléctrico fué realizado en la parte Este (E) de la
pirfimide del Sol para definir la continuacién de un tGnel, el cual
parte del centro de la base de la construccién hacia el Oeste (W)
a una profundidad promedio de 6 metros.

El método de prospeccidn eléctrica utilizado fué el de
perfilaje aplicandose con dispositivos Wenner y Dipolo-Dipole, los
cuales pueden ser identificados en el croquis de la figura 6.5 como
TEOW y TEOD respectivamente. EL nlmero de datos de los perfiles
procesados fué de 128 para el Teow-l y de 64 para los perfiles
restantes, con un intervalo de muestreo de 1 metro. Los espectros
usados como patrén de comparacién, para los procesos de estimacibn
efectuados, fueron obtenidos mediante el programa de Cifuentes ya
mencionado. En base a las caracteristicas del tinel estudiade, se
considerd un espesor de 3 m. y una relacién de resistividades
p(2)/p(1) de 10; la variante de cada uno de los espectros modelados
radica en la configuracién electrédica usada para cada registro
(tanto en el dispositivo empleado comc en la separacién de los
electrodos) .

La anomalia observada en el perfil TeoW-1 se aprecia en la
figura (6.6a), la separacién entre electrodos fué de 4 m. El modelo
te6rico de la anomalia, generado por el programa de Cifuentes, se
observa en la gréafica b de la figura 6.6. El espectro de potencia
a procesar, el cual corresponde a la anomalfia observada es
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prasentado, en la figura 6.6c. Una vez realizados los procesos de
estimacién correspondientes, se compararon estos con el espectro de
potencia obtenido del modelo teérico (fig. 6.6d3). La frecuencia de
corte considerada para el perfil estudiadeo tiene un valor de 0,195
cfm,

En la grafica a de la figura 6.7 se tiene el espectro de
estimado por la té&cnica de Wiener (en linea continua), comparadec
can el espectro del modelo tebfrico {en linea discontinua). El
filtrado se realizd usando un operador de 65 coeficientes
obteniéndose una destacada astimacién, no coincidiendo 1la
frecucncia de corte calculada {0.188 </m} con la precisada en el
nodelo ideal (0.195 c/m}, aungue son muy préximas. Nuevamente se
hace presente el problema de desescalamiento de una sefal con
respecto a btra, pero esto no genera ningGn inconveniente para los
fines del estudio realizado.

La estimacién realizada por el modelo ARMA (fig. 6.7h), se
observa una discrepancia de forma para las frecuencias menores a la
frecuencia de corte; debido a esto, la frecuencia calculada
presenta un valor de 0.101 ¢/m, que no es la requerida. Hacia
frecuencias m&s altas, las cafdas de amplitud de ambas senales
coinciden en los mismos valores de las abecizas.

Las estimaciones autorrecursivas de Covarianza Modificada
(fig. 6.7c), de Burg (fig. 6.7d) y de Yule-Walker (fig. 6.7e)
volvieron a presentar formas y contenidos de potencia semejantes
entre si. Su sinuosidades muy marcada y, en consecuencia, la
definicién de la frecuencia de corte buscada es muy confusa, pues
puede considerarse el valor de 0.0%4 c¢/m en lugar del valor
obtenido del espectro teérico.

En la grdfica del espectro estimado mediante el método de
Minima Varianza (fig. 6.7d), se aprecia una pobre resolucién del
proceso efectuado, pues no solo el contenido de potencia entregado
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es inferior ‘al de la sefal de entrada, sino que las caidas de
amplitud no se encuentran bien definidas como en los procesos
anteriores. El valor estimado de la frecuencia de corte fué de
0:.141. ¢c/m, diferente al valor estimado por los métodos
_autorrecursivos.

Para el perfil dipolar de la linea 1 (TeoD-1) se utilizé una
separacién de dipolos de 6 m. Su anomalia observada, modelo teérico
y espectros de potencia respectivos son mostrados en la figura 6.8.
La frecuencia de corte precisada por el espectro del modelo teorico
es de 0.047 c/m, los resultados obtenidos a continuacién se

mencionan.

El espectro estimado por Wiener (fig. €.%a) volvié a ser muy
preciso en la definicién de la sefial, sobre todo en las frecuencias
bajas, la frecuencia de corte estimada es de 0.047 c/m usando una
filtro de 33 coeficientes. La figura (6.9b) corresponde a la
estimacién realizada por el modelo ARMA con 12 coeficientes AR y 18
MA. Para este perfil solo fué bien definida la frecuencia de 1a
primera caida de amplitudes del espectro, la cual es la de corte
requerida. El valor obtenido fué de 0.047 ¢/m.

El espectro estimado por Covarianza Modificada (fig. 6.9c)
volvié a presentar una marcada sinuosidad, aun mayor gue la de los
otros métodes autorrecursivos, empleando 32 coeficientes para el
filtro. la frecuencia de corte que le corresponde es de 0.125 c/m,
la cual no coincide con el valor esperado. El método de Burg (fig.
6.9d) realizb una estimacién similar a la de Covarianza, pero puede
distinguirse una mejor definicién de la frecuencia de corte
buscada, a pesar de resaltar el mismo valor erroneo de 0.125 c/m.

Los métodos de Yule-Walker (fig. 6.9e) y de Minima Varianza
(fig. 6.9f) tuvieron una respuesta semejante en la forma estimada
de los espectros, obteniéndose un valor para la frecuencia de corte
de 0.125 c¢/m para anmbos procesos, aungue se aprecia gque el
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contenide de potencla y la definicién de caidas de amplitud en la
estimacién por Minima Varianza es menor que en la de Yule~Walker,

En la figura 6.10 se observa la respuesta elé&ctrica del perfil
TeoW-4 y las grdficas concernientes a este registro. Se espera que
las estimaciones realizadas arrojen un valor de 0.188 c/m para la
frecuencia de corte. Los resultados obtenidos se comentan a
continuacién.

El filtrado de Wiener aplicado a este perfil (fig. 6.1la)
volvié a realizar una estimacidn destacada del espectro en
cuestidn, la sefial resultante se destaca es muy semejante al
espectro del modelo esperado y, lo m&s importante, las frecuencias
de corte de ambos espectros coinciden en 0.188 c¢/m. Por otro lado,
la estimacidén del modelo ARMA mostrada en la figura 11b resalta en
forma clara a la caida de amplitud gue define a la frecuencia de
corte esperada (0.188 c/m}; ademis, muestra una buena resolucién
del espectro procesado para frecuencias altas.

Nuevamente se presentaron resultados similares en los andlisis
realizados por los procesos de Covarianza Modificada y de Burg
(£ig. 6.11c y 6.11d respectivamente), la sinuosidad mostrada es ya
caracteristica. Las frecuencias de corte obtenidas por ambas
técnicas también coincidié en el valor de 0.156 ¢/m, siendo menor
que la frecuencia estimada por el modelo tedrico.

Para este perfil, la estimacién relizada por el mé&todo de
Yule-Walker (fig. 6.1le) fué aun mds pobre que la obtenida por la
técnica de Minima Varianza (fig. 6.11f). Para el primer caso se
observa una disminucién en el contenido de potencia del espectro
obtenido, aungue el comportamientc de ambos son muy semejantes. A
pesar de lo anterior, la frecuencia de corte estimada por Yule-
Walker es identica a la esperada en 0.188 c¢/m, mientras gque la de
Minima varianza es de 156 c¢/m.
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La linea nfimero 4, realizada con el dispositivo dipolar, con
una separacién entre dipolos de 6m., se muestra en la figura ndmero
6.12. La anomalia observada se tiene en la gréifica 6.12a, el modelo
tedrico se presenta en la figura 6.12b, el espectro de la anomalia
observada y del modelo tebrico se tienen en las grificas 6.12¢c y
6.12d respectivamente, de este Gltimo espectro se obtuvo 1la
frecuencia de corte a estimar, la cual tiene un valor de 0.047 c/m.

El espectro estimado por el método de Wiener con 33
coeficientes se observa en la figura 6.13a, Como era de esperarse,
volvié a resaltar el comportamiento del modelo espectral. La
frecuencia de corte se encuentra bien definida en 0.047 c/m. El
modelo ARMA (fig. 13b) no resultd tan eficaz come el de Wiener,
aungue su resolucién no es deficiente, pues tiende a adaptarse a la
forma del espectro esperado. La frecuencia de corte estimada es de
0.078 ¢/m.

Las estimaciones autorrecursivas de 12 coeficientes realizadas
por el método de Covarianza Modificada (fig. 6.13c) y de Burg (fig.
6.13d) presentan una estimacién similar, pero difieren en 1los
resultados de la frecuencia de corte: 0.063 c/m para el método de
Covarianza Modificada y de 0.094 c/m para el de Burg. El método
espectral de Yule-Walker (fig. 6.13e) y de Minima Varianza (fig.
6.13f) aplicados con 32 coeficientes realizaron una estimacién
pobre en la definicién de caidas de amplitud y un bajo contenido de
potencia en el espectro estimado, sobre todo en Minima Varianza.
Aungue en forma incierta, las frecuencias de corte calculadas son
de 0.094 c/m.

La anomalfa elé&ctrica presentada en la figura 6.14a
corresponde a la respuesta del perfil realizado en la linea 5,
usando un dispositivo Wenner con una separacién electrédica de ém.
(perfil TeoW-5). Como en las anteriores anomalfas presentadas, se
adjuntan su modelo teérico (fig. 6.14b), su espectro de potencia
(fig., 6.14c) y el espectro de potencia del modelo tedrico (fig.
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6.14e). La frecuencia de corte a estimar es de valor de 0.188 c/m.

La estimacién realizada por el procesado de Wiener (fig.
6.15a) presenta un espectro estimado muy semejante al espectro
esperado. Las bajas frecuencias se encuentran muy bien definidas,
se estimb un valor de 0.188 ¢/m para la frecuencia de corte de este
proceso. El espectro ARMA estimado (fig. 6.15b), no se apega a la
forma del espectro del modelo esperado, sin embargo la frecuencia
de corte (0.141) definida por esta técnica es cercana al valor
definido por el espectre del modelo.

Los espectros estimados de Covarianza Modificada (fig. 6.15c)
y de Burg (fig. 6.15d) resaltaron una frecuencia de corte con un
valor de 0.141 c/m el cual no coincide con el valor esperado. Entre
ambos modelos se aprecia una marcada similitud. Los métodos de
Yule-Walker (fig. 6.15e) y de Minima Varianza obtuvieron un valor
de la frecuencia de corte igual al obtenido por los métodos
autorrecursivos mostradoes en las figura 6,15c y 6.15d, de 0,141
c/m,

Para el perfil TeoD-5, se realizé un perfilaje con una
separacién entre dipolos de 20 metros (fig. 6.16a), .en su modelo
tedrico se aprecia el efecto de tan marcada separacién. Lo anterior
provoca que el espectrce de potencia obtenido tenga una marcada
variacion de amplitud para intervalos de frecuencia pequefios. La
frecuencia de corte requerida es de 0.156 c/m. De las estimaciones
realizadas se obtuvieron los resultados siguientes:

Nuevamente la t&cnica de Wiener (fig. 6.17a) aplicada con un
filtro de 33 coeficientes destacd con precisién la forma del
espectro esperado, definiendo muy bien las variaciones de amplitud,
coincidiendo su valor de frecuencia de corte con el del modelo
esperado en 0.156 c/m.

Debido a la forma tan sinuosa del espectro de modelo tebrico,
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el proceso ARMA (fig. 6.17b) resultd no ser tan buen estimador de
la frecuencia de corte buscada, arrojando un valor de 0.141 c/m,
sumado a que sus caidas de amplitud no coinciden en toda la gama de
frecuencias.

Los métodos autorrecursivos tampoco resultaron ser buenos
estimadores, observando que la disimilitud entre espectro teérico
y espectro estimado es marcada. Los valores que arrojaron fueron de
0.219 ¢fm para la técnica de Covarianza Modificada (fig. 6.17¢c) y
Burg (fig. 6.17d), de 0.156 c/m para el modelo de Yule-Walker {(fig.
6.17e) y de 0.203 para el proceso de Minima Varianza (fig. 6.17f).
Este Gltimo mé&todo volvié a presentar la disminucién del contenido
de potencia de la sefial procesada, aunque para este perfil logré
definir exactamente al valor buscado de frecuencia en forma clara.

cifuentes, en conversacién personal, wmencioné que la
frecuencia de corte requerida para. obtener un buen procesc de
separacién de la curva resistiva, se encuentra dentro de una
determinada banda de frecuencia, la cual estd limitada por 1a
primera y segunda caida de amplitud del espectro analizado. Con los
resultados de las estimaciones realizadas en este trabajo, los
cuales se muestran en la tabla I, junto con las frecuencias de
corte seleccionadas por Cifuentes (op. cit.), se llevé a efecto el
proceso de separacién de la curva resistiva en sus componentes
residual y regional.

En la fig. 6.18a, la cual presenta el proceso efectuado para
el modele teérico sin contaminar de la figura 6.la, puede
observarse la forma de la componente residual esperada en el
proceso. La frecuencia de corte empleada (0.125 c¢/m) fué obtenida
del espectro teérico de potencia (fig. 6.2a), la cual coincide con
la estimaciédn obtenida por el filtrade de Wiener.

Las figuras 6.18b a la 6.18f presentan el proceso efectuado al
modelo tedrico contaminado de la fig. 6.1k, con las frecuencias de
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corte estimadas por las t&cnicas espectrales estudiadas, asi como
la que podria precisarse del perfil contaminade sin proceso alguno.

Los resultados obtenidos no fueron muy destacados para las
frecuencias de corte menores a 0.12 c¢/m, la cual corresponde al
modelo sin contaminar; para este valor, el residual mostrado en la
fig. 6.19e logra atenuar algunos componentes de amplitud que
distorsionan a la respuesta esperada del proceso, pero cabe
resaltar gue el resultado obtenido usando una frecuencia de corte
de 0.14 c/m (obtenida de la estimacién de Yule-Walker) mejors atin
mas la definicién del residual esperado, disminuyendo 1las
amplitudes generadas por el ruido aleatoric de manera
significativa. En base a lo anterior, puede resaltarse la
importancia de realizar una estimacidén espectral, pues pueden
precisar valores de frecuencia que optimizen el proceso aln mejor
que el que podria efectuarse por algn modelo sintético generado en
base a estructuras esperadas.

En la figura 6.19, se observa el resultado del proceso
aplicado al perfil TeoW-1, con frecuencias de corte oportunamente
estimadas mostradas en la tabla I. Los métodos autorrecursivos de
Covarianza Modificada, de Burg y de Yule-Walker coincidieron en el
valor de 0.09 c/m para la frecuencia de corte requerida, el cual al
usarse como valor de separacién mostré una respuesta semejante a la
obtenida usando una frecuencia de de corte de 0.10 c/m
(correspondiente al proceso ARMA) Yy a la resultante de una
frecuencia de corte de 0.13 c/m (que es la frecuencia seleccionada
por Cifuentes), cuyas grificas aparecen en las figuras 6.19a, 6.19b
y 6.19%c respectivamente. La anomalia de interés se encuentra
sefialada por el rectdngulo en cada gradfica. Puede observarse que a
medida de que el valor de la frecuencia de corte aumenta, hasta
llegar a 0.195 c/m, correspondiente al modelo sintético esperado
(fig. 6.6d), el método tiende a enmascarar a la anomalia de interés
resaltando otras componentes de la sefial que no corresponden a lo
previsto. Se puede de nuevo resaltar la importancia que 1la
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estimacién espectral encierra en este proceso, pues arroja mejores
resultados tanto en la optimizacién de tiempo por la busqueda de la
frecuencia de corte requerida (en vez de usar la técnica de ensayo
y error), como en la mejor definicién de la separacién de las
componentes resistivas (resultando mds confiable que el emplear
modelos sintéticos para la seleccién de la frecuencia a buscar).
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VII. CONCLUSIONES

Del estudio de las diferentes técnicas propuestas, podemos
concluir que la del Filtrado de Wiener en frecuencias es la que
realiza una mejor estimaciébn espectral, siendo muy precisa para las
bajas frecuencias y perdiendo definicién hacia las frecuencias
altas. No obstante, por no ser un estimador espectral propiamente
dicho, sino un filtro identificador de patrones, este mnétodo
presentd los inconvenientes, en aldunos de los procesos efectuados,
de calcular valores negativos de amplitud en cierto rango de
frecuencias y de entregar un contenido de potencia menor al del
espectro de potencia esperado. Ademds, es muy notable su tendencia
a adaptarse a la forma de la sefial esperada, lo cual puede ser una
fuente de error si el modelo resistivo empleado como sefial esperada
no coincide con la ancmalia encontrada en el perfil estudiado.

El método que le precedié en resoluciédn fué el ARMA, cuya
resolucién superior a los métodos AR se puede explicar por la forma
del espectro a analizar, que no es tan sinuosa como en un modelo AR
sino que presentan cierto suavizamiento en su perfil, mostrando una
tendencia a los modelos ARMA. Sin embargo, el método presenta
inconvenientes al tratar de precisar el nGmero determinado de
coeficientes AR y MA para obtener un operador convergente.

De los filtros AR, las técnicas de Covarianza Modificada, de
Burg y de Yule-Walker, aungue ésta Giltima en menor grado, arrojaron
resultados aceptables, muy similares entre si, para la definicién
de la frecuencia de corte deseada. El métode de Minima Varianza
mostrd una resolucidén muy pobre en todos los espectros estimados,
aunado al bajo contenido de potencia entregado por cada estimacién,
lo cual corrobora lo mencionade por Marple (op. cit.]) al mencionar
las caracteristicas de este proceso.
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El nGmero de coeficientes de los filtros fueron obtenidos por
pruebas de ensayo y error, observandose que el orden requerido para
una buena estimacién es la de aproximadamente la mitad del nlmero
de muestras de la sefial de entrada.

Para el proceso de separacién de la curva resistiva en sus
componentes residual y regional, la ventaja de haber realizado una
an4lisis espectral por distintos métodos, radicé en la obtencién de
la frecuencia de corte requerida en forma casi automdtica con un
alto grado de confiabilidad, mejorando la resolucién del proceso y
optimizando el tiempo de cilculo.

Finalmente, podemos concluir a partir de 1los resultados
obtenidos, que la Estimacién Espectral se presenta como una
alternativa viable para lograr una mayor fluidez y precisién en las
té&cnicas interpretativas de las Anomalias Geoeléctricas.
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N. de A.:

Usualmente se refiere al espacio de la Frecuencia,
a la dimensién en que una funcibén es trasladada al
aplicarsele la Transformada de Fourier, pero esto es
solo clerto cuando esta funcién se encuentra en el
espacio temporal. Para este trabajo se trabajaron
con seflales variantes en el espacio, por lo cual el

‘espacio en el que se encuentran al serles aplicada

la operacién de transformacidn se le denomina el de
Namero de Onda. Lo anterior debe ser considerado al
leer el capitulo VI y VII de la presente tesis.
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