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I. Introduccién

Para el siglo XIX era caracteristico el estudio de sistemas fisicos sin la
consideracién de la estructura y las propledades de las moléculas, la termodindmica
sa consideraba uno de los rﬁétodos tedricos fundamentales. En el siglo XX pasaron a
primer plano las investigaciones de la estructura de las moléculas y cristales y con
ellas la aplicacién de nuavos métodos tedricos.

Basadndose en los éxitos de la fisica en los campos de la estructura Jdel dtomo y
aplicando los métodos tedricos de la mecédnica cudntica se desarollé la mecénica
estadistica. La penetracidn en la estructura de los 4tomos y moléculas asi como el

"estudio profundo de sus propiedades dio una poderosa arma en la concepcién del
mundo, la cual se desat6 en forma mds aguda a principios del siglo XX, en este
periodo los éxitos de la termodindmica como estudio de las transformaciones de fase
tuvo gran éxito. Asl mismo otras ciencias de la fisicoguimica y sus diferentes partes
surgieson y comenzaron a desarrollarse répida y exitosamente, especialmente aquellas
en las que las necesidades practicas provocaron la necesidad de un rdpido desarrollo.
En algunas ramas de la industria el desarrollo era dependiente de una sdlida base
tedrica. Asl por ejemplo el desarrollo de la industria de los fertilizantes de potasio,
para la intensificacién de la agricultura, llevé a la necesidad de extraer las sales de
potasio en las salinas de Stanssfur {Alemania), que son yacimientos de complejas
mezclas de muchas sales, esto, & su vez, provoc6 una serie de investigaciones de la
splubilidad en los sistemas complejos agua-sal y la elaboracién de la teoria de los
aquilibrios de Van't Hoff,

Sin embargo, las ex_igencias de la préctica no siempre son el motivo suficiente



para 6l desarrollo de una ciencia, para esto es necesario también que, en un momente
dado, se haya alcanzado también un nivel de desarrolle de esta ciencia 0 de sus
cisncias limitrofes, esto es por lo que una ciencia no se desarrolla solo por fa
influencia de las exigencias de la practica, sino también por su trayectoria tedrica o
por su estado de desenvolvimiento, por ello no se puede asegurar un desarrolio solo
en la diraceién que la practica determine.

En el astudio de fos estados de agregacién, se examinan ias interacciones de
las moléculas en gases, lquidos y cristales. Se estudian también sus propiedades en
los distintos estados de agregaci6n,. Esta parte ds fa ciencia, tan importanta, es una
parte de fa ffsica lamada "Fisica Molecular”. El método de la fisica estadistica tiene la
capacidad de calcular las propiedades de un sistema compuesto por un conjunto de
elementos en base a datos de sus componentes individuales. Cualquier sistama
macroscépico consta de muchos 4tomos, las leyes de la mecénica cuéntica,
describen el comportamiento dindmico de las particulas atémicas. Las fuerzas
elactromagnéticas responsables de las interacciones entre fus particulas atémicas
estdn bien sstablecidas y se bhan comprendido también perfectamente.
Ordinariamante, estas son las Unicas fuerzas interesantes, porque las fuerzas
gravitatorias entre las particulas atémicas son en general despreciables cuando se las
compara con las electromagnéticas. Ademas, en general, tampoca es necesario un
conocimiento de fas fuerzas nucleares, puesto que los nicleos atémicos no se
fraccionan en ia mavyorfa de los sistemas fisicos macroscépicos corientes ni en fa
totalidad de los sistemas fisicos y biolégices. Por consiguiente, podemos llegar & la
conclusidn de que nuestro conacimiento de fas leyes de la fisica macroscépica deberfa

sgr totalmente adecuado para permitirnos, en principio, deducir las propiedades de
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cualquier sistama macroscépico a pastir de un conocimiento de sus constituyentes
microscopicos.

Serfa, no ohstante, completamente erréneo detenernos ante esta optimista
resultado. Un sistema macroscépico tipico de los encontrades generalmente, contisne
alrededor de 1025 &tomos que actuan entre sl. nuestro objetivo cientifico concreto es
el de entender y predecir las propiedades de dichos sistemas sobre la base de un
ndmero minimo de conceptos tundamentales. Podemos muy bien saber que las leyes
de la mecénica culntica y del electromagnetismo describen completamente a todos
los dtomos del sistema, sea éste un sdlido, un ffiquido o un ser humano. Pero este
conocimiento s totaimente indtit para conseguir nuestro objetivo cientifico de
prediccidn a no ser que dispongamos de métodas adecuados para abordar ta tremenda

. complejidad inherente a estos sistemas. Las dificultades gue surgen no son del tipo
que pueda resolverse meramente mediante la aplicacién de la "Mecdnica” con
mejores y mayores calculadoras alectrénicas.

Ef problema de 1028 particulas actuando entre sl anula incluso la capacidad de
la més (a?téstica de las futuras calculadoras; ademds, a menos que se le hagan las
praguntas correctas, los discos de la_computadora electrdnica no proporcionardn,
prohablements, ninguna informacién sobre las caracteristicas esenciales del problema.
importa resaltar también que la complejidad indicada comaprende mucho mds que
cuestidn de detalle cualitativo.

La compresion de los sistemas macroscdpicos compuestos de muchfsimas
particulas requiare, pues, la formulacién de conceptas nuevos capaces de resolver
tants complejidad. Estos conceptos, basados en dltimo térming, en leyes

fundamentales conocidas de la fisica microscdpica, deberdn conseguir los siguientes
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propésitos: a) hacer resaltar los pardmetros mds Gtiles para ia descripcion de sistemas
macroscépicos; b} permititnos discernir facilmente las caracteristicas esenciales y
regularidades que presentan dichos sistemas; y, finalmente, ¢} proporcionarnos
métodos relativamente sencillos capaces de predecir cuantitativamente las
propisdades de estos sistemas.

El descubrimiento de conceptos suficientemente poderosos para conseguir
estos objetivos representa claramente un desafio intelectual importante, incluso
aunque se supongan conocidas las leyes fundamentales de la fisica microscépica, No
es sorprendente, por tanto, que el estudio de los sistemas complejos compu:estos por
muchos §tomos ocupe mucha atencién en la investigacién de vanguardia de la fisica.
Por otra parte, es notable que razonamientos muy sencillos sean suficientes para
conseguir progresos sustanciales en la compresién de los sistemas macroscépicos.
Como veremos, la razén bésica es que la presencia de un gran nimero de particulas
nos permite utilizar métodas estadisticos de gran eficacia.

No resulta evidente cémo proceder para conseguir nuestro propésito de
comprender sistemas macroscépicos. Ciertamente, su aparente complejidad puede
parecer prohibitiva. Al preparar el procedimiento correcto de examinar primero algunos
ejemplos sencillos. En este momento no debemos permitir que nuestra imaginacién se
sature intentando ser rigurosos o excesivamente criticos. Nuestro propdsito en este
trabajo consiste en reconccer las notas caracteristicas esenciales de los sistemas
macroscépicos, ver un esquema de algunos problemas con soluciones exactas y
conseguir cierta apreciacion sobre las magnitudes tipicas. Esta investigacién servird
para sugerirnos métodos aproximados para abordar problemas de los sistemas

macroscdpicos de un modo sistemdtico y cuantitativo.
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En el capftulo Il hacemos una descripcién somera de lo que se entience por una
transicién de fase, una descripcidn somera de las aproximaciones que se usan para su
comprensién y la descripcién de algunos modelos con solucién exacta.!" En la seccién
11! describimos las propiedades de un sistema simple, el magneto de Ising su relacién
con el modelo de gas de mallas y algunas de las propiedades del modelo de van der
Waas. En el capitulo VI. se presenta el métedo de solucién del modelo generalizado
de Ising en una cadena fineal y en el capitulo V se muestran algunos ejemplos
solubles en maila de Bethe. Si bién sabemos que estos modelos no predicen el
comportamiento critico no-cldsico de sistemas resles si nos proporcionan una solucién

exacta a hamiltonianos modelo y la estructura general de sus diagramas de fase.



1l TRANSICIONES DE FASE

11,7 TRANSICIONES DE FASE Y PUNTO CRITICO.

El nombre de fase y lo que implica en mecénica estadistica concierne a las
propiedades mecdnicas de un sistema. Algunos ejemplos de fase son la atmdsfera en
un cuarto, el agua en un recipiente, los dtomos en una barra magnética, donde el
sistema estd formado por una gran numero de componentes individuales
{comiGnmente moléculas). Algunas propiedades pueden ser asociadas y medidas,
algunas de estas propiedades son la temperatura, la densidad, la magnetizacién, etc..
Un cbjetivo de la mecénica estadistica es el de predecir las relaciones entre las
propiedades macroseépicas observables de un sistema conociendo sélo las fuerzas
microscdpicas entre los componentes. Por ejemplo, suponiendo conocidas las fuerzas
entre las moléculas de agua poder predecir las densidades para todos los valores de
temperatura y presibn. M4s interesante, nosotros podemos predecir que estas
densidades sufrirdn un cambio dramético cuando la temperatura se incrementa por
encima de 99 °C y hasta 101 °C, Ahf la densidad disminuye en un factor de 1600 y
este cambio del agua del liquido a el vapor es conocido como una transicién de fase.

Algunos otros efectos pueden ocurrir, en una barra de hierro sometida a la
accién de un fuerte campo magnético H, paralelo a su eje, la barra puede llegar a
magnatizarse completamente: Podemos entonces hablar de una magnetizacién M que
es +1, ahora cambiamos el campo a un valor de cero, M decrece pero no hasta cero.
A campo cero nosotros tenemos una magnetizacién espontanea Mg, Por otro lado

nosotros podemos esperar la existencia de sitemas moleculares que sean invariantes,



esto implica que al invertir el campo nosotros invertimos la magnetizacién, si M es
una funcién de H, es decir que M=M(H) esta relacién se puede _graficar como en la
figura 1.1, con una discontinuidad a H igual a cero. Esta discontinuidad en la
magnetizacion es parecida a la discontinuidad en la densidad de una fase liquida a
gas. En efecto existe una equivalencia precisa entre ellas. Una barra de hierro puede
sufrir una transicién de fase a campo H=0. Cambiando la magnetizacién de negativa
a positiva, en un experimento, esta discontinuidad se observa fuera de equilibrio v
ocurre el fenémeno da histéresis: Esto es, en [a barra de hierro no ocurre un verdadero
equilibrio termodindmico. Si el hierro es suave y susceptible a deformaciones

mecdnicas se obtiene una gréfica muy compacta parecida a la figura Il.1.
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Figura Il.T Magnetizacidn de equilibrio (M) en un magneto, en presencia de de campo
magnético (H), para 8)T<T_ b} T=T_, ¢/ T> T,



Estas observaciones se pueden rasumir at considerar et ptano (T.H) como en la
figura 1.2, Ahl un corte a lo largo del eje T desde 0 hasta Tc. La magnatizacién s
una funcién analitica de, emboas, T y H en todos fos puntos del semiplano con T>0

excapto en aguellos que se encuentran en el corte. M es discontinua cruzando el

H
-+ T
0 .

Figura I1.2 El semiplano (T,H}, mostrando el corte en el que M es discontinua,

corte.

El corte es una linea de transiciones de fase. Su punto xefminat (7.0} se
conoce como un punto crltico. Claramente la funcidn M(H,T} deba ser singular en ese
punto. La magnatizacién espontanea es una funcién de T y se puede definir como el
lfmite cuando H tiende a cero de la magnetizacién. La gréfica de esta magnetizacién

espontanea se muestra en fa figua 113,



Ma[T)

Figura I1.3, Magnetizacién espontdnes como funcidn de fa temperatura.

1.2 LA FUNCION DE PARTICION

{Como calcularemos las funciones termodindmicas, tales como M(H,T), de las
fuerzas microscépicas entre los componentes de un sistema? La respuesta fue dada
por John Willard Gibbs en 1902, Considerando un Sistema con estados s y un

Hamiltoniano E(s). Gibbs propane una funcidén de particién

1.2.1) Z = Z axp [ -E(s)/KT ]

donde K es la constante ds Boltzmann y la suma es para todos los estados s del

sistema. La energla libre F esta dada por.

(.2.2) F=-KTinZ



vy la probabilidad de que el sistema se encuentre en un estado s es
{1.2.3} P{s)=2Zlexp [-E{sVKT ).

Asl, si X es alguna propiedad observable del sistema, como la energla total o la
magnetizacién, con un valor X(s) para el estado s, entonces se observa que el valor

termodindmico promedio es
(1.2.4) <X> = ZVX Xi(s) exp [-E{s)/KT ],
en particular la energla interna es.

1.2.5) "U = <E>
0

(11.2.6) U = 2V Z Els) exp [-E(s)/KT ).

Podemos verificar ademés que

2
= kT2 <
1.2,7) U =KT al_InZ

Y
d
=.12%
.28 U=-7T aT(Fll).

£l problema basico del equilibrio mecdnico estadistico es por tanto calcular la

suma de todos los estados en (I.2.1) (para sistemas continuos esta suma equivale a



una integral). Esto dard a Z y F como funcién de T y de cualquier variable que se
encuentre en E(s) tal como un campo magnético. Las propiedades termodindmicas
pueden obtanesse por diferenciacién. Desafortunadamente, para cualquier sistema de
tamailo macroscdpico con interacciones reales, la evaluacién de Z es muy dificil,

viéndonos, forzados 8 seguir uno de los siguientes caminos:

A.- Remplazar el sistema real por alguna idealizacion de este. Esta idealizacién es
conocida como modelo. Mateméticamente éste, consiste en especificar los estados s
y la energle Hamiltoniano de la E(s).

B.- Hacer alguna aproximacién para evaluar la suma de todos los estados en (11.2.1).
1.3 METODOS APROXIMADOS.

1. Acerca del inciso *B", algunos de los esquemas més conocidos de

aproximacién son:

i) De calda o aproximaciones en racimo: En esta el comportamiento del sistemma
completo es extrapolado del de un racimo y donde muy pocos componentes inciden
en alguna "Celda”. Siendo aproximaciones las que se utilizan para la interaccién de
las celdas con el resto del sistema. Algunos ejemplos son: El campo medio 243); gl
Quasi-Quimico ) y aproximaciones de Kikuchi.!® Estos tienen la ventaja de ser claros
y simples de resolver, predicen el comportamiento cualitative corecto y son

razonablementa precisos excepto en el punto critico,



i} Ecuaciones integrales aproximadas para las funciones de correlacién, son notables
el de Kirkwood (8, ef de cadena hiper-anudada o hiper-malla y la ecuaci6n de Percus-
Yavick.!8! .Estas han dado valores numéricos buenos y precisos para las prapiedades

termodindmicas de fluidos simples.

ii} Cllculos por computadora en sistemas grandes a una escala microscépica,
{contaniendo pocos cientas de dtomos), estos evalian Z por muestreo astadistico de
fos términos en la parte a la derecha de la ecuvaci6n. {I{.4.1). Asl estén sujetos a
errores estadisticos y por esta razdén se consideran como aproximaciongs, mas que

como céleulos.

v} La expansién en series para algunas variables apropiadas como el inverso de la
tomperatura o la densidad es poderosa. Para muchos modelos reales solo pueden ser
obtenidas algunos términos de estas expansiones, pero para el modelo tridimensional
de Ising se pusden obtenar méas de cuarenta términos de las ecuaciones resultantes.'d
tos modelos de (i} y (i) pueden dar valores muy exactos para las propiedades
termodindmicas, excepto para el punto critico. Hay una, fazén para esto: Ellos,
involucraron arbitrariamente las correlaciones entre varios componentes, o dos
componentes separados, Sin embargo, cerca de la temperatura critica las
correlacionas gicanzan alcances infinitsmente grandes, todos los componentes del
sistema estan correlacionados’ uno con otro, y casi cualquier aproximacién se
destruye (es invalida). Esto significa que, aproximaciones como (i), (il y (iii} son, poco
eficaces para determinar ef interesante comportamiento cooperativo del sistema cerca

de a temperatura critica. Bl método (iv) es muche mejor si pueden obtcnerse los



términos suficientes, entonces, es posible, con considerable ingenuidad, obtener las
conjeturas plausibles, tal como la naturaleza de las singularidades de las funciones
termodindmicas cerca del punto critico. En particular, ias mejores estimaciones de
datos de exponentes criticos en tres dimensiones han sido obtenidas por el métedo de
series de expansién {iv). Sin embargo, se requiere un gran trabajo para obtener las

series, y el resultado exacto de los exponentes, no es tan bueno como uno esperaria.

v} Hay otra aproximacion, debida a Kadanoff y Wilson 119, esta, es la llamada de
"grupo de renormalizacién™. En este método la suma de todos los estados {1.4.1) es
evaluada en etapas sucesivas, en cads etapa se define una funcién Hamiltoniana
"renormalizada™ E(s). Esto define un mapeo en el espacio Hamiltoniano. Si uno hace
suposiciones bastante moderadas acerca de este mapeo, que notablemente es
analitico, entonces de esto sigue que las funciones termodindmicas tienen un punto
rama con singularidades tales como Mg (T) ~ (1) P cuando t=T-T_ 50", en T=T_ vy
que la hipétesis de la escala H/KT,=M|M|&1h (tM[#) v tas relaciones y=1" = B(5-1)
y dv=2-a son satisfechas, ademds los exponentes de las singularidades deben,
normalmente, ser universales.(!

En principio la aproximacién "Grupos de Renormalizaci6n”™ se puede llevar a
cabo correctamente. Sin embargo, es aln mas dificil que calcular, 1a funcidn de
partticién directamente, asf, para obtener algunos resultados numéricos, se requiere de
algin método de aproximacién, hasta para los modelos muy simples. Lo fascinants es
que hasta las aproximaciones burdas del tipo "celda”, dan valores muy exactos de los
axponentes criticos.12) La raz6n para esto, atin no se comprende bien,

En resumen: de los métodos de aproximacién (8) uno y otro falla cerca de la



temperatura critica, o requiere de extremada confianza en las suposiciones hechas.
1.4 MODELOS CON SOLUCIONES EXACTAS

Otra aproximacién, es usar el paso {(A), para lo més detallado, y tratar, de
encontrar modelos para los cuales E(s) es suficientemente simple para que la funcién
de particion (1.2.1) se pueda calculadar en forma exacta. Esto puede no dar
informacién (til acerca de los valores de las funciones termodindmicas de sistemas
reales, pero sl nos dird cualitativamente como pueden llegar a ser los sistemas, en
particular cerca de la temperatura crlitica, de hecho, si pudiéramos resolver un modelo
con la misma dimensionalidad y simetrfa de un sistema real, [a universalidad asegura
qus deberfamos obtener los exponentes criticos exactos del sistema real. Hay una
cendicidn adicional para la universalidad, en la mayoria de los sistemas fisicos las
fuerzas intermolaculares son de alcances eficazmente cortos: en gases inertes estas
decsen como r7, siendo r la distancia entre las moléculas. En cristales estas pueden
ser suficientemente cortas como para observar a cada &tomo interactuando
solamente con sus vecinos mds préximos. Las correlaciongs de intervalo infinito que
funcionan cerca del punto critico son causadas por el comportamiento cooperativo del
sistema, no por interacciones de alcance infinito. Si, por otro lado, interacciones de
alcances suficientemente largos, son incluidos en E(s), estas pueden claramente
afectar la manera en que laé correfaciones llegan a ser infinitas cerca de la
temperatura critica, y no seria una sorpresa que puedan alterarse, de esta manera,.los
exponentes criticos Por eso, la universalidad sélo se aplica a sistemas con el mismo

alcance de interacciones. Para obtener el funcionamiento critico correcto, un modelo
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de un sistema real, no debe incluir interacciones no fisicas de largo alcance.
Desafortunadamente, ningin modelo tridimensional de auténtico corto alcance, ha
sido resuelto. El mas simple de dichos modelos, es el tridimensional de Ising, éste ha
sido investigado ampliamente usando el método de expansién en series. Pero no se
han obtenido soluciones exactas. Los modelos de sistemas interactuantes para los
que la funcién de particién {1.2.1) ha sido calculada con exactitud (al menos en el
limite de un sistema grande), pueden ser agrupados, generalmente, dentro de los

siguientes casos:
1.4.1 MODELOS UNI-DIMENSIONALES

Los modelos unidimensionales, se pueden resuolver si tienen alcances finitos,
dacaimiento exponencial, o interacciones coulémbicas. Como gufas hacia el fendmeno
critico, tales modelos con dos tipos de fuerzas participantes: fuerzas de corto alcance
y fuerzas con dacaimiento exponencial, tienen serios problemas o desventajas: no
tienen una transicién de fase a una temperatura no cero.l'¥ Los sistemas
coulémbicos no tienen tampoco transicién de fases, 4! aunque el gas de electrones
unidimensional tiene un intarvalo de temperaturas grande donde el comportamiento es
critico. 15! Da los modelos unidimensionales, se puede considerar el modelo, de Ising
8 primeros vecinos, éste proporciona una introduccidn simple a la técnica de matriz de
transferencia que se utiliza para los modelos bidimensionales mas dificiles. Adn
cuando, éste no tiene una transicién de fase para temperatura no cero, la axtensién
de la correlaci6n, puede llegar a ser infinita a H=T =0, asf en un sentido, este es un

punto critico y la hipétesis de escala puede ser probada cerca de éste. Un sistema



uni-dimensional puade tener una transicién de fase si, las interacciones involucran
muchas particutas como en el modelo de interaccién en racimo. (18 También puede
tener una transicion de fase si las interacciones llegan a ser de intervalos
infinitamente grandes. Pero entonces, el sistema pertenecerfa realmente a la siguiente

clase de modelos "Infinito Dimensionales®.
11.4.2 MODELCS INFINITO-DIMENSIONALES

Para ver la aplicabilidad de un sistema infinito-dimensional, uno, necesita
definir el funcionamiento de la dimensionalidad efectiva de un Hamilteniano. Para un
sistema con interacciones finitas o de un intervalo corto en todas sus direcciones
posibles suele no haber problema: La dimensicnalidad es aquella, del wespacio
considarado. Para otros sistemas, una pista 0til, es notar que la dimensionalidad, de
una malla puede ser definida, comenzando desde un sitio tipico y contando el ndmero
de sitios que pueden ser visitados en un recorrido de n pasos. Para una malla d-
dimensional regular y para una n extensa, ésta es proporcional al volumen de una caja
de lado n, i.e. a n la dimensionalidad més grande; los vecinos més cercanos estan en
cada lado. Si el nimero de vecinos llega a ser infinito, entonces el sistema serd
realmente infinito-dimensional. Un sistema tal, es el modelo da campo-medio. El
modelo de Ising en una maila de Bethe tiene la propiedad de qus el nimero de vacinos
visitados (n pasos} crece exponencialmente con n, esta es una tasa de crecimiento
mas répida que n, no importando, que tan grande sea d, asi, nuevamente este modelo
s infinito-dimensional. Los resultados para estos dos modelos, son los mismos que

aquellos obtenidos para las aproximaciones de “campo medio® y “Bethe”
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respectivamente, para mallas regulares. Por eso estas dos aproximaciones equivalen a
remplazar el Hamiltoniano por un modelo Hamiltoniano infinito-dimensional. Kae st
al.i1?" consideraron un modelo soluble de particulas unidimensional con interacciones
con una longitud de escala R. Para semejante medelo, es apropiado definir “vecinos
carcanos o primeros vecinos™, como aquellas particulas dentro de una distancia R de
una particula dada. Ellos ademé4s dejaron R tender a infinito y encontraran que en este
limite { y sclamente en este imits }, hay una transicidn de fase. Desds este punto de
vista, no es sorprendente: que, dejando que R tienda a infinito, e ndmero de primeros
vecinos tegue a ser infinito, y et sistema efectivamente cambie de uni-dimensional a
infinito-dimensional. Una notable caracteristica de este sisterna es que {8 ecuacién de
estado, ¢s precisamente aquella propuesta fenomenologicamente par Van Der Waals
en 1873, estos res modelos infinite-dimensionales, satisfacen la hip6tesis de sscala,

y tienen exponaentes clsicos.

1.4.3 MODELQS DE MALLA BIDIMENSIONALES

Hay muy pocos modelos bidimensionalas, que hayan sido resueitos, los mas
notables son: el Ising Ferromagnético, el modelo de ocho-vértices vy el modelo de tres
aspines.’t Todos son flsicos e involucran solamente interaccionas de intervale finito:
Exhiben comportamiento critico.

Par supuesto que es desafortunado que sélo sean bidimensionales pero estan
aportando una gufa cualitativa hacia sistemas reales. En realidad hay en fa naturaleza
cristales reales que tienen interacciones horizontales fuertes y verticales débiles y casi

son efectivaments representables por modelos bidimensionales como en el caso de:K,



Ni F, y Rby Mn F.'8 En estos casos los modelos pueden aportar muy buenos indicios
para el comportamiento de tales cristales. Lo que probablemente sea més
desafortunado es que la mayorfa de los modelos bi-dimensionales, solamente han sido
resueltos en campo cero {H =0}, de esta manera, solo se ha obtenido informacién
muy [imitada sobre el funcionamiento critico y las funciones de escala h{x) no han
sido calculadas. La Unica excaepcién es el modelo ferromagnético en presencia de un

campo eléctrico, pero éste tiende a mostrar un funcionamiento inusual y atipico.
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il MODELO DE ISING

I3, MODELO GENERAL DE iSING

La mayorfa de los modelos discutidos en esta tesis se pueden considerar como
casos particulares de un modelo general de Ising. Este es el modelo de un imén,
Consideremos al imdn como integrado por moldculas que se encuentran localizadas en
fos vértices de una malla regular y supongamos que hay N sitios y moléculas en total
que designaremos por el Indice i, i=1,...,N. Ahora observemos a cada molécula como
un imén microscépico, cada uno de los cuales apunta a 1o largo de algun eje perfecto,
0 apunta en la direccién exactamente opuesta. Por esto cada molécula i tiene dos
posibles configuraciones, que pueden ser definidas como un espin de variable o; con
valores +1 (paralelo al eje} y -1 (anti-paralelo}. El espin serd "arriba” cuando o tenga
valor de +1 y "abajo” cuando tanga valor -1, Con frecuencia estos valores son

escritos brevemente como + v -. Sea,

{H.1.1} o = {0y, 05, wnun Oy}

el vector de todos los N espines, Entonces, hay 20 valores de o y cada valor
aspacifica el estado del sistema. Por ejemplo, la figura .1 musgstra un sistema de q

espines en el estado.
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M.1.2) - o={+, +, +, 0t o~ -}

El Hamiltoniano es ahora una funcién E {0y, o;, ..... . oy } de los N espines {o,

Tz, e , @y .0 en forma més breve E(a} de o. y esta integrado de dos partes:
1.1.3) E(c)=E o)+ Eyfo)
E| representa la contribucién debida a las interacciones magnéticas vy Egfa ) es la

contribucién que proviene de la interaccién de estos con los campos magnéticos

axternos.

Fig. lll. 1 Arreglo de espines en una malla cuadrada.

Debido & que oj es el momento magnético de la molécula i, Eylo ) se puede

describir como:
M.1.4) Eylo) =-HZIg
donde H es proporcional al componente del campo en la direccién de los ejes

prerreferidos. Desde ahora nos referimos simplemente a H como el campo magnético.

La suma en {Ilil.1.4) es sobre todos los sitios de la malla, i=1,.., N. En un sistema
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f{sico esperamos que les interacciones sean inveriantes bajo una inversidn en el
tiempo, lo cual significa que E permanece sin cambio invirtiendo todos los campos v

magnatizaciones, por ejemplo anutando H se seguird que E; debe satisfacer:
M.1.5)  Efoy, 0y, ooy }= B (-0y, gz . Oy}

Estas relaciones dafinen complatamente un modelo general de Ising y se ha
resuelto para algunos casos especiales. Desde un punto de vista fisico, el modsio,
estéd altamente simplificado, siendo Ia objecidn obvia, que el momento de la molécula
63 un vactor apuntando en cualquier direccidn, no sélo arriba 0 abajo. Cuando se>
incluye esta propiedad uno puede obtener el modelo clasico de Heisenberg, pero
incluso este modelo no ha sido resuelto para dos dimensiones.

Sin embargo. hay cristales con interacciones altamente anisotrdpicas. resaltan
los compuestos Fe Clp 4% y al Fe C O3. 2 El modelo tridimensional de Ising,
deberfa dar una buens descripcién de estos cristales, de hecho, la universalidad
implica que e modelo pradice exactamente {os expérﬁntes criticos correctos.

Los incisos en las seccionss Il.1, I1.2 y il.4, resaltan una definicién mecdnica
astadistica de M | H, T) y podemos, shora, definir los exponentes criticos a, ny p.

En (11.2.1), {1.2.2) ¥ {I1.2.3), 1a funci6n de particién es una funciénde N, Hy

T, asl podemos escribir

.1.6)  Zy (H, T = E expl-IE; (o) -H L, ;1 /KT),

de esta expresidn obtendremos algunas propiedades de ia energla fibre, el calor
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especlfico y la magnetizacién, cerca de un punto critico.
.1.1 ENERGIA LIBRE Y CALOR ESPECIFICO.

Fisicamente, esperamos que la energla libre de un sistema macroscépico, sea
proporcional al tamafio del sistema, por ejemplo esperamos que exista el “limite

termodindmico”.

MA.2) f{H, T) = KTim N-Tinz, (HT

N=w

. Siendo f la energla libre por sitio. También esperamos que este Imite sea
independiente de la forma en que éste sea tomado, por ejemplo, no deberia importar
si Ia longitud, ancho y altura del cristal, tienden hacia el infinito juntos o uno después
del otro; mientras que todos ellos lleguen a ser infinitos.

D (11.2.6), la energfa interna por sitio es

2
=.T2 =
(N.1.8) u(H,T)=-T 61'” (H, TV T)

y el calor especifico por sitio es definido como.

2
.18y CH,Tl= Y {H, T),

ha sido usual, definir los exponentes criticos @ y a' afirmando que cerca de T, el calor
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especifico a campo cero diverge como una ley de potencias, ejem.

(i.1.90) Co, thzte cuando t=0 *,

Clo, th=t cuando t=0-,

donde t asté definida port= (T - T}/ T,.

La dificuitad con esta deflinicién es que C(D, t) puede permanecer finita a
medida que t tienda a cero cen valor positive (o negative) aungue no €5 una funcién
analftica en t =0, como en el madelo de campo medio. Para obtener un exponents que
caracterice tal comportamiento es mucho mejor seguir el siguiznte progedimiento.

Sean f, {0, 1 vy £ {0, t) las funciones de energla libre a campo cero para T> T,
y T<T, respectivamente. 5i se continla analiticamente estas funciones dentro del

plano complejo T vy se defing la parte singular de la energfa libre £, , entonces

17 00,0 =1, {0, 0-f (0,1

Cerca da T=T_ ésta usualmente tiends a cero con una ley da potencias que se

pueds definir par

112y £ (0, st e cuando t=>0.

Esta definicién es equivalente a (11L.1.10) {cuando a=a') para equellos casos

en los qua u{0, T} as continuo y ClO, T} diverge por atriba y por abaje de T,.
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Esto se usa, aunque la Unica posible singularidad en 1(0.1;) es un brinco
discontinuo en alguna derivada de f. Si todas las derivadas r-1 de f son continuas,
pero la derivada r-esima es discontinua, entonces se dice que el sistema tiene una
*Transicién de orden r". En particular una discontinuidad de u {calor latente} es

llamada una transicién de primer orden.

Ahora sabemos que esta discontinuidad no es exclusiva y que tal
comportamiento esta incluido en {H1.1.11}): una transicién de orden r para r=1 es una
transicién de primer orden. De (lIl.1.9) y la definicién (11.1.11} implica que uf0, T)
contiene un término proporcional 3 t 1% |

Puesto que ul0, T} esta usualmente acotada, tenemaos:

-(111,1.13) a< 1
y el exponente o puade ser negativo.
lt.1.2. MAGNETIZACION,

La magnetizacién es et promedio de! momento magnético por sitio, asf,
ML.1.14) MH, T) = N 1<+ o5 + ... + 0y >

=N-T2,12, (o) + 0y, ot Oyl x exp (EfO}H E; ¢ JKT),

donde
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L1950 2y (H. T) = I, expl-[E, (o) -H E 6,1/ KT},

Derivando (lil.1.6) con respecto a H, y usando (lII.1.7), uno obtiene que en el

Ifmite termodindmico (N = «}

F)
(1.1.16) MIHT) = - 221(H, T)

Puesto que la suma en (I1l.1.6) es cero cuando H y o se anulan y como Zy, vy f

son funciones de H, se tiene que M es una funcién impar de H, es decir
N.1.17) Mi-H, Ti=-M(H, T)
y M en {lli.1.14) esté acotada en el intervalo
{I.1.18) -1 < M(H, T) < 1
Derivando (II1.1.15) con respecto a H y en el ifmite H® 0, la suceptibilidad es

(.1.19) x = %HM

= <NKT>"1 {<M2> - <M> 1}

donde: M =Z ;.
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Usando solamente el hecho de que el promedio de una constante es la constante

misma (i11.1.19) puede ser escrita como
(11.1.20) x = (NKT)1{<M> - <M>}2

Por esto x es el promedio de una cantidad no-negativa, asf.

121 g = % > 0.

La magnetizacidn M es por tanto una funcién de incremento monétono de H,

acotada en el intervalo (I11.1.7}, como lo indica la figura II.1.

Para N finito, Z es una suma de las funciones analiticas de H, asi M es también
analitica, la discontinuidad en la figura Il.1{a), v la singularidad en la figura tI.1(b},
pueds ocurrir solamente cuando se toma el limite termodindmico. Los exponentes
criticos B, 6, v y v', asaciades con la magnetizacién han sido definidos en la seccién
1.1. Las relaciones de escala (& +20+ y') se pueden obtener.integrando {IIl.1.16),
usando las hipétesis de escala H/kT, =M M| -1 hgit M"1/B),

11.1.3 CORRELACONES

La correlacién entre espines i y j es:

(.1.22} g, = <ojq >-<0j ><g;>
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Si E, {0) es traslacionalmente invariante, como usualmente es el caso, <g; > es el

mismo para todos los sitios i, as(, de {Ili.1.14),
M.1.23) <g> = <g;> =M{H, Th

También, g ; ; depende de fa distancia vectorial r entre los sitios,

)

124y g =gtn ;)

donde gir;, ;) es ta funcién de carrelacién. Lejos de T, se espera que la funcién gl
disminuya exponancialmente a cero para r, ; grande. Mas precisamente si K as un

vector unitario en alguna direccién fija, esperamos que

(.1.25y  gixK) = x*e ¥§ cuando x= o,

donde 7 es algun numero y £ es la “longitud de correlacién” en la direccién de K. Le
langitud de correlacidn es una funcién de H v T, y se espera llegue & ser infinita en
Te. De hecho, esta propiedad, de una fongitud de correlacidn infinita puede ser

considerada coma la marca de un punta critico. En particular, se espera que.

{.1.26) 0. TV =t cusndot=>0%t
E0, Tzt cusndot=0".
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Donde v y v' son los exponentes criticos de la longitud de correlacién. Resulta un
poco desafortunado que § pueda depender también de la direccién de K. Sin embargo
cerca de T, se espera que ésta dependencia desaparezca y las conelaciones a gran
distancia lleguen a ser isotrépicas .Por esto los exponentes v y v' no dependerdn de la
direccién en la cual se define K. Cerca del punto critico, 1a funcién da correlacidn g(r)
existe pero en lupar de disminuir exponencialmente, decrece como la ley de

potencias,
(i1.1.27)  gley zr-d+2n,
donde n as un exponente critico.
En la teoria de escala, estas propiedades son simples corolarios de la hipétesis
de escala de la correlacion, que, cercade T, y parar=§es

1.1.28) gl = 1 -9+20 D, t| H [175)

La suceptibilidad  se puede expresar en términos de glr). Hacer esto, significa

simplemente sumar {I1.7.21) para todos los sitios i v j de (i1.7.17) asf se sigue qus,
{.1.29) g = (NKT)-1 £, 0.

Para un sistema de traslacionalmente invariante,

w0
ma30 y=fgnerdr

24



que haciendo 13 sustitucién r=XE y usando (Ill.1.28) tendra el comportamiento:

131 x=§2,

cercade T,.

111.1.4 TENSION INTERFACIAL.

Las relacfones de escala (l1l.1.16) ahora siguan para las dsfiniciones de v, ¥', v
y v' yla igualdad de y v ¥’ {tensién de interfase). Esta cantidad es definida solo en el
corte en la figura N.2. El estado de equilibrio es uno para el cual la mayoria de los
espines estdn hacia arriba, si el corte se aproxima desde abajo, la mayorfa de los
aspines estdn hacia abajo.

A H=0 estos dos estados de equilibric pueden coexistir; Un cristal puede
conststir de dos grandes dominios; uno en un estado, y el otro en e otro. La energfa

libre total es entonces.

{11.1.32} F = Nf + Ls,

donde Nf es la energfa libre normal de volumen y Ls es Ia energla libre de superficie
debida a la interfase entre los dominios. Si L es el drea de esta interfase, entonces s

85 tensién de interfase por unidad de drea. En la m4s reciente terminologla s, es la

tensién superficial de un Ifquido en equilibrio con su vapor. La tensién de interfase no
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se enfatiza en la teorla del fenémeno critico, pero es una de las cantidades
termoedindmicas que pueden calcularse por los modelo con solucién exacta. Es funcidn
de la temperatura T y cuando T se aproxima a T, desde abajo, fos dos estados de
equilibrio llegaran a ser los mismos, asf que ahl s tiende a cero. Se espera que cerca

de T=T,.
1.1.33) sltiz(0*»

donde u es, asf, otro exponente critico. Widom 12V usé argumentos de escala para

sugerir que cerca de T,
{1L.1.34)  sle) = 5(0, T) M2{0, T}/ x(0,T),

a partir del cual se obtiene la relacién de escala (u+v=2-x). El también, obtuvo la

relacién de Hiper-Escala (dv=2-u}.
IN.2.1 MODELO DE (SING A PRIMERQS VECINOS

La discusién de la seccién anterior se aplica para cualquier Hamiltoniano E(o),
sujeto solamente a alguna suposiciones implicitas, tales como la existencia del limite
termodindmico {i.1.7) y un pur;to critico ferromagnético.

Un Hamiltoniano en el cual los espines interactian solamente a _primeros

vecinos:
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.21y € =-JZo o

donde la suma es para todes los pares de sitios primeros vecinos en la malla. Este es
el modelo de 1sing normal. Si J es positive el estado de energla mas baja ocurre
cuando todos los espines apuntan en la misma direccién, asi el modelo es un
ferromagneto. Se conocen casi todas las propiedades de este modelo, incluso para
aquellos casos en los que no ha sido resueito exactamente, tal como sucede en tres
dimensiones o en dos dimensiones en presencia de un campo. Por ejemplo uno puede
desarroliar expresiones vélidas a aitas y bajas temperaturas.

La funcién de particién es

M.22) Zy =L explkIc; g +hIc]
donde
11.2.3} k = JKT , h=H/KT.

Asf Zy puede pencarse como una funcién de b y k. De {ii1.1.7) y (II1.1.16) la
magnetizacién por sitio es

lim

=2 1
.24 M= & Now N-VinZy (h, k)

Es facil elaborar un razonamiento, no pensando rigurosamente,

argumentdndose que M tendria el comportamiento mostrado en figura 1. 3 y que
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deberfa haber un punto critico en H=0 para algin valor positivo T, deT. Esto se hard
shora, Considerando una malla cuadrada {pero el argumento se aplica a cualquier
malla multi-dimensionall. El lado derecho de {I1.2.2) se puede desarrollar en potencias

de k, dando,

(1.2.5) Z, = (2cosh hN {1+ 2Nkt? +Nk2Z [(2N-7)t4 +6t2 +1]+0(K? 1}

donde t=tanh(h}

Sustituyendo esta expresién en {l11.2.4) nos da

(11.2.6) M = tanh(h} {1 +4 sech2 h (k+(3-7t2 )k 2+ 0(k3 }}}.

Todos los términos en esta expresidn son funciones, impares analiticas de h.
Asumiendo que la expresién converge para una k pequedia, por ejemplo para
temperaturas bastante altas, sigue, que para tales temperaturas M{H,T) tiene Ia
gréfica mostrada en la figura Il.1 ¢). En particular es continua a H=0 y My(T) = Mo,
T) = O a T suficientemente alta. Alternativamente, a temperaturas bajas k es grande
y el término de la derecha de (111.2.2) se puede desarrollar en potencias de

1.2.7) u = exp(-4k)

El término principal en esta expresion es la contribucién a Z de el estado con todos los

espines arriba (o absajo). El siguiente de los 2N estados con dos espines adyacentes
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abajo (o arriba), el siguiente término llega desde cada estado con espines no-
adyacentes o un espln o dos de sus vecinos, o cuatro espines alrededor de un
cuadrado invertido, y asf sucesivamente,

Si estas expansiones convergen para u suficiantemente pequefia ((emperatu(as
suficientemente bajas), entonces se puede demostrar que M, es positivo para u
bastante pequedia. Recordando que MIH, T) es una funcidn impar de H, se sigue que
a, bajas temperaturas M(H, T) tiene la gréfica mostrada en la figura 11.1{a), con una
discontinuidad en H=0, Como fa funcién M,(T) s cero, para T bastante grande, pero
es estrictamente positiva para T bastante pequefia, a8 slgunas temperaturas
intermadias T=T,, M, debe cambiar del valor cero, como se ve en la figura 1.3, yen T
=Te My debe ser una funcién no analitica de T.

Por esto debe haber un punto critico 8 H=0, T= T, donde les fuerzas
termodindmicas {leguen a ser no analiticas, como se indica en la figura i1.2.

Este aryumento no impide futuras singularidades en e! interior de el plano {(H,
T), pero la figura 1.2 es la figura méas simple que es consistente con estos
argumentos.

Partes del argumento o variantes del tema, se pueden hacer en forma bastante
rigurosa. Por ejemplo, en el afio de 19386, Peiers probd que My(T} es positivo para
temperaturas suficientemente bajas. El sargumento fallé para el modelo unidimensional
de Ising. Esto as por que el siguients término principal en bajas temperaturas para la
expansién an u proviene de estados tales como el que es mostrado en la figura il.2
donde una linea de espines adyacentes estdn todos invert:dos, en vez de un solo
aspin. Hay N{N-1)/2 de tales estados, en vez de N, asf incluso a este orden Z, no es

de 1a forma que adquiere para una dimensionalidad mayor. Esto es por supuesto
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consistente con el hecho de que el modelo unidimensional no tiene una transicion de

fase a temperaturas no-cero.

Figura I11.2 Un arreglo de espines en un modelo de Ising en una dimensién, que
contribuye al drden siguiente del primero en una expansién de baja temperatura, Los
cuadrados llenos denotan espines hacia arriba, los cuadrados abiertos, espines hacia
absjo

11.2.2 GAS DE MALLA

Ademds de ser un modelo de un imén, e} modelo se Ising es también el de un
fluido. Para observar este hecho bastante pasmoso, se puede considerar un fluido
hecho de moléculas interactuando via algin potencial dir). Tipicamente este potencial
tendrfa un ndcleo duro {o al menos una repulsién muy fuerte en un intervalo corto y
una, muy interesante, cola atractiva que decae répidamente. El ejemplo usual es el
potencial de Lenard-Jones,

1.2.8) b= ellrg V2 - (rg MBI,

En lugar de permitir que las moléculas ocupen cualquier posicidn en el espacio,

restringiéndola, se tendrla un modelo en el que los centros se ubicaran en los sitios de
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una red 0 malla. Si 1a red es bastante fina este es un paso perfectamente razonable:
En realidad este 8s, nacesariamente, el caso en casi cualquier célculo numérico.
Como élr} es infinitamente repulsive a r=0, dos moléculas no pueden estar
centradas en el mismo sitio. Con cada sitio i asociado a la variable s esta es cero si el
sitio esta vacfo y 1 si esta ocupado,
Si hay n sitios, entonces cualquier arreglo espacial de las moléculas, puede ser

especificado por s= (s ....,5, }. El numero de molé&culas en tales arreglos es.

(1.2.9) N =8, +o.t 5,

y
v

Figura. lll.3 Potenciales de interaccidn para un modelo fluido,
{a) Lennard Jones ; (b) Pozo Cuadrado

Y |a energia potencial total es

{n1.2.10} E=Z;01,55

A



Donde la suma es para todos los pares de sitios de la malla (no necesariamente
primeros vecinos} y ¢ i =¢lry, j)es la energla de interaccién entre las moléculas
centradas en sitios i y j.

La funcidn de particién Gran -Canénica es entonces.
.2.11 Z = I, explinp-EVKT],

aquf p es el potencial quimico efectivo (para sistemas clasicos, fa contribucién de las
enargfas cinéticas por particula se pueden incorporar dentro de p).

En unidades apropiadas la presién es:
(.2.12) P=N'TIn2

La densidad es &l nimero promedio de moléculas por sitio.

P
{11.2.13} <n>/N = -
p= n

y la compresibilidad es.

214 k=12 l,%f;

oP

'ol-

Las derivadas en (lll.2.14) son 8 temperatura constante. E! potencia! Lenard-Jones es
bastante realista, pero no se espera que las caracteristicas cualitativas de la

transicién liquido-gas dependan de los detalles del potencial: deberla ser suficiente
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que este tenga rapulsiones de corto alcance y atracciones de largo alcance. Por eso ¢
,jdeberfa ser grande v positivo cuando los sitios T y j estdn cercanos.

Lo mas simple de tal eleccién es,

{11.2.15) 4, = infinitd" sii=j,
=-c siiy json primero vecinos,

(4] para cualquier otro caso.

Esto corresponde al potencial de "pozo-cuadrado” mostrado en la figura W.3.b,
8l cual se utiliza,con frecuencia, en modelos da célculo.

Dejando ¢ ; ; = Infinito es equivalents a tomar el potencial infinitamente
repulsivo si dos moléculas llagan a estar juntas, evitando que dos moléculas ocupen el
mismo sitio, Esta caracter(stica ya ha sido, incluida dentro de la formulacién, asf, si ¢

) 8sta Aada por (Ill.2.15) entonces de (111.2.10} la energla es

{in.2.16) E=eZ 85

sisndo ahora la suma sobre los pares de sitios primeros vecinos en la malla. Es ahora
trivial mostrar que (Il1.2.11) es la funcién de particién de un modelo de Ising a
primeros vacinos en un campo. Reemplazando cada s; por un espin o;donde

m.247 o =2s-1,

Por esto o; = -1 si ¢! sitio esta vaclo y +1 si aste, esta lieno. Si cada sitio
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tione g vacings. Hay .5 N pares de primeros vecinos, y eliminando N, E,y {s; ,....5, }

de las ecuaciones anteriores, tenemos:
{1.2.18) Z = Z, exp{[ eZ i) 9+ (20+eq) Z o + Nleq/2 + 210]/4KT},

Comparando esta con {I11.2.2) y {Ii.2.3), es obvio que, aparte de un factor

trivial, Z es funci6n de Ia particidn de un modelo de Ising con:

(n.2.19) Jd=ef4 , H=(2p+ eql/é

Utifizando también (111.2,12), (N1.2.14), (1.1.7}, (N1.1.16) y (1.1.18), uno
pusde establecer las siguientes expresiones para las variables del gas de malla en

términos de aquellos del modelo de Ising:

{In.2.20) € =4J,

(i.2.21) p=2H.-2qJ,
.2.22) P =-{1/2)qJ + H-f,
{1.2.23)  p=(1/2) (1+M)
H.2.24)  p2xg = /4,

El conocimiento general de el funcionamiento del modelo de lsing puede ahora
usarsg para obtaner la forma de la ecuacién de astado del gas de malla. Para hacer
esto, consideremos un valor fijo de T. Entonces (M11.2.22} y, (111.2.23) dafinen Py p

como funciones de H. Usando también (11.2.22) y (l11.2.23), se observa ficilmente
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que.

® -
M.2.25 Zo=1+M>0:2=55>0,

asl ambos P y p son funciones de incremento monétono de H. Donde H es extensa
{positiva o negativa), el termino dominante en la funcién de particién del modelo de
Ising es uno en el cual todos los espines son similares, asl.
1.2.26) {=-(1/2) qJ - IH| cuando H = £ oo,
ademds sa continua que,
(N.2.27) P=0 yp=0 cuandoH = o,
In.2.28) P=2H y p=1 cuando H= +w,

Como P y p son funciones de incremento monétono de H, los valores en las
equaciones (I!.2.25) deben ser positivos.

ParaT > T, ,fy M, y en consecuencia P y p, son funciones continuas de H.
Por eso P es una funcién de incremento monétono del volumen por molécula.

1.2.29) v=pl,

cuando v crece desde uno hasta infinito, P disminuye desde infinito hasta cero.
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Para T <T,, M es una funcidn discantinua de H como se muestra en la figura
W.1.{a}, por eso p y v tienen una discontinuidad {pero P nio).

Estos argumentos nos dan tambign que el coeficiente de expansidn.
#H.2.30) vt (S/3T) ,

que en un fluido es usualmente positive {una excepcién es el agua entre cero y cuatro
grados centfgrados). Las isotermas (P, V) del gas de malia (en cualquier dimensién
mas grande que 3) tienen a estructura general indicada en Ia figura 111.4. Estas son
isotermas de un fluido en el cual el potencial intermolecular tiene un nicleo duro. &l
punto ¢ en esta figura, es el punto critico, y corresponda al punto critico H=0, T=T_
-an 1a fig. 1.2, puesto que M=0 en este punto, veremos que de (11.2.21) y {11.2,23)

los valoras ctiticos de p, p y v para el gas de malia son:
230 p.=-2ad ;5 p, = 12§ u,= 2,

A T=T, yusando (11.1.15) y {11.2,16} esperamos gue.
1.2.32)  v-vsHYWcuando H= 0,

Puesto que P-P_ es praparcional a H, para H pequeiia, se sigue que cerca dal

punto critico, la ecuacién de la isoterma critica es.

m.2.33 lpel = o, -t
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Figura lil.4 Isotermas (P,v} tipicas para un fluido con Interacciones intermoleculares
con coraza rigida. Las dos curvas superiores son para temperaturas mayores que T, la
de enmedio es la isoterma critica y fas dos inferiores corresponden a temperaturas
menores que T

Para T<T, una isoterma esté fraccionada en tres partes: Ia parte a |a izquierds
en la figura 11l.4, corresponde a densidades bastante altas y a un estado liquido. a
baja densidad que es la parte de la derecha corresponde a un gas; Y la linea horizontal
entre ostas corresponde a la regién bifésica, donde el liquido puede coexistir con su
vapor. La "curva rota” es conocida como la curva de coexistencia en el plano (V,T)

as.
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1.2.34) |v-v,] =(T,-T)P

Cerca del punto critico P-P, es proporcional a T, asf, 1a ecuacién de la curva de

coexistencia en el plano (V,P) es.
(1.2.35) PPz vy i1m,

Las ecuaciones (111.2.34) y (I11.2.35) relacionan los exponentes & y B cerca del
punto critico liquido-gas. Haciendo lo mismo para « y v, primero notemos que M=0
en el sepgmento de finea H=0 con T>Tc en la figura 1.2 . Este segmento lineal
corresponde a “isécora™ critica V=V, Ademds de (11.1.8), (11.1.9) y (ll.2.22) y

{11.1.6) vy {'l.2.24) sigue que
(I.2.36) D?PIGTZ=1o . KpE (T

Como ¢ esta aproximada a todo lo largo de la isGcora critica V. = V. El

c
segmento de linea H=0, T<Tc en la figura 1.2, corresponde a la curva de
coexistencia en la figura 111.4, asf.

(1.2.37) &?PloT2 =t . KpE (Y

Cuando ¢ es a lo largo de la curva de coexistencia. La derivada es a lo largo de

asta curva.
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Estas definiciones de {111.2.168) de‘ a y a' son las anélogas de (11l.1.10}, v
sufren las mismas dificultades.

Si OP/T no es continuo, o si 82P/FT2 no diverge hacia ¢, es mejor usar el
snalogo de (11l.1.11) y definir un solo exponente a, como sigue.

Sea P, (T) la presién cuando V=V, y T>T,; cuvando V descansa en la curva
de coexistencia y T <T,. Se Continda analiticamente estas funciones dentro del plano

complejo T y se define P, (T) y « por,
n.2.38) P, {Ti =P (T-P.(T)=T 22

En resumen el modelo de Ising da un imén, es también e! modelo de un gas de
malla; solo depende de si se usa "lenguaje magnético” (espines arriba o abajo) o el
lenguaje de particulas (sitios ocupados o vacios). En el segundo lenguaje, los
oxponentss criticos 6, §, v, ¥' v @ estdn definidos por (ll.2.165) y {I.2.168)-
iN2.2.30).

El lenguaje magnético es mas conveniente en calculos tedricos porque
claramente exhibe las geometrias de el Hamiltoniano y las funciones termodindmicas,

notablemente (a relacidn M(-H) =-M(H).

113 EL FLUIDO DE VAN DER WAALS.

Hay ecuaciones fenomenolégicas de estado, resalta aquella propuesta para

fluidos continuos por Van Der Waals (1873)
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1.3.1)  P=KT/v-bl-aiv?,

donde 8 y b son constantes. Esta ecuacién es valida fuera de Ia curva de
coexistencia, dicha curva fue definida por Maxwell con una construccién de éreas
iguales. Esta construccién asegura que P y y, son continuos a lo fargo de cualquier
isoterma. Esta es la ecuacién exacta de estado, de un modefo solucionado por Kac
(22,

Las definiciones de los exponentes criticos (IH.2.165).411.2.168-30} <a
emplean a cualquier punto critico Yquido-gas, no como aquella del gas de malla.
Ecuaciones como Ja de Van Der Waals predicen que cerca de ta T, la isoterma critica
es una curva cubica, y 1a curva de coexistencia una pardbola. De {I11.2.165) y

{1§1.2.168} asto implica.

.32 6=3 , p=1/2,

También, Ia ecuacién de Van Der Waals (111.3.1] tiene un punto critico en:

{M.3.3) T, = 8a/276K , V_=3b

Cerca de este punto es fdcil verificar que. k y = TV ,asl

{l.3.4) y=y'=1



En la is6cora critica es fAcil observar que.,

{IL3.5) P-P, = 4aT/27b?,

al mismo tiempo en la curva de coexistencia, célculos mas complicados nos dan

1.3.6) P-P, = (43/27b%)[T+6T2 /5+6T3}

por eso #2P/3T? es infinito en el punto eritico, pero tiene una discontinuidad en su

trayecto de 1a is6cora a la curva de coexistencia. Las definiciones {lil.2.16 a) dea y

a' fallan, pero (1.2,100) nos da.

.3.7) a=0

Los valores (11.3.2), (Il 2.3.4) y (1.3.7) de los exponentes criticos, son
conocidos como "valores clasicos”. Satisfacen las relacicnes de escala (y=y' =p(5-1))
y {e+2B+y'=2) y son los valores dados por los modelos simples; infinito-
dimencional, campo medio y malias de Bethe. No son correctos para el modelo de
Ising a primeros vecinos en dos o tres dimensiones, pero ahora generalmente se cree

que son correctos en cuatro 0 més dimensiones.
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iv. FISICA ESTADISTICA EN UNA DIMENSION

METODO DE KIKUCHI

En 1951 Ryoichi Kikuchi 23) propuso un método para encontear 1a ecuacién de
estado del modelo de ising (con interacciones a primeros vecinos) en mallas de Bsthe.
Si bien este autor desarralfé su técnica en vistas a aproximaciones sucesivas al
problema de tsing, en malfas bi- y tridimensionates, su método se puede extender
fdcilmente 2 modelos con interacciones més generales en mallas de Bethe. A
continuacién presentamos este método, para el caso simple de la malla lineat de Ising,
su generalizacién para interacciones de més largo slcance incluyendo el caso
interesante de interacciones con exclusién para tlegar a las expresiones exactas da la
energfa libre de un sistema unidimensional de barras duras. En capltulo V de esta tédsis
se presanta el modelo de Ising en mallas de Bethe con interacciones a primeros
vecinos y con interacciones de mas largo alcance incluyendo, también, el caso de

interacciones de exclusién con un ejemplo de mezcla binaria,

V.3 MALLA LINEAL {ising}

Liamemos sistema a una maita fineal compuesta de M puntos y consideremaos

el conjunto que contiene L sistemas, como se ilustra en la figura V.1



k-1 k k+l M-1
O—Cr--er+-O— @O oremeeees O—C0 lersistam
OO+ -O——@——O-reeeee O—O 240sistems

o—0 - S Q—seeveenneeQemae) LesimoSistema

Figura VI.1 Un ensable de mallas lineales.

Den{ro de este conjunto construyamos el conjunto de los puntos k y el
conjunto de los enlaces k (marcados con linea continua en la figura (V.1). En el
modelo de Ising hay cuatro configuraciones posibles para este enlace. En la figura
V.2 mostramos estas configuraciones y la energfa ascciada a ellas. E! promedio de la
probabilidad de tener un enlace k con la configuracién a que s¢ muestra en Ia figura

IV.2 se denota por y,*

Por el momento pensemos que el sistema puede estar en presencia de un
camrpo magnético no-uniforme, de tal manera que ¢! promedio de ocupacién de las
configuracicnes de enlaces (+,-, vy {-,+), no son necesariamente iguales (en un
sistema uniforme estos promedios son iguales). Como loa promedios estdn

normalizados tenemos
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Enlace

090

0e0

0e0
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Probabilidad Energfa

++

Yk

‘e

Y

—+

Vi

Vi

+E

+€

—-€

Figura IV.1.1. Configuraciones posibles de enlace y sus energlas en el modelo de

Ising.
|

Va1 Zoye=1

Decimos que el conjunto de los enlaces k-ésimos tiens la distribucién correcta

de espin, cuando entre los L eénlaces del conjunto, Ly, ** tienen la configuracién

(+.+), Ly, *" tienen la configuracién (+,-), Ly, * tienen la configuracién (-, +) y Ly~

tienen la configurzcién (-,-). El promedio de la probabilidad {x® ) de que un sitio k

tenga la configuracién o, satisface las reglas de suma
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Wt2x* =yttt 4yt
L P
LRSS YR A

LA AR A A

ya que sélo hay dos posibles tipos de ocupacién por sitio.

Do Ia misma manera decimos que el conjunto de los k puntos de la malla tiene
la distribucidn correcta, si Lx,* tienen la configuracién (+) y Lx. tienen la
configuracidn (-).

Ahora llenemos los puntos de la malla uno por uno hasta el tin de la malla.
Suponemos, desde luego, que los puntos a la izquierda del k-ésimo ya tienen la
distribucién correcta. Ahora nos preguntamos jde cuantas maneras podemos ponef
un espin en k de tal manera que el enlace (k-1)-k tenga la distribucién correcta?

Como el punto k-1 ya tiene la distribucién correcta, hay Lx ., *puntos dal
conjunto an [a configuracion (+}y Lx, ;" conla configuracién (-}. De entre los puntos
Lx,.1 * podemas escoger al azar Ly, ;* * en los que habra la una configuracién (+)
en el punto k con un enlace (+, +) y los restantes Ly, ;* - en los que habrd una
configuracién (-} en el sitio k, formando un enlace {+, -). del conjunto de todos los
enlaces (k-1)-k. En este proceso el numero de maneras de llenar el sitio k con una

configuracién (+) o (-} , dado que el punto k-1 tiene una configuracién {+) es:

W3 gt = Lxg* MRy, * * M illy, *7 0
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de 1a misma manera
V.14 g 4= (e WLy * MLy, )

es &1 nimero de maneras de llenar el sitio k con una configuracién {(+) o (-} dado que

el punto k-1 tiene una configuracion (-}.

Siguiendo este razonamiento el numero de configuraciones G con la distribucién

correcta, en toda la malla de M puntos es la rafz L-dsima de
W56 =Tl w0

y la entropfa S del sistema es

W16 5=Kin 6, = K510k 41 fin g +1 1) + ) B2} -

Wyt * (I lly * +)-1) - Ly * o) In iy, *0)-1)
Ly, "+ 1Ly, "+ 11} -ty ) {In Ly, =) -1} )

Donde hemos usado la regia de Stirling. Usando las reglas de suma iV.1.2 1a entropfa

sa reduce a

VA7 S= KZ oyl ix * ) Inllx +) 4 (x, " ¥Inlix, ") -

Wttty Y-ty i indy, + ) -



(Yk"')'n(vk")*(v,‘")In(Y,‘")].

Como conocemos los promedios de ocupacién de enlaces, la energia de interaccién

del sistema se puede escribir inmediatamente y su expresion es
v.i.8 E=Ziil-e (v vt - ) H et o xc )

donde ¢ es el pardmetro de interaccién de intercambio entre espines vecinos y H, es

e} campo magnético externo, asi la energfa libre
IV.1.9 F=E-TS

puade escribirse inmediatamente usando iV.1.7 vy IV.1.8 en IV,1.9.
Dadas las reglas de suma IV.1.2, las variables .y, * *, v * . v “ % vt % *
A\]

¥ x * no son linealmente independientss, escogiendo a8 y, * * vy a x * como

variables independientes, con las condiciones

V110 w ' =x* -2**

que resultan de usar las reglas de suma, se tienen las ecuaciones de Euler Lagrange
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* 4+ -
VARY KTInH;T =dc

KT‘n.’.‘J_:Tﬂ_:;.YL-J_-L =2H, 45,
XU YT Y o

que resuftan de minimizar 1a energfa libre del modelo.

Para sistemas uniformes, en los que H, es independiente del indice k, las
ocupaciones son también independientes de k. Podemos, entonces despejar y, + * de
fa primera de las ecuaciones V.1.11, usando [V.1.10, y sustituirlo en la segunda de
fas ecuaciones I1V.1.11, asi obtenemos la ecuacién de estado del modelo de ising en
la malla lineal que relaciona Ja ocupacién x ,* con el campo magnético H y la
'temperatura T. Utilizando 13 notacién y=y,* * v x=x*, e = e/KT yh = HKT

tenemos

V1,12 y2(1-e%)+y [1-2x+2xe%)-x2e%* = O

{1-x){1-2x-y)2 = e48+2h x (x-y)?
Este par de ecuaciones tiens una sola solucidn x=1/2 {magnetizacién, m = 1-2x, nufa}
cuando h=0. £n este caso tenemos el resuitado esperado:

=Ll_e
T 2e°+et

IV.1.13 y



para la ocupacién de dos sitios consecutivos en 1a malla lineal. Nétese que aunque la
magnetizacidn sea cero, para h=0, existe un orden de corto alcance y#Q a toda
" temperatura.

En la figura 1V.1.3 mostramos la magnetizacién m en funci6n del campo
magnético h, que se obtiene resolviendo las ecuaciones IV.1.12, para distintos
valores de e. Ahl podemos observar como 1a susceptibilidad a campo cero, que es la
pendiente de estas curvas en h=0, es cada vez més grande a medida que e aumenta
(T disrninuye) v la susceptibilidad diverge en el limite T=0. Decimos, entonces, que

existe una transicidn de fase "colapsada a temperatura cero.

08
0.6

04

04r
AGf-

08

-] -
BS.06 -4 -02 [ 02 04 06 v h

Figura IV. 1.3 Isotermas de magnetizacién contra campo magnético para el modelo de
Ising en una malla lineal.
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Malla lineal, modelo de Ising con interacciones a segundos vecinos.

Es interesante obtener |3 generalizacién de esta técnica para sistemas tipo
Ising {dos tipos de ocupacién por sitio) con interacciones mis alld de los primeros
vecinos. Como ejemplo pensemos en una cadena lineal con espines + y - cuyo

hamiltoniano de interaccién es:
W14 H =L, 5.5, 05 8.5,,

es decir espines que se atraen si tienen el mismo signo vy se repelen si tienen signo
contrario, cuando £ y & son positivas, La intensidad de |a interaccién es € cuando los
sitios son primeros vecinas y 3 si liso sitios son segundos vecinos. En IV.1.14 s, es el
valor del spin en el sitio k, + o -. Como !a energla de! sistema se puede escribir
inmediatamente si se conoce el promedio de ocupacién de tres sitios consecutivos,
introducimos la notacién w,2 b ¢ para el promedio de ocupacién de los sitios k, k+1, y
k+2 con una ocupacién a=+,; b=+, c=+, -, Entonces siguiendo argumentos
similares a los de arriba, no preguntamos ;de cuantas maneras (g , ™ podemos
ltenar el sitio k+2 cuando sabemos que el promedio de ccupacién de los sitios k y
k+ 1 con los espines {a, b) es y,*® ?. La respuesta a esto estd dada por

{Ly, o)t

b =
WVAIS 0 = T w0l

Ya que de todas las configuraciones Ly,®P- algunas son de la forma w,®b + y el resto

son de la forma w, b, Asf, el numero de configuraciones pasibles ¢con la distribucién



correcta en toda la malla lineal es

L [
_ ( (Ly,*2}!
IV.1.16 G =1, T1, o]

donde los productos son sobre todas las posibles ocupaciones de dos y tres sitios

consecutivos. En el limite de L grande, la entropfa es entonces:
v.1.17 S = KING) = K 2T, 20 Inly,®) - K X, Z,w,°°¢ In{w,abe),

En este caso gscogemos como variables independientes a x, ¥, v, **, Wttt y w t-

+. Las otras variables pueden expresarse en funcién de estas usando las reglas de

suma

v.1.18 Wttt 4 w b =y b
WPt 4w o = b

yiv.1.2,

El promedio de la energia de interaccién es

VA9 E =Bt + v - nt vt ) -, 508 w ot W ow e wy

I&)
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ya que la probabilidad de tener una configuracién {4+ +) en segundos vecinos, sin

importar la ocupacién del sitio central, es
IV.1.20 Wittt = Wttt ow
Derivando la energia libre, F=-TS+E con respecto a las

independientes w, * ** y w,*** e igualando a cero, tenemos:

’ -4 ++
IV.1.21  KTinSal Whe'?2
Wy

THEw

= 45,

44 —
w w2

KT In =k——=k— = 45,
Wi 7T Wy

que en el caso particular en el que § =0,

IV.1.22  w,t+ =¥L11k.‘;1:.._
Xke1

ot 200 Yiar
wy =

Xgat

variables

es decir, Ja probabitidad de tener Ia configuracién (+ + +} en k es el producto de las

probabilidades de encontrar las configuraciones (++) en k y {++) en k+1

condicionada a tener la probabifidad {(+) en k+ 1. Este resultado, esperado cuando &

=0, nos permite escribir probabilidades de muchos sitios, en el modelo de Ising usual.

Por ejemplo ya que la probabilidad espin-espin a primeros vecinos es:



Iv.1.23 <g;0;,; > = tanhle),

{a probabilidad espin-espin a segundos vecinos es
V.1.24 <o;g,,; > =tanh2(e),

que sin mucha dificultad se puede generalizar a:
V.1.25 <0,0,,,> =tanh" ().

Entonces, para n grande, la correlacién espin-espin decae exponencialmente con un
exponente ne y la longitud de correlacién § =dre, donde d es el espaciamiento de la
malla. Para obtener estos resultados utilizamos las ecuaciones 1V.1.22, Iv.1.20 més
la definicién o; =1-2x, .

El modelo con interacciones a segundos vecinos a sido resuelto por Percus 29
usando otras técnicas que las aquf presentadas. Su resultado principal es que, en
sistemas inhomeogéneos {en presencia de un campo externo variable) la correlacién

directa espin-espin definida por
Iv.1.26 C; =(S)! con §; = <o;g,> - <g;><g >
tiene un alcance mas all4d de segundos vecinos con una cola oscilante que decae

exponencialmente. Este resultado contrasta con el que se obtendria para el modelo

simple de Ising en el que la correlacién directa tiene el alcance de la interaccién.

23



V.2 MODELO DE BARRAS DURAS EN UNA DIMENSION

El estudio de estados cristalinos en un fluido de esferas duras implica la
bisqueda de un comportamiento oscilatorio en la funcién de distribucién de una
particula, plrl. En estos estudios se utilizan ecuaciones ir.tegrales que relacionan la
densidad con las funciones de correlacién del sistema (25!, Estas ecuaciones siempre
tienen como solucién aguella que representa a un liquido con densidad constante pero
debido a la no-linearidad del sistema, también se pueden encontrar soluciones
oscilatorias. Cuando estas soluciones tienen la densidad media del sdlido y la escala
de las oscilaciones es comparable a la distancias intermoleculares del sélido, entonces
rasultan buenas repre;entaciones de este. Dentro de esta linea de investigacién
existen tres vertientes: la primera utiliza e! orden més bajo de la ecuacién integral que
resuita de la jerarquia BGYB, la segunda utiliza 13 ecuacién de Wertheim-Lovett-Mou-
Buff, que relaciona a la densidad con el gradiente de la funcién de correlacién de
pares. En estas dos aproximaciones la distribucién de pares pir,r'}, o su equivalente la
corrglacién directa e(r.r'}) se aproximan por su valor en el caso uniforme. La tercera
aproximacién consiste en generar una expresion no local de fa funcién de correlacidn
directa an la que se utilizan promedios pesados de la densidad en un cierto volumen.
Estas aproximaciones se basan en Jas expresiones exactas para la funcidn de
correlacién de un sistema t:midimensional de baras duras. En esta seccién
resefiaremos el desarrolio algebraico que lleva a estas expresiones exactas, en el caso

unidimensional.
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Pensemos en un sistema de particulas, colocadas en una malla unidimensional.
Las particulas ocupan 2n+1 sitios de la malla de tal forma que una particuia con su
centro en el sitio k excluye la ocupacién de sus n sitios vecinos a la derecha y sus n sitios

vecinos a la lzquierda. Siguiendo los argumentos del inciso anterior, hay

afird...
Ly

afyd...+, afipd...-,

V21 gs————————
(Ly Wy 7N

configuraciones en las que los n sitios anteriores a k estan en la configuracién afyd....
Donde a, B, y, b..= + - y el superindice + implica que el sitio est4 ocupado y el - que
est4 desocupado y y"”a"'es el promadio de ocupacién de los n sitios anteriores a k.
Como en este caso las {nteraociones son infinitaments repulsivas, sélo unas cuantas
configuraciones son pasibles. Aguellas en las que los n o n+1 sitios estan desocupados y

aquellas en las que un solo sitio esta ocupado. La probabitidad de ocupacién de un sblo

sitio q entre estos n o n+1 es simplemente la probabilidad de ocupacién x, y la
probabilidad de que todos los sHtios, desde k-n hasta k, estén vaclos es 1-2‘1_"“  Xg Asf

el potencial gran candnico det sistema es
V.22

D= Kr?:‘ Inx, + (l - 2:_,‘_nxq)ln(l - 2:-&-:-’4)' (l - :::_"xq)ln(l - z;:z_":q) -nx /KT,

donde p, = u -v,, y donde 1 es el potencial quimico y v, el potencial externo que puede
ser no uniforme. Las ecuaciones de Euler Lagrange para el perfil de densidad x, son,

entonces:
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v.2.3

k=m+n guk k=m+n g=k~1
(b=v ) KT=tnx, = 3 1= Tx |+ 3 W1- 3 x,
k=m g=k-n k=m+1 gek—n

Este resultado es interesanie desde varios puntos de vista; por un lade proporciona una
expresidn explicita del potencial externo como funcién de! perfil de densidad, y por otro
expresa la actividad A=exp{u/KT) como funcién det mismo perfil y del potencial externo,
GComo i problema consiste en encontrar el perfil de densidad dado el potencial externo,
al resuttado V.2.3 ha dado en llamérsele €] problema {nverso. La forma IV.2.3 constituye
un sistema de ecuaciones no-lineal que fepresenta una relaclén de recurrencla en la que
sabiendo Ja ocupacidn de los primeros n sitios s puede encontrar el siguiente y se
puede ver como un mapeo no lineal de n componentes. Las ecuaciones V.23
expresadas en términos de la actividad como funcién del peril de densidad establece la
conexién de esta teorla con la teorfa de distribucién de potencial que estipula que el

promedio

v.2.4 (e’QP[—w(r%fT ]>N

- ~1p(r)

= I...jdrl...drN_, exp{ W /(T}

Loy oy

donde w{r) es |a diferencia de ‘energfa potencial cuando una particuia se anade al
sistema en el punto r y las N-1 particulas restantes estan en (as configuraciones r,..

es el cociente de la densidad en & punto r entre la actividad, En este caso como el

potencial de interaccion el infinitamente repulsivo, () es cero si una pariicula no esta
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ocupando un sitio excluido por las demés y es Infinito si se trata de Insertar a la particula
en un sitio excluido, De esta manera el promedio expresade en la ecuacién 1V.2.4 se
canvierte en la probabilidad de insertar una particula en el sitio r. Esta probabilidad es a
su vez [a probabilidad de que un sitio k y sus n vecinos a la derecha y n vecinos a la

izquierda estén desocupados. De 1a ecuacién IV.2.3 esta probabilidad es:

X
HZﬂu 1 Exq
was Alx, = i'_’;'"
[Teen| 1= 2%

g=k-n

Para obtener el potencial gran candnico Q(r) de un sistema de barras duras
consideramos el limite en el que n es grande, x, =p(r)dry x,, =p{r-c)dr, donde 20 es el

tamano de la barra dura, ast oblenemos

.26 Qp)= KTJ drp(r)[ln p(r)-1~u/KT- ln(l - J:_op(r’ Mr )]

En el caso de densidad uniforme Q se reduce a

.27 Q= KTIN[Inp~1-u/KT -in(1 - op)]
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Es interesante obtener la ecuacién de Euler Lagrange correspondiente asi como la
expresién para fa correlacién directa. Derivando funcionalmente con respecto a la

densidad, obtenemos:

Jr+o p(r*)dr'

V.28 (u—v(f))/KT':].“[ o) ]+ r1-1(r')

1-1(r)

con(r) = J.:_;p(r’ Mr

La scuacién IV.2.7 fue derivada originalmente por Percus 26 y més tarde por Robledo
@ usando fa teorfa de distribucién de potencial. Las caracteristicas més relevantes da
las ecuaciones que acabamos de derivar son su dependencta no-lineal y no-ocal en el
perfil de densidad. La funclén de correlacién direcla se puede obtener derivando

funcionalmente la ecuacién IV.2.7 esto es:

o)
V.29 f—‘[P”"r]’= KTp(r) -ﬁp(f)ép(")

que en et presente modelo resulta en la expresion;

r+o )

v.zioc(r,r) =H{r-r') - 1(r) + I

5 |+ {re )

s [1-7(n)]



donde H, es fa funcién de Heaviside, H,(r}=1 si Ocr<ay 0 afuera de este Intervalo. De fa
expresion 1V.2.9 se ve que, en el caso unidimensional de baras rigidas, ta funcién de
correlacién directa tiene el alcance del potencial. Para densidad uniforme {a expresidn

IV.2.10 se reduce a

-(r- r)p
(1-op)®

w.21ic{r,r') =H(r- r’) +(rer')

La funclén de comelacibn directa esté relacionada a la funcién de distribucién radiat

mediante la ecuacidn de Qrstein-Zernike:

wvaazg(r)-l=c(r)+p j ar' (g(r'y-1)c(r' -r)
en la figura V.4 mostramos una gréfica de g(r) para una densidad de p=0.4/c. En ella se
puede observar que el fiuido de barras duras esta practicamente ordenado a esta

densldad promedio. La grafica se obtuvo utilizando transformadas de Fourier répidas y

utilizando ia relacién

w.2.13h(k) = fé’:zk)

donde ik} y c(k} son las ransformadas de Fourier de c(r} y de h(i)=g(r)-1.
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0.2[

2 5 . . i i — or
Figura IV.4 Funclén de distribucion radial gfr) para un moledo de barras duras, de
longltud g, en una dimensién. La densidad es p=0.4/c.

V.3 MODELO DE UNA MEZCLA CON PARTICULAS DE DIFERENTES TAMANOS

Otras generalizaciones del modelo de Ising normal pueden contener tres o mas

tipos de ocupaciones por sitio. Como ejemplo de estas generalizaciones pensemos en
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un sistema con dos tipos de particu'as unas pequefias (denotadas por a) que se atraen a
primeros vecinos y otras, grandes (denotados por A), que excluyen toda ocupacién a
primeros vecinos, Este modelo contiene tres tipos de ocupaciones por sitio ya que se
permite que los sitios esten desocupados.

Sean y,82, v, y,%, v, y,0A y v, ® |os promedios de ocupacién de dos sitios
cercanos con dos particulas a, una a seguida de un sitio desocupado ect,
respectivamente y x* , Ay x5, los promedios de ocupacién de un sitlo con particulas a,
A o desocupados, respectivamente, Entonces el nimero de maneras de poner o no

poner una particula sitio k+1 de las Lx® réplicas del sistema con a ocupando el sitio a es

(L1
V.31 = (Lyk‘”)l(l-yk")l

de la misma manera

Mt
V32 gr= L

SRS I—
V.33 6 = 3 MLy, DLy,

son las formas de acomodar particulas de entre los sistemas del conjunto que tienen A

enko0enk. Eneste caso
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IV.3.4 y0h=x, A, yA0=xA,

ya que las partfculas A excluyen la ocupacién de vecinos cercanos. Las reglas se

suma son
IV.3.5 y24 30 =x2, vy =x, 40

A A R R A (ha (abt o
con

X2 +x0+xA=1

y podemos escoger como variables independientes a y*, x,* v x,A. El potencial gran

cendnico del sistema es:

Q= KTZy,‘Z“ Iy +yg? Iny® + y2° Iny°
X

IV.3.6 +xfinxf ~x8 Inxf -2 Inx!
aa a A
Z &k —HaXp —H 4% .
k

donde ¢ es el pardmetro de interaccién entre las particulas de la clase a y u, y p, los
potenciales quimicos de las particulas de la clase a y A respectivamente. Las

ecuaciones de estado que resultan de minimizar IV.3.6 son
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3.7 KTln;Iga;EO =g

a0_ 0z L0
Vi Yi-1%,

K22y,
Ve Yi-1%%

0.4
o
KTIn—0—5- =4

Vi Vi)

En las figuras iV.5 vy iV.6 se muestra fa solucidn a las ecuaciones V.3.7. Es
notable que si bien el modelo uni dimansional no presenta transiciones de fase (a8
tomparaturas distintas de cero), los potenciales quimicos de ambos componentes son

précticamente constantes en una regién grande de concentraciones.
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Figura IV. 5 Patencial quimice del componente 8 comc funcién de las concen-traciones
de particulss A y a. El diagrarna muestra una meseta casi plana sugiere una transicién
de fase de primer orden aunque ésta no se presemta realmente en este modelo

unidimensional.

Ha

Figura IV.6 Potencial quimico del componente A como funcién de las concen-
traciones de particulas A y a. El diagrama muestra una meseta casi plana sugiere una
transicién de fase de primer orden aungue ésta no se presenta realmente en este
modelo unidimensional, '
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(Cici+1> = tanh(a)
(0/0442) = tanh?(a)

(0;0;4n) = tanh" (a)

La correlacion espin espin decae exponencialmente.

Cy= (S,-J-)_1 con ;= (o,o j)—(o,-)(oi)

tiene un alcance mas all4 de segundos vecinos con una cola oscilante
que decae exponencialmente,

PERCUS

LA MALLA DE BETHE:
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V. LA MALLA DE BETHE

Otro modelo simple cuya solucidn se puede encontrar con relativa facilidad es
¢f modelo de Ising en malla de Bethe. Como ¢! modelo de campo medio este es
equivalente al tratamiento aproximado a un modelo en una malla cuadrada o cubica (1
Sin embargo, se puede definit como un modelo con solucién exacta y es lo que se
teatara,

Consideremos la grdfica construida como sigue: comenzando en un punto
origen O y afadiendo q puntos en la "primera capa”. Ahora, creamos més capas
tomando un punte en 1a capa r y llamamos a la capa de todos los puntos nuevos la
"capa r+1". Procediendo esta manera, construimos capas 2, 3,.... n y obtenemos
una grafica como la que se muestra en. 1a figura V.1. Como hay qlq+1) *! puntos en

la capa r y el nimero total de puntos en la grafica es

(V.LUN, = qlig-1)"-1] /{q-2).

Flgu}a V.1 Malla de Bethe
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A ios puntos de la capa n fos lamamos "puntos limitrofes™, Cada uno de ellos tiene
un solo vecino, en tanto que todos los otros puntos (puntos interiores) tienen q
vecinos, Tal grafica no tiene circuitos v se conoce como "el &rbol de Cayley™. desde
nuestro punto de vista, esto puede pensarse como una malla reguiar de nimero de
coordinacién q, provisto de sitios iimite que pueden ser por propartcidn ignorados.

Hay un problema: normaimente la proporcién del namero de sitios limite al
mimero de sitios interiores de una malla llega a ser peguefia en el limite
termodindmico de un sistema grande. Aqul no sucede puesto que ambos ndmeros
dacrgcen exponenciaimente como {q-1)". Para vencer este problema consideremos
unicamente {as propiedades locales de los "sitios profundos dentro da la gréﬁéa"
{infinitamente lejos de Ia frontera en el 'llmixe n = . Tsles sitios deberian ser tados
equivalentes, cada uno teniendo nUmero de coordinacién q, y pueden ser
cansiderados como formando la "malla de Bethe" (s distincién entre el arbol de
Caylay y 1a malla de Bethe, no siempre se hace pero parece ser una terminologia til).

Por otro lado, si consideramos un modelo da Ising en ef 4rbol completo de
Cslay, entonces la funcidn de particién Z tiene contribuciones de ambos sitios:
profundos dentro de la gréfica, y sitios cercanos a o &n fa frontera. La contribucién de
la capa més alejada, no es despreciable, incluso en el fmite termodindmico.

$i uno considera fa funcién de particién total, entonces, se esta consideranda
el modelo de "ising” en el 4rbol de Cayley. oste problema ha side resuelto 28] y tiene
algunas propiedades poco usuales. Sin embargo no consideraremos este problema, en
carnbio, efectivamente solo consideraremos la contribucidn a Z dentro de los sitios

profundos dentro de fa grélica, en la malla de Bethe.
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Alguna motivacidn para esta eleccidn esta dada por las expansiones en series.
Si uno hace una expansién a baja tamperatura, para cualquier malla regular entonces,
para el segundo orden, las (nicas propiedades de la malla que necesitamos conocer
son el nimero de sitios y el ndmero de coordinacién gq. Para el tercer orden uno
necesita el nomero de tridngulos en la malla, para el cuarto orden el nimero de
tetraedros {grupo de 4 sitios, conectados todos entre sfl. Un caso interesante y
simple, aun cuando no hay circuitos en toda la maila y en consecuencia no hay
tridngulos, tetraedros, etc., es el que uno obtiena en un medelo da Ising en malla de
Bethe, como se define aqui.

Considerando unia malla regular. Sea m,(=q) el nimero de vecinos por sitio,
m, el nimero de primeros vecinos-cercanos, m, el nimero de siguientes vecinos més
‘cercanos, etc., entonces se tiene que C,=1+m, +my+my+...+m, es el nimero de
sitios dentro de n pasos de un sitio dado. Para las mallas hiper-cubicas, es fécil ver
que

Lim
(v.1.2) n:no“n C)/nn=d

donde d es la dimensionalidad de la malla.

La relacién (V.1.2} es verdadera también, para todas las mallas regulares, bi y
tridimensionales y se puede copsiderar como una definicidn de la dimensionalidad d.
Ahora regresemos a considerar la malla de Bethe. En este caso C, esta dada por
{V.1.1). Sustituyendo esta expresién dentro de (V.1.2) tenemos: d =, asf en este

sentido la malla de Bethe es infinito dimensional”.
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\A RELACIONES DE RECURRENCIA PARA LA MAGNETIZACION CENTRAL.
MODELO DE ISING

E! planteamiento del problema en una malla de Bethe es muy semejante al de
ia malla lineal. Aquf sélo hay que tomar en cuenta que en la construccién éel ndmero
de maneras de llenar una malla una vez que se ha llenado hasta un punto, uno tiene
que preguntarse por la forma de llenar todos los vecinos cercanos al punto final. En la

figura V.2 mostramos una malla de Bethe con coordinacién 3.

Pensemos que el sitio llamado A es el tltimo no llenado. Como A est4 conectado,
hacia adelante con los sitios B y C entonces nos tenemos que preguntar ;de cuantas
maneras podemos lenar tos sitios B v C con los espines {b) y {c), respectivamente si
los enlaces A-B y A-C, en el conjunto, tienen la proporcidn correcta de ocupaciones y

el sitio A tiene ia proporcidn correcta de ocupaciones a?. Este numero es

{Lx,°1! {Lx, )1
&=
VA3 04" = iy aat ! ype Wiyact T
donde L sigue siendo el nimero de réplicas del sistema. De esta manera es claro que

ahora la expresién correcta para la entropfa es:

Ve S=KE {206 * ) Inlx * ) + 20,7 ) Inlg " -
Eallvg* * I lyg* * ) -ty * T Hintyg * o) -
Wig " * 110 tyg™ * )=ty 10ty 31}

69



Figura V.2 Malla de Bethe de coordinacitn tres.
donde la sums sobre g toma en cuenta todos los enlaces primeros vecinos de k

contados una sola vez. El factor de 2 en los términos que contienen ocupacién de un

sitio viene de la expresién V.1.3 y de el hacho gque el nimero de coordinacién es 3.
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Para mallas de Bethe con coordinacién q este 2 debe sustituirse por {g-1). La

expresidn para el promedio de la energla de interaccién es
VA5 E=-Do{Zoa gt + Vg it Vgt W H It e %))

Como antes, tomamos como variables independientes a las variables Vit * ¥ % +.
Llamemos g, r y s a los primeros vecinos del punto k: entonces las ecuaciones

de Euler Lagrange, que minimizan la energfa libre son:

+ +
V4.6 KTinta—Yu_— - 4,4
Ytu{"'/k *e

- + - + - +-
KT InFe YooY Yoo _ 5y .60
7 Vg Ve Vi

La primera de estas ecuaciones, nos determina y, ** en funcién de los campos
termodindmicos y de las densidades x, * y x; * , mientras que la segunda nos
relaciona estas densidades con los campos y tienen la ferma de relaciones de
tecurrencia para la ocupacidn {o magnetizacién) en un sitio dada 1a magnetizacién en
los puntos anteriores. En el caso uniforme H, = const,, estas ecuaciones se pueden
resolver numéricamente. Su solucion gréfica se presenta en la figura V.3 , donde
presentamos la magnetizacién m en funcién del campo magnético h para varias
temperaturas. Ahl notamos los columpios caracteristicos de las aproximaciones
clasicas tipo van der Waals. En la figura V.3 las lineas continuas muestran la
magnetizacién del estado estable del sistema, Las lineas discontinuas representan

minimos locales 0 mAximos de la energia libre.
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Figura V.3, Isot de magnetizacidn m en funcién del P gnético h en una
malls de Bethe de coordinacitn tres.

A diferencia de las aproximaciones tipo Bragg Williams, este modelo sf
presenta arden a corto alcance a campo cero y a temperaturas arriba de la critica.
Esta propiedad, medida por el valor de y,,** = y estd dada por la misma relacién
V.13 de Ia malia lineal. Dasde luego que los exponentes criticos de este modelo son

los clésicos ya que todas las expresiones encontradas son analiticas.

72



La tamperatura critica se obtiene anulando el determinante de las segundas

derivadas de la energfa fibre con respecto a y y a x =x, *-. Esto da la condicién

VAT y==1i-f_.2

sobre el parémetro a.

Malla de Bethe, modelo de Ising con interacciones a segundos vecinos.

La extensién de este modelo para interacciones de més largo alcance es casi
inmediata. Para ser concisos pensemos en un modelo de Ising con interacciones a
primeros y segundos vecinos. Este modelo es de interés porque es capaz de describir
situaciones fisicas que no predice el modelo de Ising simple. Y& hemos visto como el
modelo de Ising con interacciones ferromagnéticas es equivalente a un modelo de gas
de malla. En esta equivalencia, la transicién ferromagnética corresponde a la
transicién liquido-vapor. Cuando las interacciones son antiferromagnéticas, existe una
transicién de fase que va de un paramagneto a un antifarromagneto en e! que los
espines Se arreglan en dos submallas. En una submalla los espines apuntan hacia
arriba mientras que en Ia otra los espinzs apuntan hacia abajo, En la equivalencia gas
de malla, una submalla tiene una ocupz<in mayor que la otra y el gas de malla sufre
una transicién orden-desorden.

La ocupacién en la fass "ordenz3a" es no-uniforme vy periédica tal como lo es
la densidad en un cristal. Asf la fass ordenada es un buen modelo de un sélido

cristalino.,
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El modelo de Ising can interacciones a primeros vecinos descrite, entonces, ia
transicidn Ifquido-vapor o la transicidn liquido s6lido. Pero sabemos que cualquier
fluido simple tiene un diagrama de fases que presenta transiciones de fase sélido-
vapor, ifquido-vapor y ifquido sélido con un punto triple solido-iquido-vapar y un punto
critico liquido-vapor. Un buen candidato para describir esta situacién es el modelo de
Ising con interacciones repulsivas {antiferrormagnéticas) a primeros vecinos y con
interaccionas atractivas a segundos vecinos ya que las interacciones repulsivas
promueven el ordenamiento en submallas y las atractivas promueven la condensacion.

Cuando las interacciones 8 primeros y segundos vecinos son ambas repulsivas
aparece un nuevo fenémeno que es el de frustracién. Dividamos la malla en dos
submallas « y X de tal forma que un sitio de la submalle x tiene como primeros
vecinos & sitios de fa submalla A y como segundas vecinos a si(ios. de fa submalla x.
La interaccitn repulsive 8 primeros vecinos ordenard ai sistema de tal forma que, por
ejemplo, fa submalla x tenga una ocupacién alta mientras que la submaila A tenga una
ocupacidn baja (a bajas temperaturas). Si ahora prendemos la interaccidn repulsiva a
segundos vecinos, el sistema tenderd a desordenarse ya que existe una repulsién
entre vecinos de fa misma submalla que genera una energia positiva y el orden
promovido por las interacciones a primeros vecinos se ve frustrada por las
interacciones a segundos vecines.

Pars construir fa energla libre de este modelo seguimos los mismos pasos que
en los incisos anteriores. Plrimero construyamos la expresidon para el nimero de

formas g;‘; en las que podemas poner {4} o no poner -} particulas en los sitios Cy D

de la figura V.4 sabiendo las probabilidades de las ocupaciones multiples de “enlaces”

ab - " .
Yap ¥ Ub "estrellas w;gf:%. Esto es el nimero de veces que se pueden arreglar y::
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objetos arreglados en g:?,g, {conc, d = + o -) formas, es decir,

Ly

ab
V.1.8 Bap = b+ + ab+- ab-+ by
(LW aep LW 4 g LW g e ML 5 o)

El numero de configuraciones posibles con Ia distribucién correcta en toda fa malla de

Bethe es

{Ly oot

(bw e

donde los productos son sobre todas las posibles ocupaciones de enlaces y estrellas

contados todos una vez. En el limite para L grande, Ia entropla es:

V.1.10 S = kInG) = Z,5,Z, vas nlyiat - weesd iniw foca).

Ahora podemos escribir las reglas de suma que relacionan a las ocupaciones de

estrellas con las ocupaciones de enlaces. Estas tienen la formas

ob _  eb++ b4 ob-+ By
ARSI Yaa = Wasco + Wasco t Wapco + Wasco

b+ 4 _  abse- eb-+ eb- _ b
V.1.12 Wageo =Wascot Waaco tWasep = Yas

yV.2.
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Hay 16 distintas configuracionas para 1a ocupacidn de una estrelia w :;E‘:), las
ecuaciones V.1,12 forman un conjunto de 11 ecuaciones linealmente independientes
una vaz que se intercambian A par C v A por D y se toman en cuenta 1as 4 posibles
configuraciones de a.b.

Para escribir 1a energla de interaccién necesitamos conocer la prebabilidad de

acupacidn de sitios segundos vecinos. Sea

a a+C4 &L+ s+ B-C~
V.1.13 Yac = Wagen * Wagep + Waacp ¥ Wagen

el promadio de esta ocupacién, entances 1a energla potencial promedio dei modelo

8s:

V114 E=-Zgalyis)-Zac By

Darivando la energia fibre, F=-TS+E con respecto a las variablas independientes &
igualando a cera podemos obtener las ecuaciones de Euler Lagrange que determinan
fos estados de equilibrio, El problema, aungue conceptualmente simple, resulta un
poco engorroso dado el numero de variables dependientes. Un caso especial que 8s
de m4és fécil manejo algebraico es aquel en el que las repulsiones a primeros vecinos
es infinitamente repulsiva (a=> - =} en este taso todss 13s probabilidades de
ocupacién con dos sitios primaros vecinos ocupados son cero. En la figura V.4
maostramos fos tipos de ocupacidn de estrellas permitidos. Ahora hay solo 9 de ellos

por astrella y e ndmero de variables indapendientes por estrella es 5,

76



A
AA
AN

Figura V.4. Tipos de estrella permitidos cuando las interacciones a primeros vecinos
son infinftamente repusivas, en una malla de Bethe con coordinacion 3.
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asl que hay § ecuaciones de Euler Lagrange. En ausencia de potencial externo

inhomogéneo, las ocupaciones de estrellas de la misma clase son iguales.
En la figura V.4, sea WI la probabilidad de que el sitio 1 esté ileno con todos los

dem&s vaclos en 13 estrella W centrada en sitio O, W‘2 la probabilidad de que los

sitios 1 y 2 estén llenos con todes los demds vacios, W123 la probabilidad de que los

sitios 1 2 vy 3 estén ocupados con el central vacio y W la prebabilidad de que todos
los sitios de la estrella W estén vaclos, con la misma notacién definimos las
probabilidades de ocupacién de las estrellas X, Y y Z con centros en los sitios 1, 2 y
3, respectivamente. Las probabilidades de ocupacién, x; . de un sitio satisfacen las

reglas de suma:

VLIS xp = X 4 Xog o+ Ko + X,
= Yo+ Yog + Vg + Yo

=Ty +Zog tZyg + Zyg

Xo=W W W+ W,
X = W2 + W‘z + Wz:l + Wu:

X3 =W, + W+ W +W o

Txg =W+ W + W, + W, + W +W_ +W, +W_,

W, W, W

Con lo que podemos escoger a las variables Wigr Wy Wog Wipa v

Xy como

independientes, para detarminar las probabilidades de ocupacién del sitio central. Las
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ecuaciones de Euler Lagrange resultantes son:

V.1.16 In(W, ) - InW, ) - In(W,) + InlW_) + 2In{W) -38/KT =0,
(W, ) - aW ) - InlW,) + In(W) -B/KT =0,
(W) - InW, ) - In{W,} + In(W) B/KT =0,
INW,.)) - It} - In(W,) + Inw) -B/KT =0,
- In(W) + in(Xo) + In(Yo) + !n(Zo) = In{X)In(Y)-In(Z) + In(1-x°-x‘) +

In(1-x°-xz) +In(1-x°-xa) -2 ln(xo) - w/KT=0.

De la misma forma se pueden escribir las ecuaciones de Euler Lagrange para
las ocupaciones de las estrellas més alejadas del centro. Tenemos asf un sistema de
relaciones de recurrencia algebraicas que relacionan la probabilidad de ocupacién de
un sitio con la de sus vecinos. En el caso B =0, recuperamos un modelo en el que las

particulas excluyen a sus primeros vecinos, pero no se atraen entre sf. En aste caso

es facil demostrar que:

: Xy Xo X
VAT W, = R

= X1X5 (X4
Wiz {1-x5)2

W o= XX (1-x3:Xp)

1 {1-x0)2

= X (1757501 -X4-X,)
W {1-x,)2
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W = {1-%5Xp) (1-Xo~Xa) {1-Xa-Xa)
1 {1-xp)2

Es decir, las probabilidades de ocupacién de estrellas se pueden escribir como
probabilidades condicionadas. Por ejemplo, fa probabilidad da que todos los sitios de
una estrella estén desocupados es la probabilidad de que dos sitios en un enlace estén
desocupados cordicionada a que el centro esté desocupado por la probabilidad de que
los dos sitios del siguiente enlace esté desocupado condicionada a que el centro esté
desocupado por la probabilidad de que los dos sitios del tercer enlace estén
desocupados. Esta ademds es la probabilidad de insertar una particula ya que para
insertarla se requiere no solo qua el sitio que va a ocupar esté desocupado, sino que,
debido a su interaccidn repulsiva, todos sus primeras vecinos estén a su vez

desocupados.

Regresando a las ecuaciones V.1.16, como la interaccién a primeros vecirios

as ropulsiva se espara que, a concentraciones grandes, las particulas del sistema se
ordenen en dos submallas. Entonces las probabilidades le‘ WIJ' Wza son iguales

pero distintas de las probabilidades xos' X xsa que son iguales entre si, por

08’
ejemplo. Tomando esto en cuenta S. Katsura 129 ha resuelto (para B< O} el sistema de
ecuacionas V.1.16. Katsura encuentra dos soluciones que describen fases fluidas
{ifiquido y vaper) y otra solucién que describe a un sélido. Las fases fluidas tienen una
isoterma tipo van der Waals con una temperatura critica T,=1.618[p|. La solucién
cristalina tiene un punto tricritico a la temperatura T,=3.4125|p| que divide la linea de

transicién en dos partes. La de baja temperatura en la que la transicién es ds primer

orden y la de alta temperatura en la que la transicién es de segundo orden. A bajas
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temperaturas, I8 densidad del fluido en equilibrio con el cristal es muy pequeda y la
transicién liquido-vapor queda enmascarada por la fase sélida. Para obtener las tres
transiciones se raquiere, entonces, de atracciones de mds largo alcance o de
repulsiones da corto alcance més débiles.

La solucién general de este modelo con interacciones a segundos vecinos no

se encuentra en la literatura.

V.2 MODELO DE UNA MEZCLA CON PARTICULAS DE DIFERENTES TAMAROS

En la seccién IV.3 encontramos las ecusciones de estado de un modelo de
mezcla con dos tipos de particulas en una malla lineal: las particulas por a que se
atraen entro sl a primeros vecinos y las otras, grandes, denotadas por A, excluyen la
ocupacién de sus vecinos cercangs. Es de esperar que en upa malla de Bethe este
modeto muestre dos tipos de transiciones de fase, una de orden desorden, cuando la
concentracidn del componente A es grande y otra tipo liquido vapor cuando la
concantracién del componente A es pequefia.

Para tratar a este modelo adecuadamente es necesario subdividir la malla en
dos submallas. Asl sea x, e! promedio de la ¢concentracién del componente a en una
submalla y y, el que corresponde a la otra submalla, con una notacién semejante para

el componsente A y para la concentracién de sitios vacios. Siguiendo los argumentos
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de la seccibn IV.3 las ecuaciones de estado del modelo son ahora:

aa Q00
v.a1 KT]n;m =€

ya0)3(x0)2 % 3(,0)2
G T R
0} A 0)2.4
KTIn a 00x3 =y -=KTln(x oo))g

y y

donde

vez yO =1-x7 - x5 -xd —xA 4%

a0 aa

y =lqu_y y y0a=xa_yaa

y yaa es el promedio de ocupacién con dos particulas a en dos sitios primeros vecinos.

A diferencia del problema unidimensional, jas ecuaciones de estado V.2.2
muestran los tipicos columpios de van der Waals que Indican una transicién de fase.
En la figura V.5 se muestran las superficies de potencial quimico p, contra

composicién del componente a en el caso de un fluido uniforme, indicando una



transicién de primer orden. La figura V.5 se obtuvo despejando a y** de la primera de
las ecuacionas V.2.1 y sustituyendo en la segunda de las ecuaciones V.2.1, pare una

concentracién del componente A pequeda y una temperatura con kT =€/4.4,

7

Figura V.5. Columpios de van der Waals en la transicidn liquido vapor de un modelo
con dos tipos de particulas en malla de Bethe.

Este modelo presenta también transiciones de fase del tipo orden-desorden, a
concentraciones pequedas del componente a. Asl, en el limite de cero concentracién
del componente &, se encuentra gque existe una bifurcacién de las soluciones

uniformes de [as ecuaciones V.2.1 que representa soluciones ordenadas en
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submalias, Esta bifurcactén se encuentra con una composicién de A=.333,

Linealizando las dos Uftimas ecuaciones V.2.1 para 8 y A pequadias con
ves x°=x+8 y ¥=xtsa

las ecuaciones para las biturcaciones son:

(—-x"x”l -2x%y™ )6 +x%(x? ~ y )A =0

Y aga{1-x~3x4)a =0

que flenen solucién sélo sl e determinante de los coeficientes da 8y 4 es cero.

. Cuando existen columpios de van der Waals, es usual definir las curvas
espinodales. Eslas curvas representan puntos en los que existen inestabilidades
termedindmicas y en los que las soluciones de las ecuaciones de estado representan
puntos silla © mé&ximos del potencial gran candnico cuando este es graficado en
funcitn de los parametros de orden que son linealmente independientes. En la figura
V.6 se muestran estas espinodales (en el espacio’de potenciales quimicos i, y 1, )
junto con las curvas de bifurcacidn de fases ordenadas en submallas. En la rama
marcada con &, estadas {estables o metaestables) que representan a un fluldo rico en
el componente a se vuelven inesiables. En la rama marcada con b estados (estables
o metaestables) ricos en el componente A se vuglven inestables. Entonces en toda fa
regién entre las ramas ay b existgn dos minimos de! potencial gran canénico y se
tisne 1a posibilidad de equilibrio entre dos fases.una rica en a y ofra rica en A. La

curva punteada indica el lugar geométrico de los puntos en los que el potencial gran
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canénico tiene el mismo valor para los dos estados. Por otro Yado la rama marcada
con ¢, en la figura V.6, muestra el lugar geométrico de los puntos de bifurcacién de
fases ordenadas. Asi 1a mezcla tiene un diagrama de fases como se muestra en la
figura V.7, con transiciones de fase de primer orden que van de estados ordenados
ricos en A a estados desordenados ricos en 8, transiciones de fase que van de
estados desordanados ricos en a a estados desordenados pobres en a y transiciones
de fase de segundo orden que van de estados desordenados pobres en a a estados
ordenados &l aumentar la concentracidn del componente A,

En la figura V.8 se muestran las espinodales, en espacio de potenciales quimicos,
para una temperatura mayor que la correspondiente a las figuras V.6 y V.7. Ahf se
muestra cOMO apafece un punto critico de las transiciones de primer orden de fases
desordenadas ricas y pobres en el componente a, tipo liquido vapor. El diagrama de

fases correspondiente, en espacio de concentraciones Se muestra en la figura V.9.
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Figurs V.6 Curvas espinodales {a y b} y bifurcaciones de fases ordenadas (c). con £
/kT= 1.8, en el espacio de potencisles qulmicos. La curva punteada indica las

transiciones de primer orden.
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Figure V.7 Disgrams de fases & una temperatura de e/kT=1.8, en el espacio ds
concentraciones
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Figura V.8 Cuivas espinodales (a y b) y bifurcaciones de fsses ordenadas (c) con &
/kT=2.25, en el espacio de potenciales quimicos. La curva Ppuntesda indica las
trensiclones de primer orden.
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Figurs V.9 Disgrama da fases a una temperatura de &k7=2,25,en el espacio de
concentraclones
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Vi. CONCLUSIONES

En este trabajo de tesis hemos resefiado algunos dé los conceptos ihportantes
on el campo de la mecdnica estadistica, haciendo énfasis en el estudio de las
transiciones de fase. Hemos también discutido algunos de los métodos para la
solucién de modelos mecénico estadisticos.

El modelo més simple, en fisica estadistica, es €l modelo de Ising y lo hemos
discutido con algun detatle resaltando su relacién con el modelo de gas de mallas, que
describe parte del comportamiento de fluidos simples.

En el capitulo IV se describe un método de solucién, basado en el método de
Kikuchi de cumulos, para obtener todo el comportamiento de sistemas macroscépicos
en una dimension. La forma de presentacién, esperamos, es tal que se puede
generalizar facilmente a otros modelos que los presentados aqul. Se describe con
cierto detalle la generalizacién del modelo de Ising para incluir interacciones a
segundos vecinos y se incluye el caso interesante de potenciales de exclusién.
Ademés hemos encontrado las ecuaciones de estado para una mezcla binaria, que
corresponde a otra tipo de generalizacién del modelo de Ising: aquf hay tres tipos de
ocupacién por sitio y el modelo se puede clasificar como uno de Ising con espin 1.'
Presentamos, con cierto detalle, la solucién sl modelo de barras duras, ya que este
modelo resulta importante en teorfas de funcionales de la densidad para fluidos
inhomogéneos.30

Finalmente, en el capltulo V, abordamos el caso de modelos en mallas de
Bethe. La misma metodologla que se utiliz6 en el capitulo anterior, permite 1a solucién

exacta y la generalizacidn, al modeto de Ising, a interacciones de més largo alcance y

88



a modelos con espin mayor que 1/2. Este ejercicio resulta interesante, e instructivo ya
que estes modelos en malla de Bethe sl presentan transiciones de fase y su
dascripcién permite una primera aproximacién a los diagramas de fase de modelos
complejos cuya solucién no es accesible en otro tipo de mallas. Asl nos planteamos la
solucidn de los modelos rasueltos en ef capitulo V. En particular el modelo de una
mezcla binaria con particulas de dos tamaiios produce un diagrama de fases complejo
en el que puede haber coexistencia de dos fases uniformes (liquido vapor)
coaxistencia de fases uniformes con fases ordenadas (vapor sélido} v transiciones de
fase de segundo orden tipo orden desorden.

Esperamos que este trabajo sea de utilidad para estudiantes que se inician en
el terreno fascinante de las transformaciones de fase y que presentados frents a
algun modelo requieran de una metodologla que permita, aunque sea en una malla

poco realista, una solucién exacta a dicho modelo.
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