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INTRODUCCION

E! hombre desde tiempos muy remotos al interrelacionarse con
los fendémenos naturales, empieza a tratar de comprenderlos y en
este afan va brlendo las herramlentas necesarias para poder
sobrevivir y desarrollarse.

Al volverse sedentario y seguir su desarrollo en comunidades
cada vez mds grandes estas sociedades se vuelven mds complejas; se
ven en la necesidad de utillzar todo su intelecto para
contrarrestar muchos de los problemas y dar una solucién adecuada a
estos mismos (que muchas veces no es la ideal).

En los siglos XIX y XX hubo grandes avances en la Fisica y las
Matema4ticas, se desarrollaron Teorfas Econémicas y Soclales, etc.,
pero a pesar de ello hasta hace aproximadamente unos 25 6 20 afios
atrds se habla dejado a un lads las Clenclas Fisicas y Mateméticas,
por el otra las Clencias Sociales y Econémico-Administrativas, como
si fueran entes completamente ajenos.

Poco después de la Segunda Guerra Mundial, se Inlcl6 la
adaptacién de los enfoques matematicos que se habfan aplicado a las
operaciones militares, a los problemas empresariales. Este
movimlento, conocido generalmente por el nombre de « investigacién
operativa », en su répido crecimiento durante la década de los 50
centré principalmente su atenclén en problemas tales como la
programacién de la  produccién, la distribuclon fislca, la
presupuestacién de capital y el control de existencias, Tan sélo en
afios reclentes sea suscitado un interés sustancial entre los
especlalistas de mercado por la investigaci6n operatlva, se ha
lievado a cabo un esfuerzo relevante para aplicar los modelos y las
técnicas matemdticas al mercado.

La descripclén de la naturaleza de al de las apli
de los modelos matematicos a los problemas del mercado, esboza
algunas de las limitaciones y posibilidades de esta nueva técnica y
analiza algunos de los problemas que los especlalistas en el
mercado se encontrardn al utilizar estas técnicas. Se presenta en
términos no mateméticos los conceptos subyacentes al empleo de los
modelos mateméticos, concebido de una manera para ayudar al manejo
del mercado a trabajar de un modo eficlente con los especlallstas
técnicos. Quizd sea todavia de mayor importancia el que se trate el
empleo de los modelos matemdticos en el contexto de los procesos
del mercado, tal como se presentan en la realidad. El estudlo de
los casos concretos no resulta una descripcién abstracta de los
problemas, sino que presenta todo el contexto de las situaciones de
mercado en las que se emplearon los modelos.



Como tales, estos estudios tendrdn también valor para aquellos
especlalistas en dichas técnicas, al proporcionaries una mejor
apreciacién del contexto en que deberdn emplear sus conocimlentos
matematicos.

Para que en el futuro rinda fruto la aplicaclén de los
modelos, ¢s necesaria la fuslén de la comprensién que tiene el
manejo del mercado, de la complieja realidad de los problemas del
mercado y de la habilidad analftica del Investigador formado
matemdticamente. Un objetivo importante de este estudio es poner en
claro la necesidad de esta fuslén y contribuir a su desarrollo
proporcionando material relevante para Jas actlvidades de ambos
grupos en esta tarea conjunta.

A partir de 1950 ha existido un interds creciente entre los
ejecutivos de mercado por las posibllidades de utilizar modelos
matemAticos como ayudas en la elaboracién de decisiones.

Especlalmente a partlr de 1960, este interés ha alcanzade las
proporciones de una moeda, y al parecer exlste una confuslén

Jderable ton respecto a Ja construcclén de modelos, a la forma
como los ejecutivos deberfan utilizarlos, y al modo en que la «
nueva tecnologla de la informacién » afectard a los métodos
tradicionales y a las estructurag organizativas.

Por una parte, los entuslastas prevén que muchas de las
decisiones de mercado pasarin a ser ¢ autométicas » ~que se
utilizardn programas para calculadoras, basados en modelos
matemAticos para llegar a decisiones sobre {a polftlca & seguir con
poca o ninguna necesidad de modiflcacién por parte del Jjulcie
ejecutivo,

En el otro extremo encontramos la posiclén « reaccionaria »,
que mantiene que los problemas del mercado son demasiade complejos
para que puedan representarse medlante modelos abstractos, y que la
conducta de mercado resulta Inherentemente demasiado caética para
que pueda segulr unos cauces regulares y predecibles.

Aungque en el usos de modelos matemiticos estd el punto de
buena parte de la reclente polémica, tamblén se ha confundide con
toda una serie de cuestiones conexas, algunas de las cuales
constituyen de hecha verdaderos encuentros. As{, por e¢jemplo, se ha
mantenido un muy acalorado debate en torno al emplea de
computadoras en e! manejo del mercado, especlalmente en publicidad.



Aung el pleo de tadoras estd relatlonada con el
empleo de modelos matemdtlcos -ya que los modelos complejos
requieren normalmente unos céleulos numéricos considerables-, la
polémica sobre las computadoras reflefa también Interds por
cuestiones laterales tales como el hombre versus la miquina, sl las
computadoras pueden « pensar », etc.

Los problemas en torno a la construccién y aplicaclén de los

también se han iderado como formande parte de la

cuestldn mucho méas amplla sobre si el mercado es, o puede ser, una
& ciencla »,

El concepto de modelo resulta bdsico en fas clenclas f(slcas y
blolégicas, y es clerto que s! el mercado debe convertirse en una
ciencla, una condicién necesaria es la construccién, verificacién y
generalizacién de los modelos. Sin embargo, lo opuesto no es
necesarlamente cierto, Los modelos pueden resultar de utilldad para
fos manejos aunque el mercado nunca se convierta en una clencia.

Adem4s, el manejo de las actividades de mercado probablemente
nunca ser4 una clencla, al igual que la ingenierla no es una
clencia. Sin embargo, los Ingenieros se basan mucho en modelos, ¥
es muy posible que lo mismo suceda con los expertos en ventas,
aunque nunca lleguen a ser clent(ficos.

En vista a }a controversia entre los supuestos « expertos »,
no tlene nada de sorprendente que muchos ejecutivos de mercado
estuvieran y estén Inseguros por 1o que conclerne a la utilidad de
jos modelos.

Dejande de lado desacuerdos auténticos, parte de la
controversia  reflefa  envidias  profesionales (pocos ejemplo,
pslcélogos no cuantltativos versus especialistas en {nvestigacién
operatival y/o rivalidad comercial entre empresas consultoras e
investigadoras. Unos factores parecidos y una confunsién de
cuestiones semejante se presentd en el « gran debate » acerca de la
fnvestigacién motivacional a comienzos de )a década de los S0,

Con el fin de colocar las aplicaclones al mercado de los
modelos matematicos en la perspectiva adecuada, resulta necesario
en primer lugar saber lo que se entiende por « modelo » EI

pto de delo es fund al para la investigacién clentifica
en cualquier campo, El reclente interés por la construccién de
delos en las operacl de las empresas refleja una creencia -o

al menos una esperanza- de que las Ideas y los métodos de las
clenctas fisicas pueden aplicarse, al menos parclalmente, a los
problemas con los que se enfrentan. Estos métodos y estas {deas no
pueden tomarse prestadas y aplicarse de una manera fragmentaria.



ANTECEDENTES

Al estudiar y trabajar los problemas econdémicos me surge la
ldea de poder organizar, clasificar y sistematizar usando las
matemdticas en wuna serie de problemas que s2 presentan con
frecuencla en la econom(a.

4 de la E fa pr pada por revizar y
actualizar sus programas de estudio ha estado haclendo una revisién
que pretende actualizar y mejorar los programas de matemdticas
dandoles un enfoque mAs prdctico, para su utitizacién en los
problemas Econdmicos.

La rama de la matemdtica que se estudia porque tiepe gran
aplicacidn es ¢l Algebra Lineal, en una amplla gama de disciplinas,
como fa Estadfstica, Mateméaticas, en wquellas en las cuales se
necesita det estudio de funclones de varlas Varlables donde se
requiere también conocimientos de Teorfa de Matrices debido a la
presencia de computadoras de alta velocldad y al desarrollo en la
aplicacién de las mateméticas en dreas tradiclonalmente no
téenicas.

Por lo tanto para el estudic de las Clenclas Econdmicas e
necesario el conocimlento de las Matem4ticas Aplicadas y
Coemputacién ( Modelos Matemdticos aplicados a la Economfa y a la
Computacién ).

El objetivo de este trabajo es menclonar algunos de los
conceptos fundamentales del Algebra Lineal, que se¢ utllizardn para
la aplicacién de los Sistemas de Ecuaciones [Diferenciales de Primer
Qrden a algunos probjemas Econtmicos.

En el Primer Capitulo se menclonara el tema sobre Matrlces
{lamado: La Forma Canénica de Jordan y sus diferentes facetas que
se dan de acuerdo al sistema que se esta tratando cuyas
caracteristicas son Intrinsecas al problema por resolver,

El Segundo Capftulo se mencionara parte de ta Teorfa de los
Sistemas de Ecvaciones Diferenciales Lineales, los Teoremas de
Existencia y Unicldad.

En el Tercer <Capftule se desarroliaran algunos problemas
econdmicos  resueltos medlante el Sistema  de Ecuaciones
Diferenciales; mediante la aplicacion de la Forma Candnica de
Jordan.






CAPITULO 1
FORMA CANONICA DE JORDAN

Nuestro objetivo en este capitule es describlr la forma
conoclda de Jordan para esto es necesarlo algunos conceptos que nos
permitan abordarlo.

Para comenzar definiremos lo que es un vector: es un conjunto
de N nimeros {complejos) o reales que se escriben en la forma:

X
1

X

*y

Un vector de este tipo se llama vector en columna.
Sl los N nimeros se disponen en linea horizontal como:

X= (xl, Xp ooe y xN)

2

Se llama x un vector fila ( 6 renglén ),

Emplearemos letras mindsculas como x, v, w, etc, para
deslgnar vectores. Cuando aparezca un conjunto particular de
vectores usaremos subindices tales como X0 Xy etc.

Los elementos x, se llaman componentes de X, mlentras que N

es la dimensién de ese vector. Los vectores un!dimensionales se
llaman escalares ( 6 cantidades usuales).

S| las componentes de un vector X son reales diremos que X es
real,

St las componentes de un vector x son nimeros complejos
diremos que x es un vector en los complejos.,

Se puede decir que dos vectores son Iguales sl y sélo sl sus
componentes son Iguales:

x=y sly sélosi x =¥ para1=1{,2,3, ..., N

Las operaclones que actian sobre dos o més vectores son:



La adicién: La suma de dos vectores x e y se denota por X + y
¥ se define diciendo que es el vector:

La multiplicacién por un escalar:
Es el producto de un vector x por una escalar clesta definido
por la relaclén:
. e, X
G X,
€y ¥y
Producto Interno de dos vectores { 6 producto escalar ).
Este producto esta definido por:

N
X, %, ot x") . (yl, Yp o d)=lx,y) -l.‘-:lxlyl
estd es una manera de multiplicar vectores.

La importancla del producto Interno estriba en el hecho de que
( x x ) puede conslderarse que representa el cuadrado de la
longitud del vector real x. Poseemos asl un método para valorar
estas cantidades no numéricas que son los vectores.

Ortogonalidad, S1 dos vectores reales estan ligades por la
relaclén: ( X, y ) = 0 y tamblén

(X oo o X)) (3 ¥ v 3 ) =0

Se dice que su producte interno es cero por lo tanto los
vectores X ¢ y son ortogonales. Sea ( X, Jun conjunto de vectores

reales mutuamente ortogonales, esto es que, { X xJ ) = 0 para
1 ® | y normalizado mediante la condicién ( Xp X ) =1 se dice

que son vectores ortonormales.



Matrices. Introduzcamos ahora el concepto de matriz. Es una
disposicién de nimeros reales (o complejos) escritos en la forma:

u Pt By

2 et
Am |

a a a

Nl N2 NN

Se llamard una matrlz cuadrada puesto que estos son los unicos
tipos de matrices que consideraremos. Las cantidades o elementos au

se llaman los elementos de A, y el entero N es la dimensién. Los

nimeros 84 8, e B SE dice que constituyen la fila

2 |

i-ésima de A, y los au, BZJ' veay au

Multiplicaclén de Matrices.- Matriz por Vector,

) la columna j-ésima.

a v e
R TEERT i *
BZl 822 P 32“ xz
gl ol
a a « e+ A
W ez w *

Para ser estos conceptos razonables volvemos a las
transformaclones lineales de la forma

N
y = )}_‘ a, xj . 1=l 2, ., N

Matriz por Matriz,
Veamos ahora como definir el producto por una matriz por otra.
Conslderemos una segunda transformacién kineal

z = By

que convierte las componentes de y en las componentes de 2.
Para poder expresar las componentes de z en funclén de lag
componentes de x, siendo como antes y = Ax.

L ]

N
2= By Oy Y, ='zu=1bu([}:Jslals)xJ]



N N
Z = :1-: { 2o O au] X,
Si introducimos ahora una nueva matriz C = (cu) definida por

las relaciones

¢ =2 b

) e Py By MIE L2 N

Que podemos escrlbir como z = Cx,

Por lo tanto formalmente z = By = B{Ax) = (BA)x, con lo que
llegamos a definir el producto A por B, C = BA.

Matrlz Transpuesta definlremos ahora uma importante funcién
matricial de A la matriz transpuesta por medio de la relacién

t
As(an)

Las fllas de A* son las columnas de A y las filag de A son las

columnas de A%, Ejemplo:

a

TR T TR TR

a a t a a, a

A= 2 %2 % A= 12 22 32
a

B Bz Py %9 % By

Matriz simétrica: Las matrices que satisfacen la condicién

A = A" se llaman simétricas y estan caracterizadas también por la

condiclién: 8, =2,

Matrlz hermftica: Todas las propledades vitales de las
matrices simétricas tienen una anéloga {nmediata para las matrices
hermiticas, por lo tanto hay ventajas en ambos procedimientos.

La matriz hermitiana A® de A es la matriz cuadrada q* p que

se obtlene tomando el complejo conjugado de sus elementos en At ia

primera columna de A" consiste en los complejos conjugados del
primer renglon de A.



Y as( suceslvamente esto es:

<A">U=<ﬁ>u para ls15q y Ls)sp

Ejemplo. Sean A y B como se muestra, entonces At. Bt. A", BY como

se Indica:
Aa| 1 23 ‘B'[z-s:”]
263
Ata 7102 -.B‘-[z-:u s]
26
43
Ho[-1 2
A= (wat) s Hal2+ea 6| (ept:
26
43

Una matriz cuadrada A es p * q con p = ¢, se dice que es
triangular superior cuando por abajo de la dlagonal principal solo
existen ceros por lo tanto: A de p * p satisface < a >” =0 sl
[>Jparalsisp y 1s)sq.

Matriz {nversa: Dada una matrlz A existe otra matriz B
conformable con A para la operacién de producto de tal manera que

satisfaga la operaclén de producto A ® B = I. Para lo cual B = At
por lo tanto A * A" m 1, a B se le llama la matrlz Inversa de A.

Matrices unltarlas: Se plantea la posibiildad de que dada una
matriz A cualquiera exista otra matriz B, conformable con A para la
operacién de producto que satisfaga la relacién A * B = I, donde 1
es una matriz ldentidad de orden aproplado.

Definicién: Una matriz P, cuadrada p * p para la cual P P",
de tal modo que se dice PP" = PP a [ es unitarla.

Una matriz ortogonal es una matriz unitaria real P, tal que .

Plap’ y TPt



Ejemplos:

1+1 -1+1 —_ 1 1
P =12 y PZ-VZ/Zl_l

L+ L1

entonces P‘ y P2 son unitarias, y Pz también es ortogonal como lo

muestra el calculo directo: P':Pl R P:Pz , y de PIP2 observamos que
P‘. no es ortogonal porque no es real.

Ralces y vectores caracteristicos: Llamando a x al vector
cuyas componentes son X ¥ A= BIJ ) podemos escribir:

A®x=2"%x

Sabemos que una condiclén necesarla y suficlente para que
exista un vector no trivial x que satisfaga a esta relacién es que
A sea una raiz de la ecuacién caracteristica de la matriz A.

La cual se representa como una | a - MIJ | =0, 6 como se

acostumbra a escriblr | A - A 1 | = 0, a esta ecuaclén se le llama
ecuaclén caracteristica de A, Como es un polinomlo en A, la
ecuaclén posee N ralces, distintas o no, que se llaman ralces
caracteristicos o valores caracteristicos. Sl las raices son
distintas se les denomlna simples, como término opuesto a multiple.

Con mucha frecuencia tamblén se designan con el nombre de
autovalor o de valor prople, Asoclado con cada uno de los distintos
valores caracteristicos A hay una vector caracteristico
( autovector, o vector proplo ) determlnado salvo un ceeficlente de
proporcionalidad.

Vectores tinealmente dependientes y linealmente
independlentes.
Dependencla lineal: Sea Xp Xy ooy X UD conjunto de k
vectores N - dimenslonales. Sl existe un conjunto de escalares,
cl, cz, e € uno al menos los cuales es distinto de cero, con
la propledad
CX, +CX, t. +ox = 0

donde cero representa el vector nulo, decimos que los vectores son
linealmente dependlentes.



Sl no existe tal conjunto de escalares, decimos que los
vectores son linealmente independientes.

La teor(a de las matrices estard presente cada vez que se
trate de resolver sistemas de ecuaciones lneales mediante sus
matrices asocladas o matrices aumentadas se han desarrollado
métodos como el de Cramer, Gauss, Gauss-lordan etc., para la
soluclén a estos.

Dentro de la teorfa de matrices se tienen metodologfas
diferentes para trabajar con los tipos de matrices que neos son de
utilidad y obtener resultados aceptables, para segulr desarrollando
esta teorfa o para aplicarlos a los problemas que se nos presentan.

Las matrices que son de gran ayuda son las matrices de n x n.

Estas surgen en un gran numero de aplicaciones que van desde
una descripcion de costos en Economf(a hasta el andlisis del control
de un cohete que viaja en el espacio,

Las matrices de n x n con vectores caracteristicos lineaimente
independlentes pueden ser l!levados a una forma simple mediante una
transformacién de equivalencia.

Afortunadamente, las matrices dan origen a polinemlos de
diferentes valores caracteristicos. Dado que en las aplicacliones
que se¢ menclonan més adelante se obtlenen los valores
caracteristicos de estas matrices con los cuales se obtendran los
vectores caracteristicos aproplados para poder establecer la matriz
en su Forma Canénlca de Jordan,

Se describe una refacién util e interesante que es vAlida
entre dos matrices.

Matriz equivalente: Dos matrices A y B de n x n se laman
equivalentes {o semejantes) si existe una matriz invertible C de
n x n tal que
B ~¢AC m

La funcién definida por (1) que asocla a la matrliz A,la matriz
B se llama transformacién de equivalencia.

Las matrices equivalentes tienen  varlas  propledades

importantes en comin; la mayorfa de las matrices son equivalentes a
matrices diagonales.

12



Teorema 1: A y B son matrices equivalentes de n X n entonces A
y B tlenen la misma ecuaclén caracteristica y por conslguiente
tlenen los mismos valores caracteristicos.

Demostraclén: Puesto que A y B son equlvalentes.

B=C'AC y det. (B -2l)
adet (CUC-AT) = dot [ clac - cla )c]
= det [c“(A-M)c] = dat (C') det (A - AL ) det {C)

e det (C™") det (C) det { A -AL)=det (C'Chdet (A-21)
odet 1det { A= Al)mdet (A=Al)

Por 1o tanto A y B tienen la misma ecuaclon caracteristica y
los mismos valores caracteristicos.

En muchas aplicaciones es de considerable utilidad,
"Diagonalizar” una matriz A, esto es, encontrar una matriz dlagonal
equivalente A.

Para dlagonallzar una matriz nos apoy en los sigulente
teoremas:

Teorema 2 Una matriz A cuadrada de n x n (de orden n) es
dlagonalizable sl y sélo sl tlene n vectores caracteristicos
{inealmente independiente,

Demostraclén: SI A = SDS™ donde

D = diagonal (7«‘,..., An) entonces

asV . A, st Jah ean

Por lo tanto, las columnas de S son vectores caracterlsticos
de A, Pero S es no singular, y, por lo tanto, sus columnas son
11, 1 Al

4o Ind
te e:
P

En  consecuencla, A tiene n  vectores  caracteristlcos
linealmente independlentes; que son LA AR declr, se

verlfica que Av’ = A,v’. } = },...,n donde v, s diferente de 0.



Sea S la matriz n x n ¢n fa que 1a columna j-ésima sea lgual a vp
)=l n

Por Io tanto, ASY = a,s”’ =as,= sD W § s,

donde D = diagonal (xl....,an).

Pero ASY « (AS) ¥y spY = (sn) por consiguiente

(a$)™, con ) = 1,..., n, es decir, AS = SD

1] 1}

Ahora blen, las columnas de S son llnealmente independi
por lo que el rango de S es n. Por lo tanto, S es no singular. Por
consiguleate, podremos, multiplicar ambos miembros de AS = SD

por S para obtener S™'AS = SSD = D con esto hemos demostrado
que si A tlene n  vectores caracteristicos linealmente
independientes ( Vi e vn) entonces A es semejante a la diagonal

( A‘. very An). donde A) es la ralz caracteristica que
corresponda a vJ con J = l....n0
Para hallar las raices del polinomlo caracteristico

recordamos el conocido teorema del Algebra que afirma que las
ralces raclonales de un polinomlo como:

A"+ (An - 1 A" 4 .. ¢ A1AL + Ao con coeficlentes AO,..., An-n
son enteros que dividen a Ae:

2 33
Ejemplo A = [ 4 -5 3 ] Ia matriz caracteristica de A
4 -4 2

A-2 a -3
(Al ~A)= - A+5 -2
- -+ 4 A-2

DCt(Ma-A)-Aa+A2-4A-4

Por lo tanto, las Unicas ralces racionales de Aeal-aa-a
son divisores de -4, Al hacer la prueba,

1



Con 1, =1, 2, =2, 4 y -4 encontramos que -|, 2 y -2 son las
ralces si sustitulmos A = =1 en la matriz caracteristica

-3 3-3 x1
-4 4 X2y = 0
-4 4 -3 X3
Esto equivale a, -3x1 + 3x2 - Ix3 = 0
-4x1 + 4x2 - 3xa = 0

Resolvlendo este sistema de ecuaciones tenemos:

X1 = X2
x3=0

Por lo tanto ( 1, 1, O ) es un vector caracteristico que
corresponde a A = = |,

Definlcién de matriz dlagonalizable: una matriz A de n X n es
diagonalizable si existe una matriz diagonal D tal que A es
equivalente a D,

Teorema 3: una matriz A de n x n es diagonalizable si y solo

sl tlene n vectores caracteristicos llnealmente independientes, En
este caso, la matriz diagenal D equlvalente A esta dada por;

donde 7\1. Az. vy An son los valores caracterlsticos de A si C es

una matriz cuyas columnas son vectores caracteristicos linealmente
Independlentes de A, entonces:

D =c'ac

Demostracién: ~ supondremos que A tlene n  vectores

caracteristicos linealmente independientes, Ve Ve Vo {no

necesariamente diferentes).
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Entonces C es invertible puesto
Hnealmente {ndependientes.

Ahora,
By gzt Pn “u
2 Pyt P n
AC = ‘ :
B, Beec B -

que sus columpas son

I
12 in
€t " B
A CM
1)
2

o= Av! = Alvl.

De esta manera AC es la matriz cuya columna i~ésima es Avt y

)‘1"11 “tcxz
Ae Ae ...

AC = kA 2+

xncm hncnz ‘e

Ancln
Anezn

Ac
nnn



it S A0 L ..0

°u - k

» ...c 0 Az...O'
pero CD = ’ :

S Snzctt S 0 o ...hn

hc M: vl AC
niln
hzczx hzczz cre hncln

hncnl hncnl v Ancm\

De manera que AC = CD y puesto que C es Invertible podemos
muitiplicar por ambos lados de { AC = CD ) por la lzqulerda por
C"'para obtener.

D= C'AC

Esto demuestra que si A tiene n vectores caracteristicos
linealmente  Independientes, entonces A es  dlagonalizable,
Inversamente, suponga que A es diagonalizable, Esto es,

suponga que ( D = c'ac ) es valida para alguna matriz Invertible C.

Sean Vi Y e ¥ nlas columnas de C.

Entonces AC = CD e invirtlendo los argumentos anterlores
inmediatamente vemos que Avl = 7\|vl para 1=}, 2, ...,

De esta manera LR AREIR AL vectores caracterlsticos
de A y son linealmente independlentes ya que C es invertible.

Corolarlo. Sl la matrlz A de n x n tiene n valores
caracteristicos distintos, entonces A es diagonalizable.

Observacién, Sl los coeficientes reales de un polinomio de
grado n son tomados al azar, entonces, con probabllidad 1, el
polinomio tendra n raices diferentes,



Intuitivamente, no es dificil ver que sucede esto si n = 2,
por ejemplo, entonces la ecuaclén:

A% ad + b = 0 tiene raices {guales si,

a’=4b Un caso muy Improbable si a y b se escogen al azar.

Podemos escribir, por supuesto, polinomlos que tengan raices
de multlplicidad algebraica mayor que 1, pero estos polinomios son
excepcionales.

De modo que, sin tratar de ser matemiticamente preciso, es
vétldo decir que la mayor parte de los polinomios tienen raices
diferentes y, por lo visto a la mayor parte de las matrices son
diagonalizables.

Observaci6n. Puesto que existe un nimero Infinlto de formas de
escoger un vector caracteristico, existe un nimero infinito de
formas de escoger la matriz dlagenalizable C. La dnica
recomendacién es escoger los vectores caracteristicos y la matriz C
tal que se simplifiquen los calculos arltméticos, Esto significa
que se deberian inclulr tantos ceros y unos come sean posibles.

MATRICES SIMETRICAS Y DIAGONALIZABLES.

Dentro de la amplia gama de matrices dlagonallzables, existe
una cantidad de matrices simétricas que tlenen muchas propledades
importantes; se mostrara que cualquler matrlz simétrica tlene n

vectores caracteristicos reales linealmente indep es y por
consigulentes por el teorema 3, es diagonallzable,

Matrices Simétricas se dice que [a matriz A de n x n
( cuadrada ) es simétrica si A' = A.

Enunciaremos algunos Teoremas para enfatizar el uso de
matrices simétricas.

Teorema 4. Sea A una matriz simétrica real de n x n. Entonces
los valores caracteristicos de A son reales,

Demostracién: Sea « un valor caracteristico de A con vector
caracteristico w jesto es Aw = av, ahora w es un vector en C", y un

producto interno en C" que satisface.

(B, ¥} = Blx, y) y (x,8y) = B(x, y) [tY)



entonces (Aw, w) = (8w, w) = Blw, w) (2)
Més adn, con el heche de que At=4
(Aw, w) = (w, A'w) = (w, AW) = (w, Bw} = flw, w) (3)

Igualando (2) y (3) t Blw, w) = f (w, w) 4)

Pero(w, w ) = ]wlz diferente de O puesto que w es un vector
caracteristico. De esta manera podemos dividir ambos lades de (4)
entre (w, w) para obtener 8 = 8.

S| 8 =a+ b entonces § = a ~ 1b de los cual tenemos
a+1b=a b,

Lo cual es vilido dnicamente sl b = 0, esto es 8 = a por lo
tanto 8 es real.

Para matrices simétrlcas el resultado es mas "fuerte". Los
valores caracteristicos de una matriz simétrica correspondientes a
valores caracteristicos son ortogonales.

Teorema 5. Sea una matriz simétrica real de n x n, sl B| y Bz
son valores caracteristicos reales de W, ¥y w, entonces w, y w, son

ortogonales.

Demostrar Awl -w, = alwl -w, . Bl(wl -w, ) {1

t
AW W= w - AW, =W - AW=w - (ﬂzwz) = ﬁz(wl -w,) @
Igualando 1 y 2, Kl(w1 wz) = Bz (wl wz) Y puesto que #
diferente pzconclulmos que w.w, = 0.
Teorema 6. Sea A una matrlz simétrica real de n x n,

Resulta entonces que A tlene n vectores caracteristicos
ortonormales,

Este teorema nos dice que st A es simétrica entonces R" tiene

una base b = {v, V,..v} qu consiste dec vectores

caracteristicos, ortonormales de A,



Sea Q la matriz de cuyas columnas son Vio Yy e Voo
Entonces Q es una matriz ortogonal.

Defliniclén ¢ Matriz ortogonaimente diagonalizable,
Una matriz A de n x n se dice que es diagonallzable

ortogonalmente, si existe una matriz ortogonal Q tal que Q"AQ =D,

Donde D = diag.( BI'BZ' e 5") y( B‘.Bz. ey pn) son los
valores caracteristicos de A; Q es ortogonal si Qt - Q".

- Por lo tanto O‘AQ = D puede ser escrita como Q'aQ=D

Teorema 7. Sea A una matriz real de n x n. Entonces A
dlagonalizable  ortogonalmente sl y solamente sl A es
simétrica.

Demostracién ; sea A simétrica, entonces A es diagonalizable
ortogonalmente con Q ( la matriz cuya columna son los vectores
caracteristicos ortoncrmales ), Inversamente suponga que A es
diagonalizable ortogonalmente.

Entonces existe una matriz ortogonal Q tal que
O‘AQ = D, Multiplicando esta ecuaclén por la lzqulerda por Q, por
la derecha por Q‘ y utilizando el hecho de que QtQ = QQ" =1,
obtenemos A = Q DQ" entonces A" = (QDQY* = (Q")'D'Q* = QDQ" = A.
De esta manera A es simétrica y el teorema estd demostrado. Se

utilizaran los hechos (AB) = A"B‘. (A")" =AYy pteD para
cualquier diagonal D.

Sin embargo, las matrices que no son diagonalizables ( esto es
que no tienen n vectores caracteristicos linealmente
Independientes ) aparecen en ciertas aplicaclones,

En este caso ain es posible mostrar que la matriz equivalente
a otra matriz mas simple, pero la nueva matriz ya no es dlagonal y
la matriz de transformaclén C es més diflcil de obtener.

Dada una matriz cuadrada A, queremos escoger M tal que Mam
sea lo mis dlagonal posible.
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En el caso més sencillo, A tlene un conjunto completo de
vectores proplos que seran las columnas de M.

La forma de Jordan es J = M AM = A , se construye completamente
a partir de los bloque de 1 por 1 .ll =3y se alcanza el objetivo

al obtener una matriz totalmente dlagonal. En el caso méds general y
més dIficil, faltan algunos vectores proplos y es Imposible la
forma dlagonal,

La cuestién clave es: si A es alguna matriz de n x n ( matriz
cuadrada), tbajo qué condiciones toma la forma de Jordan ( I )?

¢ Cuando existira alguna M tal que MIAM = 52

Como primera condleidén, cualquier matriz simllar a A debe
compartir los mismos valores proplos. Pero esto esta leJos de ser
suficlente { la matriz dlagonal con los mismos valores praplos no
sea similar a 1 ) y nuestro obJetlvo esta realmente relaclonado con
los vectores proplos.

Para empezar reescribimos la relacién MM = J, en la forma
simple AM = MJ:

Admitimos cualquler matriz y el objetivo es hacer MAM tan
‘dlagonal como sea posible,

El resultado de este esfuerzo por dlagonalizar es la
forma de Jordan J. En el caso de que la matriz A tenga un conjunto
completo ds vectores proplos linealmente independientes, tomamos

M= Sy llegamos a J = SIAS = & ; La forma de Jordan coinclde con
la matriz dlagonal 4. Esto es Imposible para una matriz defectuosa
y por cada vector proplo que se plerda, !a forma de Jordan tendra
un | precisamente enclma de su diagonal principal.

Los valores proples deban aparecer en la diagonal misma, ya
que J es trlangular,

Los valores proplos distintos pueden separarse como en el caso
diagonal; s6lo A repetlda puede requerir o no una entrada fuera
de la diagonal J.

Teorema 7. S| A una matriz tiene S vectores propios

linealmente Independientes entonces es simllar a una matrlz que
estd en la forma de Jordan especlal.
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I

J=M'AM =

Ju

Cada bloque de Jordan Ji es una matrlz trlangular con un sélo
valor proplo y un solo vector propio.

El mismo valor proplo At puede aparecer en varlos bloques sl
corresponde a varlos vectores propios independientes. Dos matrices
son similares si y solo sl tienen la misma forma de Sordan (J.).

FORMA DE SCHUR
Teorema 8. {forma y descomposlclén de Schur).

Sea A, una matriz cuadrada p x p.
a) A es unitariamente semejante a una matrlz triangular

superior T = P'AP con P unitarla y con los elgenvalores de A
( repetidos de acuerde a sus muitiplicidades algebraicas ) en la
dlagonal principal de T.

Se llama a T una forma de Schur de A y a la descomposiclén de
A= PTP" uma descomposicién de Schur de A.

b) SI A y sus elgenvalores son reales, entonces se puede
considerar a P como real y por lo tanto ortogonal.

Demostracion: las dos partes del Teorema son claramente
clertas para p = 1. Se procedera por inducclén, suponlendo que el
teorema ¢s vélido para p = k y se buscar4 comprobarlo para p = k!

Supongamos entonces que A es {k + 1) * (k + L),

Sea At un eigenvalor de A asociado al eigenvector Xi
normalizado, de modo que ||x2||z = §; SI A y A son reales;



entonces sera posible tomar a X, como real. Ya que {xl} se puede

extender para formar una base para M s R sX, es real ) y
entonces usar el proceso de Gram-Schmidt para producir de {x } una
base ortonormal;

hay un conjunto de vectores ( reales sl x, es real } LANA

tal que { Xy Wonnn W } ¢s ortogonal, Entonces la matriz

u =[ XKW Wy W, ] = [ x, w] es unitaria
( ortogonal si x, s real )

Se calcula ahora A' = UMAU:

ot o] [
oot 21

Porque ||xl| |2 = 1 y porque w"xl = 0 debldo que U es unitaria.

Como A‘ es semejante @ A, los elgenvalores de A y A son
{dénticos, incluyendo sus multiplicidades.

Desarrollando det ( A-a1) respecto a sus primera columna, se
ve que el polinomlo caracteristico de A" es jgual a 7«. - A veces

por el de C; de este modo los eigenvalores de A, ademds de Al.



son Justamente los de C, Pero Cde k "k { y real, si A y Al lo

son ), por lo tanto es valida la hipotesis Inductiva y serd posible
encentrar una U unitaria (ortogonal si A y sus eigenvalores son

reales), de modo que Vicy = 1" stendo T triangular superior con
los eigenvalores de C y por lo tanto de A es su diagonal principal.

Si ahora se deflne P como,

At b"v]

l-"==U[l 0},entoncesP"AP=[ o T

oV

La cual tiene {a forma aproplada y de este modo demuestra que
la hipotesls inductiva es valida para p = k + 1. Por lo tanto es
verdadera para toda p.

Este es un teorema de existencla, el cual dlce, sin embargo,
que T se calcule facilmente; en la practica, es necesario conocer
los elgenvalor para obtener T,

Teorema 9, { FORMA DIAGONAL )

Una matriz A, p x p, es normal ( por ejemplo simétrica real,
hermitiana o unitaria ) sl y solo si A es unitarlamente semejante a

una matriz { forma de Schur ) dlagonal D = P"AP. en donde P es
unitaria y D es dlagonal con los eigenvalores de A ( repetidos de
acuerdo a sus multlplicldades algebralcas ) en la diagonal principal
de D; Si A y sus elgenvalores son reales, entonces P se puede
considerar como real y por lo tanto ortogonal.

Demostracién ( forma dlagonal => normal ). Si existe P unitaria
tal que PP =D dlagonal, entonces clertamente A es normal porgue

las matrlces diagonales conmutan:
A% = (poe™" (pDPY) = pD" £* pOP" = PD" DP" = POD" P"
= pop p0" P = (poP"iPDP™)" = AR
Demostraclén ( normal => forma diagonal ), Suponga que es normal,
y sea T una forma de Schur, donde Pap=T , T también es normal:

™r = (P'aP)p%ap) = P'A"AP = P'AA"P = (PHAPYP'ARY =TIV
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Como se necesitaba, Sl tl) es <D” se tiene que t” =0 para

17}, Como ’1'1‘H - T“T. sus clementos (1,1) son !guales se tlene

2 2 2
entonces <I'I‘">“= L R LR R f, |

1gualando las dos expreslones y restando el término comin

2 2
[t“| de cada lado, nos da ‘tl,lﬂ! 4 |tlp| =

2
= ltnl ot |t‘_“|2 para toda 1, Si se hace | = 1 en esta

igualdad, se obtendrd O en el lado derecho ya que no tiene término;
entonces en el lado izquierdo ‘12 = tn = ., = v.|p = 0.

entonces s¢ hace | = 2, se obtendra |tl|z del lado derecho, que es

igual a cero; entonces "2: st = “'tzp a 0. Continuando de este

24
modo se demuestra, que en efecto, T es diagonal, y asl se podra
considerar D = T,

FORMA DE JORDAN

Una forma especlal a la que se puede reduclr toda matriz
mediante una transformacién de semelanza se desarrolla en ‘tres
etapas: la forma de Schur, la forma diagonal en bloques
triangulares superiores y finalmente la forma de Jordan { en casos
seniclllos es poslble obtener esta forma directamente ) en lugar de
hacerlo atravez de las tres etapas.

I.- Formas dlagonales en bloques trlangulares superiores supongase
que A es p X p se sabe que A es ortogonalmente semejante a su forma
de Schur T: una matrlz trlangular superlor con los eigenvalores de
A en su diagonal principal. Por el modo en que se contruyo T para
la forma de Schur, es claro que se puede construlr T de tal modo
que cada elgenvalor distinto A1 se replta { m veces ) en
posiciones consecutivas a lo largo de la diagonal principal de T.

Para alcanzar la segunda etapa en el desarrollo de la forma de
Jordan se demostrara que T a su vez, es semejante a otra matriz
trlangular superior con la misma estructura y con la propledad
adicional de ser diagonal en bloques: se llamara la forma diagonal
en bloques trlangulares superiores.



Lema { forma diagonal en blogues triangulares superiores )
suponga que T es triangular superior y que ademas, tiene la forma

Tu le' s Tl-

T= 0 T‘zz"'TZ-

o 0... Tll
en donde cada T" es mi x m y triangular superior con todos los
elementos en la diagonal principal de Tu iguales a Al y las Al
distintas para 1 S § 5 s,

Entonces, T es semejante a una matrlz diagonal en bloques
tringulares superiores

V. o... 0
Ve 0 Vz"' 0
0 0... V

En donde cada vi es mi x m y trlangular superior; todos los
elementos de la dlagonal principal de vi son iguales a A, y desde
luego las At son distintas.

Demostracién. La Idea basica es usar transformaciones de
semejanza basadas en las matrices elementales Ey ( ¢ ) recordando
que Ei) ( ¢ ) es no singular y que su inversa es Igual a Ey (-c ).
Suponga que 1| < j y considere la transformacién de semejanza,
Eylc)TEfc) =T,
Esta reemplaza el elemento { 1,) } de T por
<Dy + ¢ [ <o - <> )
y por lo demis, sélo modifica a los elementos en el i-ésimo renglén
( a la derecha del elemento { 1,) )) y en la j-ésima columna

( arriba de ese elemento ).

Sl se escogen a 1 y j para que correspondan a renglones en
distintos bloques Tmm y Tnn entonces <T>it = <T>)j = Am = An 2 0.
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Por lo tanto, es posible escoger a ¢ = «<>1y / (Am = An ) ¥
el elemento { 1, j ) de la matriz semejante T' sera igual a cero.

Se puede hacer una sucesidn de tales transformaciones de
semejanza que reemplace los bloques

Te-1,8, To~2, s, To=3, 8, ... , T1z, Ti3, ..., Tis

en ese orden por bloques cero { siguiendo de abajo hacla arriba y
de izqulerda a derecha dentro de cada bloque ), Esto da v.

Recordando que la diagonal principal de cada vi tiene todos
los elementos iguales a Al : <vi>kk = Al para toda k.

Es posible demostrar que cada una de estas matrlces vt es
semejante a una matriz diagonal en bloque triangulares superiores
J1, cada uno de cuyos bloques es un bloque de Jordan J{ A1 ).

Definlcién un bloque de Jordan en una matriz cuadrada
triangular superior J( A ) tal que:

a) Todos sus elementos en la diagonal princlpal son jguales a
At <J( A Puo= A,

b) Todos sus elementos en la primera sobre la dlagonal son

iguales a I <J( A ))I,NI- 1

c) Todos los demds elementos son iguales a cero.
De este modo

Ya que la combinaclén de semejanzas sucesivas también es una
semejanza, las transformaclones de A a T, de T a v y después a
bloques de Jordan se pusden expresar como una sola transformacién
de semejanza.

Teorema {0 (forma de Jordan), Toda matriz A de p x p, qué es
semejante a una matriz J en la forma de Jordan.

J=Q'AQ, y A = Qg con
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2 0... ©
Q=] 0 ... 0]=1

0 0... W

En donde cada Jr es un bloque de Jordan nr X
o= o+ .. + i oes lgual a la suma de las multiplicldades
geometricas de los diferentes eigenvalores de A, El mismo
elgenvalor diferente puede estar en distintos bloques de Jordan Jr,
pero el nimero total de bloques con ese elgenvalor es igual a su
multiplicidad geometrica i, mientras que el nimero total de
elementos en la diagonal princlpal con ese eigenvalor es igual a su
multiplicidad algebralca mi. Los nimeros nr y el nimero total de
bloques quedan determinados univocamente por A.

Este es un teorema de existencia: no se da ningin método para
encontrar J en la practica; sin embargo, la misma existencia de una
J en su forma especlal permite su calculo .

Ya que Q"AQ = J, se tiene que AQ = QJ. Escriblendo Q en
términos de sus columnas como

Q= lq1 q, qpl
Se ve que AQ = QJ es equivalente a AqI = hql + V‘q‘-l, en

donde A es el eigenvalor en el bloque de Jordan que afecta a qi, y
vi es igual a cero o a 1. De manera mis precisa, ya que las Jr son
nr X nr, las columnas de Q afectadas por el bloque de Jr en el
producto QJ = AQ.

Son exactamente las nr numeradas.
N1+ N2+ .. 4n0r-1 hastant + N2 + ... + on.

Por convenlencla, se d 4n esas col de Q como
v, ...,V

Resulta entonces de AQ = QJ que
® Avrl = Avrr y Avr) = Arvr) para ) = 2, ..., nr en donde vr) es la

columna de Q numerada de m + ... +# nr - 1 + } y donde
Q.‘AQ =) y AQ = QJ en donde el r-ésimo bloque de Jordan de J es

nr X nir.
La observacién cruclal es que (*) slgnifica que vrt es un

cigenvector de A; por lo tanto se encuentran los elgenvectores vri
y después se les usa para ayudar a encontrar las vr) restantes.
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Se tlene dos bases de un espacio vectorial V de dimenslén
finita sobre F y una transformacién lineal T en V, entonces las
matrices de T con respecto a las bases A y B estan relacionadas de
una manera muy precisa a saber,

B = C'AC, en donde C es la matriz de transiclén,
Esto condujo a establecer que dos matrices A y B son
equivalentes o semejantes si para cierta matriz invertible C,

B = C'AC,

La equivalencia de A y B se denota escriblendo A & B. Se
apreclo que esta relacién de equivalencla es muy parecida a la
igualdad es decir:

L-A%A
2,- Ao BimplicaBaA
3-AByBadoClmplicaAsC

4

Esta tres propledades nos luego a deflnir la clase de

ivalencla de A mediante

AlA)={BeMlF)B&A}

y se descubre que dos equivalenclas dadas o son Iguales o bien
carecen de elementos en comidn, Surge ahora la pregunta: dada una
clase cl(A) gexisten en ella matrices particulares que indiquen si
clerta matriz B pertenece a cl{A)?. Tales matrices particulares
reclben el nombre de formas canénicas. Hay varios tlpos de formas
canonicas; se aludira a una de ellas conocida como la forma
canonica de Jordan.

Puesto que se necesitan las rafces caracterlsticas de todas
las matrices, se trabaja en Mn { C } en vez de Mal R ). Sin embargo,
para simplificar la notacién se utilizardn aqul 1llterales latinas
en lugar de grlegas para representar niimeros complejos.

Se sefiald que sl T pertenece a Mn( C ), entonces para cierta
matriz invertible C,
at ... "
c're= | .
[s] an
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0 sea, C'TC es trlangular superlor. Es posible precisar ain més la

naturaleza de CTC. En deflnitiva se pondra de manlifiesto que T es
equivalente a una matriz candnica de Jordan. en el sentido de la.

Definlcién, Una matriz canénica de Jordan es una matriz de
nxn

anb,..0
‘' bat
[} *an

tal que para cada s, | S s S n - |, se tiene que bs = 0 o blen
bi=1yas=as

De ahl que una matriz canénica de Jordan es una matriz de n X n
cuyos elementos distintos de cero estan contenldos en la diagonal y
en la supradiagonal de modo tal que los componentes diagonales son
[guales en bloques para los cuales los componentes supradiagonales
son equivalentes a 1,

Por cjemplo, el primer bloque de componentes diagonales

iguales es a1 = a2 = ,,, = ak, en donde br = | para | S r S k-l y
bk = 0 o blen k = n por lo cual es el bloque de k x k

en donde a » arparalsr s k.
Tomese los bloques A1, . . . , Ae de componentes dlagonales

Iguales de una matriz candnica de Jordan A, y sean I, . ., . Ik las
matrices identidad del tamafio correspondientes. Entonces
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At = Lot { | =@l + Nien donde
1] " ai
al...0 o1l..,.0
ath = .'. . v Ni= ‘.". .
o ' a 0 i 0
Se puede intercambiar las posicl de dos bloques diferentes

Ar y As y la matriz resultante permanecera en la misma clase de
equivalencia.

Para obtener una matriz de Jordan (J) de una matriz general T
a otras muy partlculares, se efectuan una serie de reducclones,
El primer paso consiste en encontrar una matriz Invertible
C & Mn (C) tal que

c"'rc=[3‘ 23]

En donde cada bloque A: es una matriz triangular superior que
posee unicamente una ralz caracteristica a1 {( } s 1 s k ), Esto
significa que Ja matriz Nt = A1 - al es nulipotente, es decir
Ni™ = O para algin m. Entonces solo es menester hallar
matrices invertibles Di | de tipo aproplado ) tales que la matriz

Y presentan la forma deseada para todo 1 ya que

o' o FYR Y oAby o

o oY Lo A 0 D o Ot Adx

tiene dicha forma, Si Di'NiDy posee la forma deseada entonces
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Df'mm también la posee pues las dos estan estrechamente
relacionadas:

Di"AD = DI N1+ ail D1 = DUNID + at

Cuando se aborda este aspecto comienza la parte central del
razonamiento.

Segin se menclona todo esto no es facil pero tiene su
recompensa en primer lugar se vera como la forma canénica de Jordan

permite resolver un sistema ke de ecuaci difenciales
lneales de un modo elegante y eficlente.

Se sustituyen las raices caracteristicas en fa ecuacién
( AAl ) = O de esta manera se encuentran los vectores
caracteristicos correspondientes con los cuales se obtiene la
matriz Q. A la cual se le obtlene su inversa para despues realizar
el producto Q"AQ = J as| obtenemos la matriz de Jordan.

Ejemplos para obtener una matriz de Jordan

f.- Reduzca a la forma de Jordan la matriz

010
A= [0 O |
6 -1

-4

Obtenemos el determinante de ( A - Al } = 0,

01.0 A 00 -l 0 a1 o]
0o 1{=-]0AO0faf0 =A i = |0 -A 1 =0
6 -1 -4 00 A 6 -1-4-2 6 -1 -4 -2

del determinante ( A-AI ) = O obtenemes el polinomio caracteristico

A% a2 - A+ 6 = 0 el cual factorizamos de la sigulente manera
(XA=-1) -2-2)2AA+3)=0yaquepor el teorema fundamental
del algebra para las ralces de los polinomlos; tenemos que las
posibles soluclones para este polinomio es 1, 2, 3.

Por lo tanto podemos establecer que: A - | = O Implica que A =
1; -A - 2 = 0 eso Implicaque A =-2; A +3 =0

Sustituyendo cada uno de los valores de A en la matriz:.
(A=A )X=0
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Sustituimos a A1 = |

-1 1 0 X1
(A=-AI)x=0esoimplica |0 -1 1 x2] = {0}
6 -1 -5 X3
de este producto se obtiene el vector caracteristico x1 = [1 1 1]t

Sustitulmos a Az = -2

21 0 X1
(A-2Ad)x=0esoimplica | 0 2 | xz] =[ 0]
6 -1 -2 X3

de este producto se obtiene el vector caracteristico x2 = (i -2 4

Se sustituye A3 = -3

31 0 x1
(A=2alx=0esolmplica G 3 1 x2| =[0]
6 -1 «1 X3

de este producto se obtlene el vector caracteristico xa = (1 -3 9t
con los vectores X1, X2 ¥ X3 obtenemos la matrlz siguiente,

111
[l -2 -3 ] = Q obtenemos la Inversa de esta matrlz,
1 49

1 -67/100 -33/100

o 1/2  42/100 8/100
Q=
~1/2 1/4 174

De esta manera obtenemos Q™AQ = J.

172 42100 8/100 010 111 t 00
1 -67/100 -33/100{ { O O ) 1-2-3]=0-2 0
=1/2 1/4 174 6 -1 -4 149 0 0-3



CAPITULO 2
ECUACIONES LINEALES DE ORDEN SUPERIOR
Una ecuaci6n diferenclal lineal n~ésimo orden es una ecuacién
de la forma:
dn dn-l
+ Pilx) i Pa-1 {x)
dx dx" dx

Polx) + Palx)y = G{x) (1)

Supondremos, a menos que se indique otra cosa, que las
funciones Po,...,Pn, ¥y G son funclones continuas de valores reales
sobre algin Intervalo o ¢ x < 8 y que Po no es igual a cero en
parte alguna del Intervalo,

St dividimos entonces la ecuaclén (1) entre Po(x) obtendremos:
[ ]

d* ™ dy

—+ Rilx) T et Pa-1(x) ~ + Pn(x)Y = g(x) (2)
dx ax"" dx

donde se Introduce el operador diferencial Lineal L.

LiYl =

Ya que en el desarrollo de la teorfa de las ecuaclones
diferenclales lineales es atil introducir la notaclén de operadores
diferenclales. Sean  Po,..,Pn funciones contlnuas sobre un
Intervalo ablerto « < x < 8,

Entonces para cualquier funcién & que tlene n-ésimo derivada
sobre « < x < B, definimos el operador diferenclal L. por la
ecuaci6n:

Lol =a"+Pit™ » .. +Pn o (3

Note que L (9] también es una funcién sobre a < x < f; de
hecho el propio L, puede considerarse a la vez, funciones de una
sola varlable real.

El operador L a menudo se escribe como:

L=D"+PD"™ +PD" 4 .., + PD (4
donde D es el operador derivada.

El valor de la funcién LI¢] en el punto X es;

L (8)x) = 8%x) + Prix}" M(x) + ... + Palx) 8(x), (5)

34



Trataremos primero la ecuacién fineal homogenea de n-ésimo
orden,

L [#)(x} = ¢"(x) + Palx) + Pi(x) " (x) + ... + Palx) ¢ (x) = O (6)
donde considerando que las funciones Pilx},..., Pa{x) son continuas
sobre el Intervalo @ < x ¢ B8, recordemos que se acostumbra usar e}
simbolo Y para denotar a ¢ (x) por lo tanto se escribira a menudo:

dn dn-ly dy
L [Y) & —— + Pix) t. +Pilx)—+Pr(x}Y=0 (7)
dx” dx

dxn-l

Enfatizamos que L [#) que estd dado en la ecuacién (3) es una
funcién, mientras que L[Y] como esta dado en la ecuaclén (7), es el
valor de la funcién L[&] en el punto (x).

Notaremos primero que en virtud de que la ecuacién (2)
contiene & la e-nésima derivada de Y con respecto a X, se puede
decir que se requerirdn (n) Integraciones para resolver la ecuaclén
(2). Cada wuna de estas Integraciones Introduce una constante
arbitrarfa,

Por lo tanto, podemos esperar que para obtener una soluclén
dnica es necesario especificar {n) condiclones inlclales digemos:

Y(xo) = Yo, Y'(xo) = Yo',y Y(n.l)(xo) = Yo("-l) (8)

donde xo puede ser cualquler punto en el intervalo &« < x < 8 y

Yo, Yo a0 Yg-‘ es cualquler conjunto de constantes reales
especificadas. Que tal soluclén existe y que es unica esto lo
asegura el siguiente teorema:

Teorema | de Exlistencla y Unicidad.
Si las funciones Pi, P2,... Pn y g son continuas sobre el
intervalo ablerto « < x < f, entonces existe una y solo una funcién
Y = & (x) que satlsface:
flxy y. ¥y ) =g
dl\y dn‘ly dy

ot P: (x) 0t Pn-1 {X) — + Pn {x)Y = g (x)
dx dx dx

L [x]
sobre el Intervalo « ¢ x < B y las condiclones iniclales
especificadas.

Y (xo) = Yo, Y'lxo) » Y'o,...,¥"V(xe) = Yo"V

35



Teorema 2 de Existencla. Sea { una funclén continua de
variable real, definida en el rectanguio

R:]x-x°|5a,|y-y°|sb(a.b.>0),
ysea | f(x, ¥y) | SMpara toda ( X,y ) enR.

Ademds supongamos que f satisface una condiclén de Lipschitz
en R, cuya constante es K. Entonces las aproximaciones sucesivas:

QIx) =Y ,Q, Ux)=Y +fX £t 0 N
converge en el intervalo (K = 0, 1, 2, ...),
Tf{x-x | <a=mn{a b/M)}
a una soluclén Q del problema con valor Inicial:
Y‘-r(x.y),y(xo)-vo
Prueba del Teorema:
a) Convergencla de { & (x) ). La clave para demostrar este

teorema es la observacion de que ®x puede escribirse de la
s{gulente manera:

S = Qo ¢+ (01 - Qo) + (@2 - 1) ¢+ ... + (x - Gx-t), ¥ en
consecuencia, Oy(x) es una suma parclal de la serie:

L]
®olx) +L [9x)-0¢,  (x)] 1}
poy

Por lo tanto demostrar que la secuencia { dx(x) } converge es
igual a demostrar que (1} es convergente. Para demostrar esto

dltimo necesitamos estimar los términos Op(x) -, (x) de (1)
ademads todas las funciones & o existen como funclones continuas en |

y (%, Op(x) esta R para x en I, de la misma manera:

alx) = Balx) | =M [x - Xof (2)
para x en L

Escribiendo las relaciones que definen &2 y &1 y restandolas
entre si, obtenemos.

&2(x) - 01 (x) = .r:elr (6,6(1)) - £ (¢, ®o (1)) dt.
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por consigulente:

[#20) = @1 ()] = (47 17 (68,00 - (4 o (1)) di]

y dado que f satisface la condicién de Lipschitz.

* La condiclén de Lipschitz sea [ una funcién definlda para (x,y )
en un conjunto S, decimos que f satlsface una condiclén de

Llpschitz en S, si exlste una constante K > 0 tal que

JrCayp-ftixy )| sK]y -y,]

paratoda(x,y‘),(x.yz)ens.

La constante K se llama constante de Lipschitz. Si  es

continua y satisface esta condicién en el rectangulo R.

Entonces las aproxlmaclones sucesivas converge a una solucién

del probiema con valor iniclal en el intervalo cerrado
| %= xol Sa

] flx,31) = flx, y2)| S« [ Yo = Yz |

tenemos que:
| 8200 - &ix)} 5w | ST ) aul0) - ®olo) | dt |

Usando 2, obtenemos:

(x - )(e)2
[ 2x) = dalx) | s M) ST (¢ - x0) dt] = M -
Asl, sl x = %0
(x - x0)?
| #20x) - @) | 5 WM T (& - Xoldt = WM
° 2

El mismo resultado es vélldo para el caso en que x S Xo.

Necesitamos demostrar por induccién que:

P-1 P
Me Tx - Xol
| 8,0 -8, f s I

(3)

Ya hemos visto que esta igualdad es vdlida parap =1y p = 2,

Supongamos que X 5 Xo. Supongamos que 3 es vallda para p = m,

Usando la definicién de ¢m+1 y dm, obtenemos.
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0 (K} =& (x) = J¥ (R0 () - f0_ (e)ldt
y asl,

(@, =@ (] s £, | fue (1) - (9 ()dt

Usando la condiclén de Lipschitz, obtendremos.

(¢ %) -8 ()] sk[ |6 (-8 (0]

Dado que hemos supuesto (3) es villda para p = m, ello da
lugar a lo sigulente;

" - K®| % - xo|™
| L ¢ (x) s-;-—l_l‘:a | t-x |"dte -—(;1 o
Esto es precisamente (3) con p = m + I, y, en consecuencla,
(3) es vAllda para p = 1, 2, ..., por el principlo de induccién
matemética.
De {3) se slgue que la serle Infinita,
L)
Oo(x) + )E.ll@p(x) - Op_l(x)l [3¥]
es absolutamente convergente en I, esto es, que la serie.
[
|0°(x) + );"! Op (x) - Op_l(x) H 4)

es convergente en 1. Méds todavia, puede observarse que

M KP|x = xof®
|- (] s == =

lo cual demuestra que el p-ésimo término de la serie dada en (4) es
menor ¢ igual que M/K veces el p-ésimo término del desarrollo en

serie de potencia de ek|x-xo|. Dado que ésta dltima serie es

convergente, entonces la serle (4) es convergente para x e I Esto
implica que la serie (1} es convergente en I.

Por consiguiente, la k-ésima suma parcial de (1), que es
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precisamente @k(x), tlende a un limite #{x) cuando k » w , para
cada x en 1.
b) Propledades del limite ¢, Esta funclén limite es una solucién en
1 para nuestro problema. Primero, vamos a demostrar que & es
continua en 1. Esto puede hacerse de la siguiente manera.
St x, x, estdn en I,
1" 2
1
[ o, k) - g )| = | o fl, e thde | sM|x-x, |
lo cual implica, haclende que k =+ .
fox)-@ ) [ sM|x -x | (s)
Esto demuestra que cuando xz + x‘.
G(xz) + ¢ (x‘) esto es, que ¢ es continua en L
También sustituyendo en (5) X, =X, X, = Xo, obtenemos.
o) -yo | sM| x~x% |, (xenl),
lo cual Impiica que los puntos (x, & (x));
estan en R para toda x en I
c) Estimacién de |8 (x} - Ok(x)|. Vamos a estimar ahora

| olx) - o x |

Tenemos

L]
dix)=e¢(x)L (& (0)-¢ (x)]
o P p-1

x
o, () =¢ )+ L (op (x) - op_‘(x)]
pul

Por conslguiente, usando la desigualdad (3),vemos que:

0
ox)-0(x) | =] (& (x)-¢ (x)}
lota - 000 | =1 T 16, 00 - &, co
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«
=T 6 (x}-& (x)
pukﬂl 4 S

M a)*! o (xa)f
g —
k {k+1)t p=0 P!
M)
a—— M (6)
k (x+ 1)

Haclendo €. [(3 ¢)m/(k+1)l. vemos que ¢ -+ O cuando k 4 m,

yag es el término general del desarrollo en serie de ¢, Segin

esto (6) puede escribirse en términes de € de la sigulente manera:

M
| @ (x) - 8(x} ] s — %, (4 0,k » @) m
3 K k

d) El limlte ¢ es una solucién. Para terminar la demostraclén,
necesitamos comprobar que;
& (x) = Yo+ [ £l 01Dt (®
para toda x en I. El mlembro derecho de (8) tlene sentido, siempre
y cuando ¢ sea continua en I, y f sea continua en R; asi que la

funcién F dada por F(t) = f (t, ®(t)) es continua en I. Ahora:

o,,,x) = Yo+ £ty @ (0,

L (x} + & (x), cvando k + w .
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Por consigulente, para demostrar la ecuaclén (8), necesitamos
comprobar que para cada x en 1 s& cumple lo sigulente:

Fel, o (0N 4 T £l ke, (K < w) (9
X0 k X0

Tenemos
(2, e = % rie ()]

s 7L fetd] | s« | g7 fot) - ¢ lu)]dy] (10

Vallendonos del hecho de que f satlsface una condicién de
Lipschitz. La estlmaclén dada por {7). Ahora puede sustituirse en
(10} para obtener:

[, £l $dt - 5 12,8 (0dt] s M, |x - xof

Expresién que tiende a cero cuando k -+ «, para cada x en L
Ast queda demostrada la condicién (9} y en consecuencla, el hecho
de que & satisface la ecuacién (8). Con esto queda completa la
demostracion del teorema de existencia,

De acuerdo a las hipotesis dadas en el teorema de existencia
(1), podemos demostrar que la soluclén obtenida aqui es la tnica
que satisface en 1 el problema con valor inicial. El método para
demostrarlo puede adaptarse para obtener Informaclén adicional de
importancia en relacién con las aproximaciones a soluciones,

Supo! que t dos probl con valeres Iniciales:
y = f(x,y), ylxo) = ¥y (11
y
¥ o= alxyl, ylxo) =y, (12)

donde f, g, son ambas funciones continuas de varlable real,
definldas en:

Rfx-X|=sa |y-y] sb(ab>0],

y (xo. yl). (xo. yz) son puntos que estan en R, Vamos a demostrar

que st g es proximo a f, y Y, e proximo a Yy entonces toda

solucién ¢ de (12) que esté definida en un intervalo 1 que
contenga 8 Xo, 5¢ aproxima en | a una soluclén ¢ de (1),
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Supongamos que existen ciertas constantes no negativas €,d,
tales que:

| fley) ~ g (x93} se [lxylenR ] (13

¥y
FARSARE (14)

Entonces tenemos el siguiente resuitado.

Teorama 3 Sean f, g, funciones contlnuas en R y supongamos que
f satisface aqui una condicién de Lipschitz, cuya constante de
Lipschitz es XK. Sean & ¢ soluclones de (I} y (12),
respectivamente, en un intervalo 1 que tenga a xo, tales que sus
gréficas esten contenidas en R.

SI valen las desigualdades (13) y {14), entonces:
ktx-xol

€
+— (e -1) (15)
k

10 (x) -y (x}} s sel el

para todo x en I.
En fa Gltima desigualdad (15) si hacemos g = f y .yo =y =y,
vemos que en este caso podemos escoger £ = 0, & = 0, y entonces
Tenemos

Corolario. 1. (Teorema de Unicldad). Sea f continua y tal que
satlsfaga una condicién de Lipschitz.

Si ® y ¢ son dos soluciones de

¥ = f(x,y) , yixo) = Yo,

Definidas en un intervalo 1 que contenga a Xo, entonces
& (x) = {x) para todo x en I.

Observece que para garantizar la unicidad es necesario imponer a
f una restricclén adicional a la continuidad. El problema de
valores iniclales.

Por (intuicién puede verse que si tenemos una secuencla de
funciones g ° f defintdas en R, y una secuencia ¥, Yo podemos
esperar que las soluclones gl/k de

v =g k), yixe) =y, (16}
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tiendan a la solucién ¢ de;
y'= f{x,y) y(%) = yo amn
esta es una consecuencia directa de {15) supongamos que las g, son
continuas en R y que existen ciertas constantes ck tales que
| flz.e) - g (x,9) | = €, (toda (x,¥) en R) 18

y otras constantes 5\( tales que
| ¥, " ¥ |'s 6“.

donde £ ¥v8, tienden a O cuando k + o aplicando (15) obtenemos,
Corolario 2 Sea f continua y tal que satisfaga una condicién

de Lipschitz en R
Supongamos que las gn“ = 1, 2,...) son continuas en R y ademds

satisfacen (18) para clertas constantes,
€’ 0, {x » w) y, hagamos que Yt Yo (k +» m).
si wkes una soluclén de {16) definida en un Intervalo 1 que
contenga a Xo ¥ & es la solucién de (17) en 1, entonces Ulkb() + &{x)
enl
Demostracién del Teorema 2
De acuerdo con {11} y (12)

Vemos que

P =y + r;u £l & (Dt
Vi =y, J‘:o g (1, ¢ ()t

y en consecuencla,

S -y x)my -y, ¢ S ew) - gy ld

LR R A R R A OB IR N U RO
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00w - g g N
Apllcando (13) y (14) y el hechc de que f satisface
una condicién de Lipschitz, cuya constantes K, obtenemos, para
X Z X
[ ) - v 0] $8+K 7 [0 -¢ W] dt+elx-xl 09
SEE(R = |80 -y |dt
Vemos que {18) puede escribirse de la siguiente manera:
E' (%) -KE(x)S 8 +e (x- x0) (20)
Esta es una desigualdad diferencial de primer orden que

podemos ‘“resolver” las ecuaclones diferenciales lineales de primer
orden.

Multiplicando (20) por ¥
obtenemos, después de sustltulr x por t, lo sigulente:

[ o Klt-x0) o P () 5 8 FVEN 4 gy o xo)e KR

Integrando desde xo hasta x obtenemos *

8
e.l(l-xo) E(X)s=—1(1- ex(x-xn)]
K
e K(x=xa}
+ = [Klx - %o} = L& + '
K? 2

Multiplicando ambos miembros de ésta desigualdad por ghlxxel

Hallamos que:

K(x-xo) _ 11 K(x-x0)

[} € €
Elx) s — [e "‘—le(x-Xo)*l]*—;B
K K

y sustituyendo esto en (19) obtenemos finalmente,

X(x~xo} X{x=xo)_ 1}

e
+ — [e

|@x) -y (x)| s8¢
K
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Que es preclsamente la desigualdad 15 para x = Xo. Una
demostracién. similar es valida para el caso en que X = xo

1
* observece que st ces mo; ft et = - {ct - e
c

También se emplea el hecho de que E (xo) = O

Notemos que s! las funciones Py, Pz2,..,Pn son constantes,
realmente contrulremos la solucién de la ecuacién.

"y "y dy v
Liyl= + Pilx) purnly Pn-t (x) == + Pa{x) y = g(x)
dx dx dx

Que satisfaga las condiciones iniclales.
Y (Xl = Yo, Y'(%o} = Yoo,..., Y"M(Xo) = YoV

Discutiremos primero el problema de resolver la ecuaclén
homogenea ¢ complementaria.

T 4 B Y L kP K Y P Y= 0

Teorema 1
® Teorfa general de las ecuaclones lineales de n-ésimo orden.

Si las funciones Y1, Yz,... ¥Yn son soluciones de la ecuacién
diferencial lineal homogenea de n-ésimo orden.

Livi=Y"ep Y™ e Py =0 @1
Se deduce por calculo directo, que la combinacién lineal.
Y=C Y1 (x) +Cz Y2(x) +... #Cn Yn (x) (22)

donde Ci,...,Cn son constantes arbitrarias, también es una solucién
de (21).

Es légico preguntarse si toda soluclén de la ecuacion (21)
puede expresarse como una combinaci6n lineal de Y1, Yz,...,Yn. Esto
ser4 clerto sl, Independientemente de las condiclones Iniciales.

(n-1) -1)

Y (xo = Yo, Y'(xo) = Yorery Y™ ixo) = ¥a™ (23)

Que se especifiquen, es posible elegir las constantes
Cty.,Cn de tal manera que la combinacién lineal (22) satisfaga
tas condiclones iniciales.
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Especificamente, para cualquier eleccién del punto xo en :
« < x < B y para cualquier eleccién de,

Yo,Yo', Yo, «y Y debe ser

posible determinar Ci,...,Cn de tal manera que lag ecuaciones:

CiY1 (xo) + ... %+ Ca¥n (%o} = Yo
C1Y' (Xo) +... #+CnY'n {Xo) = Yo
. (24)

QY™ xod + ... +Cn Y (x0) = ¥

se satisfagan. Las ecuaclones (24) pueden resolverse siempre para
las constantes Ci, C2,...Cn que el determinante de los
coeficlentes no se anule por otra parte, sl éste determinante se

anula , slempre se puede escoger valores de Yu.Y'o,....Y-‘»"'"

que las ecuaciones {24) no tengan una soluclén.

tales

Por lo tanto, una condicién necesarla y suficlente para la
existencia de wuna solucién de las ecuaclones (24) para valores

(n-1}

arbitrarles de Yo,Y's,Y",...,Yo es que el wronskiano

Y1 Y2 we Yn
W (Y1, Y2,...Yn) = Y Y2 .. Y (25)

Yl(n-l) Yz(n-l) " Yn(n-l)

no se anule en X = Xo

Supuesto que Xo puede ser cualquler punto en el Intervalo
®& ¢ X < B es necesario y suflclente que w (Y1, Y2...,Yn) no se
anule en todo punto del intervalo,

Tomaremos como ejemplo las ecuaclones lineales homogeneas de
2do, orden,

L [®] (x) = ¢" (x)} + P(x) + ¢°(x) + g(x) &(x) = O (26)

donde consideramos !as funclones p y q son contlnuas en un
intervalo @ < x < 8.

Recordemos que se acostumbra usar el simbolo [Y] para denotar
a ® {x) y a menudo escribiremos en lugar de la ecuacion (26).

LIY)l=y'+pX)y +q(x)y=0 (27
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Enfatizaremos que L{9] es funcién mientras que L{Y) como esta
dado en (26}, es el valor de la functén L] en el punto x.

Tomando en cuenta pi, je son funciones derivables, entonces:
[Crps {x) + Cauz (x)}' = Ci'(x) + Cop'z (x)

donde C1 y C2 son constantes arbitrariss de lo cual se puede
deducir el importante teorema.

Teorema 4 SI y = Y1 (x} ¥ Y = Yz {x} son soluciones de Ia
ecuacion diferencial (2)

LiYls¥ «plx)Y +qix) Y= 0

Entonces la combinactén lineal Y = Ci¥r Ix) + Ca¥z (x} donde
Ct y Cz son constantes arbltrarias, tamblén es una soluclén de
la ecuacién (27),
Demoastracién.
Debemos demostrar que si:

LiYsl= Y1 +pY'i +q¥1 = 0 ¥
LIY2l=s Yz+pY24qYe= 0O
entonces

L {CiY1 + C2¥z2] = O pera
L {CiY1 + C2Y2) = (C1Y1 + CaYz)” + p(CiY1 + C2¥2) + g(CiY1 + C2Y2)
= ClY" + pY'1 % q¥1) + Cz{Y"z + pY'z + qY2)
=Ct L fvil+CzL (Y2} =0
lo cual prueba el teorema.

SI hacemos Cz = 0 en la demostracién anterior se abtiene el
resuitado de que la funcién Yi es una soluclén de la ecuacién (2},
entonces cuslquler mditiplo constante de Yt tamblén es una solucién
de dicha ecuacion,

La prueba del teorema 2, demuestra que para cualesqulera dos
funciones pi, M2 que tengan segunda derivadas continuas, y para
cnalesquiera constantes arbitrarias Ci, Cz,

L [Cyn + Cepel = C1 L fju} + Cz2 L {p2}

un operador con esta propiedad se le conoce como operador lineal, y
en este case es un operadar lineal de 24s. orden. E! hecho de que
una combinacién lineal de soluclones de una ecvacién fineal
homogenea sea también solucién de la ecuacitn, tiene una
importancia fundamental y a menudo, se menciona como el principio
de Superposicién,

Este oprinciple se llustra en los sfiguientes ejemplos
senclilos:
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Ejemplo 1. Verificar, por medio del calculo directo que
% (x) = C1 cosx + Cz sen x es una solucién de la ecuacién
diferencial y"+y = 0
sustituyendo y por & (x) tenemos que
"(x) +d(x) = (C1 cos x + C2 senx)" + {C1 cos xC2 sen x)
= C1 [{cos x)" + cos x] +Cz I-sen x + sen X | = 0
=C1 [- cos X + cos x] + C2 [-sen x +sen x] =0
Elemplo 2,- Verificar que & (%) = x + | es una solucién de la
ecuacldn diferenclal y" + 3y’ +y = x + 4 pero que ¥ (x) = 2 ¢ (x)
no es solucién.

Ya que #'(x) = 1, $"(x)} = 0 Tenemos que
(%) + 30} + Q) =043 (1) + (x+ 1)+ x+ 4

Sin embargo
W)+ XD ¢ g (0 = 0+ 3(2) 42 (x4 1)

no es una contradiccién puesto que la ecuaclén diferenclal no es
homogenea.

Ejemplo 3.- Demostrar que si las funciomes Y1 y Yz son

solucién de la ecuacién LIY] = Y" + Y = 0 no necesariamente se
deduce que la comblnaclén iineal CiYs + C2Y2 es una soluclén,

Sustituyendo tenemos:
L [C1Ys + C2Yz] = (QV1 + CzY2)* + (Civ1 + CaY2)®
= V1" + CaYz' + O Vi + 2 CICoYiv2
sl w vl G L DYl

coeficlentes, no sea cero es declr:

Yi{xe) Yalxo)
= Yi{xa)Y2'(xo} = Yr'{Xo) Y2(x) 2 O
Y1i' (%o} Y2' (o)
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entontes, con C1 y Cz determinados por Jas ecuaclones (3}
las funciones Ci¥i + C2Yz y & satisfacen la mismas condiciones
Iniclales en X = Xo asi como la misma ecuacién diferenclal (2) por
el teorema sigulente,

Teorema 5 .- Sl las funciones p, q ¥ g son continuas sobre el
Intervalo abierto « < x < g, entonces existe una funcién y solo una
¥y = ¢ {x) que satlsface la ecuaclén diferencial.

dy dy
- #pix} = +q(x)y=px)
dx dx

¥+ plx) ¥y 4 qlx) y = glx)

sobre el intervalo completc & < x < B y las condiciones Iniciales
Y(xo} = Yo, ¥Y'(x0) = Yo' en un punto particular Xo en el intervalo.

Siempre podemos eligic un %o tal que se cumpla (4) =i sabemos
que se cumple para todo Xo en a < x < B. En este caso o siempre
pueden resolverse las ecuaclones (3) independlentemente de los
valores Xo, #"(xo).

De esta forma probamos el siguiente teorema.

Teorema 6.- Sl las funclones p y q son continuas sobre el
intervalo ablerto ¢ X < B ysi Yiy Yz son soluclones de Ja
ecuaclén diferencial {2).

L {Y] = Y" + p{X)Y" + q(X}Y = O
que satisfacen la condicién.

(XY (X - Y1'() YaX)m 0
para todo punto en @ < X < B entonces cualquier solucién de la
ecuacién {2} sobre el Intervalo « < X < f puede expresarse como una

combinaclén lineal de Yi ¥ Yz

A la combinaclén lineal CiYi # C2Yz con C2 y Cz arbitrarias se
le conoce como solucién general de la ecuacién (2).

Los sigulentes teoremas nos sirven para ver como determina si las
funciones Y1y Yz forman un conjunto fundamental esto es como se
determina si se anula w(Y1, Yz} en el intervalo @ < X < 8.

Teorema 7.- S Jas funciones p y q son continuas sobre

el Intervalo ablerto a ¢ X <8 y sl las funclones Y1 y Y2
son soluciones de la ecuacién diferencial (2},
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LI¥Y)=Y" +p(x) Y +qix}Y =0

sobre @ < X < 8 entonces w(Yi, Yz2) se anula Identicamente, o bien,
no se anula en x < x < A,

Teorema 8- Si las funciones p y q son continuas sobre
el Intervalo ablerto a < x <8 y si las funclones Y1 y Y2
son soluciones de la Ecuacién Diferencial (21.

L IYI = ¥Y" + plx) Y + q(xjY = O

sobre el intervalo a < x < 8 donde w(Y1, Y2) no es cero, entonces,
cualquier solucién y = & (x) de la ecuacién {2} puede expresarse en
la forma:

@ (x) = CiY)(x] + CaYz{x)

Finalmente et lgulente  teorema nos  demuestra  que
realmente existe un conjunto fund: 1 de f de la
ecuacion (2),

LIYI=Y" +px})Y +qix) Y=0

Teorema 9~ Si las funciones p ¥y q son continuas sobre
el intervalo ablerto o« < x < B entonces existe un conjunto
fund al de soluel de la 16n diferencial (2),

LI{YI=Y'+px)Y +qrlY =0
sobre el intervalo « < x < 8.

Del tecrema 6.- se deduce que existe Yi y Yz para los
problemas con valores {nciales.

Y + p(xIY' + gix)Y =0 Y(C} = 1, Y'(Cl= 0O
Y+ plx)Y' + q{x)Y = 0 Y(C) =0 Y'(C) =}
sobre el intervalo a < x < B, facllmente se ve que w{Y1 Y2) (C} = |
# 0 por lo tanto el teorema 9 se deduce que Y1 y Yz forman un
conjunto fundamental de soluciones de 12 ecuacion 2.
LY = Y" + p{x)Y’ + qlx)Y = 0
Teorema 10.- Sl las funciones P1,P2,...,Pn son continuas sobre
el intervalo abjerto « < x < @, sl las funciones Y1,Y2...,Yn

son soluclones de la ecuacién.

LIVI = Y'+ pi) YU « L+ Palx) Y =0y si
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w (Y1,..., Y0)x) # 0 0 al menos en un punto « < X < B.

entonces cualquier soluclén de la ecuaclén {1} puede expresarse
como una combinaclén Sineal de las soluciones Yi, Yz...., Yn.

Tal conjunto se conoce como conjunto fundamental de soluclones
de (1), La existencla de un conjunto fundamental! puede probarse. Ya
que de todas las soluciones de la ecuaci6n (1) son de la forma:

Y = CiYix) + CaYz(x) + ... + CnYn(x)

se le llama solucién general para referirse a una combinacidn
lineal arbltraria y se dice que las funciones Yi,..,Yn son
linealmente Independientes sobre a < x < B sl no existe un conjunto
de constantes Ci,C2,...,Cn (excepto Ci = Cz ... = Cs = O} tal que
CiYi{x) + CaYz{x)} + ... + Cn¥n{x) = O para todo x& & < %0 < 8.

S Yi,...,Yn son soluclones de la ecuacion (1),

Tamblén puede demostrarse que una condlelén necesariz y
suficlente para que sean linealmente ind dientes es que
w(YL,...Yn) no se anule sobre o < x < # por lo tanto las funciones
que forman un conjunto fund tal de solucl de la ecvacién.

LIVl oy + PleW™ ¢ L+ Palxly = 0

son  linealmente independientes y un conjunto linealmente
independiente de n soluclones de la ecuacién.

LIYIeY +PY™™ + ... + PixI¥ = 0
forman un conjunto fundamental de soluclones de dicha ecuacitn.
Problema no homogeneo,
Consideramaos la ecuacién.
LYl = ¥+ Puixd YU 4 .« Palx)Y = glx) (1)

inmediatamente se deduce a apartir de la linealidad del operador L.,
que L {Yet ~ Ye2l m g - g = 0.

Por lo tanto, ia diferencia de cualquier par de soluciones de
la ecuaclén no homogenea (1} es una solucién de la ecuacién
homogenea,

LiVi=Y +px) Y™ s ¢ P2 Y =0 2

puesto que cualquier solucién de la ecuacién homogenea puede
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expresarse como una combinacién lineal de un conjunto fundamental
de soluciones Yi1,Y2,...,Yn, se deduce que cualquler soluclén de la
ecuacién {1) puede escribirse como:
Y = Yo {x) + Yp(x)
=CiYi(x) + C2Ya(x) + ... + Ca¥Yn(x) + Yp(x) (3)

donde Yp es cuatquier solucién de la ecuacién no homogenea (1).

La combinacion lineal (3) generalmente se  conoce como
solucién general de la ecuacién no homogenea {1).

El problema principal es determlnar un conjunto fundamental de
soluclones Y1,Y2,...,Yn.

Si los coeficientes en la ecuacién diferencial son constantes,
este es una problema muy simple,

Si los coeficientes no son constantes se utilizan métodos
nimericos, o métodos de series.

Existe una Importante relacién entre los sistemas de
fones y las [ islad de orden arbitrario, en
efecto, una ecuacién de n-éslmo orden.

ecl

Y= Fly ¥, Y YO m

siempre puede reduclrse a un sistema de n ecuaclones y las
ecuaciones de primer orden que tlene una forma un tanto especial,
Para mostrar esto, Introduciremos las variables
X1,X2,...,Xn definldas por:
x=Y, x2=Y,x3=Y.., xn= i (2)
independlentemente se deduce que
X' = X2, X2' = X3,...,X'n-1 % Xn 3
y de la ecuacion (1)

x'n = Fly,x,X2,..., Xn) (4)

Las ecuaciones (3) y {(4) son un caso especial del sistema mis
general.
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xt’ =F1{,%1,...%0),

%'z + Falt, Xt,...Xn),

N

®'n = Falt,Xt,... ,Xn),

se dice que el sistema de ecuaclones {5) tiene una solucién sobre
el intervalo « < x < B si existe un conjunto de (n) funclones

xt = &1 (th...,.Xn = &nlt) que sean diferenclales en todos los
puntos en o < x < f§ y que satisfagan el sistema (5) en todos los
puntos en este intervalo.

Ademas del sistema dade de eccuaclones diferenciales,
tamblén pueden darse condlclones Iniciales de la forma:

xlto) = x%, x2(to) = x°2,..., Xnlte) = x°n (6
donde to es un valor especifico de t en a < x<B, ¥y

%7,...,x°n son numeros preescritos.

Las ecuaclones diferenciales (S) y las condiclones iniclales
{(6), juntas, forman un problema con valores inclales,

Para pgarantizar que el problema con valores iniclales (S) y
(6}, tlenen una solucién y es dnica, es necesarlo Imponer clertas
condiclones sobre las funclones Fi, Fz,...,Fn.

Teorema 1l.- Suponga que cada una de las funciones Fi,...,Fn ¥
cada una de las derivadas parclales &F1/6x3,...,8F1/8xm,...,
8Fn/8x1,.,.8Fn/8xn son continuas en una regién R del espacio

o
tX1%2 ... Xn que contlene al punto {t, x°1, x"2, ... , x°n}.

Entonces, existe un intervalo [t - to| < n en el que existe
upa solucién dnica x1 = &ft)...,xn = ¥alt) del sistema de
ecuaclones diferenclales (5}, la cual tamblén satisface las
condlclones inciales (6).

Sl cada una de las funciones Fi,...Fn en las ecuaciones (5) es

una funcién lineal de las varlables dependientes xi,...,xn entonces
se dice que el sistema de ecuaciones es lineal.
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Por lo tanto, el sistema mAs general de (n) ecuaciones
lineales de primer orden tiene la forma:

x't®m Pule)xs + .. + Pia (t)xn + g1(t)

. (7
x'n = Pat () X1 + ... Pan (t)xn + ga(t)
S| cada una de las funclones gi,....gn es Iidenticamente

cero, entonces se dice que el sistema (7) ¢s homogeneo; de lo
contrario es no homogeneo.

Para el sistema lineal (7), el teorema de existencia y
unicidad es mds senclllo y tlene una conclusién mas fuerte,

Tecrema 12.- Si las funclones Pi,...Pen,git,...8n  SoOD
continuas sobre un intervalo ablerto a« < x < B, que contiene al
punto t = to, entonces existe una soluclén unica Xi = 1{t),...Xn
= &n (t) del sistema de ecvaclones diferenciales (7), que también
satisface las condiciones inlclales (6).

Esta solucién es valida en todo intervalo a < x ¢ f3.

54



CAPITULO 2.1

TEORIA BASICA DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
DE PRIMER ORDEN

La teoria general de un sist de n
de primer orden.

X't o= Pt (6%t # ..o # Pin (1) Xa 4 gals)

¢

X'n = Pai ()1 + + Pan {1} Xn + gnf1}

esta estrechamente flgada con la de una sola ecuacién lineal de
n-ésimo orden,

Para analizar el sistema (1) méds efectivamente lo escribiremos
en notacidn matricial,

Considerando X1 = $ilt), ..., Xn = ®n (1) como componentes de
un vector X = &{t); de forma semejante, git), ..., g {t} son
compenentes de un vector g{t) y Put (1), ..., Pnalt) son elementos
de una matriz Pt de n x n.

Entonces la ecuacién (1} toma ia forma.

X' = P(OX + gla) (2)

se dice que un vactor X = ¢t} es solucién de la ecuacidn {2} sl
sus componentes satisfacen el sistema de ecuaciones (1),

En toda esta seccién supondremos que P y g son continuas sobre
algdn Intervalo'w < ¢ < B o sea que P, .., Pan; BU, ..gn cada
una de estas funclones escalares es continua allf.

De acuerdo al teorema 12, esto es suficlente para garantizar
la existencla de soluclones de ja ecuacién (2}, sobre el
Intervalo & <t < 8,

Es conveniente considerar primers la ecuacién homogenera,
X' = P {t)X (3}

que se obtlene de (2) haclendo g{t) = ©



Usaremos la notacién.

Xu(t) Xklt)

' Xa1(¢) Xult)
XMy = . R L N )

X;\(t) X;\k(t)

para indicar soluclones especifica del sistema (3) observamos que
Auyle) lem(l) se reflere a la i-ésima compenente de la J-ésima
solucién XV,

Los principales hechos acerca de la estructura de los slstema

(3) se establecen en los siguientes teoremas.

Ut {2)

Teorema 13.- Sl las funciones vectoriales X y X° son
soluclones del sistema (3}, entonces la combinaclén  lineal

2)
'

Clxm* czX también es una solucién, para cualquier

constantes Ci1 y C2.
Esto es el princlpio de superposiclén: se prueba simplemente

derlvando  CixX™ + c2x® y tomando en cuenta que X ¥y x@

satlsfacen la ecuaclon (3) por aplicaciones repetidas del teorema

(13), se llega a la conclusion de que sl x“’. ey %™ son
soluciones de la ecuacién (3) entonces. )

X = cxP(0) + .+ X (s)

tamblén es una solucién, para cualquier constantes Ci, ,..,CX,

Como un ejemplo, puede verificarse que:

It -t

e 1 e 1
(1), 3t 2 -t
%t [Ze:u] - [2] e x %= (-ZG—t] - [_z] e™6)
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Satisface la ecuacién:
¥={'t]x N
41

De acuerdo con el teorema 13.
X=Ci [ 1 ] &2 [1 ]e-t = cxP scx® (8
2 -2

tamblén satisface la ecuacién 7.

Como se I[ndico antes, aplicando repetidas veces el teorema 13
. se deduce que toda comblnacién lineal Infinlta de soluciones de la
[6n (3) es te una solucld :

Por analogfa con los casos anteriores, resulta razonable
esperar que, basta formar combinaciones lineales de n soluclones

4 1 Tapal.

e das. Por lo tanto, sean Xm, ey x("),n
soluciones de! sistema (3) de n-éslmo orden y considere la matriz

(n)

X(t) cuyas columnas son los vectores X"’(t). X (8]

Xua(g) ... Xanlt)
Xwa= | . @
Xatlt) ... Xnalt)

Recuerde que las columnas de X(t) son !inealmente
independlentes para un valor dado de t si de t ® O para ese valor
de t. Este determinante se llama Wronskiano de las n soluclones:

x"’, rons X("’, también se denota por

{1

WX, .. X(",]; esto es,

wIxD . x™) = det. x (10)

Entonces las soluciones XV, ..., X™ son linealmente
independlentes en un punto si y solo si,

wIx'™, ... X™ no es cero alll.
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Teorema 14.- Si las funciones vecteriales Xm. e X son
soluciones  linealmente independientes del sistema (3), para cada
punto en el Intervalo « < t < B, entonces cada Solucion X = &{t)
del sistema (3) puede expresarse como una combinacién llneal

de X"), . x(l) ,

st = X + ...+ oX™w, an
exactamente de esta manera,

Antes de probar el teorema 14, observece que, de acuerdo con
¢l teorema 13, todas las expreslones de la forma (11) son
soluclones del sistema ( 3 ),mientras que por el teorema 14, todas
las soluciones de la ecuaclén (3) puede escribirse en la forma
(1.

Si las constantes Ci, ..., Cn se !maglnan como arbitrarlas,
entonces la ecuaclén (i1} Incluye todas las soluciones del sistema
(3) y se acostumbra llamarla solucién general.

Cualquler conjuntc de solucicnes X, ..., Xx™ de la ecuacién
(3) linealmente Independlente en cada punto del intervalo
«<t<B, se dlce que es un conjunto fundamental de soluciones
para ese intervalo.

Para probar el teorema 14 demostrarémos, dada cualquler
solucién ¢ de la scuacion (3), que:
© () + Cx +t X0
para valores adecuados de Ci, ..., Cn

Sea t = to algin punto en el intervalo @ <t < B y € = & = &(to).
Ahora deseamos determinar si existe solucién de la forma:
% = ety « ...+ ex™y que tamblén satisfaga la mlsma

condiclén  inlclal X(to) = £ Estos es, deseamos saber sl existen
valores de Cit, ..., Cn tales que

X0} + ... + CoX™(te) = €, (12)
o en forma escalar,

CiXnfto) + ... + CaXin(to) = &1,

. (13}
CiXnilto) + ... + CnXnn{to) = £n,

58



La condicién necesaria y suficlente para que las ecuaciones
(13) posean una solucién unica Ci, ..., Cn es precisamente que
no se anule el determinante de los coeficlentes, el cual! es
el wronskiano.
{1)

w X", ..., x‘"’l evaluando en t = to, La hipotesis de que

Xm.... R x™ son linealmente ind pendientes en todo Intervalo

@ <t<f garantiza W lx“’. s x("’] no es cero en t = to, Y,

por lo tanto, existe una sélucién (dnlca} de !a ecuactén (3) de la

forma X = CiX™() + ... + Cix™(t) que también satlsface la
condicién iniclal (J12). Por la parte de unicidad del teorema 12,
esta solucién es [déntica a §(t), y, por lo tanto,

{t}

#(e) = CX'(t) + ...CaX"(V).

Como se queria probar.

Teorema 15.- SI X"’. ey X™ son soluclones de la ecuacién
(3), sobre el Intervalo a < t < @, entonces, en este

intervalo, W [ Xm. e %™ ] es Identicamente cero o nunca se
anula, El significado de este teorema se basa en el hecho de que
nos evita la necesidad de examinar W [ X"’. ey X‘"’l en todos

los puntos en el Intervalo de interés y nos permite determinar si:

[ x“'. ey x‘“’ ] formen un conjunto fundamental de scoluclones,
simplemente evaluando su Wronskiano en cualquier punto convenlente
en el Intervalo.

El teorema 15 se prueba estableciendo el Wronsklano de

(1) {n)

X7, .., X satisface la ecuacién.

ﬂ-"}' = {Puu+P2az+..+PmnlW (14)

Por lo tanto, W es una funclén exponencial y se llega
de Inmedlato a la conclusién del teorema. Alternativamente, puede
establecerse el teorema {15) demostrando que si n soluclones
xm, ey %™ de la ecuacién {3) son linealmente dependientes en
un punto t = to, entonces deben ser linealmente dependientes en
cada punto en a <t < B.
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Consecuentemente, X(". e x‘"’ son linealmente independientes

en un punto, deben de ser linealmente Independlentes en cada punto
en el intervalo,

El teorema 16,- Establece que el sistema (3) siempre tiene al
menos un conjunto fundamental de soluciones.

Teorema 14. Sea,

e(l)

.ézl -

0-r00—
o--o=—0

0
ol}
0
1

ademds sean x“’, e x‘“’ las soluclones del sistema {3) que
satisfacen las condiciones Iniciales.

W) = ™, L.y X™0) = ™, L (15)

X
respectlvamente, donde to es cualqulier punto en « < t < 8. Entonces

X"’. ey X‘") forman un conjunto fundamental de soluciones del
sistema (3). Para probar este teorema, abserve que la existencia y

{cidad de las solucl X", ..., X que se menclonan en el
teorema (16) esta asegurada por e} teorema (12). No es deficll ver
que ¢l Wronsklano de estac soluciones es igual a uno, cuande
t = to; por lo tanto, X, ..., x™
de soluciones.

son un conjunto fundamental

EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICION
les la propiedad caracteristica de los sistemas llnealesl.
Conslderemos el sistema lineal.
(1) X*(1) = Ale) X(t) + f(0)
donde suponemos que la funcién matricial A y la funcién vectorial f

son contlnuas sobre <-, ® >,

El principio de superposicién es, como veremos una
consecuencia directa de la linealidad de:

AWX (8): AICIX'(0) + C2X2()) = CIAMXYY) + C2AKY)
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Teorema 17 (E! principio de superposicién).

S1 Y! es una solucién de X'(1) = AlUX(1) + £Q) y Yes una
soluctén de X'(2) = A1) + fUo) entonces ¥ = C1Y' + Cz2¥? es una
solucion de X'ft) = AWIK(D - Cif'ly) + Caf Y

Prueba

Ya CiY' C2¥'E CIAY' + Of' + CaAY? ¢ Caf?
= AlGY' + CaYl ¢ oft 4 Cof?
= AY + Cif' + Caf?

En la hipotesls de que A y f sean continuas sobre <¢-w, o >

o sobre cualquier intervalo J )se sabe que (1) tiene solucién Gnica

X sobre <-o, @ >(o sobre 3 ) que satisface X(to) = Xo (to € J )

Hemos mostrado esto para coeficlentes constantes y aceptamos
el resuitado mis general sin prueba,

Supongamos que el sistema comlenza en su posiclén de
reposo X(0) = 0. Entonces la ecuaclén (1) tlene una soluclén unfca
(y) que satisface esta condlcién Iniclal, Considerando a Af{t) como
una funclén matriclal fija asoclamos entonces en cada funclén f
continua sobre <-o, m > la soluclén {Y).

Denotamos esta correspondencia por L = {f,y}} y Y = L{#)

L es una transformacién definida sobre el espacio de funclones f
continuas sobre <-m, @ >,

La funcién f se llama a veces entrada y la soluclon (Y)
salida.

El princlpio de superposicién afirma que L es una
transformaclén lineal:

Lot saff s Ll caLrd
f + L aLf
FefaLanss
Cf 4L » CL
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Es facll ver esto. Las funciones Y' = L(f‘l ¥y ¥ = L{f) son
soluclones de X's Ax + f‘ y X'= Ax + fz que satisfacen X(0) = O por
el principio de superposiclén aY' + c2¥® es una soluclon de
X = A+ Cl!‘l + Cz‘f'z y satisface X(0) = 0,

Por lo tanto,

Lias' + C2f?) = Gy’ + ca¥? + oLl + Caltr™,

En términos de entradas y salidas el principio de

superposicién afirma que: sl las entradas son afiadidas, las salldas

se afladen

et + £ = LY + LUFA) st la entrada es multiplicada por una
constante, la salida es multiplicada por la misma constante.

[Lief) = cL{f)]
SISTEMAS LINEALES HOMOGENEOS CON COEFICIENTES CONSTANTES
Empezaremos a mostrar como elaborar la soluclén general de un

slstema de ecuaclones lineales h con coeflelent
constantes ~-esto es un sistema de la forma:

X'= AX (1)
donde A es una matriz constante de n x n.
Por analogia con el tratamiento de las ecuaclones lineales
{

de segundo orden, buscaremos solucl de la f6n (1) de la
forma:

X = gt = Age™ 2

donde deben determinarse r y el vector constantes £, sustituyendo
x en el sistema (1) por su expreslén dada en la ecuaclén (2) da

rQe" - A{eﬁ'

Después de cancelar .el factor escalar diferente de cero et
obtenemos AE = r§, o blen

(A-rl)E=0 3)

donde I es la matriz identldad de n x n.
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Por tanto, para resolver el sistema de eccuaciones
diferenclales (1), debemos resolver el sistema de ecuaciones
algebraicas (3).

Este dltimo problema es precisamente el que determina los
valores caracteristicos y vectores caracterlsticos de la matriz A.

Por lo tanto, el vector X dado por la ecuacién (2) es una
solucién de la (1), slempre que r sea un elgenvalor y € un eigen
vector asociade de la matriz de los coeflcientes A,

En el sistema general (1) procedamos para encontrar soluciones
de la ecuacién diferenclal, debemos encontrar los
eigenvalores y elgenvectores de A, apartir del sistema algebraico
asoclado (3). Los elgenvalores ™, ..., rn (que no necesitan ser
diferentes) son ralces de la ecvacién polinomial.

det( A-ri)=0 (4)

la naturaleza de los eigenvalores y los elgnvectores
correspondlentes determlnan la naturaleza de la solucién del
sistema (1).

SISTEMAS HERMITIANOS.,

La sitvaclén es mis sencilla cuande A es una matriz
hermitiana.
"Una importante clase especial de matrlcas Ilamadas matrices

»
autoadjuntas o hermitlanas, son aquellas para las cuales A = A;
csto es Al = Al

Las matrices hermitianas Incluyen como subclase a las matrices
simétricas reales; esto es, matrices que tlenen elementos reales

para las cuales Ar = A. Los eigenvalores y elgenvectores de las
matrices hermitianas slempre tlenes las (tlles propledades
&lgulentes:

1.- Todos los elgenvalores son realss,
2.- Slempre existe un conjunte teto de n eig tores

lincalmente independientes, sin importar las multiplicidades de
los eigenvalores,

3.~ sl Xm y Xm son eigenvectores que corresponden a

eigenvalores diferentes, entonces (Xm y le)) = 0, Por lo tanto,
st todos los eigenvalores son simples, entonces los elgenvectores

asoclados forman un conjunto ortogonal de vectores,
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4.- Correspondiendo a un elg lor de multiplicldad m, es posible
elegir m elgenvectores que sean mutuamente ortogonales, como
consecuencla, siempre puede elegirse el conjunto complete de n
eigenvectores que sean ortogonales, asi como llnealmente
independlentes.”

Los elgenvalores ri, ..,rn son todos reales en este caso,

Ademds, Incluso si alguno de los elgenvalores estan repetidos,
slempre exliste un conjunto completo de n cigenvectores linealmente

Independientes € petnn €("' {a, las e
correspondlentes del sistema dlrerencial [§)] son

(1 l’ll (n),

) = W™ L X = g ™

{s)

Para poder demostrar que estas soluclones forman un conjunto
fundamental, evaluamos su Wronskiano:

€‘(ﬂerlt . el(n)crnt

wix®, L e . =

E}\"&"’ - e'(ln) 5“"

a® . a®

e(rl + ot oenlt . {s’)

fn“) E1(|n)

Primero observamos que la funclén exponencial nunca es cero.

A continuacién, como los elgenvectores E(“ ceed El") son
Hnealmente Independlentes, el determinante en el Gitimo término de
1a ecuacién {S) es diferente de cero. Como consecuencia, el

Wronsklano de lx“’, e %™} forman un conjunto fundamental de
soluclones.

Por tanto, cuando A es una matriz hermitiana, la soluclién
general de la ecuaclén (1) es

X= Cle(l)erlt + Cn e(f\lerﬂ! (6)



Una subclase Importante de las matrices hermitlanas es la
clase de las matrices reales simétricas. SI A es real y

i 4
)"‘.'E n)

simétrlea entonces los elgenvectores £ asi como los

elgenvalores i, ..., rn son todos reales,

De aqul que todas las soluclones dadas por la ecuaclén (4} son
de valores reales. Sin embargo, si la matriz hermitiana A no es
real, entonces, en general, los elgenvectores tlenen partes
Imaginarias diferentes de cero y las soluclones de (4} son de
valores comple jos.

Sistemas no hermitianos, Si la matriz de coeficlentes A en el
sistema (1).

X = AX

no es hermitiana, entonces la situacién referente a la solucién es
més complicada.

Supongamos primero que A s real.

Entonces se tlenen tres posibilidades para los eigenvalores de
A

1.~ Todos los elgnevalores son reales y dlstintos.

2.~ Algunos eigenvalores ocurren en parefas de complejos
conjugados,

3.~ Algunos eigenvalores estén repetidos.

E] primer caso no conduce a dificultad alguna.

S§i  tiene un solo elg or real lineal independiente
por cada elgenvalor y  como consecuencia,  exlisten n
soluciones lincalmente independientes de la forma (4).

Por consigulente, la soluclén general ain estd dada per la
ecuacién (6}, donde ahora se sobre entiende que r1, ..., rn son
todos diferentes.

Si alguno de los eigenvalores ocurren en parejas de complejos
conjugados, entonces adn se tlenen n soluclones linealmente
independientes, de la forma (4), slempre que todos los
eigenvalores sean diferentes. Por puest fas solucl que
provienen de eigenvalores complejos son de valores complejos, Se
presentan diflcuitades més serlas si un elgenvalor esta repetido.

En este evento el nimero de eig ores correspond] s
linealmente Independientes, puede ser menor que la muiticidad del
elgenvalor. sl es asl, e} nimero de soluciones linealmente
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independientes de la forma €e" serd menor que n, Entonces, para
construir un conjunto fund; de solucl es necesario

buscar soluciones adicionales de otra forma.

La situacién es un tanto aniloga a la de una lineal de n-ésimo
orden con coeficlentes constantes; una raiz repetlda de la ecuacién
caracteristica dio lugar a soluclones de la forma.

2 rx
e, xe'™, %, ...

Finalmente, si A es complefa, pero no hermitiana, entonces los
elgenvalores complejos no necesarlamente ocurren en parejas de
conjugadas y, normalmente, los eigenvectores son de valores
complejos, ain cuando el eigenvalor asociado sea real,

Las solucl de la i6n diferencial (1) atn son de la
forma {4), siempre que los elgenvalores son dlstintos pero en
general, todas las soluciones son de valores complejos.

EIGENVALORES COMPLEJOS

Consideremos un sl de n i lineales
homogeneas, con coeficientes constantes,

X' = AX {n

donde ahora se supone que 1a matriz de los coeficlentes A es de
valores reales.

S!| buscamos' soluclones de la forma X = Ee"'. entonces, Como r
es un el lor y £ un eig correspondiente de la matriz
de coeicientes de A, ya que los elgenvalores m, . . . ,/a de A
son las ralces de la ecuaci6n.

det{a-rl})=0 2)
y que los elgenvectores correspondlentes satisfacen

(A-rl)E=0

SI A es real, entonces los coefici en Ia 16
polinomial (2) para r son reales y cualesquiera eclgenvalores
complejos deben ocurrir en los pares conjugados. Por ejemplo, si
r1 = A + 1, donde A y u son reales, es un elgenvalor de A,
entonces lo es rz2 = A - 1.

Ademds, los eig es correspondientes Em y 6(2) también
son conjugados complejos.




Para verlo, suponga que rt y 6(” satisfacen

(a-rm) V=0 (4)

Tomando el conjugado complejo de esta ecuacién y observando que
A e | son de valores reales, obtenemos:

(A-m1)g¥=0 5)
donde 11 y 5“’ son los conjugados complejos de r1 y E“’
respectivamente,

En otras palabras, rz = r1 tamblén es un elgenvalor y

E(Z) - Etl) es el eigenvetor correspondiente, Entonces, las
lucl correspondlente:

x(l)(t) - Eu)em: x{z) (t) = Eﬂ)erlt (6)

de la ecuacién diferencial (1) son conjugadas complejas entre si.

Por lo tanto, podemos encontrar dos soluciones de valores
reales de la ecuaci6n (1), correspondientes a los eigenvectores ri

y r2 tomando lag partes reales o Imaginarias de x"’(t) [] xm(d

dadas por las (6).

Escribamos Qm = a + ib, donde a y b son reales; entonces
tenemos.

™) = (aeb) oA+ wm)
=(a0lb)eh(cosut+|senut) 1G]
Después de separar a P4} en sus partes real e Imaginaria,
obtenemos.
X)) = o (acosu~-bsenu)+
« 16M{ 2 sen ut + b cos wt ) (8)
Si escribimos x‘”(c) = y{e) + 1v(t), eontonces los vectores.

ult) = eM (acosue~bsenu) (9a)

v(t) » e’“ (asenut+beosut) (9b)
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son soluclones de valores reales de la ecuaclén (1) es posible
demostrar que u y v son soluciones linealmente Independientes.

Por ejemplo, suponga que r1 = X + 1y, Fr2 = A = lu ¥ que
r3, ..., tn son todas reales y distintas.

Sean los elgenvalores correspondientes
€' =a+mb, €” =a-wm, Y ..., g™

Entonces ia soluctén general de la ecuacién (1) es

X = CUle) + Ca¥le) + CaE ™ & .+ cog™e™  (10)
donde U(t) y V{t} estan dadas por las ecuaclones (9). Conviene
hacer enfasis en que este analisis sélo se aplica si la matriz de
los coeficientes A, en la ecuaclén (1), es real, porque sblo
entonces los eigenvalores y eigenvectores complejos ocurren en
pares conjugados.

EIGENVALORES REPETIDOS

Conclulremos la consideracién del sistema lineal homogeneo
con coeficlente constante,

X' = AX [$}]

con un estudlo del caso en cl que la matrlz A tiene un elgenvalor
repetido.

La discusién en esta seccién es véllda para A real o complefa.
S{ r = p es una ralz de multiplicidad R de la ecuaclén:
det(A=-rl)=0 2)

se dice que entonces p es un ecigenvalor de multiplicldad R de la
matriz A,

En este evento, cxisten dos posibilidades: se tienen R
elgenvectores linealmente Independientes que corresponden  al
eigenvalor p, o blen, hay menos de R tales eigenvectores.

En el primer caso, sean Em, ey Qm R  elgenvectores
lineaimente Independientes, asoclados con el elgenvalor p de
multiplicidad R, entonces

X" = E(I)epl' - *x®e) = €(R)ept

son R soluclones linealmente independientes de la ecuaclén (1),
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Por tanto, en este caso, no existe diferencia en que se replta
¢l elgenvalor r = p alin se tlene un conjunto fundamental de

soluclones de la ecuacién (1),de la forma €e"'.

Slempre ocurre este caso si la matriz de los coeficlentes A es
hermitlano.

SIn embargo si la matriz de los coeficlentes no es hermitiana,
entonces puede haber menos de R eigenvectores independientes, que
correspondan aun efgenvalor de muitiplicidad R y, si es asi, habra

menos de R soluclones de la ecuaclén (1),de la forma Ee" asocladas
con este eigenvalor. Por lo tante, para construlr la solucién
general de la (1) es necesario encontrar otras soluciones de alguna
forma diferente. Por analogia con los resultados previos para las
ecuaclones lineales de orden n, resulta natural buscar soluciones
adlcionales que comprendan productos de pollnomios y funciones
exponenciales.

MATRICES FUNDAMENTALES

La teorla de los sistemas de ecuaclones diferenclales lineales
puede aclararse ain mds, iIntroduciendo la Iidea de matriz
fund tal. Este pto nos serd particularmente Gtil en la
accién que sigue, donde extenderemos el método de varlaclén de
pardmetros hacia los sistemnas de ecuaclones lineales de primer

orden, Suponga que Xm, ceer X‘") forman un conjunte fundamental
de soluclones para la ecuacién,

X' = P()X m

sobre algin Intervalo & < t < B, entoncces se dice que la matriz

XL a™w

W= | . @)

Xnm ...Xn(n)(()

cuyas columnas son los vectores Xm. o x"". es una matriz
fundamental para el sistema (1) observe que cualquler matriz
fundamental es no singular, ya que las columnag son vectores
linealmente independientes.
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La soluclén de un problema con valeres Iniclales puede
abreviarse en términos de una matriz fundamental. La soluclén
general de la ecuacién es

X = CXPe) + ... + Cx™0 @

o, en términos de ¥(t}; X = ¥{t)C (4)
donde C es un vector constante con componentes arbitrarias
C1,..0,Cn, Para un problema con valores Iniclales que consiste de
la ecuaclén diferenclal (1) y la condielén inicial.

Klto) = X° {5
donde to es un punto dado en el Intervalo a <t < B y X° es un
vector [nicial, dado: sSlo es necesario seleccionar el vector C en
la ecuacién (4) de modo que satisfaga la condlcién iniclal (5).

De ahi que C debe satisfacer.
Yo)C = X° (6)

Por lo tanto, ya que Y(t} es no singular,

C = ¥wX’ o

X = Y8 o)X’ (®

es la solucién del problema con valores iniclales, dado.

Sin embargo haremos énfasls en que para resolver un problema
con valores Iniclales dado, por el comin se resolveria la ecuacién
(4) por reduccién de rengl ¥, a conti {6n se sustituira C en

la ecuacién (4) en lugar de calcular™¥ (1) ¥ usar la ecuacién (8).

A veces es convenlente usar la matriz fundamental especlal,

denotada por $(t), cuyas columnas son los vectores X"’. ....x""
que se como el conjunto fundamental de soluciones del sistema
homogeneo,

Ademds de la 16n dlferencial (1), estos vectores,
1) w e (91

satisfacen las condiclones Iniclales X
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donde &' &5 el vector unitario, con un uno en la j-ésima posicién
y ceros en las demds. Por tanto 0(t) tlene la propledad de que

10...0
01...0

o) = | "0 | =1 (10)
oo 1

slempre reservamos el simbolo ¢ para denotar la matriz fundamental
que satisface la condicién inlclal (10) y usaremos ¥(t) cuando se
plense en una matriz fundamental arbitrarla. En términos de &(¢) la
soluclén del problema con valores iniclales (1) y (5) es adin més

sencllla aparentemente, ya que 47 (te) = I se deduce de la ecuaclén

(8) que X = ¢(u)X° [{)]

q

Aln cuando la matrlz f al ¢(t) a do es mas
complicada que ¥(t), es especlalmente 1til sl el mismo sistema de
ecuaclones diferenciales debe resolverse repetidas veces, sujeto a
muchas condicienes iniciales diferentes,

Esto corresponde a un sistema fisico dado que puede arrancarse
desde muchos estados (niclales diferentes. Si se ha determinado la
matriz fundamental &(t) entonces puede encontrarse la soluclén para
cada conjunto de condiclones Inciales, simplemente por una
multiplicacién de matrices, como lo Indica la ecuacién (11).

En consecuencia, la matriz &(t) representa una transformacion de

las condiclones Inclales X° hacla la soluclén X(t), en un Instante
arbitrario t. Comparando las ecuaciones,

X = v ioX® y X = o0x°

es abvio que (1) = ¥(L¥ el

Ahora eval n te al sist
X' = AX

donde A es una matriz constante dada, no necesarimente real. Ya que
describleron dos metodos pata resolver tales sistemas: por el de
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ellminacién, y por la suposicién de X = Ee". Aqui se proporcionara
aln otro punto de vista. La razén badsica por la que un sistema de
ecuaclones presenta clerta dificultad es que las ecuaciones
comunmente estan ligadas, en otras palabras, algunas de ellas, o
todas contlenen a mas de una, tal vez a todas, de las variables
dependlentes. Esto ocurre slempre que la matriz de los coeflcientes
A no sea una matriz dlagenal; de donde, las ecuaclones en el
sistema  deben  resolverse  simultaneamente, en lugar de
consecutivamente, Esta observacién sugiere que, una manera de
resolver un sistema de ecuaclones podria ser transformandolo a un
sistema equivalente no ligado, en el cual cada ecuaclén soélo
contenga una variable dependiente., Esto corresponde a transformar
la matriz de los coeficlentes A en una matr/z dlagonal.

De acuerdo con log resultados obtenidos anterformente es
posiblc hacer esto slempre que A tenga un conjunto completo de n
eigenvectores linealmente independientes.

Sean E(". .E("’ eigenvectores de A que corresponden a los
eigenvalores r1, ..., rn, y formemos la matriz de la transformaclién
T, cuyas columnas son:

E(". o E(",. Entonces
e o, E:n)
T= : (12
;.:l) . €'(,n)
Definiendo una nueva variable dependiente y por la relacién.
X =Ty
Tenemos de fa ecuaclén { X' = AX ), que
Ty = ATy
o bien

v = (T"ATY

de la ecuaclén c.x‘” o ckx‘k’ =0
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A df 1

conjunto de R vectores linealmente dep tes o
Independientes.

rn 0 +e. 0

] rz ... 0
TAT=D= |

0 0 .. fn

es la matriz dlagonal cuyos elementos dlagonales son los
eigenvalores de A. Esto es, y satisface el slstema de ecuaclones no

figado.
Y = DY

para el que una matriz fundamental es {a matriz disgonal.

P o ... o

o rat 0
Qlt) = ‘ .

0 o ... ™

Entonces se encuentra una matelz fundamental ¥ para el slstema

X' » AX a partir de Q, por la tranformacién X = TY.

¥ =TQ
esto es
E:l; moo 6:“; nt
- :
Be™ . ge™

Esta ecuacién de ¥(r) es el mismo resultado qQue se obtuvo
anterformente.
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Este procedimiento de diagonalizacién no proporciona ventaja
de célculo algun sobre el método, puesto que en cualqulera de los
dos casos es necesario calcular los elgenvalores y elgenvectores de
la matriz de los coeficlentes en el sistema de ecuaciones
diferenciales. Sin embargo, es notable que el problema de resolver
un sistema de ecuaciones diferenciales y el dlagonalizar una matriz
sean matemdticamente el mismo.

Sistemas Lineales Homogeneos con Coeficientes Constantes
un sistema de la forma

X' = AX
cuyas soluciones son la de la forma
X = g™t

donde deben determinar r y el vector constante £ para esto se debe
resolver el sistema de ecuaciones algebralcos dada por

(A-tDE=0

siempre que sea un eigenvalor y € un eigenvector asoclado de la
matriz de coeflclentes constantes A.

det (A -¢l)=0

Los elgenvalores ri, .., rn son ralces de la ecuacién
polinomial.

Los cuales determinan la naturaleza de la soluclén del sistema.
X' = AX
SISTEMAS LINEALES NO HOMOGENEOS
Principlemos con sistemag de la forma
X'= Ax + glt) )

donde A es una matriz constante diagenalizable de n x n y glt) es
continua para a <t < .

Procederemos por ¢l método Indicado al final. Sea t la matriz

cuyas columnas sean los eigenvectores Em. e E‘") de A y

deflnamos una nueva variable dependiente Y por

X=TY (2)
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Entonces, sustituyendo X en la ecuacién (1) obtenemos
TY' = ATY + gl
Multiplicado por T se deduce que
Y = (T7ATIY + T gl
= DY + hit} (3)

donde h(t) = T'lg(t) y D es la matriz diagonal cuyos elementos en
la diagonal son los ei es r'l, ... rn de A, arreglados en el
mismo orden en el que los elgenvectores correspondientes

ﬁm.....em aparecen como columnas de T.

La ecuacién (3) es un sistema de n ecuaciones no ligadas para
Yi{t), ..., Yn{t); como consecuencia, las ecuaciones pueden
resolverse por separado.

En la forma escalar, fa ecuaclén (3) queda

Y;(l) = rjyj(t) + hj(l) j=1 .n (4)

donde hlm es una clerta combinacién lineal de gilt), ..., gnlt),

ta ecuacién (4) es una ecuacién lineal de primer orden y puede
resolverse por los metodos de Integracién,

En efecto, tenemos:
Yilt) = er"'.r:n e hyis)ds + Cy * el Jj=1, .0 (5)

donde las C) son constantes arbitrarlas por ultimo, la soluctén X
de la ecuaclén (1) se obtiene de la ecuacion (2).

Cons!deremos ahora los problemas mds generales, en los que la
matriz de los coeficlentes es no constante o no diagonalizable. Sea

X' = P{UX + gl (6)
donde Pt} y glt} son continuas sobre « < t < B, suponga que sea
encontrado una matriz fundamental ¢(t) para el sistema homogeneo
correspondlentes

X' = P()X m

kE]



Usaremos el método de variacién de pardmetros para construir
una solucién particular Y, de aqul la solucién general del sistema
no homogeneo (6).

Como la solucién del si h (7) es ¥e)c, resulta
natural proceder con €l método de varlaclfm de parametros y buscar
una solucién del si no h (6) reempl do el vector

constante ¢ por una funcién vectorlal u(t). Por lo tanto supongamos
que

X = ¥ltdu(e) (8)
donde ult} es un vector que debe encontrarse. Después de derivar X,
como se da en la ecuaclén (8), y requirlendo que se satisfaga la
ecuacitn (6) obtenemos
¥ (ult) + w(thu'(e) = PO)¥t)u(t) + glt) [C)]

supuesto que, ¥(t} es una matriz fundamental,
¥ * = P(t)(¢), y por lo tanto la ecuacién (9) se reduce a

¥y} = gle) (i0)

Recordemos que ¥(t) es no singular sobre cualquier intervalo
en donde P sea continua.

De donde ¥"'(4) exlste y, por lo tanto

w'(e) = ¥ gl ()

Asl que para ult) pod tecel lquler vector de la
clase do vectores que satisfagan la ecuacién (11); estos vectores
estan determinados solo hasta una constante arbitraria aditiva
(vector); por lo tanto, denotamos

uly) = S (s)gls)ds + ¢ 12)
donde el vector constante c es arbitrario.

Finalmente sustituyendo wu(t) en la ecuaclén (8), da la
solucién X del slstema (6).

X = ¥t + ¥uStv s)glsds 13
Ya que c es arbitrarla, cualquler condicién iniclal en un
punto t = to puede satisfacer por una eleccion aproplada de c. Asl

toda soluclén del sistema (6) estd contenlda en la expresicién dada
por la ecuacién (13) por lo tanto, es la soluclén general de la
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ecuaclén (6). Note que el primer término del segundo miembro de la
ecuacién  (13) es la soluclén general del sistema homogeneo
correspondlente (7) y el segundo término es una solucién partlcular
del propio sistema no homogeneo (6) consideremos ahora el problema
con valores Iniclales que consiste de la ecuacién diferencial (6) y
la condlcién inlcial:

X(te) = X° (14)

Podemos escriblr de modo més convenlente la solucién de este
probl si  seleccl para la solucién particular en la
ecuacion (13) la especifica que es cero cuando t = to. Este puede
hacerse usando + = to como el llmite Inferlor de la integracién en
- la ecuaclién (13), de mancra que la soluclén general de la ecuacién
diferencial toma la forma:

X = ¥ue + ol ¥islgle)ds (15)
la condlcién Iniclal (14) también puede satisfacerse siempre que
c n ¥ HwlX® {16)
Por lo tanto
X = W (0)X° + W(t)J‘tﬂW“(s)g(s)ds un

es la solucién del problema con valor Iniclal dado. Una vez mds,

adn cuando es dtll usar q/f para escribir las soluciones (13) y
an, por lo general es mejor en los caso particulares, resolver
las {as por reduccién de los renglones en lugar

de calcular ¥ y sustitulr en las ecuaclones (13) y (17).

La solucién (14) toma una forma ligeramente més sencilla, si
usamos la matriz fundamental &(¢) que satisface &{to) = I.
En este caso, tenemos

X = #{ux° + o)t ¢ (mlglslds (18)
to

La ecuaclén (18) puede simplificarse adn més sl la matriz de
los coeficlentes P(t) es una matriz constante,

En algunos casos, una manera mis conveniente de encontrar una
solucién particular del sistema no homogeneo {6) es el método de
los coeficientes indeterminados. Para usar este método, se supone
la forma de la soluclén, con alguno o todos los coeficlentes no
especificados, y entonces se intenta determinar estos coeflcientes,
de tal manera, que satisfagan la ecuacién diferencial.



Como algo practico, este método solo es aplicable si la matriz
de los coeficlentes P es una matriz constante y sl las componentes
de g son funclones polinomiales exponenciales o senoidales, o sumas
de productos de estas,

Solo en estos casos, es cuando se puede pronosticar la forma
correcta de la solucién de una forma sencllla y sistematico. El
procedimiento para seleccionar la forma de la solucién es
sustanciaimente el mismo que el probl de las i no
homogeneas para las ecuaclones lineales de segunde orden, La
diferencla principal queda ilustrado por el caso de un término no

homogeneo de la forma Vch. de donde A es una raiz simple de la
ecuacién caracteristica, En esta situaclén, en lugar de supoener una

soluclén de la forma ate}", es necesario usar atem + beM. donde a
¥ b se determinan sustituyendo en la ecuaclén diferencial.
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CAPITULO 3.0

Para que el concepto de modelo sea relevante, es preciso que
se considere en el contexto de la forma de pensar cientifica sobre
los acontecimlentos del ¢ mundo real », los métodos de representar,
medir y analizar estos acontecimientos, y la validez de los
resultados derivados del andlisls,

{Qué es un modelo?

En ¢l sentido mids general, un « modelo » es cualquier cosa
empleada para representar otra cosa -un mapa utilizado para
representar una seccién de la corteza terrestre es un modelo, y
también lo es un dlagrama utilizado para representar los camblos
concurrentes en las ventas de combustible y la temperatura. En este
sentido. tan general, todas las percepclones humanas de la realidad
y los modos de pensar sobre ellas son « modelos ».

Considérese por ejemplo la noclén de contar y el slstema de
ndmeros basados en este concepto. Los or{genes de contar se plerden
en la antiglledad, pero al parecer se necesltaron muchos miles de
afios para que apareclera esta idea y llegara a desarrollarse
plenamente en su forma actual.

El sistema numérico es un modelo medlante el cual se pueden
representar los objetos ffsicos ( hombres, ganado, etc.). Se basa
en el reconocimiento de que exista algo en comin entre un grupe de
3 hombres y un grupo de 3 vacas. Hablamos asl de la propledad comin
referente al namero de objetos de cada grupo. Por supuesto que
existen muchas diferencias entre 3 hombres y 3 vacas; al asignar el
nimere 3 a ambos estamos abstrayendo una propiedad comin entre las
muchas que pueden tomarse en consideracién.

Uno de los propdsitos de realizar esta abstraccién es para
poder hacer uso de las operaciones de la aritmética, Asf sabemos
que 3 ¢+ 2 = 5, tanto si los objetos representados son hombres,
vacas o cualquier otra cosa.

Supéngase que dos grupos de individuos quieren Ir juntos de
excursién gcabran en un automévil?. Una de las formas de resolver
el problema consiste en intentar sl dichos individuos pueden entrar
todos en &l vehfculo. Pero puede resultar mucho més f4cil
representar a cada grupo por un ndmero por medio de la operacién de
contar; pongamos por ejemplo que hay 3 personas en uno de los
grupos y 2 en el otro. Para determinar el tamafio de los dos grupos
combinados efectuamos el famillar proceso de la adicién, 3 +2 = 5.

ESTA TESIS WO DEBE
»  SAUR BE LA BIBLIGTECA



Al fgual que existe tna correspondencia entre cada grupo y el
nimero  empleado  para representarlo, tamblén  existe una
correspondencla entre la operacidn abstracta de la adicién y la
operaclén fisica de comblnar los dos grupos. Bas&ndonos en esta
correspondenci b que los resultades de efectuar las
operaciones en el modelo corresponderan a los resultados de
combinar los dos grupos. Basindonos en esta correspondencia,
sabemos que los resultados de efectuar las operaciones en el modelo
corresponderdn a los resultados de la combinacién fisica, es decir,
€l tamafio del grupo combipado sera jgual a S.

S1 ahora disponemes de una Informaclén adicional -la capacidad
del automévil en términos del nimero de pasajeros-, entonces ef
andllsis del modelo nos permite resolver el problema y adoptar
cualquier accidn que se considere adecuada.

El ejemplo que hemos utllizado aqul resulta tan familfar que
se acerque a ja trivialldad, pero de todas formas nos sirven para
sacar & la superficle la mayor parte de las cuestiones claves que
se plantean en la construcclén y ef empleo de modelos por complejos
que puedan ser.

Una cuestlén fundamental la constituye, por supuesto, la
naturaleza de la <« correspondencia » entre el modslo y los
acontecimlentos y objetos reales que se supone que el modelo
representa,

Nadle duda de la vdlidez del sistema nimerlco como modelo para
representar una ampila varledad de cosas; es evidente que serlan
pocos los que pondrlsn en duda la vilidez del resultade obtenido en
el efemplo anterior.

Los modelos se construyen en vistay a toda una serie de
propésitos; estos comprenden generaimente la comprensin, la
prediceién y ! control de los acontecimientos del mundo real,

Finalmente puede observarse que el valor del modelo deriva de
su eficiencia por llegar a un resuitado. Los argumentos reales para
utilizar modelos matemdticos son:

1.- La determipacién de resultados es mds rdpida, menos cara,
o més precisa con la ayuda de un modelo;

2,- Esta operaclén no es posible efectuarla directaments en
los acontecimientos u objetos f(sicos.



Clases de modelos:

Puesto que el concepto de modelos resulta tan ampllo, es de
esperar que existan muchas clases de modelos, Resulta Wtil
clasificar los modelos de varlas maneras.

Modelos implicitos y explicitos.

Modelos mateméticos.

Modelos descriptivos, predictivos y de control.

VARIABLES Y FUNCIONES COMO INSTRUMENTOS DE LAS CIENCIAS APLICADAS:
SISTEMAS Y MODELOS

El imiento h 6 a fraguarse como conocimiento
cientifico en el to en que emp on a utllizarse estructuras
légicas y matem4ticas -modelos- para expllcar los fenbémenos que
acontecen en la realidad. Esto no tuvo lugar sino hasta bien

entrada la Edad Moderna, slendo el pionero de e¢sta préctica el
matemético, fisico y filésofo Gallleo,

El punto de vista actual sabre los fenémenos consiste en
considerarlos como acontecimientos que suceden en el seno de algin
sistema, De esta manera los sistemas se han convertido en los
objetos de estudlo preferente de las clenclas aplicadas.

Abstrafdo de sus caracteristicas peculiares, un slstema no es
més que un agregado de componentes de unc o varlos tipos,
particularmente relaclonados, capaces de Interactuar entre si {(a
través de campos, estimulos, etc.) y de provocar reacclones de
respuesta de acuerdo con la naturaleza y el estado de los elementos
reacclonantes,

Enfoque generallsta versus enfoque anaiftico.

Existen dos maneras de afrontar el estudio de los sistemas.

Segin la primera (enfoque generalista o macro), los slstemas
deben contemplarse en su globalidad, prescindlendo del andlisis de
sus componentes. Segin la segunda (enfoque anilltico o micro), los
sistemas deben estudlarse descendlendo al detalle de sus
componentes,

De este modo, mlentras los generallstas dirlgen su atenclén
hacla caracteristicas globales de los sistemas (los fisicos, se
fijan en el color, la temperatura, etc; los economistas, en el
consumo piblico, el acervo de capital, etc.), los analistas se
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interesan antes que nada por las caracter{sticas de sus componentes
( los fisicos se Interesan por el spin, la carga, el iImpulso, etc;

los economistas, por la renta [ndividual, el sistema de preclos de
los bienes, las preferencias de los [ndividuos, etc.).

Pero el objetivo que persiguen unos y otros es idéntico:
eleglr las caracterfsticas patentemente importantes para la
comprensién del fendmeno que se trata de explicar y estructurarlas
tégica o matemdticamente, Los generalistas elaboran asf lo que se
conoce como macro-modelos, y los analistas, micro-modelos.

Entre todos los modelos -tanto si son macro como si son micro
-destacan los que se artlculan  excluslvamente  medlante
caracterfsticas que pueden cuantificarse utilizando criterlos
Intersubjetives (masa, temperatura, acervo de capital, inversién
piblica, son caracterfsticas de este tipo: no lo son el grado de
democracia o ef nivel de cultura de una socledad). De este modo, la
actividad clentiflca traduce las caractersticas cuantificables de
los sistemas en sencillas varlables matematicas (la masa, por
ejemplo, se traduce en una varlable sobre [ O, + w ] ¢ R y el
sistema de preclos de una econom{a de n blenes en una variable

sobre [ 0, + @ Ix .3, x[0y+m Je R"
Macrovarlables y microvariables.

Estas varlables, segin esten asociadas a caracter{sticas
globales del sistema o a caracter{sticas de sus componentes,
reciben el nombre de macrovariables o de microvariables del
sistema,

As{, pues las macro y microvariables de un sistema no son mds
que la traducclén en términos matemdticos de las caracter{sticas
cuantificables del sistema considerado como un todo, o de sus
componentes.

Macroestados: factibles y no factibles.

Si x‘. Xy oaeny xn son n macrovariables que describfan en

z'
algin modelo la situacién (global) de un sistema, se llama (macro)

estado del sistema a una n-epla de valores ()-(I. iz. ves ;(“) uno por

por cada una de las macrovariables. Existen estados que no
corresponden a ninguna situaclén real posible del sistema; reclbe
el nombre de estados no factibles. Pecr el contrario, los estados



que se correspond por situaci reales posibles reciben el
nombre de estados factibles. Los estados factibles de un sistema no

son més que puntos de R"que pertenecen a un subconjunto determinado
de este espaclo.

Microestados,
Andlogamente se definen las (micro) estados de un sistema,

Supuesto los componentes del sistema ordenados y asoclados a
los nimeros naturales 1, 2, ..., N, sean Rio Ko venn X )
microvariables de cada uno de los componentes. De uno por cada una
de las microvariables de cada uno de los componentes. De forma
obvia se definen también en este caso los estados factlbles y no
factibles, y se puede repetir la observaclén anterior de que los
estados factibles de un sistema son puntos de un subconjunto de un
espaclo euclideo.

‘lasn

Modelos cuantitativos.

Se llaman modelos cuantitativos {deterministas) a aquellos que
contienen macro o microvariables ~ o una u otra cosa, se entiende -
engarzadas por relaclones de tipo matemdtico. La forma mds
frecuente como estas variables se relaclonan es por medio de
funclones, y sblo en casos excepclonales lo hacen medlante
correspondencias que no son funciones.

Leyes.

No todas estas relaciones matemdticas gozan de la misma
generalizada,

Las hay que son prictl e exclusl de un modelo
particular, por expresar clrcunstancias peculiares del
correspondlente sistema, y las hay que se presentan con clerta
generalidad en los modelos que caen dentro de una misma teor{a.

Estag Gltimas reciben el nombre genérico de leyes.

Tampoco las leyes scn lgualmente generales, Algunas pueden
utilizarse précticamente sin restricclones, mlentras que otras
pueden aplicarse sélo después de haberse comprobado que ¢l sistema
cumple determinadas condiclones: son leyes mds restringidas,

Caracteristicas de las leyes aplicables a los modelos
cuantitativos.



Las leyes limitan siempre « salldlas » posibles para los
fenémenos: [ las formas como los fenémenos pueden suceder ) y se
expresan a través de relaclones funclonales entre las variables de
estado que se presentan en macro y micromodelos correspondlentes a
un hipotético sistema.

Estados de equilibrio, modelos estaticos.

Entre los posibles estados de un sistema los cientlficos
manifiestan especial Interés por log estados de equilibrio. Un
slstema se dice que estd en un estado de equilibrio si, manteniend
constantes en el tiempo sus intercambios materiales, energétices ¢
informacionales con su entorno, no cambla de estado. Los
clentfficos construyen modelos estdticos para caracterlzar los
estados de equilibrio de los sistemas. En los modelos estdticos las
variables de estado son independientes del tiempo y las leyes que
en ellas se pueden utllizar reciben el calificativo de estaticas.

Las leyes estdticas de una teorfa son, pues, relaclones
matemdticas muy generales, aptas para estructurar las variables de
los modelos construidos para dar cuenta de los equiiibrios de una
clase de sistemas ( de los que la citada teorfa se ocupal.

Manera general de construlr modelos cuantitativos estdticos.

La forma tfpica de construir un modelo cuantitative
(determinista) estdtico consl en : a) elegir lag N variables de
estado del sistema: x, variable en Ul. o X varlable en UN. y

b) localizar k z'1 funciones Fo wes F, todas ellas de,

U‘x e X U“ en R, de forma que se verifique:

(X1 s X,) €5 un estado de equlllbrio

F.(xl, vy xu) =0

Por consigulente, los estados de equilibrio del sistema
constituyen un subconjunto de soluclones de las relaclones
( funcionales ) mateméticas:

F‘(xl. e s xu) =0




Modelos dindmicos,

Un sistema que no estd en equillbrio se caracteriza por
camblar de estado en el transcurso del tlempo. Para describir su
evoluclén y descubrir el estado de equilibrlo al que eventualmente
vendrd a dar el sistema con el paso del tiempo, los clent(ficos
construyen modelos dindmlicos.

En estos modelos las varlables de estado dependen, en general,
de forma desconoclda del tiempo,

Decir que se conoce la evolucién en el tiempo de un slstema
equivale a declr que se sabe como evolucionan en el tiempo sus
variables de estado LXIRIE Como el tlempo es una varlable en

R, la evoluclén en el tiempo de las varlables de estado Xy eer By

tiene que ser concebida por medio de funclones de R en U‘, vy U".

Como el tlempo es una variable en R, la evolucién en el tiempo
de lag variables de estado Ko e 0 Xy tlene que ser concebida por

medio de funclones de R en Ul' ..+ yRen LA
Por costumbre generalizada, estas funciones se representan
medlante la misma letra con que se representan las varlables, asf,

no se escribe X f1(t), O f"(t). sino

x = xl(t). ROE x"(t).

Forma general de los modelos cuantitatives.

Los aspectos dindmicos del sistema resultan perfectamente
capturados por las funciones t < x‘(t). . xn(tl.

Pero lo mds frecuente es que no se tales f
Los modelos cuantitativos (deterministas) dindmicos establecen
relaciones matematicas a las que tales funciones obedecen.
Generalmente asumen las sigulente forma:
k funcl F‘. cn FI bl las relacl existentes entre
lag velocidades de varlaclén de las variables de estado, en un
{nstante temporal dado, con los valores que en ese mismo instante
tomen dichas variables de estado. Formalmente:

velocidad de variaclén x ent= Fl(xl(t). . x.(t))

velocidad de variacitn xents= F.(xl(t). s x“(t))



Leyes dinimlcas.

La evolucién del sistema, esto es, el curso de las varlables
de estado a lo largo del tiempo, conocido el estado iniclal del

sistema, se obtienen « resolvlendo » las 1 anteriores.

Para construir sistemas dindmlcos los clentificos utilizan
leyes dindmlcas: relaciones matemiticas entre las variables de
estado en las que la varlable tlempo desempefia un papel esencial.

Los estados de equilibrio se pueden determinar a partir de
modelos dlndmicos.

Es Interesante advertir que los modelos dinamicos sirven
tamblén para determinar los estados de equilibrio de los sistemas.

En efecto; como el equlilbrio las tasas de varlacién de las
variables de estado se anulan, los estados de equillbrio se
obtlenen anulando los primeros miembros de las ecuaclones (%) y

viendo para qué valores constantes (X, y, ... , W), se satisfacen
las 1 asl corregid

MODELOS DE PROCESOS O CADENAS DE MARKOV

Les modelos mas sencillos de cambios de marca se basan en una
analogfa entre ¢l comportamiento de compra del consumldor y
determinados procesos fisicos que pueden describirse mediante una
relaclén conoclda por el nombre de procesos o cadenas de Markov. El
rasgo clave de un proceso de Markov reside en que, el « estado »
del « sistema en cualquler momento del tlempo, depende unicamente
de su estado en el momento inmedlatamente anterior y no de otros
sticesos pasados ». En términos estrictos, un proceso de Markov es ¢
un proceso estocdstico tal, que si conocemos el resultado del
dltimo experimento podemos prescindir de toda la demis informacién
del pasado con el objeto de predecir el futuro ».

En el contexto del comportamiento de compra del consumidor, el
consumidor ¢es un « sistema » y la marca que compra ¢s el
¢ experlmento » y la marca especifica e el ¢ resultado » del
experlmento, El rasgo que distingue un proceso de Markov de otros
procesos estocdsticos (probabllistices), reside en el supuesto de
que la « memoria » del sistema Gnicamente tiene un perfodo de
duracién.

En un modelo del proceso de Markov se centra la atenclén en

los blos o trar de la seleccién de marcas por parte del
consumidor.




En la mayorfa de las aplicaciones que se han realizado hasta
el presente, se ha supuesto que los consumidores compra a
intervalos regulares, por ejemplo mensualmente. Esto constituye un
proceso de Markov discreto.

Tamblén resulta poslble operar con procesos continuos en los
que no se efectda supuesto alguno de compra a Intervaios regulares.

El « estado » del consumidor en cada mes es, por consigulente,
1a marca comprada en dicho mes.

E)! modelo representa camblos de marca que vienen determinados
por probabilidad o supuestas) de « transicl » de
una marca a otra. Por efemplo, si sélo exlsten dos marcas de un
producto (A y B), entonces los camblos de marca podrian predeclrsc
sobre Ja base de probabilidades transitivas PM.PAB,PBA y P

La cantidad PM representa la probabilidad de que un consumi-

dor, una vez eleglda la marca A en un perfodo, compre de nuevo la
mlsma marca en el perfodo slgulente; P % ta probabllidad de que

un consumldor camble de marca A a la marca B, etc. Sl se supone un
ndmero de consumidores constante, entonces todos los consumidores

de la marca A deben comprar algo PM + P/m = |, Por {a misma razén,

PM + i'»‘ﬂA = 1

El modelo de fos procesos de Markov se ha aplicado a muchos
tipos distintos de procesos fisicos, M4s reclentemente ha
sido utilzado por los clentificos soclalcs para representar
procesos soclales como el blo de en los
tamafios de las empresas de una industria y casos parecidos.

Al menos parte del atractivo que tiene el modelo de los
procesos de Markov para los clentificos soclales e investigadores
de mercado, se debe a su simpticidad cientifica. Si los supuestos
del modelo resuitan ser adecuados y (tiles para una determinade
problema, entonces pueden llevarse a cabo una muititud de andlisls
utifizando sus « blen sabldas » propledades (para los mateméticos).

Fstas propledades devienen convenientes para tratar con
procesos de Markov, pero debe sefialarse una vez més que la
convenlencla de célculo no estd necesariamente ligada al realismo.

Los supuestos del mds senclllo de los modelos discretos del
proceso de Markov con probabliidades transitivas (de camblo)
constantes deja mucho que desear en cuanto a descripcién del
comportamlento del consumidor.



Entre las criticas que se han hecho de este modelo, son de
sefiatar:

1. Los consumidores raramente a intervalos regulares; la
frecuencia de las compras pueden variar, y en la misma transaccién
pueden muy blen comprarse dos o méds marcas del mismo producto.

2.- Ademas de los camblos de una marca a otra, una descripeién
realista del comportamlento del consumidor debe tenmer en cuenta los
consumidores que entran y salen del mercado.

Por ejemplo, en un estudio de un producto alcohélico
destllado, se averigus que el numero de nuevos clientes que cada
afio entraban en el mercado superaba al nimero de aquellos que
camblaban de marca.

3.« Las probabllidades de transicién de una marca a otra no se
mantienen constantes; el objetivo y efecto de las actividades
pr lonales es el de blar estas probabilidades.

4.- Las elecclones de las marcas pueden muy bilen estar
influldas por toda una serle de compras anterlores, y no solamente
por la del perfodo anterlor. Se han sugerido que los consumidores
« aprenden » sus preferencias,

Aunque criticas ponen en duda la valldez general del modelo
simple de las cadenas de Markov, en determlnadas situaclones, sin
embargo, puede dar lugar a unas predicclones razonablemente
precisas del comportamiento del mercado,

Al proyectar el porcentaje de mercado a consegulr por marcas
nuevas, sobre ia base de resultados de pruebas del mercado,

No obstante, un uso similar de un modelo simple de los
pracesos de Markov para proyectar los resultados de pruebas de
mercado para un producto de lavanderia, resulté un fracaso. El
modelo se utillzé para predecir el porcentaje de mercado que
obtendrfa una marca si se comerclalizara durante un perfodo de
tiempo considerable al mismo preclo, con la misma publicldad, etc.,
como se hace en la prusbas o tests de mercado, Tamblén se averigud
que las luacl de los {dores con respecto a la marca
nueva camblaban después de haberla utilizado durante varios meses,

E£n consecuencia, las pruebas de mercado, y la marca no
consigulé mantenerse al nlvel que se esperaba.

Refinamientos del modelo de los procesos de Markov.

Con el fln de superar las debilldades del modelo simple de los
procesos de Markov, pueden hacerse varias modificaclones,



Quizds el mejor modo de tratar una frecuencia de compra
variable censiste en eliminar el supuesto de los Intervalos de
compra regulares. Las probabilidades transitivas pueden tratarse
sobre una base de compra a otra, y la frecuencia de compra puede
representarse como una variable separada, Este enfoque nos conduce
a un modelo de los « procesos semi-Markov » Herniter y Howard han
trabajado con este tlpo de models y han concluldo que su mayor
complejidad se ve mas que compensada por su mayor realismo.

En el modelo simple de los procesos de Markov, el problema de
las entradas y salldas del mercado puede tenerse en conslderacién
permitiendo que los consumidores cambien en ambos sentidos a un
estado artificial de « no compra ».

El mismo propésito se consigue mads ficllmente en el modelo de
los procesos seml-Markov, permitlendo que la frecuencia de compra
tome el valor cero en un intervalo de tlempo determlnado,

Los camblos en las probabllidades transitives pueden
representarse como resultados de las actividades propocionales de
las empresas competidoras, Sl se sabe o se supone que las
probabilidades cambian con frecuencla, entonces es posible que las
pautas de compra nunca se acerquen al ¢ equilibrio » hacla el que
s¢ mueven si las tasas de camblo de marcas se mantiene constantes.

ta mayor parte de los teoremas mateméticos de los procesos de
Markov tratan de la predlccién de las diclones de equilibrio, de
la tasa de aproximacién al equilibrio, etc., y son de muy poco use
si blan las probabliidades transitivas. Un mercado en cambio
constante puede anallzarse mejor medlante la slmulacién de su
comportamiento durante un perfodo de tlempo. Aunque la simulacion
es un enfoque relatlvamente caro y que lleva mucho tlempo, parece
que es necesario sl se intentan hacer predicclones significativas
del comportamiento.




UN MODELO DE COMPETENCIA ENTRE TRES LECHERIAS

1 Py

Se desea modelar y el de los client
entre los proveedores, suponlendo por simp que la misma
fracclén de los cllentes cambiara de una lecherfa cualqulera a otra

durante cada perfodo de tiempo (un mes).

12 1o d

Se supone que al comenzar el modelo las lecherias 1, 2 y 3
controlan las fracciones Xo, Yo, Zo del mercado. También supone que
son las tnicas repartidoras cuyas fracel deben der a 1 ;
Xo + Yo + Zo¢ = | suponga que despues de un mes la lecherfa 1 ha
logrado mantener la fraccién An de sus propios clientes y ademas
ha atraldo las fracclones Atz de los cllentes de la lecherla 2 y
A13 de la lecherla 3. Suponga que el nimero de clientes permanece
constante por lo tanto se establece ecuaclones similares para cada
una de las lecherias.

Siendo X1 la fracclén del mercado que tlene la lecherla 1
despues de un mes,

- X1 N = Au(XoN) + As2(XoN) + A13(ZoN)
Entonces

X1 = AuXo + A12Yo + A13Zo
Y1 = A2Xo + A22Yo + A2aZo
Zy = AnXo + ARYo + A2Zo
Se consldera un ejemplo nitnerico para ilustrar las ideas

anterfores. Considerando a Xo cnino las partes inlciales del mercado
y la matriz de transicién A es

0.2 08 0.2 0.1
Xo= |03 y A=[01 07 03
0.5 0.1 0.1 06

obtenermos que X1 ® Axe, X2 = Ax1, ... X17 = Axte donde el
significado de hecho es que todas las Xr para r & 16 son jguales
por lo tanto las partes del mercado despues de 16 meses el mercado
esta en equilibrio cuando se tlene que

0.450
Xie = | 0,350
0,200



Despuds se quiere averiguar el comportamientto limite y
equilibrio. Se examina sl las matrices columnas Xr pudieran tender
a alguna matriz columna X» a medida que r crece.

Ya que )("ﬂ = Axr, st xk tiende a Xm se sigue que Xo = AXw; de

. modo similar, ya que se tiene I;Xr = [1] ¥ r, se sigue que, también

I;Xw = [1]. En 1 se tiene lo sigulente

Si la X tlenden a un limite Xoo = [ Xw, Yo, Zm IT,

entonces
AXoo = Xoo y Xoo + Yoo ¢ Zao = 1

Como A es de 3 X 3, la ecuacién AXe = X representa tan solo
un sist de 3 ecuacl combina con el sistema anterlor para dar
una incognita, Xm, Yo y Zw. Esto es si las Xr tienden a un limite.

Los didatos posibl se ran al resolverse este
sistema.

0.8Xo + 0.2Yo + 0.1Zw = Xeo
0.1Xw + 0.T¥m + 0.2n = Yoo
0.1Xo + 0.1Yo + 0.6Z0 = Zwo
Xo + Yo + Zuo = |
concluyendo que al resolver este sistema se encuentra que
Xo = 0,45, Yo = 0.35, Za = 0.20.

Lo que demuestra que es el dnico limite posible.

Que de ningun modo depende de las contri iniciales del

mercado,

Esto qulere decir que sl ¢l suministro de leche permanece
constante y las ventas tamblén son co se un
equilibrio con las proporciones de
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0.45
Xr = [ 0.35 ] y esto puede suceder para una economfa estable,
0.20

Es decir se inlcla con una proporcién del mercade de

0.2 0.45
Xo = | 0.3 { y se llega a un equilibrio cuando Xr = } 0.35
0,5 0.20

para r = |7 meses y permanece en equllibrlo para Xe, Yo, Zeo;
Xoo 8 0.45, Yo = 0.35, Zo = 0.20

0 sea que no Importa con que fracclén del mercado Inician al
paso de los meses se establece un equllibrio con las proporciones

del mercado.
0.45
Xo = | 0.35
0.20

La forma de Jordan es extremadamente !mportante.

Es éste ejemplo modelé como evolucionaban de mes a mes las
partes del mercado controlado por tres lecherias; el resultado fus
X " = Axr en donde los tres componentes de xr representan las
fracciones del mercado en manos de cada lecheria en el mes r y en
donde ta matriz A de transicién describe el efecto de las fuerzas
del mercado.

La matriz de transicién A del modelo de competencia entre
lecher{as tenfa eigenvalorss Ai = 0.5 A . 0.6y 7«: = 1.0,
que se demostré as{ como un conjfunte linealmente Independiente de
tres elgenvectores asociados LR X

Entonces como p(A} = I, se sigus del teorema clave (potenclas
de matrices no defectuosas). Sea A, p x p una matriz no defectuosa.

Entonces, a medida que 1 tiende a mis infinito:
a) A converge a cero si ¥y sdlo sl el radlo espectral p(A) < L



b) A'xo converge a cero para toda x_ sl y sélo si plA) < L

o) A' estd acotado st y sblo si plA) s 1.
d) A‘Xo esta acotada para toda X, siysélosl p(A) <)
e) ||A'] | tlende a infinito en alguna norma matrleial ( y por lo
tanto en todas las normas matriclales ) si y s6lo si p{A) >L
1| A‘xol | tlende a infinito para alguna %, en alguna norma

vectorial {( por lo tanto en todas las normas vectorlales } si y
sblo si p(A) > 1

Retomando lo anterior: Que A' ¥ A'xo estan acotadas para toda

De hecho, como Vo Ve ¥ Yy forman una base para R:'. X, 8€
puede escribir como

- + + \J
O A AP A
Entonces,

1 \ (1 1
Ax = 31(0.5) v+ 32(0.6) v, ¢ aa(l.o) v,

lo que demuestra que A'xo converge a un miltiplo de 8V, para toda

X En ese modelo, la suma de los elementos de cada estado

( x= A'xol es igual a 1, de modo que esto deber ser clerto 2n el

timite LA también el limite entonces debe ser igual a

fo4s 035 0201
para toda xo



MATRICES NO NEGATIVAS Y DE MARKOV
En ¢l eJemplo se analiz6 el modelo de competencia entre

fecherfas y mostré que en ese caso espec(fico Alxo converge a un
méltiplo del eigenvector \A asoclado con A__‘ =}, sin importar la
%y inicial qué se tome,

sDeflnicién. Se dice que una matriz A, p x q, es no negativa si
y sblo sl todos sus elementos son no negativos: Al ”c 0.
Una matriz de Markov es upa matriz p x p no pegativa tal que

la suma de los elementos en cada una de sus columnas es igual a 1.

Slsedefine lamatrizpx 1, 1=(1 1., 1", entonces

lTA-lT. porque los elementos de cada columna de una matriz de
Markov A suman 1; de modo de A = 1 es un elgenvalor de A, Ya que
[IAl], =1, |a] = 1 para cada elgenvalor A de A debldo al teorema

clave (7.10) e); estos dos hechos Juntos implican que plA} = 1,
Ademis, como ||Al|| s §|A] ]: = |, se sabe qle A' esta acotada

entonces implica que cada eigenvalor de magnitud | tlene

multiplicidades algebraicas y geometrlcas fguales -esto es, que A

tiene un ‘“conjunto pleto" de ores asociados con
tales eigenvalores. Sin embargo. esto no es suficlente para

demostrar que A'xo converge para toda Xy, por ejemplo;

la competencla de las lecherias nos ha llevado a una matriz de
Markov.
0
e{0s]
tiene elgenvalores + 1 y - 1, y eigenvectores asoclados A 11 ]T

yll-1 ] sl se escrive X, =av 48y, entonces A'xo es Igual

jaseaax ( para i par) o ax, - levz(parn i impar), por lo tanto,

A'xo coaverge (a x,, de hecho) sl y sblo sl a, = 0 -esto es, cuando



x, es 0 o algln eigenvector asociado con A = {,

Si fuera posible de algin modo temer la seguridad de que todos
los eigenvalores de A distintos de A = | tuvieran una magnitud
estrictamente menor que 1, no se darfa la sltuacién que se acaba de
describir; esto requiere, sin embargo, de algunas condiclones
adiclonales en la matriz A de Markov como lo demuestra el ejemplo
de ia matriz 2 x 2 que se acaba de presentar.

La teoria desarroliada para tratar este tema se aplica méds en
general ¥ no sélo a las matrices de Markov,

POBLACION DE COMPETENCIA

En este delo se fdera la sh {én un poco piejo de
dos poblacfones que compiten una contra otra. Los nimeros en estas
poblaciones se denctan mediante Z1 y Gi que pueden visualizarse
como el conteo de zorros y gallinas,

Suponga que las gallinas , sin zorros que las molesten tlenen
una taza de natalidad que exceda a ja tasa de mortalidad; para ser
més especifico,suponga que en esta situacién se tlene Gmu 1261,

Sin gallinas para alimentarse, serfa de esperar que los zorros

comenzaran & extinguirse digamos que zl """ 0,671,

Se qulere poder un modelo a lo que sucede con los zorros
tlenen éxito devorando clerto nimero de gallinas en cada perfodo de
tiempo, suponiendo que esto permitiera un incremento en la
poblacién de 2orros proporclomal al nimero de gallinas devoradas.

Para ser més especifico, suponga qus Z' " 0.6Z1 + 0.5G1.

La poblaclén de galiinas obviamente comenzara a decrecer
debido a las zorros, de modo que se toma.

Gmﬁ 1.2Gt - ki, donde K representa ia tasz de galllnas
devoradas por Zorros; k permanece como variable para estudiar el
efecto  de diferentes tasas de mortalidad,

Supcniendo que existe un ndmero inicial de 100 gallinas y de
100 zorros, se cbtiene como modelo,

Zm = 0.6Zt + 0.5G;
{1
Gm w421+ 12Gi para 1= 1, 2, 3

con Zy = 100 y Gy = 1000.



Se utilizan matrices para anallzar el comportamientu de estas
peblaciones conforme pasa el tlempo, Sean

0.6 0.5 2 100
A=l 1.2] = [Gn]“lq“”n' [moo

el modelo 1 se convierte en

) X, =Ax parai=12...,conx = noo 10001°

2
se sigue de (2) que L AxI - A(AxH) - Axl_l y asl
sucesivamente de modo que de hecho,

(3) X, = A'xl para 1 = 0, |, 2, ...

De acuerdo con (3) el estudiar ¢l comportamlento de X, conforme
I crece es equivalente a estudiar el comportamiento de las

potenclas de A' de A de forma parecida como se realizo en €l modelo
de competencia de lecherlas, sin embargo para este caso no se
tienen las condiciones adiclonales para ese modelo.

De hecho en éste modelo, Al puede comportarse de manera
diferente para diferentes valores de k .

Ejemplo 1t

Sl sa toma el modelo para k = 0.1 de manera que

06 05
A= [—0.1 1.2]

En la tabla sigulente se muestran los nimeros aproximados de
2o0rros y gallinas en el punto I-ésimo de tiempo para varios valores
de 1.

El modelo verifica de maneras experimental lo que se esperaria:
para una tasa de mortalidad k baja, la poblacién de gallinas crece
sin limite y esto permite que la poblacién de zorros también crezea
sin limlite.



La tabla indica que finalmente las dos poblaciones se
igualan.

1! 2 3 4 5 ] 8 12 16 20 3Q 100

Zy 100 S60 931 1244 1523 1783 2292 3470 5107 7483 19409 15328199

Gi 1000 1190 1372 1553 1739 1934 2367 3488 5111 7483 19409 15328199

Ejemple 2: Considere una tasa de mortalidad de gallinas
significativamente mayor, k = 0.18; se verd que esto causa que la
poblacién de gallinas tlenda a quedar exterminada, lo cual a su vez
lleva a fa muerte de los zorros - ambas poblaciones se extinguen.

Con k = 0.18, se tiene:

06 05
A- [-o.w 1.2]

La tabla, abajo, muestra los nimeros aproximados de zorros y
gallinas en el punto i-ésimo de tiempo para varios valores de 1. E}
modelo verifica de manera experimental o que se esperaria: ambas
poblach tienden a d ecer.

[T | 2 3 4 5 8 12 16 20 30 40 60 80 100

Zy 100 S60 927 1214 1434 1808 (854 1654 1371 71331243 3 O
Gi 1000 1182 1317 1413 1477 1530 1400 1177 94045919025 2 O

Estos dos ejemplos muestran que el modelo puede dar dos tipos

de p to radical e diferentes, para diferentes valores

ds k.

Se quiere saber:

Como se puede determinar e! comportamiento de xi a medida que
1 crece para cualquier valor especifico de k. Ya que:

X = A‘xl para 1w 0,1, 2, ... dice que el comportamlento de

X, se determina por el comportamlento de las potenclias

Alde jgual se quiere saber como se puede determinar el
comportamiento ds las potenciss A's medida que 1 créce  para
para cualguler valor especifico de k.

”



La forma de Jordan es extremadamente Importante en las
mateméticas aplicadas porque da la clave de la respuesta a un
conjunto de preguntas concernientes a una amplia gama de
aplicaclones.

AnlA

En el eJemplo de las lecherias se cémo lucionaban de
mes a mes las partes del mercado controlado por tres lecherfas; el

resultado fue (2,4)- x " Axr-en donde las tres componentes de xr

representan Jas fracciones del mercado en manes de cada lecher(a en
el mes r y en donde la matriz A de transicién describe el efecto de
las fuerzas del mercado.

De manera similar se modelé la evolucin de poblaciones de
zorros y galllnas en competencia con - X 0™ Axl- en donde

las dos componentes de %, representan los nimeros de zorros y

gallinas en el tlempo 1, y la matriz A describe su competencia.

4 q

En general, los del dticos a una
matriz p x 1,x ¢ Que describe el estado de algin slstema complicado

en el tiempo l a una matriz A p X p, que representan los procesos
internos del sistema, de tal modo que

Ky = A%,

modela la evoluclén del sistema en el tiempo. Denotando el estado
iniclal por Xy €8 posible escribir lo anterfor en forma

equivalente
1
xl-Axopnrale

Las preguntas importantes para esos ejemplos especificos, y
generalmente de importancia modular, son: (qué pasa conforme
transcurre e} tlempo?, gtlende el sistema al equillbrio?

Los estados x, ilegan a ser arbitrariamente grandes?

Tienden a cero?, joscilan?

Graclas a X = A'xu para | £ O, la forma de Jordan de A
puede manejar tales asuntos,

Escriblendo A = QJQ™, en donde J es una forma de Jordan A,
es posible aplicar el teorema (semejanza y potencias).
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Suponiendo ques B es semejante a A con B = P"AP, entonces:
a) Para cada entero k positivo, Bk es semejante a A* siendo
B = PA'p,

b) det B = det A,

¢} B es no singular sl y sélo st A es no singular.

d)S! A y B son no singulares, entonces B es semejante a A"
siendo B* = P'AYP también para enteros k negatlvos de modo que en
especial B = P'A”'p,

e} Si f es un polinomio: f(x) = Anx'“ +.ootayslFX)

para una matriz cuadrada X es

aox"‘ + .. aml,

entonces 1(B) es semejante a f(b) = PT'F(AIP.
Demostraci6n
a)B*(PAP)P'AP) ...(P'AP) = con k términos -y la ley

Hrml 14

de los paréntesis de modo que PP

asociativa permite la
repetidamente da I y el producto se colapsa a PiA%p,
b) det B = det (P AP} = det (P™') det {A) dot (P) = det A,
c) Esto es consecuencia de b) y del hecho de que una matriz
es no singular sl y sélo sl su determinante es diferente de cero.
a Bt = (pae)! = P . PP,
El resultado para una k negativa arbitrarla sigue de aplicar
a)aB'yaA™con k)

e) £(B) = IOP"A"‘P + alP"A"'"P TN AmP"P =



=PHa A" +aA™ &+ ... +a I} P = PR
[ 1 m
como se afirmé,
Observe que la relacion B* = PA'P puede ser un extremo wtil

sl es {o calcular o Ii; B* y sl A¥ se anallza con mayor
facilidad, y entonces

Al = Q! y por lo tanto

1n1
% =QJ Q X0

Esto permite estudiar el comportamiento de 3'-un problema

mucho mds simple que para A' directamente. Esto se vuelve todavia
mds senclllo debldo al teorema clave en el que J misma es una
matriz di { en bl con bloques de Jordan ".- en la dlagonal:

qd

entonces, sélo es necesario estudlar las potencias J:_. ya que

1
0 ¢ .. J
u

Ejemplo. La matriz A del modelo de competencla entre
poblaciones con k = 0.18 en el ejemplo de presa depredador ,tenia un
_elgenvalor doble A‘- A 3 0.9 como se¢ demostro en el ejemplo sobre

las poblaci en tencla, ( ad entonces no estaba

disponible esta terminologfa). La matriz defectuosa porque
(A-09)x =0 necesita que

(3% SR-15)

para la cual toda solucién es sélo un multiplo de (S " va que

p (A) = 0.9 < 1, sabemos que A' tlende a cero como lo hace A'xo para

to.
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Esto prueba lo que se Indicd experimentaimente en el ejemplo:
presa depredador las poblaclones en este caso mueren, sin importar
la distribucién de zorros y gallinas,

UNA APLICACION IMPORTANTE: ECUACIONES DIFERENCIALES MATRICIALES

Sea x = f(t) una funclén que representa una cantidad fisica
tal como el volumen de una sustancia, la poblacién de determinada
especle, la masa de una sustancia radlactiva o el nimero de pesos
invertidos en bonos. Entonces el crecimiento de f{t) estd dado por
su derivada f*(t) = dx/dt. S! f{t) crece a una razén constante,
entonces dx/dt = k y x = kt + C; esto es x = f(t) es una recta.

Con frecuencia es mas [nteresante y més aproplado el
considerar la tasa de crecimiento relativo definida por

Tasas de tamafio real de! crecimlente
crecimiento =
relatlvo tamafio de f(t)
fr(t) x'(t)
-—— [§}]
f(t) x{t)

Si la tasa de crecimiento relativo es constante, entonces

x°(t)
=8 (2’
x(t)
o blen
x'(t) » ax(t) (3)

La Ecuacién (3) se ilama ecuacién diferencial ya que es una
ecuacién que ticne una derivada. No es dificil demostrar que las
dnicas soluclones de (3) son de la forma

x(t) = ce™ (4)
donde ¢ es una constante arbitraria. Sin embargo, sl x(t)

representa una cantidad flsica, entoncts normalmente se especifica
un valor iniclal Xy = x(0) de la cantidad.

Entonces, sustituyendo t = 0 en (4}, tenemos xo = x(0) = et

= ¢, o blen

x(t) = xoe“ (s)
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La funclén x(t) dada por (5) es la vinica solucién de (3) que
satisface la condleidn x(0} = x .

La Ecuacién {3) surge en muchas aplicaclones interesantes,

Algunas de ellas aparecen Indudablemente en los textos de
Calculo, en el capftulo relativo a la funcién exponencial. En esta
secclén consideraremos una generalizacién de Ja Ecuacién (3).

En el modelo discytido anterjormente, buscamos una funcién
desconocida. A menudo se tiene que aparecen varfas funciones
vinculadas por varias ecuaciones diferenclales. Algunos ejemplos se
dan mAs adelante. Considere el sigulente sist de n ecuacl
diferenciales en n funciones incégnitas

x;(t) " a“xl(t) + alzxa(t) ot a'nxn(t)

x;(t) - az‘xl(t) + akzxz(t) vt ahx"(t)

'_ ‘ * (6)

x;(t) - nmxl(n + a"zxz(t) Lot a"nxn(tl

donde los au son nimeros reales. A (6) se le llama un sistema de
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden de n x n. El
término "primer orden" significa que en el sistema dnicamente
aparecen las primeras derivadas.

xl(n

xz(t)

Ahora,sea; x(t) =

x
~ e
=

Aqui x(t) se llama funcién vectorial,
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Definimos
x;(t)
xz(t)
x'(t) = .
x(2)

Entonces, si definimos la matriz de n x n.

a e
! 12 )
a ..
21 %22 an
A = . . .
a a .. a
nn n2 hh

el sistema (6) puede escribirse como

x'(t) = Ax(t)

(W)}

Note que la ecuacién (7) es casl Idéntica a la Ecuactén (3).

La Gnica diferencla es que ahora tenemos una funclén vectorlal
y una matrlz, mientras que antes tenfamos una funcién “"escalar" y

un ndmero (matriz de 1 x 1.)

Para resolver la Ecuacién (7) debemos conjeturar que una

soluclén tendrfa la forma &', Pero Lqué  significa
Responderemos a esta pregunta en un momento.

recordemos el desarrollo en serle de la funcién e,

. 12 0 ot
e =l 4= 4

2t Yt e e

M

Primero,

(8)

Esta serle converge para todo ndmero real ¢ Entonces, para

todo ndmero real a,
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Definicién 1

La matriz e*. Sea A una matriz de n x n con componentes reales

{o complejas). Entonces e* es una matriz de n x n definida por

. A2 A
enl'A? Tttt (10)

Observacién, No es dificil demostrar que la serle de matrices
en la Ecuacién (10) converge para cada matriz A, pero hacerlo nos
desvlarfa de nuestro objetivo,

Sin embargo, podemos dar una Indicacién de por qué sucede
esto, Primero definlmos !A|lcom0 la suma de los valores absolutos

de los componentes en el renglén {-ésimo de A. Entonces definimos
la norma de A, denotada |A|, por

[A] =mas [, un
13513n

Se puede mostrar que
[4B] = |A|[B] (2
y [A+B] = [a] + [5] 12

Entonces, usando (12) y (13) en (10), obtenemos

AP Al A
A |
e’ s1 + |A] TR TR +,_,=°I‘|

Puesto que |A| es un nimero real, eM es finito. Esto
demuestra que la serie en (10) converge para toda matriz A,
Ahora veremos la utilidad de la serie en la Ecuacién (10),
Teorema 1
Para cualquler vector constante ¢, x(t) = e*c es una soluclén

de (7). Ademds, Ja solucién de (7) dada por x(t) = e"’xn satisface

x(0) = X



Demostracién Calculamos, usando {10):

3
x(t) = et = [l + AL+ AY L' + A :t-" +] c (14)

Pero como A es una matriz constante y ¢ es un vector
constante tenemos

k k k-1 Kok-1 k-1
d, kL dtr . kt k -1 t
at et W A=A [A (k-:)l] (1s)

Entonces, combinando (14) y (15}, obtenemos (debido a que ¢ ¢s
un vector constante),

x'(t)-=g A‘cuA[HAH-A‘”‘ +A3‘§, +...]c

= Ae*'c = Ax(v)

Finalmente, en virtud de que e“o’

A(D)

-e al

x(0} = ¢ X, = lxo X,
Definicién 2

Matriz solucién principal. La matriz M ce llama matriz

soluclén principal del slstema x's Ax.
Queda pendiente un problema mayor (y obvio). (Cémo calculamos

M de una manera préctica? Comencemos con dos ejemplos.

Ejemplo 1

S

L}
—
(=R ]
ono
UNOO
—
>

3

n
——
QO -
ONQO
we e
——

>3

B
——
QO+
onNO

3
WO o
NEAS
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2,2 3.3
yeMr-ll*Ati-A—L

L t
2 0 ° 21
2.2
3t
4] 0 21 o]
2 3
1,8
l+t2!+ 3t e 0 .
(2.1}, (2t}
= 0 14+(24) + T TR
o] [+]
e 0 o0
=lo *o
lo o "
Ejemplo 2,

2 3
10(31)0%+m

1 00
01 0|+
001
0 o
20 1.
s O
Lt
LT
0
. 0

3t

Sea A = (3 ;] Entonces, como es fdcll de verificar,

2 3
Az_ a 2:.1\3- a
0 a 0 a

2 m
3: s o A® a ma
0

3 au" 3 meU"
por lo que oMt o |me0 m! man
r (ag)”
0 m§o m!
«@ m-1 m @ m-lm 2.3 3.4
Ahora .1: N a.t . 2,8t  at
m§1 m! -m§l (m-1)1 teat 2! AT

+ v



3.3

2,2
-t(l+atf§—2-}-+am + ) . e

at

t
En consecuencia e [
e

en te"’]

Como lo muestra el Ejemplo 1, es facil calcular e es una
matriz diagonal, El Ejemplo 1 muestra que si D = dlag (Az, vern An),

entonces ™ = diag (Mt A2 vy o,

En el ejemplo 2, calculamos et para una matriz A en la forma
candnica de Jordan. Resulta claro, pues que esto es todo lo que
necesitamos hacer, tal como lo suglere el sigulente teorema.

Teorema 2 Sea J la forma canénica de Jordan una matrlz A sea
J = ¢'AC. Entonces A = CSC' y
M = celict (e}
Demostracién

Primero notemos que

n vecaes

- - - w1}
A" e (cc = (cachicic™) L leic™h)

= csic’osconc o) ..ctonc
=cJc!

De aqui se deduce que

(A" =c T c? umn
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Por lo tanto

2 2
Mars (A e ‘g’l‘l + .. cict + cauc™ + C%&lc" T

2
c [n y + L ] ¢! = el

El teorema 2 nos dice que para evaluar e* 1o unlco que

1t
realmente necesitamos calcular es e, Cuando J es una diagonal
(como sucede en la mayor(a de los casos, sabemos entonces cémo

determinar e 51 A es una matriz de 2 x 2 que no es
diagonalizable, entonces

It At
A 1 it e e
“'[o x]" ’[o e’“]
como lo calculamos en el ejemplo 2. De hecho no es dificil evaluar

e donds J es cualquler matriz de Jordan. Primero es necesario

calcular e para una matriz bloque de Jordan B. Un método para
lograrlo se da en los problemas.

Apliquemos ahora nuestros célculos a un simple modelo
biolégico de crecimiento poblacional, suponga que en un ecosistema
existen dos especles S‘ y Sz relacionadas entre si. Denctamos las

poblacl de las especies en el ¢ por xl(t) b4 xz(z).
Un sistema que goblerna el crecimiento relativo de las dos
especles es
x'l(l) = axl(t) + bxz(t)
(18)
x z(tl - cx‘(t) + dxz(t)

Podemos Interpretar las constantes a, b, ¢ y d del siguiente
modo. Si las especies estdn en competencia, entonces es razonable
tener b<0 y c<0. Esto es verdadero porque al Incrementarse la
poblaclén de una de las especles disminuird el crecimiento de la
otra. Un delo es una relaclén entre depredader y presa.
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81 Sl es la presa y Sz es el depredador (S2 se como a Sl),

entonces es razonable tener b < 0 y ¢ > O puesto que un incremento
en la especle depredadora causard wna disminucién en la especle de
la presa, mientras que un Incremento en la especle de la presa
ciausard un incremento en la especle depredadora (puesto que tendrén
més alimento). Finalmente, en una relacién simbiética (cada especie
vive de la otra) tendrfamos b > 0 y ¢ > 0. Por supuesto, las
constantes a,b,c, y d dependen de una gran variedad de factores
Incluyendo allmento dlsponlble, temporada del afio, clima, Ilfmites
debido a la sobrepobl ia con otras especles y muchas
otrss. Analizaremos cuatro modelos diferentes usando el material en
esta secclén. Supongamos que t estd medido en afios.

Ejemplo 3

'

Un modelo de les en fa. e el slstema.

P P

X (e} = 3x () - xztt)
x' (t.) = -2X (t) + 2% (t)

Este sistema descrlbe la influencia de las poblaclones de dos

en sobre sus respectivas tasas de
cresimlento. Suponga que las poblaclones Iniciales son %, (0) =90 y

xz(o) = 150, Determine lag poblaciones de ambas especies para t > O.
Soluclén: Tenemos [_2 -é] Los valores caracteristicos de A son
hl =1y “z = 4 con sus correspondientes vectores caracteristicos

1 1
vl - [ z] y vz - [-l ] Entonces

(3 d)erd(3 Aeon (b2 [S )

peaterand (3 2] (8 2)(3 1)
33 4)( e )

109



} 1 et 4t
= -Ze 42e - 26t - et

Por ejemplo, después de 6 meses (t = 1/2 afio), xl(t) = 80e'? +
10e? = 206 Indtviduos, mientras que X 2(tl = 160e"? - 10e* =190

indlvlduos. M4s slgnificativo ain es 160¢* - lOe‘t = 0 cuando
6t metfote met on=m6yL=llnley3 = 27773 & 11
meses. De esta manera la segunda especie serd eliminada después de
escasamente 11 meses, aun cuando comenzé con una poblaclén mas
grande. En los problemas 10 y 1l se le pide mostrar que ninguna
poblaclén serd eliminada si xz(O) l=2x|(0) y que la primera
poblaclén sera eliminada si xz(O) > Zx‘(O). Por lo tanto, como
Darwin sabla muy blen, la supervivencia en este modela muy simple
dependa de los tamafios relativos de las especies competitivas
cuando comienza la competencia,

Ejemplo 4

Un modelo depredador-presa, Conslderemos el slgulente sistema
en el que la especle 1 es la presa y la especie 2 es el depredador.

x’ l(t) = le(t) - xz(t)
x;(t) L] xl(t) + 4xz(t)
Encuentre la poblaciones de dos especles para t > 0 si las
poblaciones inlclales son xl(o) = 500 y xz(o) = 100,

Solucién

2

AqulA=[l

-‘l‘ ] y el unico valor caracteristico es A = 3
con el dnico vector caracteristico [_:] Una solucién a la

1§
ecuacién (A -3ly, = v, da como resultado a A [ -2 ]
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Entonces

Jt e et at Pt
=, St e o 1 (del Ejemplo 2}

It 1 2-t l: at [ 1.t -t
= a2 (B Ry )

De esta manera la soluclén al sistema es
x() = X (t) o x = ol [ It -t][500] _ 3tf 500-600t
xz(t) v I+t )| 100 100+600¢

Es obvio que la especle presa serd eliminada despues de 5/6
afio = 10 meses, aun cuando 6 con una poblacién cinco veces
més grande que la especle depredadora. De hecho es facil mostrar
que Independlente del tamafio iniclal de la especle presa, ésta serd
eliminada en menos de un afio.

Ejemplo S

Otro modelo depredador-presa. Consideremos el modelo
depredado-presa regide por el sistema

x'](t) = xl(t) - let)
%{t) = x (t) + x.(t)
Sl las poblaciones Iniclales son X, {0) = xz(O) = 100,
determine las poblaciones de las dos especies para ¢ > 0,
Solucién
Aqul A = [ q: i ] con ecuacién caracteristica A2 <24 +2 = 0

rafces complejas Al al4+1y Az = | = | ¥ vectores caracteristicos

ve (i) we(a)
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Nétese que Az = Al yv, =v. Esto no debe sorprender puesto
que los valores propios de matrices reales aparecen en pares
complejos conjugados y sus vectores proplos correspondientes son
comple jos conjugados.

Entonces

S R I EH

(+ht
1+1 O n_|e 0
J=D= [ ] y eta
0 1=~ 0 e(l-m.

Ahora por la férmula de Euler , e = cos t +1sent

Qo+ el I

De esta manera e ™ w et (cos ¢ + 1 sen ).

Analégamente, e Mt = e'e & e'lcos t - 1 sen t).

En consecuencla

alt wot [COSErisEN L 0
4] €oS t - sent t
¥
e 1 1 cos t + 1sent 0
At el _ 8
°-c°c'2[| 'l][ 4] cost-lﬁent]

1 - gl 1t cos ¢t +1sent ~1 COS t + Sen t
1 1) T2 - cost-1sent 1¢o5t+sSent
Finalmente
x(t) = e”x(o) metf COSt sent 1000 ] _
-sent cost 1000
1000e'(cos ¢ + sen 1)
1000e*(cos t - sen t)
La especle presa comienza a extinguirse cuando 1000e"(cost

sen t) = 0 o cuando sen t = cos t. Se tlene que la primera soluclén

positiva de esta dltima ecvacién es + = n/4 = 0.785¢ aflo = 9.4
meses.
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Ejemplo 6
Un modelo de cooperacién entre especies  (Simblosis).
Consideremos el modelo simbl6tico gobernado por el sistema.
K () = 172 x (1) + %)

* = -

X', (t) l/4xl(t) 172 xZ(t)
Note que en este modelc la poblacién de cada especie

incrementa proporcionalmente a la poblaclén de la otra y decrece

proporcionalmente con respecto a su propla poblacién. Suponga que
xl(O) =200 y xz(O) = 500, Determine la poblacién de cada especie

para t > 0.
Solucién

Aquf A = ( -1z con valores caracteri{sticos

1
V4 -172 ] '

).2 =0y Az = -1 y sus correspondlentes vectores caracteristicos
2 2 2 2
vl - [ 1 ] ¥ v, = [-1 ] Entonces C= [ 1 - ].

ot
-1 -1 -2 o 0 Jt e o)
C--l/‘t[_1 2].J-D-[o _]],yen[o Et]ﬂ
1 0
[ 0 e-t]‘ll)e!:sta manera
At 2 2 1 0 -1 -2
¢ ""4[1 -1][0 e"][-1 z]"
~t )
2 2 1. -2 =2 <2e -4 e
'V“[l -I][-e"' zé‘]"“m(-x et 2 -zé‘]
y asf

2 -2¢t -4 +4e"][zoo]

At -
xt) = e7x(0) = -14 [-1 st -2 -2¢ | 500

w1/ [ 2900 + 1600¢7 }( 6007" - 400cTy
-1200 - 800e™ J| 300 + 200¢"
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Note que et+ 0 cuando ¢ » o, Esto slgnifica que conforme
pase el tlempo, las dos especles slmbibticas se aproximan a las
poblaciones de equilibrio de 600 y 300, respectivamente, Ninguna
poblacién es eliminada.

ECUACIONES EN DIFERENCIAS Y MULTIPLICADORES DINAMICOS

Esta seccldén concernlente al trabajo de sistemas de ecuaciones
iineales en diferenclas y varios tipos de multiplicadores
Keynesianos dentro de los sistemas.

Keynes, -John Maynard (1883-1946],

Nacld en Cambridge, Inglaterra.- Estudié en la Universldad de
su cludad natal,

Presenté con sus Ideas una nueva dimenslén de la economfa, que
ha quedado pantetizada en su rica produccién como Investigador y
autor, Su obra mds importante es Teoria General de la Ocupacidn el
Interés y el Dinero, publicada en 1936. Las teorias que encierra la
obra, segin sus criticos, no estaban lo suficlentemente elaboradas
al detalle para constitulr un nuevo cuerpo general dez andlisis
econémice completo, La formulacién de fas teorias de Keynes en un
principio resulté para él mismo una novedad. Su principal contenldo
discrepaba en algunos aspectos tratados por Ia escuela cldsica; fue
por ello que dedico partc de sus obras a aclarar conceptos que no
hablan quedad {d e preclsados por los cldslcos; por
ejemplo: Ingreso, Copsumo, Ahorre, € Inverslén.

El papel armonizador de Keynes lo convirtio en representante
distintive de la Teorfa Econémica Moderna y modificador de la
metodologfa clent{fica de esta clancia, Desarroilo una teorla
macroeconémica con un equilibrio dindmico, es decir, con diferentes
niveles de empleo. Algunos conceptos importantes utilizados por
Keynes som: Demanda Efectiva, Muftiplicador de la Inversidn,
Propensién Marglnal al Consume, Eflcacia Marginal al Capital, ete,

Efecto  Multiplicador: término  acuftado  orlglnalmente por
Keynes; significa fas consscuencias que ocurren en Ja inversitn, en
el empleo y en general en toda la economfa, como consecuencla de un
Incremento en la Inversién iniclal, El efecto multiplicador se
representa mateméticamente asf;

K =

-

Ay

Hna



donde;
K = Multiplicador
4C = Incremento del Consumo
AY = Incremento de! Ingreso
AC
== = Propencién Margina! al Consumo
Ay
El multiplicador cambla directamente con las variaclones de la
propencién marginal al consumo, aunque el multiplicador es slempre
mayor que 1 y la propencién marginal al consumo es menor que L,

Eficacia marginal del capital.

Términe utillzado originalmente por Keynes; significa ¢! tipo
previsto de beneficios que se espera obtener por el Incremento de
una unidad més de capltal. La eficacla marginal del capital es muy
importante por que condiciona, junto con el tipo de interés, la
inversién, aunque es muy inestable y se encuentra Influida por el
mercado de valores, la confianza comercial, las ventas, etc.

La eficacla marglnal del capltal esta condiclonada por la
prevision de beneficlos y por el costo de reposicién o precio de
oferta de los blenes de capitali se caracterlza por su
inestabllidad a corto plazo y por una tendencla asl ia disminucién
en e] largo plazo.

Una ecuaclén en diferencias de orden r ( 2 1 )} con
coeficlentes constantes es expresado para un tlempo ¢ discreto
como:

P (G) X (t) = b(t), m

donde P (G) = :-o AIG', G es el operador diferenclal tal que

GX(t)=X(t+1)conGny, (@
Al (1 = 0, l,..., r)son constantes, a e 0, b es una funcién

conoclda de t. La ecuaclén (1) es no homogenea sl y solamente si
b(t) no es identicamente cero, y su solucién general es obtenlda
|

g e ala I6n en diferencias lineal que la ecuacién
k wi-l ot
Xt)=Xplt) + L L C ath, @)
12t s1=0
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donde Xp (t) es una solucién particular de la ecuacién (1),
A (1 = 1,,.K) establecido para toda raiz distinta de la ecuacién
caracteristica.

r-!

PAMA+AA+.. +A A +A V=0 (4)
0 1 -l T

con multiplicldad wi satisfaclendo | :“ Wi=ry cm para

constantes arbitrarlas.

También upa aplicacién de la lucién {3), fizaremos
un problema  econémico  titulado “"La interaccién entre el
andlisis multlplicador y el principlo de aceleraclén". El cual es
debldo a Samuelson (1939) y Hicks (1950).

Una serie de notacién es introducida como  sigue: Y

(ingreso naclonal); C (consumo); 1 (inversién); K (provisién
nacfonal de capital); _v (coeficlente de  capltal); s (propensién
marginal al ahorro); C (nivel fijo de )i & (propensién de

crecimlento de [nversiones auténomas) y t un arbitrario perfodo
discreto de tlempo.

Haclendo a un lado el gobierno y la actividad del comercio
extranjero. Establecemos el Ingreso naclonal definitivamente
igual a la suma del consumo y la inverslén.

Y‘=Ct+lt+C (5)

El consumo y la inverslén son supuestos a depender como se
establecieron las variables arriba dentro de! perfodo previo en la
siguiente forma

G =(1-5)Y, +& (6

Con la suposiclén 1 -5 > O

=v Y, -K_ +alegh ™

t 1 t-1

donde « es una constante.
Otra definlcién identlcamente es
8

Ke=Kpy I
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substituyendo de (7) a (8) y entonces considerande un perfodo
largo, tenemos

t-1
Kt'_lsvvt_z+a(1+g) ,

el cual es sustituido en (7) da Y sustituyendo de (6) y (9} en (5)
obtenemos una ecuacién diferencial llineal de orden dos.

Yt ~(l-s¢+v )Yt-x + th_2= Craglleg )t" (10)

Estas ecuaclones no homogeneas serian resueltas como indicado
por la seluclén (3).

Primero damos con la ién h fada de (10).

Yt- (1-s+v )Yt-l th_z =0 (1)

La ecuacién caracteristica de (11}

¥ a(l1-s+4virtveo
cuyas ralces son:
Mal/21-s4velli-s+v)-av1"?)
Mol 1l-s+vel(1-8+v)-av?)

Ya que A1A2 > 0 y A1 + Az > O, los sigulentes tres casos son
distinguides.

Caso 1z A1 y Az son distintos reales y positivos.

Caso 2: A1 = Az es real y positivo,

Caso 3: A1 es un nimero complejo y Az es su conjugado.
Estos cases serian verificados y examinados uno a uno.
El caso 1 compuesto de dos subcasos, case la y caso lb.

1/2,2

Enelcasola, v> (1 +s )yaqua>], az>1

t t
Asi Y, = Cl}.l + Czkzz (12)
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Incrementaria monotamente y eventualmente tlende a cero dependiendo
de las condiclones Iniciafes,

En el caso v, v < (1 ~ s y agui ambos Al y Az so0 menos que
uno, Implicando que Yt en {12} converge monotamente a cero.
Caso 2 tamblén contiene dos subcasos. Caso 2a y caso 2o,

EnclcasoZa.vu(l+sm)2y:\z-7«z>l.

Asi el comportamiento de Y, es de la mlsma clase come el case
la.
- R

En e caso 2v donde v = ( } asi ocurre una

situacién similar al caso Iv.

172

Fnelcasn 3, {1 -5 V2 2

Py <lt-s
Dado A= +if y Az a-1f,
donde a» 1/2( L~ s+v) y But/2 M- (1-sv 7

yaqueatiB=plcoswtl(senw)

donde p = { o+ ﬂz A el y w es ¢l angulo entre A y ¢l eje
real x, la solucién de (11} llega a ser,

172

Yt-(v Y{Cicostw+Czsentw) (13)

donde €1 y C2 son constantes reales, Asl sl v = I, Yt en {13)
oscila con una amplitud fija,

Stv> L, Y‘ oscila con una amplitud expandida; y sl v < 1, Yt
oscila con una amplitud restringida.
En suma tenemos clnco diferentes casos:

i
a) Yt converge monotamente a cero en caso v s {l -~ 5 /z)z;

5) Yt oscila con amplitud restringlda en caso (1 - v t

c} Yt oscila con amplitud fija en el caso § < v < [1 - suz)z;

diand:

d)Yt expande monotamente o tiende e te a cero d

us



sobre las condiclones iniclales en el caso {1 - s¥%% s v,

También sera

do el comportamiento de Yt en la ecuacién

homogenea {11). Proximamnte una particular solucién de (10) es un
esbozo.

Partimos la ecuaclén en dos:

Yy-ll-s+v)Y, +vY =C (10a)

Y- Ci-sev)Y, magli+g)” {100)

‘(t satisface (10a} es lgual una constante:

¥ = &/s. Estableclendo Y, = Z( 1 + g e

en {10b) obtenemos Z = ag/{ s + gs + g ~vg + gz ). Aqui tenemos una
soluclén particular de la ecuacién (10) como slgue:

t+1

. & oagll +g)
-5 (14)

t s+(l+s-vigeg®

La cual puede ser considerada como una trayectoria dinamica de
equilibrio. Finalmente, la solucién general de la ecuacién (10) es
obtenida por la suma de (14) a [12) o por {13). El primer término
de (14) da el recorrido largo del nivel de equillbrio por lo cual
el ingresc naclonal aproximado en el caso Yten (12) es convergente

mientras el segundo término de (14} es decir sera el super
multiplicador el cual levanta, el largo recorrldo del nivel de
equllibrio en una proporcién constante.

Ahora retornamos a un sistema de ecuaclones lineal en
diferencias de orden r (z 1) con coeficlentes constantes el cual,
puede ser expresado generalmente como:

P(GIx{t) = v{t) 15}

donde G es el operador en diferencias definida por (2)
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PifG) . . . PmiG) x1(t) 1(t)

P(G)m | * ix el 0 Lbe)s ]
PilG) . . . PaniG) xalt) bi(t)
PhJ(G) LN :ao A:"”Gl th, § =1, ....n) A:h” es una constante al

menos uno de los J\:_"” puede ser no cero, b} es una funcién

conoclda de ¢, La soluclén general de la ecuacldn (15) toma la
forma.

kw1 "Lt
x(t) = xp(t) + an I':I‘ocm V'lt A’ (16)
donde xp(t) es una solucién particular de (15) Cm(l = ],..k)
establecido para una constante arbitrarfa, A1 es una ralz de la
ecuaclén caracteristica,

-1
o] = A + 24 + .+ XA+ XML =0 un

. k
Con multiplicidad W1 satisfaclendo § = r xn

1=l
11 {in)
Pl e Al
AR |, L =0, 1 ., 1)
1 . H
Plnl) {nn)

(R

y v_l(m =0,1,... wH) establecido por la independencia
lineal de los eigenvectores de A definida abajo asoclada con ¢\l;

es decir cuyos vectores v satisfacen

[/\ll-Alv=0
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en donde A esta definida como.

01 0... 0
0 0 1 0

Aw | . (18)
0 1

Ao A1 cee A

con Am - A;l At (120, L .., r-1) sobre la suposicién que A
es no singular. Claramente, el sistema (15) es igual a

aox(t) + alx(t +1)+ Azx(t 42} + ..+ AX(t +r) = bt (15"}

como un ejemplo del sistema (15), considere el siguiente slstema
Keyneslano (19) donde: C:consumo; V: Inversién; F: otra demanda
efectiva; Y: Ingreso naclonal y R: la razén del Interés (o
proporelén del); y subserito t designado a un perfodo de tiempo.

Ct = 0.4, + 0.3C, |

Vt - (J.IYt + O'S(Yt-l - Yt-z) - 2Rt 19)

Ytnct+vt4‘Ft

Este sistema de ecuaciones puede ser escrito como:

1 0 -4 Ct .3 0 0 Ct_l 00 O7fC

t-2
0 1L -1 ivi={ 0 0.3(vy t+l00-5]V,,
-1- 1]y, o o ofly,, oo ofly,,
00
Ry
+]|-2 0
Fy
0 1
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El cual es de la forma de (15') con un tlempo lento de dos
perfodos. Premuitiplicando este sistema por la inversa de la matrjz
de coeficientes de lado izquierdo obtenemos.

x(t} = Alx(t-ll + Aox(t-2) + Nz(L) (20)
donde
'c‘ 54 0 .4 0 0 -.4
x(t) = Vt 'Al. 06 0 6 ],A02 |0 0 -6]|,
[ ¥, 6 0 1] 0 0 -l
-1 6 .8
Ry
N= 2 4 2|, zt)=
Fy
| ~4 2
x{2-1 o1
Definlendo x(t) = ) JA® Ao Al ,

0 0
“"‘[ N]'Yz“"[zm]

Transformamos (20) en su forma canénica
x(8) = Ax(t-1) + wa(t) ' (21)
Una sustitucién Iterativa representada sobre (21) produce.
¢ -1,
x(8) = A'x(0) + T A" wazlt-s) (22)
§30

Asl obtenemos los efectos del multiplicador dindmlco sobre x
de z como slgue

3x(t)

=AW para §=0,1 2 .,t~1
8z(t-s)

o equivalentemente los efectos del multlpicador de x de z son:



8x(0) 8Co/8R0  8Co/8Fo
= | 3Vo/8Ro  8Vo/3Fo0 | = N El multiplicador de impacto

5z2(0) 8Yo/8Ro  8Yo/&Fo

3x(1)

= AN ( el multiplicador de un perfodo lento )
8z(0)

8x(2)

w{Ao+AZIN el multlplicador retardado de dos perfodos )
$2(0) !

8x(3) éx(1)

- AD—— 4+ A f’_‘_(_z_)_ (el multipiicador retardado de tres

32000 8z(0)  szlo) tlempos)
3x(t) 8(t-2) 8x(t-1) (el multiplicador de t-éslmo
= A0 + At perfodo de retardo)

8z(0) 82(0) 52(0)

Si la variable auténoma del vector z(t) permanece constante
sobre el tiempo t, el efecto del multilplicador de ecumulacién de
2(0) sobre x(t) seria:

(1eas A v et 1atr-art1-atw (2

Sean las series en (23) convergentes o no lo cual se vera en
seguida,

Dado A sea un elgenvalor de una matriz A de n x n. Entonces Ates
un elgenvalor de A donde q es estableclda para un entero positivo

arbitrario. Denotado por bu el (i, 5) éslmo elemento de A% Ya que
q q :

= A s max S o
1=

Sl la matriz A tlende a cero cuando q se aproxima al Infinlto,
cada elgenvalor de A serla menor que la unidad en medule,



El comentario también seria verificado como se establece aba jo.
Para una matriz A cuadrada donde M es una matriz no singular tal

que J @ M~'AM, toma la forma canénica de Jordan es decir J es
particlonada en la diagonal en blogues.

At 1. .. 0
= 1 =M + EY (24)
[+ I ¥ ]
|y [
wy

y cero abajo de la diagonal de los bloques, donde At denota un
elgenvalor de A con multiplicidad wily = 1, ..., k).

01...0
A I
0 ....0
1 v |
wi

Notamos que algunos de los unos en 31 y Ei serian ceros, pero
esto no influencia la secuencia del anallsis en algo sustanclose
conforme a la transformacién de A en J, el sistema (22) seria:

. . t-1 )
X=Xy +«§ 5 Z (t-5s) (25)
sx0
. -1, . -1 t
donde X mM'X y Z = M WZ Note que J° tlene la diagonal en

bloques Jf y cero abajo de los bloques de la diagonal. En vista de (24).

daalreal B ver o0 Al 2 e vae Cen 3tz 5D .

v ® 17 Uwi = 1 AOE™,
-2 t-widl
donde fu(e) = o2 ( t-at W

por ejemplo sf wi = 3
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t t-1 t-2

A T (2t
el

1T le A o,

t

o o A

Ya que:
fi(tel) 1+ 1/t | fales1) |
= A, . tlende a |A1| cuando
f1(t) 1 - (wi-2)/t | )

t se aproxima a Infinito.

Asl, sl |A1} <1, donde exlste un entero ttalquetzt,

| fict+1) |

| fe) |
donde & € (M| , 1).

< 8, o equivalentemente | filtel) | <& | fut) |,

En general, para un entero positivo T obtenemos

inte + 0| < 5'[1‘1(t)| para tZt yaque0 <3 <<,

{filt + t)| tiende a cero do t se¢ Incrementa, Por lo tanto,
cuando A1 es, mds pequefia que la unidad en modulo, fi(t) tlende a
cero y aqul JI la matriz converge a cero cuando t se aproxima a

inflnito.
Si |m| < L para cada t, . ¥ aqul A I matriz ¢converge

a cero ya que At = MJ'M". Por e] analisls anterior, obtenemos un
teorema sobre estabilidad de matrices.

Teorema dado A sea una matrlz cuadrada real.

Entonces el 1im At = 0 sl y solamente sl cada elgenvalor de A
t+0

sea una matriz cuadrada real, las series:

T+A+A%+ A%+, convergenall-A 1Sl y solamente sl
cada ejgenvalor de A es menor que el modulo de la unidad.



Recordando, sl el modulo de cada eigenvalor de A es menor que
la unidad con un Z(t) fijo en {21) para toda t, dado Zo, el nivel
de x(t) converge en equilibrio.

l1-a1"wzo 126)

El cual seria llamado muitiplicador de equilibric largo. En un
similar sentlde el slstema (15) de ecvacién lineal en diferencias
tlende a estar estable si cada raiz caracteristica de (17) es menor
que el modulo de la unidad.
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MODELO DE COMPETENCIA ENTRE TRES LECHERIAS

08 02 0.
' A =]01 07 03
0f 01 0.6
0.8-1 02 0.1
A-at=]| 01 07-2 03
0.1 0.1 0.6 -2

Para que A - Al sea singular es necesario que det ( A - Al )= 0.
Por el calculo directo se obtlene:
det (A-a1)=27+2.10%- 141+ 03
=-{(A~-05)(A-06)(2~-10)
y entonces los elgenvalores A deben ser
A=05 2a=06 A=10
Para encontrar los elgenvalores asoclados considere, por
ejemplo 1a ecuacién ( A - Al ) X = O por A = 0.5 en término de los
elementos X X ¥ Xy de % esto es
O.Bx‘ + 0.:’.)(z + 0.1x3 =0
O.le + O.2x2 +0.3x, =0
O.le + O.Ix2 + 0.lx= =0

La técnica acostumbrada por los sistemas lineales de
ecuaclones reducen lo anterlor a

x ¢+ Oxz A o]
Oxl +x, 4 2x: =0
()xl . Oxz + Oxa =0
de aqul es posible hacer que X, sea un a arbitrario,
1

x‘ =ay x2 = =20 y entonces X = [ -2 ] es un elgenvector
1
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asociado con el elgenvalor A = 0.5 para todo a« # 0. Por métodos
semejantes se encontrara que existen multiples arbitrarios de los
vectores :

1 9
-1 7 |; son eig ores lados con los elg lores
of 't

A = 06 b A = 1.0 respectivamente, los tres subespaclos

unidimensionales de Ra. cada uno generado por uno de esos tres
elgenvectores, son, de este modo subespacios Invariantes de A.

1 1 9 o 0.07 0.07 1,07
Q=|-2 -l Tl: Q = 0.33 -0.67 -1.67
1 o -t 0.07 0.07 0.07

Q'AQ = J

0,07 0.07 1.07 08 02 01 1 1 9
0.33 -0.67 -1.67 01 07 03 -2 -1 171 =13
0.07 0.07 0.07 01 ot 06 0
0.5 0 2
Je 0 0.0 -2.5
[1] [} 1.0
Forma una base para Ra, de tal manera que:

X = v +avVv +a v
ﬂall 22 3

1 ! 1 1
Entonces Axo a (05 )vl +e, (0.6 )v2 +a, (Lo ]v:

lo que demuestra que A'xo converge a un multiplo de a, v, para
todo X -

Ejemplo 7 los modelos de crecimiento de poblaclén surgieron
esenclalmente de la hipbtesis de que el crecimiento es proporclonal
8 la poblacién presente:

Py " P = (b -dlp
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E! modelo continuo andlogo para pequefios Intervalos de tiempo
o para poblaciones con rapldo crecimiento usarfa la derivada con
respecto al tiempo p :

p(t)=(B-8p(t)

En donde 8 y & reflejan las tasas de nacimlentos y muertes

para las poblaci en tencla como las del modelo gallinas -
Zorros.

F'(t)=-~0.4F(t}+0.5C(t), F(lo)-IOO
C'(t)--kF(t)oO.ZC(t],C(to)=1000
Q, en notaclén matrlclal x'= Ax, x ( t°)= X,

En donde

F 04 05 100
x= [c]' A= [-k o.z]' %, = [moo

S{ k = 0.16 en este modelo de competencia entre poblaciones
obtenemos la matriz A :

-0.4 05
A= [ -0.16 0.2 ]

que tiene elgenvalores Al =0, Az = =0.2, y se reduce a la forma
dlagonal de Jordan por :
5 5 Lol 0.2 05
P'[ a 2]"’ "[ 0.4 -o.s]
PP = g,

Los elementos dlagonales de J ( t ) son entonces
exp(Ot)=1yexp(-02t)de locual obtenemos:

x(t)=[F(t) ctu)*

en donde
F(t)=2400-2300exp(-0.2¢t 1}y
C(t)w=1920 - 920 exp ( -0.2 t ).

Conforme pasa el tlempo las poblaciones tienden a valores
estables de 2400 y 1920.
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Sl ahora k = 0.18 Ja matriz A toma la forma :

0.4 05
A= [-0.18 0.2]

tiene un elgenvalor doble 7«! = -0.1 y todo elgenvector es multiplo

de (5 31 Esto significa que A tlene un bloque de Jordan 2 x 2
en su forma de Jordan que se encuentra féclimente:

- 002 03] [-040 O0S][ S -is
1=F “"[-o.os 0.1] [-0.18 o.z] [ 3 1] =

[0t 17, T
0 -0l jf x(t)=tF(t)1C(t)] en donde

F(t)= {100+ 470t ) exp ( -0.1t ),
C( t) = (1000 + 282t ) exp ( ~O.1t ).

Ambas poblacl mueren do t tlende a Infinito,

Ejemplo: una matriz A 2 x 2 y su forma de Jordan

0.1 1 -040 05
"'[ o -0.1] para ""'[-0.18 0.2

Usando P y P™* resulta

exp (tA ) = exp ( 0.1t ) [ 1-0.3t 0.5¢ ];

-0,18t 1+0,3t
haciendo t = 1, se obtiene

exp(A)-exp(lA)-exp(-o.l)[ 0.7 0'5].

-0.18 1.3

Una vez encontradas las soluclones de Jlas ecuaclones
diferenciales estudiadas en los ejemplos antericres se podrfa ver
inmediatamente ¢émo se comportaron cuando t tendfa a infinito.

Se pueden escribir esas soluciones como x(t) = exp(tA)xo esos,

resultados deberfan ser ia de las propledades de A y de
exp( tA ), La férmula explicita para exp ( tA ) da una prueba
inmediata de esos resultados una vez que se ha entendido el

comportamiento de exp ( At ) para una A posiblemente compleja.

Stama+ ﬂ‘ con « y B reales, entonces la serie inflnita para
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exp ( At ) se divide en 1a parte real y la parte Iimaglnaria y
resulta exp { { ¢ + 81 Jt } =exp (at ) { cos Bt + 1 sen Bt }, Sl
a, la parte real de A es negativa, entonces exp ( At | tiende a
cero a medida que t tlende a infinlto; si la parte real de ) es
positiva, | exp ( At ) | tiende a Iinfinito, y la parte real es
cero, exp [ At ) estd acotada.

Ejemplo 8. suponga que v{ t } es el ingreso total en el tiempo
t de una empresa dada { o quizds el PIB de una economfa }, ¥
suponga también que, 51 i t ) de este Ingreso se reinvierte, la
tasa de crecimiento de v ser& proporclonal a 1 de modo que:
vt)=git)
para determinada razén de crecimiento g Se propone reinvertir una
parte fija r de los Ingresos, de modo que i t ) = rv ( t ), y se
supone que el resto del ingreso, (1 -r } v {t) deberd ser
distribuldo como ganancias entre los acclonistas después de que se
han deducido Impuestos y otros gastes, de modo de que la tasa de
crecimiento de la ganancia o utllidad p sea proporcional a:
{1 -r ), estoes,
p'=s{1l-pv
Entonces, en resumen, se obtlene el madelo
vieg®r®y,

p'=s(l-rlv

o en notaclén malr!clél.

=1V - gr 0
* [p]'A [s(l-r) 0]

_[toosio2) o ]

A=tom1-021 0.2

conv(G)=100 y plO0)=5

Aquf, g, I ¥y s son constantes,
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CONCLUSIONES

En las aplicaciones del Algebra Lineal y la Teoria de Matrices
Juegan un papel muy importante puesto que estos dos entes se
conjugan de una manera tan extraordinarla que una de tantas
utilidades que se les puede dar en este caso es; la Matriz en su
Forma Canénica de Jordan.

Las matrices que no son dlagonallzables o sea que no tienen n
vectores linealmente Independientes, suelen aparecer en clertas
aplicaciones. Para lo cual todavia es posible mostrar que la matriz
es equivafente a otra mis simple, pero la matriz ya no es dlagonal
y la matriz que se desea obtener es un poco mis dificil.

La matrlz J se {lama Forma Canénica de Jordan de A,
1.~ Si A es dlagonalizable, entonces:
J = D diagonal (Al. Az. verr Xn)
cuando A‘. Az' e ).n, son los valores caracteristicos de A (no es

necesariamente distintos), Cada componente de la diagonal es una
matriz bloque de Jordan de I x 1.

2.~ Dada una matriz que no es diagonalizable se puede llevar
mediante una transformacién de semejanza a una Forma Canénica de
Jordan para poder anallzarla,

Dada una_matriz cuadratica A, queremos escoger M tal que

M'AM sea lo mas diagonalizable.
En el caso mas sencillo, A tiene un conjunto completo de
vectores proplos que serdn las columnas de M ( se conoce como S ).

La Forma de Jordan es J = M'AM = A, se construge
completamente a partir de los bloques de 1 por 1 .ll - A| se alcanza

el objetlvo de obtener una matriz totalmente dlagonal. En el caso
més general y més diflcil, faltan algunos vectores proplos y es
Imposible la forma diagonal. Ese ccaso es ahora nuestro objetivo.

Teorema que se pretende demostrar:

S| una matrlz S vectores propios linealmente independientes,
entonces es similar a una matriz que estd en la forma de Jordan
especial.

J= MM = .,
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con bloques .ll =

Un ejemplo da dicha matriz es

81000 [sl] :
08000 o s
- - a1 - J
‘*looot1 o [ou] 2
00000 1o] 4

El vector proplo doble A = 8 tlene un solo vector proplo, en
dlrecclén de la primera coordenada e = (1,00 0, 0 )T; esto
hace que A = 8 aparezca solamente en un bloque Jl.

El valor propio Triple A = O tiene dos vectores proplos €Y

e, los cuales corresponden a los bloques de Jordan .lz y "a'

La cuestién clave es: SI A es alguna otra matrlz de § por S,
L bajo que condlclones su forma de Jordan sera la mlsma matrlz J ?

L Cuéndo existird alguna M tal que M7AM = J 7

Como primera condlcion, cualquler matriz similar A debe
compartir los mlsmos valores proplos 8, 8, 0, 0, 0,

Pero esto esta leJos de ser suficlente ( la matriz dlagonal
con estos valores proplos no es simllar a J ), y nuestra pregunta
estd realmente relacionada con los vectores proplos.

Para contestala reescriblmos la relaclon M™ AM = J en la
forma simple AM = MJ

8 1
os
A [xl. L xs] = [x|. Ky oo Xy ] o1
)
°

Realizando las multiplicaclones una columna a la vez:
Iml =8 ¥y Ax, = sz % (1

Iuca =0x, y Ax = Ox‘ + %4 Ax5 * 0x, (2)
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Podemos ahora reconocer las condiciones en A.

Debe tener tres vectores proplos autenticos, tal como los
tlene J. Aquél con A = 8 ird en la primera columna de M,
exactamente como hublera [do en la primera columna de S: Axl = Bxl.

Los otros dos, que llamareos X, ¥ X, van en fa tercera y
quinta columna de M :Axa = Ax5 = Q.

Finalmente, debe otros dos vectores especiales, los [vectores
proplos generalizados | %, ¥ X

Consideramos X, como elemento de una hllera de vectores encabe
zados por x ¥ descritos por la ecuaclén (1), De hecho %, &5 el
dnlco vector adlcional en la hilers, y et blogue correspondlente Jl

es de orden dos. La ecuacién (2) descrlbe dos hileras diferentes,
una en la que X, sigue a Xy la otra en la gque X s estd solo; los

bloques Jz y 3, son de 2 por 2 y de i por 1.

La busqueda de la Forma de Jordan de A se convierte en la
bisqueda de estas hileras de vectores, cada una encabezada por
algin vector proplo: para cada |, o

Ax, = Ax é Ax = AR+ X (3)
Los vectores X, van en las columnas de M, y cada hilera

produce un solo bloque en J. Esenclalmente, tenemes que mostrar de
qué manera pueden construirse estas hileras para cada matriz A,
Entonces, si las hileras corresponden a las ecuaciones
particulares (1} y (2), nuestra J serd la Forma de Jordan de A.
Existen tres pasos.
Después de dar una descripcién genera los aplicaremos a un
ejemplo especifico.

Paso 1. 5] suponemos que A es singular, entonces su espacio
columna tlene dimensién r < n. En lo que respecta solamente a este
espaclo pequefio, la hipotesis de Inducclén garantiza que una Forma
de Jordan es posible; debe haber r vectores independientes W, en el
espacio columna tales que:

AN\= Alwl 6 Awl = Alwl * wl-l @
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Pase 2. Supongamos que €l espacie nulo y el espacio columna de
A tienen una Interseccién de dimenslén P,

Desde luego, cada vector del espacio nulo es un vector proplo
correspondiente a A = 0. Por lo tanto, debe haber p hileras en el
paso | que comlenza a partir de este valer propio, y nos interesan
los vectores W, que tienen al final de estas hlleras.

Cada uno de estos vectores estd en el espacio columna, asi que
cada uno es una comblnaclén de las columnas de A: w = Ayl para
alguna I

Paso 3., El espacic nulo slempre tlene dimensién n - r. Por lo
tanto, iIndependlente de su Interseccién p -~ dimensional con el
espaclo columna, debe contener n - r - p vectores bdsicos

adicionales Z fuera de esa Intersecclén.

Juntemos estos pasos para obtener el Teorema de Jordan,
Los r vectores Wy los p vectores ny los n = r = p vectores

z forman las hlleras de Jordan para ia matrlz A: y estos vectores

son linealmente Independientes, Van en las columnas de:
My J = M?AM esta en la Forma de Jordan.

El resultado de un esfuerzo supremo por diagonalizar una
matriz A dan x n es la Forma Canénica de Jordan.

Tabla de Transformacién de Similitud,

Para matrices A de n x n.

L.~ A es dlagonalizable: las columnas de S son los vectores
proplos de A y s'As = Aes Dlagonal.

2.~ A e¢s arbltraria: las columnps de M son los vectores
propios y los vectores proplos generalizades de A, y la Forma de

Jordan M"AM = J es diagonal por bloque.

3.- A es arbltraria y U es unitaria; podemos escoger U tal que
U'AU = T sea triangular superior,

4.~ A es normal AA" = AMa; podemos elegir U tal que v = A
Casos especlales, todos con vectores proplos ortonormaies.
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a : Sl A es Hermitiana, entonces A es real.

a’: Si A es real y simétrica, entonces A es real y U = Q es
ortonormal.

b : S1 A es Anti-Hermitiana, entonces A es Imaginaria.

c : Sl A es unitaria, entonces todas los IAII =]

Sea la matriz A de 2 x 2 con un valor caracteristico A de
multiplici/dad  algebraica 2y multiplicidad  geométrica
correspondiente a A, Entonces existe un vector Vz que satisface la
la ecuacién:

(A-?\l)v2=v (§V]

1
Demostracién:
. Sea x ¢ C° un vector constante que no sea miltiplo de v, por

lo cual ¥ ho es un vector caracteristico de A. Primero mostraremos
que:

wa {A-AIX (2)
es un vector caracteristico de A. Esto es, demostraremos que

w = cv para alguna constante c. Ya que w ¢ c y v, % son

linealmente Indep

dlentes, existen constantes Cp C, tales que

W=RCYV OCZX

11 )

Para mostrar que w es un vector caracteristico de A, debemos
mostrar que ¢, = 0, De (2) y (3) encontramos que:

(A-Alx= clvl + czx )
SeaB=A-(A+c, )l entonces (4),

Bx=[A-(A+c2)le-clvl (s}
sl suponemos que c, diferente de cero entonces A + c,* A YA+ <,

no es un valor caracteristico de A ( ya que A es el Unico valor
caracteristico de A ). Se tlene de esta forma que

det B detl A - ( A + cz)l ] # 0 lo cual slgnifica que B es

invertible,
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De aqui que (5) puede escribirse como
-1 -1
x=Bcy = clB v, (6)
Entences multiplicando ambos lados de (6} por A,

-1 -1 -1
Ax =2 By =cB AV = cB Ay, (7

PeroB=A-( A+ cz)l de manera que
A=B+(7\+cz)l @)
Sustituyendo (8) en (7)
-1 -1
Ax-c‘B[B#(h+cz)ilvl-c1llt(7«+cz)8 lvl

-
=cy + [ cz)clB Y 9)

Pero usando de nuevo (5), clB"vl = X, por lo que (9) se
convierte en:

Ax-cvlt(h-tcz]x-c

vV +CX+A
1 2 x

11
oblen0 = z'.'lv1 - cx (10)
Pero v, ¥ X son linealmente independientes, asi ¢ =c = ]
Esto contradice la hipotesis de que c,* 0. De esta manera
¢, = 0 y, por (3), w es un muitiplo de v, por lo que w = A
es un vector caracteristico de A.
Més ain, w # 0 ya que sl w = O entonces (2) nos dice que X es
un vector caracteristico de A por consigulente c* [+
1
Sea v, = c‘x (1)
Entonces { A - Al )v =(!‘)(A-M)x=(l)w=v
2 < ¢ 1
Definiclén de: vector caracteristico generalizado.

Sea A una matrlz de 2 X 2 con el Unlco valor caracteristico A
con multiplicldad geométrica 1. Sea A caracteristico de A.
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Entonces el vestor v, definido por ( A - Al )vz =V, se llama

vector caracteristico generalizade de A correspondiente al valor
caracteristico de A

3 -2

Ejemplo sea A = [ g s

] la ecuaclén caracteristico de A es

).2027“»1:(7\4»1)2=0enloque7«=—1esunvalor

caracteristico de multiplicldad algebraica 2. Entonces:
4 -2 X 1]
(A-Al )v=(A+l)v=[8 _4] [x;]-[o]

De aqul se obtiene el vector caracteristico v‘ = [ é ]

No existe otro vector caracteristico linealmente
Independlente, Para encontrar un vector caracteristico Y, calculamos

(A+I)v, =v oblen [g :s] [;;]-[;]locualnosda
el sistema

4xl-2x2-l

8x, - 4x, =2

La segunda ecuacién es el doble de la primera, por lo que %

(1e2x,)

puede escogerse arbitrarlamente y x =
4
Por consiguiente una posible eleccién de v, €8

1/4
o []
Teorema: Sea A, A, v, ¥y v, comoen el teorema anterior y

sea C la matriz cuya columna son V¥ vy entonces:

—

CIAC = J donde J = ["

P ] es la Forma Canénica de Jordan de A,
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Demostracién:

Puesto que v, ¥ v, son linealmente independientes, vemas que C
es invertible,

Ahora nétese que AC = Al Ve ¥, )= Av, A, } = (hvl. Av2)
pero por la ecuaclén (1), sz =y o+ sz de modo que

AC = { Avl A ?«vz). asimismo

Cl=( v vz) [3 i] = ( Ml A sz). De esta manera

AC = CJ, lo cual significa que CT'AC = J.

Del ejemplo anterior
3 174 1 t/4
v'-[z] y v2=[° ].entoncesl‘:-[2 0]‘
-1 0 -1/4 0 172
c"'2[-2 1]'[4 2 |7
~1 o 172 3 -2 t 174 o 12 -1 34
CAC'[-t -2 ][s s][z o]‘[»x -2 ][-z z]

.[‘é _i] "l

El método antes descrito puede generalizarse para obtener la
Forma Canénica de Jordan de cada matriz. Aunque no se demuestra
aqul este resultado slempre es poslble determinar el mimerc de unos
arriba de la diagonal en la Forma Canénica de Jordan de una matriz
den x n. Sea AI un valor caracteristico de A con multiplicidad

algebraica ry multiplicidad geométrica Sy Sp Al. 7\2 ) ovens Ak
son los valores caracteristicos de A.
El ndmero de unes arriba de la diagonal de la Forma Cantnica
de Jordan de A,
-(rl-sl)+(rz-sz)+...+(rk+sk)
k k X

=L r -I g an-% s,
11 i=1 1=1
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Si conocemos la ecuacién caracteristica de una matriz A,
entonces podemos determinar las posibles Formas Candnicas de Jordan
de A,

Aplicacién: Evoluclén de Sistemas Continuos y Exponenclales de
Matrices.

El valor analitlco de la Forma de Jordan se desarrolla para
ver la evolucién de sistemas generales cuyo estado en un punto
especifico del tlempo se da como una transformacién lineal del
estado en un tlempo especifico anterior.

Sl el Intervalo de tlempo en cuestin es extremadamentte
pequelio o si el cambio en el estado es extremadamente pequefio en
relaclén con el estado, a menudo es itil suponer que el estado x se
define para todo tlempo ¢ por la funclén x(t) y que la Informaclén

de los cambios de estado se da en terminos de la derivada x’ en
donde x' es
F dxt 1

-t
dt

dxz
- {1
x(t) = dt

- (t)
L dt

Si x es p x ) En otros casos, particularmente en las clenclas
flsicas y en la Ingenieria, se considera al tiempo como una
variable muestreada continuamente de mode que las descripclones
naturales de la evoluclén del estado x de un sistema usan la

derivada x' y ecuaciones dieferenciales orldinarias.

Se dleron algunos ejemplos para ilustrar la forma en que
algunos sistemas de ecuaclones diferenciales ordinarias que surgen
en las aplicaciones s¢ pueden expresar en una forma estandar

x* = Ax + .

Como las matrices que no son diagonalizables suelen darse en
las aplicaclones en la realidad.
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La finalidad de hallar la Forma Canénica de Jordan es que en
estas matrices se pueden expresar como

. 2t? ad®
e =2{f+At+— +A— ¢+, L
2) 3¢

Como en los sitemas de ecuaclones diferenclales ilneales se
encuentra una matr{z fundamental a la cual se le obtiene su
Wronskiano y debe tener n vectores linealmente independientes la
Forma Canénica da Jordan que se obtlene de un sistema de Ecuaciones
Diferenciales cuyo matriz no es fundamentai o sea que no tlene un
conjunto completo de n vectores linealmente Independientes se
realiza la transformacién para obtener sus vectores lnealmente
independientes generalizados se puede tomar esta matriz de Jordan
como la matriz fundamental que serfa

JuD+N

donde D es la diagonal y N es una matriz nulipotente.
Como las matrices que no son dlagonalizables suelen darse en

las aplicaclones reales.
La finalidad de hallar Ja Forma Canénica de Jordan es que
estas matrices se pueden expresar como:

2t

Magaa™, + ... para que puedan dar Informaclén de
2!

los problemas donde estas aparezcan.
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