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INTRODUCC!ON 

El hombre desde tiempos muy remotos al Interrelacionarse con 
los fenómenos naturales. empieza a tratar de comprenderlos y en 
este afan va descubriendo las herramientas necesarias para poder 
sobrevivir y desarrollarse. 

Al volverse sedentario y seguir su desarrollo en comunidades 
cada vez más grandes estas sociedades se vuelven más complejas¡ se 
ven en la necesidad de utlllzar todo su Intelecto para 
contrarrestar muchos de los problemas y dar una solución adecuada a 
estos mismos (que muchas veces no es la Ideal). 

En los siglos XIX y XX hubo arandes avances en la Flslca y las 
Matemáticas, se desarrollaron Teorías Económicas y Sociales, etc., 
pero a pesar de ello hasta hace aproximadamente unos 25 6 20 ai'ios 
atrás se habla dejada a un lado las Ciencias Flslcas y Matemáticas, 
por el otro las Ciencias Sociales y Económico-Administrativas, como 
si fueran entes completamente ajenos. 

Poco después de la Segunda Guerra Mundial, se Inició la 
adaptación de los enfoques matemáticos que se habían aplicado a las 
operaciones mllltares, a los problemas empresariales. Este 
movimiento, conocido generalmente po:- el nombre de " Investigación 
operativa >, en su rápido crecimiento durante la década de los 50 
centró principalmente su atención en problemas tales como la 
programación de la producción, la distribución física, la 
presupuestaclón de capital y el control de existencias. Tan sólo en 
an.os recientes sea suscitado un Interés sustancial entre los 
especialistas de mercado por la Investigación operativa, se ha 
llevado a cabo un esfuerzo relevante para aplicar los modelos y las 
técnicas matemáticas al mercado. 

La descripción de la naturaleza de algunas de las aplicaciones 
de los modelos matemáticos a los problemas del mercado, esboza 
algunas de las llmitaciones y poslbllldades de esta nueva técnica y 
anallza algunos de los problemas que los especialistas en el 
mercado se encontrarán al utlllzar estas técnicas. Se presenta en 
términos no matemáticos los conceptos subyacentes al empleo de los 
modelos matemáticos, concebido de una manera para ayudar al manejo 
del mercado a trabajar de un modo eficiente con los especlallstas 
técnicos. Quizá sea todavía de mayor importancia el que se trate el 
empleo de los modelos matemáticos en el contexto de los procesos 
del mercado, tal como se presentan en la realidad. El estudio de 
los casos concretos no resulta una descripción abstracta de los 
problemas, sino que presenta todo el contexto de las situaciones de 
mercado en las que se emplearon los modelos. 



Como tales, estos estudios tendrán también valor para aquellos 
especialistas en dkhas técnicas, al proporclonarles una mejor 
aprecfación del contexto en que deberán emplear sus conoctmlentos 
matemáticos. 

Para que en el futuro rinda fruto la apllcacl6n de los 
modelos, es necesaria la fusión de la comprensión que Uene el 
manejo del mercado, de la compleja realidad de los problemas del 
mercado y de la habilidad analltlca del Investigador formado 
matemáticamente. Un objetivo importante de este estudio es poner en 
claro la necesidad de esta fusión y contribuir a su desarrollo 
proporcionando material relevante para Jas actividades de ambos 
grupos en esta tarea conjunta. 

A partir de 1950 ha existido un Interés creciente entre los 
ejecutivos de mercado por las posibilidades de utilizar modelos 
matemáticos como ayudas en la elaboración de decisiones. 

Especialmente a partir de 1960, este Interés ha alcanzado las 
proporciones de una moda, y al parecer existe una confusión 
considerable con respecto a Ja construcclón de modelos, a la forma 
como los ejecutivos deber!an utilizarlos, y al modo en que la e 
nueva tecnolog!a de la Información > afectará a los m~todos 
tradlclonales y a las estructuras organizativas. 

Por una parte, los entusiastas prevén que muchas de las 
declslones de mercado pasarán a ser < automáticas > -que se 
utlllzarán programas para calculadoras, basados en modelos 
matemáticos para llegar a decisiones sobre la polltlca a seguir con 
poca o ninguna necesidad de modlflcacl6n por parte del juicio 
ejecutivo. 

En el otro extremo encontramos la poslclón < reaccionaria », 
que mantiene que los problemas del mercado son demasiado complejos 
para que puedan representarse mediante modelos abstractos. y que la 
conducta de mercado resulta inherentemente demasiado caótlca para 
que pueda seguir unos cauces regulares y predecibles. 

Aunque en el usos de modelos matemáticos está el punto de 
buena parte de la reciente polémica, tambUn se ha confundido con 
toda una serie de cuestiones conexas, algunas de las cuales 
constituyen de hecha verdaderos encuentros. Así. por ejemplo, se ha 
mantenido un muy acalorado debate en torno al empleo de 
computadoras en el manejo del mercado, especlalrnente en publlcldad. 
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Aunque el empJeo de computadoras está relaclonada con el 
empleo de modelos matemáticos -ya que los modelos complejos 
requleren normalmente unos cálculos num~rfcos conslderables-, la 
polémica sobre las computadoras refleja también Interés por 
cuestiones laterales tales como el hombre versus la máquina, si las 
computadoras pueden e: pensar >, etc. 

Los problemas en torno a la construcción y ap1Jcacl6n de los 
modelos tambJén se han considerado como formando parte de la 
cuestlón mucho más amplia sobre sl el mercado es, o puede ser, una 
« ciencia >. 

El concepto de modelo resulta básico en las ciencias físicas y 
blológlcas, y es cJerto que si el mercado debe convertirse en una 
ciencia, una condlclón necesaria es la construcción, verificación y 
generalización de los modelos. Sin embargo, lo opuesto no es 
necesariamente cierto. Los modelos pueden resultar de utllldad para 
los manejos aunque el mercado nunca se convierta en una ciencia. 

Además, el manejo de las actJvJdades de mercado probablemente 
nunca será. una clencla. al Igual que la lngenlerla no es una 
ciencia. Sln embargo, los Ingenieros se basan mucho en modelos, y 
es muy posible que lo mismo suceda con los expertos en ventas, 
aui1que nunca lleguen a ser cJentCfkos. 

En vista a la controversia entre los supuestos e: expertos >, 
no tiene nada de sorprendente que muchos ejecutivos de mercado 
estuvieran y estén Inseguros por lo que concierne a la utllldad de 
los modelos. 

Dejando de lado desacuerdos auténticos, parte de la 
controversia refleja envidias profesionales (pocos ejemplo, 
psicólogos no cuantitativos versus especialistas en Investigación 
operativa) y/o rlvalldad comercial entre empresas consultoras e 
investigadoras. Unos factores parecidos y una confunsl6n de 
cuestiones semejante se presentó en el < gran debate > acerca de la 
lnvestlgacl6n motivacional a comienzos de la década de los 50. 

Con el fin de colocar las apUcaclones al mercado de tos 
modelos matemáticos en la perspectiva adecuada, resulta necesario 
en primer lugar saber lo que se entiende por « modelo >. El 
concepto de modelo es fundamental para la Investigación clentífica 
en cualquier cLLmpo. El reciente Jnterés por la construcción de 
modelos en !as operaciones de las empresas refleja una creencia -o 
al menos una esperanza- de que las ldeas y Jos métodos de las 
ciencias flslcas pueden ap1lcarse, al menos parclalmente, a los 
problemas con los que se enfrentan. Estos métodos y estas Ideas no 
pueden tomarse prestadas y aplicarse de una manera fragmentaria. 
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ANTECEDENTES 

Al estudiar y trabajar los problemas económicos me surge la 
ldea de poder organizar, clasificar y sistematizar usando las 
matemáticas en una serle de problemas que se presentan con 
frecuencia en la economfa. 

La ense~anza de la Economía preocupada por revlzar y 
actualizar sus programas de estudio ha estado hactendo una revisión 
que pretende actualizar y mejorar !os programas de matemáticas 
dandoles un enfoque más práctico, para su utilización en los 
problemas Económicos. 

La rama de la matemática que se estudia porque tiene gran 
apllcaclón es el Algebra Uneal, en una amplia gama de dlsclpllnas, 
como la Estadfstlca, Matemáticas, en Z&quellas en las cuales se 
necesita del estudio de funciones de varias Variables donde se 
requiere también conocimientos de Teoría de Matrices debido a la 
presencia de computadoras de alta velocidad y al desarrollo en la 
apHcaclón de las matemáticas en áreas tradicionalmente no 
t6cnlcas. 

Por lo tanto para el estudio de las Ciencias Econ6mkas es 
necesario el conocimiento de las Matemáticas Aplicadas y 
Computación ( Modelos Matemáticos aplicadas a la Economía y a la 
Computación l. 

El objetl~o de este trabajo es mencJonar algunos de los 
conceptas fundamentales del Algebra Lineal, que se utilizarán para 
la aplicncl6n de los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales de Primer 
Orden a algunos problemas Económicos. 

En el Primer Capítulo se mencionara el tema sobre Matrices 
llamado: La Forma Canónica de Jordan y sus diferentes facetas que 
se dan de acuerdo al sistema que se esta tratando cuyas 
caracterlsticas son lntrlnsecas al problema por resolver. 

El Segundo Capítulo se mencionara parte de la Teoría de los 
Sistemas de Ecuaciones Dlferenclales Lineales, los Teoremas de 
Existencia y Unicidad. 

En el Tercer Capítulo se desarrollaran algunos problemas 
económicos resueltos mediante el Sistema de Ecuaciones 
Dlferenclales; mediante la apllcacl6n de la Forma Canónica de 
Jordan. 
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CAPl11JLO 1 

FORMA CANONICA DE JORDAN 

Nuestro objetivo en este capitulo es describir la rorma 
conocida de Jordan para esto es necesario algunos conceptos que nos 
permitan abordarlo. 

Para comenzar definiremos lo que es un vector: es un conjunto 
de N m1meros {complejos) o reales que se escriben en la forma: 

x, 

X• 
x. 

Un vector de este tipo se llama vector en columna. 
SI los N números se disponen en linea horizontal como: 

Se llama x un vector rtla ( 6 renglón ). 
Emplearemos letras mlm1sculas como x, v, w, etc., para 

designar vectores. Cuando aparezca un conjunto particular de 
vectores usarerrios subCndlces tales como x

1
, x

2
, etc. 

Los elementos x
1 

se llaman componentes de x, mientras que N 

es la dlmensl6n de ese vector. Los vectores unidimensionales se 
llaman escalares ( 6 cantidades usuales!. 

SI las componentes de un vector x son reales diremos que x es 
real. 

Sl las componentes de un vector x son números complejos 
diremos que x es un vector en los complejos. 

Se puede decir que dos vectores son Iguales si y sólo si sus 
componentes son Iguales: 

x = y si y sólo si xl = yl para 1 • 1, 2, 3, ... , N 

Las operaciones que actúan sobre dos o más vectores son: 
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La adición: La suma de dos vectores x e y se denota por x + y 
y se define diciendo que es el vector: 

x, + Ya 

x+y= 
x2 + Y2 

La multiplicación por un escalar: 
Es el producto de un vector x por una escalar c

1
esta definido 

por la relación: 

ex m 
1 

c1 XN 

Producto Interno de dos vectores ( 6 producto escalar }, 
Este producto esta definido por: 

N 
(x

1
, x

2
, .... xN) • (y

1
, y

2
, ... , yN) • ( x , y J • I x

1
y

1 
l•I 

está es una manera de mllltlpllcar vectores. 

La Importancia del producto Interno estriba en el hecho de que 
( x, x ) puede considerarse que representa el cuadrado de la 
longitud del vector real x. Poseemos asJ un método para valorar 
estas cantidades no numérJcas que son Jos vectores. 

Ortogonalidad. SI dos vectores reales estan ligados por la 
relación: ( x, y } • O y también 

(xt' xz' ... ' xN) • (yl, Yz' ... ' yN) =O 

Se dice que su producto Interno es cero por Jo tanto los 
vectores x e y son ortogonales. Sea { x

1 
)un conjunto de vectores 

reales mutuamente ortogonales, esto es que, ( x
1
, xJ ) i=r O para 

1 • J y normalizado mediante la condición C x
1
, x

1 
) = 1 se dice 

que son vectores ortonormales. 
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Matrices. Introduzcamos ahora e1 concepto de matriz. Es una 
disposición de números reales (o complejos) escritos en la forma: 

ªu 3
12 ª1N 

8
21 

8
22 

8
2N 

Aa 

Se llamará una matriz cuadrada puesto que estos son los llnlcos 
tipos de matrices que consideraremos. Las cantidades o elementos a

1
J 

se llaman los elementos de A, y el entero N es la dimensión. Los 
mlmeros a

11
, a

12 
.... • a

1
N se dice que constituyen la fila 

1-éslma de A, y los ª1J' a
2
J, ... , ªNJ , la columna J-éslma. 

Multiplicación de Matrices.- Matriz por Vector. 

y. 

ª•• .,. 
8

NI 
8

N2 ' ' ' 
8

NN XN 

Para ser estos conceptos razonables volvemos a las 
transformaciones lineales de la forma 

" Y1 ª ~•t a1J XJ , 1 • 11 2, .... , N 

Matriz por Matriz. 
Veamos ahora como definir el producto por una matriz por otra. 
Consideremos una segunda transformación lineal 

z •By 

que convierte las componentes de y en las componentes de z. 
Para poder expresar las componentes de z en función de las 

componentes de x, siendo como antes y • Ax. 
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SI Introducimos ahora una nueva matriz C • (c
1
J) definida por 

las relaciones 

t, J • 1, 2, ... , N 

Que podemos escribir como z = Cx. 

Por lo tanto formalmente z • By = B(AxJ = (BAJx, con lo que 
llegamos a definir el producto A por B, C = BA. 

Matriz Transpuesta definiremos ahora una importante función 
matricial de A la matriz transpuesta por medio de la relación 

A'• ( ªi1 J 

Las filas de A 1 son las columnas de A y las filas de A son las 

columnas de A'. Ejemplo: 

ª13] a., 
a,, 

Matriz slmHrlca: Las matrices que satisfacen la condición 

A • A' se llaman simétricas y estan caracterizadas también por la 
condición: ª•J • ªJI. 

Matriz herm!tlca: Todas las propiedades vitales de las 
matrices slm6trlcas tienen una anllloga Inmediata para las matrices 
hermftlcas, por lo tanto hay ventajas en ambos procedimientos. 

La matriz hermltlana AH de A es la matriz cuadrada q • p que 

se obtiene tomando el complejo conjugado de sus elementos en A t la 

primera columna de A" consiste en los complejos conjugados del 
primer renglon de A. 
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Y así sucesivamente esto es: 

< A" >
1
J • < A >Jo para 1 s 1 s q y 1 s J s p 

Ejemplo. Sean A y S como se muestra, entonces At, et, A", a" como 
se Indica: 

A• 

ff [-1 z] A ª ! ~ ( • At ) ; o" • [ Z + 31 

Una matriz cuadrada A es p • q con p • q, se dice que es 
triangular superior cuando por abajo de la diagonal principal solo 
existen ceros por lo tanto: A do p • p satisface < a >

11 
• O si 

l>Jparalsosp y ISJSq, 

Matriz Inversa: Dada una matriz A existe otra matriz B 
conrormable con A para la operación de producto de tal manera que 

satisfaga la operación de producto A • B • l. Para lo cual B • A ·I 

por lo tanto A • A"1 
• 1, a B se le llama la matriz Inversa de A. 

Matrices unitarias: Se plantea la posibilidad de que dada una 
matriz A cualquiera exista otra matriz B, conformable con A para la 
operación de producto que satisfaga la relación A • B • !, donde 1 
es una matriz Identidad de orden apropiado. 

Oerlnlcl6n: Una matriz P, cuadrada p • p para la cual p"1• r", 

de tal modo que se dice PP" • P"P • 1 es unitaria. 

Una matriz ortogonal es una matriz unitaria real P, tal que . 

p·I a PT y ppT a pTp = l 
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Ejemplos: 

P
1 

• 1/2 
[ 

1 + 1 

1 + 1 

-1 + 1 ] 

1 - 1 
P • -12/ z[ t i] 
z 1 -1 

entonces P
1 

y P
2 

son unitarias, y P
2 

también es ortogonal como lo 

muestra el cálculo directo: P~P1 , P:r
2 

, y de P~P2 observamos que 

P 
1
, no es ortogonal porque no es real. 

Ralees y vectores caracterlstlcos: Llamando a x al vector 
cuyas componentes son xl, y A • ( a1J ) podemos escribir: 

A•xa>.•x 

Sabemos que una condición necesaria y suficiente para que 
exista un vector no trivial x que satisfaga a esta relación es que 
>. sea una ralz de la ecuación caracterlstlca de la matriz A. 

La cual se representa como una / a
1
J - M

1
J / • O, 6 como se 

acostumbra a escribir 1 A .. >. I 1 a O, a esta ecuación se le llama 
ecuación caracterlstica de A. Como es un polinomio en >., la 
ecuación posee N ralees, distintas o no, que se llaman ralees 
caracterlstlcos o valores caracterlstlcos. SI las ralees son 
distintas se les denomina simples, como término opuesto a múltiple. 

Con mucha írecuencla también se designan con el nombre de 
autovalor o de valor propio, Asociado con cada uno de los distintos 
valores caracterlstlcos >. hay una vector caracterlstlco 
( autovector, o vector propio ) determinado salvo un coeficiente de 
proporcionalidad. 

Vectores Unealmente dependientes y linealmente 
Independientes. 

Dependencia lineal: Sea x
1
, x

2
, .... xk un conjunto de k 

vectores N - dimensionales. SI existe un conjunto de escalares, 
c
1
, c

2
, ... , ck uno al menos los cuales es distinto de cero, con 

la propiedad 
cx+cx+ ... +cxaQ 

1 1 2 2 k k 

donde cero representa el vector nulo, decimos que los vectores son 
linealmente dependientes. 
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SI no existe tal conjunto de escalares, decimos que Jos 
vectores son llnealmente independientes. 

La teoría de las matrices estará presente cada vez que se 
trate de resolver sistemas de ecuaciones lineales mediante sus 
matrices asociadas o matrices aumentadas se han desarrollado 
métodos como el de Cramer, Gauss1 Gauss-Jordan etc., para la 
solución a estos. 

Dentro de Ja teorla de matrJces se tienen metodologías 
diferentes para trabajar con los tipos de matrices que nos son de 
utilidad y obtener resultados aceptables, para seguir desarrollando 
esta teorCa o para apllcarlos a los problemas que se nos presentan. 

Las matrices que son de gran ayuda son las m3trlces de n x n. 

Estas surgen en un gran nWnero de apllcaclones que van desde 
una descripción de costos en Economía hasta el análisis del control 
de un cohete que viaja en el espacio. 

Las matrlces de n x n con vectores caracterlstlcos 11nea1mente 
lndependlentes pueden ser llevados a una forma simple medlante una 
transformación de equlvalencla. 

Afortunadamente, las matrices dan origen a pollnomlos de 
diferentes valores caracterlstlcos. Dado que en las apllcaciones 
que se mencionan más adelante se obtienen los valores 
caracterlstlcos de estas matrices con los cuales se obtendran los 
vectores caracterlstlcos apropiados para poder establecer la matriz 
en su Forma Canónica de Jordan. 

Se describe una relación 6!11 e Interesante que es válida 
entre dos matrices. 

Matriz equivalente: Dos matrices A y B de n x n se llaman 
equivalentes (o semejantes) si existe una matriz lnvertlble C de 
n x n tal que 

B • c"1AC (J) 

La función definida por (1) que asocia a la matriz A,la matriz 
B se llama transformación de equivalencia. 

Las matrices equivalentes tienen varias propiedades 
Importantes en comtln; la mayorla de las matrices son equivalentes a 
matrices diagonales. 
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Teorema 1: A y B son matrices equivalentes de n x n entonces A 
Y B tienen la misma ecuación caracterlstlca y por consiguiente 
tienen los mismos valores caracterlstlcos. 

Demostracl6n: Puesto que A y B son equivalentes. 

B • C"1AC y det. ( B - M ) 

• det ( c"1
AC - ~I l • dot [ c·1Ac - e"'< Al le] 

• det [ c"1
( A - Al l C ] • det (C"1

) dot ( A - Al l det (C) 

• det (C"1
) det (C) det ( A - Al l • det (C

01
Cl det ( A - Al ) 

• det 1 det ( A - Al l • det ( A - Al ) 

Por lo tanto A y B .tienen la misma ecuación caracterlstlca y 
los mismos valores caracterlstlcos. 

En muchas aplicaciones es de considerable utllldad. 
"Olagonallzar" una matriz A, esto es, encontrar una matriz diagonal 
equivalente A. 

Para dlagonallzar una matriz nos apoyamos en los siguientes 
teoremas: 

Teorema 2 Una matriz A cuadrada de n x n (de orden n) es 
dlagonallzable sl y sólo sl tiene n vectores caracterlstlcos 
Unealmente Independiente. 

Demostración: Sl A • SDS
01 

donde 

O • diagonal (\1 ... , :\l entonces 

J • 1, ... , n 

Por lo tanto, las columnas de S son vectores caracterlstlcos 
de A. Pero S es no singular, y, por lo tanto, sus columnas son 
Unealmente independientes. 

En consecuencia, A tiene n vectores caracterlstlcos 
llnealmente Independientes¡ que son v

1
, ... ,vn; es decir, se 

verifica que AvJ • >.Jvl, J = 1, ... ,n donde vJ es diferente de O. 
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Sea S la matriz n x n en la que la columna J-ésJma sea Igual a vJ, 

J = !, .... n 

Por lo tanto, AS111 = ;>./11 = ;>.
1
s
1 

= SD 11! j = l, ... n, 

donde O a diagonal (\•···,'A.n). 

Pero AslJ> • (ASllJ> y so01 = (SDJ111 por consiguiente 

(AS)IJI, con J = !, ... , n, es decir, AS = SO 

Ahora bien, las columnas de S son llnealmente Independientes 
por lo que el rango de S es n. Por lo tanto, S es no singular. Por 
consiguiente, podremos, multiplicar ambos miembros de AS • SO 

por S-l para obtener s·1AS = S-1SO = O con esto hemos demostrado 
que sl A tiene n vectores caracterlstlcos llnealmente 
Independientes ( v 

1
, ... , v n) entonces A es semejante a la diagonal 

( A
1
, ... , An), donde AJ es Ja raiz caracteristica que 

correspon~a a vJ con J = l, ... ,n. 

Para hallar las ralees del pollnomlo caractei-lstico 
recordamos el conocido teorema del Algebra que afirma que las 
ralees racionales de un polinomio como: 

A" + ( An - 1 }An-I + ... + At'A.t + Ao con coeficientes Ao, ... , An-n 
son enteros que· dividen a Ao: 

Ejemplo A a Ja matriz caracterlstlca de A 
[ 

': _-_·: 3·. ] 

[
;>.-z • -•] 

( ;>. !~ - A l • -• ;>. + o - 3 
-4 4 A-z 

Det( ;>.J
3 

- A ) • ;>.
3 + ;>.

2 
- 4;\ - 4 

Por lo tanto, las únicas ralees racionales de A3 + .,,_z .. 4'A. .. 4 

son divisores de -4. Al hacer la prueba. 
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Con 1, .. J, 2, -2, 4 y -4 encontramos que .. 1, 2 y -2 son las 
ralees sl sustituimos A a -1 en la matriz caracterlstlca 

[-··-·1 -4 4 -3 

-4 4 -3 

Esto equivale a, -3x1 + 3x2 - 3x3 -= O 
-4xt + 4X2 - 3X3 a O 

Resolviendo este sistema de ecuaciones tenemos: 

XI • X2 
X3 • 0 

Por lo tanto ( 1, 1, O ) es un vector caracteristlco que 
corresponde a A • - l. 

Definición de matriz dlagonallzable: una matriz A de n x n es 
dlagonallzable si existe una matriz diagonal O tal que A es 
equivalente a D. 

Teorema 3: una matriz A de n x n es dlagonallzable si y solo 
si tiene n vectores caracterlstlcos linealmente Independientes. En 
este caso, la matriz diagonal D equivalente A esta dada por: 

At o o •.• o 

A2 o ... o 
A3 

o ... An 

donde A
1
, A

2
, ... , An son los valores caracterlstlcos de A si C es 

una matriz cuyas columnas son vectores caracterlstlcos linealmente 
Independientes de A, entonces: 

o= c"1Ac 

Demostración: supondremos que A tiene n vectores 
caracterlstlcos linealmente Independientes, v

1
, v

2
, .... , v (no 

n 

necesariamente diferentes}. 
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Sea va:ri 
1 

e 
ni 

J '2. 

yseaC• 

, ••• , Vn • 

cnZ 

cu c12 • • ' csn 

c21 c22 • ' ' cZn 

e 
In 

e 
Zn 

e .. 

Entonces C es Invertible puesto que sus columnas son 
linealmente Independientes. 

Ahora. 

ªu ªu''· 8 Jn º11 c12 ' • • cln ... ª22' ' ' 82n º•• c22 • • ' c2:n 

AC • 

• ªnt' '' aM e cn2 ' ' • e 
ni ni .. 

ºu 
0

21 
y vemos que la 1-éslma columna AC es A 

De esta manera AC es la matriz cuya columna l-6slma es ;>.1v1 y 

AC • 

\cu ~lcJZ ' ' ' ~nctn 
~Zc21 i\.2c22 ' ' ' A n c'Zn 

Ac ~e ... ~e 
nnlnnZ nnn 
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ºu CIZ • •• ctn Al o ... o 
º21 c22 • • ' c2n o Az ... o 

pero CD• 

º•• cnz • • • e o o ',,A 
M n 

A1c11 
A1c12 ' ' An°1n 

Azc21 Azºzz , • Anc2n 

A e A e ... A e 
nnl nnz n nn 

De manera que AC • CD y puesto que C es Invertible podemos 

multiplicar por ambos lados de ( AC • CD l por la Izquierda por 

c"1para obtener. 

Esto demuestra que si A tiene n vectores caracterlstlcos 
linealmente Independientes, entonces A es dlagonallzable. 

Inversamente, suponga que A es dlagonallzable. Esto es, 

suponga que ( D • e·• AC l es válida para alguna matriz Invertible C. 

Sean v
1

, v
2

, ... , v nlas columnas de C. 

Entonces AC • CD e invirtiendo los argumentos anteriores 
inmediatamente vemos que Av

1 
a Alvl para 1 a 1, 2, ... ,n. 

De esta manera v
1
, v

2
, ... , vn son vectores caracterlsticos 

de A y son linealmente Independientes ya que C es Invertible. 

Corolario. SI la matriz A de n x n tiene n valores 
caracterlstlcos distintos, entonces A es dlagonallzable. 

Observación. SI los coeficientes reales de un polinomio de 
grado n son tomados al azar, entonces, con probabllldad 1, el 
polinomio tendra n ralees diferentes. 
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Intuitivamente, no es dificil ver que sucede esto si n = 2, 
por ejemplo, entonces la ecuación: 

;\
2+ a.A. + b a O tiene rafees Iguales si, 

a2 
e: 4b. Un caso muy Improbable sl a y b se escogen al azar. 

Podemos escribir, por supuesto, polinomios que tengan ralees 
de multiplicidad algebraica mayor que 11 pero estos polinomios son 
excepcionales. 

De modo que, sin tratar de ser matemátlcamente preciso, es 
válido decir que la mayor parte de los polinomios tienen ralees 
diferentes y, por lo visto a la mayor parte de las matrices son 
dlagonal!zables. 

Observación. Puesto que existe un mlmero Infinito de formas de 
escoger un vector caracterlstlco. existe un número iníinlto de 
formas de escoger la matriz dlagonallzable c. La única 
recomendación es escoger Jos vectores caracterlstlcos y Ja matriz e 
tal que se simplifiquen los cálculos aritméticos. Esto significa 
que se deberlan incluir tantos ceros y unos como sean posibles. 

MATRICES SIMETRICAS Y DIAGONALIZABLES. 

Dentro de la amplia gama de matrices dlagonalfzables, existe 
una cantidad de matrices simétricas que tienen muchas propiedades 
Importantes¡ se mostrara que cualquier matriz simétrica tJene n 
vectores caracterlstlcos reales lfnealmente Independientes y por 
consiguientes por el teorema 3, es dlagonal!zable. 

Matrices Slm6trlcas se dice que la matriz A de n x n 

( cuadrada l es slm6trlca si A'= A. 

Enunciaremos algunos Teoremas para enfatizar el uso de 
matrices simétricas. 

Teorema 4. Sea A una matriz slm~trlca real de n x n. Entonces 
los valores caracterlsticos de A son reales. 

Demostración: Sea a un valor caracterlstlco de A con vector 

caracterlstlco w ¡esto es Aw = cxv, ahora w es un vector en Cn, y un 

producto Interno en C: que satisface. 

(~x. y) = mx, yJ y Cx.~y) = ~(x, yl (l) 

IS 



entonces (Aw, w) • (¡¡w, w) • ll(w, wl 

Más aún, con el hecho de que A' = A 

(2) 

(Aw, wJ = (w, A'wJ = (w, Awl = (w, (lwl = ~(w, wJ (3) 

Igualando (2) y (3) tenemos (l(w, w) • ~ (w, wl (4) 

Pero ( w, w ) = Jwj 2 diferente de O puesto que w es un vector 
caracterfstlco. De esta manera 20<1emos dividir ambos lados de (4) 
entre (w, w) para obtener fJ • /J. 

SI fJ = a + 1b, entonces P a a - tb de los cual tenemos 
a + 1b • a -1b. 

Lo cual es válido únicamente sl b = O, esto es fJ = a por lo 
tanto (l es real. 

Para matrices simétricas el resultado es mas "fuerte". Los 
valores caracterJstlcos de una matriz slm~trJca correspondientes a 
valores caracterlstlcos son ortogonales. 

Teorema s. Sea una matriz slm~trlca real de n x n, si 13
1 

y 13
2 

son valores caracterlstlcos reales de w1 y w
2 

entonces w
1 

y w
2 

son 

ortogonales. 

Demostrar Aw
1 

- w
2 

= (l
1
w

1 
- w

2 
• fl

1
(w

1 
- w2 l (1) 

Awt w2 • w
1 

- A'w2 • w
1 

- Aw
2
= w

1 
- ((l

2
w

2
) m ¡¡

2
(w

1 
- w

2
) (2) 

Igualando l y 2, (l
1
(w

1 
w

2
J = (l

2 
(w

1 
w

2
J y puesto que (l 

diferente {1
2
conclulmos que w

1
.w

2 
• O. 

Teorema 6, Sea A una matriz simétrica real de n x n. 

Resulta entonces que A tiene n vectores caracterlstlcos 
ortonormales. 

Este teorema nos dice que si A es simétrica entonces R" tiene 
una base b = { v

1
, v

2
, .... vn~ que consiste de vectores 

caracterlstlcos, ortonormales de A. 
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Sea Q la matriz de cuyas columnas son v
1
, v

2
, ... , vn. 

Entonces Q es una matriz ortogonal. 

Derlnlcl6n : Matriz ortogonalmente dlagonallzable. 
Una matriz A de n x n se dice que es dlagonallzable 

ortogonalmente, si existe una matriz ortogonal Q tal que QtAQ • O. 

Donde D = dlag.( 13
1
,132' ... , 13nl y ( 13

1
,f3

2
, ... , 13nl son los 

valores caracterlstlcos de A: Q es ortogonal sl o" • Q-1
• 

Por lo tanto QtAQ = D puede ser escrita como Q-1AQ = D 

Teorema 7. Sea A una matriz real de n x n. Entonces A 
dlagonallzable ortogonalmente si y solamente sl A es 
simétrica. 

Oemostracl6n ; sea A sim6trlca, entonces A es dlagonallzable 
ortogonalmente con Q ( la matriz cuya columna son los vectores 
caracterlstlcos ortonormales ). Inversamente suponga que A es 
dlagonallzable ortogonalmente. 

Entonces existe una matriz ortogonal Q tal que 

Q'AQ = D. Multiplicando esta ecuación por la Izquierda por Q, por 

la derecha por o' y utilizando el hecho de que o'o = oo' a 1, 

obtenemos A = Q DQ' entonces A1 = (QDQ'l' = (Q'l'D'Q1 = QDQ1 
a A. 

De esta manera A es simétrica y el teorema está demostrado. Se 

utilizaran los hechos (ABl' = A'e1
, (Atlt =A y o' a D para 

cualquier diagonal D. 

Sin embargo, las matrices que no son dlagonallzables esto es 
que no tienen n vectores caracterlstlcos llnealmente 
Independientes l aparecen en ciertas aplicaciones. 

En este caso aún es posible mostrar que la matriz equivalente 
a otra matriz mb simple, pero la nueva matriz ya no es diagonal y 
la matriz de transformación C es más dificil de obtener. 

Dada una matriz cuadrada A. queremos escoger M tal que M-1 AM 
sea lo más diagonal posible. 
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En el caso más sencillo, A tiene un conjunto completo de 
vectores propios que seré.n las columnas de M. 

La forma de Jordan es J = M-1 AM • A • se construye completamente 
a partir de los bloque de 1 por 1 J

1 
• \ y se alcanza el objetivo 

al obtener una matriz totalmente diagonal. En el caso más general y 
más dificil, faltan algunos vectores propios y es lmpcslble la 
forma diagonal. 

La cuestión clave es: si A es alguna matriz de n x n ( matriz 
cuadrada). ¿bajo qu6 condiciones toma la forma de Jordan ( J )7 

¿ Cuando exlstlra alguna M tal que M"1AM • J 7. 

Como primera condlclón, cualquier matriz slmllar a A debe 
compartir los mismos valores propios. Pero esto esta lejos de ser 
suficiente ( la matriz diagonal con los mismos valores propios no 
sea similar a J ) y nuestro objetivo esta realmente relacionado con 
los vectores propios. 

Para empezar reescribimos la relación M-1AM = J, en la forma 
simple AM • MJ: 

Admitimos cualquier matriz y el objetivo es hacer M"1 AM tan 
•diagonal como sea posible. 

El resultado de este esfuerzo por dlagonallzar es la 
forma de Jordan J. En el caso de que la matriz A tenga un conjunto 
completo de vectores propios linealmente Independientes, tomamos 

M • S y llegamos a J • s"1AS •A ¡ La forma de Jordan coincide con 
la matriz dla¡onal A. Esto es Imposible para una matriz defectuosa 
y pcr cada vector propio que se pierda, la forma de Jordan tendra 
un 1 precisamente encima de su diagonal principal. 

Los valores propios deben aparecer en la diagonal misma, ya 
que J es triangular. 

Los valores propios distintos pueden separarse como en el caso 
diagonal¡ sólo A repetida puede requerir o no una entrada fuera 
de la diagonal J. 

Teorema 7. SI A una matriz tiene S vectores propios 
linealmente Independientes entonces es similar a una matriz que 
esti en la forma de Jordan especial. 
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Cada bloque de Jordan J1 es una matriz triangular con un sólo 
valor propio y un solo vector propio . 

.. r :.l 
El mismo valor propio At puede aparecer en varios bloques sl 

corresponde a varios vectores propios Independientes. Dos matrices 
son similares si y solo si tienen la misma forma de Jordan (J.). 

FORMA DE SCHUR 

Teorema 8. (forma y descomposición de Schur). 

Sea A, una matriz cuadrada p x p. 
a) A es unitariamente semejante a una matriz triangular 

superior T • P"AP con P unitaria y con los elgenvalores de A 
( repetidos de acuerdo a sus multiplicidades algebraicas ) en la 
diagonal principal de T. 

Se llama a T una forma de Schur de A y a la descomposición de 

A • PTP" una descomposición de Schur de A. 

b) Si A y sus elgenvalores son reales, entonces se puede 
considerar a P como real y por lo tanto ortogonal. 

Demostración: las dos partes del Teorema son claramente 
ciertas para p = l. Se procedera por inducción, suponiendo que el 
teorema es válido para p :a k y se buscará. comprobarlo para p • k+l 

Supongamos entonces que A es (k + 1) • (k + 1). 

Sea At un elgenvalor de A asociado al efgenvector Xt 
normalizado, de modo que 11 x2 l 12 m l; Si A y ~1 son reales; 
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entonces sera posible tomar a x
1 

como real. Ya que { x
1 
~ se puede 

extender para formar una base para ck+1
( 6 Rlr.+l s

1
x

1 
es real ) y 

entonces usar el proceso de Gram-Schmldt para produclr de { x
1 
~ una 

base ortonormal¡ 

hay un conjunto de vectores ( reales si x
1 

es real } w
1
, ... ,wk 

tal que ~ x 
1

, w 
1
,... w • ~ es ortogonal. Entonces la matriz 

U =[ x
1
,w

1
,w

2
, ••• ,w. ] • [ x

1 
w] es unitaria 

( ortogonal si x
1 

es real ) 

Se calcula ahora A t • u"AU: 

A t • u"AU • [ x1 w ]" A [ x1 w ] • [ x1 w r [ Ax1 Aw ] 

• [ x1 w ]" [ \X, Aw J • ( :• :! :: J • ( :• :" ] 

Porque 11x
1

11 • • 1 y porque w1\ = O debido que U es unitaria. 

Como A t. es semejante a A. los elgenvalores de A y A t son 

ld~ntlcos, Incluyendo sus muitlpilcldades. 

Desarrollando det ( A t_ Al ) respecto a sus primera columna, se 

ve que el polinomio caracterlstlco de A t es Igual a \ - A veces 

por el de C¡ de este modo tos elgenvalores de A, además de i\
1
, 
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son justamente los de c. Pero C de k • k ( y real, si A y i.
1 

lo 

son ), por lo tanto es válida la hlpotesls Inductiva y será posible 
encontrar una U unttarla (ortogonal si A y sus elgenvalores son 

reales), de modo que v"cv = Tt siendo Tt triangular superior con 
los elgenvalores de C y por lo tanto de A es su diagonal principal. 

Si ahora se define P como. 

p = U [ ~ ~ ] , entonces P"AP = [ ¡.~ b;~ ] 

La cual tlene ta forma apropiada y de este modo demuestra que 
la blpotesls Inductiva es vallda para p = k + l. Por lo tanto es 
verdadera para toda p. 

Este es un teorema de existencia, el cual dice, sin embargo, 
que T se calcule facllmente¡ en la práctica, es necesario conocer 
los elgenvalor para obtener T. 

Teorema 9. ( FORMA DIAGONAL l 

Una matriz A, p x p, es normal ( por ejemplo simétrica real, 
hermltlana o unitaria l si y solo si A es unitariamente semejante a 

una matriz ( forma de Schur ) diagonal D • PHAP, en donde P es 
unitaria y O es diagonal con los elgenvalores de A ( repetidos de 
acuerdo a sus multlpllcldades algebraicas l en la diagonal principal 
de D; Si A y sus elgenvalores son reales, entonces P se puede 
considerar como real y por lo tanto ortogonal. 

Demostración ( forma diagonal •> normal ). SI existe P unitaria 

tal que r"AP = D diagonal, entonces clertamente A es normal porque 

las matrices diagonales conmutan: 

A"A = (PDP"l" (PDP"l • ro" r" PDP" • Po" or" = Poo" r" 

= Por" ro" P" = (PDP"HPOP"l" = AA H 

Demostración ( normal => forma diagonal ), Suponga que es normal, 

y sea T una forma de Schur, donde P"AP a T 1 T también es normal: 

,..,. = <P"Arl"<P"AP) = r"A"AP = P"AA"P = <P"AP)(P11APl" = rr" 
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Como se necesitaba. Sl t
1
J es <r>

11 
se tiene que t

1
J = O para 

t>J, Como 1Tf • Tit, sus elementos (1,1) son Iguales se tiene 

entonces <rr'\• 1\/ + 1\,./ + ... + \t1,\
2 

Igualando las dos expresiones y restando el t~rmtno común 

l\1\
2 

de cada lado, nos da \\,.,1 + ... + \\\
2 

ª 

• 1 \.I' + ... + \ t1_1/ para toda 1. SI se hace l = 1 en esta 

Igualdad, se obtendrá O en el lado derecho ya que no tiene término¡ 
entonces en el lado izquierdo t

12 
a t

13 
• ... = t

1
P = O. Sl 

entonces se hace l • 2, se obtendra j \ \ 2 del lado derecho, que es 

Igual a cero¡ entonces t13 • t 24 • ••. t
2
P a o. Continuando de este 

modo se demuestra, que en efecto, T es diagonal, y asl se podra 
considerar D • T. 

FORMA DE JORCAN 

Una forma especial a la que se puede reducir toda matriz 
mediante una transformacl6n de semejanza se desarrolla en tres 
etapas: la forma de Schur, la forma diagonal en bloques 
triangulares superiores y finalmente la forma de Jordan ( en casos 
senclllos es posible obtener esta forma directamente } en lugar de 
hacerlo atravez de las tres etapas. 

l.- Formas diagonales en bloques triangulares superiores supongase 
que A es p x p se sabe que A es ortogonalmente semejante a su forma 
de Schur T: una matriz triangular superior con los elgenvalores do 
A en su diagonal principal. Por el modo en que se contruyo T para 
la forma de Schur, es claro que se puede construir T de tal modo 
que cada elgenvalor distinto A1 se repita { mi veces ) en 
posiciones consecutivas a lo largo de la diagonal principal de T. 

Para alcanzar la segunda etapa en el desarrollo de la forma de 
Jordan se demostrara que T a su vez, es semejante a otra matriz 
triangular superior con la misma estructura y con la propiedad 
adlclonal de ser diagonal en bloques: se llamara la forma diagonal 
en bloques triangulares superiores. 
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Lema ( forma diagonal en bloques triangulares superiores 
suponga que T es triangular superior y que ademas, tiene la forma 

Tll T12. •TI• 

T= o T22' • T21 

o o .T .. 
en donde ce1:da T

11 
es m1 x mi y triangular superior con todos los 

elementos en la diagonal principal de T11 Iguales a \ y las \ 

distintas para 1 s 1 s 1. 

Entonces, T es semejante a una matriz diagonal en bloques 
trlngulares superiores 

vi o .. o 
V= o v,.. o 

o o V . 
En donde cada v1 es m1 x m1 y triangular superior¡ todos los 

elementos de la diagonal principal de VI son Iguales a Al, y desde 
luego las Al son distintas. 

Demostración. La Idea baslca es usar transformaciones de 
semejanza basadas en las matrJces elementales EIJ ( e ) recordando 
que EIJ ( e l es no singular y que su Inversa es Igual a E1¡ (-e ). 

Suponga que 1 < J y considere la transformación de semejanza. 

E1¡ (-c ) T E1¡( c ) = T'. 

Esta reemplaza el elemento ( 1,J ) de T por 

<T>11 + c ( <T>u - <T>n l 

y por lo demás, sólo modifica a los elementos en el 1-éslmo renglón 
( a la derecha del elemento ( 1,J )) y en la ¡-éslma columna 
( arriba de ese elemento ). 

SI se escogen a 1 y J para que correspondan a renglones en 
distintos bloques Tmm y Tnn entonces <T>u - <T>n = Am - An t. O. 
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Por lo tanto, es posible escoger a e = -<T>IJ / ( ~m - ~n ) y 
el elemento ( 1, J ) de la matriz semejante T' sera Igual a cero. 

Se puede hacer una sucesión de tales transformaciones de 
semejanza que reemplace los bloques 

T.-1,1, T.-2, 1, T.-l, 1 1 ... , T12, TIJ, .•• , 111 

en ese orden por bloques cero ( siguiendo de abajo hacia arriba y 
de Izquierda a derecha dentro de cada bloque ). Esto da v. 

Recordando que la diagonal principal de cada vt tiene todos 
los elementos iguales a >.1 : <v1>kk = At para toda k. 

Es posible demostrar que cada una de estas matrices vi es 
semejante a una matriz diagonal en bloque triangulares superiores 
JI, cada uno de cuyos bloques es un bloque de Jordan J( Al ). 

Definición un bloque de Jordan en una matriz cuadrada 
triangular superior J( ~ ) tal que: 

a) Todos sus elementos en la diagonal principal son iguales a 
~: <J( ~ )>11 = A· 

b) Todos sus elementos en la primera sobre la diagonal son 

Iguales a 1: <J( A l\,.,• 1 

c) Todos los demás elementos son Iguales a cero. 
De este modo 

J = [ : o 

o. 
1. 

o. :1 
Ya que la combinación de semejanzas sucesivas también es una 

semejanza, las transformaciones de A a T, de T a v y después a 
bloques de Jordan se pueden expresar como una sola transformación 
de semejanza. 

Teorema 10 (forma de Jordan). Toda matriz A de p x p , qué es 
semejante a una matriz J en la forma de Jordan. 

J = Q- 1AQ, y A = QJQ"1 con 
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o ... 
J2. •• 

:1 
• J 

o ... 

En donde cada Jr es un bloque de Jordan nr x nr 
µ = µ1 + •.. + µ1 es igual a la suma de las mult!p!!c!dades 
geometrlcas de los diferentes elgenvalores de A. El mismo 
elgenvalor diferente puede estar en distintos bloques de Jordan Jr, 
pero el número total de bloques con ese elgenva lar es igual a su 
mu!t!pl!c!dad geometr!ca µ1, mientras que el número total de 
elementos en la diagonal principal con ese e!genva!or es Igual a su 
mu!tlp!!cldad algebraica m1. Los números n' y el número total de 
bloques quedan determinados unlvocamcnte por A. 

Este es un teorema de existencia: no se da ningún método para 
encontrar J en la práctica¡ sin embargo, la misma existencia de una 
J en su forma especial permite su cálculo . 

Ya que Q-1AQ • J, se tiene que AQ = QJ. Escribiendo Q en 
t4!rmlnos de sus columnas como 

Q = l<1¡ q, .•• qpl 

Se ve que AQ 111 QJ es equivalente a Aq
1 

= Aq
1 

+ v
1
q

1
-1, en 

donde "- es el ~lgenvalor en el bloque de Jordan que afecta a q1 1 y 
v1 es Igual a cero o a l. De manera más precisa, ya que las Jr son 
nr x nr, las columnas de Q afectadas por el bloque de Jr en el 
producto QJ • AQ. 

Son exactamente las nr numeradas. 
ns + n2 + ... + nr-l hasta 01 + n2 + ... + nr. 

Por conveniencia, se designarán esas columnas de Q como 
Vrl, ... ,Vrn. 

Resulta entonces de AQ • QJ que 
• Avr1 = Avrt y AvrJ = ArVrJ para J = 21 ... 1 nr en donde VrJ es la 
columna de Q numerada de n1 + ... + nr - l + J y donde 

Q-1 AQ = J y AQ = QJ en donde el r-éslmo bloque de Jordan de J es 

nr X nr. 

La observación crucial es que (•) significa que vrl es un 
eigenvector de A; por lo tanto se encuentran los elgenvectores Vrl 
y después se les usa para ayudar a encontrar las VrJ restantes. 
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, .. •.•"<./'<"., .. ,..,., .• , 

Se tiene dos bases de un espacio vectorial V de dimensión 
flnlta sobre F y una transformación lineal T en V, entonces las 
matrices de T con respecto a las bases A y B estan relacionadas de 
una manera muy precisa a saber, 

B = c·1AC, en donde C es la matriz de transición. 
Esto condujo a establecer que dos matrices A y e son 

equivalentes o semejantes si para cierta matriz invertible e, 

La equivalencia de A y B se denota escribiendo A • B. Se 
aprecio que esta relación de equivalencia es muy parecida a la 
Igualdad es decir: 

J.- A a A 
z.- A a B Implica D a A 
3.- A m B y B a C Implica A m C 

Esta tres propiedades nos conducen luego a deflnir la clase de 
equivalencia de A mediante 

el( A ) a (Be Mn{ F llB •A) 

y se descubre que dos equivalencias dadas o son iguales o bien 
carecen de elementos en común. Surge ahora la pregunta: dada una 
clase cl(A) ¿existen en ella matrices particulares que Indiquen si 
cierta matriz B pertenece a cl{A)7. Tales matrices particulares 
reciben el nombre de formas canónicas. Hay varios tipos de formas 
canonlcas: se aludlra a una de ellas conocida como la forma 
canonlca de Jordan. 

Puesto que se necesitan las raíces caracterlstlcas de todas 
las matrices, se trabaja en Mn { C l en vez de Mn{ R ). Sin embargo, 
para simplificar la notación se utilizarán aqul literales latinas 
en lugar de griegas para representar números complejos. 

Se sen.ató que sl T pertenece a Mn( C ), entonces para cierta 
matriz Invertible C, 

[ 
a~ . ·.· • J c·'rc • 
O an 
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o sea, c·1TC es triangular superior. Es posible precisar aún más la 

naturaleza de c"1TC. En definitiva se pondra de manifiesto que T es 
equivalente a una matriz canónica de Jordan. en el sentido de Ja. 

Definición. Una matriz canónica de Jordan es una matriz de 
nxn 

1 
ª! ~'.::: o 1 

bn·l 

O • an 

tal que para cada s, l .:s s .:s n ... 1, se tiene que b. = O o bien 
b1 • 1 y B• a a1·I. 

De ahl que una matriz canónica de Jordan es una matriz de n x n 
cuyos elementos distintos de cero estan contenidos en la diagonal y 
en la supradlagonal de modo tal que Jos componentes diagonales son 
Iguales en bloques para los cuales los componentes supradlagonales 
son equivalentes a J. 

Por ejemplo, el primer bloque de componentes diagonales 
Iguales es a1 • 12 • ... • aJc, en donde br • 1 para l .:s r .:s k·l y 
bk • O o bien k • n por lo cual es el bloque de k x k 

1: ' :. J 

endondea•arparat.:sr.:s k. 

Tomese los bloques At, . . . , Alt de componentes diagonales 
Iguales de una matriz canónica de Jordan A, y sean h, • . I• las 
matrices Identidad del tamal!o correspondientes. Entonces 

A • [ A! ',: : : O 1 
o . Ak 

y 
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Al• 
[ 

a1 l •.• o 1 
".:• =a1h-+N1endonde 

0 BI 

8111. 

[ 
ª! . : : ~ 1 [ º· '. : : . o 1 • • y NI. • . 1 . . 
o ª' o . o 

Se puede Intercambiar las posiciones de dos bloques diferentes 
Ar y As y la matriz resultante permanecera en la misma clase de 
equivalencia. 

Para obtener una matriz de Jordan (J) de una matriz general T 
a otras muy particulares, se efectuan una serie de reducciones. 

El primer paso consiste en encontrar una matriz Invertible 
C e Mn (C) tal que 

En donde cada bloque Al es una matriz triangular superior que 
posee unlcamente una raiz caracterlstlca al ( l s 1 s k l. Esto 
significa que la matriz N1 • Al • al es nullpotente, es decir 

N1m • O para algi!n m. Entonces solo es menester hallar 

matrices Invertibles Di ( de tipo apropiado ) tales que Ja matriz 

o.-1A1D1 presentan la forma deseada para todo 1 ya que 

tiene dicha forma. SI D1-1N1D1 posee Ja forma deseada entonces 
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Dt-1A1D1 también la posee pues las dos estan estrechamente 
relacionadas: 

Cuando se aborda este aspecto comienza la parte central del 
razonamiento. 

Según se menciona todo esto no es facil pero tiene su 
recompensa en primer lugar se vera como la forma canónica de Jordan 
permite resolver un sistema homogeneo de ecuaciones dlfenclales 
lineales de un modo elegante y eficiente. 

Se sustituyen las ralees caracterlsticas en la ecuación 
( A-Al ) • O de esta manera se encuentran los vectores 
caracterlstlcos correspondientes con los cuales se obtiene la 
matriz Q. A la cual se le obtiene su Inversa para despues realizar 

el producto Q-1AQ • J asl obtenemos la matriz de Jordan. 

Ejemplos para obtener una matriz de Jordan 

1.- Reduzca a la forma de Jordan la matriz 

[
o 1 o l A a O O 1 
6 -1 -4 

Obtenemos el determinante de ( A - Al ) ~ O. 

[ g ¿ ~ ] -[ ~ ~ g l a [ ~A -! ~ ] •) 1-~ -A ~ 1 a O 
6 -1 -4 O O A 6 -1 -4 - A 6 -1 -4 -;>. 

del determinante ( A-Al ) • O obtenemos el polinomio caracterlst!co 

-A3
- 4i\2 

- A + 6 = o el cual factorlzamos de la siguiente manera 
( A - 1 )( -A - 2 )( A + 3 ) a O ya que por el teorema fundamental 
del algebra para las ralees de los polinomios¡ tenemos que las 
posibles soluciones para este polinomio es 11 2, 3. 

Por lo tanto podemos establecer que: A - 1 = O Implica que A = 
1: .. A - 2 = O eso lmpllca que >. = -2¡ A + 3 = O. 

Sustituyendo cada uno de los valores de A en la matriz: 
(A-Al)X•O 
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Sustituimos a At • 1 

( A - Atl )X • O eso Implica [ ~l :1 J ] fü~) • 1 O 1 

de este producto se obtiene el vector caracterlstlco xt a 11 l 11' 

Sustituimos a Az • -2. 

( A - Azl )x • O eso Implica [ ~ ~l _! ) rn:J • 1 O l 

de este producto se obtiene el vector caracteristlco xz = {1 .. z 4}t. 

Se sustituye A• • -3 

( A - A>I )x • O eso Implica [ ~ ~l _: ) rn:J • 1 O 1 

de este producto se obtiene el vector caracterlstlco xo = 11 -3 91' 
con los vectores x1, xz y X3 obtenemos la matriz siguiente, 

1 .. z -3 • Q obtenemos la inversa de esta matriz. 
[
I 1 1 ) 

1 4 9 

(

1/2. 
o·•. 1 

-112. 

42.1100 8/100 ) 
-67/100 -33/100 

1/4 1/4 

De esta manera obtenemos Q"1AQ • J, 

[1~ -!~:gg -~;~o) [ g ¿ ~ ) ¡: -~ _; ) • [¿ -~ g ) 
-1/2. 1/4 1/4 6 -1 -4 1 4 9 o o -3 
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CAPITULO 2 

ECUACIONES LINEALES DE ORDEN SUPERIOR 

Una ecuaclón dlferenclal lineal n-éslmo orden es una ecuación 
de la forma: 

d"y d""'y dy 
Po(x) -- + P1(x) -- + Pn-1 (x) -- + Pn(x)y • G(x) (1) 

dxn dxn·l dx 

Supondremos, a menos que se indique otra cosa, que las 
funciones Po, ... ,Pn, y G son funciones continuas de valores reales 
sobre algún Intervalo a. < x < 11 y que Po no es Igual a cero en 
parte alguna del intervalo. 

SI dividimos entonces la ecuación (1) entre Po(x) obtendremos: 

d"y d""'y dy 
L{Y} a -- + P1(x) -- + ... + Pn-l(X) - + Pn(x)Y a g(x) (2) 

dxn dxn·l dx 

donde se Introduce el operador diferencial Lineal L. 

Ya que en el desarrollo de la teorla de las 
diferenciales lineales es fül Introducir la notación de 
diferenciales. Sean Po, ... 1Pn funciones continuas 
Intervalo ablert.o ex < x < ~. 

ecuaciones 
operadores 
sobre un 

Entonces para cualquier función t que tiene n-éslmo derivada 
sobre ex < x < ~. definimos el operador diferencial L por la 
ecuación: 

L (t} • t" + P1t
0

"
1 + ... + Pn t (3) 

Note que L ( t 1 también es una función sobre ex < x < ~: de 
hecho el propio L, puede considerarse a la vez, funciones de una 
sola variable real. 

El operador L a menudo se escribe como: 

L = Dn + P1on·l + P2Dn-'Z + ••• + PnD (4) 

donde O es el operador derivada. 

El valor de la función Lit! en el punto x es: 

L (t}(x) a t"(x) + P1(x)t""
1
(x) + ... + Pn(x) ~(x), (5) 
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Trataremos primero la ecuacl6n lineal homogenea de n-ésimo 
orden. 

L [t)(x) a t"(x) + P1(x) + P1(x) t"-1Cx) + ... + Pn(x) t (x) = O (6) 
donde considerando que las funciones P1(x}, ... 1 Pn{xl son continuas 
sobre el Intervalo a. < x < fj, recordemos que se acostumbra usar el 
simbolo Y para denotar a t {x) por lo tanto se escrlblra a menudo: 

d" d"- 1y dy 
L [Y) • -- + Pt(x) -- + ... + Pn-lCx) - + Pn (x) Y = O (7) 

dx" dx"- 1 dx 

Enfatizamos que L [t) que está dado en la ecuación (3) es una 
función, mientras que L(Y) como esta dado en la ecuación (7), es el 
valor de la función L[~) en el punto (x). 

Notaremos primero que en virtud de que la ecuación (2) 
contiene a la e-néslma derivada de Y con respecto a x, se puede 
decir que se requerirán (n) Integraciones para resolver la ecuación 
(2). Cada una de estas Integraciones Introduce una constante 
arbitrarla. 

Por lo tanto, podemos esperar que para obtener una solución 
ónica es necesario especificar (n) condiciones iniciales digamos: 

Y(xo) •Yo, Y'(xo) = Yo1
1 
... 

1 
y<n-t)Cxo) a Yo<n-t} (8) 

donde xo puede ser cualquier punto en el Intervalo a < x < p y 

Yo, Y'o ... , yg·t es cualquier conjunto de constantes reales 
especlflcadao. Que tal solución existe y que es ~nlca esto lo 
asegura el siguiente teorema: 

Teorema 1 de Existencia y Unicidad. 

Sl las funciones P1 1 P21... Pn y g son continuas sobre el 
Intervalo abierto ex < x < fj, entonces existe una y solo una función 
Y a t (x) que satisface: 

f( x, y, y' ... y" ) = g(x) 

d"y d0
-

1y dy 
L [xi -- + Pi (x) -- + Pn-1 (x) - + Pn (x)Y • g (x) 

dx" dx"· 1 dx 

sobre el Intervalo a < x < ¡¡ y las condiciones Iniciales 
especificadas. 

Y {xo) • Yo, Y'(xo) • Y'o
1 
... 

1
Y(n·ll(xo) = Yo(n·O 

35 



Teorema 2 de Exlstencla. Sea f una función continua de 
variable real, definida en el rectangulo 

R: 1 X - Xº 1 s a ' 1 y - Yo 1 s b ( a, b, > o ), 

y sea 1 f ( x, y l 1 s M para toda ( x, y l en R. 

Además supongamos que f satisface una condición de Llpschltz 
en R, cuya constante es K. Entonces las aproximaciones sucesivas: 

Q
0 

( X ) = Y
0 

, Ql+l ( X ) = Y
0 

+ ~O f ( t, QX (t)) 

converge en el Intervalo ( K = O, 1, 2, ... ), 

1 1 x - x
0 

1 < a. • mln ( a, b/M ) 

a una solución Q del problema con valor Inicial: 

Y' • r ( X, y ) ' y ( Xº ) a yo 

Prueba del Teorema: 
a) Convergencia de ( t• (x) ), La clave para demostrar este 

teorema es la observación de que •• puede escribirse de la 
siguiente manera: 

t• • to + (t1 - to) + (tz - t1) + ... + (ti< - ••-•), en 
consecuencia, ~(x) es una suma parcial de la serle: .. 

to(X) + l: ( t,(x) - •,_ ( X ) 1 (1) 
pc1 l 

Por lo tanto demostrar que la secuencia { t11.(x} } converge es 
Igual a demostrar que (1) es convergente. Para demostrar esto 

último necesitamos estimar los términos t,tx) - •,_
1
(x) de (1) 

además todas las funciones tP existen como funciones continuas en 1 

y {x, tP(x) esta R para x en I, de la misma manera: 

it1(xl - t.(x) 1 s M lx - xol (Z) 

para x en J. 

Escribiendo las relaciones que definen tz y t1 y restandolas 
entre si, obtenemos. 

tz(x) - t1 <xl = S:.lr (1,t(tll - r (t, •• !1lll dt. 
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por consiguiente: 

¡t2lxJ - tt (xJj s l.C:,
0
if (t,t,(t) - f lt, to (tlj dtJ 

y dado que f satisface la condición de Llpschltz. 
• La condición de Llpschltz sea f una función definida para (x,y ) 
en un conjunto S, decimos que f satisface una condición de 
Llpschltz en S, si existe una constante K > O tal que 

J f I x, Y
1
) - f ( x, Y

2 
) i s K j Y

1 
- Y

2 
i 

para toda 1 x, y
1 

) , 1 x, y
2 

) en S. 

La constante K se llama constante de Llpschltz. SI f es 
continua y satisface esta condlclón en el rectangulo R. 

Entonces las aproximaciones sucesivas converge a una solución 
del problema con valor Inicial en el Intervalo cerrado 
1 x - x

0
j s a '. 

1 flx,ytl - flx, y2) 1 "- • 1 Yt - Y2 1 

tenemos que: 

1 tz(x) - t1lxlJ s • 1 S:.I t1lt) - tolt) 1 dt 1 
Usando Z, obtenemos: 

(X • Xo)
2 

1 t2lxl - t1lx) 1 s kMJ S:
0
lt - xo) dtJ • kM ----

2 

Asl, sl x 2: Xo 

1 t2lx) - t1(x) 1 s kM S:.I• - xo)dt • kM 
lx - xo) 2 

2 
El mismo resultado es válido para el caso en que x s xo. 
Necesitamos demostrar pcr Inducción que: 

13) 

Ya hemos visto que esta Igualdad es válida para p • 1 y p • 2, 
supongamos que x s xo. Supongamos que 3 es vállda para p • m. 
Usando la definición de tm+I y tm, obtenemos. 
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y asl, 

Usando la condición de Llpschltz, obtendremos. 

l•m+t(x) - tm(xll "k .r:. 1 tm (1) - •m-l Ctll dt 

Dado que hemos supuesto (3) es válida para p = m, ello da 
lugar a lo siguiente: 

Mkm Mkmi X - xo¡m+l 
1 •m+t Cxl - t Cxll " --- I" I • - X• ¡m dt • -----

m m 1 •• Cm+ 1) 1 

Esto es precisamente (3) con p • m + 1, y, en consecuencia, 
(3) es válida para p a 1, 2, .... por el principio de Inducción 
matemática. 

De (3) se sigue que la serle Infinita • 

.. 
t (x) + I: (t Cxl - t (x)J 

o P•I p p-1 

es absolutamente convergente en I, esto es, que la serle . 

.. 
i• (x) + I: 1 t (x) - t (x) 1 1 

o P•l p p-1 

es convergente en l. Más todavla, puede observarse que 

M KPlx - xolP 
itPCxl - t,_1Cxll "-K PI 

(1) 

(4) 

lo cual demuestra que el p-éslmo término de la serle dada en (4) es 
menor o Igual que M/K veces el p-éslmo término del desarrollo en 

serle de potencia de ek 1x-xo1. Dado que ésta ~!tima serle es 
convergente, entonces la serle (4) es convergente para x e l. Esto 
Implica que la serle (1) es convergente en l. 

Por consiguiente, la k-éslma suma parcial de (1), que es 
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precisamente tk(x), tiende a un limite t(x) cuando k ~ m , para 

cada x en l. 

b) Propiedades del limite t. Esta función limite es una solución en 
1 para nuestro problema. Primero, vamos a demostrar que t es 
continua en l. Esto puede hacerse de la siguiente manera. 

Sl x
1
, x

2
, están en J, 

1 '•+i (x1l - •k+t<xz> 1 = 1 ~~ f(t, •.(t) dt 1 s M 1 x1- x2 

lo cual Implica, haciendo que k • co. 

Esto demuestra que cuando x
2 

... x
1
, 

l(x
2

) ... t (x
1
) esto es, que t es continua en J. 

Tambl~n sustituyendo en (5) x
1 

= x, x
2 

= xo, obtenemos. 

I • (x) - Y• 1 s M 1 x - xo ¡, ( x en 1), 

lo cual Implica que los puntos (x, t (x)); 
estan en R para toda x en l. 
c) Estimación de I • (X) - •. (x) I · Vamos a estimar ahora 

y 

Tenemos 

1 t(x) - •. (x) ¡. 

.. 
t !xl ª •.<xl E 11, !xl - •,_,lxll 

pal 

• 
'• !xl ª •. <xl + E 1•, !xl - •,_,<xll .... 

Por consiguiente, usando la desigualdad (3),vemos que: 

.. 
it!xJ - t (xJ 1 = 1 E (t (xl - t _ (xlll 

k p=k+lP pi 
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.. 
" E 1 lt !xl - t lxlll 

p•k+l p P'"l 

:s-- E 
k p=k+l p 1 

,, ____ E 
k (k + 1) 1 p•O P 1 

e•a. (6) 
(k + 111 

ya ck es el término general del desarrollo en serle de ek«, Según 

esto (6) puede escribirse en términos de ck, de la siguiente manera: 

M ka.e 
1 t (x) - t,(x) 1 s - e k, (e • o, • • m) 

K k 
(7) 

d) El Umlte t es una solución. Para terminar la demostración, 
necesitamos comprobar que: 

t (x) • Yo + ¡" f(t,t(tlldt .. (8) 

para toda x en l. El miembro derecho de (8) tiene sentido, siempre 
y cuando t sea continua en l, y f sea continua en R¡ asi que la 
función F dada por F(t) = r (t, t(t)) es continua en l. Ahora: 

tk+
1
(x) • Yo + r:. f(t, t,ltlldt, 

y 
tk+t (x) .. t (x), cuando k .. co . 
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Por conslgulente, para demostrar la ecuación (8), necesitamos 
comprobar que para cada x en 1 se cumple lo siguiente: 

.r:.m. t,hl)dt • .r:. f{t, ~(tlJdt, (k • m) (9) 

Tenemos 

IS:, rh, tt)dt - ~. f(t,t,hlldtj 

s 1.r:.1 f(~fü))dtj 1 s • 1 S:,lt!t) - t,l•lldtj (10) 

Vallendonos del hecho de que f sat1sface una condición de 
Llpschltz. La estimación dada por (1). Ahora puede sustituirse en 
(IO) para obtener: 

1.r:, f(t, t(tlJdt - J':, fh,t,(t)dtl s Me•«c,lx - xol 

Expresión que tiende a cero cuando 1t .. O), para cada x en l. 
Asl queda demostrada la condición (9) y en consecuencia, el hecho 
de que t satisface la ecuación (8). Con esto queda completa la 
demostracl6n del teorema de ex lstencla. 

De acuerdo a las hlpotesls dadas en el teorema de existencia 
(!), podemos demostrar que la solución obtenida aqul es la única 
que satisface en 1 el problema con valor Inicial. El método para 
demostrarlo puede adaptarse para obtener Información adicional de 
Importancia en re1acl6n con las aproxlmaclones a soluciones. 

Supongamos que tenemos dos problemas con valores Iniciales: 

y' ss f(x,y) , y(xo) • y
1
, (11) 

y 
y' • g(x,y), y(xo) • y2' (12.) 

donde f, g, son ambas funciones continuas de varlabJe real, 
definidas en: 

R: 1 X - Xo 1 s a, 1 y - yo 1 s b, ( a, b > O ), 

Y (x
0
, y 

1 
J, (x0, y 

2
) son puntos que estan en R. Vamos a demostrar 

que sl g es proxtmo a f, y y
2 

es próximo a y
1
, entonces toda 

solución ~ de (12.) que esté definida en un Intervalo 1 que 
contenga a xo1 se aproxima en 1 a una solucl6n t de (11). 
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Supongamos que exlsten ciertas constantes no negativas c,8, 
tales que: 

1 f(x,yl - g (x,yll " e, ( (x.y) en R 1 

y 
IY, - 121 " a 

Entonces tenemos el siguiente resultado. 

(13) 

114) 

Teorema 3 Sean f, g, funciones continuas en R y supongamos que 
f satisface aqul una condición de Upschltz, cuya constante de 
Lipschitz es K. Sean t, l/J soluciones de (ll) y (12), 
respectivamente. en un intervalo 1 que tenga a xo, tales que sus 
gráflcas esten contenidas en R. 

SI valen las desigualdades (13) y 041, entonces: 

1 1 e •l•·xol lt (xl - l/J (x)j s ae• x-xo + - (e - 1) (151 

para todo x en l. 

En la 61tlma desigualdad (IS) si hacemos g = r y Y• D r, D Y, 

vemos que en este caso podemos escoger e = O, 6 = O, y entonces 

Tenemos 

Corolario. J. (Teorema de Unicidad). Sea f continua y tal que 
satisfaga una condición de Llpschltz. 

SI t y l/J son dos soluciones de 
y' a f(x,yl , y(xol = yo, 
Definidas en un Intervalo I que contenga a xo, entonces 

t (x) • l/J (x) para todo x en l. 
Observece que para garantlzar la unicidad es necesario imponer a 

f una restrlcclón adiciona! a la continuidad. El problema de 
valores Iniciales. 

Por lntuición puede verse que sl tenemos una secuencia de 
funciones gk .. r deflnlda s en R, y una secuencia y k .. yo, podemos 

esperar que las soluciones i/lk de 

(16) 

42 



tiendan a la solución t de: 

y'= f(x,yl y(xol = Y• 

esta es una consecuencia directa de {15) supongamos que las gk son 

continuas en R y que existen ciertas constantes ck tales que 

1 f(x,g) - S,. (x,yl 1 s ck (toda (x,y) en Rl 18 

y otras constantes 1\ tales que 

donde ck y ª• tienden a O cuando k • m apllcando 115) obtenemos. 

Corolario 2 Sea f continua y tal que satisfaga una condlclón 

de Llpschltz en R: 

(11) 

Supongamos que las ~(le = 1, 2, ... ) san continuas en R y además 

satisfacen (IS) para ciertas constantes. 

ck .. O, (le .. m) y, hagamos que yk .. yo hi: .. en). 

SI t/Jkes una solución de (16) definida en un Intervalo 1 que 

contenga a xo y t es la solución de (17) en 1, entonces '/lk(x) • t(x) 

en l. 

Demostración del Teorema 2. 

De acuerdo con (11) y (12) 

Vemos que 

t !xl = y + ¡• r (t, t (1))dt 
l Xo 

'/I (x) = y
2 

+ (
0 

g (t, t/I (t))dt 

y en consecuencia, 

t (xi - t/J (x) • y
1 

- y
2 

+ ~. (f (t, t (t) ) - g (1, t/J (t)))dt 

• y
1 

- y
2 

+ (
0 

(f (t, t (1) l - f (t, o/I (tllldt 
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+ S:. (f (t, l/J Ctl l - g Ct, l/J Ctll!dt. 

Aplicando (IJ) y (14) y el hecho de que f satisface 
una condición de Llpschltz, cuya constantes K, obtenemos, para 
X t: Xo, 

1 t (x) - ~ (x)) 1 • a + K S:. 1 t Ctl - l/J lt) 1 dt + e Cx - xol (19) 

51 E (x) = S:, 1 t Ctl - l/J Ctl 1 dt 

Vemos que (IS) puede escribirse de la siguiente manera: 

E' (x) - K E (X) • a + e (X - Xo) (20) 

Esta es una desigualdad diferencial de primer orden que 
podemos "resolver" las ecuaciones diferenciales lineales de primer 
orden. 

Multiplicando (20) por e·KCx-xo) 

obtenemos, después de sustituir x por t., lo siguiente: 

(ek(t-xo) E )' (t) • ae"k(t-xol + e (t - Xo)e-K(t-xol 

Integrando desde xo hasta x obtenemos • 

e-1'.(x-xo) E (X) :s ~ l1 _ eK(x·xoJ] 

K 

e e 
+ -- l-K(x - Xo} .. l}e·K<x-xo) + -

1 

K2 K2 

Multiplicando ambos miembros de ésta desigualdad por /lx-xol 
Hallamos que: 

a e e 
E(x) ~ - ¡/lx-xol - 11 - - IKCx - xol + 11 + - e•lx-xol 

K K2 K
2 

y sustituyendo esto en (19) obtenemos finalmente. 

itCxl - l/J Cxll •a /lx-xol + ~ (/lx-xol_ 11 
K 
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Que es precisamente la desigualdad 15 para x ~ xo. Una 
demostración. similar es válida para el caso en que x ::s xo. 

1 
• observece que si e es • o; I t ectdt = - (et - llect c• 

También se emplea el hecho de que E (xol • O 

Notemos que sl las funciones P1, Pz, ... ,Pn son constantes, 
realmente contrulremos la solucl6n de la ecuación. 

d"y dn-I y dy 
L (y) a -- + P1(x) --- + Pn-1 (x) - + Pn(x) y = g(x) 

dx" dxn- I dx 

Que satisfaga las condiciones Iniciales. 

Y (Xo} • Yo, Y'(Xo) a Y'o,,,,, yln-ll(Xo) = Yoln-ll 

Discutiremos primero el problema de resolver la ecuación 
homogenea o complementarla. 

y<•l + Pt(x) y<n-ll + ... + P (x) Y' + Pn (x) Y = O 
n-1 

Teorema 1 
• Teorla general de las ecuaciones lineales de n-éslmo orden. 

Sl las funciones Yt, Yz,... Yn son soluciones de la ecuación 
diferencial lineal homogenea de n-éslmo orden. 

L [YI a y<nl + PI (x) y<n-ll + ... Pn (X) Y = O (2l} 

Se deduce por calculo directo, que la combinación llneal. 

Y a C1 Y1 (x) + Cz Y2 (x) + ... + Cn Yn (x) (22) 

donde C11 ... ,Cn son constantes arbitrarlas, también es una solución 
de (2ll. 

Es lógico preguntarse si toda solución de la ecuación (21) 
puede expresarse como una comblnaclón lineal de Yt, Y2, ... , Yn. Esto 
será cierto sl, Independientemente de las condiciones iniciales. 

Y (Xo) :1 Yo, Y1(xo) = Y'o, ... , yln-U(Xo) = Yoln-U (23) 

Que se especifiquen, es posible elegir las constantes 
C1, .. .,Cn de tal manera que la comblnacl6n llneal (22) satisfaga 
las condiciones lnlclales. 
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Especlflcamente, para cualquier elección del punto xo en 
a < x < IJ y para cualquier elección de, 

Yo, Yo', Y"o, ... , Yin-U debe ser 
posible determinar C1, ... ,Cn de tal manera que las ecuaciones: 

CtYt (xo) + ... + CnYn (Xo) = Yo 
C1Y' (xo) + ... + CnY'n {xo) = Yo 

(24) 

se satisfagan. Las ecuaciones (24) pueden resolverse siempre para 
las constantes Ct, C2, ... ,Cn que el determinante de los 
coeficientes no se anule por otra parte, si éste determinante se 

anula, siempre se puede escoger valores de Yo,Y'o"'"y~n-n tales 
que las ecuaciones (24) no tengan una solución. 

Por lo tanto, una condición necesaria y suficiente para la 
existencia de una solución de las ecuaciones (24) para valores 

arbitrarlos de Yo,Y'o,V"o, •.• ,Y1"-ues que el wronsklano 

Y1 Yz Yn 

W (YI, Yz, ••• Yn) = Y'I Y'z Y'n (ZS) 

no se anule en x 111 xo 

Supuesto que xo puede ser cualquier punto en el Intervalo 
« < x < IJ es necesario y suficiente que w (Yt, Y21' .. ,Yn) no se 
anule en todo punto del Intervalo. 

Tomaremos como ejemplo las ecuaciones lineales homogeneas de 
2do, orden. 

L (~] (x) e ~· (x) + P(x) + ~'(x) + g(x) ~(x) = O (26) 

donde consideramos las funciones p y q son continuas en un 
Intervalo a. < x < fJ. 

Recordemos que se acostumbra usar el slmbolo (Y) para denotar 
a ~ (x) y a menudo escribiremos en lugar de la ecuación (26). 

L ( Y ) = y" + p (x) y' + q (x) y = O (27) 
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Enratlzaremos que Lft) es función mientras que LfY) como esta 
dado en (26), es el valor de la función L[t) en el punto x. 

Tomando en cuenta µ1. µ2 son funciones dertvabJes, entonces: 

(C1µ1 (X) • C2¡12 (x))' = C1µ'(x) • C2µ'2 (X) 

donde Cr y Cz son constantes arbitrarlas de lo cuaJ se puede 
deducir el Importante teorema. 

Teorema 4 SJ y ci Y1 (x) y Y = Yz (x} son soluciones de Ja 
ecuación diferencial (2) 

L (Y) = Y' + p(x)Y' + q (x) Y m O 

Entonces la combinación llneal Y = C1Y1 (x) + C2Y2 (x) donde 
Ct y C1 son constantes arbitrarias, también es una solución de 
la ecuación (27). 

Demostración. 
Debemos demostrar que si: 

entonces 

L (Yt) a Y"I + pY' 1 + qYt = O 
L (Y2( = Y"2 + pY'2 + qY2 = O 

L (C1Y1 + C2Yz) = O pero 
L (C1Y1 + C2Y2) = (C1Y1 + C2Y2)' + p(CtYt + C2Y2)' + q(C1Y1 + CzYz) 

a C1(Y"t + pY' 1 + qYI) + Cz(Y"z + pY'z+ qYz) 
= C1 L (Yi! + Cz L (Yzl = O 

lo cual prueba el teorema. 

Si hacemos Cz = O en la demostración anterior se obtiene el 
resultado de que la runclón Y1 es una solución de la ecuación (2), 
entonces cualquier mdltlplo constante de Y1 también es una solución 
de dicha ecuación. 

La prueba del teorema 2, demuestra que para cualesqulera dos 
funciones µ1, µi que tengan segunda derivadas continuas, y para 
cualesquiera constantes arbitrarlas C1, C2, 

L (C1µ1 + Czµ2J = C1 L [µ!} + C2 L (µ2} 

un operador con esta propiedad se le conoce como operador Uneal, y 
en este caso es un operador lineal de 2do. orden. El hecho de que 
una combinación lfneal de soluciones de una ecuación lineal 
homogenea sea también solución de Ja ecuación, tiene una 
Importancia fundamental y a menudo, se menciona como el principio 
de Superposición. 

Este principio se Ilustra en los slRulentes ejemplos 
senclllos: 
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Ejemplo l. Verificar, por medio del cálculo directo que 

t Cx) = Ct cosx + Cz sen x es una solución de la ecuación 

diferencial y" + y = O 

sustituyendo y por t lxl tenemos que 

t"(x) + t(x) = (Cl cos x + Cz sen x)" + {C1 cos x Cz sen x) 

= C1 ((cos x)" + cos xl + Cz l-sen x +sen x 1 =O 

= C1 [- cos x + cos x1 + Cz (-sen x +sen xl =O 

Ejemplo z.- Verificar que t (x) = x + 1 es una solucl6n de la 
ecuac16n diferencial y' + 3y' + y = x + 4 pero que 1/1 (X) = Z t (x) 
no es solución. 

Ya que t'(x) = 11 t"(x) = O Tenemos que 
t"lxl + 3t'(xl + ~lxl = o +3 (!) + (x + 1l + x + 4 

Sin embargo 

1/1' lxl + 31/i'lxl + 1/1 (x) = O + 3(21 + z (x + 1l 

no es una contradlccl6n puesto que la ecuación diferencial no es 
homogenea. 

Ejemplo 3.- Demostrar que si las funciones Y1 y Y2 son 

solucl6n de la ecuacl6n L[YJ = Y' + Y2 = O no necesariamente se 

deduce que la comblnacl6n lineal C1Y1 + C2Y2 es una solucl6n. 

Sustituyendo tenemos: 

L [C1Y1 + C2Y2J = (C1Y1 + C2Y2)" + (C1Y1 + C2Y2)2 

= CtYt" + CzYz" + C12 Y12 + 2 C1C2Y1Y2 

+ c22vz2 • C1 [Y1! + C2 L (Y2J 

coeficientes, no sea cero es decir: 

1 

Y1(xo) 

Y1'(xol 

Y2(xo) 1 
= Y1(xo)Y2'(xol - Y1'(xo) Y2(x) • O 

Yz'(xo) 
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entonces, con C1 y Cz determinados por Jas ecuaciones (3) 
Jas funciones C1Y1 + C2Yz y ~ satisfacen la mismas condJcJones 
lnlcfales en X a Xo asJ como la misma ecuacfón dJrerenclal (2) por 
el teorema siguiente. 

Teorema 5 ... Sl las funciones p, q y g son continuas sobre eJ 
Intervalo abierto « < x < fJ, entonces existe una función y solo una 
y ª t (x) que satisface la ecuación diferencial. 

d2y dy 
- + p(x) -- + q (x) y a g(x) 
dx2 dx 

y' + p(x) y' + q(xl y = g(x) 

sobre el Intervalo completo " < x < /l y las condiciones Iniciales 
Y(xol • Yo, Y'(xo) = Yo' en un punto particular Xo en el intervalo. 

Siempre podemos eligir un xo tal que se cumpla (4) :1 sabemos 
que se cumple para todo Xo en « < x < f3, En este caso o siempre 
pueden resolverse las ecuaciones (3) lndependlentemente de los 
valores xo, t' (xo). 

De esta forma probamos el siguiente teorema. 

Teorema 6.- SI las funciones p y q son continuas sobre el 
Intervalo abierto < X < ~ y si Y1 y Yz son soluciones de la 
ecuación diferencia! (2). 

L IYI • Y' + p(X)Y' + q(X)Y a O 

que satisfacen la condición. 

Y1 (X)Yz'(Xl - Y1'(X) YzlXl a O 

para todo punto en " < X < /l entonces cualquier solución de la 
ecuación (2.J sobre el Intervalo a. < X < tJ puede expresarse como una 
combinación lineal de Y1 y Yz. 

A la combinación linea! C1Y1 + CzYz con Cz y Cz arbitrarias se 
te conoce como solución general de la ecuación (2). 

Los siguientes teoremas nos sirven para ver como determina sl las 
funciones Y1 y Yz forman un conjunto fundamental esto es como se 
determina si se anula w(Y1 , Yz) en el Intervalo " < X < /l. 

Teorema 7.- SI las funciones p y q son continuas sobre 
el Intervalo abierto " < X < /l y si las funciones Y1 y Yz 
son soluciones de la ecuación diferencia! (2), 
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L IYJ = Y" + pCxl Y' + q(x)Y = o 

sobre et < x < /1 entonces w(Y1, Y2) se anula JdentJcamente, o bien, 
no se anula en a. < x < JJ, 

Teorema 8. - Sl las funciones p y q son continuas sobre 
el Intervalo abierto a < x < /J y si las funciones Y1 y Y2 
son soluciones de la Ecuación Diferencial (21. 

L IYJ • Y" + plxl Y' + q(x)Y • O 

sobre el Intervalo et < x < ~ donde w(Y1, Y2J no es cero, entonces, 
cualquier solución y = t (x) de la ecuación (2) puede expresarse en 
la forma: 

t (x) • C1Y1(xl + C2Y2(x) 

Finalmente el siguiente teorema nos demuestra que 
realmente existe un conjunto fundamental de soluctones de la 
ecuación (2). 

L IYJ = Y" + p(xJY' + q(x) Y = O 

Teorema 9.- SJ Jas funciones p y q son continuas sobre 
el intervalo abierto a. < x < (1 entonces existe un conjunto 
fundamental de soluciones de la ecuación diferencial (2). 

L 1 y l • Y" + p(x) Y' + q(x)Y • o 

sobre el Intervalo « < x < fJ. 

Del teorema 6.- se deduce que existe Y1 y Y2 para los 
problemas con valores lnc(aJes. 

Y" + pCxlY' + q(xlY = o 

Y" + p(x)Y' + q(x)Y = O 

YIC) • !, 

Y(C) =O 

Y'(C) =O 

Y'(C) = 1 

sobre el Jntervalo ex < x < {J, facllmente se ve que w(Y1 Yz) (C} = 1 
1! O por lo tanto el teorema 9 se deduce que Y1 y Yz forman un 
conjunto fundamental de soluciones de la ecuación 2. 

L (Y] = Y' + p(x)Y' + q(x)Y = O 

Teorema 10.- Sl las funciones P1,P2, .. "Pn son continuas sobre 
el intervalo abierto a. < x < {3, si las funciones Y1,Y2, ... ,Yn 
son soluciones de la ecuación. 

L IYl = y• + P1(x) yln-ll + ••• + Pn(x! Y = O y si 

so 



w (Y1, .. ., Yn)(x) • O o al menos en un punto "' < x < ¡3. 

entonces cualquier solución de la ecuación (!) puede expresarse 
como una comblnaclón Hneat de las soluciones Y1, Y2,. .. , Yn. 

Tal conjunto se conoce como conjunto fundamental de solucJones 
de (1), La existencia de un conjunto fundamenta) puede probarse. Ya 
que de todas las soluciones de la ecuación Ul son de la forma: 

Y = C1Y1(x) + CzYz(x) + ... + CnYn(x) 

se le llama soluclón general para referirse a una comblna.ctón 
llneal arbltrarla y se dice que !ns funciones Y1" .. , Yn son 
linealmente Independientes sobre a < x < 13 si no existe un conjunto 
de constantes C1,C21 ... ,Cn (excepto Ci = Cz ... = Cn ::: O) tal que 
C1Yl(x) + CzYz(x) + ... + CnYn(x) = O para todo xc a < xo < ¡¡. 
Sl Yt, .... Yn son soluclones de la ecuación (1). 

TambJ~ puede demostrarse que una condición necesarJa 
suficiente para que sean linealmente independientes es que 
wCYt, ... Yn) no se anule sobre a. < x < fJ por lo tanto las funciones 
que forman un conjunto rundamental de soluciones de Ja ecuacJ6n. 

L (Y) Q Y" + P1(x)Y1n·ll + ... + Pn(x)Y = O 

son linealmente Independientes y un conjunto linealmente 
Independiente de n soluciones de la ecuación. 

L (Y( • Y" + P1(xJY°"1 + ... + Pn(K)Y = O 

forman un conjunto fundamental de soluciones de dlcha ecuación. 

Problema no homogeneo. 

Consideramos la ecuación. 

L IYI • Y" + P1(xl yln·ll + ... + Pn(x)Y = g(x) (1) 

Inmediatamente se deduce a apartlr de la llnealldad del operador L, 
que L !Yrt - YP2) • g • g = O. 

Por lo tanto, la diferencia de cuaJquler par de soluciones de 
la ecuación no homogenea (!) es una solución de la ecuación 
homogenea. 

L [ Yl = Yº + p1(x) yin-U + ... + Pn(x) Y = O (2) 

puesto qU" cualquier solución de la ecuación homogenea puede 
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expresarse como una combinación lineal de un conjunto fundamental 
de soluciones Y1,Y2, ... ,Yn, se deduce que cualquier solución de la 
ecuación (1) puede escribirse como: 

y = Yo (x) + Yp(X) 

=C1Y1(x) + CzYz(x) + ... + CnYn(x) + Yp(x) (3) 

donde Yp es cualquier solución de la ecuación no homogenea (1). 

La combinación lineal (3) generalmente se conoce como 
solución general de la ecuación no homogenea (!). 

El problema principal es determinar un conjunto fundamental de 
soluciones Y1,Y2, ••. , Yn. 

Si los coeficientes en la ecuación direrencial son constantes, 
este es una problema muy simple. 

Si los coeficientes no son constantes se utilizan métodos 
n\lmerlcos, o métodos de serles. 

Existe una Importante relación 
ecuaciones y las ecuaciones aisladas 
efecto, una ecuación de n-éslmo orden. 

entre los sistemas 
de orden arbitrarlo, 

Y' = F(t, Y, Y', ... , y<n-n 

de 
en 

(1) 

siempre puede reducirse a un sistema de n ecuaciones y las 
ecuaciones de primer orden que tiene una forma un tanto especial. 

Para mostrar esto, Introduciremos las variables 
x11 x2 .... ,xn definidas por: 

Xl a Y, XZ = Y\ X3 a Y",, .. , Xn • y<n-1) (2) 

Independientemente se deduce que 

x1' = x2, x2' = X3 .... ,x'n·t = Xn (3) 

y de la ecuación (1) 

x'n = F(t,x1,x2, ... , Xnl (4) 

Las ecuaciones (3) y (4) son un caso especial del sistema más 
general. 
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x1' =F1{i1x1 1 ••• xn ), 

x'z + Fzh.,xt, .•• xn), 

(Sl 

x'n • Fn(t.,Xl, ... ,Xn), 

se dlce que el sistema de ecuaciones {S} tiene una solución sobre 
el Intervalo a. < x < f3 si existe un conjunto de (n) funciones 
Xl • t1 (t.},,,.,xn a tn(\) que sean diferenciales en todos los 
puntos en ex < x < (1 y que satisfagan el sistema (5) en todos los 
puntos en este intervalo. 

Además del sistema dado de ecuaciones diferenciales, 
también pueden darse condiciones lnlclales de la forma: 

Xt(t.o) • x°t, xz(\o) = xºz,, .. , Xn(to) a xºn (6} 
donde to es un valor especifico de t en a. < x < {3, y 

xºt, ... ,xºn son números preescritos. 

Las ecuaciones diferenciales (5) y las condiciones Iniciales 
(6), juntas, forman un problema con valores lnclales. 

Para garantizar que el problema con valores Iniciales (S) y 
(6), tlenen una solución y es única, es necesario imponer ciertas 
condiciones sobre las funciones F11 Fz, ... ,fn. 

Teorema 11.- Suponga que cada una de las funciones F1, .•. ,Fn y 
cada una de las derivadas parclales aF1/6x1, ... ,aF1/aXn1 ... 1 

aFn1ax1, ... aFn/aXn son continuas en una reglón R del espacio 

txtXZ ... Xn que contiene al punto (t.o, xº1, xº21 ... , xºn). 

Entonces, existe un 
una solución única x1 
ecuaciones diferenciales 
condiciones lnclales (6). 

Intervalo jt. - toJ < n en el que existe 
= t1(\), ... 1xn 11 ~n(t.} del sistema de 
(5), la cual también satisface las 

SI cada una de las funciones f1, .•. Fn en las ecuaciones (5) es 
una función lineal de las variables dependientes x1" .. 1 xn entonces 
se dice que el sistema de ecuaciones es lineal. 
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Por lo tanto, el sistema más general de (n) ecuaciones 
lineales de primer orden tiene la forma: 

x't = P11(t)x1 + +Pin (tlxn + g1(t) 

(7) 

x'n = Pnt (t.) Xl + ... ~+ Pnn (t.)xn + gn(t) 

SI cada una de las funciones g1, ... ,gn es ldentlcamente 
cero, entonces se dice que el sistema (7) es homogeneo¡ de lo 
contrario es no homogeneo. 

Para el sistema lineal (7), el teorema de existencia 
unicidad es más senclllo y tiene una conclusión más fuerte. 

Teorema tz... SI las funciones Pu, ... Pnn,gu, ... gn son 
continuas sobre un Intervalo al>lerto a. < X < fJ 1 que contiene al 
punto t • to, entonces existe una solución única XI = ~1{t), ... 1xn 
" ~n (t) del sistema de ecuaciones diferenciales (7), que tambl~n 
satisface las condiciones Iniciales (6). 

Esta solución es vállda en todo Intervalo a. < x < ¡¡, 
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CAPJTULO 2.J 

TEORJA BASICA DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 
DE PRIMER ORDEN 

La teorfa general de un sistema de n ecuaciones lineales 
de primer orden. 

X't • Pu (t)X1 + ... + Ptn (tl Xn + g1Ctl 

(1) 

X'n • Pnt (tJXl + ... + Pnn (t) Xn + gn(t) 

esta estrechamente ligada con la de una sola ecuación lineal de 
n-6s!mo orden. 

Para analizar el sistema (!) más efectivamente lo escribiremos 
en notación matricial. 

Considerando XJ o t1(t), ... , Xn • tn (l) como componentes de 
un vector X • tCth de forma semejante, g¡{t) • ••• , gn (t) son 
componentes de un vector g(t) y Pu (t), .. ., Pnn(t) son elementos 
de una matriz P(tJ de n x n. 

Entonces la ecuación (!) toma la forma. 

X' • P(t)X + g(t) (2) 

se dice que un vector X • ~(t) es solución de la ecuación (2) sl 
sus componentes satisfacen el sistema de ecuaciones (1). 

En toda esta sección supondremos que P y g son continuas sobre 
algún intervalo· a: < t < fJ o sea que Pu, ... , Pnn; gu, .. , gn cada 
una de estas funciones escalares es continua allí. 

De acuerdo al teorema 12, esto es suficiente para garantizar 
la existencia de soluciones de la ecuacJón (2), sobre el 
Intervalo a < 1 < ¡¡, 

Es conveniente consfderar prlmero la ecuación homogenera, 

X'~ P (l)X (3} 

que se obtiene de (2) haciendo g(1) » O 
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Usaremos la notación. 

Xn(tl Xlk(tl 

X21(tl X2k(t) 
(4) 

Xnl(t) Xnk(t) 

para Indicar soluciones especifica del sistema (3) observamos que 

X1J(t) •Xl(J1(t) se refiere a la 1-éslma componente de la j-éslma 

solución x(J1(t). 

Los principales hechos acerca de la estructura de los sistema 
(3) se establecen en los siguientes teoremas. 

Teorema 13.- Sl las funciones vectoriales Xll) y x'21 son 
soluciones del sistema (3), entonces la combinación lineal 

c1x111 + C2X121 , también es un• solución, para cualquier 

constantes Ct y C2. 

Esto es el principio de superposición: se prueba simplemente 

derivando C1Xlil + C2X121 y tomando en cuenta que Xlll y X121 

satisfacen la ecuación (3) por aplicaciones repetidas del teorema 

(13), se llega a la conclusión de que si x1ll, .. ., x1•1 son 
soluciones de la ecuación (3) entonces. 

(5) 

también es una solución, para cualquier constantes C1, ... ,Oc. 

Como un ejemplo, puede verificarse que: 
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Satisface la ecuación: 

De acuerdo con el teorema 13. 

X= Ct ( ~ l e3
' + Cz (_

1
2 ]•' = c1x

111
(tJ +czX

121 
(BJ 

también satisface la ecuación 7. 

17) 

Como se Indico antes, aplicando repetidas veces el teorema 13 
se deduce que toda combinación lineal Infinita de soluciones de la 
ecuación (3) es nuevamente una solución. 

Por analogía con los casos anteriores, resulta razonable 
tsperar que, basta formar combinaciones lineales de n soluciones 

adecuadamente seleccionadas. Por lo tanto, sean Xm, ... , Xcn•,n 
soluciones del sistema (3) de n-éslmo orden y considere la matriz 

Xh) cuyas columnas son los vectores Xc11(u, ... ,x<n>(t}: 

1 

Xt'.l·I) •.• Xtnl1) 

X (t) • • 

Xn1(1) ... Xnn(t) 

(9) 

Recuerde que las columnas de X(t) son linealmente 
Independientes para un valor dado de t si de 1 • O para ese valor 
de t. Este de.terminante se llama Wronsklano de las n soluciones: 

xm ..... x'nl. también se denota por 

w [x01, .... x(n)]¡ esto es, 

W IXm, .. ., x1"1J = det. X (IO) 

Entonces las soluciones xm' ... , x<nl son linealmente 
Independientes en un punto si y solo si, 

W IX111, .... X1"1
J no es cero alll. 
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Teorema 14.- Si las funciones vectoriales Xcu, ... , xlnl son 
soluciones linealmente Independientes del sistema (3), para cada 
punto en el Intervalo a < t < fJ, entonces cada solución X a t(t) 
del sistema (3) puede expresarse como una combinación lineal 

de xm, ... , x111 , 

(11) 

exactamente de esta manera. 

Antes de probar el teorema 14, observece que, de acuerdo con 
el teorema 13, todas las expresiones de la forma (11) son 
soluciones del sistema ( 3 ),mientras que por el teorema 14, todas 
las soluciones de la ecuación (3) puede escribirse en la forma 
un. 

Si las constantes Ct, ... , Cn se Imaginan como arbitrarlas, 
entonces la ecuación (11) Incluye todas las soluciones del sistema 
(3) y se acostumbra llamarla solución general. 

Cualquier conjunto de soluciones Xm, ,., 1 Xlnl de la ecuación 
(3) linealmente Independiente en cada punto del Intervalo 
a < t < fJ, se dice que es un conjunto fundamental de soluciones 
para ese Intervalo. 

Para pr_obar el teorema 14 demostrarémos, dada cualquier 

solución t de la ecuación (3 ), que: 

t (tl + C1XUl(t) + ... + CnX1"1(t) 

para valores adecuados de Ct, ... , Cn. 

Sea t = to alglln punto en el Intervalo a < t < ~ y ~ = t • t(to). 

Ahora deseamos determinar si existe solución de la forma: 

X = C1Xtu(t) + ... + CnX1"1(t) que también satisfaga la misma 
condlcl6n Inicial X(to) = ~. Estos es, deseamos saber si existen 
valores de Ct, , .. , Cn tales que 

CtX(l)(to) + , .. + CnXlnl(to) m ~. 
o en forma escalar, 

CtXll(to) + ... + CnXtn(to) = ~I, 

CtXnt(to) + , .. + CnXnn(to) = ~n. 
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La condición necesaria y suficiente para que las ecuaciones 
(13) posean una soJuclón única Ct, ... , Cn es precisamente que 
no se anule el determinante de los coeficientes, el cual es 
el wronskl ano. 

W (XUJ, ... , Xcn>I evaluando en t = to. La hJpotesls de que 

XUJ , ... , x'"' son linealmente Independientes en todo intervalo 

a < t < /3 garantiza W (X11', ... , XCn>J no es cero en t = to, y, 
por lo tanto, existe una sóluclón (única) de la ecuación (JI de la 

forma X a C1X1ºC1) + ... + C:.X1"1Ctl que también satisface la 
condición Inicial (12). Por la parte de unicidad del teorema 12, 
esta solución es Idéntica a ~(ti, y, por lo tanto, 

~(ti a C1X111(1) + ... CnX"(t). 

Como se querJa probar. 

Teorema 15.- SI x0 >, ... , XCn> son soluciones de la ecuación 
(3), sobre el Intervalo a < t < fJ, entonces, en este 

intervalo, w ( x(l) 1 ••• , x(n) J es fdentlcamente cero o nunca se 
anula. El sJgnlfJcado de este teorema se basa en el hecho de que 

nos evita la necesidad de examinar W 1 x"l, ... , x1•>1 en todos 
los puntos en el Intervalo de Interés y nos permite determinar si: 

l xm, .... x<n) 1 forman un conjunto fundamental de soluciones, 
simplemente evaluando su WronskJano en cualquier punto conveniente 
en el Intervalo. 

El teorema 15 se prueba estableciendo el Wronsklano de 

x(I) t ... , x(n) satisface la ecuación. 

~ a ( Pu + Pzz + ... + Pnn lW (14) 

Por lo tanto, W es una función exponencial y se llega 
de Inmediato a la conclusión del teorema. Alternativamente, puede 
establecerse el teorema {15) demostrando que si n soluciones 

xm, ... , x<n> de la ecuación (3) son llnealmente dependientes en 
un punto t • to, entonces deben ser linealmente dependientes en 
cada punto en a < t < /l. 
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Consecuentemente, Xm, ... , XCnl son linealmente Independientes 
en un punto, deben de ser linealmente independientes en cada punto 
en el Intervalo. 

El teorema 16.- Establece que el sistema (3) siempre tiene al 
menos un conjunto fundamental de soluciones. 

Teorema 14. Sea. 

1 

Ul O 121 e O , e = 

o 

o 
1 
o 

o 

~ni 

o 

o 
o 
1 

además sean xm, .... x'"' las soluciones del sistema {3) que 
satisfacen las condiciones Iniciales. 

Xm{to) • e111, ... 
1 

Xcnl(to} • ecn>, ... (15) 

respectivamente, donde to es cualquier punto en ex < t < fJ, Entonces 

xm • ... , x(nl forman un conjunto fundamental de soluciones del 
sistema (3). Para probar este teorema, observe que la existencia y 

unicidad de las "soluciones xrn, ... , x<nl que se mencionan en el 
teorema (16) esta asegurada por el teorema (12). No es deflcll ver 
que el Wronsklano de esta!i soluciones es Igual a uno, cuando 

t • to; por lo tanto, x(l)I "'I x(h) 500 UO conjunto fundamental 
de soluciones. 

EL PRINCIPIO DE SUPERPOSIC!ON 

(es la propiedad caracterlstlca de los sistemas lineales). 

Consideremos el sistema lineal. 

(!) X'(t) a A(t) X(t) + f(tl 
donde suponemos que la función matricial A y la función vectorial f 
son continuas sobre <-cu, co >. 

El principio de superposición es, como veremos una 
consecuencia directa de la linealidad de: 

A(tlX' ( tl: A(t)(C1X
1
(t) + CzX

2
(t)) a C1AltlX

1
(t) + CzA(tJX

2
(t) 

60 



Teorema 17 (El principio de superposición). 

SI Y1 es una solución de X'(t) = A(t)X(t) + / 1(t) y Y2es una 

solución de X'(t) = A(t)X(t) + / 2
(t) entonces Y= C1Y1 + CzY2 es una 

solución de X'(t) = A(t)X(t) ·. C1/1(1) + Cz/2(1) 

Prueba 

Y1a C1Y11+ C2Y1l CtAY1 + C1t1 + CaAY2 + Cij2 

= A[C1Y
1 + CzY

21 + c1i + c2r2 

= AY + C1/
1 + Cz/

2 

En ta hipotests de que A y f sean continuas sobre <-co, = > 
o sobre cualquier Intervalo J )se sabe que (1) tiene solución única 
X sobre <-,., ,. >(o sobre J ) que satisface X(tol = Xo !to e J ) 

Hemos mostrado esto para coeflclentes constantes y aceptamos 
el resultado mAs general sln prueba. 

Supongamos que el sistema comienza en su posición de 
reposo X(O) • O. Entonces la ecuación (l) tiene una soluclón un!ca 
(y) que satisface esta condición lnlclal. Considerando a Ahl como 
una función matr!clal fija asociamos entonces en cada función f 
continua sobre <-o:i, ca > la solucl6n (Y). 

Denotamos esta correspondencia por L = (f,y)} y Y = L(/) 
L es una transformación definida sobre el espacio de funciones f 
continuas sobre <"'(:1)1 e >. 

La función f se !lama a veces entrada y la soluclón (Y) 
salida. 

El principio de superposición afirma que L es una 
transformación lineal: 

Ll C1/
1 + Cz/

2 
) + C1 Llf

1
) + C2 Lit'> 

f .. L .. Lf 

!' + 12 
.. L .. L<r11 + ur2i 

Cf .. L .. CLl/) 
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Es facll ver esto. Las funciones Y1 = L!f1) y Y2 = L(f)2 son 

soluciones de X'= Ax + r' y X'= Ax + f 2 que satisfacen X(O) • O por 

el principio de superposición CtY1 + CzY2 es una solución de 

X • Ax1+ c1r' + c2r2 y satisface X(O) = o. 

Por lo tanto, 

L(c1f1 + C2f
2

) = C1Y1 + CzY2 + C1L(f1) + C2L(¡2), 

En términos de entradas y salidas el principio de 
superposición afirma que: si las entradas son alladldas, las salidas 
se anaden 

(L(f1 + f'l = L!f1) + L(f2ll; si la entrada es multiplicada por una 
constante, la salida es multiplicada por la misma constante. 

(L(cf) a cL(f)) 

SISTEMAS LINEALES HOMOGENEOS CON COEFICIENTES CONSTANTES 

Empezaremos a mostrar como elaborar la solución general de un 
sistema de ecuaciones lineales homogeneas con coefJclcntes 
constantes 00esto es un sistema de la forma: 

(1) 

donde A es una matriz constante de n x n. 

Por analogla con el tratamiento de las ecuaciones lineales 
de segundo orden, buscaremos soluciones de la ecuación (1) de la 
forma: 

(2) 

donde deben determinarse r y el vector constantes ~. sustituyendo 
x en el sistema (1) por su expresión dada en la ecuación (Z) da 

r1;ert a AE.e't 

Después de cancelar . el factor escalar diferente de cero e'' 
obtenemos Al; • r~, o bien 

( A - rl l~ • o (3) 

donde 1 es la matriz Identidad de n x n. 
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Por tanto, para resolver el sistema de ecuaciones 
diferenciales (1), debemos resolver el sistema de ecuaciones 
algebraicas (3). 

Este último problema es precisamente el que determina los 
valores caracterlstlcos y vectores caracterlstlcos de la matriz A. 

Por lo tanto, el vector X dado por la ecuación (2) es una 
solución de la (1), siempre que r sea un elgenvalor y ~ un eigen 
vector asociado de la matriz de los coeficientes A. 

En el sistema general (1) procedamos para encontrar soluciones 
de la ecuación diferencial, debemos encontrar los 
elgenvalores y elgenvcctores de A, apartlr del sistema algebraico 
asociado (3). Los elgenvalores r1, ... 1 rn (que no necesitan ser 
diferentes) son ralees de la ecuación polinomial. 

det( A - rl ) = O (4) 

La naturaleza de los elgenvalores y los elgnvectores 
correspondientes determinan la naturaleza de la solución del 
sistema (!). 

SISTEMAS HERMITIANOS. 

La situación es más sencilla cuando A es una matriz 
hermltlana. 
"Una Importante clase especial de matrices llamadas matrices . 
autoadjuntas o hermltlanas, son aquellas para las cuales A • A¡ 

esto es ÁJI • AIJ. 

Las matrices hermltlanas Incluyen como subclase a las matrices 
simétricas reales¡ esto es, matrices que tienen elementos reales 

para las cuales A T a A. Los elgenvalores y elgenvectores de las 
matrices hermltlanas siempre tienes las útlles propiedades 
.siguientes: 

1.- Todos los elgenvalores son reat~s. 

2. - Siempre existe un conjunto completo de n eigenveclores 
linealmente Independientes, sin importar las multiplicidades de 
los elgenvalores. 

3. - SI Xlll y X121 son elgenvectores que corresponden a 

elgenvalores diferentes, entonces (XU1 , xl
21

) • O. Por lo tanto, 
sl todos los elgenvalores son simples, entonces los elgenvectores 
asociados forman un conjunto ortogonal de vectores, 
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4.- Correspondiendo a un elgenvalor de multiplicidad m, es posible 
elegir m elgenvectores que sean mutuamente ortogonales, como 
consecuencla1 siempre puede elegirse el conjunto completo de n 
elgenvectores que sean ortogonales, asl como linealmente 
Independientes.• 

Los elgenvalores rt, ... , rn son todos reales en este caso. 

Además, Incluso si alguno de tos elgenvalores estan repetidos, 
siempre existe un conjunto completo de n elgenvectores Unealmente 

Independientes ( 01 , .... ~ln). En consecuencia, las soluciones 
correspondientes del sistema diferencial (1) son 

XlU(t} ª ~cul1t. ' ... , Xlnl{t) • ~tn1 ernt (5) 

Para poder demostrar que estas soluciones forman un conjunto 
fundamental, evaluamos su Wronskiano: 

• elrt + ••• + rn)t. (5') 

Primero observamos que la función exponencial nunca es cero. 

A contlnuacl6n, como los elgenvectores ~m, ... , Etnl son 
linealmente Independientes, el determinante en el último t~rmlno de 
la ecuacl6n (5) es diferente de cero. Como consecuencia, el 

Wronsklano de 1x111, .... xm1¡ forman un conjunto fundamental de 
soluciones. 

Por tanto, cuando A es una matriz hermltlana, la solución 
general de la ecuación (l} es 

16) 
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Una subclase importante de las matrices hermitlanas es la 
cJase de las matrices reales simétricas. Si A es real y 

sJmétrlca entonces los elgenvectores e'11 ..... e<n1 asl como los 
elgenvalores ri, ... , rn son todos reales. 

De aqul que todas las soluciones dadas por la ecuación (4J son 
de valores reales. Sin embargo, sl Ja matriz hermltlana A no es 
real, entonces, en general, los elgenvectores tienen partes 
Imaginarlas diferentes de cero y las soluciones de (4) son de 
valores complejos. 

Sistemas no hermltJanos. Si la matriz de coeficientes A en el 
sistema (1). 

X'= AX 

no es hermltJana, entonces la situación referente a la solución es 
mils compllcada. 

Supongamos primero que A es real. 

Entonces se tienen tres posibilidades para los elgenvalores de 
A: 

1.- Todos Jos e1Bnevalores son reales y distintos. 

z.- Algunos elgenvalores ocurren en parejas de complejos 
conjugados. 

3. - Algunos elgenvalores estin repetidos. 

El primer caso no conduce a dificultad alguna. 
SI tiene un solo elgenvector real linealmente Independiente 

por cada elgenvalor y como consecuencia, existen n 
soluciones Jlnealmente Independientes de la forma (4). 

Por consiguiente, Ja solución general aún estil dada por Ja 
ecuación (6), donde ahora se sobre entiende que r1, ... , rn son 
todos diferentes. 

Si alguno de los eJgenvalores ocurren en parejas de complejos 
conjugados, entonces aún se llenen n soluciones linealmente 
Independientes, de la forma (4), siempre que todos los 
eigenvalorcs sean diferentes. Por supuesto, tas soluciones que 
provienen de elgenvalores complejos son de valores complejos. Se 
presentan dificultades mb serlas si un elgenvalor esta repetido. 

En este evento el número de eigenvectores correspondlentes1 

linealmente Independientes, puede ser menor que la multlcldad del 
eJgenvalor. si es asl, e) número de soluciones Unealmente 
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Independientes de la rorma ~ert. será menor que n. Entonces, para 
construir un conjunto fundamental de soluciones, es necesario 
buscar soluciones adicionales de otra forma. 

La situación es un tanto análoga a Ja de una lineal de n-éslmo 
orden con coeflclentes constantes¡ una ralz repetida de la ecuación 
caracteristlca dio lugar a soluciones de la rorma. 

Finalmente, si A es compleja, pero no hermitiana, entonces los 
elgenvalores complejos no necesariamente ocurren en parejas de 
conjugadas y, normalmente, los elgenvectores son de valores 
complejos, aún cuando el elgenvalor asociado sea real. 

Las soluciones de la ecuación dlrerencial (1) aún son de la 
forma {4), siempre que los elgenvalores son distintos pero en 
general, todas las soluciones son de valores complejos. 

EiGENVALORES COMPLEJOS 

Consideremos nuevamente un sistema de n ecuaciones lineales 
homogeneas, con coeficientes constantes, 

X'= AX (1) 

donde ahora se supone que la matriz de los coeficientes A es de 
valores reales. 

SI buscamos· soluciones de la forma X • 'ier". entonces, como r 
es un elgenvalor y E un elgenvector correspondiente de la matriz 
de coelclentes de A, ya que Jos elgenvalcres r1, • • . ,rn de A 
son las ralees de la ecuación. 

det ( a - rl ) • O (2) 

y que los elgenvectores correspondientes satisfacen 

( A - rl )~ • O 

SI A es real, entonces los coeficientes en la ecuación 
polinomial (2) para r son reales y cualesquiera elgenvalores 
complejos deben ocurrir en los pares conjugados. Por ejemplo, si 
r1 a A + 1u, donde A y u son reales, es un elgenvalor de A, 
entonces lo es rz • A - 1u. 

Además, los elgenvectores correspondientes ~111 
y ~121 también 

son conjugados complejos. 
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Para verlo, suponga que rt y ~(ll satisfacen 

( A - r1! ) ~111 • O (4) 

Tomando el conjugado complejo de esta ecuación y observando que 
A e I son de valores reales, obtenemos: 

( A - r1 1 ) ~lll = O 

donde ¡:, y ¡¡111 son los conjugados complejos de r1 y ¡¡111 

respectivamente. 

En otras palabras, rz = r1 también es un elgenvalor y 

E(Z) • ~cu es el elgenvetor correspondiente. Entonces, las 
soluciones correspondientes. 

(6) 

(S) 

de la ecuación dlíerenclal (!) son conjugadas complejas entre si. 
Por lo tanto, podemos encontrar dos soluciones de valores 

reales de la ecuación (1), correspondientes a Jos elgenvectores ri 

y rz tomando las partes reales o Imaginarlas de X111(tl o X121(t) 
dadas por las (6). 

Escribamos ~(tJ • a + 1b, donde a y b son reales; entonces 
tenemos. 

X111ftl • ( a + 1b l e( A + lultl ) 

• ( a + 1b l i• ( cos ut + 1sen ut l (7) 

Después do separar a XUl(tl en sus partes real e Imaginarla, 
obtenemos. 

X111(t) • i' ( a cos ut - b sen ut ) + 

+ teAt{ a sen ut + b cos ut ) (8) 

Sl escribimos x'11(t) • u(t) + 1v(t), contonees los vectores. 

u(tl • i' ( a cos ut - b sen ut l 

v(t) • eAt ( a sen ut + b cos ut ) 
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son soluciones de valores reales de la ecuación (1) es posible 
demostrar que u y v son soluciones Hnealmente lndependlentes. 

Por ejemplo, suponga que r1 • >. + 1u, r2 = .\ - tu y que 
ra, ... , rn son todas reates y distintas. 

Sean los e!genvalores correspondientes 

~m • a + ib, 1;12J = a - tb, t;f3J, ... , f;lnJ 

Entonces Ja solución general de la ecuacfón (J) es 

X • C1U(t) + C2V(ll + CJ/i1Jl¡31 + ••• + ~101e'"' (IO) 

donde U(t) y V(t) estan dadas por las ecuaciones (9). Conviene 
hacer enrasls en que este anallsls sólo se aplica sl la matriz de 
los coeficientes A, en Ja ecuación (1), es real, porque sólo 
entonces los efgenvalores y efgenvectores complejos ocurren en 
pares conjugados. 

EIGENVALORES REPETIDOS 

Concluiremos la consideración del sistema lineal homogeneo 
con coeflclente constante. 

X' a AX (1) 

con un estudio del caso en el que la matriz A Uene un elgenvalor 
repetido. · 

La discusión en esta sección es válida para A real o compleja. 

SI r • p es una ralz de multiplicidad R de la ecuación: 

del( A - rl J • O (2) 

se dice que entonces p es un elgenvalor de multiplicidad R de la 
matriz A. 

En este evento, existen dos posibilidades: se tienen R 
elgenvectores linealmente Independientes que corresponden al 
elgenvalor p. o blen. hay menos de R tales elgenvectores. 

En el prlmer caso, sean ~(U, ... , (<•> R efgenvectores 
Unealmente independientes, asoclados con el elgenvator p de 
multiplicidad R, entonces 

Xm(tl • Em•'' ..... xl•>(ll • Ec•>e•' 

son R soluciones linealmente lndependlente11 de la ecuación (l), 
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Por tanto, en este caso, no existe diferencia en que se repita 
el elgenvalor r = p aún se tiene un conjunto fundam<'ntal de 

soluciones de la ecuación (l),de la forma (ert. 

Siempre ocurre este caso si la matriz de los coeficientes A es 
hermltlano, 

Sin embargo si la matriz de los coeficientes no es hermltlana, 
entonces puede haber menos de R elgenvectores independientes, que 
correspondan aun efgenvalor de multiplicidad R y, si es asl, habra 

menos de R soluciones de Ja ecuación (l),de Ja forma ~ert asocladas 
con este elgenvalor. Por lo tanto, para construir Ja solución 
general de la (1) es necesario encontrar otras soluciones de alguna 
forma diferente. Por analogla con los resultados previos para las 
ecuaciones lineales de orden n, resulta natural buscar soluciones 
adicionales que comprendan productos de polinomios y funciones 
exponenciales. 

MATRlCES FUNDAMENTALES 

La teorla de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales 
puede aclararse aún más, Introduciendo la Idea de matrlz 
fundamental. Este concepto nos será particularmente útll en la 
acción que sigue, donde extenderemos el método de variación de 
parámetros hacia los sistemas de ecuaciones lineales de primer 

orden. Suponga que x'º, ... , x<n) forman un conjunto fundamental 
de soluciones para la ecuación. 

X' • P(t)X U) 

sobre algün Intervalo « < t < fJ, entoncces se dice que la matriz 

t(t). (2) 

cuyas columnas son los vectores x<0, ••• , X(n>, es una matriz 
fundamental para el sistema (1) observe que cualquler matrlz 
fUndamental es no singular, ya que las colwnnaa son vectores 
Unealmente lndependlentes. 
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La solución de un problema con valores Iniciales puede 
abreviarse en términos de una matriz fundamental. La solución 
general de Ja ecuación es 

o, en términos de t(tJ; X • t(t)C 

(3) 

(4) 

donde C es un vector constante con componentes arbitrarlas 
C1, ... ,Cn. Para un problema con valores Iniciales que consiste de 
la ecuación diferencia! (1) y la condición Inicia!. 

Xltol =Xº (5) 

donde to es un punto dado en el Intervalo a < t < f3 y xº es un 
vector Inicial, dado: sólo es necesario seleccionar el vector C en 
la ecuación (4) de modo que satisfaga la condición Inicial (5). 

y 

De ahl que C debe satisfacer. 

t(to)C • X
0 

Por lo tanto, ya que Y(t) es no singular, 

e • t"1(to)x° 

X • t(t)t"1(to)X
0 

es Ja solución del problema con valores iniciales, dado. 

(6) 

(7) 

(8) 

Sin embargo haremos l!nfasls en que para resolver un problema 
con valores Iniciales dado, por el comlln se resolverla la ecuación 
(4) por reducción de renglones y, a continuación se sustltulra C en 

la ecuación (4) en lugar de calcular1t (to) y usar Ja ecuación (8), 

A veces es conveniente usar la matriz fundamental especial, 

denotada por t(t), cuyas columnas son los vectores Xcu, ... ,x<n) 
que se como el conjunto fund•mental de soluciones del sistema 
homogeneo. 

Además de fa ecuación diferencial (1), estos vectores, 

satisfacen las condiciones Iniciales x111(to) • e1l1 (9) 
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donde e<JJ es el vector unitario, con un uno en la j-ésima posición 
y ceros en las demás. Por tanto t(t) tiene la propiedad de que 

t(to) • 

1 o. . o 
o 1 • o 

o o 

= 1 (10) 

siempre reservamos el slmbolo t para denotar la matriz fundamental 
que satisface la condición Inicial (!O) y usaremos t(t) cuando se 
piense en una matriz fundamental arbitrarla. En términos de t(t) la 
solución del problema con valores Iniciales (1) y (5) es a~n más 

sencilla aparentemente1 ya que t-1(to) = I se deduce de la ecuación 

(8) que X a ~(t)X0 (ll) 

Aún cuando la matriz fundamental t{t) a menudo es más 
complicada que .¡.(t), es especialmente útil si el mismo sistema de 
ecuaciones diferenciales debe resolverse repetidas veces, sujeto a 
muchas condiciones Iniciales diferentes. 

Esto corresponde a un sistema flslco dado que puede arrancarse 
desde muchos estados Iniciales diferentes. SI se ha determinado la 
matriz fundamental t(t) entonces puede encontrarse la solución para 
cada conjunto de condiciones lnclalcs, simplemente por una 
multiplicación de matrices, como lo Indica la ecuación (11). 

En consecuencia, la matriz t(t) representa una transformación de 

las condiciones lnclales Xº hacia la solución X(t), en un Instante 
arbitrarlo t. Comparando las ecuaciones. 

X a t(t)t"1(to)X0 y X a t(t)X0 

es obvio que t(t) • t(t)t"1(to). 

Ahora evaluamos nuevamente al sistema. 

X'• AX 

donde A es una matriz constante dada, no necesarlmente real. Ya que 
describieron dos metodos pata resolver tales sistemas: por el de 
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eliminación, y por la suposición de X a ~e''. Aqul se proporcionará 
alln otro punto de vista. La razón básica por la que un sistema de 
ecuaciones presenta cierta dlflcultad es que las ecuaciones 
comunmente estan ligadas, en otras palabras, algunas de ellas, o 
todas contienen a mas de una, tal vez a todas, de las variables 
dependientes. Esto ocurre siempre que la matriz de los coeficientes 
A no sea una matriz diagonal; de donde, las ecuaciones en el 
sistema deben resolverse simul taneamente, en lugar de 
consecutivamente. Esta observación sugiere que, una manera de 
resolver un sistema de ecuaciones podrla ser transformandolo a un 
sistema equivalente no ligado, en el cual cada ecuación sólo 
contenga una variable dependiente. Esto corresponde a transformar 
Ja matriz de Jos coeficientes A en una matriz diagonal. 

De acuerdo con los resultados obtenidos anteriormente es 
posible hacer esto siempre que A tenga un conjunto completo de n 
eJgenvectores linealmente Independientes. 

Sean ~cu, .... E'cn> eJgenvectores de A que corresponden a los 
elgenvalores r1, ... , rn, y formemos Ja matriz de Ja transformación 
T, cuyas columnas son: 

E'cu, ... , E'Cn>_ Entonces 

Ta (IZ) 

~~ll ••• <"' 
Definiendo una nueva variable dependiente y por la relación. 

X• Ty, 

Tenemos de la ecuación ( X1 
• AX ), que 

T y' D ATy 
o bien 

de la ecuación C1X111 + • • , C¡¡Xlkl a o 
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conjunto de R vectores Jlnealmente dependientes o linealmente 
Independientes. 

rt o o 
o r2 o 

T
01

AT D D D 

o o .. , rn 

es la matriz diagonal cuyos elementos diagonales son los 
elgenvalores de A. Esto es, y satisface el sistema de ecuaciones no 
llgado. 

y• D DY 

para el que una matriz rundamental es la matriz diagonal. 

o 
Q(t). 

o o 

o 
o 

Entonces se encuentra una matriz fundamental t para eJ sistema 

X' • AX a partir do Q, por la tranrormaclón X • TY • 

.¡. • TQ 

esto es 

t. 

!ni 
(1 e rnt. 

(n} t 
(1 e rn 

Eata ecuación de t(t) es el mismo resultado que se obtuvo 
anteriormente. 
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Este procedJmfento de dlagonallzacfón no proporcfona ventaja 
de cálculo algun sobre el método, puesto que en cualquiera de los 
dos casos es necesario calcular los eigenvalores y elgenvectores de 
la matriz de los coeficientes en el sistema de ecuaciones 
diferenciales. Sin embargo. es notable que el problema de resolver 
un sistema de ecuaciones diferenciales y el diagonaJlzar uno matriz 
sean matemáticamente el mismo. 

Sistemas Lineales Homogeneos con Coeficientes Constantes 
un sistema de la forma 

cuyas soluciones son Ja de la forma 

X• t;.e'1 

donde deben deternúnar r y el vector constante t;. para esto so debe 
resolver el sistema de ecuaciones algebraicos dada por 

(A • rlJf;, a O 

siempre que sea un elgenvalor y ~ un elgenvector asociado de la 
matriz de coeflclente5 constantes A. 

det (A - rll a O 

Los elgenvalores ri, . .. . rn son ralees de la ecuación 
pollnomlal. 

Los cuales determinan la naturaleza do la solución del sistema. 

X'• AX 

SISTEMAS LINEALES NO HOMOGE:NEOS 

Principiemos con sistemas de la forma 

X'a Ax + g(tl (1) 

donde A es una matriz constante d!ag~nallzable de n x n y g(t) es 
continua para u < t < IJ. • 

Procederemos por el m~todo Indicado al final. Sea t la matriz 

cuyu columnas sean los elgenvectores t;.111, ••. t;.1"1 do A y 
definamos una nueva variable dependiente Y por 

(2) 
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Entonces, sustituyendo X en la ecuación (1) obtenemos 

TY' = ATY + g(t) 

Multiplicado por T"1 se deduce que 

Y' a (T"1AT)Y + T"1g(t) 

= DY + h(t) (3) 

donde h(t) = T"1g(t) y D es la matriz diagonal cuyos' elementos en 
la diagonal son los elgenvalores rt, . .. rn de A, arreglados en el 
mismo orden en el que los elgenvectores correspondientes 

(cu, .... E<nJ aparecen como columnas de T. 

La ecuación (3) es un sistema de n ecuaciones no ligadas para 
Y1(t), ... 1 Ynhh como consecuencia, las ecuaciones pueden 
resolverse por separado. 

En la forma escalar, la ecuación (3) queda 

j • 1, ... , n (4) 

donde h
1
Ctl es una cierta combinación lineal de gt(t), ... , gn(t), 

la ecuación (4) es una ecuación lineal de primer orden y puede 
resolverse por los metodos de Integración. 

En efecto, tenemos: 

YJ(t) • erJ•¡~ e-r¡shJ(s)ds + C¡ • e"Jt J • !, ... n, (5) 

donde las CJ son constantes arbitrarlas por ~!timo, la solución X 
do la ecuación (1) so obtiene de la ecuación (2). 

Consideremos ahora los problemas más generales, en los que la 
matriz de los coeficientes es no constante o no dlagonallzable. Sea 

X' • PCtlX + g(t) (6) 

donde P!tl y g(t) son continuas sobre « < t < {J, suponga que sea 
encontrado una matriz fundamental \!Ctl para el sistema homogeneo 
correspondientes 

X'• P(t)X (7) 

75 



Usaremos el método de variación de parámetros para construir 
una solución particular Y, de aqut la solución general del sistema 
no homogeneo (6). 

Como la solución del sistema homogeneo (7} es il'(t}c, resulta 
natural proceder con el método de variación de parametros y buscar 
una solución del sistema no homogeneo (6) reemplazando el vector 
constante c por una función vectorial u(t}. Por lo tanto supongamos 
que 

X • '11(tlu(tl (8) 

donde u(t) es un vector que debe encontrarse. Después de derivar X, 
como se da en la ecuación (8), y requiriendo que se satisfaga la 
ecuación (6) obtenemos 

'11 ' (t)U(t) + '1/(t)u'(t) • P(t)'11(t)U(t) + g(t) (9) 

supuesto que, .¡.(t) es una matriz fundamental. 
'11 ' • P(t)'11(t), y por lo tanto la ecuación (9) se reduce a 

'11(t)u'(t) • g(t) (IO) 

Recordemos que '1/(t) es no singular sobre cualquier Intervalo 
en donde P sea continua. 

De donde +"1(tl existe y, por lo tanto 

u'(t) a t"1(tlg(ll (11) 

Asl que para u(t) podemos seleccionar cualquier vector de la 
clase de vectores que satisfagan la ecuación (U)¡ estos vectores 
estan determinados solo hasta una constante arbitrarla aditiva 
(vector); por lo tanto, denotamos 

ult) • s't-1(s)g(s)ds + c (12) 

donde el vector constante e es arbitrarlo. 

Finalmente sustituyendo u(t) en la ecuación (8), da la 
solución X del sistema (6), 

X • t(tlc + thl!'t"1(s)g(s)ds (13) 

Ya que c es arbitrarla, cualquier condición Inicial en un 
punto t • to puede satisfacer por una elección apropiada de c. Asl 
toda solución del sistema (6) está contenida en la expreslclón dada 
por la ecuación (13) por lo tanto, es la solución general de la 
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ecuación 16). Note que el primer término del segundo miembro de la 
ecuación (13} es la solución general del sistema homogeneo 
correspondiente (7) y el segundo término es una solución particular 
del propio sistema no homogeneo (6) consideremos ahora el problema 
con valores Iniciales que consiste de la ecuación diferencial (6) y 
la condición Inicial: 

X(to) =Xº (14) 

Podemos escribir de modo más conveniente la solución de este 
problema, si seleccionamos para la solución particular en la 
ecuación (13) la especifica que es cero cuando t. • to. Este puede 
hacerse usando t 111 to como el llmlte Inferior de la integración en 
la ecuación (13), de manera que la solución general de la ecuación 
diferencial toma la forma: 

X a t(t)c + t(tl,f:
0 

t"1(s)glslds (IS) 

la condición Inicial 04) también puede satisfacerse siempre que 

Por lo tanto 

X a t(t)t"1(to)X0 + fü)J' t"1(s)g(s)ds 
to 

(16) 

(17) 

es la solución del problema con valor Inicial dado. Una vez más, 

alln cuando es dtll usar f 1 para escribir las soluciones (13) y 
(17), por lo general es mejor en los caso particulares, resolver 
las ecuaciones necesarias por reducción de los renglones en lugar 

do calcular t"1 y sustituir en las ecuaciones (13) y (17). 

La solución (14) toma una forma ligeramente mb sencllla, si 
usamos la matriz fundamental t(tl que satisface t(to) • l. 

En este caso, tenemos 

X ~ t(t)x° + t(tl.f~ t"1(n)g(s)ds (IS) 

La ecuación (IS) puede simplificarse adn mis si la matriz de 
los coeficientes P(tl es una matriz constante. 

En algunos casos, una manera más convenlente de encontrar una 
solución particular del sistema no homogeneo (6) es el método do 
los coeficientes indetermlnados. Para usar este método, se supone 
la forma de la solución, con alguno o todos los coeficientes no 
especificados, y entonces se Intenta determinar estos coeficientes, 
de tal manera, que satisfagan la ecuación diferencial. 
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Como algo práctico, este método solo es aplicable si la matriz 
de los coeficientes P es una matriz constante y sl las componentes 
de g son funciones pollnomlales exponenciales o senoldales, o sumas 
de productos de estas. 

Solo en estos casos, es cuando se puede pronosticar la forma 
correcta de la solución de una forma sencllla y slstematlco. El 
procedimiento para seleccionar la forma de la solución es 
sustancialmente el mismo que el problema de las ecuaciones no 
homogeneas para tas ecuaciones llneales de segundo orden. La 
diferencia principal queda Ilustrado por el caso do un término no 

homogeneo de la forma VeA\ de donde A es una raiz simple de la 
ecuación caracterlstlca. En esta sltuacl6n, en lugar de suponer una 

solucl6n de la forma ate"\ es necesario usar ateAt. + beA\ donde a 
y b se determinan sustituyendo en la ecuación diferencial. 
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CAPITULO 3.0 

Para que el concepto de modelo sea relevante, es preciso que 
se considere en el contexto de la forma de pensar científica sobre 
tos acontecimientos del e mundo real >, tos métodos de representar, 
medir y analizar estos acontecimientos, y la validez de los 
resultados derivados del análisis. 

¿Qué es un modelo? 

En el sentldo más general, un e modelo > es cualquier cosa 
empleada para representar otra cosa -un mapa utllizado para 
representar una sección de la corteza terrestre es un modelo, y 
también lo es un diagrama utlllzado para representar los cambios 
concurrentes en las ventas de combustible y la temperatura. En este 
sentido. tan general, todas las percepciones humanas de la rea11dad 
y los modos de pensar sobre ellas son e modelos >. 

Considérese por ejemplo la noción de contar y el sistema de 
números basados en este concepto. Los or,genes de contar se pierden 
en la antlgUedad,. pero al parecer se necesitaron muchos miles de 
afies para que apareciera esta ldea y llegara a desarrollarse 
plenamente en su forma actual. 

El sistema numérico es un modelo mediante el cual se pueden 
representar los objetos físicos ( hombres, ganado, etc.). Se basa 
en el reconocimiento de que exista algo en común entre un grupo de 
3 hombres y un grupo de 3 vacas. Hablamos asl de la propiedad común 
referente al nWnero de objetos de cada grupo. Por supuesto que 
existen muchas diferencias entre 3 hombres y 3 vacas; al asignar el 
nWnero 3 a ambos estamos abstrayendo una propiedad común entre las 
muchB.G que pueden tomarse en conslderacl6n. 

Uno de los propósitos de realizar esta abstracción es para 
poder hacer uso de las operaciones de la aritmética. As! ·sabemos 
que 3 + 2 • S, tanto sl los objetos representados son hombres, 
vacas o cualquier otra cosa. 

Supóngase que dos grupos de Individuos quieren Ir juntos de 
excur&l6n ¿cabrán en un automóvil?. Una de las formas de resolver 
el problema consiste en Intentar si dichos Individuos pueden entrar 
todos en el vehículo. Pero puede resultar mucho más fácil 
representar a cada grupo por un nWllero por medio de la operación de 
contar; pongamos por ejemplo que hay 3 personas en uno de los 
grupos y 2 en el otro. Para determinar el tamallo de los dos grupos 
combinados efectuamos el famlllar proceso do la adición, 3 + 2 • S. 
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Al Igual que existe una correspondencia entre cada grupo y el 
mlmero empleado para representarlo, también existe una 
correspondencia entre la operación abstracta de la adición y la 
operación física de combinar los dos grupos. Basándonos en esta 
correspondencia, sabemos que los resultados de efectuar las 
operaciones en el modelo corresponderán a Jos resultados de 
combinar los dos grupos. Basándonos en esta correspondencJa, 
sabemos que Jos resultados de efectuar las operaciones en el modelo 
corresponderán a los resultados de la combinación física, es decir, 
el tamallo del grupo combinado sera Igual a S. 

Sf ahora dlsponemo1 de una Información adicional ·la capacidad 
del automóvil en términos del número de pasajeros-, entonces el 
análisis del modelo nos permite resolver el problema y adoptar 
cualquier acción que se consfdere adecuada. 

El ejemplo que hemos utilizado aqul resulta tan familiar que 
se acerque a Ja trivialidad, pero de todas rormas nos sirven para 
sacar a la superficie Ja mayor parte de las cuestiones claves que 
se plantean en la construccl6n y el empleo de modelos por complejos 
que puedan ser. 

Una cuestión fundamental fa constituye, por supu .. to, la 
naturaleza de ta e correspondencia > entre el modelo y los 
aeonteclmfentos y objetos realet que se supone que el modelo 
representa. 

Nadie dud!' de la válldez del sistema mlmerlco como modelo para 
representar una amplia variedad de cosas; es evidente que serian 
pocos los que pondrlan en duda la váfldez del resultado obtenido en 
el ejemplo anterior. 

Los modelos se construyen en vistas a toda una serle de 
propósitos; estos comprenden generalmente la comprensión, la 
predicción y el control de los acontecimientos del mundo real. 

Finalmente puede observarse que el valor del modelo deriva de 
su eficiencia por llegar a un resultado. Los argumentos reales para 
utlllzar modelos matemáticos SOll: 

l.· La determinación de resultados es más rápida, menos cara, 
o mAs precisa con la ayuda de un modelo; 

z.- Esta operación no es posible efectuarla directamente en 
los acontecimientos u objetos flsfcos. 

80 



Clases de modelos: 

Puesto que el concepto de modelos resulta tan amplio, es de 
esperar que existan muchas clases de modelos. Resulta lltll 
clasificar los modelos de varias maneras. 

Modelos lmpllcltos y explicitas. 

Modelos matemáticos. 

Modelos descriptivos, predictivos y de control. 

VARIABLES Y fUNCIONES COMO INS'IRUMENTOS DE LAS CIENCIAS APLICADAS: 

SISTEMAS Y MODELOS 

El conocimiento humano comenzó a fraguarse como conocimiento 
científico en et momento en que empezaron a utilizarse estructuras 
lógicas y matemáticas -modelos- para explicar los fenómenos que 
acontecen en la realidad. Esto no tuvo lugar sino hasta bien 
entrada la Edad Moderna, siendo el pionero de esta práctica el 
matemático, f!slco y filósofo Galileo. 

El punto de vista actual sabre los fenómenos consiste en 
considerarlos como acontecimientos que suceden en el seno de algó.n 
sistema. De esta manera los sistemas se han convertido en los 
objetos de estudio preferente de las ciencias aplicadas. 

Abstraído de sus características peculiares, un sistema no es 
mú que un agregado de componentes de uno o varios tipos, 
particularmente relacionados, capaces de Interactuar entre si (a 
trav~s de campos, estrmulos, etc.) y de provocar reacciones de 
respuesta de acuerdo con la naturaleza y el estado de los elementos 
reacclonantes. 

Enfoque generallsta versus enfoque anal!tlco. 

Existen dos maneras de afrontar el estudio de los sistemas. 
Se¡¡Un la primera (enfoque generallsta o macro), los sistemas 

deben contemplarse en su globalidad, prescindiendo del análisis de 
sus componentes. Se¡¡Un la segunda (enfoque análltlco o micro), los 
sistemas deben estudiarse descendiendo al detalle de sus 
componentes. 

De este modo, mientras los generallstas dirigen su atención 
hacia caracterlstlcas ¡lobales de los sistemas (los f!slcos, se 
fijan en el color, la temperatura, etc¡ los economistas, en el 
consumo pllbllco, el acervo de capital, etc.), los analistas se 
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Interesan antes que nada por las características de sus componentes 
( los físicos se Interesan por el spln, la carga, el impulso, etc¡ 
los economistas, por la renta Individual, el sistema de precios de 
los bienes, las preferencias de los Individuos, etc.). 

Pero el objellvo que persiguen unos y otros es ld~ntlco: 
elegir las características patentemente Importantes para la 
comprensión del fenómeno que se trata de explicar y estructurarlas 
lógica o matemfücamente. Los generallstas elaboran asr lo que se 
conoce como macro-modelos, y los analistas, micro-modelos. 

Entre lodos los modelos -tanto si son macro como si son micro 
-destacan los que se articulan exclusivamente mediante 
características que pueden cuantificarse utilizando criterios 
lntersubjetlvos (masa, temperatura, acervo de capital, Inversión 
pábllca, son características de este tipo: no lo son el grado de 
democracia o el nivel de cultura de una sociedad). De este modo, la 
actividad clentrflca traduce las caracterrstlcas cuantificables de 
los sistemas en sencillas variables matemáticas (la masa, por 
ejemplo, se traduce en una variable sobre l O, + m l e R y el 
sistema de precios de una economía de n bienes en una variable 

sobre ( O, + m )x • 1:1. x(O,+m )e R~ 

Macrovarlables y mlcrovarlables. 

Estas variables, según esten asociadas a características 
globales del sistema o a características de sus componentes, 
reciben el nombre de macrovarlables o de mlcrovarlables del 
sisteina. 

Así, pues las macro y mlcrovarlables de un sistema no son más 
que la traducción en t6rmlnos matemáticos de las caracter(stlcas 
cuantificables del sistema considerado como un todo, o de sus 
componentes. 

Macroestados: factibles y no factibles. 

Sl x
1
, x

2
, ... , xn son n macrovarlables que describían en 

algún modelo la situación (global) de un sistema, se llama (macro) 

estado del sistema a una n-epla de valores <i
1
, i

2
, ••• , in) uno por 

por cada una de las macrovarlables. Existen estados que no 
corresponden a nlnauna situación real posible del sistema; recibe 
el nombre de estados no facllbles. Por el contrario, los estados 

82 



que se corresponden por sltuaclones reales posibles reciben el 
nombre de estados /acUbles. Los estados factibles de un sistema no 

son más que puntos de Rnque pertenecen a un subconjunto determinado 
de este espacio. 

Mlcroestados. 

Análogamente se definen las (micro) estados de un sistema. 

Supuesto los componentes del sistema ordenados y asociados a 

los mlmeros naturales 1, 2, ... , N, sean xu' x
12

, ... , x
1
n

1 
las n

1 
mlcrovarlables de cada uno de los componentes. De uno por cada una 
de las mlcrovarlables de cada uno de los componentes. De forma 
obvia se definen también en este caso los estados factibles y no 
factibles, y se puede repetir la observación anterior de que los 
estados factibles de un sistema son puntos de un subconjunto de un 
espacio euclídeo, 

Modelos cuantitativos. 

Se llaman modelos cwntltatlvos (deterministas) a aquellos que 
contienen macro o mlcrovarlables . - o una u otra cosa, se entiende -
enguudas por relaciones de tipo matemático. La forma más 
frecuente como estas variables se relacionan es por medio de 
funciones, y sólo en casos excepcionales lo hacen mediante 
correspondencias que no son funciones. 

Layes. 

No todas estas relaciones matemáticas gozan de la misma 
generalizada. 

Las hay que son prácticamente exclusivas de un modelo 
particular, por expresar circunstancias peculiares del 
correspondiente sistema, y las hay que se presentan con cierta 
generalidad en los modelos que caen dentro de una misma teoría. 

Estas dltlmas reciben el nombre genérico de leyes. 

Tampoco las leyes son Igualmente generales. Algunas pueden 
utilizarse prácticamente sin restricciones, mientras que otras 
pueden aplicarse s6lo despu6s do haberse comprobado que el sistema 
cumplo determinadas condiciones: son leyes más restringidas. 

Caracterlstlcas de las leyes apllcables a los modelos 
cuantitativos. 
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Las leyes limitan siempre e salidas > posibles para los 
fenómenos: [ las formas como los fenómenos pueden suceder 1 y se 
expresan a través de relacfones funcLonales entre las variables de 
estado que se presentan en macro y mlcromodelos correspondientes a 
un hipotético sistema. 

Estados de equilibrio, modelos estáticos. 

Entre los posibles estados de un sistema los clentlflcos 
manifiestan especial Interés por los estados do equilibrio. Un 
sistema se dice que está en un estado do equilibrio si, manteniendo 
constantes en el tiempo sus Intercambios materiales, energéticos e 
lnformaclonales con su entorno, no cambia de estado. Los 
científicos construyen modelos estáticos para caracterizar los 
estados de equilibrio de los sistemas. En los modelos estáticos las 
variables de estado son Independientes del tiempo y las leyes que 
en ellas se pueden utilizar reciben el calificativo de estáticas. 

Las leyes estáticas de una teoría son, pues, relaciones 
matemáticas muy generales, aptas para estructurar las variables de 
los modelos construidos para dar cuenta de los equilibrios de una 
clase do sistemas ( de los que la citada teoría se ocupa), 

Manera general de construir modelos cuantitativos estáticos. 
La forma típica de construir un modelo cuantitativo 

(determinista) estático consisto en : a) elegir las N variables de 
estado del sistema: x

1 
variable en U

1
, ••• , xn variable en UN, y 

bl localizar k ~. 1 funciones F
1
, ... , F k' todas ellas de, 

U
1
x ... x UN en R, do forma que se verifique: 

cii • . .. • ii J es un estado de equilibrio ................. .. ~ 
r,cii, ..... x.l - o 

1 N '"'"""""""' r11ci1, ... , iN>. o 

Por corudgulente, los estados do equilibrio del sistema 
constituyen un subconjunto de soluciones do las relaciones 
( funcionales l matemitlcas: 
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Modelos dinámicos. 

Un sistema que no está en equlllbrlo se caracteriza por 
cambiar de estado en el transcurso del tiempo. Para describir su 
evolución y descubrir el estado de equlllbrlo al que eventualmente 
vendrá a dar el sistema con el paso del tiempo, los clentfflcos 
construyen modelos dlnAmfcos. 

En estos modelos las variables de estado dependen, en general, 
de forma desconocida del tiempo. 

Decir que se conoce la evolución en el tiempo de un sistema 
equivale a decir que se sabe como evolucionan en el tlempo sus 
variables de estado x

1
, ... , xN. Como el tiempo es una variable en 

R, la evolución en el tiempo de las variables de estado x
1
, ••• , xN 

tiene que ser concebida por medio de funciones de R en U 
1
, .. ., UN' 

Como el tiempo es una variable en R, la evolucl6n en el tiempo 
de las variables de estado x

1
, ••• , xN tiene que ser concebida por 

medio de funciones de R en U
1
, ... , y R en UN • 

Por costumbre generalizada, estas funciones se representan 
mediante la misma letra con que se representan las variables, as{, 
no se escribe x

1
•r

1
(t), ••• , xN • fN(t), sino 

x
1 

• x
1
(t), ,,. , XN • XN(t), 

Forma general de los modelos cuantitativos. 

Los aspectos dinámicos del sistema resultan perfectamente 
capturados por lu funciones t " x

1
(t), ... , t .. xN(t). 

Pero lo mis frecuente es que no se conozcan tales 
Los modelos cuantitativos !deterministas) dinámicos 

re:laclones matemitlcas a las que tales funciones 
Generalmente asumen las siguiente forma: 

funciones. 
establecen 
obedecen. 

k funciones F
1
, ... , F" esta~lecen las relaciones existentes entre 

las velocidades de varlacl6n de las variables de estado, en un 
Instante temporal dado, con los valores que en ese mismo Instante 
tomen dichas variables de estado. Formalmente: 

velocidad de varlacl6n x
1 

en t • F
1
(x

1
(t), ... , x

1
(t)) ...................................................... 

velocidad de variación x
1 

en t • Fk(x
1
(t), ... , x

1
!tll 
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Leyes dinámicas. 

La evoluclón del sistema, esto es, el curso de las variables 
de estado a lo largo del tiempo, conocido el estado Inicial del 
sistema, se obtienen e resolviendo > las ecuaciones anteriores. 

Para construir sistemas dinámicos los clentlflcos utilizan 
leyes dinámicas: relaciones matemáticas entre las variables de 
estado en las que la variable tiempo desempefta un papel esencial. 

los estados de equlllbrlo se pueden determinar a partir de 
modelos dinámicos. 

Es Interesante advertir que los modelos dinámicos sirven 
también para determinar los estados de equlllbrlo de los sistemas. 

En erecto¡ como el equlllbrlo tas tasas de variación de las 
variables de estado se anulan, los estados de equilibrio se 
obtienen anulando los primeros miembros de las e<:uaclones (•) y 

viendo para qué valores constantes (i, y, ... , WJ, se satisfacen 
las ecuaciones asl corregidas. 

MODELOS DE PROCESOS O CADENAS DE MARKOV 

Los modelos más sencillos de cambios de marca se basan en una 
analogía entre et comportamiento de compra del consumidor y 
determinados procesos flslcos que pueden describirse mediante una 
relación conocida por el nombre de procesos o cadenas de Markov. El 
rasgo clave de un proceso de Markov reside en que, el e estado > 
del e sistema en cualquier momento del tiempo, depende únicamente 
de su estado en et momento Inmediatamente anterior y no de otros 
sucesos pasados >. En términos estrictos, un proceso de Markov es e 
un proceso estoctstlco tal, que si conocemos el resultado del 
Qltlmo experimento podemos prescindir de toda la demás Información 
del pasado con el objeto de predecir el futuro >. 

En el contexto del comportamiento de compra del consumidor, el 
consumidor es un e sistema > y la marca que compra es el 
e experimento > y la marco especifica e¡; el e resultado > del 
experimento. El rasgo que dlstlnaue un proceso de Markov de otros 
procesos estoc6stlcos (probablllstlcos), reside en el supuesto de 
que la e memoria > do! sistema llnlcamento tiene un periodo de 
duración. 

En un modelo del proceso do Markov se centra la atención en 
los cambios o transiciones de la selección de marcas por parte del 
consumidor. 
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En la mayorla de las apllcaclones que se han realizado hasta 
el presente, se ha supuesto que los consumldores compra a 
Intervalos regulares, por ejemplo mensualmente. Esto constituye un 
proceso de Markov discreto. 

Tambl6n resulta posible operar con procesos contlnuos en los 
que no se efectúa supuesto alguno de compra a Intervalos regulares. 

El e estado > del consumidor en cada mes es, por consiguiente, 
la marca comprada en dicho mes. 

El modelo representa cambios de marca que vienen determinados 
por probabll!dades (conocidas o supuestas) de e transiciones > de 
una marca a otra. Por ejemplo, si sólo existen dos marcas de un 
producto (A y 8), entonces los cambios de marca podrían predecirse 
sobre la base de probabllldades transitivas P .u'PA

8
,P

8
A Y P

88
• 

La cantidad P AA representa la probabllldad de que un consuml· 

dar, una vez elegJda la marca A en un periodo, compre de nuevo Ja 
misma. marca en el período siguiente¡ P AD es la probabilidad de que 

un consumidor cambJe de marca A a la marca B, etc. Sl se supone un 
n1imero de consumidores constante, entonces todos los consumidores 

de la marca A deben comprar algo P AA + P AB • l. Por 1a mlsma raz6n, 

pBA + pBA a l. 

El modelo de los procesos de Markov se ha aplicado a muchos 
tipos distintos de procesos flslcos. Más recientemente ha 
sido utilizado por los clentlflcos sociales para representar 
procesos sociales como el cambio de ocupaclones, cambios en los 
tamallos de las empresas de una Industria y casos parecidos. 

Al menos parto del atractivo que tiene el modelo de los 
procesos do Markov para los clentlflcos sociales e Investigadores 
do mercado, se debe a su simplicidad clentfflca. SI los supuestos 
del modelo resultan ser adecuados y l!tlles para una determinado 
problema, entonces pueden llevarse a cabo una multitud de análisis 
utlllzando sus e bien sabidas • propiedades (para los matemáticos). 

Estas propledades devienen convenientes para tratar con 
procesos de Markov, pero debe senalarse una vez más que la 
convenlencla de cálculo no está necesariamente ligada al realismo. 

Las supuestos del más sencillo de los modelos discretos del 
proceso do llarkov con probabilidades transitivas (de cambio) 
constantes deja mucho que desear en cuanto a descripción del 
comportamiento del consumidor. 
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Entre las criticas que se han hecho de este modelo, son de 
ser\alar: 

1.- Los consumidores raramente a intervalos regulares¡ la 
frecuencia de las compras pueden variar, y en la misma transacción 
pueden muy bien comprarse dos o más marcas del mismo producto. 

2 ... Ademé.s de los cambios de una marca a otra, una descripción 
realista del comportamiento del consumidor debe tener en cuenta los 
consumidores que entran y salen del mercado. 

Por ejemplo, en wi estudio de un producto alcohólico 
destilado, se averiguó que el número de nuevos clientes que cada 
af\o entraban en el mercado superaba al ntlmero de aquellos que 
cambiaban de marca. 

3. - Las probabllldades de transición de wia marca a otra no se 
mantienen constantes; el objetivo y efecto de las actividades 
promoclonales es el de cambiar estas probabllldades. 

4.- Las elecciones de las marcas pueden muy bien estar 
Influidas por toda una serle de compras anteriores, y no solamente 
por la del período anterior. Se han sugerido que los consumidores 
e aprenden > sus preferencias. 

Aunque críticas ponen en duda la validez general del modelo 
simple de las cadenas de Markov, en determinadas situaciones, sin 
embarao, puede dar lugar a unas predicciones razonablemente 
precisas del comportamiento do! mercado. 

Al proyectar el porcentaje de mercado a conseguir por marcas 
nuevas, sobre la base de resultados de pruebas del mercado. 

No obstante, un uso similar de un modelo simple de los 
procesos de Markov para proyectar los resultados de pruebas de 
mercado para Wl producto de lavanderla, resultó un fracaso. El 
modelo se utlllzó para predecir el porcentaje de mercado que 
obtendría una marca si se comercializara durante un período de 
tiempo considerable al mismo precio, con la misma publicidad, etc., 
como se hace en la pruebas o tests de mercado. También se averiguó 
que lu evaluaciones de los consumidores con respecto a la marca 
nueva cambiaban después de haberla utilizado durante varios meses. 

En consecuencia. las pruebas de mercado, y la marca no 
consl¡ul6 mantenerse al nivel que se esperaba. 

Refinamientos del modelo de los proceS01 de Markov. 

Con el fin de superar las debilidades del modelo simple de los 
procesos de Markov, pueden hacerse varias modificaciones. 
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Quizás el mejor modo de tratar una frecuencia de compra 
variable consiste en eliminar el supuesto de los Jntervalos de 
compra regulares. Las probabllldades transitivas pueden tratarse 
sobre una base de compra a otra, y la frecuencia de compra puede 
representarse como una variable separada. Este enfoque nos conduce 
a un modelo de los c. procesOs seml-Markov > Hernlter y Howard han 
trabajado con este tipo de modelo y han concluido que su mayor 
complejidad se ve más que compensada por su mayor realismo. 

En el modelo simple de los procesos de Markov, el problema de 
las entradas y salldas del mercado puede tenerse en conslderacl6n 
permitiendo que los consumidores cambien en ambos sentidos a un 
estado artlflclal de « no compra >. 

El mismo propósito se consigue más fácilmente en el modelo de 
los procesos seml·Markov, permitiendo que la frecuencia de compra 
tome el valor cero en un Intervalo de tiempo determinado. 

Los cambios en las probabilidades transltlvzs pueden 
representarse como resultados de las actividades propoclonales de 
las empresas competidoras, Sl se sabe o se supone que las 
probabllldades cambian con frecuencia, entonces es posible que las 
pautas de compra nunca se acerquen al < equllibrlo , hacia el que 
se mueven si tas tasas de cambio de marcas se mantiene constantes. 

La mayor parte de los teoremas matemáticos de tos procesos de 
Markov tratan de la predicción de las condiciones de equilibrio, de 
la tasa de aproximación al equilibrio, etc., y son de muy poco uso 
si cambian las probabllldades transitivas. Un mercado en cambio 
constante puede analizarse mejor mediante la slmulacl6n de su 
comportamiento durante un periodo de tiempo. Aunque la slmulaclon 
es un enfoque relativamente caro y que lleva mucho tiempo, parece 
que es necesario si se intentan hacer predicciones significativas 
del comportamiento. 
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UN MODELO DE COMPETENCIA ENraE TRES LECHERIAS 

Se desea modelar y analizar el movimiento de los clientes 
entre los proveedores, suponiendo por slmpllcldad, que la misma 
fracción de los clientes cambiara de una lecherla cualquiera a otra 
durante cada periodo de tiempo (un mes). 

Se si.Jpone que al comenzar el modelo las lecherlas 11 2 y 3 
controlan las fracciones Xo, Yo, Zo del mercado. También supone que 
son las ónlcas repartidoras cuyas fracciones deben ascender a 1 ; 
Xo + Yo + Zo • 1 suponga que despues de un mes la Jecherla 1 ha 
logrado mantener la fracción An de sus propios clientes y además 
ha atraldo las fracciones A12 de los clientes de la lecherla 2 y 
A13 de la lecherla 3. Suponga que el número de clJentes permanece 
constante por lo tanto se establece ecuaciones similares para cada 
una de las lecherlas. 

Siendo Xt la fracción del mercado que tiene la lecherla 1 
despues de un mes. 

X1 N • Au(XoNJ + A12(XoNJ + At3(2oNJ 
Entonces 

Xt • AuXo + A12Yo + At3Zo 

Y1 • AztXo + A22Yo + A23Zo 

Zt • A•tXo + A32Yo + A33Zo 

Se considera un ejemplo mlJnerlco para Ilustrar las ideas 
anteriores. Considerando a Xo ccmo las partes lnlclales del mercado 
y la matriz de transición A es 

[ 
0.2 J Xo • 0.3 
0.5 [ 

0.8 0.2 0.1 ] 
A• 0.1 0.7 0.3 

0.1 0.1 0.6 

obtenemos que X1 • Axo, Xi • Axt, ... Xn • Axt& donde el 
significado de hecho es que todas las Xr para r " 16 son l1111ales 
por lo tanto las partes del mercado despues de 16 meses el mercado 
esta en equilibrio cuando se tiene que 

[ 
0.450 J x... 0.350 
0.200 
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Despu6s se quiere averiguar el comportamlentto limite y 
equJllbrlo. Se examina sl· las matrices columnas Xr pudieran tender 
a alguna matriz columna Xm a medida que r crece. 

Ya que Xr+I • AXr' sl Xlc tiende a Xm se sigue que Xm "" AXm¡ de 

modo similar, ya que se tiene t!Xr • (11 V r, se sigue que, tambl~n 

l~Xm • (IJ. En resumen se llene lo siguiente. 

SI la X tienden a un limite Xm • ( Xm, Ym, Z., ¡r, 
r 

entonces 
AXeo • Xm y Xm + Veo + bJ: a 1 

Como A es de 3 X 3, la ecuación AXco a Xm representa tan solo 
un sfstema de 3 ecuaciones combina con el sistema anterior para dar 
una lnco¡¡nlta, X.., Ym y Z... Esto es si las Xr tienden a un llmlte. 

Los candidatos posibles se encuentran al resolverse este 
sistema. 

o.ex .. + o.2Y .. • o.1z., • X• 

O.IX• + 0.7Y• + 0.3Z. • Y• 

O.IXm + O.IY" + 0.6Z. • Z. 

X•+ Y•+ Za:i • l 

concluyendo que al resolver este sistema se encuentra que 

X• • 0.45, Y• • 0.35, Z. • 0.20. 

Lo que demuestra que es el dnlco limite posible. 

Que de nlnadn modo depende de las contribuciones Iniciales del 
mercado. 

Esto quiere decir que si el suministro de leche permanece 
constante y las ventas tambl6n son constantes se establece un 
equlllbrlo con lu proporciones do 
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[ 
0.45] Xr • 0.35 y esto puede suceder para una economía estable. 
0.20 

Es deelr se Inicia con una proporción del mercado de 

[ 
0.2 ] [ 0.45 ] Xo • 0.3 y se llega a un equilibrio cuando Xr • 0.35 
u ~w 

para r • 17 meses y permanece en equilibrio para X.., y.,, :Z.0; 
Xm • 0.451 Ym a 0.35, Za> 11 0.2.0 

O sea que no Importa con que fracción del mercado Inician al 
paso de los meses se establece un equilibrio con las proporciones 
del mercado. 

[ 
0.45] 

Xm • 0.35 
0.20 

La forma de Jordan es extremadamente Importante. 

Es 9te ejemplo modeló como evolucionaban de mes a mes las 
partes del mercado controlado por tres le<:herlas; el resultado fue 
xr+

1 
• Axr en donde los tres componentes de xr representan las 

fracciones del mercado en manos de cada le<:herla en el mes r y en 
donde la matriz A de transición describe el efeeto de las fuerzas 
del mercado. 

La matriz de transición A del modelo de competencia entre 

le<:herlas tenla elgenvalores \ • 0.5, A2 • 0.6 y A
3 

• !.O, 

que se demostró asl como un conjunto linealmente Independiente de 

tres el¡envectores asocl'1dos v
1
, v

2 
y v

3
• 

Entonces como p(Al • 1, se sigue del teorema clave (potencias 
de matrices no defectllOSU). Sea A, p x p una matriz no defe<:tuosa. 

Entonces, a medida que 1 tiende a mú Infinito: 

a) A1 converge a cero si y sólo 11 el radio espectral p(A) < l. 
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bl A1x
0 

converge a cero para toda x
0 

si y sólo si p(Al < l. 

el A1 está acotado si y sólo si p(Al :1 l. 

dl A1X
0 

esU acotada para toda x
0 

si y sólo si p (Al " l. 

el 11A
1

11 tiende a Infinito en alguna norma matricial ( y por lo 
tanto en todas las normas matriciales ) si y sólo si p(Al >l. 

fl 11 A
1
x

0
11 tiende a Infinito para alguna x

0 
en alguna norma 

vectorial ( por lo tanto en todas las normas vectoriales l si y 
sólo si p(Al > 1. 

Retomando lo anterior: Que A1 y A\ están acotadas para toda 

De hecho, como v
1
, v

2
, y v

3 
forman una base para R3

, x
0 

se 

puedo escribir como 

Entonces, 

lo que demuestra que A1x
0 

converge a un mllltlplo de a
3
v

3 
para toda 

x
0

• En ese modelo, la suma de los elementos de cada estado 

( x
1
• A1x

0
l es Igual a 1, do modo que esto deber ser cierto en el 

limito a
3
v

3 
también el limite entonces debo ser Igual a 

( 0.45 0.35 0.20 )T 
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MATRICES NO NEGATIVAS Y DE MARKOV 

En el ejemplo se analizó el modelo de competencia entre 

lecherías y mostró que en ese caso espedflco A1x
0 

converge a un 

mOltlplo del elgenvector v
3 

asociado con i\
3 

• 1; sin Importar la 

x
0 

Inicial qu6 se tome. 

•Deflnlcl6n. Se dice que una matriz A, p x q, es no negativa si 

y s6lo si todos sus elementos son no negativos: A,j .. O. 

Una matrlz de Markov es una matriz p x p no negativa tal que 
la suma de tos elementos en cada una de sus columnas es Igual a l. 

SI se define la matriz p x l, 1 • ll 1 , , , ¡T, entonces 

¡T A•IT, porque los elementos de cada columna de una matriz de 
Markov A suman l; de modo de i\ • l es un elgenvalor de A. Ya que 
llAI 1, • l, lill s 1 para cada elgenvalor i\ de A debido al teorema 

clave (7.10) el¡ estos dos hechos juntos lmpllcan que p(A) • l. 

Ademb, como l IA'l 1
1 

s 1IAI1: • l, se sabe qlo A1 esta acotada 

entonces Implica que cada elgenvalor de magnitud 1 tiene 
multlpllcldades · al¡ebralcas y geom6trlcas Iguales -esto es, que A 
tiene un "conjunto completo• de elgenvectores asociados con 
tales elgenvalores. Sin embargo, esto no es suficiente para 

demostrar que A1x
0 

converge para toda x
0

, por ejemplo; 

la competencia de tas lecherlas nos ha llevado a una matriz de 
llarkov. 

tiene elgenvalores + l y - l, y el¡envectores asociados v
1
• 11 l ¡T 

y U • 1 IT; si se escribe x
0 

• a
1
v

1 
+ ªz'z• entonces A1x

0 
es Igual 

ya sea a x
0 

( para l par) o ax
0 

- 2a
2
v
2
!para 1 Impar), por lo tanto, 

A1x
0 

conver¡e (a x
0 

de hecho) si y s6lo si a2 • O -esto es, cuando 
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x
0 

es O o algún elgenvector asociado con ~ • t. 

SI fuera posible de algún modo tener ta seguridad de que todos 
los elgenvatores de A distintos de ~ • 1 tuvieran una magnitud 
estrictamente menor que J, no se daría la sltuacfón que se acaba de 
describir; esto requiere, sin embargo. de algunas condlclones 
adicionales en la matriz A de Markov como lo demuestra el ejemplo 
de Ja matrtz 2 x 2 que se acaba de presentar. 

La teoría desarrollada para tratar este tema se aplfca más en 
general y no sólo a las matrlce• de Markov. 

POBLACION DE COMPETENCIA 

En este modelo se considera la situación un poco complejo de 
dos poblaciones que compiten una contra otra. Los números en estas 
poblaciones se denotan mediante Z1 y GI que pueden visualizarse 
como el conteo de zorros y gallinas. 

Suponga que las gatunas • sin zorros que Jas molesten tienen 
una taza de natalidad que exceda a la tasa de mortalidad; para ser 
más especlflco,suponga que en esta situación se tiene G1+1 • l.2G1. 

Sin galllnu para alimentarse, serla de esl""rar que los zorros 

comenzaran a extln¡ull'$e digamos que z,.
1
• 0.6Z1. 

Se quiere poder un modelo a lo que sucede con lo• zorros 
tienen éxito devorando cierto nQmero de ga111nas en cada periodo de 
tiempo, suponiendo que esto permitiera un Incremento en la 
población de zorro• proporciona! al mlmero de galllnas devoradas. 

Para ser más especifico, suponga que z,.t 0.6Z1 + o.SC1. 

La población de galllnas obviamente comenzara a decrecer 
debido a los zorl'os, de modo que se toma. 

C1+i"' l.2G1 • kZ1, donde K representa la tasa de gallinas 

devoradas por zorros; k permanece como variable para estudiar el 
efecto de diferentes ta&as de mortalidad. 

Suponiendo que existe un nQmero Inicial de 100 galllnas y de 
100 zorros, se ®tiene como modelo. 

(1) 
Z

1
+1 ., 0.6Z1 + 0.5G1 

Gl+t • -kZ1 + J.2G1 para 1 • 1, 2, 3 

con Z1 • 100 1 G1 • 1000. 



Se utilizan matrices para analizar el comportamiento de estas 
poblaciones conforme pasa el tiempo. Sean 

A • [ ~k6 ~:n x1• [ ~:] asl que x1 • [ ::i] 
el modelo 1 se convierte en 

(2) x
1
+

1 
• Ax

1 
para 1 • 1, 2, ••• , con x

1 
• [IOO IOOO)T 

se sigue de (2) que x
1
+

1 
• Ax

1 
• A(Ax

1
_
1
) • A2x

1
_
1 

y asl 

sucesivamente de modo que de hecho, 

(3) x
1
+

1 
• A1

x
1 

para 1 • o. 11 2, .... 

De acuerdo con (3) el estudiar el comportamiento de x
1 

conforme 

1 crece es equivalente a estudiar el comportamiento de las 

potencias de A1 de A de forma parecida como se realizo en el modelo 
de competencia de lecherlas, sin embargo para este caso no se 
tienen las condiciones adicionales para ese modelo. 

De hecho en éste modelo, A 1 puede comportarse de manera 
diferente para diferentes valores de k • 

Ejemplo 1: 

SI se toma el modelo para k • 0.1 de manera que 

A. [ o.6 o.s] 
-0.1 1.2 

En la tabla •l11Ulente se muestran los mlmeros aproximados de 
zorros y gallinas en el punto 1-~slmo de tiempo para varios valores 
de 1. 

El modelo verlflca de manera experimental lo que se esperarla: 
para una tasa de mortalidad t baja, la poblacl6n de plllnas crece 
sin limite y esto permite que la población de zorros tamblm crezca 
sin limite. 
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La tabla indica que rlnalmente las dos poblaciones se 
Igualan. 

2 3 4 5 6 s 12 16 20 30 100 

ZI 100 560 931 1244 1523 1783 2292 3470 5107 7483 19409 15328199 

G1 1000 1190 1372 1553 1739 1934 2367 3488 5111 7483 19409 15328199 

Ejemplo 2: Considere una tasa de mortalidad de gallinas 
significativamente mayor, k • 0.18; se verá que esto causa que la 
población de gallinas tienda a quedar exterminada, lo cual a su vez 
lleva a la muerte de los zorros - ambas poblaciones se extinguen. 

Con k • 0.18, se tiene: 

A [ 0.6 0.5) 
~ -0.18 1.2 

La tabla. abajo1 muestra los números aproximados de zorros y 
gallinas en el punto l-6slmo de tiempo para varios valores de 1. El 
modelo verifica de manera experimental lo que se esperarla: ambas 
poblaciones tienden a desaparecer. 

2 3 5 8 12 16 zo 30 40 60 80 100 

ZI 100 560 927 1214 1434 1808 1854 1654 1371 713 312 43 3 O 

G1 1000 1182 1317 1413 1477 1530 1400 1177 940 459 193 25 2 O 

Estos dos ejemplos muestran que el modelo puede dar dos tipos 
de comportamiento radicalmente diferentes, para diferentes valores 
de t. 

Se quiere saber: 

Como se puede determinar el comportamiento de XI a medida que 
1 crece para cualquier valor especifico de k. Ya que: 

x
1
+

1 
• A1x

1 
para 1 • O, 1, 2, ••• dice que el comportamiento de 

x
1 

se determlna por el comportamiento de las potencias 

A1de Igual ae quiere saber como se puede determinar el 

comportamiento de tu potenclu A 1a medida que 1 crece para 

para cualquier nlor especifico de k. 
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La forma de Jordan es extremadamente Importante en las 
matemáticas aplicadas porque da la clave de la respuesta a un 
conjunto de preguntas concernientes a una arnplla gama de 
aplicaciones. 

En el ejemplo de las lecherlas se modeló cómo evolucionaban de 
mes a mes las partes del mercado controlado por tres lecherías¡ el 

resultado fue {2,4)- xr+.- Axr-en donde las tres componentes de xr 

representan las fracciones del mercado en manos de cada Jecherla en 
el mes r y en donde la matriz A de transición describe el efecto de 
las fuerzas del mercado. 

De manera similar se modeló la evolución de poblaciones de 
zorros y gallinas en competencia con - x

1
_+

1 
• Ax

1
- en donde 

las dos componentes de x
1 

representan los números de zorros y 

gallinas en el tiempo 1, y la matriz A describe su competencia. 

En general, los modelos matemáticos conducen a menudo a una 
matriz p x l,x

1
, que describe el estado de algún sistema complicado 

en el tiempo 1 a una matriz A p x p. que representan los procesos 
Internos del sistema, de tal modo que 

x1+1 •Ax• 

modela la evolución del sistema en el tiempo. Denotando el estado 
Inicial por x

0
, es posible escribir lo anterior en forma 

equivalente 

x
1 

• A1x
0 

para 1 e: O 

Las preguntas Importantes para esos ejemplos específlcos, y 
generalmente de Importancia modular, son: ¿qué pasa conforme 
transcurre el tiempo?, ¿tiende el sistema al equilibrio? 

Los estados x
1 

¿llegan a ser arbitrariamente srandes? 

Tlanden a cero?, ¿oscilan? 

Gracias a x
1 

• A1x
0 

para 1 ll: O, la forma de Jordan de A 

puede manejar talet asuntos. 

Escribiendo A • QJQ"1
, en donde J et una forma de Jordan A, 

et posible aplicar el teorema (semejanza y potencias). 
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Suponiendo que B es semejante a A con e 1:1 p·1AP, entonces: 

a) Para cada entero k positivo, e" es semejante a A k siendo 

Bk • P-1A'P. 

bl det B • det A. 

el B es no singular si y sólo si A es no singular. 

dlSI A y B son no singulares, entonces e' es semejante a A' 

siendo e' • P"1A'P también para enteros k negativos de modo que en 

especial B-1 • P-1 A-1P. 

el SI f es un pollnomlo: flxl • A/" + • , • + a m y si F(X) 

para una matriz cuadrada X es 

80,,;n + "' 8m11 

entonces f(B) e• semejante a f(bl • P"1f!AlP. 

Demostración 

alB'(P-1APllP-1AP) .,,(p"1AP) - con k términos -y la ley 

asociativa permito la ellmlnaclón do lo• paréntesis de modo que PP-1 

repetidamente da 1 y el producto se colapsa a p"1A'P. 

bl det B • det (P-1AP) • det (P-1) det (Al det (Pl • det A. 

el Esto es consecuencia de b) y del hecho de que una matriz 
es no singular si y sólo si 1u determinante es diferente do cero. 

El resultado para una k negativa arbitrarla sigue do aplicar 

al a e-• 1 a A-1 con jkj. 

e) f(Bl • •l"1A~ + a,f"1Am·lp + , , • AmP-1P • 
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• P"1(a
0

Am + a
1
Am-t + ... + ami) P • P01f(A)P. 

como se afirmó, 

Observo que la relación e• • p"1A"P puede ser un extremo útil 

si es necesario calcular o analizar e"' y si At se analiza con mayor 
facilidad, y entonces 

A 1 
• QJQ-1 y por lo tanto 

x
1 

• 0J'co·1x01 

Esto permite estudiar el comportamiento de J'-un problema 

mucho mils simple que para A1 directamente. Esto se vuelvo todavla 
mils sencillo debido al teorema clave en el que J misma es una 
matriz diagonal en bloques con bloques de Jordan J, en la diagonal: 

entonces, sólo es necesario estudiar las potencias J~, ya que 

J' 
1 

o o 

J' • o J' 
2 

o 

o o J' 

" 
Ejemplo. La matriz A del modelo de competencia entre 

poblaciones con k • 0.18 en el ejemplo de presa depredador , tenla un 
elgenvalor doblo ~, • ~ i o. 9 como so demostro en el ejemplo sobre 

las poblaciones en competencia, ( aúnque entonces no estaba 
disponible esta termlnologla). La matriz defectuosa porque 
( A - 0.9 ) x • O necesita que 

[
-0.30 
-0.18 

0.5] [X] • [ 0 ] 
0.3 1 o ' 

para la cual toda solución es sólo un múltiplo de (5 3] 1• Ya que 

p (A) • 0.9 < 1, sabemos que A1 tiende a cero como lo hace A1x
0 

para 

x •. 
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Esto prueba lo que se lndlc6 experimentalmente en el ejemplo: 
presa depredador las poblaciones en este caso mueren, sin importar 
la dlstrlbucl6n de zorros y gallinas. 

UNA APLICACION IMPORTANTE: ECUACIONES DIFERENCIALES MATRICIALES 

Sea X • f(t) una función que representa una cantidad rtslca 
tal como el volumen de una sustancia, la población de determinada 
especie, la masa de una sustancia radiactiva o el número de pesos 
Invertidos en bonos. Entonces el crecimiento de f(tl está dado por 
su derivada f'(t) a dx/dt. SI f(t) crece a una razón constante, 
entonces dx/dt =- k y x • kt + C¡ esto es x a f( tJ es una recta. 

Con frecuencia es más Interesante y más apropiado el 
considerar la tasa de crecimiento relativo definida por 

Tasas de tamano real del crecimiento 
crecimiento • -----
relat 1 vo tamafto de f( t) 

f'(t) x'Ctl 
(1) 

f(t) x(t) 

Si la tasa de crecimiento relativo es constante, entonces 

x'Ctl --·a (Z) 
x(t) 

o bien 
x'(I) • ax(t) (3) 

La Ecuación (3) se llama ecuación diferencial ya que es una 
ecuación que tiene una derivada. No es dificil demostrar que las 
dnlcas soluciones de (3) son de la forma 

x(I) • ceª1 (4) 

donde e es una constante arbitrarla. Sin embargo, si x(t) 
representa una cantidad flslca, entonces normalmente se especifica 
un valor Inicial x

0 
• x(O) de la cantidad. 

Entonces. sustltuyendo t = O en (4}, tenemos x
0 

• x(O) • ceª-o 

• c. o bien 

(5) 
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La función x(t) dada por (51 es la \\nlca solución de (3) que 
satlSface la condición x(O) ~ x

0
• 

La Ecuación (3) surge en muchas aplicaciones Interesantes. 
Algunas de ellas aparecen Indudablemente en los textos de 

Cálculo, en el capitulo relativo a la funclón exponencial. En esta 
sección consideraremos una generallzac16n de Ja Ecuación (3). 

En el modelo discutido anteriormente, buscamos una función 
desconocida. A menudo se tiene que aparecen varias funciones 
vinculadas por varias ecuaciones diferenciales. Algunos ejemplos se 
dan més adelante. Considere el siguiente sistema de n ecuaciones 
diferenciales en n funciones Incógnitas 

(6) 

x~(t) • ªn1x1(t) + ªn2x2(t) •• • + ªnnxn (ti 

donde los alJ son números reales. A (6) se le llama un sistema de 

ecuaciones diferenciales lineales de primer orden de n x n. El 
t6rmlno "primer orden• significa que en el sistema >lnlcamente 
aparecen las primeras derivadas. 

Ahora, sea; x(tl • 

Aqul x( tl se llama función vectorial. 
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Definimos 

x'(tl • 

x;co 
x;m 

x'(t) 
n 

Entonces, si derlnlmos la matriz de n x n. 

ª11 a 
12 

a 
In 

a 
21 ª22 ª .. 

A = 

a a a 
nn n2 nn 

el sistema (6) puede escribirse como 

x'(t) •Ax(!) (7) 

Note que la ecuación (7) es casi ld~ntlca a la Ecuación (3). 

La llnlca diferencia es que ahora tenemos una función vectorial 
y una matriz, mientras que antes teníamos una función "escalar" y 
un nllmero (matriz de 1 x l.) 

Para resolver la Ecuación (7) debemos conjeturar que una 

solución tendría la forma i'. Pero ¿qu~ significa e"? 

Responderemos a esta pregunta en un momento. Primero, 

recordemos el desarrollo en serle de la función et, 

t
2 

t
3 

t
4 

•' • 1 + t 2i + 3i + 4i + ... (8) 

Esta serle converge para todo mlmero real t. Entonces, para 
todo nllmero real a, 
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Definición 1 

La matriz e". Sea A una matriz de n x n con componentes reales 

(o complejas). Entonces e· es una matriz de n x n definida por 

A Az A3 A• 
e af +A2í +31+41 + ... {IO) 

Observación. No es dJflcll demostrar que la serle de matrices 
en la Ecuación (10) converge para cada matriz A, pero hacerlo nos 
desviarla de nuestro objetivo. 

Sin embargo, podemos dar una Indicación de por qué sucede 
esto. Primero definimos JAl

1
como la suma de Jos valores absolutos 

de los componentes en el renglón l·éslmo de A. Entonces definimos 
la norma de A, denotada 1 A¡ , por 

y 

jAj =más IAI 
1 

(11) 
t:S l:Sn 

Se puede mostrar que 

jABI s IAI 'º' 
IA •e¡ s IAI • ¡e¡ 

Entonces, usando (12) y (IJ) en (!O), obtenemos 

IAl
2 

IAl
3 

IAl
4 

jeAj S 1 + jAj 2í + Jf + 4j + "' a el•I 

(12) 

(IJ) 

Puesto que jAj es un número real, el•I es finito. Esto 
demuestra que la serle en (!O) converge para toda matriz A. 

Ahora veremos la utilidad de la serie en la Ecuación (!O). 

Teorema l 

Para cualquier vector constante e, x(t) :i e"tc es una solución 

de (7). Además, la solución de (7) dada por x(t) = e''x
0 

satisface 

x(O) a x
0
• 

104 



Demostración Calculamos, usando (IO): 

x(t) = e•
1
c = [1 + At + A

2 ~: -> A
3 ~: + ... ] c (14) 

Pero como A es una matriz constante y e es un vector 
constante tenemos 

d k 1k d lk • ~ • ~ [ k-1 t•-• ] 
;¡,A 01=01tJA • kl A=(o-1Jl=A A (t-tll (IS) 

Entonces, combinando (14) y (IS), obtenemos (debido a que e es 
un vector constante). 

FJnalmente, en virtud de que e•Co> • eº 1:1 1 

x(O) a eA101x
0 

• Jx
0 

• x
0 

Deffnlcfón 2 

Matriz solución prfncfpaf. La matriz e•• se flama matriz 

sofucfón principal del sistema x'• Ax. 
Queda pendiente un problema mayor (y obvio). ¿Cómo calculamos 

eAt de una manera práctica? Comencemos con dos ejemplos. 

Ejemplo f 

Sea [ g ~ ~ ] · Entonces 

JOS 



At ZZ 33 

+ .... u o o] [ 1 o o] ye al+At+~+~ 1 o + o 2t o 
o 1 o o 3t 

12 o o 13 o o 
21 21 

+ o ~ o + o ~~ o + ••• 
21 

i.12 
31 

n3 
o o 21 o o 

31 

o o 

o 

IUl .!Z!l.3 
1+(2t) + 21 + 31 + ••• o 

;}12 ~3 
o 1 + (3t) + 21 + 31 + ••• 

Ejemplo 2. 

Sea A • (~ !J · Entonces, como es fácl! de verificar, 

A2 • [ a02 2a ) A3 a [ a3 3a2) Am [ am 
ª2 1 o ª3 t ... , o 

Ahora 
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D: ~ • t(l + at + 21 + a 31 + ••• ) • te•t 

En consecuencia e" [~ª' teª'] ... 
Como lo muestra et Ejemplo 1, es fácil calcular eAt es una 

matriz diagonal. El Ejemplo 1 muestra que si D = dlag CA
2
, .. ., An), 

entonces e0t • dlag (eA1\ e>.zt, ... , int). 

En el ejemplo 2, calculamos e"t para una matriz A en la forma 
canónica de Jordan. Resulta claro1 pues que esto es todo lo que 
necesitamos hacer, tal como lo sugiere el siguiente teorema. 

Teorema 2 Sea J la forma canónica de Jordan una matriz A sea 

J = Cº1AC. Entonces A = CJC-1 y 

e"'t a CeJtc-1 

Demostración 

Primero notemos que 

De aqul se deduce que 

(Atl" • e e JT >" e·• 
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Por lo tanto 

At IMJ.2 
•I ·I Ull2 

·I e • 1 + (Atl + 21 + ... CIC + C(Jt)C + e 21 e + •• 

a e [ 1 + (J1) + ~ •• .] e·• = ee11c·1 

El teorema 2 nos dice que para evaluar eAt lo único que 

realmente necesitamos calcular es en. Cuando J es una diagonal 
(como sucede en la mayorta de los casos, sabemos entonces cómo 

determinar e u.. s l A es una matriz de 2 x 2 que no es 
dlagonallzable, entonces 

J = ( ~ 

como lo calculamos en el ejemplo 2. De hecho no es dificil evaluar 

elt donde J es cualquier matriz de Jordan. Primero es necesario 

calcular e11 para una matriz bloque de Jordan B. Un m6todo para 
lograrlo se da ~n los problemas. 

Apliquemos ahora nuestros cálculos a un simple modelo 
blo16glco de crecimiento poblaclonal. suponga que en un ecosistema 
existen dos especies S

1 
y s, relacionadas entre sl. Denotamos las 

poblaciones de las especies en el momento t por x
1
(tl y x

2
(t). 

Un sistema que gobierna el crecimiento relativo de las dos 
especies es 

x' 1(t) • ax
1
(t) + bx

2
(tl 

x'
2
(t) • cx

1
(t) + dx

2
(t) 

(IS) 

Podemos Interpretar las constantes a, b, c y d del siguiente 
modo. SI las especies están en competencia, entonces es razonable 
tener b<O y c<O. Esto es verdadero porque al Incrementarse la 
poblacl6n de una de las especies disminuiré. el crec(mlento de la 
otra. Un segundo modelo es una relacl6n entre depredador y presa. 
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SI S
1 

es la presa y S
2 

es el depredador (S
2 

se como a S
1
), 

entonces es razonable tener b < O y e > O puesto que un incremento 
en la especie depredadora causará una disminución en la especie de 
la presa, mientras que un Incremento en la especie de la presa 
c11usará un Incremento en la especie depredadora (puesto que tendrán 
más alimento), Finalmente, en una relación simbiótica (cada especie 
vive de la otra) tendríamos b > O y e > O. Por supuesto, las 
constantes a,b,c, y d dependen de una gran variedad de factores 
Incluyendo alimento disponible, temporada del afio, clima, límites 
debido a la sobrepoblación, competencia con otras especies y muchas 
otras. Analizaremos cuatro modelos diferentes usando el material en 
esta sección. Supongamos que t está medido en aftas. 

Ejemplo 3 

Un modelo de especies en competencia. considere el sistema. 

x' 1!ll • Jx
1
(1) - x

2
(1) 

x'
2
(t) • -zx

1
!tl + zx

2
(1) 

Este sistema describe la Influencia de las poblaciones de dos 
especies en competencia, sobre sus respectivas tasas de 
crecimiento. Supongo que las poblaciones Iniciales son x

1 
(O) • 90 y 

x
2
(0) • 150. Determine las poblaciones de ambas especies para 1 > O. 

Solución: Tenemos ( ... ~ ... i). Los valores caracteristicos de A son 

A
1 

• 1 y i\
2 

• 4 con sus correspondientes vectores caracterlstlcos 

v1 • ( ~) y v2 • [.: J· Entonces 

e • [ 21 1 J e·•. - 1 [ -1 
-1 3 -2 ·: l J • D • [ ~ ~ l e"• [ :

1 

i'1 • CeJ1c-• • - 1 ( 1 1 J ( e' ~1 J ( -1 -11 J 
3 2 -1 O e -2 

1 ( 1 1 l [ -e' -
1 l • - 3 2 -1 -2e 41 e ii 
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Por ejemplo, despu~s de 6 meses (t = 112 anol, x
1 
(!) ª soe112 + 

!Oe2 
a 206 individuos, mientras que x.(I) = i60e112 

- !Oe2 
a 190 

individuos. Más signlf!catlvo aún es 160.' - iOe 41 = O cuando 

16et. a e4to 16 • e3
t o 3t = In 16 y t. = On 16)/3 a 2.77/3 ~ 11 

meses. De esta manera la segunda especie será eliminada después de 
escasamente 11 meses. aun cuando comenzó con una población más 
grande. En los problemas 10 y 11 se le pide mostrar que ninguna 
población será eliminada si x

2
!01 = 2x

1
(0) y que la primera 

población será eliminada si x
2
(01 > Zx

1
(DJ. Por lo tanto, como 

Darwln sabia muy bien, la supervivencia en este modelo muy simple 
dependa de los tamal\os relativos de las especies competitivas 
cuando comienza la competencia. 

Ejemplo 4 

Un modelo depredador-presa. Consideremos el siguiente sistema 
en el que la especie 1 es la presa y la especie 2 es el depredador. 

x' 
1
(1) • 2x

1
(tl - xpl 

x;(I) a x
1
(1) + 4x

2
(1) 

Encuentre la poblaciones de dos especies para t > O si las 
poblaciones Iniciales son x

1
(0) a 500 y x

2
(0) = 100. 

Solución 

Aqul A = ( ~ -! ) y el único valor caracterlstlco es A = 3 

con el linlco vector caracterlstlco ( .. !}. Una solución a la 

ecuación (A -Jl)v
2 

= v
1 

da como resultado a v,a ( -~ J. 
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Entonces 

e.(-: -!J e"' • ( 2 1 } J • ( 3 1¡ -1 -1 o 3 

( 

31 
J1 e 

e a o 

31 ( 1 •e -1 

:~:
1 

] a e31 
[ ~ ; ) (del Ejemplo 2) 

De esta manera la solución al sistema es 

X(I) ª [ x1(t) l e'lx
0 

ª e31 [ 1-t -t l [ 500 l ª 031[ 500-6001 l 
x

2
(tl 1 1+1 100 100+6001 

Es obvio que la especie presa será ellmlnada despues de 5/6 
afto • 10 meses, aun cuando comenzó con una población cinco veces 
más grande que la especie depredadora. De hecho es fácil mostrar 
que Independiente del tamano Inicial de la especie presa, ésta será 
eliminada en menos de un ano. 

Ejemplo 5 

Otro modelo depredador-presa. Consideremos el modelo 
depredado-presa regido por el sistema 

x',(t) a x,<t> - x.(t) 

x~(t) a x
1 
(t) + x

2
(t) 

SI las poblaciones lnlclales son x
1 

(0) a x
2
(0) a 100, 

determine las poblaciones de las dos especies para 1 > o. 

Solución · 

Aqul A a ( _: : J con ecuación caracterlstlca A 2 -ZA + 2 = O 

ralees complejas A
1 

a 1 + 1 y A
2 

= 1 - 1 y vectores caracterlstlcos 

v, • ( : l y ... ( _: )·· 
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Nótese que A
2 

= \ y v
2 

= vi' Esto no debe sorprender puesto 

que los valores propios de matrices reales aparecen en pares 
complejos conjugados y sus vectores propios correspondientes son 
complejos conjugados. 

y 

Entonces 

e·• = _ 1 [ -1 
21 -1 

-1 ) ! [ 1 
1 • 2 1 -: ) 

J•D•[ 1+1 O ) y o 1 - 1 
lt [eu+nt 

e • 
o .c~-llt ) 

Ahora por la fórmula de Euler , ek a cos t + 1 sen t. 

De esta manera e0 + Ut = etett • et (cos t + 1 sen tl. 

Anal6gamente, e0 - llt • ete-lt • et(cos t .. 1 sen t), 

En consecuencia 

1t •¡cost+1sent O ) 
e =e O cost 00 sentt 

1 l [ cos t + 1 sen t O l 
-1 O cos t - 1 sen t 

[ 
1 -1 J ·a' [ 1 
1 1 2 1 

l](cost+lsent 
-l cos t .. 1 sen t 

001 cos t + sen t ) 

lcost+sent 

Finalmente 

x(t) E e"x!O) • e'( cos ' 
-sen t 

sen t l ( 1000 l = 
CDS t 1000 

( 
lOOOet(cos t + sen t) l 
lOOOe'(cos t - sen t) 

La especie presa comienza a extinguirse cuando lOOOet(cost .. 
s:n t) = O o cuando sen t = cos t. Se tiene que la primera solución 
positiva de esta última ecuación es t • n/4 = 0.7854 ano = 9.4 
meses. 
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Ejemplo 6 

Un modelo de cooperación entre especies (Simbiosis). 

Consideremos el modelo simbiótico gobernado por el sistema. 

x'
1
hl = 112 x

1
(t) + x

2
(t) 

x'
2 

(t) = l/4x
1
(t) - 112 x

2
(t) 

Note que en este modelo la población de cada especie 
Incrementa proporcJonalmente a la población de la otra y decrece 
proporcionalmente con respecto a su propia población. Suponga que 
x

1
(0) • 200 y x

2
(0) • 500. Determine la población de cada especie 

para t > o. 
Solución 

Aquí A 11 ( -!~~ -!iz ) • con valores caracterJstlcos 

A
2 

= O y A
2 

a -1 y sus correspondientes vectores caracterlsticos 

·· · rn y 

e·•. -114[ • 1 
-1 

~ e ~t ) • De esta manera 

••• = -1/4 [ ~ -~ )( ~ .~. )[ :: 
-114 .. [ ~ 

y asl 

Entonces 

-2 ¡ 2 • 

Al [ •2 ·2et -4 
x(tl =e x(O) • -1/4 .¡ •• -• _2 

•4e:: l [ 200 l 
-2e 500 

114 ( -2400 + 1600e:' J ( 600-• - 4ooe:: J 
ª ·1200 - SOOe 1 300 + 200e 
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Note que e·t .. O cuando t .. co, Esto slgnlíka que conforme 
pase el tiempo, Jas dos especies slmbl6ticas se aproximan a las 
poblaciones de equlllbrlo de 600 y 300, respectivamente. Ninguna 
población es eliminada. 

ECUACIONES EN DIFERENCIAS Y MULTIPLICADORES DINAMICOS 

Esta sección concerniente al trabajo de slstemas de ecuaciones 
lineales en diferencias y varios tipos de multiplicadores 
Keynes[anos dentro de los sistemas. 

Keynes, -John Maynard (1883-1946). 

Nació en Cambridge, Inglaterra.- Estudió en la Universidad de 
su ciudad natal. 

Presentó con sus Ideas una nueva dJmenslón de la economía, que 
ha quedado pantetlzada en su rica producción como Investigador y 
autor. Su obra más Importante es Teorta General de la Ocupación el 
Interés y el Dinero, publicada en 1936. Las teorlas que encierra la 
obra, seglln sus crltlcos, no estaban lo suficientemente elaboradas 
al detalle para constituir un nuevo cuerpo general de anállsls 
económico completo. La formulación de las teorlas de Keynes en un 
principio resultó para ~l mismo una novedad. Su principal contenido 
discrepaba en algunos aspectos tratados por Ja escuela clásica; fue 
por ello quo dedico parte de sus obras a aclarar conceptos que no 
hablan quedado debidamente precisados por los clásicos; por 
ejemplo: Jngreso. Consumo, Ahorro. e lnverslón. 

El papel armonlzador de Keynes lo convlrtlo en representante 
distintivo de la Teoría Económica Moderna y modificador do la 
metodología científica de esta ciencia. Desarrollo una teoría 
macroeconómlca con un equlllbrlo dlnámlco, es decir, con diferentes 
niveles de empleo. Algunos conceptos Importantes utlllzados por 
Keynes son: Demanda Efectiva, Multlpllcador de la Inversión, 
Propensión Marginal al Consumo, Eficacia Marginal al Capital, etc. 

Efecto Multlpllcador: término acunado originalmente por 
Keynes; significa las consecuencias que ocurren en Ja inverslón, en 
el empleo y en general en toda la economía, como consecuencia de un 
Incremento en la Inversión Inicial. El efecto multiplicador se 
representa matemáticamente ash 

K ~---A-C-

l • 
AY 
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donde: 
K = Multiplicador 
dC 1:1 Incremento del Consumo 
AY a Incremento del Ingreso 
AC 
- = Propención Marginal al Consumo 
AY 

El multiplicador cambia directamente con las variaciones de Ja 
propencfón marginal al consumo, aunque el multfpJlcador es siempre 
mayor que 1 y la propenclón marginal al consumo es menor que t. 

Eficacia marginal del capital. 

Término utilizado originalmente por Keynes; significa el tipo 
previsto de beneficios que se espera obtener por el Incremento de 
una unidad más de capital. La eficacia marginal del capital es muy 
Importante por que condiciona, junto con el tipo de lnter6s, la 
Inversión, aunque es muy Inestable y se encuentra Influida por el 
mercado de valores, la confianza comercial1 las ventas, etc. 

La eficacia marginal del capital esta condicionada por la 
previsión de beneficios y por el costo de reposición o precio de 
oferta de Jos bienes de capital¡ se caracteriza por su 
Inestabilidad a corto plazo y por una tendencia asl la disminución 
en el largo plazo. 

Una ecuación en diferencias de orden r ( ~ 1 ) con 
coeficientes constantes es expresado para un tiempo t discreto 
como: 

P CG) X (t) a b(t), (1) 

donde P (G) •E ;.
0 

A1G
1
, G es el operador diferencial tal que 

G X (t) • X( t + 1 ) con Gº• J, (2) 

At (l • O, 1, .. ,, r)son constantes, ªr • O, b es una función 

conocida de t. La ecuación (1) es no homogenea si y solamente si 
b(t) no es Jdentlcamente cero, y su solución general es obtenida 
analogamente a la ecuación en diferencias ltneal que la ecuación 

k Wl•l 
X(t) a Xp(t) +E E e, ti t··~~ . 

l•l •1•0 
(3) 
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donde Xp (t) es una solución particular de la ecuación (1), 
~I ( 1 = l, ... K) establecido para toda ralz distinta de la ecuación 
caracterlstlca. 

con multiplicidad w1 satisfaciendo l: ~. 1 W1 = r y C1,1 para 

constantes arbitrarlas. 

Tambl6n una aplicación de la solución (3), analizaremos 
un problema económico titulado "La interacción entre el 
anfüsls multiplicador y el principio de aceleración". El cual es 
debido a Samuelson (1939) y Hlcks (1950). 

Una serle de notación es introducida como sigue: Y 
(Ingreso nacional); C (consumo); 1 (Inversión); K (provisión 
nacional de capital); v (coeficiente de capital); s (propensión 
marginal al ahorro); e (nivel fijo de consumo); g (propensión de 
crecimiento de Inversiones autónomas)¡ y t un arbitrarlo período 
discreto de tiempo. 

Haciendo a un lado el gobierno y la actividad del comercio 
extranjero. Establecemos el Ingreso nacional definitivamente 
Igual a la suma del consumo y la Inversión. 

(5) 

El consumo y la inversión son supuestos a depender como se 
establecieron las variables arriba dentro del período previo en la 
siguiente forma 

(6) 

Con la suposición 1 - s > O 

1t = V y t-1 - Kt-1 + IX (1 + g)t, (7) 

donde a es una constante. 

Otra definición ldentlcamente es 

(8) 
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substituyendo de (7) a (8) y entonces considerando un período 
largo, tenemos 

K
1 

• v v
1 

+ a( 1 + g )1-1 
'"l -2 1 

el cual es sustituido en (7) da Y sustituyendo de (6) y (9) en (S) 
obtenemos una ecuación diferencial lineal de orden dos. 

y t - ( 1 - s + V )Y t-1 + vY t-2 = e + ag( 1 .. g ,
1
-
1 

(IO) 

Estas ecuaciones no homogeneas serian resueltas como indicado 
por la solución (J). 

Primero damos con la ecuación homogenea asociada de (10). 

(11) 

La ecuación caracterlstlca de (11) 

A2 - ( 1 - s + V ) A + V • o 
cuyas ralees son: 

Al • 1/2( 1 • S + V + (( 1 • S + V )
2 • 4v 1112 ) 

A2 • 1/2( 1 • s + V + (( 1 • s + V )2 • 4v 1112 
) 

Ya que A1A2 > O y A1 + Ai > O, los siguientes tres casos son 
distinguidos. 

Caso 1: Al y Ai son distintos reales y positivos. 

Caso 2: 7.1 • Az es real y positivo. 

Caso J: )U es un n~mero complejo y Ai es su conjugado. 

Estos casos serian verificados y examinados uno a uno. 

El caso 1 compuesto de dos subcasos, caso la y caso lb. 

En el caso 1,, v > ( 1 + s112
)
2 y aqul A1 > 1, Ai > 1 
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Incrementarla monotamente y eventualmente tlende a cero dependiendo 
de las condiciones Iniciales. 

En el caso lb, v < { l - s112 )2 y aquf ambos ;u y .Az son menos que 
uno, Implicando que Y t en (12) converge monotamentc a cero. 

caso 2 tlimblén contiene dos subcasos. caso Z. y caso Zb. 

En el caso 2a, v • ( 1 • s112 J2 y Al • Az > l. 

As! el comportamiento de Yt es de la misma cJase como el caso 

En et caso 2b donde v • C 1 .. s112 
)
2

, as1 ocurre una 
situación similar al caso lb. 

En el caso 3, ( 1 - s112 )2 < v < ( l - s112 ¡2 

Dado An m ex + l/l y A2 " a - !/l, 

donde a. • l/2( l - s • v ) y fl • 112 14v - ( l - sv )21
112 

ya que a t lfl • p ( cos w t t sen w ), 

donde p • ( a.2 + jl2 )112 
• v112 y w es el angulo entre A y el eje 

real x, la solución de (U) llega a ser. 

Y
1 

• ( v112 
)
1( Ct cos t w + Cz sen t w ) (13) 

donde C1 y Cz ·son constantes reales. Asl si v • 1, Yt en (13) 
oscila con una amplitud fija, 

SI v > !, v
1 

oscila con una amplitud expandida; y si v < !, Y1 

oscila con una amplitud restringida. 

En suma tenemos cinco diferentes casos: 

a) Y t converge monotamente a cero en caso v ::s (l - s1
.n)

2; 

b) Y
1 

oscila con amplitud restringida en caso (1 • s112
)
2 < v < !; 

e) Y 
1 

oscila con amplitud fija en el caso 1 < v < (! - s112
)
2

; 

d)Yt expando monotamente o tiende eventualmente a cero dependiendo 
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sobre las condiciones Iniciales en el caso (1 - s112)2 :s v. 

También sera analizado el comportamiento de Y t en la ecuación 

homogenea (11), Proxlmamnte una particular solución de (IO) es un 
esbozo. 

Partimos la ecuación en dos: 

Y
1 

- ( 1 - s + V ) Y
1
_

2 
a ag( 1 + g ¡1-• 

v1 satisface (IOa) es Igual una constante: 

Y a C/s. Estableciendo v
1 

a Z( 1 + g ¡t-i 

(IOa) 

(IOb) 

en (lOb) obtenemos Z a ag/( s + gs + g -vg + g2 
). Aqul tenemos una 

solución particular de la ecuación (IO) como sigue: 

t+I - & cxg(I + g) 

yt • s + s + ( 1 + s - vlg + gz 
(14) 

La cual puede ser considerada como una trayectoria dlnamlca de 
equlllbrlo. Finalmente, la solución general de la ecuación (10) es 
obtenida por la suma de (14) a llZl o por (13). El primer término 
de (14) da el recorrido largo del nivel de equlllbrlo por lo cual 

el ingreso nacional aproximado en el caso Y ten (12.) es convergente 

mientras el segundo término de (14) es decir sera el super 
multiplicador el cual levanta, el largo recorrido del nivel de 
equlllbrlo en una proporción constante. 

Ahora retornamos a un sistema de ecuaciones lineal en 
diferencias de orden r e~ l) con cocrlclentes constantes el cual, 
puede ser expresado generalmente como: 

P(G)x(t) • b(t) (IS) 

donde G es el operador en diferencias definida por (2): 
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[ 

Pu(G) ••• PJn(G) l [x1(t)l [1(!)] 
P(G)• • ; x(t) • • ; b(!) • • 

Pn1(G) ..• Pnn(G) Xnfl) bnft) 

menos uno de los A!hJJ puede ser no cero, bj es una función 

conocida de !. La solución general de la ecuación USJ toma la 
forma. 

ir: wl·l 
x(!) • x (!) + I: E e, v t'1 >.: 

p 1n1 slcO 11 ll 
(16) 

donde Xp(!) es una solución particular de (IS) c
111

(1 = l,. •. k) 

t establecido para una constante arbJtrarJa, At es una rafz de Ja 
ecuación caracterfstlca. 

k 

Con multlpllcldad W1 satisfaciendo E = r x n 
l•I 

A
1 

• [ ~:' • • • A:••I ]· (1 = O, !, .•• , r) 

(ni) fnn) 
P¡ ••• P1 

y v
11

(s1 • O, 1, ... , wM) establecido por la lndependencla 

llneal de los elgenvectores de A definida abajo asociada con >.
1
; 

es decir cuyos vectores v satisfacen 

{ \1 - A )v =O 
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en donde A esta definida como. 

o 1 o o 
o o o 

A • (18) 

o . 1 

Ao Al A ·-· 
con A

1
• - A~1 Al ( 1 = O, 1, ... , r-1 ) sobre la suposición que A, 

es no singular. Claramente, el sistema (IS) es Igual a 

a
0
x(t) + a

1
x(t + 1) + A

2
x(t +2) + ... + A,x(t + rl = bt (IS') 

como un ejemplo del sistema (IS), considere el siguiente sistema 
Keyneslano (19) donde: C:consumo; V: Inversión; F: otra demanda 
efectiva; Y: Ingreso nacional y R: la razón del Interés (o 
proporción del); y subscrito t designado a un periodo de tiempo. 

Ct = 0.4Yt + O.JCt-t 

Vt • O.IYt + O.S(Yt-I - Yt_2J - 2Rt (19) 

Yt = et • vt ~ Ft 

Este sistema de ecuaciones puede ser escrito como: 

[:'.][~] 

121 



El cual es de la forma de (IS') con un tiempo lento de dos 
periodos. Premultlpllcando este sistema por la Inversa de la l)latrlz 
de coeficientes de lado Izquierdo obtenemos. 

x(t) = A
1
x(t-1) + Aox(t-2) + Nz(t) 

donde 

x(t) •[ ~:] • A, • [ ::: : :: ] • Ao • [ : : ~~:] 
Y

1 
.6 O 1 O O 1 

[

-1 

N • -2 

-4 

.6 

.4 

Definiendo x(t) [ 
x(t-1 ] [O 1] 

• x(t) , A • A0 A, , 

~]. y Z(t) • [ Z~t) ] 

Transformamos (20) en su forma canOnlca 

x(t) • Ax(t-1) + wz(t) (21) 

Una sustltuclOn Iterativa representada sobre (21) produce. 

t-1 
x(t) • A1x(O) + ¡: A• wz(t-s) (22) 

S•O 

(20) 

Asl obtenemos los efectos del multiplicador dinámico sobre x 
de z como sigue 

ax!tl 
= A1w para s =O, 11 2, .. ., t ... 1 

az( t-s) 

o equivalentemente los efectos del multlplcador de x de z son: 
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ax(O) [ aCo/BRo 
--- • aVo/BRo 

az(O) aYo/BRo 

ax( 11 

BCo/Bl'o] 
BVo/Bl'o • N El multiplicador de Impacto 
BYo/Bl'o 

-- • A1N ( el multiplicador de un periodo lento l 
az(Ol 

Bx(
2

) • ( Ao + A2 l N ( el multiplicador retardado de dos períodos l 
az(Ol 1 

ax(J) • Ao ax(l) +Al Bx( 2 l (el multiplicador retardado de tres 

az(O) az(Ol az(Ol tiempos l 

ax( t l a! t-2) 
--• Ao + At 
az(Ol az(Ol 

ax( t-1) (el multiplicador de t-éslmo 
--- período de retardo) 
az(O) 

SI la variable autónoma del vector z(t) permanece constante 
sobre el tiempo t, el efecto del multllpllcador de acumulacl6n de 
z(O) •obre x(t) serlat 

l 1 + A + A2 + ... + At-l l • [ 1 - A r' ( 1 - A1 lw (23) 

Sean las serles en (Z3) convergentes o no lo cual se vera en 
seguida. 

Dado A sea un elgenvalor de una matriz A de n x n. Entonces A~ es 

un elgenvalor de A• donde q es establecida para un entero positivo 

arbitrarlo. Denotado por b
11 

el (1, J) éslmo elemento de A•. Ya que 

Sl !a matriz A• tiende a cero cuando q se aproxima al Infinito, 
cada elgenvalor de A serla menor que la unidad en modulo. 
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El comentarlo también serla verlrlcado como se establece abajo. 
Para una matriz A cuadrada donde M es una matriz no singular tal 

que J a M-1AM, toma ta forma canónica de Jordan es decir J es 
partlclonada en la diagonal en bloques. 

~ J • A1l +El 

Al 

1--.---1 
WI 

(Z4) 

y cero abajo de la diagonal de los bloques, donde Al denota un 
elgenvalor de A con multiplicidad w1(1 • 1, .. ., k). 

y E1 [
o ... o] 
o .... ~ 
1--.---1 

WI 

Notamos que algunos de los unos en J1 y El serian ceros, pero 
esto no Influencia la secuencia del anallsls en algo sustancioso 
conforme a la transformación de A en J, el sistema (Z2) serla: 

• t • t-1 • 
X (t) • J X (O) + l: J' Z (t - s) (Z5) 

S•O 

donde X
0 

• M"1X y z• • M·'wz. Note que Jt tiene la diagonal en 

bloques J~ y cero abajo de los bloques de la diagonal. En vista de (24) • 

.,, + 1/ ( WI • 1 )1 fl(t)Ewl·I, 

donde f1(tl • e¡¡:::~ ( t-s1 )A:-w•••. 
por ejemplo s I w1 = 3 
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Ya que: 

f1(t+I) 1 + lit 
--- • ------- ~1 • ••• 
f1(t) 1 - (w1-2)/t 

t se aproxima a Infinito. 

f1 (t+I) 

fl(t) 
tiende a 1 A1 I cuando 

Asl, si 1Al1 < 1, donde existe un entero t
0 

tal que t ~ 1
0

, 

f 1 (t+I) 
----- < a, º equ1va1entemente 1 r111+u 1 < a 1 r1ctJ ¡, 

f1(t) 

donde a e CIA1I , l). 

En general, para un entero positivo 1' obtenemos 

1 fl(t + T) 1 < 8T1f¡(t)1 para 1 ~ t
0 

ya que 0 < 6 < < l, 

1 f1(t + T) 1 tiende a coro cuando T se Incrementa. Por lo tanto, 
cuando A1 est m'5 pequefta que la unidad en modulo, fl(t) tiende a 
cero y aqul J 

1 
la matriz converge a cero cuando t se aproxima a 

Infinito. 

SI IA1I < 1 para cada 1, J1 y aqul At la matriz converge 

a cero ya que A t • MlM-1• Por el anallsls anterior, obtenemos un 
teorema sobre estabilidad de matrices. 

Teorema dado A sea una matriz cuadrada real. 

Entonces el llm At • O si y solamente si cada elgenvalor de A 
t•O 

sea una matriz cuadrada real, las serles: 

J + A + A2 + A3 + ... convergen a [ 1 - A f 1sl y solamente si 
cada elgenvalor de A es menor que el modulo de la unidad. 
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Recordando, si el modulo de cada elgenvalor de A es menar que 
la unidad con un Z(t) fijo en (21) para toda !, dado Zo, el nivel 
de xltl converge en equlllbrlo. 

l 1 - A r' W Zo (26) 

El cual serla llamado multiplicador de equillbrlo largo. En un 
similar sentido el sistema 115) de ecuación lineal en diferencias 
tiende a estar estable sl cada raiz caracterlstlca de (17) es menor 
que el modulo de la unidad. 
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MODELO DE COMPETENCIA ENTRE TRES LECHERIAS 

[ 
o.a 0.2 

A = 0.1 0.7 
0.1 0.1 

0.2 

0.1 ] 
0.3 
0.6 

[ 
o.a - A 

A - Al a 0.1 
0.1 

0.7 - A 
0.1 

0.1 ] 
0.3 
0.6 - A 

Para que A - Al sea singular es necesario que det ( A - Al )a O. 

Por el cálculo directo se obtiene: 

det ( A • Al ) a A 3 + 2 .IA 2 • l.4A + 0.3 

• • ( A • 0.5 ) ( A • 0.6 ) ( A • 1.0 ) 

y entonces los elgenvalores A deben ser 

i\ a 0,5, i\ a 0,61 i\ • 1.0 

Para encontrar los elgenva1ores asociados considere, por 
ejemplo la ecuación ( A - Al ) x a O por A a 0.5 en término de los 
elementos x

1
, x21 y x

3 
de x esto es 

0.3x
1 

+ 0.2x2 + O.!x3 a O 

o.1x, + o.zx, + 0.3x3 a o 

o.1x, + o.1x, + o.1x. a o 

La t6cnlca acostumbrada por los sistemas lineales de 
ecuaciones reducen lo anterior a 

x
1 

+ Ox
2 

.. x3 • o 

ox
1 

+ x
2 

+ 2X
3 

111 o 

Ox
1 

+ Ox
2 

+ Ox3 • O 

de aqul es posible hacer que x
3 

sea un ex arbitrarlo, 

x a a, y x = -Za. y entonces x • a [-~ ] es un elgenvector 
l z 1 
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asociado con el elgenvalor A = 0.5 para todo o; - O. Por métodos 
semejantes se encontrara que existen múltiplos arbitrarios de los 
vectores : 

[ -l ] , [ _!} son elgenvectores asociados con los elgenvalores 

A = 0.6 :\. a 1.0 respectivamente, los tres subespaclos 

unidimensionales de R 
3

, cada uno generado por uno de esos treS 
elgenvectores, son, de este modo subespacios Invariantes de A. 

Q. [-i l 
-1 
o 

~ ] ; 
-1 

Q-'AQ = J, 

[ 

0.07 0.07 1.07 ] [ 0.8 
0.33 -0.67 -1.67 0.1 
0.07 0.07 0.07 0.1 

[ 
o.s 

J D 0 
o 

o.~o -2~s ] 
o 1.0 

[ 

0.07 0.07 1.07 J 
Q-1 

• 0.33 -0.67 -1.67 
0.07 0.07 o. 07 

1 
-1 
o 

~] D J 
-1 

forma una base para R3, de tal manera que: 

x•av+av+av o l l 22 3 3 

Entonces A
1
x

0 
= a

1 
( 0.5 l\ + a2 ( 0.6 >\ + a

3 
( 1.0 >\ 

lo que demuestra que A1x
0 

converge a un míiltlplo de a
3 

v
3 

para 

todo x
0 

• 

Ejemplo 7 los modelos de crecimiento de población surgieron 
esencialmente de la hipótesis de que el crecimiento es proporcional 
a la población presente: 
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El modelo continuo análogo para pequeftos Intervalos de tiempo 
o para poblaciones con rápido crecimiento usaría la derivada con 
respecto al tiempo i> : 

p'( t ) = ( fl - 6 )p ( t ) 

En donde fl y a reflejan las tasas de nacimientos y muertes 
para las poblaciones en competencia como las del modelo gallJnas -
zorros. 

F'C t l • - 0.4 F e t ¡ • o.se e t ), F e t
0 

l • 100 

C'( t l • -k F e t l • 0.2 e e t l, e e t
0 

l = 1000 

O, en notación matrJclal x'= Ax, x ( t
0 

} = x
0 

En donde 

X • 
[ 

re ] , A • ( --ok.4 o.s ] [ 100 ] 0,2 ' XO ª 1000 

SI k • 0.16 en este modelo de competencia entre poblaciones 
obtenemos la matriz A : 

A • ( -0.4 o.s ) 
-0.16 0.2 

que tiene elgenvalores \ = O, ~2 = -0.2, y se reduce a la forma 

diagonal de Jordan por : 

p • [ ~ ~ J or-· • [ -g:~ _g:n 
P-1AP •J. 

Los elementos diagonales de J ( t l son entonces 
exp ( O t l • 1 y exp ( - 0.2 t ) de lo cual obtenemos: 

X ( t ) • [ F ( t ) e ( t ) J' 
en donde 

F ( t l • 2400 - 2300 exp ( -0.2 t l y 
e ( t l • 1920 - 920 exp ( -0.2 t ). 

Conforme pasa el tiempo fas poblaciones tienden a valores 
estables de 2400 y 1920. 
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SI ahora k = 0.18 la matriz A toma la forma : 

A = [ -0.4 0,5 ] 
-0.18 0.2 

tiene un elgenvalor doble \ = -0.1 y todo elgenvector es mllltlplo 

de ( 5 3 J'. Esto slgnlflca que A tiene un bloque de Jordan 2 x 2 
en su forma de Jordan que se encuentra fáclJmente: 

[ 
-0.1 1 ] 

• o -0.1 : X ( t ) • ( F ( t ) e ( t ) )1, en donde 

F ( t ) = ( 100 + 470t ) exp ( -0.lt ), 
C( t ) • ( 1000 + 282t ) exp ( -0.lt ). 

Ambas poblaciones mueren cuando t tiende a Infinito. 

Ejemplo: una matriz A 2 x 2 y su forma de Jordan 

J • [ -o¡} _0\ ] para A • [ :g:~~ 

Usando P y' P"1 resulta 

[ 
l - 0.3t 

exp ( tA ) • exp ( -0.lt ) -O. l8t 

haciendo t • 1, se obtiene 

0.5] 
0.2 

O.St ] 
l + 0.3t : 

exp ( A l • exp ( lA l • exp ( - 0.1 ) [ _g:ia ~:~ ] . 
Una vez encontradas las soluciones de las ecuaciones 

diferenciales estudiadas en los ejemplos anteriores se podr(a ver 
Inmediatamente cómo se comportaron cuando t tend!a a lnflnlto. 

Se pueden escribir esas soluciones como x(t) • exp(tA)x
0 

esos, 

resultados deberían ser consecuencia de las propiedades de A y de 
exp( tA ), La fórmula explicita para exp ( tA l da una prueba 
Inmediata de esos resul1ados una vez que so ha entendido el 

comportamiento de exp ( ~t l para una ~ posiblemente compleja. 

SI A lliS a: + 11
1 

con a y f3 reales, entonces la serle Infinita para 
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exp ( At l se divide en la parte real y la parte Imaginarla y 
resulta exp ( 1 « + il• )t } = exp 1 «t ) ( ces {!t + 1 sen /lt }. SI 
a., la parte real de ,\ es negativa, entonces exp ( At 1 tiende a 
cero a medida que t tiende a Infinito; si la parte real de A es 
positiva, 1 exp ( At ) 1 tiende a Infinito, y la parte real es 
cero, exp ( .U J está acotada. 

Ejemplo 8. suponga que v( t l es el Ingreso total en el tiempo 
t de una empresa dada ( o quizás el PIB de una econom!a ), y 
suponga también que, si 1( t ) de este Ingreso se reinvierte, la 
tasa de crecimiento de v será proporcional a 1 de modo que: 

v'I t ) • g 1( t ) 

para determinada razón de crecimiento g. Se propone relnvertJr una 
parte fija r de los Ingresos, de modo que 11 t l = rv ( t ), y se 
supone que el resto del Ingreso, ( t - r ) v ( t ), deberá ser 
distribuido corno ganancias entre los acclonlstas después de que se 
han deducido Impuestos y otros gastos, de modo de que Ja tasa de 
crecimiento de la ganancia o utilidad p sea proporcional a: 
( 1 - r )v1 esto es, 

p'• s ( 1 - r )v. 

Entonces, en resumen, se obtiene el modelo 

v'• g • r • v, 

p' • s 1 1 - r )v. 

o en notación matricial, 

A • [ ( 0,08 )( 0.2) O ] 
0.7( 1 - 0.2 ) 0.2 

conv(O)•IOO y p(O)•S 

Aquí, g, r y s son constantes, 
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CONCLUSIONES 

En las aplicaciones del Algebra Lineal y la Teorla de Matrices 
juegan un papel muy Importante puesto que estos dos entes se 
conjugan de una manera tan extraordinaria que una de tantas 
utllldades que se les puede dar en este caso es: la Matriz en su 
forma canónica de Jordan. 

Las matrices que no son dlagonallzables o sea que no tienen n 
vectores llnealm·ente independientes, suelen aparecer en ciertas 
aplicaciones. Para lo cual todavia es posible mostrar que la matriz 
es equivalente a otra más simple, pero la matriz ya no es diagonal 
y la matriz que se desea obtener es un poco m~s dlflcll. 

La matriz J se Barna Forma canónica de Jordan de A. 

1.- SI A es dlagonallzable, entonces: 

J = D diagonal (\, 1'
2

, .. ., l\n) 

cuando ;\
1
, }i.

2
, ... 1 An, son los valores caracterlstlcos de A (no es 

necesariamente distintos). Cada componente de la diagonal es una 
matriz bloque de Jordan de 1 x l. 

2.- Dada una matriz que no es dlagonallzable se puede llevar 
mediante una transformación de semejanza a una Forma canónica de 
Jordan para poder analizarla. 

Dada una. matriz cuadratlca A, queremos escoger M tal que 

M"1AM sea lo más dlagonallzable. 
En el caso más senclllo, A tiene un conjunto completo de 

vectores propios que serán las columnas de M ( se conoce como S ). 

La Forma de Jordan es J • M.1 AM • /\, se construye 
completamente a partir de los bloques de 1 por 1 J

1 
• A

1 
se alcanza 

el objetivo de obtener una matriz totalmente diagonal. En el caso 
más general y más dlflcll, faltan algunos vectores propios y es 
Imposible la rorma diagonal. Ese ccaso es ahora nuestro objetivo. 

Teorema que se pretende demostrar: 
SI una matriz S vectores propios linealmente Independientes, 

entonces es similar a una matriz que está en la forma de Jordan 
especial. 
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[ A1 1 ] con bloques J1 a ' : : 1 
Al 

Un ejemplo de dicha matriz es 

8 o o o 
[: ~ ] J, 

o 8 o o o 
J. o o o o [: ~ ] J2 

o o o o o [o [ J3 

El vector propio doble A a 8 tiene un solo vector propio, en 

dlreccl6n de la primera coordenada e
1 

• ( 1, 0 1 0 1 O, O )T¡ esto 

hace que A • 8 aparezca solamente en un bloque J
1
, 

El valor propio Triple A • O tiene dos vectores propios e3 y 

e •• los cuales corresponden a los bloques de Jordan J
2 

y J
3

• 

La cuestión clave es: SI A es alguna otra matriz de S por S, 
¿ bajo que condiciones su forma do Jordan sera la misma matriz J 1 

¿ Cuándo existirá alguna M tal que M"1 AM • J 1 
Como primera condición, cualquier matriz similar A debe 

compartir los mismos valores propios 8, 8, O, O, O,, 
Pero esto esta lejos de ser suficiente [ la matriz diagonal 

con estos valores propios no es similar a J ), y nuestra pregunta 
está realmente relacionada con los vectores propios. 

Para contestala reescribimos la relación M"1 AM • J en la 
forma simple AM • MJ 

Realizando las multiplicaciones una columna a la vez: 
Ax

1 
• SXL y Ax2 a 8x

2 
+ x

1 
(1) 

Ax
3 

a Ox3 y Ax
4 

ª Ox
4 

+ x3 ; Ax
6 

• Oxs (2) 
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Podemos ahora reconocer las condiciones en A. 
Debe tener tres vectores propios autenticas, tal como los 

tiene J. Aquél con ;>. = 8 Irá en la primera columna de M, 
exactamente como hubiera ido en la primera columna de S: Ax

1 
= Bx

1
• 

Los otros dos, que llamareos x
3 

y x
6

, van en la tercera y 

quinta columna de M :Ax
3 

= Ax
6 

= O. 

Finalmente, debe otros dos vectores especiales, los [vectores 
propios generalizados 1 x

2 
y x

4
• 

Consideramos x
2 

como elemento de una hilera de vectores encabe 

zados por x
1 

y descritos por la ecuación (!). De hecho x
2 

es el 

dnlco vector adicional en la hilera, y el bloque correspondiente J
1 

es de orden dos. La ecuación (2) describe dos hileras diferentes, 
una en la que x

4 
sigue a x

3 
y la otra en la que x

6 
está solo: los 

bloques J
2 

y J
3 

son de 2 por 2 y de 1 por l. 

La bdsqueda de la Forma de Jordan de A se convierte en la 
btlsqueda de estas hileras de vectores, cada una encabezada por 
algún vector propio: para cada 1, o 

(3) 

Los vectores x
1 

van en las columnas de M, y cada hilera 

produce un solo bloque en J. Esencialmente, tenemos que mostrar de 
qué manera pueden construirse estas hileras para cada matriz A. 

Entonces, si las hileras corresponden a las ecuaciones 
particulares (!) y (2), nuestra J será la Forma de Jordan de A. 

Existen tres pasos. 
Después de dar una descripción genera los aplicaremos a un 

ejemplo especlflco. 

Paso l. SJ suponemos que A es singular, entonces su espacio 
columna tiene dlmensl6n r < n. En Jo que respecta solamente a este 
espacio pequefto, la hlpotesis de lnducci6n garantiza que una Forma 
de Jordan es posible¡ debe haber r vectores Independientes w 

1 
en el 

espacio columna tales que: 

A =Aw óA =A +w 
wl l l wt lwl 1-1 

(4) 
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Paso 2. Supongamos que el espacio nulo y el espacio columna de 
A tienen una Intersección de dimensión P. 

Desde luego, cada vector del espacio nulo es un vector propio 
correspondiente a i\ = O. Por lo tanto, debe haber p hlleras en el 
paso 1 que comienza a partir de este valor propio, y nos interesan 
los vectores w

1 
que tienen al final de estas hileras. 

Cada uno de estos vectores está en el espacto columna, asl que 
cada uno es una combinación de las columnas de A: w 

1 
= Ay l para 

alguna y
1
• 

Paso 3. El espacio nulo siempre tiene dimensión n - r. Por lo 
tanto, independiente de su Intersección p - dimensional con el 
espacio columna, debe contener n - r - p vectores básicos 
adicionales z

1 
fuera de esa Intersección. 

Juntemos estos pasos para obtener el Teorema de Jordan. 
Los r vectores w

1
, los p vectores y

1 
y los n .. r - p vectores 

z
1 

rorman las hileras de Jordan para la matriz A: y estos vectores 

son linealmente Independientes. Van en las columnas de: 

M y J • M-1 AM esta en la Forma de Jordan. 

El resultado de un esfuerzo supremo por dlagonallzar una 
matriz A de n x n es la Forma Canónica de Jordan. 

Tabla de Transformación de Slmllltud. 

Para matrices A de n x n. 

1.- A es dlagonallzable: las columnas de S son los vectores 

propios de A y S-1 AS • A es Diagonal. 

2.- A es arbitraria:: las columnp.s de M son los vectores 
propios y los vectores propios generalizados de A, y la Forma de 

Jordan M-1 AM = J es diagonal por bloque. 

3.- A es arbitrarla y U es unitaria: podemos escoger U tal que 

u·1 AU • T sea triangular superior. 

4.- A es normal AA" = A"A: podemos elegir U t•I que u-1AU • A 
casos especiales, todos con vectores propios ortonormales. 
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a : SI A es Hermltlana, entonces /\ es real. 
a': Si A es real y simétrica, entonces /\ es real y U • Q es 

ortonormal. 
b : SI A es Anti-Hermitiana, entonces A es Imaginarla. 

e : SI A es unitaria, entonces todas los / \ / • 1 

Sea la matriz A de 2 x 2 con un valor caracterlstlco ~ de 
multiplicidad algebraica 2 y multiplicidad geométrica 
correspondiente a A. Entonces existe un vector v2 que satisface la 

la ecuación: 

( A • Al ) v
2 

a v
1 

Demostración: 

(!) 

· Sea x e C2 un vector constante que no sea múltiplo de v
1 

por 

lo cual x no es un vector caracterJstlco de A. Primero mostraremos 
que: 

w • ( A· Al )X 

es un vector caracterlstlco de A. Esto es, demostraremos que 

w • cv
1 

para alguna constante c. Ya que w e c2 y v
1 

, x son 

linealmente Independientes, existen constantes c
1
, c2 tales que 

w=cv+cx 
1 1 2 

(2) 

(3) 

Para mostrar que w es un vector caracterlstlco de A, debemos 
mostrar que c

2 
• O. De (2) y (3) encontramos que: 

( A - Al )X a c
1 
v
1 

+ c
2
x 

Sea B • A - ( A + c
2 

)1 entonces (4), 

Bx a ( A - ( A + c
2
ll Jx • c

1
v

1 

(4) 

(5) 

si suponemos que c
2 

diferente de cero entonces ~ + c
2 

11t ~ y ~ + c
2 

no es un valor caracterlstlco de A ( ya que A es el llnlco valor 
caracterlstlco de A ). Se tiene de esta forma que 

det B • detl A - ( A + c
2

)1 1 - O lo cual significa que B es 

Invertible. 
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De aqul que (5) puede escrlblrse como 

X = 8-1C V = C 8-lV 
11 1 t 

(6) 

Entonces multlpllcando ambos lados de (6) por A, 

i\x = i\c
1
B-

1v
1 

• c
1
B-1i\v

1 
= c

1
B-1Av

1 
(7) 

Pero B a A - ( A + c
2

)1 de manera que 

A a B + ( A + c
2

)1 

Sustituyendo (8) en (7) 

Ax • c
1
B"1[B + ( A + c

2
)1 Jv

1 
• c

1
[ 1 + ( A + c

2
JB"1 )v

1 

(8) 

(9) 

Pero usando de nuevo (5), c
1
e"'v, a x, por lo que (9) se 

convierte em 

Ax • c1v1 + ( i\ + c2Jx • c1v1 + c2x + i\x 

oblenO•cv +ex 
l 1 2 (!O) 

Pero v 
1 

y x son linealmente Independientes, asl c
1 

• c
2 

= O 

Esto contradice la hlpotesls de que c
2 
~ O. De esta manera 

c
2 

• O y, por (3) 1 w es un móltlplo de v
1 

por lo que w = c
1
v
1 

es un vector caracterlstlco de A. 

Mls a'1n, w • O ya que si w • O entonces (2) nos dice que x es 
un vector caracteristlco de A por consiguiente c

1 
• O. 

Seav•lx z c
1 

(ll) 

Entonces ( A - Al Jv
2 

= ( ~ )( A - Al )x = ( ~ Jw = v
1 

. 1 1 
Deflnlcl6n de: vector caracterlstlco generalizado. 
Sea A una matriz de 2 x 2 con el único valor caracterlstlco i\ 

con multlpllcldad geométrica l. Sea v
1 

caracterlsllco de A. 
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Entonces el vector v
2 

definido por ( A - Al lv
2 

= V. se llama 

vector caracterlstlco generalizado de A correspondlentc al valor 
caracterlstlco de A. 

Ejemplo sea A = [ ~ -~ ] la ecuación caracterlstlco de A es 

">+.
2 + ~ + l :a ( A + 1 )2 = O en lo que A • -1 es un valor 

caracterlstlco de multlpllcldad algebraica Z. Entonces: 

( A - Al )v • (A + llv = ( : :! ] ( =: ] • [ g ] 
De aqul se obtiene el vector caracterlstlco v 

1 
• ( i ] 

No existe otro vector caracterlstlco llnealmente 
Independiente. Para encontrar un vector caracterlstlco v

2 
calculamos 

( A + 1 ) bl ( 
4 -z ] ( xx! ] • [ 2

1 
] lo cual nos da v2 • v1 o en 8 _4 • 

el sistema 
4x1 - zx, • 1 

Bx
1 

- 4x
2 

• 2 

La segunda ecuación es el doble de la primera, por lo que x
2 

( 1 + zx, 
puede escogerse arbitrariamente y x

1 
• ___ 

4 
__ 

Por consiguiente una posible elección de v
2 

es 

... [ 1~4 ]· 

Teorema: Sea A. A, v
1 

y v
2 

como en el teorema anterior y 

sea C la matriz cuya columna son v 
1 

y v 
2
• entonces: 

-1 [A 1] C AC = J donde J = O A es la Forma Canónica de Jordan de A. 
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Demostración: 

Puesto que v
1 

y v2 son linealmente independientes, vemos que e 

es Invertible. 

Ahora nótese que AC 111 A( v
1
, v

2
) 11 ( Av

1
, Av

2
) • (Av

1
, Av

2
) 

pero por la ecuación (!), Av
2 

= v
1 

+ ;>.v
2 

de modo que 

AC 1111 ( Av
1 

, v
1 

+ Av
2
), asimismo 

AC • CJ, lo cual significa que c-1AC = J. 

Del ejemplo anterior 

v,. [ n y •• = [ 
1~4 J. entonces e. u 1~4 J. 

c·I AC • [ ~ ~~2 ][ ~ -~ ] u 1~4 ] = [ ~ ~n [ =~ 3~4 ] 

• [-~ .: ] .. J. 

El m~todo antes descrito puede generalizarse para obtener la 
Forma canónica de Jordan de cada matriz. Aunque no se demuestra 
aqul este resultado siempre es posible determinar el número de unos 
arriba de la diagonal en la Forma Canónica de Jordan de una matriz 
de n x n. Sea \ un valor caracterlstlco de A con multiplicidad 

algebraica r
1 

y multiplicidad geométrica s
1
, s1, i\

1
, A2 , ... , Ak 

son los valores caracterlstlcos de A. 

El n~mero de unos arriba de la diagonal de la Forma canónica 
de Jordan de A, 

•(r1 • s1) + ( r2 • s
2 

) + ... + (rk + sk ) 

139 



SI conocemos la ecuación caracterlstlca de una matriz A, 
entonces podemos determinar las posibles Formas Canónlcas de Jordan 
de A. 

Aplicación: Evolución de Sistemas Continuos y Exponenciales de 
Matrices. 

El valor analltlco de la Forma de Jordan se desarrolla para 
ver la evolución de sistemas generales cuyo estado en un punto 
especifico del tiempo se da como una transformación lineal del 
estado en un tiempo especifico anterior. 

SI el Intervalo de tiempo en cuestión es extremadamentte 
pequer\o o sl el cambio en el estado es extremadamente pequefto en 
relación con el estado, a menudo es útil suponer que el estado x se 
define para todo tiempo t por la función x(t) y que la Información 

de los cambios de estado se da en termines de la derivada x' en 

donde x' es 

x'(tl • 

dxl 
-(t) 
dt 

dxz 
-(t) 
dt 

dxp 
-(t) 

dt 

SI x es p x 1. En otros casos, particularmente en las ciencias 
flslcas y en la lngenlerla, se considera al tiempo como una 
variable muestreada continuamente de modo que las descripciones 
naturales de la evolución del estado x de un sistema usan la 

derivada x' y ecuaciones dleferenclales orldlnarlas. 

Se dieron algunos ejemplos para Ilustrar la forma en que 
al¡unos sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias quo surgen 
en las apllcaclones se pueden expresar en una forma estandar 

x• a Ax+ r. 

Como las matrices que no son diagonallzables suelen darse en 
las aplicaciones en la realidad. 
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La flnalldad de hallar la Forma canónica de Jordan es que en 
estas matrices se pueden expresar como 

Zt 2 3t3 

l D ( l + At + -- + A -- + ... l. 
21 31 

Como en Jos sltcmas de ecuaclones dlrerenclales lineales se 
encuentra una matriz fundamenta! a la cual se le obtiene su 
Wronsk!ano y debe tener n vectores linealmente lndependlentes la 
Forma Canónica de Jordan que se obtiene de un sistema de Ecuaciones 
DlferencJales cuyo matriz no es fundamental o sea que no tiene un 
conjunto completo de n vectores linealmente Independientes se 
realiza la transformación para obtener sus vectores llnea!mente 
independientes generalizados se puede tomar esta matriz de Jordan 
como la matriz fundamental que serla 

J •O+ N 

donde O es la diagonal y N es una matriz nul!potente, 
Como las matrices que no son dlagonallzables suelen darse en 

las aplicaciones reales. 
La f!nalldad de hallar la Forma Canónica de Jordan es que 

estas matrices se pueden expresar como: 

e" 
e•• • 1 + ,.•·• + -- + ... para que puedan dar información de 

ZI 
los problemas donde estas aparezcan. 
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