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INTRODUCCION.

Durante los Ultimos clen aflos se han formado diversas " tendencias” 6
" escuelas " que se aproximan a 1o que podria ser lamado * constructivista *
en un sentido amplio, sin embargo, todas ellas difieren en aspectos
considerables.

"Constructivismo®, en sentido amplio, no tiene un significado homogéneo y atin
existen representantes de las mismas escuelas que discrepan entre si, e
incluso con sigo mismos en distintos tiempos.

Nosotros trabajaremos dentro de la tendencia principal, llamada Intuicionismo.

Aqul, el intuicionismo seré entendido como la aproximacién constructiva a las
mateméticas en el espiritu de Brouwer (1881 - 19688) y Heyting (1898 - 1980).
Las bases filoséficas de esta aproximacion fueron presentadas en la tesis de
Brouwer en 1807,

En nuestro trabajo solo desamollaremos las bases para la Iégica de predicados
intuiclonista, para obtener reglas de inferencia que nos permitan hacer
demostraciones de proposiciones sin necesidad de volver a nuestras
definiciones originales. )



El trabajo se divide esencialmente en dos partes. La primera, que abarca los
tres primeros capitulos, est4 dirigida a resolver, en alguna medida, lo expuesto
en el parrafo anterior:

- En el primer capitulo se explica lo que se va a entender por una demostracion
de una proposicién en base a su complejidad I6gica (es decir, si se trata de una
disyuncién, una conjuncién, una implicacién etc) y, con base en esas
explicaclones se demuestra que ciertas proposiciones deberfan ser vélidas,
mientras que otras no pedrian ser vélidas ( esto no quiere decir que dichas
proposiciones no sean verdaderas).

- En el segundo capitulo se define formalmente el sistema de la légica de
predicados intuicionista, anexando ejemplos de deducciones vélidas en nuestro
sistema. El capitulo concluye haciendo ver que dicho sistema difiere del
sistema de la légica clésica solo en un axioma.

- En el tercer capitulo desarrollamos ofra forma del célculo proposicional,
llamado célculo de secuencias ( desarrollado por Gentzen ), definiendo
claramente sus axiomas y reglas de inferencia ( también, se le es asignado a
cada secuencia, su formula imagen, que es una proposicién en el célculo de
predicados intuicionista ) . Después de demostrar una serie de lemas con
relacién a dicho célculo demostramos que es equivalente al célculo de
predicados intuicionista en el sentido de que, una secuencia s deducible en su
sistema si y solo si su férmuta imagen es deducible en el calculo intuicionista.
A partir de esa demostracién, se obtlene el resultado principal: Las
proposiciones ~— P => Py el principio del tercer excluide P v P, no son
vélidos en nuestro sistema intuicionista.

La segunda parte (capftulos 4 y 5) se adenlra ya en el tema del &lgebra y su
principal objetivo es el de poder obtener resultados acerca de la teoria de
grupos y de anillos que sean lo més cercanos a los correspondientes en las
teorias cléasicas.

El principal obstaculo para ello, es el hecho de tener que, las estructuras
algebraicas no conllevan una relacién de igualdad decidible entre los
elementos de sus conjuntos, es decir que no es posible {constructivamente)
saber si dos elementos son iguales o no, creando algunos problemas en las
subestructuras que se definen (subgrupos, ideales, estructuras cociente etc.).
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Estos problemas se evitan un poco al Introducir una relacién entre los
elementos del conjunto, la llamada relacidn de separabilidad (cuyos axiomas
fueron formulados por Heyting en 1825). Esta relacién generaliza en un sentido
la nocién de ser distintos ( estar "separados” implica que los elementos son
distintos pero, el que los elementos sean distintos no nos asegura que esten
separados ).

Entonces para poder desarrollar un poco mds de teoria se les pide a las
estructuras algebraicas que poesean una relacion de separabilidad.

Con base en lo anterior se dan las definiciones y conseptos que son basicos en

la teoria de grupos y de aniifos llegando a algunos resultados muy inleresantes
y semejantes a los de la teorfa clésica como se buscaba.
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CAPITULO 1.

LA
INTERPRETACION
BHK.

OPERACIONES LOGICAS.

1) La interpretacién BHK,

En realidad en el desarrollo de la matemética constructiva no necesitamos
légica; sin embargo encontramos conveniente utilizar simbolismos Iégicos.

Explicaremos el uso de las operaciones l6gicas en un contexto constructivo
por medio de las siguientes estipulaciones, las cuales nos dicen las formas
que las demostraciones de proposiciones compuestas ( logicamente ) toman
en términos de las demostraciones de sus proposiciones simples.

H1) Unademostracién para A A B esta dada al presentar una demostracion
de A y unademostracién de B,

H2) Una demostracién para A v B esld dada al presentar una demostracion
de A 6 una demostracién de B. ( mas la suposicion de que deseamos ver |a
demostracién presentada como evidencia para A v B).



H3) Una demostraciénde A = B es una construccién la cual nos permite
transformar cualquier demostracién de A en una demostracién de B.

H4) El absurdo L ( contradiccién ), no tiene demostracién; una demostracién
de — A es una construccién que transforma cualquier demostracién hipotética
de A en una demostracién de una contradiccién.

H6) Una demostraciénde (vx) A(x) es una construccion que transforma una
demostracién de que d e D (donde D es el dominio de interpretacién de la
variable x), en una demostracién de A(d).

H6) Una demostracién de (3x) A(x) estd dada al mostrar alguna d € D, y
una demostracién de A(d).

Esta explicacién es muy informal y se sostiene por ella misma s6lo en
nuestro entendimiento de la nocién de construccién e, implicitamente, la
nocién de mapear. No es dificil notar casi de inmediato que a tal matematica
so le puede asociar con cada férmula A un valor de verdad z{ A ) por
medlo de una induccién matemética fuerte con respeclo a la construccion de
laféormula A. El valor 2{ A) ser& 0, " falso" 6 1, " verdadera ", y el
"célculo” de z{ A) procede de acuerdo con la interpretacién cldsica usual de
los conectivos :

(A1 AA2)=min {Z(A1),2(A2)}

z{(Ll)=0

zZ(A1vAz2)=max{z(A1),2(A2)}

Z{ (M)A )= min {2(A)) | y e D}

etc. Ahora denominamos 1 a la conslruccién que verifica A sf y solo si
z(A) es 1. Uno puede mostrar que los requerimientos Hi-6 son se salisfacen
si {as palabras que so refieren a la efectividad de la construecién son
Interpretadas simplemente como afirmaciones a cerca de la existencia desde
un punto de vista intuitivo de la teoria de conjuntos. Por ejemplo:

st z{ Ay = Az ) =1, enlonces , para cada construccién que verifica Ay (esto
solo puede ser 1), uno puede especificar una construccidn que verifique Aj
{nombrada, uno debe tomar a la unidad). Vemos que esto nos lleva a que en
una muy cldsica interpretacién de mapeo y construccion, H1-6 juslifican los
principios de la /dgica dos-valuada.



En H4, la nocién de una contradiccion ests siendo vista como una noélén
primitiva, ( no explicada ).

Si en los puntos HE, H6 el dominio D es suficientemente simple puede suceder
que cualquier d en D asi hablando, representa su propia demostracién de
pertenecer a D (d nos es presentado como un objeto de D). N es un
ejemplo: un nimero natural estd dado como tal, no necesitamos una
demostracion separada de este hecho.

Para tales dominios simples, la referencia a una demostracién de d € D en
H5 y H6 podria ser eliminada, obteniendo:

H5") Una demostracién de (vx) A(x) es una construccién que transforma a
cualquier d e D en una demostracion de A(d).

H6") Una demostracién de (3x) A(x) estd dada al exhibiruna d € D yuna
demostracién de A(d).

En lo siguiente nos referiremos a las clausulas H1-6 comola Inferpretacién
BROUWER-HEYTING-KOLMOGOROV (BHK).

Incluso si las explicaciones H1-6 dejan algunas preguntas abiertas, son
suficientes para mostrar que clertos principios 16gicos deberian ser
generalmente aceptados desde un punto de vista constructivo, mientras que
algunos otros principlos de la l6gica clasica no son aceptables.

Como un ejemplo positivo tenemos la sigulente:

Proposicién 1.1: Para proposiclones mateméticas arbitrarias A y B
son validas las siguientes reglas en la inferpretacién BHK.

a) A=>(B=A)

b) A = A

c) A & A

d) si A= B enfonces -B = -A
9) "I(A VB)Q -A A B



) =(AAB)&(A = aB)e(B = -A)

g) ﬁ(A:éB)G:i‘ -l(-rA VB)

h) - (A 98)@(%/‘5-1—13)@(/‘:?-»—:3).
@—r—r(ﬁA VB)

Y con cuantificadores:

) = () Alx} « (¥x) ~Alx)

B - (X A(Y) = (VX) 5~ Alx)

k) == (_?X)A(X) (=3 —r(VX) —|A(X)
Demostracitn:

Nota: Denotaremos da cuando supongamos una demostracion de A y al
conjunto de las demostraciones de A como J (A).

a) Supongamos da una demostracién fija de A, entonces el mapeo:

Faa: 8(B) -5 (A) talque dg = dp (el mapeo que manda a cada
demostracién de B a la
demoslracion fija da ).

entonces Fg, s una demostracidn de B = A,

Por lo tanto e! mapeo definido por:

O HA) 5B = A) falque
da = Fuu

transforma una demostracién de A en una demostraciénde B = A.
.~ @ esunademostracibnde A = (B = A).
b) Supongamos da una demostracién de A cualquiera.

Sitenemos F unademostracién de — A esdecir: F:8 (A) > (L)
da = F(dn)



entonces definimos el mapeo:

G:8(~A) > (L) talque
F o F(dy)
G es una demostracién de —— A. Luego definiendo:

O H(A) 5 8(~A)
dp = G

@ es unademostracidnde A = - A.
¢) (=) Estrivial aplicando (b) a la proposicién — A.

(<) Sea F e §(—~—~ A) esdecir: F:H(~-A)->JI(l) talque
G = F(G).

Sea dp € 8 (A), por (b) existe un mapeo @ : 5 (A) 8 (=~ A)
entonces Fo & esunademostracion de — A.

Sea ¥ :J(~~—A) - (-A) talque
F & Fod

o W demuestra - A = A,

d) Sea FeS(A = B) ysea Hed(-B) y da unademostraciénde A
entonces el mapeo:;
G:5(~B) > (- A) tal que
H o K

donde K:J8 (A) - 8 (L) con
da @(HeF)(da) esdecir K demuestra - A

entonces G demuestra - B = — A, Y por lo tanto, el mapeo definido por

O:5(A = B)> ) (=B = -A) talque
F © G

es una demostracionde (A = B) = (-B = 1 A)



e) (=) Sea FeS(-(A v B) esdecit F: 5 (A)uhB) —»8()

sean Iz 8(A) > B8A)UIB)
dp =@ da* (da* es una demotracién de A vista
como demostraciénde AvB)
ig: 4 (B) > (A VI {B)
dg & dg*

entonces Foly Folg demuesiran — A y — B respectivamente.

S OB A VvB)H(-A A B) talque
F > (Foip,Feig)

demuestra lo requerido.

(<) Sea (Gy,G2)eH(~A A ~B) esdecir GjeA(-A)
y Goed(-B)

sean pa: 3 (—~A A =B)S(-A)
(G1.G2) ® G

Pe: J(-A A -B)>H(-B)
(G1,G2) » G

sea @ H(~A A B8 (-(A v B) talque
(G1G2) = <]

donde © (da") =pa(G1.G2) (da) ¥
0 (dg") = pg (G1,62) (dg) (otravez da* y dp* son las
demostracionesde A y B
vistas como demostraciones
de A v B).

-~ © demuestra lo deseado.



f) Demostremos primero ~(A A B) < (A = - B)
(=>) Sea F unademostracidnde — (A A B) esdecir

F:0A A BY5(L) talque
(da.dg) = F(da.dp)

Sean da y dg demostracionesde A y B respeclivamente,

Definimos: Gr e 8 (A = —B) mediante dj = Hy,
donde: Hga=F (da, ) con Hy, {dB) = F(da.da)

“ ®:8(~(AAB)YsI(A = 4B)
F o Gr demuestra lo querido.
(<) Sea GeS(A = —~B) entonces: G:S8(A)-»S(-B)
dA [~ G(dA)
supongamos una demostraciénde A A B esdecir (dadg)

Deflnimos Fg: 8 (A A B)-»8 (1)
(da.dg) = G (da) (dg) (que demusstra falso)

entonces el mapeo ®: (A = - B)—>8(~(A A B)) talque
G 4 Fg

demuestra lo pedido.
Ahora demostremos (A = —B) & (B => —=A)

(=) Sea Ge8(A = - B) comoanles, y dg unademostracién de B.



Dada da una demostracion de A definimos Fged (B = —A) por:

Fe:AB)»>8(=A) donde: Kys:DH(A)~»H()
dp = Kgp da = G (da) (dg)

entonces ®:8(A = -B)» (B = - A) talque
G 4 Fg
demuestra lo requerido.

(<) Lademostracién es simétrica a la anterior.

@) observacién: sabemos por (€) que -~ (A v B) ¢<» (~A A -B) para
cualesquiera proposiciones A y B Porlo tanto si-tomamos
ala primera proposicibncomo - A tenemos - (~A v B)
< (--A A - B). Enlonces existen construcciones € y
Qy que demuestran —{~A v B) = (-—~A A B) ¥y
el regreso respectivamente, Porlo tanto es suficiente dar
construcciones para (+-A A -B) > -(A => B) vy su
regreso para demosirar (g) ya que camponiendo estas con
_conlas () se obtienen las construcciones deseadas.

(=) Sea Ked(=(A = B) K:B(A = B) > H()
: H = KH)

Supongamos dg unademostracién de B entonces el mapeo constante
que manda cualquier demostracién de A a dg Gy €S una
demostracién de A = B.

Por 1o tanto el mapeo @ : 8§ (B) - I (L)
dg = K{C4) demuestra - B.

Ahora supongamos F e § (= A) esdecir F:8(A) = 8¢)
da © F(dy)
entonces 8 {A) =2 yelmapeo:
HF:8(=xA)»8(A = B)
F o 2
(2 es la funcién vacfa, entonces & demuestra A = B)
entonces Hr demuestra - A = (A = B)



Por lo tanto el mapeo ¥ : 0 (= A) - B (1)
F = K(2) demuestra ~ A.

Entonceselmapeo ©:H(-~{A = B) +I(~~A A =B}
K »  (®,¥)

demuestra lo deseado,
(<) Sea (®,¥) unademostracién de -~ A A - B donde:

O:I(-A) > IH(L) ¥:8@B)->IH(L)
F =0(F) dp = ¥ (dg)

Supongamos He §(A = B) esdecir H:5{A)—> 8 (B)
da o H (da)

Definimos K:J8(A = B)- 8 (L) mediante
H © @(¥oH)
®(¥oH) esuna construccién para una contradiccidn porque
YoH esuna construccién para — A, luego entonces
puedo aplicarle .

.~ Definimos ©:H(-—~A A B I = B)
(o,¥) o K

la cual demuestra lo requeiido,
h) =~ (A = B) & -~ (-~ A v B) seliene aplicando (d} y (g).
Tenemos que —— (A = B) < (=~ A = -~ B) yaque:
-|—|(A = B) o i (nA v B) © ~(--A A =B)

(=g (—1—|A = - B)

Entonces componiendo los respectivos mapeos se tiene lo deseado.



Solo falta demostrar (-~ A = ——B) & (A = - B)

(<=) Eslo se tiene debido a que:
(A = —l—lB) = (-|B = —vA) = (~1-|A = —|—|B).

(=) Sea Fe H(~~A = ~~B) esdecir F:(~A) > 5(-B)
G = F(G)
Supongamos da una demostracién de A.

por (a) existe unmapeo Q.5 (A) - 5 {-- A)
da o Q(da)

Definimos He (A = -~ B) mediante

H.-B(A)—).B(-l-l B)
da ® (Fo) (@)

enfonces H demuestra A = —~- B.

& Elmapeo ®:§(~—A = -~B)+J(A = ~-B) talque
F = H

demuestra lo deseado.

De todo lo anterior se demuestran las cuatro equivalencias.

i} (=) Sea F e (= @x)A(X) esdecir F:J5((3x)A(X) -8 (L)

(dy . dagy) = F (dagy)

Sean z talque d; setenga y dag) una demostracion de A(2).
Definimos H: 8 (x e D) » 8 (-~ A(x)) por
d; = K

Donde K esté definida como sigue:
K:5Ax) - 5(1)
day = F(da)

entonces H demuestra (vx) - A(X) .

10



(<) Sea G e H{(Vx) - AlX)) 05ea: G :B (x € D) > B (= AX)
g = Fi0A—>I()
dapy = F (dagg)

Definimos: H : . ((@x) A(x)) - 8 (L) mediante

{dedagg) @ F (©dagyd
H demuestra — (3x) A(x)

& @ BVX) ~ ADO) = B (—+ @x) A()) tal que
’ G o H
demuestra {o requerido.

) Séa F e § (== (VX)A(X) esdecin F: B (- (vx) Ax) - 8 (L)
G ©°F(@Q

Sean y (esdecir {yd,) y junlo con sudemostracién de pertenecer aj
rango de tas varlables ).

Hed ((Vx)A(x) talque H:J{(xeD)->5(A(X)
x o A0

y m‘e.o(ﬂA(y)) talque O B (AN -I(L))
Entonces H (y) demuestra A(y) y @ ( H(y)) demuestra L.

Porlotanto et mapeo Q: 5 {( (V) A(X) > H (L)

H © @ (Hy)
demuestra — (vx) A(X) .

Por otro lado F () demuestra L, entonces el mapeo :

O:8(~AW)>8(L) talque
¢ 2 F(Q) demuestra -~ A (y)

Esto fue para cualquier y € D . Es decir tengo una demostracién para
(VX) —-= A(X) .



Y el mapeo definido como: W : J (= (VX) A(X)) — 8 ( (VX) == A(X) )
F & @
demuestra la implicacién.

k) (=) Sea F e § (~- 3@x) A(0) esdecir: F:8(-@x) AN -+ ()
G ©F(@©)

por (i) tenemos que existe una construccitn, llamemosle @, tal que
manda demostraciones de (vx) - A(x) a demostracionesde - (3x)
A(x). Entonces definimos el mapeo:

¥ B (-~ 3x) A(X)) o B (- (VX) - A(X)) tal que
F 4 F* donde

F*: 8 ((vx) - AQ)) » 5 (1)
H o Fod(H)

Entonces ¥ demuestra la implicacion,

(¢<) Hacemos el mismo procedimiento ahora usando la otra implicacién
de (i).
]

Otra consecuencia esque (L =>A) es generaimente demostrable: ya que no
hay demaostracién de .L, el mapeo vaclo ( o cualquier otro mapeo ) podiia
contar como una demostracién de (L = A ), debido a que tiene que ser
aplicado a un dominio vacfo. Tal principio ha sido a veces rechazado como no
conslructivo, nosotros lo veremos como una suposicién extra fijando el
significado y usode L y =.

Como ejemplo negativo consideremos el principio de! fercer excluldo ( PTE )
A v ﬂA

el cual es vélido clasicamente. Constructivamente, aceptar PTE como un

principio general significa que tenemos un método universal para obtenerlo,

para cualquier proposicién A , una demostracidn de A ounade - A, es

decir un método para obtener una contradiccién a partir de una demostracién

hipotética de A.
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Pero si tal método fuera obtenible, también podriamos decidir de una oracion
A su valor de verdad a partir de lo que no se ha decidido todavia, el cual no
es el caso.

Por lo tanto, no podemos aceptar PTE como un principio universaimente
vélido en la interpretacién BHK.

Nos dedicaremos a una demostracién més formal de esto en el capitulo 3, por
ahora veremos que tampoco o podemos rechazar.

Hasta ahora no se ha mostrado como deducir una contradiccién a partir de
suponer que PTE es vélido. Sélo decimos que no es aceptado como un
principlo vélido. De hecho no podemos rechazar cualquler instancia individual
de PTE, es decir que no podemos encontrar una proposicién matematica A
talque - (A v —A). Estoesimposible, yaque -~ (A v = A) setiene
universalmente, es una ley de la [égica intuicionista,

Esto puede ser visto en las bases de la interpretacién BHK como sigue:

Proposiclén 1.2: -~ (A v —A) es vélida en la interpretacion BHK.
Demostracidn; Supongamos F ¢ f(—~ (A v = A)) entonces:

F:8(A v —A)>S(L) talque
G = F(G)

entoncesexisten ig:HJ(A) > 8 (A v = A)
day = dp*

a8 (A (A v 2 A)
H o H

Definimos: Kq:J8(A) > 8 (L) Kp: 8 (=A) > 8(L)
da = F (dp) H =F(H)




Entonces Kield(-A) v Kaed(-—A)
(observemos que Ky =Foiy, Ka=Fola)

o Ka2(Kq) demuestra L. y el mapeo:

DA A vV -AY L)
F =2 Ka(Ky)

es una demostracidon para —- (A v =A)

Por otro lado junto con PTE , los siguientes son ejemplos de principios que
son vélidos clisicamente pero no fo son en la interpretacién BHK.

(8) —A=A

(b) —Av-nA

© (A=>B)v(B=>A)

(d) "1('-1A A ﬂB) = AvB

) -(~Av-B)=>AAB

) (@x) = Alx) = - (vx) A(x)

@) ~—~@)AKX = 3 -~ AKX

) (A=03%8B(x)) = (@) (A =B(x))) donde x no estd en las
variables libres de A.

En este trabajo no desarrollaremos métodos para demostrar su no validez.
Solamente demostraremos en el capitulo 3 la no validez de PTE y (a).

En el formalismo usual se denota [QC a la légica de predicados
intulcionista, en ella los términos se supone estén siempre definidos, es
decir que ellos siempre denotan algo, como en el formalismo usual de la
légica de predicados cldsica.

14



Como slempre en las mateméticas intulcionistas posiblemente términos no

definidos o expresiones que estén bien definidas solo para ciertos valores de

los parametros, surgen naturalmente ( por ejemplo x-! para los reales ),

mientras el sentido clisico los elimina, para garantizar que tales expresiones

siempre denoten algo con significado de suposiciones arbitrarias, aqui no son
aceptados.

Por lo tanto, algo de cuidado se necesita al manejar tales expresiones; si
usamos Et para t esta blen definido, tenemos en particular:

(1) (V) AX) A Et = A(1)
A () A Et = @x}AR

Reemplazar los principios usuales de las proposiciones anteriores (sin Et ) por
las més cuidadosas expresadas en ( 1) corresponde al nivel formal de fa E*-
l6gica (no la desarrollaremos en este trabajo).

2. La no decidibllidad de la Iguaidad para los niimeros reales.

Sea A(n) un predicado de los nimeros naturales tal que A(n) es decidible,
pero la validez de (vn) A(n) es desconocida, es decir, (vn) [A(n) v - A(n)]

Como ejemplo de tal A podemos citar la siguiente, llamada " Ultimo
teorema de Fermat " :

Tomando A(n):= Ymymamak(mi+m2+md3+ks n=(my+1)k3+
{(mz+1)k32 (m3+1)k+3), donde my, mz, mg, k, n
corren sobre los nimeros naturales.

Definicién 1.3:a} Una sucesion fundamental es una sucesién < >n
de racionales, junto con una sucesién f, su Cauchy-médulo, tal
que

Yikmm'( /rp(k).m-rﬁ(k) em [ < 2%).

b) Dos sucesiones fundamentales <r, >, < Sp>; Ssedice
que coinciden o son equivalentes (~ ) si:

VKAV ([ fyam-Snem /< 2K)
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Definicién 1.4; Para reQ definimos r* comola sucesién fundamental
<>y con rp=r vn €N.

Supongamos que definimos un nirmero real xA por medio de una sucesién

fundamental de racionales <A >, definida como sigue:

20 si vk<n A(k) setiene.
2% si A A k<n A VK <k A(K) setiene.

A=

La sucesién ast definida es una sucesién fundamental ya que ¥ si m<n
se tiene (| rA-rAl<2m) claramente y donde a(n)=n es su
Cauchy-miédulo. También tenemos que;

Proposicién 1.5: xA =0 siysolosl (vn)A(n).

Demostracién: La implicacidn de derecha a izquierda es sencilla ya que:

(Vn) A(n) > rA=2-n (vn)eN y esta sucesién es
equivalente a <S,>, cons,=0 (vn) debido a que:

vkanvm (| femp-0] < 2%) escienasi n>k.
Para demostrar fa ida, supongamos xA =0 entonces se tiene
que <fA>, = <0>y

sovkasvm (D rgam? | < 2%)

sea k=n entonces IsVm | ryemd | <2
y sitomamos m =0 tenemos:
3 A f< 20

Pero rA:= 28 &6 2tcontss y RA<2n
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entonces: sipasa el primero se tiene s=n+u (2-S<241)'
si pasa el segundo se tiene t=n + u*
yn<sét (24<2-+) {(u,u" e N)

S fheth <29 Vnel,
Esto nos dice que A{n) se tiene para todan,

De la anterior proposicién se sigue que (xA=0 v xA=0) es equivalente a
1a proposicién (Vo) A(n) v - (vVn) A(n). Por lo tanto tenemos un ejemplo en
el cual no es posible decidir sobre 1a igualdad de dos nameros reales, por lo

tanto se dice que la Igualdad en los niimeros reales no es decidible. ( ver
capitulo 4 ). '
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CAPITULO 2.

EL CALCULO DE
PREDICADOS
INTUICIONISTA.

DEDUCCION NATURAL.

Para el desarrollo de la matemética constructivista como tal, no necesitamos
un sistema formal de légica. Sin embargo, es conveniente tener un conjunto
de reglas logicas disponibles. Por ende no necesitamos regresar a la
interpretacién BHK cada vez que queramos justificar el uso de un principio
l6gico en nuestro argumento.

Hemos escogido deduccin natural como nuestro punto de partida porque
concuerda con razonamientos informales. Ademas, sus reglas son motivadas
por la interpretacién BHK de una manera directa.

El lenguaje de fa Légica de predicados. El lenguaje 2 de la logica de
predicados esta basada en una infinidad ( numerable ) de variables vg, v4, v2,
v s Vn ... { como metavariables para variables que usaremos X, y, z ),
simbolos de relaciones n-arias Rgh, RiM, .. ( n coriendo sobre'N; con
metavariables R, RY, ...), y simbolos de funciones n-arias fgh, fyn, ... ( con
metavariables f, g ). Los simbolos de funciones sin lugares f0 son llamadas
constantes ( individuales ) y se usan as metavariables c, d.
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Este lenguaje puede ser facllimente generalizado en dos direcciones:

(i ) Desechando ia restriccién de cantidad numerable de simbolos de cada
tipoy

(il ) Extendiendo a un lenguaje de multi-clases, con una coleccién de clases |,
y variables vg), v¢!, ... para cada clase | de |. Proveer simbolos de
relaciones n-arias Ryh. - 41 conken N para cada sucesién ig, iy, ... ,

.1 declases en . Y proveer simbolos de funciones fio...s1 conken N
para cada sucesion I, iy, ..., Ip.¢ declasesen I,

El lenguaje de la llamada ldgica de orden superior es tratada como una
instancia especial de un lenguaje de multi-clases.

Los términos y férmulas en la basede A,v,v,3, . ,= son primitivas, son
definidas como slempre, t y s serdn usadas como metavariables para
téminos. P, Q, R, S como metavariables para férmulas y A, B denotaran
férmulas atémicas.

El lenguaje de ia l6gica proposicional g tiene solo simbolos de relacién de
0-lugar, estas son llamadas variables proposicionales ( metavariables A,B ).

Ejemplos de reglas de deducciones naturales. Supongamos que {enemos
establecido Q, repetidamente apelando a la suposicién P. Esto significa que
hemos mostrado como construfr una deduccién de Q a partir de una
deduccién hipotética de P ; por lo tanto en la interpretacion BHK  ésto
significa que hemos establecido la implicacién P = Q. En esta conclusién P
ya no es una supgsicién ( P ha sido cancelada, descargada o eliminad
como una suposicién ), esquematicamente podemos ver esto como sigue:

P
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El que P esle cruzada significa que ha sido eliminada como una suposicién
en la conclusién. El tipo de inferencia descrito es llamado introduccién de
implicaci6n (= 1) debido a que en la conclusién final un signo de implicacién
ha sido introducido.

Existe también una regla de eliminacién de la implicacién (= E); si hemos
mostrado P > Q y P, podemos demostrar Q, ya que una demostracién
de P = Q debe proveer una construccién para transformar una demostracién
de P enunade Q.Esquematicamente:

p=Q P
Q

Como ejemplo de una deduccién por mediode (= 1) y (= E) mostraremos
como deducir P = R a partir de las proposiciones P=>Q y Q=>R.

P=2Q P (=§
Q=R Q =g
R {=1) (P cancelada}
P=>R

En cada linea horizontal hemos indicado la regla que ha sido aplicada.

Para conjuncién podemos justificar una regla de introduccién (A 1) y dos
reglas de eliminacidn (izquierda y deracha) {(rE|) (rnEg):

wy P_Q ey PaQ (ed) PAQ
PAQ P Q
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Un ejemplo de una deduccién basada en estas reglas es:

(» Ed) _LA.Q .E__Q {rEi)

(1)
___Q_AP___. (=>u (PAQ escancelada)
PAQ=QAP

Finalmente consideremos una regla de cuantificadores, lldmese ( ¥V | )
( Introduccidn de para todo ).

~PO).

vx P(x)
Esto es, si hemos deducide P(y) para una y arbitraria nosotros podemos de
hecho inferir ¥x P(x) ya que nuestra deduccién de P(y) sirve como un
esquema el cual puede ser aplicado a cualguler objeto particular en el rango
de la variable 'y, asl que tenemos Ia construccién requerida por la
Interpretacién BHK para una demostracién de ¥x P(x). En una aplicacién
de esta regla, la demostracién de P(y) no deberfa depender en otras
suposiciones que contengan a y, porque entonces no podrfamos ver a y
como completamente arbitraria.

El que sin tal restriccion en efecto lleguemos a conclusiones falsas se vuelve
claro por el sigulente ejemplo de una “deduccién® en la cual la condicién es

violada:
_PX) .
——YYPO) (=1} (P(x) cancelada)
P(x) = vy P(y)

Las deducclones en nuestros ejemplos anteriores pueden ser vistos como
arboles etiquetados, fa etiqueta atada a un nodo que consiste de una
proposicién, junto con el nombre de la regla que ha sido aplicada para
obtener la proposici6n.
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Por razones de comprensidn hemos puesto el nombre de la regla seguido de
las lineas horizontales en vez de seguido de la férmula. Los &rboles en
nuestros ejemplos de deducciones son;

Para P>R de P>Q y Q=R

Ypara PAQ=>QAP

Deflniclones Inductivas de deducciones I6gicas. Ahora daremos una
definicién formal de deduccién, suposicién ablerta, y suposiciones eliminadas.
La definicién tomaré la forma de una definicién simultanea por recursién de la
longitud de los &rboles de deduccion.

Usaremos D para deducciones arbitrarias. Escribimos D para indicar que Q
Q
es una conclusidn de D ( Q es parte de D). Usamos [P ] por un
(posiblemente vaclo) conjunto de ocurrencias de la férmula P en una
deduccién, poriotanto [P}
D

Q
es una deducclén D con conclusidon Q conteniendo un conjunto [P ] de
ocurrencias de P ( los elementos de! cual son usados como suposiciones en
D ) como regla suponemos que [ P ] contiene todas las ocurrencias
supuestas de la forma P en D.
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Definlclén 2.1: ( De deduccién, suposiciones abiertas y canceladas de

una deduccién ).
Base: El érbol de nodo simple con efiqueta P es una deducci6n a

partir de la suposicién abierta P ; no hay suposiciones canceladas.

Paso inductivo : Ahora sean Dy, D, Dj deducciones. Una
deduccién D puede ser conslrulda acorde a una de las sigulentes
reglas. Algunas de estas reglas eslan sujetas a restricciones

especificadas despuds.

Para L tenemos la regla del absurdo intuicionista:

Dy
e
P
Para los demds operadores ldgicos tenemos reglas de introducclién
y eliminacion:
Reglas de Introduccién. Reglas de Eliminacién.
Dy D2 Dy Dy
£ Q. afd £AQ  PAQ .p
PAQ P Q

D4 Dy : (Pl [Q]

vie —B_ _Q _ Dy D, D
PvQ PvQ ve P¥@ R R .
R
[P]
Dy Dy Dy
—Q = L=2Q P ¢
P=Q Q
Dy ‘ by
P i VX P _ ve
vy Ploy] Pix]
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Dy [P]

PDA] | 34 Dy D;
Ix P Jy Ppoy] R_. ag
R

Las suposiciones abiertas y canceladas son dadas por las Sigufentes
estipulaciones:

(i) En (= 1) todas las suposiciones abiertas de la forma P enD;
indicadas por el conjunto [P ] son canceladas; en una aplicacién de
(v E) los conjuntos [P] en D, y [Q] en D3 son cancelados.
En (3E) elconjunto [P] en Dy es cancelado.

(i) Si Dy es una deduccién de una premisa de la aplicacién de la
Ultima regla en Dy enltonces fas suposiciones ablertas en Dy
siguen slendo ablertas en D exceplo las especificadas por (i). Por
fo tanto las suposiciones que no son canceladas son ablartas.

Las reglas para los cuantificadores estan sujetas a las siguientes
restricciénes:

(iii) En (YE)y(31) t debe serlibre para x en P.

(iv) En (V1), Dy no debe contener suposiciones abiertas

teniendoa x libre, y y=x 6 y no eslibreen P. En (3 E)
Dy nodebe contener suposiciones ablertas teniendoa x libre,
exceplo el conjunto [P]; x nolibreen R, y=x 6 y no

libre en P.

Si P esté entre las suposiclones ablertas de una deduccién D con
conclusién Q. La conclusion @ en D se dice que depende de
P en D. A partir de ahora veremos la " suposicién de D " y
" suposicién ablerta de D " como sin6nimos.

Nota:

(1) Pondremos un ndmero a las suposiciones en los nodos superiores las
cuales van a ser canceladas después y repetiremos el nimero en el nodo en
el que se canceta. Las suposiciones que se cancelaran simultaneamente serén
numeradas igual.
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(i) Lasreglas (V1) y (3 E) pueden ser simplificadas a:
[P)

Dy Dy D,
vi P __ kPR 3
vx P R

Donde en (Vv 1), P no depende de suposiciones abiertas en Dy conteniendo
a x libre. Yen (3E) R nocontienea x libreyla deduccién D, de R
no contiene suposiciones ablertas tenfendoa x excepto [P ). La forma mds
general de las reglas dadas antes pueden ser obtenidas de estos casos
especiales de |a siguiente forma: '

Dy [P} (2)
B (1) Phyy] D;

vx P Dy Ix P R .
_Pbt) 3y Pyl R (2)

vy Pxty) R (1)

Encontramos més conveniente, sin embargo, combinar (v 1), (3E) con la
posibilidad de renombrar variables acotadas, debido a que quaremes férmulas
que difleren solo en los nombres de sus variables acotadas como
equivalentes.

EJEMPLOS.

(a) Argumentamos en el capltulo 1 que —- (P v = P) deberfa ser
vélldo para nuestro entendimiento de -, v ; e aqul una deduccién formal de
ello.
(Y P v
(2) ={PvaP) Pv-P ¢
4 =1
(1) 2P v
(2) -(Pv=P) Pv=P =E
L=
- (P V= P)

Recardando que ~P= P= L.
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{b) Y con cuantificadores tenemos el siguiente ( ver inciso | de la
proposicién 1,1) ejemplo,
(1) ¥XP(X) ve
(2) 2P PY) =&
_'_L._s =1
(3) - VX Px} (1)~ ¥x P(x) =SE
1 =1
(2) P v
YUY oo P‘XL =]
(3) - VX P() = Vx - P(x)

Al confrontar con el problema de construlr una deduccién de una proposicién
dada. La mejor tActica es comenzar por el final, y asumir, si es posible, que el
paso final fue una Instancia de una regla de introduccidn. Esto es repetido
tantas veces como sea posible. Por lo tanto, si se quiere dar una deduccién
para - VX P(x) = V¥x o~ P(x), reducimos el problema a construir una
deduccién de una contradiccién (L) de suponer —— ¥x P(x), — P(y).

Ahora intentamos aplicar reglas de eliminacién a las supociciones. Para
aplicar una regla de eliminacién a —— vx P(x), necesitamos - ¥x P(x), asf
que intentamos encontrar una deduccién:

[~ VXPX) ][ -~ VxP(X))]
D
- VxP(x);

Otfra vez, suponiendo que la conclusién es obtenida de (= | ), buscamos una
deduccién D' talque :

[~ VxP(x}] (DT P(y) 1[vxP()]

L . -
- ¥YxP(x)
y D' es faciimente construfda como:
Yx P}
=Py P

i
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(¢) () E__=P (2)

L
(3) 2P P (2) y (1).__9__9 (2)
(1P (=8
(3)—|—|—'|P=>—|-1P (2) @=»--Q

Si en la segunda deduccién tomamos — P por Q vemos que :

~P& P

(d) La téctica descrita antes no siempre es tan directa, consideremos por
ejemplo:

(1)_J1_.E (2)
—Qy (3)
(4)P=3xQ(x) P(2)__P=Qfy) QM »
Ix Qlx) X(P=>Q)) P=0W) (2)
(5) PvP Ix(P=Qfy)) (3) Ix (P = Qly))

X(P=QMW) (1) .
() (P=>3x Q)= Ix (P =>Qfy)) .
(5) PvaP22[(P=2>xQMX) = M (P=>Q(Y))]

Un intento directo de construlr a parlir de lo de abajo nos suglere obtener:
*IX(P=>Q(x) )" apatirde "P = Q(y) " pero entonces estarfamos
atrapados. As{ que debemos contar con la posibilidad, mientras regresamos
en la conclusién, que aplicaciones de (v E) 6 (3 E) intervienen cuando
sublmos,

(e) ()2 _P=2Q(1)
._0.________3(3)

_E_(Z)
Q= -P (3) -
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(f) Demostremosque - (PvQ)e(~PaA=Q)

(=) (1)-(PvQ) (2) P__ (3)_Qa_.
PvQ PvQ
o L
aP_(2) -~Q (3)
~PALQ R
H(PVQ)Q(—\P/\-!Q) (1)
(<) (1)-,13%—.9 (2) PvQ (1)-1‘QEA—\Q .
Qe Q PP
— —_—
-(PvQ@) (2) ~(PvQ)(2)

(-PA=Q)=> ~(PvQ)

{g) Veamos ahoraque = (P=>Q) & (-~PA-Q)

(=) (2)_Q (2)=-P ()P
(1) =(P=Q) P=aQ L.
L —Q.
-Q (2 (1) 2({P=Q) P=Q(3)
“(P>Q)>-0Q (1) L.

-a(P=>0-‘)—‘:>—‘—|P (1)

(=) (1) —Pa-Q (2) p=2Q (3) P
Q

-

—t

—P P (3)
—_—
—(P=Q) (2)

(-PA=Q)>-(P=Q)
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(h) Yque = {PAQ)e=(P=-Q)

(=) (2)p__ () Q
(1) 2(PAQ) PAQ

-
——=Q (3)
Po~Q (2) .
-(PAQ)=(P=-Q) (1)

(<) (2) ErQ
(1) P=-Q P

- —
1 .
-~(PrQ) (2) .
(P=>-Q)= -~ (PAQ) (1)

(1) Aplicando los incisos (f),(g) y (h) obienemos el siguiente resultado:

—|-1(P=QQ) C?(—r-\P=>—|-1°)

(j) Demostremos ahoraque ——(P=Q)=(P=>--Q)

(1) B__(2) =P
=P (2) P Q (*)

—Q .
Po>-Q (1) .
—1—\(P=>Q)§(P$-1—1°) (3)

(*) Aqul se aplicé implicitamente la deduccién que corresponde.
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(k) Demostremosque (P=>(Q=>R)) = (P=>Q)=>(P=>R))
(=) (1) (P=(a=R)D ()P (2) P=Q P (3)
Q=R Q

R .
= (3)
(P=2>Q)=2(P=>R) (2)
(P=(Q=R)=>(P=Q)=(P=R))

(<) (3)_Q.
(1Y (P=>2Q)2(PR) P=>Q
pP=R {(2) P
—R .
= 3
Po>(Q=>R)Y (2) :
{(P=Q)=(P=2R)=(P=>(Q=>R)) (1)

(1) Ahoraque (PAQ=R) e (P=(Q=R))

=) (e __(r Q
(1) PaQ=R PaQ
—R

Q=R (3)
P=2(Q=R) (2) .
(PAQ=>R)=>(P=>(Q=R)) (1)

(=) (2) EaQ
(1) P=2(Q=R) P {2) PAQ
Q=R Q
_ R .
PAQ=>R (2)

(P=2(Q=>R)=(PAQR) (1)

Es decir que e} feorema de la deduccion vale en esta interprotacién.
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En la practica uno utiliza muchos tipos de cortes al dar deducciones. Cualquier
ley l6gica puede ser usada como una suposicién que no es cancelada pero no
cuenta como una premisa para las conclusiones; similarmente, podemos usar
deducciones a partir de suposiciones como reglas adicionales. Por ejemplo la
deduccién de P = Q, Q= R nos permite introducir {a regla de deduccién;

Dy D,
R P=0 Q=R
P=R

O un esquema de sustitucién para proposiciones equivalentes:

Como un ejemplo de una deduccidn que involucra estas dos reglas tenemos:

Dy D2 .
P Q (- Q=2-P) (= Q= P) =2 (- P2 o n Q) R
(P = Q) = (—|—| P = Q) Da
R e Q& Q
(P::—HQ)::(-‘-‘P:—‘—-Q)

Donde D4, D2 existen por (f) y Da por (c).-
Combinando esia deduccién con (i) y (J) encontramos:

(P=22--Q)e 1 (P=2Q)e(P=3+Q)
Légica cldsica. La logica cldsica es oblenida al reforzar la regla de absurdo
intulcionista por la regia de absurdo clésica:
[~P]
D

ic —~—t

)
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Las suposiciones indicadas por [~ P ] han sido canceladas, Observe que
por (=1):
(-P]

=l ol
--P

Y que por lo tanto el adoptar { Lo ) seria equivalente a tener proposiciones
de laforma —-—P =P como axiomas.

[-P]
D

——J'——l
—PoP o b

Conslderemos ahora el célculo de predicados clasico en el lenguaje Q. El
lenguaje CPC contiene los siguientes, ya conocidos, axiomas y reglas de
Inferencla:

(1) P=>(Q=>P)

(2) (P=(Q=2R))=>((P=2Q)=>(P=R))

(3) P=3(Q>PAQ)

(4) PAQ=P (§) PArQ=>Q

(8) (P=>R)=3((Q@=>R)=>(PvAa=R))

(7) P=PvQ (8) a=>PvQ

(9) L=P (10) —=P =P

(11) YxP=sP(x/t)
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(12) VX (P=>Q(Xx))= (P =V¥xQ(x))
(13) P(x/t)=3xP
(14) Y (Q(Xx)=>P)=(3xQ(x)=P)

(15)p ;. P=Q (18)_P_.
Q vxP

Aqul, las férmulas del lenguaje Q figuran en los esquemas axiométicos y en
las reglas de inferencia. ’

En los esquemas ‘( 12) y (14), como slempre, la férmula P no tiene
ocurrencias libres de ja variable x,

Desde el punto de vista de la discusién anterior, soto uno de tales axiomas
puede ser rechazado, este es el esquema (10 ), la ley de eliminacién de una
doble negacién. Consideremos entonces ef céiculo HPC ( célculo de
predicados Intuiclonista, debido a Heyting en su mayoria ), que es obtenido a
partirde CPC al eliminar el esquema ( 10 ). Al hacer esto, nos quedaremos
con el esquema (9) (el cual es deducible con la ayuda de ( 10) a partir
de los demés axiomas ) que ahora es esencial.

Por una lista de férmulas queremos decir un conjunto finito de férmulas del
lenguaje Q en el cual, sin embargo, repeticiones de férmulas son permitidas.
Por lo tanto el orden de las férmulas en una lista T es inesencial; pero, para
cada férmula, uno debe especificar cuantas veces ocurre en I. En acuerdo
con esto, es necesario comprender relaciones y operaciones en listas.

La relacién ' A significa que toda férmula P que ocurre en I' también
ocurre en A y ademds, A contiene al menos tantas copias de P como en
I'. Altomar una unién de listas ' w A de listas, el niimero de féormulas en
cada lista 8s sumada. Abreviaremos la unién I'w A por I'A. Porlo tanto
AT y T'A sonlamisma lista. Lalista PI' es obtenida de I" al afladirle
una copia de la férmula P,
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Usamos PC cemo un nombre general de uno de los céloulos CPC 6 HPC .
Si I' es una lista de férmulas y P es una férmula, la expresion ') P
( que se lee " P es deducible de T' "), o m4s explicitamente, PC, ) P
significa que P puede ser deducido de Ia lista I' con la ayuda de los
esquemas axiométicos y reglas de inferencia de PC, donde la regla de
generalizacién (18 ) no es aplicada con respecto a los pardmetros en I".

Teorema 2.1: ( Teorema de la deduccidén) Para un célculo dado PC y
lengusje 2, TP) Q& T ) (P=Q).

La demostracién de este teorema es exactamente la misma que se da en los
cursos de l6gica cldsica y por ende omitimos la demostracién ( Para una
demostracién ver [4]).

[ ]

En ocaciones es mas conveniente utilizar ofra formulacién equivalente de
CPC y HPC para algunas demostraciones. Nos referiremos a tales
formulaciones como CPCy y HPCy:

(1) P:P=Q (2) P=Q:Q=R (3) PnQ =R,
Q P=R P=>(Q=>R)

(4) P=>(@=>R) (5) PAQ =P (8) PAQ=QAP
PAQ =R

(7) P=>(PAP) (8) BE=2R:Q@=2R (9) P=(PvQ)
PvQ@ =R

(10) Pv@=QvP (1) L=P (12) P
P

(13) VvxP = P(x/t) (14) _P=0O(v) .
P=vxQ(x)

(16) Q(x)=>P (18) P(x/t)= 3xP
IXQ(x)=>P
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El célculo lntulclonlsté HPC; se obtiene de CPCy al eliminar la regla de
inferencia (12).

Proposicién 2.2: Las formulaciones CPC y CPCq, asl como las
formulaciones HPC y HPCjy son equivalenies, asl mismo,
estas ditimas lo son con las formulaciones obtenidas de la
interpretacién BHK; en el sentido de que foda fdérmula
es deducible en un sistema si y solamente si es deducible
enelotro.

Demaostracién : La demostracion de este teorema consiste en ia verificacion
de que los axiomas y reglas de inferencia de un sistema son
admisibles en el otro sistema. La verificaci6n es inmediata por
lo que Ia omitimos.
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CAPITULO 3.

CALCULO DE
SECUENCIAS.

En e! presente capltulo presentaremos ofra formulacidn del célculo de
predicados, esta vez como un célculo de secuenclas.

Por una secuencia queremos decir una figura de la forma I’ -» A, donde I' y
A son listas de formulas. Con cada secuencia asociaremos de una manera
estandar una fésmulfa - la férmula Imagen - de la secuencla dada.
De hecho, si se nos es dada una secuencia S de la forma:
P1IP2- e -pn - Qi-QZ» .o .Qm

entonces le asoclamos la férmula 8% teniendo ia forma:

TAP{APzA .. APy = QvQav..vQuvl
donde T ={.L = L). Elorden de las férmulas a la derecha y a la izquierda es
inesencial, En particular, si el lado derecho de la secuencia es vaclo, es decir
m =0, entonces S® es equivalente en la légica de predicados a la formula

< (PyAP2A..APp). Lasecuenciavacia - tiene como su férmula imagen
alaférmula T=> L, lacual es equivalente a L.
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El caculo GHPC ( Caleulo de predicados intuicionista como un clculo de
secuenclas 6 Célculo de predicados al estilo de Gentzen ) se establece para la
deducci6n de secuencias.

Tal célculo contiene axiomas de las siguientes dos formas:

a) PIr»>AP Donde P es una férmula atémica del lenguaje Q.

b) LT>A Notamos que L no es considerado como una férmula
atémica, es solo una constante légica .

Las reglas de inferencia del calculo son muy simétricas e introducen coneclivos
l6gicos a Ia derecha y a la izquierda:

=-) (PoQITHP . Q' 4 (=) _Pro>Q .
(P=Q)r—>a r-a(P=Q)
(h-)_PQr—4A (oA L2APTHAQ
(PAQ)T oA r-Aa(PaQ)
(v») PLoA:Qlr 4 (»v) IL>APQ.,
(PvQ)r-aA F->A(PvQ)
Vo) ¥xQxQ(t)Tr—>A »Y) _I'=>Qfy) .
vXQx)T->4A - A VX Q(x)
@) _Qr->4a (-3 CL>A3IxQX QA1)
IxQXT -4 - A3xQ(x)

Enlaregla (- V) lalista I' no contiene ocurrencias libres de la variable y, y
enlaregla 3 ) laslistas I" y A no contienen ocurrencias libres de la
variable y , @ y=x 6 X no es un parémetro de Q(y). La notacion Q{t) es la
abreviacion de Q(x /t).

Observe que en las reglas (- =) y (= V) lalista A aparece en la
conclusién de la regla pero no en sus premisas. Esta es una caracleristica
especial de [a l6gica de secuencias intuiclonista. En laregla (= -») la férmula
principal de la conclusion es repetida en la premisa de la izquierda.
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La expresién J S significa que la secuencia S es deducible en este caso en
el cdlculo GHPC,

Una deduccién puede ser expresada en forma de un arbol. La longitud de fa
deduccién es el nimero de secuencias en la rama m4s larga.

El siguiente teorema afirma la equivalencia de GHPC y HPC,

Teorema 3.1, Siuna secuencla es deducible en GHPC, entonces su
férmula imagen S®, es deducible en HPC.
Reclprocamente, si S¢ es deducible en HPC, entonces S
es deducible en GHPC,

DRemostracidn; La primera parte se demostrard por induccién con respecto
ala construccién de la deduccidn de S en GHPC. Es
necesario verificar sélo que la formula imagen de los
axiomas y las reglas de inferencla de GHPC son admisibles
en HPC, Vedmoslo.

S| se tiene un axioma de faforma P I'— AP con P una férmula atémica.
Entonces su férmula imagen es:
PATAP{A... AP Qiv..vQuv LvP yporlas reglasde HPC se
fiene;

PATA..APy = P = Qv..vQyvLlvP queeslodeseado.

Sielaxiomaesdelaforma LI - A enlonces su férmula imagen es:
LAPyA.. APy Qiv..vQnv Ll que seobtiene de:
LAPI{A AP L=Qiv..vQyve,

*. para los axiomas se cumple.
Vedmoslo ahora para las reglas de inferencia:

(= —-) entonces por hipétesis de inducclén tenemos que las férmulas
imagenas de las premisas se deducen en HPC es decir se tienen:

(P=>Q)ATAPIA..APy = P
QATAPIA AP Qiv..vQyvl
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Pero (P=>Q)ATAPIA..APy, = (P=Q) porlotanto, de la primera
hipétesis y lo anterior se tiene:

(P=2Q)ATAPIA.LAPRh 2(P2Q)AP = Q
y (P=2Q)ATAPIA.. AP = TAPIA.. AP,

N APQ)ATAPIAW APy 2QATAPIA..AP,
=>Qqv.vQpvli
) lo deseado.
(~ -) entonces tenemos que se deduce la férmula:
(PAQYATAPIA..APy = Qiv..vQuv il
Que es la misma de la conclusion salvo los paréntesis.
(v -») Aqui suponemos que se deducen por hipbtesis las férmulas:

PATAP{A .. APy » Qiv..vQuvl
QATAPIA APy > Qv..vQpvl

De las cuales se concluye:
N (PATAPIA AP V(QATAPI AL AP) 2 Qi v..vQyv L
Por otro lado tenemos que:

2) (PVQIATAPIA AP (TAP)V(TAQ)APYA...AP,
S(PATAPIALAPYV(QATAP{A..AP)

De 1) y 2) se obtiene lo deseado.

(v -») Se tiene por hipdlesis:

VXQMAQIYATAPIA...APL = Qiv..vQpvl
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Porotrolado: Yx Q) ATAP;iA..AP, > VXQ(x) = Q(t) ¥y
VXQO)ATAPIA...APy = YXQD)ATAPIA...AP,

S VXRQUIATAPIA . APy = YXQMATAPA..APRAQ(L)

lo cual, junto con la hipbtesis, implican lo deseado.
(3 ) Setiene directamente de la regla (15) de HPCq4,

(- =) Se tiene por hipdtesls:

PATAP{A..APy 2 Q
Tenemos que:

(PATAP{AL APy = Q) =5 (TAPjA..APy = (P=2Q))
Por lo tanto se tiene: T APy A..AP, = (P=Q) ¥y enla conclusién
estamos suponiendo T APs A .. APy porlotanto concluyo P = Q. De lo
anterior se obtiene que;

TAP{A.. APy = (P=Q)vQiv..vQyuvl
que es lo deseado.

(—~ A} Por hiptlesis tenemos:

TAPIA APy = Qiv.vQyvLivP
TAPiA..APy = Qv..vQyvlivaQ

Entonces:
TaPiAaw APy = (Qv.vQavivP)a(Qv.vQhvlivQ)
= {(Qv.vQpvyi)vP)A((Qiv..vQuLvLl)vQ)
> (Qv.vipvl)v(PAQ)

Que es lo deseado.
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(- v) Por hipdtesis se tiene:
TAPiA..APy > Qqv..vQurvivPvaQ

Que es 1o que hay que demostrar.

(- V) Por hipblesis tenemos:
TAPiA..AP, = Qly)
Esto implica, por la regla (14) de HPCy: TAPyA ... AP, = YxQ(X)
Y TaAPia..aAPy = QX = Qv.vQpvlivxQ)
S TaPiAawaPn = Qv..vQyvlvvxQx)
que es fo deseado.

(~»3) Ahora tenemos por hipttesls:

TAPIA APy = Qv vQpvyivIxQ) vQ(t)

Entonces aplicamos la regla (16) de HPCy vy simplificamos un 3x Q(x)
obtenlendo lo deseado.

a
L.a demostracidn de fa segunda parle esté dividida en una serie de lemas, los
cuales tlenen que ver con la deducibllidad en GHPC.

Loma 3.1.1: Si una secuencia S es deducible, entonces la
secuencla S(x/1) también lo es, y ademds, poruna deducclén
de Ja misma longitud.
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Demostracién;

Supongamos una deducclén de S dada, Entonces llevamos a cabo en esta
deduccién, el reemplazamiento de ocurrencias libres del pardmetro x por el
término 1. ( Cuando hacemos esto, por supuesto, si s necesario renombramos
las variables acotadas y proplas de la deducclén S ; por variables proplas
queremos decir variables usadas explicitamente en las reglas (> V) y (3 5)
en lugarde vy.

La demostracién se hace por induccién con respecto a la construccién de la
deduccién.

Si S es un axioma, claramente S(x/t) también lo es. Ahora, si S se obtuve
por medio de alguna de las reglas de inferencia se procede como se explico en
el parrafo anterior.

Lema 3.1.2: Si una secuencia I > Al es dsducible, enfonces
la secuencia I - A tamblén lo es, y ademads por una deduccion de
la misma longitud.

Pemostracién; Por induccién con respecto a la construccién de la
" deduccibnde S. Si S es un axioma del pmer tipo, qulere
dacir que tanto " como A conllevan una férmula atémica

P. yporlotanto I' = A es un axioma.

Sl S esun axloma del segundo tipo, entonces S= LT —+A L. yporio tanto
1T — A también lo es.

Si 8§ se obtuvo por alguna de las reglas de inferencia, entonces moviendonos
de abajo hacia amiba en la deduccién de T — A L, borramos todas fas
ocurrencias de L ( por hipétesis de induccién ) en Ia derecha que resulta en la
deducclién de la ocurrencia especificada de L en la ditima secuencia, asi
obtenemos una deducci6n de la misma longitud de la secuencia ' > A,
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Lema 3.1.3.( Admisibllidad de una regla de adicién) La deducibilidad .
de I' > A implica la deducibilidadde I'Il-—»A & yademas, por
una deducclén de la misma longitud.

Demostracién: Por induccidn con respecto a la construccién de la
deduccién de §.

Obviamente si S es un axioma se tiene que la secuencia T' 11— A @ también
lo es.

S| se obtuvo a parlir de una regla de inferencia se aplica la hipftesis de
Inducclén a tas premisas obtenlendo duducciones de ellas de la misma longitud
agregandoles IT y @ donde lo requieran, y entonces aplico l[a misma regla de
inferencla que antes obleniendo la secuencia desoada con una deduccién de la
misma longitud que 1a original ya que las premisas tenian una deduccién de
longitud un nimero menor. Al tratar con el caso donde I' - A Se obtuvo por
las reglas (— V) y (3 -») usamos 3.1.1.

Por ejemplo si se obtuvo por (» V) _T - Qy)
[ A'vxQx)
entonces A = A' Yx Q(x)

y I’ no contiene ocurrencias libres de la variable y. Entonces por hipdtesis de
induccldn obtenemos la secuencia;

I'it- Qly)
y por el lema 3.1.1 puedo cambiar y por una variable y' que no ocurre
libremente nien I nlen T, y asi peder aplicar de nuevo la regla para

obtener;
FO->@AVYXQ(x) =TFM->0A.
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Lema 3.1.4: ( Invertibilidad de ciertas reglas de inferencia) Todas
las reglas de inferenciade GHPC con excepciénde (= -»),
(==) y (»V) son Invedibles, esto es, la deducibilidad de
la conclusién de cada una de fas reglas implica la deducibifidad de
cualquiera de las premisas. Asf como para la regla (=) la
deducibilidad de la conclusion :mplfca la deducibilidad de la
premisa de la derecha :

Qr—>4. Afadiendo a todos los casos quela deduccién de
las premisas tlene una longitud que no excede la longitud de
la deduccitn de fa conclusion,

Demostracién: Para las reglas (v —») y (- 3) se sigue el resultado del
lema anterior.

Para los demés casos probaremos el lema individualmente por induccién con
respecto a la construcci6n de la deduccién de la conclusion de la regla:

1) Supongamos que sededuce (P=>Q)Ir'~»A.

sl es un axioma, entonces QT —» A también lo es. Ahora, si se deduce por
(= —) no hay nada que demostrar ya que entonces las premisas ya eran
deducibles, por lo tanto debemos anallzar el caso cuando se dedujo la
concluslén por medio de las demas reglas.

a) Supondamos que la conclusi6n proviene de ta regla (- =») entonces I''
debe tenerlaforma (P=Q)I" y A ftienelaforma A' (R = S), es decir la
regla tiene la forma:

R['9 S
r'-+A'(R=29)

(1) R(P=Q)II'»S
(P=QTr->A

Entonces. por hipétesis de Induccién es deducible la inversade (1) con una
deduccién que no excede la longitud de la deduccién de (1) es decir:

—QRI»8 (2)
R(P=>QTr-»S
(2) es deducible.

y aplicando fa regla (- =) a (2) obtenemos: QI'>A'(R=8) osea

QTI'— A que es lo deseado.

44



b) Supongamos que la conclusién proviene de la regla (n —») entonces la regla
tiene la forma:

(1) _RS(P=QI'A
(P=Q)roa = {RAS)(P=2Q)T'>A

Entonces es deducible Ia inversa de (1) o0 sea: QRSI'—>A
y apiicando olra vez la regla (~» —) obtenemos:

(RAS)Qr'—>A esdecir QT -—A.
c) Sl la conclusién proviene de aplicar la regla (-» A) entonces la regla tiene la
forma:

(1)(P=>Qr9A'R; (P>QTA'S
(P=>Qr-a = F'>4'(RAS)

Entonces es deducible la inversade (1) o sea:
Qr—-4A'R y Qr—->A'S
Entonces aplico la regla nuevamente para obtener:
Qr—>A'(RaS) = Qr—>A lodeseado,

d) y ) es decir si la conclusién provino de las reglas (v -») y {(— v) son muy
similares a las demostraciones de b) y c).

f) Supongamos que la deduccién proviene de aplicar ia regla (v —), entonces
Ia regla tiene la forma:

(1) ¥vxR(X)R
(P=>QI'A = YXxRX){(P=>Q)T'>A

Entonces es deducible lainversa de (1) es decir se tiene:

VXRXR(t)QI''—>A
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Y aplicando nuevamente la regla e obtiene:
VXxR()QI''5>A = QI'> A lodeseado.

0) Sila deduccién provino de aplicar la regla (- ¥) entonces la regla tiene la
forma:

(1) _L'> Ry
(Po>Q»A = "= A'YxR(x)

donde I''= (P = Q)T" no contlene ocurrencias libres de la variable y .,

Entonces la inversa de ( 1) es deducible, y aplicando la regla otra vez
obtengo:

QTI - R(y) Donde QT no contiene ocurrencias libres de la variable y.
Qr-a
h) Sila deduccién proviene de laregla (3 —) entonces se tiene la figura:

(1) RN{(P>QT' A
(P=2Ql-»>4 = IR (P=2Q)I'"'>A

donde las listas (P = Q)I'' y A no contienen ocurrencias libres de la
variable y e y=x 6 x noesun parémetro de R(y).

Entonces la inversa de (1) es deducible, y aplicando la regla nuevamente
tenemos:

RWIQTr's A donde QT' tampoco tiene ocurencias libres de la
IxRX)QI''—>A variable y e y=x 6 xnoesunparémetrode R(y).
Que es lodeseado yaque IXR(X)QTr'> A = (P=>Q)T -4,

i) Lademostraci6én de este caso es igual al del caso (f).
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De todo lo anterior se duduce que en la regla (= —), la deducibilidad de la
conclusién implica la deducibilidad de la premisa de la derecha, ademas con
una deduccién que no excede la longitud de la deduccién de la conclusién.

La demostracién de las demés reglas lleva un método muy similar y hemos
decidido om#tirtas.

Lema 3.1.5: ( Regla de contraccién ). Las sigulentes reglas son
admisibles en GHPC.

Lo APP PRIl 5 4
I > AP Pr -4

ademads, la conclusién puede ser deducida por una demostracion
cuya longitud no excede la longitud de la demosiracién de las
premisas.

Remostraciépn: Por Inducclén con respecto a [a estructura de la férmula
P; para una férmula fija P usaremos induccién con respecto
a la longitud de la deducci6n de las premisas.

(a) Supongamosque P=(R=>8). Si I'-»APP esunaxioma entonces:
' = AP también lo es y la proposicién es demostrada.

Lo mismo pasasi PP T —» A esun axioma. Ahorasi T 5> APP
( y respectivamente P P T — A) es oblenida por una regla de inferencla que
no tiene que ver explicitamente con la P indicada entonces usando la hipotesis
inductiva, se llega a la contraccién de P en las premisas y aplicando la misma
regla obtenemos lasecuencia ' > AP (Pr>4).

Asuma que PP I — A fue obtenida porla regla (= -—») con referencia a las
férmulas en consideracion. Entonces en las premisas de esta ultima regla estén
las secuencias:

(R=>8)(R=8)T>R y (R=8)Sr-a

Esdecirr (R=>S)(R=>8)I'»R ; (R=>S}SI'34A
(R=>S)(R=>8)Ir->4
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Por hip6tesis de induccién, de la primer secuencia obtenemos:

(R=>8)r->R

De la segunda secuencia obtenemos por ( 3.1.4) ia secuencla:
SST>A

al aplicar la inversa de la regla (= —) a dicha secuencia, y asi por hip6tesis
de induccién obtenemos:
Sr-4A

y aplicando la regla (= ») deducimos (R=>8) " -» A que es lo deseado.
Esto termina con el primer caso y la primera regla de contraccién,

Solo resta, para este primer caso, en |a segunda regla de contraccifn, suponer
que I'—>APP seobluvo de laregla (- =) con referencia a P. Enlonces
las premisas tienen la forma:

RS
Ir-A(R=>8)(R=>8)

Y seobtlsne I'—A(R=S) directamente de ella por (~ =). Esto termina
conelcaso (a).

Para los siguientes casos tenemos que si la secuencia es un axioma, tamblén
lo es omitiendo una P. Y si [a secuencia fue obtenida por una  regla de
inferencla que no involucre explicitamente a la P Indicada, entonces
aplicando Ja hipdtesis inductiva a las premisas oblenemos lo deseado’
directamente a! aplicar la misma regla. Por [o tanto solo veremos los casos
en los que se utilizaron reglas con referencia a la férmula en consideracion.

(b) Supongamosque P=(RAS).
Si PPI'-> A seobtuvo porlaregla (A —) entonces:
RS(RAS)I>A
(RASY(RAS)T A
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Y por (3.1.4) tenemos: RSRSI'—> A dela premisa.

y por hipétesis de induccién obtenemos R S I' - A de ahi aplicamos
(A ) para obtener lo deseado.

Si ' > APP seobtuvo porlaregla (—» A) setiene:

CaA{(RAS)R  TA(RAS)S
I'>A (RAS)(RAS)

Y por (3.1.4) de las premisas obtenemos:
IF'3ARR y I'-»ASS entonces por hipbtesis de inducclén obtenemos:
'+AR vy I'>AS yaplicandolaregla (—» A) se sigue lo deseado.

(c )' El caso de suponerque P =(Rv 8) es muy simétrico al case (b) y
por lo tanto lo omitimos. .

(d) Supongamos que P = vx Q(x).
Si PPI'» A seobtuvoporiaregla (v —) setiene:

A t) v I'2A
YxQx) Vx Q) I' > A Y por (3.1.4) se tiene lo siguiente:

vxQ(x) Q(t) vxQ(x) Q(t)T—>4A Y aplicando la hip6tesis de induccién:
Vx Q(x) Q(t) T - A vy porditimo aplico de nuevo la regla (v —)

Si I'»> APP seobtuve por la regla (- V) se tiene directamente la
conclusién aplicando (— V) a la premisa.

( ) Por diltimo supongamos que P = 3x Q(x).
Si PPI'—» A seobtuvo porlaregla (3 —) setiene:
Q) Ix Q)T > A

Ix Q) IxQX) I > A Ypor (3.14) Qy)Qy)L—4
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Aplicando Ia hipétesis de induccion: Q(y) T~ Ay aplicando otra vez la
regla (3 ) se tiene lo deseado.

Si I' > APP seobtuvo porlaregla (— 3) se procede igual que en la regla
(v —). Estotermina con el caso (e).

Hay que notar que si P es una férmula atémica el resultado es inmediato ya
que en todos los casos la regla de Inferencia no tiene que ver explicitamente
con P entonces se procede como se dijo en un principlo.

Esto completa nuestra demostracién pordoble induccién,
[}

Lema 3.1.6: ( La regla del corte, el llamado TEOREMA FUNDAMENTAL
DE GENTZEN ). La siguiente regla de inferencla, lamada un corte,
es admisible en GHPC,

T2AP : PO @
riag—» 4¢

Demostracién:

Supongamos dadas las deducciénes de las secuenclas I' > A Py de
PII- ® en GHPC.

Asignamos a este par de demostraciones una terna de nimeros naturales:
(k,l,m) donde k esla complejidad i6gica de ta férmula P ( es decir el
ntimero de simbolismos l6gicos y cuantificadores que hay en P ), | esla
longitud de la deduccibn T' = AP y m es la longitud de la deduccion
PII- ®.

Daremos la demostracién de Ja deducibilidad de 1a conclusién por induccién con
respecto a k, para una k fija, por induccién sobre I, y para k y 1 fijas por
Induccién sobre m.

En realidad, para la demostracién uno debe especificar en que sentido uno

debe reemplazar el corte dado por una figura de una deduccidn sin cortes o, al
menos, por una figura de una deduccién con cortes de longitud menor (k,},m).
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Examinemos los casos de la estructura del par dado de deducciones.

(1) Una de las premisas del corte es un axioma. entonces la conclusion es
faclimente deducible en GHPC. Por ejemplo 8i P es una férmula alémica y
I'=PT’ entonces I' > AP esunaxioma ysesigue TTI—AQ apartirde
PIl—- ® por (3.1.3).

(2) Una de las premisas def corte es obfenida por una regla que no refiere a la
férmula especial P, enlonces uno debe aplicar un corle a Ias premisas de
esta regla ( porque decrecié | 6 m) y entonces aplicar la misma regla.

{3 ) Ninguno de los otros dos casoes se da y, por lo fanlo, cada una de las
reglas es obtenida por una regla de inferencia que introduce la f6rmula P.
Aqui es necesario proceder en distintas formas dependiendo de la estructura de

p:
(a) P=(R=5). entonces el corte dado tiene ia forma:
RrL—S (R=8)IIoR ; SII»¢

TA{(R=8) {(R=8)01-»¢
A0

Esta figura ia fransformamos por la siguiente;

CT>8(R=>S); (R=8)1-R
rn->AR N Rr—>»$
rrn-a$§ .. S-»ad
rraomn-—-»>ao

Aquf el cote de hasta arriba tiene fongitud menor que §a deduccidn de la
derecha y los dos menores cortes son aplicados a férmulas de menor
complejidad 16gica asi que por Ia hipétesis de induccién, estos cortes son
admisibles, La linea punteada significa, de aqui en adelante, una serie de
aplicaciones de contraccionss y adiciones que son admistbles por (3.1.3)y

(3.1.5).
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(b) P=(RAS). entonces el corte dado tiene la forma:

F'-AR : T—>AS RSN
FT>A(RAS) : (RAS)I @
ri->aao

El cual transformamos a la forma:

'+AR : RS ®
SIMo>A® : T'»AS
IT-»>a9

r''n->Ad

Con las mismas acotaciones que antes.
(c) P=(RvS) Entonces el core tiene |a forma:
I'>ARS Rilod ; STI->d

r>A(RvS) {RvS)I» @
Fr-»a¢

La cual {a transformamos a la forma:

IF>ARS; STi»®
[TI->ADR H RIIo> &
rmra-A¢ ¢

(d) P=vxQ(x) entonces el corte tiene ia forma:

' - Q(y) VXA QUM - @
[ vx Qx) vxQp nN->od
Trf—-»>A0

Transformamos esta figura a la forma;
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F>AVXQh) : vxQXIQ(tYTT >
r->0Q(t) : QAN >AD
rrn-4a¢

L ea—

rm->4a¢

Aqulf, aparte, la deduccién I'-» Q(t) es obtenidade I'— Q(y) por (3.1.1)

(e) P=3xQ() entoncesla figura tiene la forma:

F—->AIXQx)Q(t) AN @
C— AJIxQ() IQA) T O
N4

Y lo transformamos a la forma:

T = A Jx Q(x QAN D
TN A®Q(t) SRR ¢ (1) RV X
rifn—-»Aoo
rm-Aao

Aqui también utilizando (3.1.1),
Con lo anterior se ha completado la induccién.

[
Lema 3.1.7: Para toda férmula P, la secusncla P — P es deducible en
.GHPC.
Demostracién; Por induccién con respecto a la construccion de P.

Si P es una férmula atémica entonces P -+ P esun axiomay porlo tanto
deducible en GHPC.
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(a) Si P=(R=>S) entonces R y S tienen menor complejidad y por lo
tanto son deducibles por hipdtesis de induccidn las secuencias:

R-R y S8

Entonces hacemos la figura:

—RoR ' So8
(R=>S)RR RS2S
{(R=>S)RHS .
(R=>S) (R>S)
PoP

{(b)St P=(RA S) entonces tenemos las secuencias R R y § = 8.

Y formamos la figura:

R-oR S8
SRR SRS
AS) - ArS)>S
{(RASY>(RAS)
PP

(c) Si P=(RvS) formamos la figura:

RoR S8
RoRS S-SR
R->(Rv8) S (RvS)

(RvS)(RvS)
PP

(d) Si P=vxQ(x) formamos la figura:

Qx) > Qx)
X) - ¥x Q(X
vx Q00 Q(x) —» VX Q(x
¥x Q) - Yx Q(x)
PP
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(e) Porliltimo,si P=3xQ(x) tenemos la figura:

QHY - Qxy
Ix Q0 - Qlx)
Ix Q) = Ix Q) Qlx)
3Ix Q) - I Qx)
P->P

Esto completa la induccién,

Lema 3.1.8: SI P esdsaducible en HPC, enfonces la secuencia -»P
os deducible en GHPC.

DPemostracidn: Por induccién con respecto a la construccién de [a
deduccién de P en HPC.

Prmero, supongamos que P es un axioma de HPC, entonces tenemos trece
€asos:

(1) P=R=(S=R) entonces construimos la deduccitn:

=P
La primera secuencia de la deduccién s demosirable en GHPC por (3.1.7),

las demds inferencias son validas por los lemas anteriores y reglas de
Inferencia de GHPC.
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(2) P=(Q=>(R=S)=>((Q=R)=(Q=5)) entonces construimos
{a deduccién siguiente:

R R S$-S
Q-Q {(R=>S)OR->R:QRSS
Q-0 =R)(R=S5)Q> : R=S)QR-S
(Q=2R)(A=(R=>S1Q-»Q ; (R=8)Q({Q=2R)>S
(A=3R){Q>(R=>8YQHS

{(QA=2RY(QA=(R=S5}1+Q=8

={R=S) =R)=> =S
2(Q=2>(R=2SH=(Q=>R)=(Q=8)
=P ’

(3) P=a=(R=3QAR) entonces construimos:

a-»Q R->R
~) - R
QR QAR
Q-oR=QnAR
2Q=3R=2>QAR)
- P
(4) P=QAR=Q entonces construimos:

i

{(5) P=QAR=R essimétrica a la anlerior.
(8) P=(Q=8)=({R=>8)=(QvR=8). Construimos:
Q0->Q S8

=S =8) =28)8-8
(Q=>8)Q(R=8)~»S§ (a)
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Por ofra parte:

R-oR S-S
= =8S)» . _SR(R=S
(R=>8)R(Q=>8)-S (b)

De (a) y (b) deducimos lo siguiente:

(A=>8)Q(R=S8)»S : (R>S)IR(Q=85}-8
. = =S vR]—»>S '
{Q=8)(R=>8)-»{QvR=S8)
(Q=8)>»(R=S)=>(QvR=8)
2({QA=>8)=>((R>8)=>(QvR=8))
-»P

(7) P=Q=>QvR construimos la siguiente deduccion:

-»P
(8) P=R=>QvR essimétrca ala anterior,

(9) P= L=>Q sesiguedebidoaque L—»Q esunaxioma yporlo
tatosesigue —->1L=Q

(10) P= ¥xQ(¥) = Q(x/t) damos la construccion:

Q(x/1)»Q(x/t)

X t) - It
VXQX) > Q(x/t)
> VX QM) = Q(x/t}

=P

57



(1) P=vx(Q=>R0))=(Q=VxR(X)) construimos la deduccioﬁ:

Q->Q Rix/t)—R(x/t)
= tHav. S>RN->Q;R(x/ V. 2R X))=R (x it
(Q=>RX/MNAVXQ=2R N>R {x/Y)
Q=Rx/1))Qvx(Q=R(x) > VxR{X
QVx{Q =R (X)) = ¥xR(x)
Y = S>2Q=Y X
=V = = (Q = VX R{x
->P

(12) P=Q(x/t)=3xQ(x)  construimos:

Qx/t) > Q(x/t)

x /1) > Qx/t)3

Qix/t)—» Ix Q)

= 14) = Ix Q(x
->P

(13) P=wx(QX)=R)=(3xQ(X)=>R) construimos:

Qx/t) > Qx/1)
YRV X)=>R)—
(AX/t)=>R)vx(Q) =>R)IxQK) »Qx/t) (a)

Por otra parte;

R->R =
RVYx(Q(x)=R)3IxQ(x) >R (b)

Entoncesde (a) y (b) deducimos:

x{QO) = RY(Qx/t)=>R)3IxQX) - R
\'# X} = R)IxQAx) »
Yx(Qx)=>R)Y-»3IxQ(x) =R

S Wx{(QX)=>R)= (IxQX) = R)

->P

De lo anterior tenemos que para axiomas es vélida |a proposicién.
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Ahora veamos que €S vélido si se obtuvo P de una regla de inferencia:
(a) Sise obtuvo por modus ponens :

Supongamos que las secuencias -+ Q y -»(Q=P) sepueden deducir,
entonces veamos la siguiente deduccion:

Q-»Q _ . PP
(@>P)Q-»Q QPP
(a=P)Q-»P (a)

Entonces (a) esdeducible. Ahora bien:

2(Q=2P) ;. (Q=PYQ»P
QP . ( apticando un corte )

P ( aplicando otro corte ).
De o anterior se tiene lo deseado.
(b) Sise obtuvo por generalizacién :
Supongamos que la secuencla -» Q entonces tenemos:

29
=2Q0)
->Yx Q
-»P
De todo lo anterior se tiene el resultado.
[ ]

Ahora, con los lemas 3.1.1 - 3.1.8, es fac| establecer la segunda parie del
teorema 3.1 y terminar la demostracion. Veamoslo:
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Supongamos que S@ es deducibie en HPC . Por induccl6n con respecto a la
construccién de SO :

El resultado se tiene por el lema 3.1.8 quitando a todas las deducciones el
Glimo paso, entonces se tiene que si S® se obtuvo por una regla de
inferencia 6 es un axioma se obtiene que S es deducible en GHPC .

Esto basta para tener el resultado.

La remarcable simetria de! sistema GHPC nos facilita obtener el sigulente
resultado en el célculo de predicados intulcionista:

Proposicién 3.2: Sea P una férmula atémica. Entonces las férmulas
Pv =P y == P =P no sondeducibles en HPC.

Demostracion;

Para la primera, supongamos que P v - P es deducible en HPC,
entonces la secuencia — (P v = P) esdeducible en GHPC,y esta
secuencla sblo puede provenirde - PP ycomo -P= P= L, esla
sélo puede provenir de P -» 1L la cual claramente no es deducible en
GHPC . Porlotanto P v — P no puede ser deducible en HPC.

Ahora, si 'suponemos que - P =P esdeducible en HPC sucede algo
semejante. La secuencia -»-—P =P esdeducible en GHPC, esta sblo
puede provenir de Ia secuencia -- P — P, ahora, como -~ P=-P =1,
osla ultima secuencia sélo puede provenirde (P =>1)—» P yde L—
P la cual sl es un axioma.

Ahora, si aplicamos lamismaregla (=) a (-~P=1)- -~ P caemos en
algo semejante, por lo tanto s6lo pudo provenir de aplicarse la regla (- =),
con lo cual proviene de —— P P — L. Si seguimos Intentando retroceder una
deduccién nos encontramos con un circulo que proviene de esta Uitima
secuencia, y esta no es un axioma. Por o tanto no es deducible en GHPC.
Entonces conciulmos que -~ P = P no puede ser deducible en HPC.
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CAPITULO 4.

GRUPOS.

El 4lgebra intuicionista es més complicada que e &lgebra clasica en varios
sentidos; para empezar, las estructuras algebralcas como regla no conllevan
una relacién de igualdad decidible. Esta dificultad es en parte evitada al
introducir una relacién de desigualdad fuerte, |a llamada relacién de
separabilidad, Ademds existen varios tipos de subestructuras dificiles de
manejar, y por esta raz6n de estructuras cociente.

En la seccién 1 rapidamente trataremos las propiedades bésicas de la
igualdad, separabilidad y orden.

Enla seccion 2 entraremos a la teorfa de grupos con separabilidad.
1. IDENTIDAD, SEPARABILIDAD Y ORDEN.

Identidad. En la matemética clésica la relacién identidad es completamente
neutral ya que, ni influencia ni es influenciada por [as propiedades
mateméticas. Similarmente su papel en la l6gica clésica es modesta: todo lo
que podemos hacer es agregar condiciones de cardinalidad.

La situacién es completamente diferente en la matemética intuicionista, en
donde la naturaleza y construccién de los objetos determina propledades
especificas de la relacidn identidad.

Por ejemplo la relacién identidad en los ‘nimeros nalturales es, por su
construccién, decidible, y el método de construccion de los nimeros reales
conlleva la estabilidad de su relacién identidad, asi la matemética influencia
las propiedades de |a relacién identidad.
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En lo siguiente usaremos identidad e igualdad como sin6nimos.
La minima teorfa de /dentidad tiene los axiomas:

REFL (x=x

SYM x=y) = (y=x)

TRANS (x=y) A (y=2) = (x=2)

Y si existen funciones u olras relaciones con = requerimos del axioma de
resmplazamiento:

Para toda propiedad A:
REPL (x=y) = (Alz/x] = Alzfy])
S$YM y TRANS se siguen de REFL en la presencia de REPL.,
Demostracién; Sttomamos A(x) := (x=1), A(t) es verdadera por REFL; asi
de A(t) A (t=5s) = A(s) es decirtenemos (t=5) = (s=1)
esto para cualesquiera términos ty s.
También tomando A(x) := (x=1) encontramos que:

A(r) se tiene por REFL . Supongamosque t=r A t=s

antonces: t=r A A() = A
“t=s5 A Af) = A(S) esdecir s=r

Las propledades mas familiares de identidad en la préctica matemética son:

Estabilidad - (X = y) = (X = y)
Decidibilidad x=y) v (x=Yy}

La igualdad en N, Z, Q, es decidible y en Ry C es eslable.
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Separabllidad.  La segunda relacién més importante en mateméticas es la

de separabilidad, una fuerte nocién de desigualdad. Las propledades bésicas
son;

APl ~(x#y) & (x=y)
AP2  (x#y) = (y#x)
AP3  (x#y) = (x#2) v (y#2)

EJEMPLO: En los nimeros reales se define:
x#y =X <y) vy <x

Propasicién 4.1 Sea A un conjunto con una igualdad decidible, entonces la
relacién # es una relacién de separabilidad.

Demostracidn: Supongamosque (VX,y) (x=y v x=Y) entonces:

~(x#y) = (x=y) yporotroladosetieneque (x=y) = — (x#Yy) por
lo cual se tiene AP1,

X#y) = ~(x=y) = ~({y=x) = (y#x) yporlotanto setiene AP2,
Para AP3 supongamos que (X =y} ysea z € A enlonces:
8) SupoNgamos - (X#2) = (x=2) = -~ (z=y) = Z#})
b) supongamos -~ (y#2) = (y=2) = - (X=2) = (x=2) portanto AP3
se tiene. .

n
Por otro lado la relacién de separabilidad Influencia Ia relacion identidad:

A (XEY) & (X #Y) © S (x#y) o (x=y)

De aqui una estructura con una relacién de separabilidad posee una jgualdad

estable,
En clertas circunstancias hay un uso para una clase més débit de relacién de

separabilidad, una con AP reemplazado por - (x # x) llamada
preseparabllidad.
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Como fue observado por Fourman, un conjunto con una relaclén de
separabilidad usualmente tiene més de una:

EJEMPLO:  Sea A una proposicién tal que —— A sea vélida, y definamos:
x¥ay:=((x#y) A A} entonces #4 es una relacién de separabilidad.

Demostracién;

AP1) Supongamos - (x#a y)esdecir ((x#y) A A) ahorasi (x#y)
entonces -- (x#y) ycomo —- A esla dada, se infiere que:

~= ((X#Y¥) A A), que es una contradiccién, asique — (x#y) y poriotanto
(x=y) de AP1.

AP2) Supongamos (x#ay) entonces ((x#y) A A) como:
(x#y) = (y#x) sesigueque ((y#x) A Ayesdecir (y#sx)

AP3) Supongamos (x#ay) ysea z entonces por AP3 se liene que

(x#z v y#z) n Aporiotanto (x¥#2) A A) v ((y#2) A A)esdecirse
tiene (x#,2) v (y#r2)

La relacién de separabilidad en Xy Y determinan relaciones de separabifidad
en ¢} producto cartesiano y en la exponenclacién.

Proposicién 42: (1) S X y Y son conjuntos con relacién de separabilidad
#¢ y #y respectivamente enfonces X x Y tlene la relacién de
separabilidad candnica #yyy dada por:

xy) ¥exy (Ky') = x#yx' v ydyy.

(il) Si X es un conjunfo con relacién de separabilidad #
enfoncas XY posee la relacion de separabilidad candnica:

f¥g:=(3x)(fx) #g(x) ).



Pemostracién;

(i) Demostremos AP1: Supongamos - ((x,y) #xxy (x'y')) entonces
= ((x#xx) v {y#yy')) por lo tanto - (x#xx) A ~(y#y') esto

implicaque (x=x) A (y=V)
sy = Xy').

Para demoslrar AP2 supongamos (x,y) #xxy (xy') entonces
(x¥xx') v (y¥yy') que implica (x'#xx) v (y'#yy) por lo tanto se
tiene lo deseado.

Para AP3 supongamos (x,y) #xxv(Xy') y sea (22') en XxY
entonces fenemos que de (x#xx') se sigue (x#xz v xX'#2) y de
(y#vy') sesigue (y#¥y2' v y#y2) dedonde tenemos:

(x#x2Z) v (YAv2) v (X#2Z) v (Y ¥ 2)
i (xly) #XXY(ZI Z') v (x'vy‘) #XXY(ZIZI)'
(1i) Para AP1 supongamos - (f# ) es decir que: .
= (3x) (f) # g(x)) = (¥x) = (f(x) #g(x)) entonces sl tomo x tenemos
que :
= (f0) #9(x)) =g} = (¥x) (flx) = g(x)
s f=q.
Para AP2 supongamos que f# g esdecir (3x) (f(x)#g(x)} que
implica  (3x) (<) # f(x))
sog#f,
Para AP3 supongamosque {#g ysea h:Y - X entonces:
(I ([(x)#g(x)) sea te Y tal que T/t}#g(x/'1] ytomemos hiw{}
entonces:
(fx/ ) #hix/ 1] v gix/ ) # hix/ 1] )
= (DY) AN v (3x) (9(x) # h{x))
s f#hvg#h
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Existe una condicién natural en la relacién identided: objetos idénticos tienen
las mismas propledades (Lelbniz). ¢Hay también una condicion natural con
respeclo a la relacién de separabilidad?

La primera que viene a la mente concieme a las funciones: si una funcién
tuma dos objelos a dos objetos que estan apartados entonces ellos debfan
haber estar apartados en primer lugar, El principio parece muy plausible pero
si uno no conoce cuando dos objetos estan apartados, entonces no se puede
(hablando extensionalmente) agudamente distinguifos. Pero entonces uno no
podria esperar distinguir agudamente entre sus imagenes.

Definicién 4.3: Una propiedad (6conjunto) A es llamada extensional si
x =y implica A(x) = Aly) ( es decir A satisface REPL ).

En la préctica estamos siempre trabajando con tales entes.

En la matemética cldsica uno puede reformular la condicin de
reemplazamiento como sigue: B(x) => (x#y v B(y)). Esta formulacién
sugiere la sigulente condicién intulcionista. B(x) = (x#y v B(y)). Pero no
todo conjunto tiene esta propiedad, considere por ejemplo: B = {0} c R;
nosotros no tenemos (Vy)(O#y v O=y).

Deﬂnlclér! 4.4: (1) Xes fuertemente extensional si :
(Yxy)(xeX = x#y v ye X).
(i) f:X - Y es fuertemente éxfegslonal si:
{(xy) | fx) #y) oes.
Por io tanto un conjunto o una relacién fuerfemente extenslonal ( FE ) tiene
més bien caracteristicas exclusivas; o estas en €l o estas positivamente

distinto de todos sus miembros.

EJEMPLOS:

(1) Sea X={xeR | x#0} entonces X s FE.
sea a e X esdecir x#0 entonces (vb) (b#a v b#0) por AP3.
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(2) # en X como una propiedad de parejas es FE.

sea A={(xy)e XxX| x#y) ysea(x#y) entonces para cualquler
(uv), (u#x) v (u¥y) ypor lotanto (U#x v u#v v v#y) locual nos
tleva a:

V) eA v (uV) ¥ (xy).

( 3) La adicién en R es FE.

sea P:=((xy2) € R} | xty#z) ysea (x+y #2) enlonces para cualquier
(uvw), (utvw)#(x+yz) 6 (u+v#w) aplicando el ejemplo dos.
Ahora (u+v #x+y) implica (u#x v v#y) (ver nota abajo), asi que
(utv,w) # (x+y,2) que es equivalente a (u,v,w) # (x,y.2).

s (uvw) # (xy,2) v (uvw) eP.

NOTA: Para los nimeros reales se puede demosirar que pasan las siguientes
tres propledades: (i) (x#y) = (x+2)#(y+2)

(if) (x+y#0) = (x#0) v (y#0)

(Hi) (xy=1) = (x#0) A (y#0)

La propledad FE para funciones puede ser formulado de una manera mas
adecuada.

Proposicién 4.5: f e YX es FE o (Vxx) () #f(x) = x#Xx').
Remostracion:

(=) Sean F={(xy) | 1) #y} y 10) #1(x).
0 f(x)) eF asique (¢ f(x)) e F v (x,f(x))# (x'f(x)) porser F FE.
entonces de la definicién de F se sigue inmediatamenteque x#x' ya
- que (¢ f(x)) no se da.

(<) Sea F como anlesy (x.y) e F es decir f(x) #y entonces para cualquier
(X.y) tenemos f(x) #f(x) v f(x)#y ya que f(x) #y esto nos lleva a que
(x#x) v () #y) v (y'#Y)

Y)Y eF v (uy)#(xVY).
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Proposicién 4.6: (1) Laclasede los conjuntos fuertemente extensionales
6s cermrado bajo uniones e intersecciones.

(i) Sea f € A— B fuertemente extensional. Si Xc B es
fuertemente extensional, entonces tambiénloes f-1[X].

DPemostracién:

(i) (a) Sea Y unconjunto. Tomemos la familia \U,.v( X;) donde

cada X, es FE. Sean u, w donde ue oy ( X;).

entonces ue X; para alguna JeY. Entonces weX; v u#w por
ser X FE .

aweley (X)) v ut#w

(i) (b) Sea ahora Myevy(X;). Y sean u, w con ve My (X))
entonces ue X paratoda JeY. Entonces u#w v we Xy para toda
jeY. :

Su#wvweMNyev(X)).
(i) Sea f ¢ A>B fuerlemente extensional y X< B,
Tomemos u,w con uef-1[X] entonces f(u)e X
sf(w)eX v f(u)#f(w) porser X FE.
Pero también se tiene f{u)#f(w)= u#w porser f FE.
s f(w)eX v ukw, Esdecir: wef[X] v u#w.
]
Orden. El tratamiento de las varias nociones de orden difiere del clésico en

que, en las matemélicas clasicas, los 6rdenes reflexivo e ireflexivo estan
intendefinidos. Aquf tenemos que tratarios por separado.
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Definiclién 4.7 : Un orden parclal < satisface los siguientes axiomas:

TRANS (x<Y) A (¥<2z) = (x<2).
ANTIS (x2y) A (YSX) & (x=Y).

Para introducir un orden parcial positive imeflexivo uno deberia tener que
introducir una relacién de separabilidad y entonces poner:

xX<y:=(X<y) A (x#y)
En general uno no puede introducir tal relacién de orden positivo. Considere
por ejemplo el orden parcial de ta inclusién de subconjuntos de un conjunto
dado: el subconjunto no conlleva una relacién de separabilidad, deja solitario
un ordenamiento parcial positivo.
La teoria de orden total esta fermulada en términos de menor mas que en
menor o Igual. Debido a que queremos considerar ordenes fineales no solo

sobre conjuntos decidibles, nosotros desechamos la tricotomia y la
reemplazamos por comparabilidad.

Definlcién 4.8: Los axlomas de orden fotal son:
1) (x<y) A (y<z) = (x<2) TRANS
2) =((x<y) v (y<2z)) & (xsy) ASIM
3) (x<y) = (x<2) v (z<}Y) COMP

De los axiomas inmediatamente deducimos lo sigulente:

Proposicién 4.9 : Para cualquier orden total <

(}) —~(x<x)
(ii) (x<y) v (y<x) esunarelacion de separabilidad.

Dernostracién:

(1) (X=X) & ~(X<x v Xx<x) = (X< A 2 (X<X)
=2 A (X<x)
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(i) AP1 se tlene por asimetria.
ParaAP2 (x<y) v (y<x) = (Y<X) v (x<y).
Para AP3 supongamos que (x<y) v (y<x) y sea z entonces
aplicando comparabilidad se tiene:
X<y) > X<z v(z<y) ¥y (y<x) = (y<z) v Z<x) eslos
implican que:
(x<z) v (2<y) v (y<2) v (z<X)

En el contexto de elementos parciales y el predicado de existencla tenemos
que reformular las propiedades de identidad, separabilidad y orden en E-
I6gica con igualdad.

Cada una de las relaciones basicas =, #, <, se asume que son estrictas, es
decir:

s=t = Es A Et
s#t = Es n Et
s<t = Es A Et

Los axiomas de separabilidad y orden tienen que ser complementados de la
manera obvla, Para completar las mencionamos ahora.

t#s = s#t

Es A (L#1) = (s#1) v (s#1)

Es A Et A w(s#t) & s=t

<t A <t t<t”

EsA EtaA ~n(s<l v i< & 5=t

Es A (t<t) = (t<s) v (s<t).
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2. GRUPOS.

Las operaciones bésicas de un grupo, producto e inverso, son ambas totales,
esdecir Es A Et = Est y Es = Es,

Asl, si comenzamos con elementos existentes el produclo y el inverso nos
dardn elementos existentes. Por lo tanto no hay una objecién inmediata en
manejar la teorfa de grupos con un lenguaje sin predicado de existencia. Sin
embargo, los grupos con elementos parciales son perfectamente legitimos; no
obstante, dejaremos el predicado de existencia por el momento.

Definicién 4.10: Un grupa es una eslructura (A, -, -1, e) que salisface
los siguientes axiomas:
1) x-e=e-x=x
2 x(y'g=(xy)z

3 xx1=x1-x=¢

El grupo es abeliano s/ satisface:

4 xy=y-x

Un grupo con una relacién de separabilidad fiene el producto y el inverso
estrictamente extensional, es decir que, ademds de AP1, AP2 y AP3 cumple
que:

5) (x:y) # (x'+y) = (x#x) v (y#y)
6 xT#yt = xi#y

De aqui en adelante escriblremos xy en vez de x +y para sefialar el
producto en el grupo.
Proposicién 4.11: En un grupo con una n_alacidn de separabilidad tenemos

que:

(i) xy#e = (x#e) v (y#e)
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(i) x#x' = (yx#yx) a (xy#xy)
(li) x#y => x1#yt

Demostracitn:

(i) Supongamos que xy#e tenemos que e=e¢e por (1) por lo
tanto
Xy #ee ytenemosque (x#e) v (y#e) por(5).

(i) Supongamos que x#x', como y-ly = e tenemos que:
Gy ) x# Gy X = yIyx) #yiyx) = (y1#y) v (x#yx)
= (yx#yx) debido aque {y-! #y-%) nose da.
Analogamente se tiene que (xy # x'y),

(lit) Tenemosque (x1) (x1)1=e=(x1)x = (x1)1=x
entonces tenemos que: x#y = (1)1 #(y-1)! = x1#y1,

Lema 4.12: Enladefinicibn 4.10, (6)setienede(5).

Qemost[éciég:

Supongamos x-1 # y-1 entonces por el inciso (1) de la proposicién
anterior se tiene: x-1#y-1 =1 #xyt=e#xy! = y#xyly
Sy#x=>x#y.

La parte computacional de la teoria de grupos, es decir, la verificacién de
relaciones entre palabras no presenta ningin nuevo problema cuando se
compara con la teorfa clésica de los grupos. Hablando matematicamente la
teorfa de grupos constructiva comienza a diverger considerablemente de su
contraparie cldsica cuando tomamos en cuenta nociones como la de
subgrupo, grupo cociente etc.
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Una mayor razén para la divergencia de la matemética intuicionista de la
malemética clésica es el comportamiento Inusual de conjuntos de objetos en
la ausencia del principio del tercer excluido y en las peculiaridades de las
sucesiones de eleccion. En élgebra el primer fenémeno es de considerable
importancia. La presencia de subgrupos extrafios, ain en grupos finitos nos
llevan a dificultades inesperadas.

Uno podria estar tentado a eliminar el aspecto de segundo orden por
completo en vez de los conceptos de primer orden, pero esto es més bien un
proyecto quimérico en vista de fa importancia de homomorfismos, nicleos,
etc. Ademés una parte considerable de las noclones tradlclona1es y técnicas
pueden ser salvadas.

Veadmos los siguientes EJEMPLOS:

1) Sea (Z2, -, -1, 0)que es un grupo, y definamos &l subgrupo:

G={(ab) |b=0 v A} donde A es una proposicién no decidible. G
es un buen subgrupo, pero nosotros no sabemos cuando G=22 0 G=z=Z
Note que notenemos (VX)) eZ2 (xeG v x¢G) esdecirque G no
es un subgrupo removible.

2) Para afladir una restriccién de removibilidad no es necesario Ir tan lejos,
como el sigulente ejemplo lo muestra;

{ (x,0) I'reR } ©sun subgrupo de R 2, pero no es reinovible. Sin embargo
es uno de los ejemplos més naturales en los que podemos pensar.

ANTI-SUBGRUPOS, SUBGRUPOS:
La maquinaria de subgrupos que presentaremos esta dada en una especle de
término dual en analogia a la relacién separabilidad - igualdad. Mosiramos

una nocién positiva que nos permita algunos refinamientos no encontrados en
fa teoria tradicional.

13



Definlcién 4.13: Un anti-subgrupo A de ungrupo G enun subconji:nto
de G con las siguientes propiedades:

(i) -ecA
(ii) xyeA=>xeAvyeA
(iii) x1e A= xeA.
El antl-subgrupo es nommal si satisface:
(iv) xyeA = yxeA
El anti-subgrupo es compatible con la separabilidad de G si:

(v) aeA = a#e.

J LOS:
1) A={xeZ| - (2|x} esunanti-subgrupo de Z.
(i) esevidenteque 0 ¢ A,
(it} setiene del hechode que — (2|(x +y)) = ~(2I%) v -~ 2ly).
(ill) se tiene porque 2|x < 2|-x.
2) Ar={x+ly | y # 0} es un antl-subgrupo del grupo aditivo de C.

3) Elsubconjunto de! grupo de matrices de 2 x 2 de la forma:
(e2)
cd
con c#0 v b#0 v a#d. Esun anti-subgrupo normalde  GL (R).

Pemostracién;

(i) Lamatriz de ceros no estd en A porque: 0o
(5¢)

-(0#0) A a#d = O#a v 0#d porla proposicién 4.11 inciso (i).
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() Si

entonces (a+a'u# d+d') v (c+ﬁ:' #0)v( b+ub' #0)

a#d v a#d cH#OACH#O b#0 A D'#0
(por(v)enla ( por la proposicién 4.11)
definicién 4.10)

s (25) esten A

entonces -CH O0=>c#0, -D# O0=>b#0 y -a## -d>-a+d# 0
= a#0Ad#0 > a#0A d#0 = a-d # 0
= afd

(iv) xy .€ A = yx e Asetiene por la conmutatividad en R.

Proposicién 4.14: Sea A un anti-subgrupo de G. A¢ salfsface:

(i) ecAe

() xXeAc A yecAc = xycAc.
(i) xcAc = x1cAe.

(v) = x €A = xcAc,
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Demostracién;

1

(1) cbvio.

(i) Supongamos que xe A A y e A. Tenemos quesi xyeA entonces
Xe'A o0yeA -a(XeAvyeA) = a(xy)eA yesto implica
e (xehe A yehs) = xy e As,

(it ) El mismo razonamiento que en (i ).

(V) onxeAs = ~xeA o xehs,

OBSERVACION: (i) (i) y (i) son exactamente las que definen un
subgrupo. Decimos que Ac es el subgrupo determinado por A.

Proposicién 4.15: (1) A esun anti-subgrupo normal
« (yxyleA = xeh)
« (xeA = pyleA)

" (1) SiA esun anli-subgrupo normal enfonces A° en subgrupo
normal s declr x € A® = yxy-T e Ac.

DRemostracién: Sea A un anti-subgrupo normal:

H

a) (=) Supongamosque yxyle A = (yx)y! €A
= yiyx) €A
= (yly)x €A
= X €A

{<=) Supongamosque xye A = (yly)xy € A
= ylyxy €A
= yx €A

b) Se tiene utilizando el mismo método.
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{ 1) Supongamos que x € Ac enlonces - x € A
Tenemos por (i) que (yxy'leA = xeA) y esto implica
légicamente que (~XxeA = ~yxy!l e A)

somyxyl e A s yxyt e Ac,
a

Nota: Usaremos libremente resultados no probleméaticos del élgebra
tradicional y conceptos, y se comentard cuando sea necesario en aspectos
constructivos.

GRUPOS COCIENTE, HOMOMORFISMOS.

Sea D un subgrupo normal, D define una relacién de equivalencia ~ sobre G:
a~b:=albeD.

La clase de equivalencia de a es el conjunto de representantes de la clase

aD={ax | x e D}. La multiplicacién de clases est4 definida por medio de

sus elementos representantes: ( aD ) - (bD ) = abD. la cual como sabemos

estd bien definida,

Las clases de equivalencia forman un grupo G/ D cuyo elemento neutro es D
e Inverso (aD )1 =a-1D,

En el caso de que D sea un subgrupe normal detemminade por un anti-

subgrupo normal A sabemos més.

Proposicién 4.16:Sea A un anti-subgrupo nommal, y D = Ac, enfonces
G/D es ungrupo con una relacién de separabilidad canénica
definida por:

aD#bD:=ab1 A

ost

(1) AP1 se tiene porque; — (aD#bD) & ~ableA < ableD
< aD=bD,

(i) AP2 se tiene porque; aD#bD < ab' e A o bate A « bD#aD.
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(lii ) AP3 se tiene porque: aD #bD < ab!1 e A < a(cc)be A
& (actcbNeA > acteAvebleA
< aD#cD v cD#bD.

(iv) La extensionalidad fuerte se tiene porque;
adD#cdD < (ab)1(cd) e A © blalcde A
< alcbde A (porsernomal) = alceAv bdeA
< aD#cD v bD#4dD.

[ ]
Definiclén 4.17: (i) Un homomorfismo es un mapeo o: Gy —» G tal que:
a(xy) = o(x}aly)

(i) o esunisomorfismosi o(x)=oc(y) = x=}y.
y es un fsomorfismo fuerte si ademas:

x#y => o(x)#ko(y)

St Gy y Gy tlenen relaciones de separabilidad requeriremos que los
homomorfismos sean fuertemente extensionales ( FE ). .
Observaci6n: (1) La preservacién del proeducto no implica FE.

(il) Elmapeo canénico G -» G/ D que a un elemento lo manda
asu clase es un homomorfismoy siel anti-subgrupo A es
compatible con la separabllidadde G, entonces el mapeo
canénico G —» G/ Ac es FE.

Demostracién: aD#bD < ablecA < abi#e = a#b.

n

Teorema 4.18: SI Gz es un grupo con separabilidad y o:G1- Gz
s un homomorfismo enfonces A:= {xe Gy /[a(x) # 62} s

un anfi-subgrupo nommal y existe un unico o* tal que el
diagrama siguiente conmuta:
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- ESTR TESIS Mo BedE
SALR DE LA BuTEC)

Gy ;G,,z

/
/
n I px
; '®

Gy/Ac

Ademds o* es unisomorfismo fuerte sobre un subgrupo de Ga.
Demostracidn; Primero veamos las propiedades de anti-subgrupo normal.
(1) eqeA debldoaque a(ey)=ep.

(i) abeA & o'(ab)#ez S o(@aob#e, > c(@#e, valbite,
&S acAvbeA

(i) xteA & a(x)#ey & ox)-1#e2 = o(x)#e & xeA._
(V) xyeA o axy)=ocXo(y)#e;
Ahora definamos o * (aAc) := o (a) entonces o * es un homomorfismo
porque: a,* (aAc bAc) = o * (abAS) = o (ab) = o (a) o (b) = o * (aAc) ¢ * (bAS)
es isomorfismo porque: ¢ * (aAc) = g * (bAC) & o (8) =0 (b)
o o@ob)ize; & c@ao)=e;
o olabt)=e;
~ ab-1 e Ac esdecir aAc = bAc,
y es isomorfismo fuerte porque: si aAc #bAc enlonces able A
asl o (ab-1) # e
~ 6*(aA%) = o (3) #o (D) = o * (bAS).

La unicidad es debida a la manera en que se defini6 o *.
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GRUPOS ABELIANOS LIBRES.

Ahora nos desviaremos un poco a discutic un tema especifico de la teoria de
grupos, Eltema fue escogido para llustrar el cuidado extra necesario en el
manejo de objetos clasicamente triviales.

Consideremos ta nocién de grupo abeliano libre. Queremos un grupo libre F
con el conjunto generador S que satisfaga la propiedad universal usuak:
Existe un mapeo canénicode S a F tal que para cada mapeo ¢ de S a
un grupo G existe un Gnico homomorfismo o : F —+ G,

Tal que el siguiente dlagrama conmuta;

S

F
]
|
| lo
W
G

Supangamos por un momento que S es finito por ejemplo S:={1,..,k},
JPodriamos tomar para F a la suma directa usual Z ® ... ® Z ?. Recordemos
que la suma directa A @ B de dos grupos abslianos esté definida como el
producto carlesiano con las operaclones coordenada a coordenada.
Introduciendo la definicién estandard de o trabaja aqui:

0 ((Ng, o, MDY = @ (1) + .0+ N9 (K).
£ Que haremos, sin embargo, cuando S no es un conjunto " bonifo " ?.

Consideremos, por ejemplo, el conjunto { a,b } donde ab e R para los
cuales es desconocido si son iguales o no.
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Claramente no podemos definir un mapeo candnicode {ab} a Z®&Z ni
de{a,b} a Z tal que el diagrama sigulente :

S——>F

|
] :!0
N4
G

pueda ser obtenido.

Para el mapeo canénico deberiamos tener a priori la pregunta de la Igualdad
acercade ay b,

En este caso tenemos que recurir ala vieja construccién de un grupo libre
( no necesariamente abeliano ),

Sea A un conjunto. Formamos el conjunto A* de todas las sucesiones finitas
de elementos de A; este es un paso que no tiene problema desde el punto
de vista constructivo, incluimos la sucesidn vacfa ¢ (:=<>) en A*
( ejemplo: la funcién vaclade @ a A). En el caso de que A Ssea vacio
entonces este es el Unico elemento de A*. Como siempre X « y se utiliza
para la concatenacién de x e y. Intuitivamente pensamos a las suceslones
finitas como elementos de un monolde abeliano sobre A.

Sin embargo como una alternativa a la notacién de la adicién usual usaremos
a las sucesiones por ellas mismas . Normalmente reagrupamos a los
elementos de una palabra ( por ejemplo: (aabcabbac) en grupos iguales
(aaaabbbcc). ) pero ya que no podemos decidir igualdad este procedimiento
no funciona.

Debido a que la conmutatividad (mds asociatividad) nos permiten ignorar el
orden de las palabras, la siguiente definicién captura la nocién abeliano.

Definicién 4.19: Sean & y & palabras de longitudes n y m
respaectivamente entonces & ~8&' siy solosi n=m yexiste una
permutacion o de (1,..,n)talque a; =a,cy (isn)
Observe que ¢~8 < d=¢
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Lema 420 : ~ es upa relacién de congruencia con respeclo a Ia
concatenacién.

Demostracin: Nota: Expresaremos fas palabras sin su tilde

(a) Supongamos a~4&' y b~b'. Entances, concatenando tenemos:
astbyast

Sines Ia longitudde a y &'y o supermutacién, y m la longitud de
by b con o” supemutacién entonceslatongitud de a=+b y a'+=b'
es la misma n+m yla permutacién que mesirve es o de n+m
elementos tal que tas restricclones a los primeros n efementos y a los
restantes m, son o'y o" respectivamente,

v a*h -~ asb
{b) Elque ~ sea una relacién de equivalencia se tiene tomando:
i) o como laidentidad para verque & ~a.
it} o-como o' paraverque a~b=>b~a
ill} o como la composicién de las permutaciones para ver que:
a~byb~c=a~c
N
Recordemos que un monolde es una estructura (A, ', e) con una operacién
asociativa y un elemento neulral. Denotemnos a [a operaciénpor  {+),

Lema 4.21: A*/~ esunmonoide abeliano libre sobre A.

Demostracién;

La adiciénen A*/~ estadefinidapor (&/~)+ (8 /~)=(8*8/~) o
elemento neutral es e/ ~ . Por definicién de ~ , ia adicién es conmutativa.
Defina | por i(a)y=a/~ ysea { unmapeode A enun monoide abeliano
M, como 5e muestra en el diagrama de la siguiente pagina.
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Ahora pongamos g(a/~):=f(a) VaeA,
Extendemos g canonicamente a elementos arbitrariosde A*/~ por:

gl<ay ... ap>i~)=g(a/~) .. g{8/~) y g(e/~):=0
El diagrama conmuta por definicién.
i
A————DA" [ ~

f g

Para la unicidad de g, supongamos que h {ambién hace el dlagrama
conmutativo, entonces:

h{i(e))=f(a) vaeA, asi h(a/~)=f(a)=g(a/~).
« h=g debido a que h es homomorfismo.
. .
Note que la demostracién no asume nada de. A; A puede ser cualquler
conjunto,

El siguiente paso es mapear al monolde abellano libre sobre un grupo
abeliano libre. El procedimiento es similar al de mapear N en Z.

Definicién 4.22: Para un monoide abaliano libre M definimos:
fuv) ~ (V) =u+vsu'+y

Lema 4.23: ~ es una relacion de equivaléncla en M2,
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Demostracién;
(1) V)~ (uv) yaque u+v=u+v,
() UV ~(UWV) = u+v=u+y > u+v=uty = WV~ UV,

Antes de demostrar (il ) veamos que en un monoide abeliano libre es valida
la cancelacién:

Supongamosque u/~ + v/~ = w/~ + v/~ entonces las longitudes de
u y w son iguales ytomando o como la restriccién de la original a la
longitudde u y w setieneque u/~ = w/~,

(i) v)~@W'V) > uev=ved
V)~ V") = v+ v =v +y"  entonces tenemos que:

UtV EVEUHVEVISVRU RV SVEVHU SV AU+
y como es vélida la cancelacién tenemos que: U+ v'=v+U",
[ ]
Definiclén 4.24: Sea M un monolde abelfano libre.
Definimos: Gy :=<M2/~, +, -, 0 >mediante las operaciones:
(1) @v)/~+ (Wv)/~ = (utuy+v)/~

(i) ~(uv)/~:= (vu)/~
(i) 0:= (00)/~
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Lema 4.25: Gy es un grupo abeliano.

Demostracién:

(i) 0,0+ uv)= (0+u,0+v)~(uyv) porque 0+u+v=0+v+u,
(1) uv)-(uv) = (uv) + (vu) = (u+v, v+ u)~(0,0) porque;

u+v+0=u+v+0

Lema 426: Sea j(m):= (m0)/~, enlonces, para cada [ de e
monolde abellano M al grupo abellano G, existe un dnico g: Gy —» 6

tal que el diagrama
M——‘% G

=

Qé_.__

conmuta.

m.ﬂ_agigm Definamos g ((u,v) /~) :=f(u) -f (v). Entonces el diagrama
conmuta obviamente porque;
g(j(m))=g(m0)/~)=f(m)-f(0)=f(m)

g esté bien definida porque: (u,v)~ (W' V') u+v'=u'+v = u-v=u'-v
= f(u-v)=f(u'-v') & g((uv)) =g (V)
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g es un homomorfismo de grupos porque:

g{luv)/~+ WV ~)=gu+u ,v+¢v)/~)=F(u+u')-f(v+v)
ST+ fU)-1(W)-T(V)=g{v)/~)*+g(uVv)/~)

g es Unica porque: si h hace lo mismo entonces h ((m,0)/~)=f(m) para

que conmute y h ((uv)/~)=h((u0) + (0,v)) = h ((u,0) - (v.0)) = f (u) - f(v)
que es la definicién de g.

Ahora combinamos los lemas 4.21 y 4.26 para obtener el deseado grupo

abeliano libre sobre el conjunto A.

Teorema 4.27: Todo conjunto A genera un grupo abeliano libre Fpa.

Demostracién; Aplicando los lemas mencionados obtenemos el siguiente

diagrama:
A ] > A"/~ J)GA-/,.
| 7
’

f g "
| s
1
vl
G
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CAPITULO 5.

ANILLOS Y
MODULOS.

No trataremos la teoria de anillos en su generalidad. Para una demostracién de
los métodos y problemas en la teoria de anillos constructiva, los aniilos
conmutativos con elemento unitario y una relacién de separabilidad lo haran
muy bien.

ANILLOS, DOMINIOS ENTEROS, CAMPOS,
Definiclén 5.1: Un anillo conmutativo con elemento uniterio y relacién de

separabllidad, es una estrucfura: R =(R, # +,+,-,0,1) que
satisface los axiomas de separabilidad AP1- AP, y cumple:

1) x+0=x 5 x-1=x
2) xty=ytx 6) x-y=y-x

I x+{y+tz=(x+y)+2 7)x{y-g=(x-y)-z
4) x+(-x)=0 8 x-(y+z)=x-y+x-z

La fuerte extensionalidadde + y - ( no trviales ).
9) xty#x'+y = x#x' v y#:v'

10) x-y#x"-y = x#x' vy#y
11) O#1
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Un anilio es un dominio entero si safisface.

1) x80 A y R0 = x - y#0

Un anilio es un campo s salisface.

13) x#0 = (F){x-y=1)
Si dejamos fuera los axiomas que envuelven # vy aftadimos 0 »# 1
obtenemos la nocién de un anillo. Generalmente serd claro del contexto que
clase de anillo es conslderado.

S no hay confusidn abusaremos de Ja notacion y denotaremos al anillo R por
simplemente R. Tamblén utllizaremos xy envez de x 'y para el producto.

EJEMPLOS!

1) Z, @, R son anillos con relacién de separabilidad (lo mismo dominios
enteros y campos respectivamente), La mayoria de (as construcciones usuales
de la teoria de anillos también producen anillos {anillos de matrices etc.) con
relacién de separabifidad,

Proposicién 5.2 Si R es un anilio entonces:

(i) x+y#0 > x#0 v y#0
(i) xy#0 = x#0 A y#0

Si R es dominio entero:

{(lii) xz20Axy=0=y=0
(v) x#y A z#0 = xz#yz

SI R es un campo:
(v} Resundominio entero

(Vi) x#0 = (3ly) (xy=1)
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Demostracién;
(i) Setiene porque 0+0=0 entonces x+y# 0+0 = x#0 v y#0.
(li) Setiene porque y=0-y entonces xy# Oy A xy#x0

' U U

(x#0 v y#y) A (x#x v y#0)

y (x#x) asicomo (y#y) nopueden ser

. X#0 A y#0

(#ii) Tenemos que porser R dominlo entero:

(X#O0 A Yy#0 o xy#0) = (— (X#0 A Y#0) > - (xy#0))
= (~(X#0 = ~y#0) = ~xy=0)
=D (2 (x#0 v 2 y#0) = xy=0)
= (2(x=0vy=0) = xy=0)
2 (X220 Aay=0) = xyz0)

X200 AYy#0 2 xy20.

Ahorasea x=0 y xy=0 y supongamos y =0 entonces por lo anterior
xy #0 que es una contradiccién

Sy s0

y como el anillo tiene separabilidad se tiene que la igualdad es estable

" y=0
~ (lv) Demostremos primero el siguiente:
Lema 52.1: x#ky = x+z#y+2z
Dem.
X=x+z-z entonces (x+2z)-z#(y+2)-z
= (x+z#y+2Z) v (-z#-2)
SoXtz#y+z
[ ]
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Entonces por el Lema se fiene que x#y = x-y#0 y por hipétesis
setiene z #0.
= (X-y)2#0 = xz-yz#0 = xz#yz,

(v) Sean x#0, y#0 entonces existen X, y' talesque xx'=1y yy=1
que estan separados del cero.

s xx'yy' #0 yaplicando (ii ) setiene xy#0 A Xy'#0.
{vi) Supongamos que existen y,y' que son inversos de x. entonces;

xy=1=xy' porlotanto xy=xy' = (y)y=(y)y = y=y.

Debido a que en un campo el inverso es Unico lo denotaremos por x-1.

La nocidn de homomorfismo, Isomorfismo, e isomorfismo fuerte se siguen
Inmediatamente de |as definicfones en grupos.

Los homomorfismos entre anillos con separabilidad tienen que ser fuertemente
extensionales.

MODULOS Y ESPACIOS VECTORIALES.

Definicién 5.3 : Un Mdédulo ( con separabilidad ) es una estructura de dos
clases (R,M,+) donde R enunanilioy M es un grupo abeliano
{con separabilidad ) y donde () es una funcibn:
d RxM -» M,
multiplicacién por escalar, mas las sigulentes propiedades:
para (r,s eR y ab e M) secumple:

1) (r-s)-a=r-(s-a)
2)1-a=a

3) (r+s)-a=r-a+s-a
4)r-(a+tb)=r-a+r-b
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Y ia extensionalidad fuerte;

S)r-a#s-b 3r#s vat#h
6) r-a¥#0 > r#0 A 8#0

Un espaclo vectorial es un médulo sobre un campo.

Por conveniencia hemos denotado Ia separabilidlad en R y M por el mismo
simbolo, en general esto no nos lleva a confusiones.
Eliminando las clausulas que envuelven a # obtenemos un médulo sin
separabllidad. En el contexto siempre se hard claro que clase de moédulo
estamos considerando. Como costumbre tampoco hacemos distincién
notaclonal entre la multiplicacién en el anilio y la multiplicacién escalar,
Para espacios vectoriales podemos mostrar las siguientes propiedades
convenientes de la relacién de separabilidad.
Proposlcldn 5.4 : En un espacio veclorial lo siguiente es valido:

(1) r#0 A a#0 = ra#0

(ii) r&0 A aka' = rakra

(i) r#r A a#0 = rakra
Demostracion:
(1) Debido a que r#0, rexiste. Asique a#0 = r'(ra)#0 = ra#0.
(i) r#0 implicaque existe ! = rira#rira = r1#r v ra#ra'

s radra

(HYyr#r = r-r'#0 = (r-r)a#®#0 = ra-ra®#0 = ra#ra,
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IDEALES, ANTI-IDEALES.

Definicién §.5: Un antiideal de un anillo R es un subconjunto A que
satisface:

(1) 0gA

() x+yeA = xcAvyeA

(i) xycA > xeAarycA

Un jdeal es un subconjunto J de R que salisface:
(iv) O0ed

(v) x,yed = x-yed
(Vi) xeReyed = xyed

EJEMPLOS 5.8

(1) A={keZ | -~ nlk} para n=0, es un antl-ideaten Z (el complemento
de nZ).

(i) A={aeR | %0} es claramente un anti-ideal de R.

(i) A={feC(RR)] I1©)| >0} es unant-ideal enelanillo C(RR)
de las funciones continuas de R a R. (esto se tiene debldo a las
propiedades que cumplen los nimeros reales con respecto al menor que).

La definicién de anti-ideal no requiere que contenga algin elemento del todo,

asl @ es un perfecto anti-ideal. También, por ejemplo, el conjunto siguiente

cumple con las condiciones de ser anti-ideal pero, sin embargo, no es posible
mostrar un elemento en él, es decir también €5 un ejemplo de un conjunto no
vacio que no es posible mostrar que es habitado.

(W) A={neZ|(-4ln A P)v (=08|n A =P)}

Demostracidn:

(i} 0OeA porque 4lo y 9lo.
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(il) Supongamosque x+ye A esdecir:

(~4lx+y A P) v (m8lx+y A =P)

Entonces como —4|x+y = —4]x v - 4ly
y ~0lx+y = 8|x v w8y

Seconcluye xeAvyeA,

(lil) Supongamosque xy e A es decir:

(~4lxy A P) v (= 9]xy A -P)

Entonces como —4{xy = ~4lx o w4ly
y —~9lxy = 20lx A =98]y

Seconcluyeque xe A A yeA.
Porlotanto A es un anti-ideal.

Los anti-ldeales habitados son caracterizados por el hecho de que contienen al

1. Sisuponemos que a e A, entonces por (iii ) de la deftnitién de anti-ideal
setieneque a=1-a eA = 1eA.

Como siempre, los ideales pueden ser usados para definir anillos coclente, y

como en el caso de grupos, los anti-ldeales son la herramienta para Introducir
una relacién de separabilidad en el anilio cociente.

Propasicién 5.7 : (1) Si A es un antl-ideal, entonces Ac es unideal, y A° es
propio sl A es habitado.

{ii) Sea J unidealde R, enfonces R/J:={a+dJ /a eR}
con operaciones: (a+J)+(+J) =(a+b)+J
(a+J}-(b+J):=(a-b)+J es un anillo
{cociente), provisto de que 1 «J. {esdecir J enunideal

propio).
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(1 )SI A es un anti-ideal habitado, enfonces R/A¢ es un anilio
con relacién de separabllidad dada por:

a+A‘#b+Ac & a-beA
Demostracion:
(1) 0estden Ac obviamente.

Supongamos que x e y estdnen Ac. Entonces sl x-ye A entonces
XeA v -yeA = ye A queesunacontradiccién

L X-YgA = X-YeAc
SixeR @ yeAc y xyeA entonces xe A ¢ y ¢ A contradiccion
L XY g A o Xy e A

(ii) Estademostracidn es igual que en el &lgebra tradicional asi que la
omitimos.

(lii) Verifiquemos las propledades de separabilidad.
(1) ~(a+tAc#b+Ac) © a-beAs & a+Ac=b+Ac
(2) Demostremos primero lo siguiente:
Lema 57.1: Si x € A¢ enfonces -x € Ae.
Dem,

supongamos que — -x € A€ =-X € A entonces:
-x=-1Xe A = X e A contradiccibn .. -x € A¢c.

De lo anterior obtenemosque: x €A = -X €A
Entonces tenemos que si a-be A = -(a-b)=b-aeA.

s atAck#b+Ac = b+AcfatAe
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(3) Supongamos a+ Ac#b+ Ac es decir a-b e A entonces se tiene:
(a-btc-c) eA = (a-6)+(c-b)eA = a-ceAvc-beA
= a-ceAvb-ceA

s atAc#ic+Ac v b+ Acfc+ Ac,

(4) Supongamos (a +b) + Ac#(a' + b)) + Ac es decir:
(@+b)-(@+h)eA = X-X)+(y-y)eA = x-XeAvy-ycA

LOXTACEX FAC v yHACHY + Ac
(5) Supongamos (ab) + Ac #(a'b) + A es decir (ab)-(a'h) e A:
= ab-ab'+ab'-ab' e A = alb-b)+(@-ab'eA
= ab-b)eAvib@-a)eA=b-PecAva-adeA
watAs#a +Ac v b+Ac#b' + Ac,
(6) 1+Ac#0+Ac debidoaque 1-0=1¢ A (porque A es habitado).
]

A partir de ahora, tacitamente asumiremos que los ideales son proplos. La
relacién entre homomorfismo y enti-ideal esta dada por el sigulente:

Teorema 5.8. (I) Para un antl-ideal habitado A el mapeo canénico
J:R—»R/A¢ es un homomorfismo, y si R tiene una relacién de
separabllidad compatiblae con A entonces | es fuertemente extensional
como se requirio,

(ii) Si Rz es un anillo con separabilidad y o :Ry = Ry un
homomorfismo, entonces Aj:= {ae Ry /o fa) #0) es un
anti-ldeal  habitado. Si Ry es también un anillo con separabilidad,
entonces A, es compatible con #.
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Existe un dnico Isomorfismo fuerte o * tal que ol dlagrama

sigulente conmuta:
Ry _._."_._.>R2
A
|
| lo*
|
[
R1/AF
Demostracién:

(i) Sea A un anti-Ideal habitado. J asl definido es homomorfismo porque:
)J(1)=1+4
)j(ab)=ab+Ac=a+Ac-b+Ac=](a) J(b)
j(a+b)=(a+b)+Ac=(a+A)+ b+ A)=](a)+](b)

(a
(b
Es fuertemente extensional porque:

j(a)#j(b) = a+Ac#b+Ac = a-beA > a-b#0 = a#b,

(li) Sea 'R, anillo con separabilidad, o:Ry— Ry un homomorfismo de
anillos y A, como se pldi6, entonces:

8 o()=1#0 . 1eA,
b) Supongamos que x +y A, entonces:

o(X+y)#0 = c()+o()#0 = c (¥ -o(y)
= o(X)#0 v-c)#0 > c()#0 v o(y)#0

= XeAg v YEA,
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¢) Supongamos que Xy € Ag entonces:
#0200 = ac(N#O A c(y)#0
' =2 XehAg A YEA,
« Ag s un anti-ideal habitado.
Supongamos que R4 es un anillo con separabilidad entonces A, es
compatible con la separabilidad de Ry porque:
Si ambos anillos tienen separabilidad entonces o es fueemente
extensional, por o tanto:
achAy =>oc(@#0=c(0 . a#0
Definamos o* mediante; o* (x+ As¢)=0o{x) entonces:
X+ AL=X+AL & x-X At esdecir - {x-X) € Ay
= = (o(xX-X)#0) = ~(c(#c X)) & o )=o)
. Esté blen definida,

Ahora blen: o* (x + As8) =c* [y + AS) = c(X)=a(y)
o(X-Y)=0 = X-YeAL & X+AL=y+AL.

Y X+ALHY+AL = X-yely = c(X-Y)#0
= o (X) #aly).

~. Es un isomorfismo fuerte.

Y por como esté definido, claramente conmuta el diagrama y se tiene
la unicidad.
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ANTIHDEALES PRIMOS, ANTI-IDEALES MINIMOS Y MAXIMOS,

Los anfi-ideales primos juegan un papel muy importante en el Algebra
fradicional, pero sus definiciones usuales:

Jespimo © (xyed = xed v yed).
Jespimo & (xegd Axyed = yed).

son, la primera muy fuerte y la segunda muy débil,

Bajo la primera definicién no slempre ( X) es un ideal pimo de R[X]:tome
ab tales que ab=0 pero a=0 o b=0 no sea decidible, y considere a
(X+a)(X+b). Lasegunda definicién no es lo suficientemente fuerte para
hacer del anillo coclente sobre un ideal primo un dominio entero.
Aprovecharemos lo desarrollado por el lado de los antl-ideales; aunque

podriamos, sin embargo, utilizar el inciso (i) de la siguiente proposicién como
definicién,

Por exactamente Jas mismas razones hemos modificado ia definici6n

tradicional de dominio entero, El campo R no satisface xy=0 = x=0 v
y =0 asl que la definicién tradicional es demaciado fuerte.

Definicién 6.9: Sea R unanilloy A un subconjunfo de R:

(i) A es apli-ideal primo de R si
1A XeAnyeA = xycA

(i) A es un anll-ldeal minimo si:
TeA VxeA JdyeR talque (1-xy gA).

Tenemos que usar la nocién de anti-ideal minimo en vez de ideal maximo ya
que nos queremos dirigir a los resultados familiares como el que el anillo
coclente médulo el complemento de un anti-ideal primo es un campo.
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Proposicion 5.10: (i) A esprimo siy solo si R/Ac es un dominio entero.
(i) A esminimosiysolosi R/A¢ esun campo.
(i) Un anti-ideal minimo es primo.

(iv) Si A es minimo y B es anfi-ideal habitado tal que B
estd contenido en A, entonces B=A.

Demostracion;

(i) (=) Supongamos que A es primo y sean x+ Ac, y+ Ac e R/Ac
tales que estdn separados de 0+ Ac es decir xeA e yeA
entonces: xye A

s oxyt+Aci# 0+ Ac

(=) Sean x, ye A entonces x+Ac# 0+Ac y y+Ac# D+Ac
esto implica que xy + Ac#0 + Ac esdecir xy € A,

(1) (=) Sea x+AceR/Ac fal que x+Ac# 0+Ac es decr xeA
entonces Jy e R talque (1-xy)e Ac

S (1-xy)+AC=0+AC o (14 A0 - (xy + A) =0+ A
s 1+ Ac=xy + Ac es decir
y + A es elinversode x + AS,
(<) Sea x € A entonces X+ Ac#0 + Ac,
S Ay +AS) talque xy+Ac=1+Ac = (1-xy)+Ac=0+Ac
~o1-xy e A,

(it) A mimino & R/Ac campo = R/Ac dominio entero <> A primo.
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(iv) Sea x e A, enlonces (1-xy) ¢ A para aiguna ¥ R, entonces:
1=(1-xy)+txyeB o> (1-xy)eB v xyeB

', Xy € B y en consecuencia a € B.

Podemos imitar fa construcclén tradicional del campo de fracciones de un
dominlo entero donde se Infroduce adicionalmente una relaclén de
separabilidad.

Teorema 5.11 : Para cada dominio entero R existe un campo Frtalque R se
mapea mediante un Isomorfismo fuerte en Fg y para cada
isomorfismo fuerte @:R -—»F sobre un campo, exisfe un dnico
Isomorfismo fuerte o.Fr—F fal que el siguiente diagrama

conmuta:
R ———5Fg
/
/
) [ !/ o
/
L
F

Demostracién: Definamos la relacidn ~ en A ={(a,b) jaeR, b#0} por:
{a,b) ~ (a'b" := ab' = a'b. entonces ~ es una relacion de
equivalencia:

(i) ab=ab porlotanto (ab)~(a,b).

(i) ab'=ab = a'b=ab" por lo tanto se tiene simetria.

(iil) Para demostrar la transitividad demostremos primero el
siguiente:

Lema 511.1: R dom}nio entero = en R se vale la
cancelacion.

100



Bem. Supongamos que a#0.
Tenemos que a#0, b#0 = ab#0 entonces:
ab=4ac = ab-ac =0 = -~(a(b-c)# 0)
= (a0 A b-c)#0)=>(a¥0= - b-c#0)
y tenemos por hipétesis que a#0

s b-¢=0 esdecir b=c,

Ahora demostrar la transitividad es Igual a como ya lo hicimos.
a

Ahora definamos las operaciones del anillo, y la separabilidad en
Al ~: (escribiremos [t} en vezde [t] / ~ ).

[(a,b)]+[(cd)]:= [(ad+bc, bd)]
[(a,b)]-[(cd)]:=[(ad-bc, bd)]
[(ab)]-[(c.d)]:=[(acbd)]

[(a,b) 1#[(c,d)]:=ad#bc

Es igual que slempre verificar que estas operaciones estén bien
definidas, que [(0,1)] y [(1,1)] son el ceroy el uno.

La estructura es un campo:
Si a#0 entonces la clase de (a,b)! = (b,a) porque:

(a,b) : (b,a) = (ab,ba) ~ (1,1) yaque ab = ba.
a

Sigulendo la tradicién escribimos a/b para [ (a,b) ]. El inverso
para a/b con b#0 es b/a. El isomorfismo fuerte R — Fr
estadadopor a—»a/1.

Dem: (i) sup. f(a)=f(b) entonces (a,1)=(b,1)

= a*1=b-1 = a=b
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(i) sup. x#y entonces f(x) = (x,1}
f(y) =1

yseliene (x,1)#{y,1) & x#y.
[m}

Ahora sea ¢: R - F unisomorfismo fuerte, definamos:
o(al/b)=¢(a) ¢ (b)! entonces o esisomorfismo fuerte,

Pem: (i) sup. o(a/b)=c(a'/b’) entonces:
(@) p(b)t=p@)e () = ¢(a)e(b)=¢(@)e D)
= ¢ (ab)=¢ (a'b) = ab'=a'h. esdecir a/b=a'/b"
(i) sup. a/b#a'b' entonces:

ab'#ab = ¢ (ab) = (a) p () # ¢ (ah) = 0 (a) o (b)
= o@o b1 =¢(@) o) = c(a/b#a(a'/b)

Claramente el diagrama conmuta.

Ahora sl suponemos que <t hace el diagrama conmutativo
entonces <t (a/1) = ¢ (a), 7 (b/1)=p(b) y porlotanto:

t@/by=t(a/ N /b)=1(al/ )b/ )Y =1@/1) /1)
=g (a) o (b)t=o(alb)

~ o estnico.
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