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Capitulo 1

Antecedentes

El nifo Dios le escriturd un
eslablo,.. y flos vencros de
pelrbleo el diablo

{dpez Velarde

1. 1. Introduccion.

En este siglo el petrdleo ha permilido el desarrollo y crecimiento de gran
parte de la industria. Mas esta sustancia tan preciada no es Ut} en €l estado en
que se obtiens, sino que es necesario somelerla a cierlos procesos para ser
usada posteriormente en el desarroilo de combustibles, fibras sintéticas, aceites,
plasticos, productos quimicos, etc. La mayor parte de estos procesos estan

relacionados con el uso de catalizadores {1},

La catalisis es un fendmeno asociado al aumento en la velocidad de una
reaccidn quimica, ocurre muy ampliamente en la naturaleza, y es impoertante para
los seres vivos, ya que la rapidez y especificidad de cierlas cadenas de

reacciones bioquimicas dependen de ciertos caltalizadores flamados enzimas.
¢



Antecedenles

También la sociedad industrial es altamente dependiente de los calalizadores,
como se sefald en el parrafo anterior cerca del 90% de los productos pelroleros

involucran en su produccion algtin tipo de catdlisis.

Un caso particular de este fendmeno es la catalisis heterogénea, la cual en
general ocurre en la superficie de un metal que sirve como catalizador. Se ha
llegado a descubrir que para ciertas reacciones la adicion de pequerias
cantidades de elementos alcalinos puede aumentar ain més la velocidad la

reaccion.

Es por ello que se vuelve realmente importanie esludiar los distintos
fenomenos fisicos y quimicos que se dan cuando se adsorben sobre una
superficie metdlica alguna cantidad de un elemento alcalino. Entre los distintos
aspectos interesantes se encuentran las fases y ordenamienlos de los adsorbatos
sobre la superficie, y recienlemente Arce et al. [2] han desarrollado un método
para obtener eslos ordenamientos a temperatura cero. Es el objetivo de esta lesis
proponer algunas generalizaciones y mejoras al algoritmo de este método asi

como aplicar el método mejorado a olros tipos de redes.

Primero se presenta una breve discusion acerca de la caldlisis y la
adsorcion (seccion 1.2), posteriormente se explica como se describe mediante las
redes a la superficie de los cristales {seccion |.3) y finalmente se exponen algunos

de los trabajos previos al desarrollado en esla tesis (seccion 1.4).
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I. 2 Catalisis y Adsorcidn.

Un catalizador es una sustancia que aumenta la velocidad de una reaccion y
que puede recuperarse al final en su estructura original. La funcion general de un
catalizador consiste simplemente en suministrar un mecanismo adicional por
medio del cual los reactivos pueden transformarse en produclos. Este mecanismo
adicional tienen una energia de activacion menor que la energia de activacion del
mismo en ausencia del catalizador, de manera que |a reaccion calalizada es mas
répida.

Los fenémenos catalilicos se pueden clasificar de acuerdo a fas condiciones

en que se {levan a cabo como :

a) catalisis homogénea: donde lodas las sustancias activas, incluyendo al
catalizador, estan en el mismo estado con una velocidad de reaccion similar en

todos los puntos.

b) catalisis heterogénea: el catalizador no es solubie en el sistema y esta en

un estado diferente muy a menudo solido.

¢) catalisis enzimatica: en donde el catalizador es una molécula organica,

este tipo de catalisis es caracteristica de los seres vivos.

En el caso de 1a catalisis helerogénea es necesaria una interaccion quimica
entre el catalizador y el sistema de reactivos-productos. Esta interaccion solo
modificara la naturaleza quimica de ia superficie del catalizador, lo que lleva al

concepto de adsorcion.

La adsorcién es un fendémeno puramente superficial; todos los sélidos lienen
la propiedad de fijar (adsorber) las moléculas que se encuentren a su alrededor,
porque los alomos que perlenecen a la superficie del cristal (sdlido) experimentan

la accion de fuerzas no balanceadas, provocadas por los distintos dlomos que los

3



redean (hacia el cristal fienen et contacto con atomos iguales a el, y en el resto de
las direcciones los atomos son distintos). Este es un efecto parecido a la tensién
superficial en los liquidos, pero de mayor intensidad, porque en el solido las

fuerzas que unen a los atomos son mayores que en los liquidos {3}.

Se dice que es adsorcidén quimica cuando el enlace entre el adsorbato y el
sustrato es covalente o idnico y las energlas involucradas son alrededor de 0.43
eV a 8.4 eV. En cambio cuando la interaccién sea producida por interacciones de
van der Waals entre los momentos dipolares del adsorbato y fos inducidos en la

superficie y con energfas aproximadamente de 0.25 eV. se {ratara de adsorcidn
fisica [4].

El fendmeno catatitico heterogéneo requiere de 1a adsorcion quimica en la
superficie del catalizador. Con la cantidad de susiancia adsorbida y los sitios del
catalizador se define el concepto de cobertura (frecuentemenie se representa por
0, dado por el cociente entre eslas cantidades:

cantidad adsorbida

cobertura=0 = -
cantidad que pucde adsorber

(1)

Los adsorbatos adquieren una distribucion sobre el sustrato que dependerd
de esta cobertura {esto es para todo fenémeno de adsorcién sobre un cristal)
estas distribuciones pueden ser observadas por diferentes técnicas
experimentales, una muy utilizada es la difraccion de electrones de baja energia
(LEED por sus siglas en inglés). El principio de LEED es el mismo que la
difraccién de rayos X, solo que al ser electrones de baja energla interactuan
generalmente sblo con la superficie del material observado, sin embargo se debe

indicar que la inlerpretacién de los datos de LEED es notablemente complicada.



I. 3 Cristales y Redes.

Los cristales tienen un orden de largo alcance, es decir la estruclura que
existe en una regidn peguena, se repile y encuentra en todas las partes del
cristal. De esla estruclura se puede oblener una celda minima con la cual se
construye todo el cristal. Una clasificacion de los cristales es de acuerdo con la

forma de su celda minima.

Las mds comunes de eslas celdas unitarias para cristales tridimensionales
son; la hexagonal de empaquelamiento compacto {hec), cdbica de cara centrada

{cfe) y cubica de cuerpo centrado {ccc) [5]. Un ejemplo de éstas se muestra en la

figura I.1.

! YUY o — 0
|

Figura . 1 Localizacién de los centros dtomicos en las estructuras hec, cfc, ccc.

Es de estas estrucluras que surgen las dislintas caras de los cristales
dependiendo del plano en que sean cortados. Los distintos planos en que se
puede ver un cristal son denotados por tres nimeros que corresponden al inverso
de las coordenadas donde el plano corta a cada uno de los ejes. Un ejemplo de

estos cortes se muestra en la figura 1.2,

En la fig. |. 2 a) el plano no corla al eje "X", al eje "Y" lo cortaen 1 y al "Z"

en 1 entonces lendra asociado el nimero (011) y la apariencia de las superficies



de ios cristales cortados por estos planos se muesiran junto cada una de las

configuraciones.

En las caras de! cristal es posible adsorber atomos; en particular se podran
adsorber en un sitio puente (alguna de las lineas entre dos puntos en la fig. I. 2),
en un sitio tope (sobre los puntos) o un sitio hoyo (el espacio entre los punlos que
no estd marcado con lineas). Eslos seran entonces algunos de los sitios
disponibles para adsorber una particula y el conjunto de todos ellos, tomando en
cuenta solamente los de un tipo (puente, tope u hoyo), se representan mediante

una o varias redes de Bravais [3].

NN 1]

S

Figura . 2. Planos en una red ccc: a) planos (011) b) (0,4/2,1),¢) (1,0,1} y d) {111).
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Una red de Bravais estd definida mediante dos magnitudes (en el caso
bidimensional) y dos direcciones de los vectores que constiluyen la celda minima
en la red, esta celda tiene la forma de un paralelogramo v al repetirse genera toda
la malfal,

En la fig. . 3 a) se muestra una red de Bravais y en la fig. I. 3 b) la union de
dos redes de Bravais. En este trabajo, sélo se toman los veclores que generan a
una de las dos redes y Ia otra se considera como una decoracién. Esta situacion

también puede describirse como una red de Bravais con una base diatémica [6].

Figura |, 3 Redes de Bravais a} una sola y b) dos redes superpuestas,

Estas mallas tienen asociadas simelrias que son: a) La eperacion identidad,
que consiste de dejar todos los puntos de la red intactos. b) La operacién
inversion, que consiste en invertir lodos los punlos de la red respecto del origen
c) La rolacién de 180°. Ademds en cada caso especial habra olras simetifas que
estan asociadas a las rolaciones y reflexiones {7}, y que se menciona con mas

detalle en el siguiente capitulo.

1 Se usa de manera Indistinta el lermino de red y de matla a lo largo de esle irabajo.
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Las redes de Bravais también se clasifican de acuerdo a su celda minima
como se muestra en la figura I. 4. Todas ellas son un caseo particular de la red

oblicua, pero sus simetrias son diferentes.

.1 N l,
oo A pree e — —
¥=% H ¥y =90° '
. ' '
\ b . |
] [ +
1 1
i N
1 .
" T
. a
1 1
’ % T R
790 ' ¥=120 h
1 .
' .
. . : ;.
) /
» U
_____________________ :
) [}
a
DU e e "n
Y= arbileario L
Figura |, 4 Redes do Bravals a) red cuadrada, b) red rectangular c) red rectangul centrada,

d) hexagonal y e) oblicua,

1. 4. Trabajos previamente desarrollados.

I, 4, A, Solucién en una dimensidn,

El problema de encontrar las configuraciones de energla minima para una
malla cuadrada unidimensional ya ha sido resuelto y demostrado de forma

rigurosa de manera simulténea por Pokrovsky y Utim [8]. y por Humbard [8],
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suponiendo que la interaccion entre particulas es mediante un potencial repulsivo

monétonamente decreciente, con segunda derivada mayor que cero en todos los
puntos y que tiende a infinito mas rapido que l.
r

El problema consiste en encontrar las distancias entre los adsorbatos para
una cobertura de la forma p/q con p y q primos rclatives. La regla es tomar la

separacion entre los vecinos como sigue (donde 0 es [a cobertura):

Primeros vecinos [1/0]<1/0 <[1/0]+1
Scgundos vecinos [2/0]<2/0 <[2/0]+1
Terceros vecinos [3/0] < 3/0 <[3/0]+1 (l.2.)
4
Enésimos vecinos k+[1/0]<n+1/0<[1/0]+k+1

Por ejemplo: Para la cobertura 7/10 los primeros vecinos eslan a una

distancia de:

Primeros vecinos : [10/7) = 1;y [10/7}+} =2
Segundos vecinos : [20/7)=2; y [20/7]+1 =3
Terceros vecinos : [30/7) =4,y [30/7]+1 =5
Cuartlos vecinos : [40/7) =5, y [40/7]+1 =6 {1.3)
Quintos vecinos : [50/7)= 7,y [S0/7]+]1 =8
Sextos vecinos : [60/7]=8; y [60/7]+1=9
Séptimos vecinos ; [70/7] = 10; y [70/7]+1 = 11

Después de estos comienza a repetirse la secuencia para el resto de los
vecinos. Si se dibujan en una recta se obtendria fa configuracién que se muestra

la figura |. 5.



Figura 1, 5 Configuracidn de energia minima en una red unidimensional con cobertura 7/10.

b) Cobartina ¥3; {03}y {1.1). ) Cobeylura 414; (0,2)y (2,9).

) Coberlura $72; (82)y (1.,1),

|
|
i
;

]

S S O S

m) Cobottura 1/6; (0,3) y {2.1). ) Cobestura UT; (2,0 y (-1,3).

4} Cobertuia 45; (05} y (1.3).

S P

S-SV ST N TSRO

5) Crbertura V; 0,8y (1.5).

f) Cobethwia 110, {0,10)y (1.3).

1 Cabortara 19, 0.3y 2.3).

Figura l. 6 Configuraciones propuestas por Cocho et al,
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i. 4. B, Conjetura de Cocho.

De este resultado en una dimension, Cocho y coaulares [10] conjeturan que
el resultado para redes cuadradas en dos dimensiones es de la forma siguiente:
a) encuentran configuraciones para las coberturas de la forma t/qcon g de | a9
(ver fig. 1.6) y postulan que éstas son las de menor energia para estas coberluras,
b) para coberturas de |a forma p/q proponen que se deben de formar a parlir de

combinar las canfiguraciones ya encontradas para cobertura 1/

La forma de combinar las configuraciones es la siguiente: para una
cobertura de la forma p/q se buscan las coberturas 1/r y 1/(r+1) tales que
1/{rt1) < p/q < I/r, y sean las que estan mas cerca de p/q. Entonces se toman tas
celdas minimas de cada configuracion y se acomodan formando liras de celdas

siguiendo la secuencia de las distancias que se obtienen para la solucién de esta

cobertura en €l caso unidimensional.

H
1
!
!

Figura |. 7, Distribucién de las celdas de energia minima para una cobertura de 7/10.

>— .

;
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Como ejemplo si cobertura es 7/10, esta entre 1/1 y 1/2, (1/2 < 7/10 < 1/1).Se
busca un lado en comUn y se forma tiras alternando las celdas de acuerdo con la

forma en que se distribuyen los puntos en la solucion unidimensional (fig. |. 5).

En la figura L. 7. se han marcado con 1 y 2 los rombos que corresponden a
cada una de las coberluras, se puede ver que esta secuencia es la misma que la

dela fig. |. 5.
l. 4. C. Busqueda Exhaustiva.

La busqueda exhaustiva es un método recientemente desarrolfado para
encontrar los ordenamientos de los adsorbatos a temperatura cero, y que se
aplicd con buenos resultados a la redes cuadradas [2], caso para el cual se
estudié la conjetura de Cocho, encontrando que es valida en lo general hasla
cobertura 1/10; y cotejandose exitosamente los resuitados con experimentos para
KAr(100) (11] y Cs/Rh(100) [12]. Para esta comparacion fue muy util usar la idea
de cuasidegeneracion, la cual explica la ausencia de ciertos ordenamientos en los

patrones experimentales.

Este método tiene como antecedente la propuesta de algunos investigadores
(8] [13] de calcular la energia de configuraciones correspondientes al inverso de
las coberturas bajo estudio, sin embargo al estar conslrefiida el area al inverso de
estas coberturas se limitaban los casos a revision. Arce et al. aumentaron el
numero de casos introduciendo un factor mulliplicativo al numerador y al

e 0

denominador de la coberiura. Para estudiar ia cobertura p/q con "p* y "q" primos
relativos se {rabaja con hp/hq {h un natural), de tal manera que se buscan todas
las mallas de érea hqg, y se investigan todas las posiciones posibles de hp-1

particulas al interior de las celdas de drea hq [14).

12
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El algoritmo para implementar este método consistid en calcular la energia
de un ordenamiento cualquiera y asignarlo (temporalmente) como el de minima
energfa, luego calcular la energia de las siguientes configuraciones por pasos
definidas por el incremento en el ndmero de decoraciones sobre la celda de drea
hg, en cada uno de los pasos se calcula la contribucion a la energia y se compara
con la energia minima, si ésta es rebasada se suspende el calculo de esa
configuracion y se elimina un bloque de casos, de no ocurrir asi se substituira la

nueva configuracion y la energia correspondiente como la de menor energia [14].

Este algoritmo tiene como desventaja que debe realizarse para cada lipo de
potencial bajo estudio, [0 que obliga a repelir los calculos tantas veces como
situaciones fisicas se desee estudiar, por otra parte no se tiene una buena idea
del "espectro" de energias asociadas a cada coberlura y area. Estas dificultades
son las que se superaron con la "bisqueda exhaustiva mejorada" que se

desarrolld en esta tesis.

La ofra contribucién importante introducida en {2] para el esludio de la
adsorcion, fue un nuevo esquema de aproximacion de los polenciales dipolares
infinitos, este esquema permite encontrar los resultados “convergentes" con
mayor rapidez pues es continuo y céncavo a diferencia de esquemas anleriores
que son discontinuos [12] {14]. Bajo esle esquema de aproximacion se realizan

los calculos de la energia presentados en este trabajo.

13



Capitulo II

Bisqueda Exhaustiva Mejorada

Mi designio, pues, no es ensenar
aqul &l mélodo que cada cual
debe de seguir para diigir su
raedn. sino ver de qué manera
he procurado airglr fa mia.
Descartes

. 1 Introduccion.

En esle capitulo se describe el método empleado para encontrar fas
configuraciones de minima energla de particulas que interaccionan entre sl
con un polencial repulsivo, y que se encuentran en los nodos de una red.
Primero se definen algunos de {os conceptos que se emplean en el capitulo,

por ejemplo: malla, coberlura, decoracion, ele.

La descripcién del algoritmo se hace a {ravés de Jas siguientes partes:
a) generacién de todas las posibles mallas y decoraciones, b) bisqueda de
combinaciones posibles para una cobertura delerminada, c)célculo del
potencial de interaccion entre las parifculas que constituyen las mallas y

d) eliminacion de arreglos iguales.



Busqueda Exhaustiva Mejorada

La finalidad de esta division es hacer que ef algoritmo sea fo mas

estructurado posible para que su implementacion sea sencilla {15].

Los resultados obtenidos por el algoritmo que genera todas las posibles
mallas y sus decoraciones, se podran emplear tanto para redes cuadradas

como triangulares, y de cualquier angulo en general.

El método de la busqueda exhaustiva mejorada necesita de ciertos

resuitados matematicos que se demuestran en este capitulo.
I1. 2 Definiciones previas.

Dentro de esta lesis se utiliza el concepto de malla como el conjunio de
posiciones (parejas ordenadas) que son combinacion lineal entera de dos
vectores V,=(v,.5,) ¥ ¥,=(x,,1,) lamados generadores de la malla, Donde x,,

Y1 X2 ¥ yo pertenecen al anillo de los enteres.

Se puede ver que con esta definicién las mallas seran un grupo, y que

desde cada punto de la malla Ja descripcién es {otalmente equivalente.

A las mallas se les puede clasificar por medio de! sistema de referencia
al que perienecen sus vectores generadores, pues las mismas parejas de
coordenadas pueden generar mallas distintas dependiendo dei sistema de
referencia en que se encuentren (ver fig. Hi. 1). En un sistema ortogonal

habréa mallas "cuadradas" como las de la (fig. !I. 1 a); si el angulo enire los

15
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ejes es de 60 grados entonces se tratara de mallas "triangulares” como las

de la (fig. Il. b) y en general se podra describir por medio de este angulo a la

clase de mallas que se estudiaran en esta tesis.

a) Ejes a B0 Grados ' Ejes a 60 grados
Areaz=4,V =(12)yV =(20) ,

Figura Il 1 La misma configuracién descrita en distintos sistemas de referencia genera
mallas distintas,

Ademas cada malla tiene asociado un niimero entero, que se denota
con A, que es el area del paralelogramo formado por los vectores

generadores.

Para calcular estd area se puede utilizar el producto cruz. Sean los

vectores que generan la malla V, y V, entonces:
F=xfapmd y  Fy=xbt b (1)

correspondiendo i alos vectores generadores de la red (que describe el
sustrato), los cuales son unitarios. El drea corespondiente a la celda V, y V,

se puede calcular como:

16
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x|

A=

que después de un desarrollo muy simple se muestra que es:

(. 3,)

i

VX n

l—"lJ‘z-X,y.la con u=|

.)I=

VX

l(xlyl =X )(

A=

De lo anterior se infiere que el nimero de sitios es igual al primer factor,

que también puede verse como el nlimero de celdas unitarias de &rea

iendo

Donde # y i seran distintos depend

xV,

que "caben” en ||

a=|(#x)
de la red que se estudie (cuadrada

lar,...).

triangu

R
P N

y ¢}y d) son

'

P

iguales despues de una rotaclon de 90 grados a una de ellas,

Flgura 11.3 Las mallas a} y b} son iguales pero tienen distint

De la definicion de malla se tiene que dos mallas serén iguales cuando

cada uno de los punios de una malla esté en la otra e inversamente (que es

17
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la igualdad entre conjuntos), pero ademds, se considerara a dos mallas

iguales si es posible obtener una de la otra a través de rotaciones o

reflexiones, como se muestra en lafiguraIl. 3.cy d.

También se usa el concepto de cobertura, asociado al nimero de

particulas por sitios disponibles (usualmente se indica con la letra 0). Asi, la

malla generada por los vectores {1,2) ¥ {3,4) tiene un &rea de 2 (esto es, dos

siios disponibles) y una cobertura de ¥, si dentro del paralelogramo con

coordenadas (0,0), (1,2), (3.4) y (4,6) sdlo hay una particula (que esta en el

origen) fig. Il. 4 a.

Figura Il 4 a) Maila de cobertura 1/2 descrita

I A I AT

T T e e a aht

B O L e

v

' T ‘
[FUNG SN AL S-S UG ) I e

'
RS
-

B O .

- -

¢

por un paralelograme

T P T A

S B AU T N

J O A . o
N O UL

de &rea dos sin

decoraclon b) de 4rea 4 con una decoracion y c) de drea B con tres decoraclones.

Pero una con &rea 4 u 8 puede seguir teniendo cobertura ¥ si dentro

del paralelogramo hay 2 o 4 particulas respectivamente, tomado en cuenta

que una de ellas siempre esta en el origen; a las restantes se les llamaran

18



Bisqueda Exhausliva Mejorada

decoraciones o basas y s6lo pueden tener coordenadas enteras (fig. il. 4),

(porque se considera adsercion en un solo tipo de sitios de la red).

Como las posiciones de las particulas dentro del paralelogramo no son
combinacién linea! de los vectores de la malla, éstas serén generadas por
vectores V,. Y una configuracion podra tener hasta A-1 vectores V, (A es el

area asociada a la malla).

Sean los veclores con coordenadas (0,3} y (2,1) y la decoraci6n o base (1,1).

Como hay sélo una decoracidn, n=1

: : 1+
et T Decoracitn entonces !a cobertura = (+1)
l ' ~ o Base (0-1+32)
E . f/ Por lo tanto 1
ceepee g =
| 3d :
Lyl o Celda primitiva
‘s ' ' 1

Generadores de |a malla

Figura Il. 5 Elementos para caracterizar una malla.

Entonces una configuracién esta caracterizada por: Un nimero A
entero que es el area, cuatro coordenadas para los dos veclores que la
generan y dos-n nimeros enteros como coordenadas de los vectores que
representan a las decoraciones, con n < A. Y su cobertura sera (nt1)/A, que
se expresa come p/q donde p y q son primos relativos, Un ejemplo se

muestran enla fig. II. 5

19
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Il. 3 Algoritmo que genera las posibles mallas,

Para generar todas las mallas posibles se hace de acuerdo con su drea
asociada, esto es: para el drea uno se buscan todos los nimeros enteros

que satisfagan la siguiente relacién (deducida en la seccién anterior):
=[xy, —o) (1. 4.)

Del mismo modo para érea dos, tres, cuatro, ... hasta un nimero que
se determina de acuerdo a las configuraciones que se desee estudiar.

Dentro de este frabajo se estudia hasta drea 40,

Entonces el problema consiste en encontrar todas las parejas de
coordenadas que cumplan con la relacion (lll. 3). Es facil ver que este
conjunto es infinito, pero como sdlo interesan las que son distintas, se puede

restringir los valores de las coordenadas como sigue:

(11.5)
Esto es posible, porque para cada malla de &rea A se pueden dar

distintas representaciones, como en el caso de las figuras IL. 3ayll. 3b 6

Il. 4a, 4b y 4c, y cualquier malla de area A tiene una representacién que

cumple con las condiciones (3), un ejemplo se muestra en la figura ll. 6.
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Figura I, 6 Toda malla "b})" tione una representacién “a)" que con las ficl {il. 5).

Para poder demostrarlo se necesitan cierfas definiciones y algunas

propiedades que se enuncian a continuacion.

- Para una malla M se construye un conjunto P formado por todas las
primeras coordenadas de los elementos de M, Esto es si (vy) pertenece a
M entonces x pertenece a P. Y lo denotamos como:

l’,,:{x eZ|3yeZy (x,y)el\-l} (1.6.)

- Para una malla M se construye un conjunto Q formado por todos los
enteros y tales que (0,) pertenece a la malla M. Este conjunto no es vacio
porque la pareja (0,A) esta en el (A area asociada a la malla).

0y ={yeZ|(0,y) e M} (.7,
- Para los conjuntos P y Q se tomana X,y ¥,, como:

X = Minfld} 1= M'.n'&{l"ll} (i 8)
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es decir, los minimos elementos en valor absoluto y distintos de cero de

cada conjunto.

De estas definiciones se deduce que todo elemento x dei conjunto I’ se

puede expresar como x = KX, . donde X es entero.

Demostracion (Por reduccion al absurdo): Supongamos que existe x en
P que no cumple con ser de la forma K\, entonces x = KX, + r, por el
teorema del residuo para enteros, donde » >0 y r < X,. Pero como I* es
cerrado frente a la multiplicacion y a la suma (propiedad que hereda
directamente de M) = x - KX, pertenece a P, y €s menor a .\, que es una

contradiccion. De Ja misma forma para el conjunio Q con ¥,.

De estas propiedades podemos ver que toda malla generada por

Mi=(x 0 Y Vo=(x,,) puede ser generada por otros de la forma:

W=0.04) y V2= (') (.99

Para demostrarlo se toma una malla M generada por Vy=(v,»,) ¥
V={x,0n) ¥ (v)) cualquier elemento de M, hay que demosirar que esta
generado por una base 1) = (0, y',} y V5'= (x,,v%). Si a la pareja {x) se le
resta el vector k(Y, ,b) donde b es tal que {X,.b) perlenecen a M y k es fa

constante que cumple con x = kX, tenemos:
(x.)) - k(X,,0)=(0,0) (. 10)

22



Blirupieda Exh iva Mejorada

donde a = y - kb. Como la pareja (0,a) perlenece M (por ser combinacién
lineal de dos elementos de M) existe /. tal que a = Ly, y por tanto:

(v.3) = k(X 0) 4+ 1.00,3) (. 11)
esto implica que toda la malla se puede generar a partir de los vectores
(Oyo) ¥ {Xo0) Q. E. D.

Con estos resultados es posible mostrar que cualquier malla M
generada por vectores F,=(x,),) v Vo=(x,;)} tales que alguna de sus
coordenadas x4,p,, ¥, 0 y, €s mayor al drea asociada a M se puede generar
con dos veclores V,=(x',)/,) y I';=(v',),) tales que sus cuatro coordenadas

sean menores que el érea asociada.

Para demostrario se usa que siempre es posible enconlrar unos
vectores que generan [a malla M, de la forma:
F=07) ¥ F (v (n.12)
Donde el &rea asociada es A = |,y por [o tanto x, ), < A y siempre es
posible tomar y, = kyy + acona <y, asi:
K02+ (x22) = (¥20) (11.13)
donde {x,.a) es un vector que también pertenece a la malla, y como el area

asociada a (0.y,) , (v,a) es la misma, esltos vectores generan a M y todas

sus coordenadas son menores que el drea. Q. E. D.
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Las posibles combinaciones de las coordenadas que cumplan con
(1. 5.) son (A+1) de las que se necesila revisar si cumplen la relacién (Il 3.)

y entre estos escoger aquellas que sean distintas entre sl.

Por ejemplo la pareja de vectores (1,2), ( 0,2) y la pareja (2,1), (0,1) .
tienen area asociada de 2 y cumplen con el conjunto de restricciones (Il. 5.),
sin embargo forman la misma malla, pero reflejadas con respecto a la

Identidad. (ver fig. II. 7).

e EE [ A
N EEEERE KRN RRY BRI R S IR EY [ IR I Y I
--,L»,L-'r-;-'r-;-»/-'r-:-»‘r-:--:--- PR NY RN
R R 4 F RN N R R0 SR N S S
belerererbs rx 4etdrdr i"l"r RS
B O A S R A BHER RSN R R RE R
PR D I RO IO N I R N R R R
N N R REEE RN B R

EEEERERREERE! R R NRER
IR ER R R cabd ity

tedtdiddididig. el e
bbb e

r 1] ] '

a) (1.2)y{0.2) b} (2.1)y (0.1

Flgura ll- 7 Mallas iguales pero reflejadas sobre la identidad,

Para comparar dos mallas sin decoraciones se utiliza que, siM y M’
son dos mallas generadas por V,=(x1,n), Vo=(ro0n) ¥ V=¥ h Vo= (x0)
respectivamente, y el area asociada a M es igual a la asociada a M',
entonces M es igual a M’ si y solo si existen constantes enferas a, b, cy d

tales que
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V=aY+hY,

Il 14,
Vi=cV4dV, ( )

Como es una doble Iimplicacién ta demostracién se divide en dos
casos, en el primero la hipotesis es que My M' son iguales y por demostrar

que existen enteros a, b, c y d tales que
Vi=aV+hV,

.15
Vi=cV+dV, ( )

Por definicion de M', I, y ', perienecen a M’ (con constantes 1,0 para
I,y 0,1 para I",). y como por hipdtesis M=M' entonces }*; perienece a M

por la tanto existen a, b enteras tales que Iy = a¥, +hl%, e igual para I,

En el segundo caso la hipdtesis es que existen «, b, ¢, d enteros, tales

que ¥ = aV, + bV, y I, = V| + dV, y se demostrara que M=M",

Sea (xy) en M’ por demostrar que (x,)) pertenece a M.

Como {xp} pertenece a M' enlonces (xy)=K'}", + L'F;con K' y L'
enteros, pero por hipdtesis: (xp) = K'aly + bV} + L'{cV, + dVy) = {K'a + L/} V,
+ (Kb + L'd) V, por lo tanto (x,v) perienece a M,

Ahora: Sea (v,y) en M por demostrar gue {v,))) pertenece a M',

Como () pertenece a M entonces (v,y) = KV, + LV, con K y L enteros,

Utitizando que las dreas de M y M’ son iguales se puede mostrar que:

jed =be] =1 (. 16.)



por lo tanto es posible expresar a partir de la hipétesis y de este hecho a I,

y ¥, en terminos de 7, y V', como sigue:

Vy=-cly +a Vyy ¥, =dV - by (1. 17)
por lo tanto (x,3) = (-K,c + k) 17y + (aK, - K,b) V', entonces (x,y) pertenece a
M'. vy entonces M=M' Q. E. D.

Ademas se considera que las mallas M y M’ son iguales, sl para una
transformacion o tenemos que o{M} = M' . donde ¢ preserva la distancia,
por eslo liene que ser. una rotacién, reflexidn, translacion, o refiexion y

deslizamiento [7].

De todas estas transformaciones, sblo se consideran las que son
simetrfas del sistema de referencia que se use. Estas se listan en la

tabla il. 1.

TABLA Il. 1, Simetrias en las mallas de acuerdo al Angulo que forman los ejes de referencia.

Anguio entre 105 ejes | ynguor s aorics, e Rotaciones
60° 30,60,90,120,150,180 | 0,60,120,180,240,300
o0 45,90,135,180, 0,90,180,270
olro(0) 0/2,(0490)12 0,180
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Los vectores que cumplen con las condiciones (il 3.), {il. 5.) y son
distinfos entre si forman una lista de todas las posibles mallas con area A

que se ulilizara en los siguientes apartados.

Para ver el efecto que causa la reduccion de casos se grafica, el
numero total de malias, antes y después de la eliminacion, confra el 4rea de
cada malla, vy se mueslra en la grafica I. 1. La gran reduccidn de
configuraciones hace gue el método sea més eficiente, porque para area 20,
por ejemplo, no es necesario estudiar las 8,261 configuraciones posibles

sino sdlo 15 diferentes.

Il. 4 Calculo de todas las posibles combinaciones.

Cuando se estudia una cobertura, por ejemplo 1/2, es posible hacerlo
con una malla de area 4 y una decoracion, que puede ocupar lres sitios
diferentes denfro del paralelogramo que forman los vectores generadores, o
hacerlo en &rea 6 con dos decoraciones, y hacer todas las posibles
combinaciones para colocar dos decoraciones en 5 lugares, y, sl se hace

con 4rea 8 se toman las combinaciones de 3 en 7 [16].
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Area asociada a cada malla
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Grafica II. 1. Efecto causado por la reducci6n de casos.
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Tabla |l. 2 Posibles combinaciones de mallas para cobertura /2,

Para la cobertura ¥z se tiene que:

Area Decoraciones Nimero de posibles Numero de
lugares combinaciones
4 1 3 3
6 2 5 10
8 3 7 35
10 4 9 126

En general para estudiar [a cobertura p/g con drea A se pueden tomar
las combinaciones de (p-/) en A-1. Donde A debe de ser muitiplo entero de

q. Se resta la unidad a p porque una particula siempre esla fija en el origen,

De todas estas posibles combinaciones algunas de ellas podrén ser

iguales, ya sea directamente o bajo una transformacion, como por ejemplo:

La malla generada por (0,3) y €l (2,0) con la decoracion (1,1), seré igual
a |a generada con los vectores (0,3) y (2,0) con la decoracién (1,2), bajo una
reflexion en el eje x y ambas son iguales a la generada con (0,6) (2,0) con
decoraciones (1,1) (1,4) y (2,3), aunque las dreas sean distintas.

(ver fig. 1. 8).

Para cada una de las mallas generadas por el procedimiento planteado
en la unidad anterior y una cobertura p/g se toman todas las posibles
combinaciones de mallas con area ¢ y p-1 decoraciones, ademas las de

&rea 2¢ con 2p-1 decoraciones y en general las de ng con np-1 decoraciones.
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Donde el valor de i se determina de acuerdo con el tamaiio del &rea en que

se desee estudiar la cobertura.

.-
1

PEid

Figura |, 8 Las configuraciones a) y b) son iguales sI una de eflas se le aplica una rotacién
de 90 grados y las configuraciones a) y c) son iguales atin cuando tienen areas
distintas.

II. 5 Célculo de la energia y eliminacion de mallas iguales.

Con la finalidad rde hacer méas rapida la eliminacién de configuraciones
Iguales se calcula la energia y solo se comparan aquellas que posean
energlas iguales. La comparacion es necesaria porque dos mallas de
energia diferente son diferenles, pero dos mallas con la misma energia no

son necesariamente iguales.

Para el calculo del la energla se usa un potencial de la forma:

PAx, 3) = oo — et
. Ire, y)|' aleance’
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El alcance es el pardmetro para hacer el corte, porque no es posible
tomar la interaccion hasta infinito, esto es, para particulas a una distancia

mayor al alcance su contribucion a la energia es cero.

El segundo término es necesario para suavizar el corte y asi evitar las
configuraciones anémalas [2].

La comparacién entre las mallas con la misma energia, se hace
directamente por medio de la definicion de igualdad de conjuntos,
verificando que los puntos de una malla que estdn a cierta distancia del

origen esten en la otra malla.

Las configuraciones con las mismas energias y distintas entre si se les
llama configuraciones degeneradas.

El resultado final del método serd una lista con fodas las
configuraciones, posibles y distintas entre si, para un drea y una cobertura.

Esta lista se usa directamente para el calculo de distintas interacciones.
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Capitulo 111

Resultados

¢Hechos? - replico € -, lfome un
Poco mds de ron, seror Flankiin,
y superoid usted la deblidad de
creer en los hechosl lluego
sucito, seror!

Wikie Coliins, Monsfone

1Il. 1. Introduccién.

En el capitulo anterior se describié y demostré que con el método mejorado
de blsqueda exhaustiva se puede obtener una lista completa de todas las
configuraciones distintas posibles para una cobertura y una area determinada, asi
como evaluar la energla por particula dada una ley para la interaccién entre ellas.
Utilizando este método, se estudiaron mallas cuadradas y triangulares con

distintas coberturas y dreas.

Algunas de las coberturas y mallas estudiadas han sido descritas por ofros
autores [2], y se cotejan con los resuitados obtenidos con este nuevo algoritmo,

por esta razén los valores para el alcance y el drea que se utilizaron en estos



Resultados

célculos son los mismos a los utilizados por estos autores en las coberturas

correspondientes.

En mallas cuadradas y coberturas entre 1/2 y 1/10 se obtuvieron resultados
iguales a los presentados en [2]. No asi para las configuraciones presentadas en
[13) para las que solo algunos de sus resultados fueron correctos; para el resto se
encontraron ofras configuraciones con menor energia y solo para dos coberturas
(1/30 red triangutar y 1/28 red cuadrada) no se pudo decidir entre cuél

canfiguracion tenia energfa menor,

Se estudiaron también las coberturas de la forma 2/qconq= 35,7, 11, 13, 15y
17, que son intermedias a las coberturas i/q con q de 2 a 9, de las cuales sélo se

tenia una referencia, para mallas cuadradas y ninguna para mallas triangulares.

No reescalado

Energla Reescalado

Discontinuidad

T Dislancia
Corie de la interaccién

Grafica lll. 1 Comparacién entre el potencial rescalado y el no rescatado,
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Para todas las coberturas estudiadas se usé el potencial utilizado en [2] que
es truncado y reescalado. Truncar el potencial es necesario porque con este

método no es posible calcular la energia para alcance infinito.

Los resultados se presentan en tres secciones a) los resultados para mallas
cuadradas, que se dividen en tres subseccicnes: resultados para coberlura 12 a
1/9, resultados que concuerdan con los reportados en [13) y los gue no coinciden
con esta referencia (seccion 11L.2), b) los resultados para redes lriangulares se
subdividieron de la misma manera que para redes cuadradas (seccion lll, 3) y c)

resultados para coberturas de la forma 2/q.
Il. 2 Mallas Cuadradas .

iIf. 2. A. Coberturas de 1/2 a 1/9.

Las coberturas estudiadas son de la forma 1/q con q de 2 a 9, un alcance de
seis pasos de red como el utilizado en [2] y dreas q, 2q, 3q y 4q. Las mallas que se

encontraron se muestran en la figura lll. 1 paraq=2,3458y9.

En esta figura se muestran tanto las configuraciones como sus veclores
generadores, donde se puede notar que todos tienen la primera coordenada cero,
lo que es una consecuencia de! mélodo descrilo en la seccidn anlerior. En todos
estos casos la configuracion de minima energia fue [a misma al estudiar las dreas

q, 2q, 3q ¥ 4q, lo que hace que ninguno de ellos tenga decoraciones.
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Resullados

d) Coberluta 1/5;(05) y {19,

BN ]

|

-

&) Cobiortura 1/8; (0.8) y (1,5).

b} Cobatlura 173;(0,3)y (1.9}

A A

) Cobertura 1/4; 0,2}y 2,1).

1) Cobertura #9; (0,3) ¥ (2,3).

Figura lil, 4 Resultados para coberturas 1/2, 1/3, 1/4, 115118 y 113,

En el caso de q = 6 y 7 los resultados oblenidos muestran en forma clara la

existencia de degeneracion {es decir, dos o mas configuracionas distintas con

energias iguales) [2]. Esto es evidente al ordenar la lista de todas las mallas

posibles de acuerdo a su energia, lo que no sucede en el resto de 1as coberturas

estudiadas.
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Grafica li], 2 Diferenclas de energia vs cobertura,

Esto se puede apreciar en la grafica lll. 2 donde se presenta para cada
cobertura la diferencia entre la energia de la configuracion minima y la energia de
las cuatro primeras configuraciones en la lista ya ordenada. Lo que se hace solo
para las coberturas presentadas porque en los casos restantes la diferencia es

mucho mayor y no cabe el resultado en la grafica.

En la fig. lll. 2 se muestran las dos primeras mallas de energfa méas baja que

se obltuvieron para las cobertura 1/6 y 1/7 las letras a) y c) corresponden a
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b) Cobertura 178; (0,12) y {1,5) .

a) Cobertura 1/8; (0.3) y (2.1).

y decoracién (1,14)

5
k=4
]
-]
-3
[5]
)

con decoracién (2,5)(.)(,).

A

=
S
El
=
o
o
o
°
8

Flgura lll. 2 Las dos primeras configuraciones para coberturas 1/6y 1/7.

las configuraciones de minima energla, y b) y d} son las segundas configuraciones

en la lista ordenada. En a) se twarco la celda generadora con fa letra o , esta celda

mantiene su posicién al {rasladarse, en cambio en b) la misma celda o aparece

tanto en la posicién de a) como refiejada (marcada con o). Mas adelante se vera

bina una celda y su

que hay coberturas para las cuales la configuracion que com
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reflejada, no solo tenia una energla cercana a la minima sino que puede tener

energia menor que la configuracion que se genera con celda unica.

¢) Coberura 1712; (0.4} y (2.3).

1) Cobertura 1/18; (0,8) y (2.4).

) Cobertura 115; {015}y (4.11).

LAYy (1.4).

d) Cobertuta 1/14; (0,

Flgura lil. 3 Configuraciones que colnciden con las propuestas en [13] (continua)

njo &

iguraciones que coinciden con las reportadas por Shi

, 2. B. Confi

Sasada [13].

Para coberturas de la forma 1/q con q de 10 a 30 se estudid hasta dos veces

el &rea, con un alcance de 15 pasos de red.
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No fue posible realizar 1a blsqueda exhaustiva para 3 y 4 veces el drea

debido a la gran cantidad de tiempo de computo necesario para estos calculos,

0) Cobertura 120 (0.3) y (4.2). 1) Cobertura 1123, (0.23)y {1.5). 1} Cobertura 1£24;(0,24) y {1.5).

SEEEELL L

1. D Coberura 1730;(0,10) y (35).

i
i
i

Figura 1l 3 Configuraciones que coinciden con las propuestas en {13],

pues el numero de casos crece de forma exponencial y el liempo para hacer la
eliminacién de las mallas iguales no es predecible, ya que depende de cudntas
configuraciones iguales existen, dato que se conoce hasta el momento en que se
ha terminado de ejecutar el programa. Los resultados que aqui se presentan

coinciden con los reportados en [13] y se muestran en la figura ill, 3.
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Resultados

Las coberturas para las que se obtuvo el mismo resultado que el reportado
en [13] son: 1/10, 1/11, 1112, 1/14, 1115, 1716, 1/20 1/23, 1/24 y 1/30. Para todas ellas
la configuracién de minima energla resultd ser fa misma al calcular con una y dos
veces el area, esto es, se pueden representar sin necesidad de utilizar

decoraciones.

Para estas configuraciones no se hizé una grafica de las diferencias de
energia entre la de energla minima y las primeras en la lista ordenada, porque el
resultado no es claro con un célculo que involucra sélo dos veces el inverso de la

cobertura.

1. 2. C. Configuraciones que no coinciden con las reportadas por

Shinjo & Sasada [13].

En [13] se proponen configuraciones para coberturas 1/q con q de | a 30
para la red cuadrada, de ellas se encontré resultados nuevos para las coberturas
17, 113, W17, 118, 1149, 121, 1722, 1725, 126, 127, 128 y 1729. Las
configuraciones se presentan de la fig. IIl. 4 a fig. Il 15. En todas ellas se ha
dibujado también las configuraciones reportadas en [13], con |a finalidad de poder

comparar entre ellas.

Para verificar que las configuraciones obtenidas tienen una energia menor a

las reportadas, se ha calculado la energia de ambas configuraciones para
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distintos valores del alcance. Los resultados se muestran en las graficas ill. 3 a

Il 14,

En todas estas graficas se tomd la energia de la configuracion reportada
menos la energla de la configuracién oblenida en esta ltesis. Exceplo para la
cobertura 1/28 las graficas liende a un valor mayor que cero, esto es la
configuracién obtenida en este trabajo tiene una energia menor a la reportada
en {13].

La configuracién de energia minima para cobertura 1/7 esta formada por la
combinacién de dos paralelogramos, uno de area 6 y otro de érea 8, que son los
generadores de las mallas de energia minima para coberturas de 1/6 y 1/8, esle
tipo de combinacion se observa nuevamente en las coberluras 1/13, 1/17, 1/19,
1721, 1/27 y 1/29 donde las configuraciones con cobertura 1/q estén formadas por

combinacion de los rombos que generan las configuraciones con coberluras
Wg-1}y 1q ).
En las figuras 1Il. 4 a Il. 15 se dibujaron estos rombos para hacer mas clara

esta caracteristica.
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Figura IIl. 4 a} configuracién calculada y b) reportada [13] para 177.

bbbt bt
Lo en on an i et o

PR A VON S S T Y G T TN W R OY TN
LA, 2t e B A

PR Y VR WO IO 0T U VA S S I Y

004 =
|

0,035

0,03

{0,025 1

0,005

N 33 X

% 2 8N

0

13 15 7 1

Alcance (en pasos de red).

3 Diferencias de energla entre la configuracion encontrada y la

Gréfica Il
reportada en [13] para coberiura 1/7. Do igual mancra hasta la grilica n, 14,
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&) Cobertura 1/43; (0,13)y (2.3) con (2.9). 8) Cobedura 413; (3-2) ¥ (23).

Figura I, § a) Configuracién calculada y b) reportada en [13] para 1/13.

=]
j.

0002 4

0003 4

-0,004 J-

Aicances (en pasos de Ted).

Gréfica lll. 4 Diferenclas de energia para cobertura 1/13,
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| i
8) Cabertura 1/17; {0,34) y {1,15) con {1,41). b) Cobertura 117; (4,-4)y (1,4).

Figura lil. 6 a) Configuracion calculada y b} reportada en [13] para 1/17.

0003
0.0025 }
0.002 +
0.0015

0.001 -+

Diferencias de energfa
o
.
t

0 Ht-HH

1 8f17 @ M o113 5 7 9N N 2B N WM NS N M
-0.0005 -1~
-000% -+
0.0045 +-
-0.002 L

Alcance (en pasos de red).

Grifica ll1. § Diferencias de energla para cobertura 117,
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Resultados

4

i

[ I }
a) Cobertura 1/18; {0,12)y {3,3) con (26). b) Cobertura 1/18; (3,-3) y (4,2).

Figura Il 7 a) Configuracién calculada y b) reportada en [13] para 1/18,

0008

o

2

[=]
3.

0008

0 I IRV Y O T TG T U0 U Y U WO Y T S Y N U0 O R D N O DO O A |
T LANE B S At B B B A L B B A B B T
13 8 1 9 41 13 45 7 1 A B B N XN M N B ¥ B

Alncance { en pasos de red)

Gréfica Wl 6 Diferencias de energfa para cobertura 1/18,
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En el caso de cobertura 1/18, 1/28 y 1/30 la configuracién de energia minima
esta formada por un sdlo tipo de paralelogramo y su reflejado, como el descrito
para coberlura 1/6. Estos paralelogramos se utilizan en ofras configuraciones
como celdas de energia minima, por ejemplo la configuracion con coberlura 1/29

estd formada por el paralelogramo de drea 28 y uno de area 30.

El unico paralelogramo nuevo que aparece es el de area 22 en la
configuracion de energia minima para cobertura 1/21. En esle caso la
configuracién de energla minima para [/22 estd compuesta de dos
paralelogramos, uno de drea 20 y olro de drea 24. Esta configuracion no puede
formarse por paralelogramos de érea 21, por que la configuracion de energia

minima para cobertura 1/21 esta compuesta por dos celdas unitarias.

Esta siluacion se presenta nuevamente para la configuracion con cobertura
1/26 que esta formada por dos paralelogramos de area 24 y 28. No es posible que
se forme de un paralelogramo de area 27 porque la configuracién de energia
minima para cobertura 1/27 esld a su vez formada por dos paralelogramos de

area 26 y 28.

Solo para cobertura 1/25 s& encontrd una configuracién que no necesila de
decoraciones para ser descrita, esto es, que estd formada unicamente por un

paralelogramo de drea 25.

48



Resultados

H
RAN '
8) Cobertura 1/19; {0,18) y (2,15} con (1,26). a) Cobertura 1/18;(4-1) y (3.4).

Figura lll, 8 a) Configuracién calculada y b) reportada en [13] para 1/19.

0,006
00014 +
0.0012 +

0,001

Diferencia de energia
o
'
y

0.0008 +-
0.0004
0.0002 -
0 J—1 U DN Y T O T VN G VNS N O W U TG S O T Y O N 1 Y OO S Ot T )
-ttt e
13 85 7T 8 M oMn s 7wy B s R n N H» B YN

Alcance (en pasos de ted)

Gréfica lll, 7 Diferencias de energia para cobertura 1/19.
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8) Cobertura 1/21;{0,21) ¥ (2.4) con ($,12). b) Coberura 1723, {3,:3) y (5.2).

Flgura lll. 9 a} Configuraci6n calculada y b) reportada en [13] para 1/21.

0,004

0,0035 -

0,003 -

a2

Eo.oozs E
8 o002
& 00015 4
o

0,001 -

0,0005 +

SRR ST S AL WS S S S RS A SO )

LIS D B e o e e B 2 o et 2 y

9 M1 15 17w n 3B 27N N BB N W
Alcance (en pasos de 1ed)

Gréfica Ill. 8 Diferencias de energia para cobertura 1121,
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a) Cobertura 1/22; (0,11) y (4,8) con {4,13).

b) Cobertura 1122; {4.-2) y (+1.-5).

Figura il 10 a) Configuracidn calculada y b) reportada en [13] para 1/22.

Oiferencias de Energla
o
8
&

0.001 4
0.0005-“
LER ) grrrrryrfrerrrry i ryirrrrrrrrrrerierrTTreerrm
3 s 9 113 95 W s N N BN K NN VW
-a0005 L
Aleance {en pasos de fed).

Gréfica Ill. 9 Diferencias de energia para cobertura 1/22.
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Figuralil. 11 a

<0,0005 ~
0,001

-0,0015 -

Gréfica

4
i

a) Cobertura 1/25; (0.5} y (5,3). b) Coberlura 1725; (4,-3) y (3,4).

) Configuracion calculada y b) Configuracion reportada en {13] para cobertura 1/25

2R N BN M N W

Alcance (en pasos de sed).

i, 10. Diferencias de Energla vs. Alcance para cobertura 1/25,
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Resultados

a) Cobertura 1726; {0,26) y (2,15} con {1,20). bj Cobertura 1126; (4.-3) y {-2.-5).

Figura lif. 12 a} Configuracibn calcufada y b) configuracion reportada {13] para coberlura 1/26.

0.001 -
0.0008
0.0006
0.0004

©.0002

Diferencias de Energla

-0.0002

-0.0004 L

Alcance {en pasos de 1ed).

Gréfica IIf, 11 Diferencia de Energia vs, Alcance, Para cobertura 1/26,
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Resullados

i

5) Coberlura 1/27; (0,27) y (2.5) con (218). b) Goberlura 1127 (4-3)y (53).

Figura I, 13 a) Configuracion calculada y b) configuracidn reportada [13] para cobertura 1/27,

0,0004 -
0,0003 |
0,0002

0,0001

Diferencias de Energlas

-0,0001 4

+0,0002

-0,0003 -

Alcance {en pasos de red).

Grafica lil. 12 Diferencias de Energlas vs, Alcance para cobertura 1/27.

52



8) Coberlura 1/28; (0,56} y (1,15) con (1,36). b) Cobertura 1128; (5,-2) ¥ (4,4).

Figura 1l 14 a) Configuracidn calculada y b) configuracién reportada [13] para coberfuara 1128,

0,00012 -

00001 |
0,00008 +
000008 -

0,00004 4

0,00002 + /\
0 - .“ .‘ ,‘. /\n g
305 1 4 Juln Ua s\(u 7w
-0,00002 4

-0,00004 -(-

Diferencias de Energlas

-0,00008

Alcance (en pasos de red)

Gréfica lil, 13 Diferencias de Energia vs, Alcance para cobertura 1/28, |
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b) Cobartua 1/29; (5,-2) ¥ (28}.

a) Cobertura 1/29; (0,29) y (2,24) con (2,36).

a) Configuracion calculaday b) configuracién reportada {13} para cobertura 1129,

1§

Figura ftl,

0003 o

00005 L

Alcance (En pasos de red).

Grallca Iif, 14 Diferoncias de Encrgla vs Alcance para cobertura 1128,
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Resullados

Para cobertura 1/28 no fue posible decidir entre cual de las configuraciones
tenia energia menor (la obtenida en este trabajo y la reportada en [13]), aqui se
presenta nuevamente el efecto de la celda reflejada, que se explico en el caso de
cobertura 1/6. Ambas configuraciones poseen energias muy parecidas al crecer el
alcance (ver graf. lll. 12). Es este el unico caso en el que se puede hablar de

degeneracién estrictamente.
Itl. 3 Mallas Triangulares.

1L, 3. A. Configuraciones que coinciden con las reportadas por Shinjo &

Sasada [13].

En este caso se estudiaron también coberturas de Ia forma l/qconqde 1 a
30 y alcance de 6 pasos de red paraqde 1 a 9y de 15 para q de 10 a 30, Las
areas estudiadas fueron: hasta 4q para q de 1 a 10 y hasta 2q para q de 11 a 30.
Las coberturas para las que se obluvd las mismas configuraciones que las
reportadas son: 1/2, 1/3 1/4, 146, ... , 1/17, 119, 1121, 1722, 1/24,..,1/28. Se presentan
enlas fig. lll. 6 y fig. lli. 7.

Para las configuraciones entre 1/2 a 1/9 se construyd la gréfica de las
primeras cuatro energlas (en la lista de configuraciones ordenadas de acuerdo a
la energla). Las configuraciones degeneradas resultaron ser la de 1/5 y 1/6 como

se muestra en la grafica IIl. 14,
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.
/
Coberlura $/2; (0.2) (1.1).
R / .
L4

Cobertura 1/3; {0,3) (1,1).
s

L i

Coberlura 1/6; (0,6) (2.0).

'Gobertua 147: (07 (29). Cobertua 18 0.4 @)

Figura lll. 6. Resultados para cobertura 1/2, 1/3, 14, 1/7, 4/8 {continua),
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ANy Sy Ay
A A,
Cabertura 1/10; (0,10) (1,3).

T

. v ) ) .
‘Cobertura 115, (0,3) {3.0).

/ I

" / +
Coberura 171

1 0.1811,7).

Figura Ill, 6. Resultados para cobertura 1/9, 1/10 y 1741 (continua).

Nuevamente la degeneracion se debe a que las configuraciones con

defeclos tienen una energia similar a la malla de energfa minima (fig. Il. 8).

En la fig. Ill. 8 b) se aprecia que nuevemente la configuracién generada con
dos celdas reflejadas tiene una energia muy parecida a la configuracion de
energla minima.Y para convertir de una a otra malla es necesario, nuevamente,

hacer una translacion de algunas de las franjas de la malla.
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Resuliados

_ Coberluts 1118, (0,4) (4.0)
B .

Cobertura 1119, [0,15) (1,11} Cobedura 1121, (0.24) (1,4

Figura lIl, 6. Resultados para cobertura 1/12, 1/13, 1/14, 1115, 1156, 1147, 1119 y /21
{continua).
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/////////
LA

Cobertura 1727, (09) (3.3). Cobertura 1128, (9,14} (2.4).

Figura lli. 6, Resultades para cobertura 1/22, 1124, 1/25, 1/26, 1127 y 1/28,
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Resultados

0,035 T
_ oo+ X
[ OMinimo
g [Osegundo
£ 0025 1 ATercero
g HKCuatlo
g 002 ;E
£ \ X
g o015 B
]
é o0 i o
8 0,005 + X x
o 5]
0 ¢ \'s é %————-0———-—@——-—-0
74 174 15 16 1 1 18

Coberluras

Gréfica 15. Degeneracion en la red triangular.

. 3. B. Configuraciones que no coinciden con las triangulares

reportadas por Shinjo & Sasada [13}.

Para las coberluras 1/5, 1/18, 1/20, 1/23, 1/29 y 1/30 se encontraron
configuraciones con menor energia que !as reportadas, estas se presentan en las

figuras 1. 19 alll. 24.

Al igual que en la red cuadrada las configuraciones 1/5, 1/18, 120 y 1/29
estan formadas por paralelogramos que son generadores de las configuraciones

de energia minima para olras coberturas.
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) Cobmitura 1/5: V1= (0,4) y V2=(53) b) Cobertura 1/5; V1= (0.2)y V2=(10.1)
con decoracin (2.2), (2.4}, (5.5). eon docoraclones {7,2), {5.2) y (2.2).

Trashaclén

e g

A

/ A

Figura lll. 8 Las dos primeras configuraciones para cobertura 1/5 y 1/6.

Con la finalidad de comparar entre las mallas obtenidas y las reporladas en
{13} se realizd un andlisis de ambas configuraciones, calculando la energia para
distintos alcances. Se graficd nuevamente las diferencias de energia en cada

caso. Las graficas corresponden de (a lIl. 16 a la lll. 21.

Solo para cobertura 1/30 no fue posible decidir enire cual de las
configuraciones tenfa energia menor, y nuevamente este es el Unico caso en el

que podemos hablar estrictamente de degeneracion.
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a) Cobertura 1/6; Vi= (0,2) y V2={3,1) d) Cobertura 1/6; V1= (0.2) y V2=(5,1} con decorackén 2.2)
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Coberura ¥15; (0,2) (5,1) con (2,2). Coberlura 1/5; (2.1} {1.2).

Figura Ill. 19 a) Configuraciones calculada y b) reportada en [13] para cobertura 1/5,

0.2 J.

Diferencias de energl
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Alcance {en pasos de red).

Graflca (Il 16. DIf tas de Energla entre la configuracién encontrada y {a reportada vs,
Alcance para cobertura 1/5.
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j’/z

P

Cobertura $/18; (0,16) (2,13) con {1,7). Cobertura 1118; {4-1) (2,5).

Figura Il1, 20 a) Configuracion calculada y b) configuracién reportada por Shinjo & Sasada
[13] para cobertura 1/18,

Diferencias de Energla
o
g
:
T

0,001 +
0 it b
1 3 8§ 7T 9 ¢ 13 18 97 9 N 23 5 ¥ 208 % 2 3 N N

Alcance (en pasos de red),

Gréfica lll. 17 Diferencias de Energia vs. Alcance para cobertura 1/18,
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i

W Y e /
Cobertura 1720; 3,20} (2,3) con (1 12). Cobertuta 1720; {4,0} (4,5).

Figura I§f, 21, a) Configuracién calfculada y b) configuracion repartada [13] para cobertura 1/20,

PEE

Diferencias ce energfa

)

3 790N 13 155 7 1N N B TR M N BN W

40,0004 -

Acance (en pasas de red):

Gréfica W, T Diferencias de Energla vs. Alcance para cobertura 1/20,

64



’

Cobertura 1/23; (0.23) (2,12} can {1,17).

Cobeilwa #/23; (4,-1) (-1 8).

Figura lll. 22. a) Configuracidn calculada y b) configuracién reportada en {13] para cobertura 1/23.
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Diferencias de energi
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0,002
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Alcance (en pasos da red).

Grafica ll), 19, Diferencias de Energla vs. Alcance para cobertura 1/23.
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Cabertura 1129; (6,200 (2.4) con (2,465, Cobertura 118, (5.1} {-1.6)

Figura lit, 23. a} Configuracion calculada y b) configuracién reportada {13] para cobertura 1/29,

o.wﬁ e
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Gréfica il 17 Diferencias de Energla vs. Alcance para cobertura 1/29,
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Cobeitura 1130; (0,60 (1,41) con {1,51). Cobartura 1130, (6,-3} 2,4).

Figura Hl. 24 a)Configuracién calculada y b) config ién reportada {13] para cobertura
1130,
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Alcance (en pasos de red)

Grafica lll, 21 Diferencias de Energla vs, Alcance para cobertura 1/30,
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En el caso de cobertura 1/23 no esta formado por paralelogramos de dreas
22 y 24, ya que eslas no poseen ningun lado en comun lo que obliga a que se

forme con paralelogramos de areas 21 y 25,

Para estas coberluras esludiadas, s6lo 1a de 1/30 estd formada por una
celda que se refleja, como en los casos anteriores para coberturas 1/6 en red

cuadrada,

En la red cuadrada hay mas configuraciones de energia minima que
necesitan decoraciones para su representacion que en la red triangular, esto se
debe principalmente a que las simetrias de la red triangular son mas y el nimero
de mallas posibles es menor, ademas la red lriangular tiende a formar hexégonos

de forma muy natural.

Aparece nuevamente una configuracién para la cual no es posible decidir
entre cual de las configuraciones tiene menor energia. La grafica de coberlura

1130 indica que ambas tienen la misma energia cuando el alcance crece.

1Il. 4. Resultados para coberturas 2/q.

Por Ultimo se estudiaron las coberturas de laforma 2/qcon g =5,7, 9, 11, 13,
15 y 17. Con un alcance de 15 pasos de red y hasta dos veces el &rea. Los
resultados se muestran en la figura NIl 25  para mallas cuadradas y en la

fig. IIi. 26 para mallas trianguiares.
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Resultados.

Para la red cuadrada y coberturas 2/5, 2/7 , 2/11 y 2/17 se obliene un
ordenamiento que se forma a partir de los paralelogramos que constituyen la
configuracion de minima energia para coberturas 1/r y I/s adyacentes a 2/q . Por
elemplo; para la coberiura 2/7 se forma de los paralelogramos con area 3 y 4. que

corresponden a las configuraciones de minima energia,

Para cobertura 2/9 aparece por primera vez una eslruclura de estrella
(fig. lil. 25 c) formada también por rombos que corresponden a configuraciones de

energla minima.

Al aplicar el criterio descrito en los parrafos anleriores a coberturas con
q =13y 15 necesitamos del paralelogramo que se forma para una cobertura de 1/7
pero sl se revisan los resultados de las secciones anteriores se puede ver que tal
paralelogramo no existe, porque la configuracion de energia minima para
coberfura 1/7 esta formada por dos rombos distintos, uno de 4rea 6 y ofro de area
8. Entonces las coberturas 2/13 y 2/15 se forman por combinaciones de rombos de
drea 6y 8. Para 2/13 se forma apartir de tres rombos de drea 6, uno de 4rea 8 y

para 2/15 Ires de area 8 uno de &rea 6 (ver fig. Hl. 25 ) yf) ).

Para la red triangular se cumple ef criterio anlerior para las coberturas, 2/,
2/7, 2113 y 2117, Y se presenta nuevamente la eslructura de eslrelia para una

cobertura de 2/185.
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Resultados

#) Coberlura 2/5; (0.5)y (2,3) b) Cobertuta 217 0.7y (2) )
con (1,2} (1.4) y (2.8) con (1.4) (18 y(2.3)

ALt

__

Cobertuta 2/8; (0.6) ¥ {3,3).
con (1.2) (L) ¥ (2.8)

S S S

N . L l B ,
i
e RRARREA] nd
) Cobertura 211; (0,22} ¥ (1.5). ©) Cobertua 2/13; (0.13)y 2.2)- 1) Cobertura 2115 {0,15)y {2.2).
con (4,8} {1,26) ¥ (1,19) con {15} {11 y 29 son (15) (1.42) ¥ @.10)

) Cobertuta 2137, (047 v (2.12).
con (18} (19)y (2.15)

————i

Figura Ill, 14 Resultados para coberturas en red cuadrada 2/5, 2/7, 2/

9, 2114, 2/13, 2115y 21T,

Al aplicar el criterio a las coberturas 2/9'y 2/11 se necesita del rombo de la

cobertura 1/S, que nuevamente no existe. Mas aqul no se aprecia el mismo
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comportamienlo que en la red cuadrada. Sino que aparece una combinacion

complicada de celdas de area 4 con otras no anles encontradas.

i /S /

Cobertura 217 (0.7) (2,2) con (1,1} {15} (26).

Cobertura 2/5; (0,5) (2.4) con (1,2), (1,6) ¥ (2.8).

Co s

;o ;o : '

F

Vi 8 & f
Cobertura 209; (0.187) {1.7) con (1.8) 111} (1:23). Coberlura 2/11;(0,22) (1,13) con (1,05} (1 47) y (1.33).

. I PO

Figura fll. 12 Resultados para coberturas en red triangular 2/5, 2/7, 219y 2/11,

7"
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11,49)(1,30)y (1,32). Cobertura 2/15;{0,60) {1,41) con (1,51),

PP ;

Cobertura 2/43; (0,26) {1,47) con

_ Cobertura 2/17; (0.17) (2,1) con (1,5) (1,0} y (2,14).

Figura lll. 12 Resultados para coberturas en red triangular 2/13, 2115 y 2117,
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V. 1. Introduccion.

Capitulo IV

Discusion

..af reunlr los dalos que hemos
recogido con nueslros senlidos,
al  Inlegrarlos en  nuosira
inteligencia estamos creando
nosolros la silla. Esto es lo que
representan el Arle Alquimico, la
Sagrada Cébala y la Tercera
Clencia: La creacién de Ia
Naluraleza en nuestro
pensamiento.
Ruy Pérez Tamayo

En los capitulos Il y [l se ha mostrado como se consiguieron los objelivos de

esta tesis. En el primero de ellos se describié el algoritmo utilizado para obtener

todas las configuraciones distintas dada una coberiura y un area, ademas de

ordenarlas con respeclo a la energla asociada a cada configuracion. En el

capitulo Il se muestran las configuraciones de energia minima para redes

cuadradas y triangulares. Primero se obluvieron las configuraciones para las

coberturas 1/q con q de 2 a 9 y se compararon con las reporladas en [2],

obtenidas con el mismo método pero usando un algoritmo diferente. Para todas

las coberturas se obtuvieron los mismos resultados. También se reportaron los



Discusisn

ordenamientos para coberluras 1/q con q de 10 a 30 para red cuadrada, y de 2 a
30 para red triangular, Las configuraciones oblenidas en esle trabajo para
coberturas 1/q con q de 1 a 30 fueron distintas en algunos casos a las reportadas
en [13], por lo que se calculd la diferencia de energia entre los dos grupos de
ordenamientos para alcances de 2 a 40 pasos de red. Por ultimo se aplicd el
métado a coberturas de la forma 2/q con q impar de 3 a 17 para contrastar con la

conjelura de Cocho [10).

En este capilulo se discute la lendencia general de los resultados
obtenidos (IV. 2.), algunas caracleristicas de los resultados para la red cuadrada
(IV. 3.), para la red triangular (IV. 4.}, la existencia de degeneracién para

cobertura 1/6 {IV. 5.) y la Conjelura de Cocho (IV.86.).
IV. 2. Tendencia general de jos resultados.

En general los resultados tienen un comportamiento complicado y sera
necesario hacer mas investigaciones y calculos para predecir los ordenamientos
que se generan para cada cobertura.

De los resullados del capitulo anterior, se puede nolar que el
comportamiento general en las soluciones para la malla unidimensional y las
obtenidas para mallas bidimensionales se distinguen en que las soluciones para
el caso unidimensional son simples de encontrar y se componen siempre de una
celda minima Unica, no asi para el caso bidimensional en el que la solucién puede
estar delerminada por mas de una celda minima y no es claro cudl es la regla
que determina a eslas configuraciones.

Esle hecho contradice a las hipolesis propuestas en [8), [10] y (13] de que la
solucién podria delerminarse a partir de una celda simple. En (8] se supone que

los ordenamientos para coberluras 1/q estaran formados por celdas de area q. En
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{10] se conjetura que las soluciones para coberiuras 1/q son celdas simples que
forman franjas en unas de las direcciones del plano y las configuraciones para
coberturas p/q, con p distinta de 1, estaran formadas de combinaciones de celdas
solucidn para los casos 1/q y ordenadas de acuerdo a la solucién para el caso
unidimensional; y en [13] se supone que las soluciones estaran constiluidas por
celdas primitivas simples lo mas proximas a las que generen arreglos tipo
hexagonal.

Para las coberturas estudiadas en la red cuadrada un 37% de las soluciones
no se pueden describir a partir de una celda primitiva Gnica. De las primeras
coberturas que su solucién no estd constituida por una celda tnica (por ejemplo
para cobertura 1/7) la solucidn es una combinacion de dos celdas primitivas que
generan las soluciones para coberturas adyacentes. Esto puede conducir a una
hipétesis simple: st se considera que de los casos 1/q sélo algunos de ellos son
soluciones "elementales”, que permiten construir la soluciones de casos mas
complicados. Sin embargo para las coberturas mds pequeiias ocurre que las
soluciones compuestas se componen a partir de la combinacion no sélo de las
adyacentes sino de las siguientes a éstas, por ejemplo: para cobertura 1/22 la
soiucién esta formada de las celdas primilivas que son solucion para coberturas
1120y 1724,

Ademas existen soluciones mas complejas, como es el caso de cobertura
1/27 en donde la solucién estd compuesta por celdas primilivas de drea 26 y 28,
pero para cobertura 1/26 la solucién no esta formada de una celda simple, sino
que es la combinacion de celdas de érea 24 y 28. Y finalmente para la coberiura
1/18 la configuracion de energia minima est& formada por una celda de area 18
combinada con ella misma pero reflejada.

En la red triangular el comportamiento general es notablemente semejante

existiendo alrededor de 20% de casos con soluciones compuestas por dos tipos
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de celdas. También las soluciones compuestas con coberfuras mas altas estan
formadas a partir de celdas que parlicipan en fa solucion de coberiuras
adyacenies, asl para cobertura 1/5 se combinan ceidas de area 4 y 6 asociadas a
a las soluciones para las coberturas 1/4 y 1/6 y también al disminuir ia cobertura
las configuraciones se vuslven més complicadas, por ejemplo para 0=1/23 la
solucién estd compuesta por celdas que son la solucidn de coberturas 1721 y 1125

y la solucién para 0 = 1/30 es la combinacién de una celda monoatdmica y su

reflejada,

V. 3 La red cuadrada.

Con la finalidad de encontrar alguna indicacion de cuales serdn las
coberturas de la forma 1/q para las cuales la solucidn no estd compuesta por una
celda unica sino de la combinacion de varias celdas se grafico (ver grafica IV, 1)
el cuadrado de los lados y diagonales de la celda monoatdmica de menior energla
contra el inverso de ia cobertura (que corresponde al area de la celda). Como
puede verse en esta grafica el comportamiento parece lineal para los cuadrados
de los lados més corlos, sin que sea claro para que area ocurre una desviacion
del comportamiento lineal, Para e} comportamiento de la diagonal mas larga el

comportamiento es mas erralico.

Un comportamienio interesanie sa puede observar af tomar el cuadrado de
las primeras seis dislancias mas corias entre dos adserbalos en la red y restar la
minima de ellas de la méxima para las configuraciongs obtenidas en {13} por

Shinjo y Sasada. De elfas se han graficado con un circulo bianco las que se confir-
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Gréfica IV, 1, él cuadrado de los lados y las diagonales contra el inverso de la cobertura,

maron en esta tesis y con un circulo negro las configuraciones para las cuales se
encontré un ordenamiento que es combinacion de dos celdas (ver grafica IV. 2.).
Para hacer esta comparacion se tomo a la mayor de las primeras seis distancias
al cuadrado y se le resto la menor de ellas con la idea de que |a solucién éptima,
sin sustrato, es un hexagono para el que la diferencia de estas distancias es cero,
porque en este caso los seis primeros vecinos estan a la misma distancia. En el
gje Y se grafico la diferencia de los cuadrados de las distancias y en eje X el

inverso de la cobertura (area).

Si un punlo esta cerca del eje X, implica que esa configuracion se “parece
mucho” a la solucién hexagonal sin sustrato, y los que estén alejados del eje X

son configuraciones que no se parecen a la solucion hexagonal.
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Gréfica IV, 2, Diferenclas entre ol minimo y el maximo de loscuadrados de las primeras sels
distancias en la red cuadrada para los ordenamientos reportados en {13).

En la gréfica se puede apreciar que la mayor parte de las configuraciones
que tienen un valor cercano a la horizontal corresponden a configuraciones
sfmples de las reportadas en {13] y que se confirmaron en esta tesis y para las
que estan alejados se enconlraron configuraciones que combinan dos celdas. Se

ha pintado una linea con fa finalidad de hacer mas claro este resultado.
IV. 4. La red triangular,

Se han construido las mismas graficas que en caso de fa red cuadrada, la
primera de ellas tomando el cuadrado de las longitudes de las diagonales y los
dos fados de fas celdas primitivas contra el inverso de la coberlura para cada

configuracion (ver grafica IV. 3.).
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Grafica IV, 3. Distancla al cuadrado de los lados y las diagonales de cada configuracién
contra el Inverso de la cobertura.

En ella se puede notar que para ciertos valores del drea hay puntos que
siguen un comportamiento lineal, con una pendiente de tres y de uno. Estas
configuraciones forman hexdgonos exactos, por lo que los lados de la celda
minima y la diagonal m4s corta son iguales, y el cuadrado de la ofra diagonal esta

completamente determinada al multiplicar por 3.

Estos hexagonos son posibles sélo para coberturas cuyo inverso sea de la
forma siguiente:
A =LHKAAK
con K y L enteros asi por ejemplo, para una cobertura de 1/9, es decir, drea de 9
se fiene que 9 = 0+0+3+3+0+3 entonces se puede formar un hexdgono exacto de

lado 3. Es facil notar que ésta es la expresion para el cuadrado de la distancia

del origen a la coordenada (K,L) en una red triangular. Entonces sera posible
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encontrar soluciones que formen un hexagono para coberluras cuyo inverso sea
una distancias “natural” de la red friangular, es decir, que exista un punto en la
red friangular para el cual el cuadrado de su distancia al origen sea igual al

inverso del area.

Esto es posible en la red friangular porque todo segmento AB puede ser

rotado 60° 0 120° y seguir teniendo coordenadas enteras (ver fig. VI. 4.).

/ K - 4 e ’ = ; : N s K

Figura IV, 1. s‘egménlo‘s de rectas rolados 60° daﬁlro de una red triangular,

En la figura se denota al punto generado por la rotacién como 8' y la
distancia de B' a A es igual a la magnitud del segmento AB porque s6lo se hizo
una rotacion. Este procedimiento se puede seguir para el segmento AB' y obtener
el segmento B'A' que tendré coordenadas enleras y formara un angulo de 120°
con AB', ademds la longifud de B' a A' serd igual a la de B' a A. Al repetir esle
procedimiento por seis veces se asegura que se fendrd un hexdgono con
coordenadas enteras y une de sus lados tiene la longitud del segmento AB. Y es
posible demostrar que el drea del hexdgono es fres veces el cuadrado de la

longitud del lado.
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De aqui que para la red {rianguiar existen soluciones hexagonales para las
coberturas cuyo inverso es igual al cuadrado de una distancia natural en la red
triangular, las primeras 8 coberturas que cumplen esta condicion se presentan en

latabla IV. 1.

Coordenada X Coordenada Y | Distancia al cuadrado Cobertura

0 1 1 1

1 1 3 1/3
0 2 4 114
1 2 7 177
2 2 : 12 112
0 3 9 119
1 3 13 113
2 3 19 119

Tabla IV, 1. Coberturas para ias que existe una solucién exacta.

En 1a tabla IV. Il se muestran los cuadrados de las distancias “naturales” de
la red en orden creciente, para mostrar que hay algunos enteros que no son
cuadrados de una distancia en la red triangular, por ejemplo para 2 y 5 no existen

constantes K y L enteras que cumplan la siguiente relacién:

2= L24K#L'K 0 5 = L2+K24+L'K
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De aqul que habra algunas caberturas para las cuales no sera posible realizar
una configuracién hexagonal, y es en algunas de éstas donde exislirdn

configuraciones compuestas.

Coordenada X Coordenada Y | Dislancia al Cuadrado Cobertura

0 1 1 1

1 1 3 R T
0 2 414
1 2 T4
0 3 o 19
2 2 12 112
1 3 13 113
0 4 16 116

Tabla IV, 2, Coberturas para las que existe una solucién exacta en orden respecto al
cuadrado de |a distancia,

Si se toman ahora los primeros seis vecinos para las configuraciones
propuestas en [13] y se hace la diferencia entre el maximo y el minimo de sus
cuadrados (ver graf V. 4.) se puede ver como para algunas areas la diferencia es
de cero. Esle es el caso de las configuraciones descritas en el parrafo anterior
{que forman hexagonos exaclos), y sus seis primeros vecinos estan todos a la

misma distancia, como se muestra en 1a grafica IV. 4.
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Gréfica IV. 4. La diferencia de los cuadrados de las primeras sels distancias vs. el inverso de
la cobertura,

En la grafica se ha indicado nuevamente con un clrculo lleno las coberturas
para las que sus configuraciones no coinciden con los resultades obtenidos en
esta fesis, y con un circulo blanco, las que si coinciden. En este caso el

comportamiento es mas dificil de explicar.
IV. 5. La degeneracion de 1/6.

En el capitulo anterior se indicé la existencia de degeneracién para las
coberturas 1/8 y 1/7 (seccién |il. 2. A) en red cuadrada y 1/5 y 1/6 para red
triangular (seccidn 1. 3. A) si se observan las configuraciones cotrespondientes
(figura . 2 ¢y figura lll. 8 a) podra notarse que en la configuracién de un 1/7 para
la red cuadrada una de las celdas oue la forman es la celda primitiva de la
configuracién 1/6, y de la misma forma para la red triangular la configuracion que
corresponde a cobertura 1/5 también esta formada de la celda primitiva para

cobertura 1/8 en la red triangular. Lo cual sugiere que la propiedad geométrica
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que provoca la degeneracién corresponde a 1/6 en cada una de las redes.
Ademas en [14] se reporta que para la red rectangular centrada y cobertura 1/6
también existe degeneracion lo que induce a pensar que la degeneracion es una

propledad de la cobertura 1/6.

Para analizar esta situacion se propone como primer paso el calculo de la
distancta entre dos particulas de una configuracion generada por una celda
simple. Si se ve al ordenamiento como filas de puntos, paralelas y equidistantes

(ver figura V. 1)
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a) Cobertura 1110; (0,10) y {1,3).

Cobertura 1/12; (0,6} (2,2).
Figura IV. 2 Método para el cilculo de [a distancia.

la distancia enfre particulas (por ejemplo a y b en la figura) puede descomponerse
como dos segmentos que forman un éngulo recto. En la figura los
desplazamienios sonde a a p y de p a by la distancia entre a y b estars dada por

la suma de los cuadrados de la magnitud de cada uno de estos segmentos.

Este método es independiente de la red en que se aplique (en la figura se ha
hecho para la red triangular y cuadrada), porque siempre sera posible trazar las

lineas paratelas y encontrar los segmentos correspondientes.
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En el caso de las configuraciones para coberiura 1/6 una de |as lineas de
particulas estd compuesta por sitios que se ocupan de manera allernada y la
diferencia entre las distintas configuraciones degeneradas consiste en que se
ocupe uno u ofro de tales sitios. En la figura 1V, 3 se muestra esta configuracién
correspondiente a la red triangular, y en la cual esta linea es paralela al
vecior (0,2).

Figura IV, 3 Insercién de una macla en la red triangular,

Las posiciones de la configuracion inicial se han marcado con circulos llenos
y la posicidn alternativa con circulos vacios. Para evaluar la diferencia energética
enlre ambos conjuntos de posiciones se ha trazado segmentos perpendiculares
(marcados con la letra S) el primero a partir de el punto A que corresponde a Sy,

después a partir del punto B la linea S, y asi sucasivamente.

Lalinea S, corta a la linea L, en un punto a partir del cual exisle simetria de
sitios llenos y vacios, de manera que la contribucién a la energfa de las parliculas
de L, es exactamente igual si la interaccion se lleva a cabo con particulas que

estdn en los sitios marcados con circulos negros o en ios sitios marcados con
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circulos vacios. Este es el hecho fundamental que explica que la degeneracion se
mantenga para cobertura 1/6 en arreglos localmente diferentes: El efecto de
lrasladar paralela a si misma una linea de particulas no afecta el valor de la

energia entre dos lineas vecinas.

El segmento S, toca a la linea L, en un circulo vacio, por lo que para las
particulas de la linea L, el valor de la energia es distinto si esie silic se encuentra
ocupado o vacio. Aunque debe tomarse en cuenta que este silio se encuentra
considerablemente alejado. Al hacer el célculo de la diferencia de energias entre
los dos ordenamientos unas particulas contribuyen a la energia positivamente y
las otras con el signo opueslo, por lo que la diferencia de energias disminuye al

tomar en cuenta mas particulas.

El célculo para la contribucion a la energla de las particulas en L, tiene las
mismas caracleristicas que para la particula A. Para las de L, el calculo es
semejanle al de la particula B en L, pero con el signo opuesto. En general
tenemos que para las lineas impares no hay diferencias en la energia y para las
lineas pares se van allernando de signo. Esta contribucién estd dada para j el

ntimero de linea por la siguiente expresion;

. 1241 8 c (_l)'
2 = (~1)” $+2Y 5
() (ﬂﬁ)2 !
2

12

Al hacer el célculo tiende asintoticamenta a 6.2x10°E, para j=2 y para L,
(i=4) el valor enconirado es; 0+ix10'E, de manera que la contribucién

dominante es la de L,
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Un andlisis semejante se puede hacer para las redes cuadradas y
rectangular centrada y es notable que la geometria esencial que gobierna el
fenémeno sea invariante ante el cambio de sustrato. El dibujo para la red

cuadrada se muestra en la figura IV. 4

3

S AT sl l

\

\

e

L4 L L
Cobertura 16; 0,3}y (2,1).
Figura IV, 4 Insercién de una macla en la red cuadrada,

Y el célculo para la diferencia de energlas para las lineas con j par esla

dado por.

AE = (-1 +2

los valores asintélicos para L, y L, son: 5.06%105E, y -1x109E, nuevamente es la

contribucién de L, la dominante.
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Para ilustrar la situacidn correspondiente a la red rectangular centrada se

hizo la figura IV, 5. y la férmula de |a diferencia de energfas es:

! ~ +2}": )

AE = (_l)/ml -
(‘/EJ) = [21-: P _w/g]

que tiende asintdticamente a los valores 3.8xT08E! y 0+7x10-1E,
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Figura IV. § Inserciéon de una macia en la red rectangular centrada,

V. 6 La Gonjetura de Cocho et al,

En el primer capltulo de esta tesis se hace referencia a la conjetura de

Cocho et al. [10}, que tal como se menciona en la seccitn IV. 2 consiste en un
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procedimiento para construir las configuraciones de energia minima para
coberturas de la forma p/q a partir de fas configuraciones de energia minima U/r
inmediatamente inferior y superior a p/q. Para esta conjetura es esencial que los

lados de las celdas de coberturas conseculivas tipo 1/r sean comunes.

Esta caracleristica se cumple en la red cuadrada para las primeras
coberturas y de acuerdo con [2] s6lo existe una excepcion para la cobertura 1/7.
Tal resultado sugiere que la conjetura se podria modificar, ulilizando las
coberturas 1/r que estdn formadas por celdas simples y el reslo estaran formadas
por combinaciones de estas, en el caso de 1/7 en la red cuadrada se construye
con las celdas de 1/6 y 1/8. Por todo lo anterior es importante tabular los valores
de los lados de las celdas para cada una de las coberturas que tienen solucién
con celdas monoatémicas (o simples) y verificar si siempre hay lados comunes en
coberturas conseculivas. Para la red cuadrada estos resultados se reportan en la

tabla IV. 3.

Tabla IV, 3 Longfludes de los fados y las diagonales de las celdas minimas para red cuadrada

d[2 (3 [4 (6 {6 |8 18 [10 {§1 {42 |14 }46 J16 [18 J20 J23 124 J26 ;28 |20 )30

1 §2 12 |4 |5 {5 (8 [9 (10 {10 13 {13 )17 }18 }16 }20 125 |26 §25 |29 | 9]
2 f2 (5 (5 (5 18 (10 (10 {10 |13 113 }17 117 }20 20 §25 |26 |26 §29 |32 |29 34
3 J4 (5 [5 1099 ]10 113 120 |17 116 120 )18 J20 §26 §25 |20 |33 §34 |37 |58]36
0 f4 {9 {13 {10 117 J26 |34 J20 )29 |38 }40 ]53 |52 |50 §65 |73 |72 |09 jas [58]100

Como puede verse existen fronteras en las que no hay lados comunes como
entre 15y 16 y enire 24 y 25. (separadas con una linea mas gruesa en la labla).
Para 1a red triangular este efeclo es mas frecuente y hay una canlidad mayor de

fronteras, por ejemplo para las coberturas 1/3 y 1/4 no hay lados comunes.

89



Discusién

Tabla IV, 3 Longitudes de fos lados y las diagonales de las celdas minimas para red tdangular

2(3 {4 (6 (7 8 (9 1101112 /13114 )15}116 J17]19321 [22 )24 |25 |25 |27 |28 |30
1 11314 14 17 j7J9 )7 |8 J12 |13 |12 |13]16 J13]99f21 (19|21 25 |21 §27 J28 |25
2 3|34 17 |7 |7 ]9 [12|13]12 (13|13 |13]t6 J19]|19]2t {24 |2 |25 §31 Ja7 |28 |37
3 41354 |9 |7 [12]9 (131912 |13 |19 2516 J22|19]2 |28 |36 {25 |37 J27 |28 197
4 419 §12[1 121 (16§27 (27 (37 {36 (39 {31 [ 27 J48 §49 57§63 |52 148 §75 Jo1 Ra1 }84 J100

A pesar del hecho anterior es notable que la mayoria de los casos 2/q
estudiados para la red cuadrada y triangular concuerdan con la conjetura de

Cocho et. al,

Para el caso de coberturas 2/q y red cuadrada la conjetura de Cocho et al.

se cumple cuando q foma los valores de 5,7,11, 13,15y 17..

En todas las mallas con celda simple, siempre es posible escoger dos tipos
de celdas, por ejemplo para la cobertura 1/3 se puede tener e! paralelogramo de

coordenadas (-1,1) y (1,2) y también el formado por (-1,1) y (2,1) ver fig. IV. 6.

Los resultados para cobertura 2/5 y 2/7 estan formados por combinacién de
las celdas que corresponden a las configuraciones de energla minima para
coberturas 1/2 1/3 y 1/4, sblo que en 2/5 se uliliza uno de los paralelogramos

posibles y en 2/7 el mismo sélo que con una descripcion diferente (ver fig. Ik, 11).

Para poder distinguir entre cual de los paralelogramos usar podemos aplicar
el criterio de! minimo semiperimetro, es decir, se suman los 2 lados distintos del
paralelogramo y ta menor de sus diagonales, y el paralelogramo con una suma
menor es el que se uliliza para construir la combinacion. en el ejemplo anterior,
para €l primer paralelogramo se tiene J2+243 y para el segundo V24343, asl

que se debe tomar el primero de ellos,
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Discuslén

Figura IV, 6 Distintos tipos de celdas sobre la misma configuracién,

Para la cobertura 2/9 se forma una estrella combinando los paralelogramos
de las configuraciones de energia minima para coberturas 1/4 y 1/5. Pero no en el
orden que propone la conjelura de Cocho et al. sino que estén recorridas una

respeclo a la otra y no se forman bandas de una sola celda sino de dos.

Las configuraciones para coberturas 2/13 y 2/15 esldn formadas por
paralelogramos de drea 6 y 8, eslto se debe a que para drea 7 no exisle una celda
unitaria. Entonces se sigue la siguiente secuencia, para 2/13 hay les
paralelogramos de 4rea 6 y uno de drea B, y para 2/15 tres de &rea 8 y uno de
drea 6. Esta distribucidn no es posible de obtener estrictamente a partir de la
forma que propone Cocho et al. porque en la solucién para una dimension
aparecen lodas las distancias enteras y para el caso bidimencional no aparece la

celda que corresponde a cobertura 1/7.

En el caso de la red triangular encontramos que es posible aplicar la
conjelura de Cocho et. al (aunque esla sélo fue propuesta para redes cuadradas)

para coberturas 2/5, 2/7 y 213 y 2/117.

Nuevamente aparece una configuracion de estrella para cobertura 2/15
formado por celdas de dreas 7 y 8 que corresponden a configuraciones de

energla minima.
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Discusién

Para coberturas 2/9 y 2/11 no aparece una celda de area 5, sino que

nuevamente se combinan celdas de drea 4 y 6. S6lo que aparecen formando tiras

0 mosaicos separados.

&0 LA A A A Lot
Cobartura 2/11; 10.22) (1,13) con {1,15) (1.17) y {1,33).

KAV

Cobertura 2/9; (0,187} {1.7) con (1.9} (1,31) (1,23).

; ’ / ’

Fg VI. 8 Raras combinaciones de celdas do drea 4y 6 para cobarturas 2/11 y 9,

En la figura se mueslra como para cobertura 2/9 aparecen no solo las celdas
de érea 4 y 6 sino que aparece una celda de area 6 dislinta y forman una especie
de mosaicos separados por figuras que no son paralelogramos. Y para 2/11
también se forman firas de celdas de area 6 y 4 pero separadas por

paralelogramos distintos a los de las configuraciones de energia minima.

Las configuraciones con fantos lipos de celdas pueden ser ocasionadas
porqua la bisqueda solo se realizo para dos veces el drea. Una nueva blsqueda
para lres y cualro veces el drea podria reportar ofras configuraciones més

ordenadas y con solo dos tipos de celdas.

Al parecer si exislen ciertas celdas de minima energia que conforman al
resto de las configuraciones, pero la forma de combinarse y de seleccionar las

celdas que se utilizan para cada cobertura alin no es clara.
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Capitulo V

Conclusiones

"Minino de Cheshire”, comenzd

ella algo timidamente... “Me

dirlas por favor, ;Qué camino

debo de lomar para irme de

aqui?

Eso depende mucho de dénde

quleras ir', dfjo el galo

"Pace ma proocupa donde ir”

confesta Alicia

"Enlonces nada imporia que

camino fomes”, replicé el gafo.
Lewis Carroll

El objetivo de este trabajo fue encontrar las configuraciones de energla
minima de particulas que interactan dipolarmente y se encuentran en los nodos
de redes cuadradas y triangulares. El mélodo de solucidn fue la “busqueda
exhaustiva" [2), y en particular se desarrallé para este procedimiento un algoritmo

més potente que el antes utilizado con las siguientes caracleristicas:

a} Genera una lista complela de las configuraciones posibles y distintas enire

si en fugar de sélo encontrar la de energia menor.



Conclusiones

b) La busqueda se realiza en un numero menor de casos gracias a la

descripcion que se ha hecho de las configuraciones (capitulo il).

c) La implementacion se llevé acabd en lenguaje C, aumentando la eficiencia y

transportabilidad enlre distintos sistemas de cdmputo.

El interés en la solucion de este modelo surge de considerar la adsorcidn
sobre superficies metdlicas de atomos alcalinos, que es a la vez una situacion
que aparece en cierlos procesos calaliticos. Estos procesos se tratan brevemente
en el capitulo 1. También en este capitulo se muestra que olros autores han
tratado este problema {9) {10} (13]; ellos esperaban que el comportamiento de las
celdas primilivas que generan las configuraciones de adsorbatos de energia
minima tuvieran forma romboidal y base monoatdmica; en general se esperaba
que el &rea de las celdas solucién fuese el inverso de la cobertura. Sin embargo
se puede ver del amplio reporte presentado en el capitulo lli, que existe un
numero considerable de celdas complejas con bases diatdmicas. Esta es una de
las principales conclusiones de los resultados antes descritos: el comportamiento
de las soluciones es notoriamenie més complejo que lo esperado por olros

autores (9] [10] {13].

Sin embargo puede adelantarse como una hipotesis de trabajo que las
configuraciones que mas se alejan de una configuracion lipo hexagonal son las
que se romperan en una estruclura compleja como puede verse en la grafica IV,
2. para red cuadrada; en |a red triangular se puede describir de forma analitica las -

soluciones exactamente hexagonales.

Olra de las conclusiones interesantes es que mediante el mismo algoritmo
se obliene con claridad las configuraciones degeneradas. Propiedad que es

consecuencia de la geometria tipica de la cobertura 1/6 (como se moslré en la
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seccion IV, 5) y que esta presente en ias tres redes esiudiadas, caracteristica que

debe tener una explicacion mas profunda y que atin no se ha encontrado.

Finalmente con respeclo a la conjetura de Cocho y coautores [10]
concluimos que la hipolesis sobre la que esld construida, a saber, que las
coberturas consecutivas tienen lados comunes es falsa. Sin embargo la gran
mayoria de las configuraciones generadas para coberturas 2/q y las que
corresponden a coberturas 1/q pero que estan formadas por dos celdas distintas
se ajustan a la conjelura, por lo tanto resulta sugestivo pensar que la conjetura
puede ser ampliada para incorporar los nuevos casos que aparecen. La validez
de esta conjetura ampliada eslaria sustentada en que la idea general propuesta
por Cocho y coautores para este problema sigue siendo valida, esto es, las

configuraciones se forman de tiras de celdas de energia minima

Una vez probada y explorada la velocidad del nuevo algoritmo desarrollado
es posible plantearse numerosas tareas, como: a) estudiar el caso en que el
sustralo tiene sitios con distintas energlas de enface, b) otros tipos de redes y c)
Calcular la aporlacion de las partes de! ordenamiento que se encuentran al
infinito.

Estos proyectos son accesibles a los recursos de computo actuales y

pueden ser desarrollados como continuacién de este trabajo.
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