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RESUMEN

El presente trabajo propone una metodologia para analizar el
acoplamiento dindmico entre modelos matemdticos de procesos para
formar modelos wmds grandes.

El acoplamiento es una de las etapas mds importantes, de mayor
complejidad y costo que se realizan durante el disefio y
construccién de un simulador de procesos. Cominmente esta etapa se
lleva a cabo después de un periodo de desarrollo de los modelos
matemdticos que representan partes de un sistema real. El andlisis
de acoplamiento consiste en verificar la fidelidad y el rango de
operacidn del sistema acoplado, con respecto al sistema real.

La primera parte de este trabajo compila los elementos basicos
de andlisis de modelos desacoplados: anilisis estructural, andlisis
de sensibilidad, andlisis de consistencia, andlisis de estabilidad
y analisis del comportamiento dindmico de los modelos. Estos
elementos son importantes para caracterizar el comportamiento de
los modelos antes del acoplamiento y detectar las posibles
debilidades de éste. .

En la segunda parte de este trabajo, se propone un método de
acoplamiento estableciendo una similitud con la técnica de andlisis
de los métodos de integracidén numérica multinivel. De esta manera
se consideran caracteristicas dindmicas diferentes intrinsecas en
los modelos por acoplarse: modelos lentos y modelos répidos. Se
establece a la estabilidad y la norma del error local como los
principales criterios de acoplamiento y se clasifican dos tipos de
acoplamiento a partir de las interacciones entre los modelos:
acoplamiento entre modelos interdependientes y acoplamiento entre
modelos unidireccionalmente dependientes.

Utilizando el metodo de andlisis de acoplamiento propuesto
primero se analiza el acoplamiento de dos modelos de procesos
simples y finalmente se analiza el acoplamiento de dos modelos de
procesos mds grandes y complejos, con dindmicas diferentes, bajo
tres enfoques de la solucién numérica: simulténea, secuencial y
secuencial multinivel. Los resultados mostraron cowo algunas
configuraciones de acoplamiento estdn limitadas fuertemente tanto
por la estabilidad como por la exactitud del sistema acoplado,
dificilmente detectables con 1la metodologia de modelos
desacoplados.
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CAPITULO I: INTRODUCCION

1.1 OBJETIVOS Y METODO UTILIZADO

1.1.1 Los objetivos del presente trabajo son:

1) Establecer una metodologia para andlisis de modelos
matemdticos acoplados. i

2) Establecer y cuantificar los criterios de acoplamiento.

3) Identificar y analizar casos tipicos de acoplamiento.

1.1.2 Método utilizado para desarrollo del presente trabajo.
La base para el andlisis de modelos matemdticos acoplados para
formar modelos de procesos mds grandes se establecerd mediante la
cuantificacién del error local y estabilidad, de manera similar

como se realiza para los métodos de integracidén multinivel.

La identificacién de casos tipicos de acoplamiento se
realizarad de acuerdo con la naturaleza de las interacciones entre

los modelos matemdticos por acoplarse.



1.2 JUSTIFICACIONES

La aplicacién de los elementos de andlisis a modelos
desacoplados aseguran un grado de confianza para modelos acoplados.
Asi tenemos que para reducir un sistema grande se aplican criterios
tedricos y heuristicos. De esta manera se obtienen subsistemas més
simples y mejor manejables. Técnicas numéricas de particidén y
ordenamiento son utilizadas para obtener estructuras robustas de
formulaciones de modelos. Se aplican algoritmos eficientes para la
solucién de los modelos. Pero, la tarea final es conseguir un
sistema global que responda a los requerimientos que demanda el

disefio y construccidén de un simulador en tiempo real.

Actualmente no se dispone de una metodologia para establecer
a priori criterios de acoplamiento satisfactorio. 8i consideramos
la existencia de posibles debilidades en los modelos desacoplados,
por ejemplo: un modelo inconsistente producird informacidn
incompatible con otros modelos; un modelo inestable generard
informacidén que puede desestabilizar al sistema acoplado; un modelo
sensible al retraso de informacién puede alterar el comportamiento
del sistema acoplado. Entonces, disponer de métodos y herramientas
de andlisis para sistemas acoplados permitiria establecer a priori
la secuencia de acoplamiento, los métodos de solucidén y los pasos

de integracidn mids adecuados para el sistema acoplado.



1.3 ANTECEDENTES

1.3.1 Modelos desacoplados

Ledet y Himmelblau (1970) presentan un procedlmlento para

realizar andlisis estructural a un s1stema grande d

Esto es importante porgque a partir del-anal' 'structural podemos
obtener modelos matemdticos con la mejor ecuencia:de ejecuclon, se

detectan funciones redundantes y se mlnlmlza el tlempo de cémputo.

Pérez-Arriaga (1980) presenta Qn‘ﬁétodo, basado en el analisis
de vValores caracteristicos, para reducir el orden de un sistema
dindmico complejo y obtener aquellas partes que determinan la
dindmica de un sistema. Utilizando este método se pueden obtener
modelos mds simples con las caracteristicas dindmicas del sistema

complejo original.

Leis (1985) presenta una forma para realizar andlisis de
sensibilidad a un modelo matem&tico compuesto por un conjunto de
ecuaciones algebraico-diferenciales. La forma consiste en
determinar los coeficientes de sensibilidad, los cuales son las
derivadas parciales de las variables de estado del modelo con

respecto a sus pardmetros, y resolverlos directamente.

Rodriguez (1985) y Ojeda (1992) reportan técnicas numéricas
de andlisis para localizar errores de formulacién y programacidén en

los modelos.



1.3.2 Modelos acoplados.

Gear (1974) introduce la metodologla multlnlvel para resolver
sistemas de ecuaciones diferenciales ordlnarlas con pasos de
integracién apropiados a la dindmica del 31stema Presenta al error
local y estabilidad como los elementos cualitétivos bisicos para el
andlisis de sistemas con propiedades dindmicas diferentes. Gomm
(1981) presenta resultados numéricos del error y estabilidad
utilizando un método de integraciédn multinivel. Evans (1983)
menciona la extensién del uso de simuladores de procesos en
sistemas mis complejos y sefiala la necesidad de su ejecucidn en

ambientes de computacién distribuidos (procesamiento en paralelo).

Hetrick (1982) presenta un metodo de desacoplamiento, el cual
consiste en diagonalizar la matriz Jjacobiana de un modelo
matemdtico complejo y separar la parte de dindmica rdpida y 1la

parte de dindmica lenta.

Castelazo (1984) proporciona una breve introduccién al
problema del acoplamiento de modelos matemdticos orientados a la
construccién de un simulador, ademds propone recomendaciones

heuristicas para una secuencia de acoplamiento.

Hillestad (1988) sefiala la importancia que tiene la
configuracién de acoplamiento con respecto al método de integracidn
que se utiliza y la adecuada actualizacién y convergencia de las

variables de interaccidn.



CONTENIDO TEMATICO

En el capitulo 1 se plantean.los objetivos .y justificaciones

del presente trabajo.

En el capitulo 2 se‘pfeéengb /giéﬁh;s aééectos que se deben
considerar cuando sef}ealizan-moééiosvmateméticos de procesos
complejos. Se inﬁfodﬁée,:él ?prééedimiento utilizado para
modularizar un sistémérébmpi;j; y se abordan algunos aspectos
relacionados cdn la éérﬁﬁléﬁién de los modelos matemdticos.
En el capitulo 3 se discuten 1los tipos de problemas
relacionados con el desarrollo y solucién de modelos
matemdticos y se proporciona una panorédmica del andlisis
estructural, sensibilidad y dindmico.

En el capitulo 4 se introduce a los métodos de integraéibn
numérica multinivel, el andlisis de estabilidad y error local
de estos métodos.

En el capitulo 5 se formaliza el problema del acoplamiento y
se propone un método para analizar el acoplamiento de modelos
matemidticos, estableciendo una similitud con el andlisis de
los métodos de integracidn numérica multinivel.

En el capitulo 6 se cuantifica la estabilidad y el.error local
del acoplamiento para algunos casos tipicos y se presenta un
andlisis de los resultados.

En el capitulo 7 se presentan las conclusiones de este

trabajo.



1.5 HERRAMIENTAS COMPUTACIONALES UTILIZADAS

Se utilizd el paquete matemdtico MATLAB (Moler, 1986; Colemah,.
1988) para desarrollar un algoritmo que permitiera la estimacidén de
la estabilidad del sistema acoplado. Después de comprobar 1la
factibilidad del algoritmo mediante MATLAB, se desarrollaron
programas en FORTRAN para generar los resultados de los casos de
estudio. Se desarrollaron programas en FORTRAN para la estimacidn
del error local del sistema acoplado en un ambiente de integracién

numérica multinivel.

Se utilizaron las rutinas del paquete matemitico EISPACK

(Golub, 1983) para la estimacidén de valores caracteristicos.

Se utilizd el paquete NGUIA versidn 3.2 (Lépez, 1994) para
obtener la solucién simultdnea y las matrices jacobianas  del

sistema acoplado.

Se utilizd el paquete DASSL (Petzol, 1982) para obtener

simulaciones finas.

Los sistemas .de cdmputo utilizados fueron: SPARK station IPC

y computadora personal.



PRIMERA PARTE

MODELOS MATEMATICOS DESACOPLADOS
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CAPITULO 2: MODELADO MATEMATICO DE PROCESOS COMPLEJOS

"La dificultad para modelar un proceso depende de las
dimensiones y estructura del fendmeno fisico, de la forma como
se plantean las ecuaciones que lo describen, de los esquemas

de solucidén y de la exactitud requerida”.

2.1 INTRODUCCION

El modelado matemdtico de procesos es pilar bédsico en los
campos del andlisis, simulacién y sintesis de procesos.
Particularmente, se ha utilizado para la reproduccidn de fendmenos
dindmicos que ocurren durante la operacién de equipos reales en una
planta industrial, en sus diferentes aspectos: sensitivo y
psicomotor.

La figura 2.1 muestra los elementos gque participan en
simulacidén en tiempo real. A partir del flujo de informacién se
puede apreciar la presencia de discontinuidades operativas gque
generan retardos. De éstos, los mds comunes gue se presentan e

impactan la solucidén de los modelos acoplados son:

i) Retardos en la evaluacién de los modelos matemdticos que

representan al proceso fisico. Estos retardos se deben al

11



ii)

tiempo de cdmputo necesaric para obtener la respuesta del

modelo.

Retardos debido a la habilidad que tienen los procesadores en
tiempo real para cambiar las prioridades de ejecucidén de los

modelos.

Retardos debido a las perturbaciones sobre el modelo
realizadas externamente por personas © equipo: operacién de
interruptores, arranque de equipos, operacidén de controles,

etc.

Equipos y/o
Sislemas de conlrol

digital

Modelo digital

r— del

u (1)

y (1)

ingreso de informacién sistema fisico Eslodo del sisiemo

Fig. 2.1 Simulacidén en tiempo real.
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tiempo de cdmputo necesario para obtener la respuesta del

modelo.

Retardos debido a la habilidad gque tienen los procesadores en
tiempo real para cambiar las prioridades de ejecucidén de los

modelos.

Retardos debido a las perturbaciones sobre el modelo
realizadas externamente por personas o equipo: operacidn de
interruptores, arranque de equipos, operacidn de controles,

etc.

Equipos y/o
Sislemos de conlrol

Modelo digital
de!

u ()

y (1)

ingreso de informacidn sislema fisico Estedo del sistema

Fig. 2.1 Simulacidén en tiempo real.
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Otros aspectos importantes que se deben considerar para el
modelado de procesos, los cuales se discuten en . secciones

posteriores de este capitulo son:

i) Nimero de modelos que constituyen el proceso.
ii) Formulacidén de los modelos

iii) Solucidén de los modelos.

2.2 MODULARIZACION DE PROCESOS
Modularizacidn es el proceso sistemédtico de dividir un sistema
complejo en unidades menos complejas y mds manejables. Estas

unidades se denominan médulos.

2.2.1 Ventajas de modularizar.
i) Reduccidn de complejidad.

Un sistema de menor tamafio es mads facil de formular.

ii) Manejo de dindmicas diferentes.
Es posible analizar subsistemas con comportamientos dinamicos
diferentes, por ejemplo: reacciones quimicas limitantes,

sistemas fuera de control, etc.

iii) Procesamiento en paralelo.
Con el objeto de lograr la ejecucidn de los sistema en tiempo
real, los mddulos se pueden distribuir en diferentes

procesadoxes.

13



iv) Mantenimiento del médulo.

El enfoque modular es consistente con el diagrama de flujo del
proceso y técnicas de programacidén estructurada. Esto facilita
la localizacidén de errores, verificacién y modificacidn de
médulos y alin la substitucién total del mdédulo por una nueva

versidn.

Por otra parte, un conocimiento profundo del proceso es

deseable para obtener las mayores ventajas de modularizar. Los

siguientes parrafos sugieren 1la manera de como localizar

informacidén dtil para el propdsito de modularizacién.

-

El diagrama de £flujo del proceso proporciona informacidén sobre
las interacciones entre equipos. Estas interacciones estén
determinadas por los objetivos del proceso y son dtiles para
visualizar las fronteras naturales de los médulos. El flujo de
informacidén entre los elementos del proceso puede ser base

para suponer un grado de dependencia entre ellos.
El conocimiento de los gradientes de potencial en las

diferentes partes de un proceso puede ser base para suponer

las caracteristicas dindmicas particulares del proceso.

14



2.2.2 Niveles de modularizacidn.

Se presentan los siguientes esquemas de modularizacién con

diferente grado de rigurosidad.

i)

ii)

Modularizacidén en donde sdlo se considera la estructura del
proceso. Se requiere el diagrama de flujo del proceso o de
informacién y se requieren técnicas de manipulacidn de las
expresiones para identificar bloques de ecuaciones

independientes.

Modularizacidén en donde la dindmica es la parte determinante
del sistema. Para efectuar este tipo de modularizacidn, se
requiere la total formulacién e implantacién del proceso en
una computadora, ademis de técnicas numéricas para determinar
los diferentes modos dinémicos: transitorios réapidos,

trangitorios lentos y estado estacionario.

Con bage en el conocimiento del proceso y de las interacciones

entre sus componentes, podemos establecer los siguientes criterios

para modularizar un proceso:

Criterio 1. Cualguier médulo serd necesariamente mids simple
que todo el sistema.

Justificacién: Sin justificacidén. Es una premisa.

15



Criterio 2. Los médulos tienen fronteras funcionales o

naturales.

Justificacidén: En estos puntos. se: C§ndééd:ﬂ§£opiédades [}
condiciones del sistema fisico, é*befiméﬁtalméﬁté*o‘por medio
de un instrumento de mediciénf’ﬁétosipuntos'son fronteras
adecuadas de médulos. Por lo tantb;'estos puntos pueden servir
para validar el funcionamiento del modelo matemdtico

correspondiente.

Criterio 3. Los elementos que determina la diné&mica de un
médulo pueden ser aquellos equipos con altos gradientes de
potencial energéticos o midsicos.

Justificacidn. Generalmente los equipos mds significativos de
un proceso son aquellos que permiten grandes cambios de
potenciales energéticos o masicos. La tabla 2.1 jerarquiza la

dindmica de algunos equipos.

Tabla 2.1 Dindmica de los equipos

gradiente equipos asociados dindmica

Voltaje motores rédpida

generadores

Presidn turbinas rapida

compresores
recipientes
valvulas

redes de tuberias

Temperatura intercambiadores moderada

reactores cataliticos no
isotérmicos

Concentracidn reactores cataliticos lenta

isotérmicos
equipos de separacidn

16
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Criterio 4. Se deben constituir como médulo aquellos equipos

con dindmica similar.

Justificacidén. La solucidn numérica de un méduloc estd

determinada por la dindmica @ os’ equipos que lo componen.

Criterio 5. Establecer un equilibrio entre la complejidad del

médulo y el ndmero de interacciones con otros médulos.

Justificacién. Sin justificacidn. Es una premisa.

Criterio 6. Establecer un control de interacciones.
Justificacidén. Para evitar informacidén escasa o redundante y
minimizar, en primera instancia, la informacién no

actualizada.

2.3 FORMULACION DE UN MODELO MATEMATICO

En la actualidad se dispone ampliamente de céddigos robustos

para diversos propésitos de modelado (EPRI, 1987). A pesar de esto

no es posible afirmar que el modelado y formulacién de procesos se

reduce a la integracién de los cddigos existentes. La versatilidad

de los procesos reales, los avances cientificos y tecnolégicos

hacen que sea dificil establecer permanentemente una norma de

cédigos para modelar procesos. Sin embargo, los principios bidsicos
:

se conservan, por lo que es necesario conocer los aspectos tedricos

y fenomenolégicos que soportan las ecuaciones, ya sea para crear un

nuevo modelo o para modificar una formulacidn existente.

17



El modelo matemdtico puede incluir sistemas lineales © no
lineales, ecuaciones algebraicas, diferenciales con variables

discretas y continuas.

La estructura de un modelo‘matemético se espera que tenga la

forma siguiente o . una variante de ésta:

L x! = f(x,y.u, v, t)
x(0) = x, - (2.1)
glx,y,u, v, t) =0

Donde;
El vector x representa al estado del modelo.
El vector u representa las entradas al modelo.
El vector y representa las salidas del modelo.
El vector v representa a las variables de uso interno.
El escalar t es la variable independiente tiempo.
f corresponde al sistema de ecuaciones diferenciales

g corresponde al sistema de ecuaciones algebraicas

2.3.1 Ecuaciones para modelado de procesos.

La formulacién de un modelo robusto implica el conocimiento de
los aspectos tedricos y fenomenoldgicos de las ecuaciones.

A continuacidén se presentan las ecuaciones béasicas para la

formulacién de un modelo (Bird 1964, Luyben 1990).
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- Ecuaciones de conservacidn: masa, momento y energia.

Ecuacién de continuidad.

razén de razén de masa razén de masa
acumulacién de masa| =| que entra que sale (2.2)
en el sistema al sistema del sistema
Ecuacién de momento.
razén de
7 razén de mamenzo razén de mamenca suma de fuerzas
afimidsctor | -] | [emhiimy] .
el sistema al szscema del sxscerna el sistema
Ecuacién de energia
razén de razén de razén de
produccidn de| , | energia | _ energia =0 (2.4)
energia que entra que sale
en el sistema al sistema, del sistema

Se prefiere simplificar las férmulas en derivadas parciales de
las ecuaciones anteriores, estableciendo - hipd&tesis b'e
simplificaciones, para trabajar finalmente con expresiones en

derivadas totales y utilizar técnicas de solucién esténdar.

-~ Ecuaciones de transporte macroscdpico. Son las relaciones de
transporte globales, por ejemplo, coeficientes de pelicula y factor

de friccidn, etc.

g =hAT
N, =k AC, (2.5)
F= g.D AP
2Lpv?
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- Ecuaclones constitutivas o de cerradura. Este tipo de
ecuaciones describe la funcionalidad de un equipo e involucra la
geometria y propiedades del equipo, por ejemplo, la fraccién de un

flujo recirculado, curvas de operacidén de bombas, etc.

- Ecuaciones de estado termodindmico. Este tipo de ecuaciones
nos permite establecer estados y propiedades termodindmicas de un
sistema en funcién de su temperatura, presién y composicién. Las
propiedades que mds se utilizan son: densidades, entalpias y

entropias. Por ejemplo, las siguientes expresiones:

Ah = CAT
(2.6)
PV = nRT ..

- Ecuaciones del equilibrio quimico. Este tipo de ecuaciones
nos permite determinar las condiciones de equilibrio que prevalecen
en un sistema reaccionante. La manera usual de trabajar con esta
ecuacidén es en términos de una constante de equilibrio quimico Kp.
Por ejemplo, la expresidén para una reaccién A = B en fase gaseosa

es:

[+ B 0
Ink, = ﬁ%u - (2.7)
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- Ecuacidn del equilibrio fisico entre fases. Los problemas
mds comunes que se resuelven, cuando se igualan los potenciales
quimicos u'=p' de un componente en fases diferentes que se

encuentran en equilibrio son:
Cédlculo de presién de vapor.

Célculo de punto de rocio.

Calculo de punto de burbuja.

- Ecuaciones de la cinética quimica. Este tipo de ecuaciones
combinan los principales efectos que describen una reaccién

quimica: concentracidn, temperatura y actividad del catalizador.

Iy = F(C,) £(T) £(a)

(2.8)

- Ecuaciones restrictivas. Describen restricciones fisicas de
un sistema, por ejemplo, el intervalo de temperatura de una
corriente gue ingresa a un equipo, el nivel minimo de un
recipiente, presiones y volimenes no negativos, extensién de una

reaccién, etc.
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- Grados de libertad de un sistema.

El ndimero de grados de libertad de un sistema se define como:

grados nimero de nimero
de =| ecuaciones |- de (2.9)
libertad independientes variables

Esta férmula se basa en que n ecuaciones pueden ser usadas
para resolver exactamente n variables. En el modelado de procesos
complejos, el nidmero de grados de libertad es cero; sin embargo,
durante el desarrollo de modelos en paralelo aparecen variables que
son generadas por otros modelos, las cuales deben ser consideradas

como parametros constantes.

2.4 SOLUCION DE LOS MODELOS MATEMATICOS

2.4.1 Enfoque cualitativo relacionado con la solucidn de

los modelos.

Un ejercicio interesante es tratar de clasificar el problema
de la solucidn matemdtica de los modelos entre los limites de lo
posible e imposible. Contiene un poco de especulacidn porque es
dificil determinar un problema cuando éste estd definido con
palabras como: ‘"algunas", ‘"muchas", "f&cil", dificil" ‘"muy
dificil", "posible", "imposible". Estas palabras son términos
siempre vigentes en el ambiente de la simulacidén y el andlisis
numérico. El ejercicio es necesario porque en la medida que aumenta

la complejidad de modelar un sistema, con restricciones de tiempo
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de procesamiento,

se hace necesario ubicar la factibilidad de

solucidén de nuestro modelo dentro del marco del tiempo real.

La siguiente figura muestra como la computadora y algoritmos

poderosos han allanado la dificultad de cémputo de los modelos.

Antes de la computadora

identificacion modelo }m o solucién ) Jt sintesis de
. —
- del problemo uno"s‘smoismdﬁco P cuanii{aﬁvac puto procesos

cuellos de botella .

del problema

identificacion\——/ modelo

andlisis

solucién \‘———/antesis de

matemdtice cuantitativa cémputo procesos

Después de fa computadora

Fig. 2.2 Importancia de la computadora en 1la solucién

numérica de los modelos.
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A continuacidén se

clasifica

factibilidad de solucién.

Tabla 2.2 Factibilidad de

al modelo matemdtico

matemdtico por métodos analiticos

solucidén de un modelo

tipo de ecuacién lineal ecuacidén no lineal

ecuacién

que describe

al modelo una algunas muchas una algunas muchas

algebraica trivial |fécil imposible| |[dificil muy imposible

dificil

diferencial |ficil dificil imposiblef| |muy imposible|imposible

ordinaria dificil

diferencial (dificil([imposible|imposible||posible. [imposible|imposible

parcial

1imite de lo posible e imposible
Tabla 2.3 Factibilidad de s8olucidén de un modelo
matemdtico por métodos aproximados

tipo de ecuacidén lineal ecuacién no lineal

ecuacién

que describe

al modelo una algunas muchas una algunas muchas

algebraica facil facil dificil facil dificil dificil
muy .

diferencial |fécil faeil difieil facil dificil dificil

ordinaria . : . .

diferencial |[fdcil [dificil:’ iﬁicii i posible

parcial ’ Do e
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2.4.2 Integracidn de sistemas de ecuaciones diferenciales

ordinarias en tiempo real.

La operacién en tiempo real impone fuertes restricciones a
los métodos numéricos que integran las ecuaciones diferenciales que

representan a los modelos.

i) El tiempo de computacidén de un paso de integracidén (soft time)

no debe exceder al tiempo real (hard time).

ii) El nidmero de iteraciones necesarias para hacer converger el
modelo debe ser reducida y uniforme.

iv) Las alteraciones externas al sistema: operacidn de controles,
introduccién de fallas, modificacién de una secuencia normal
de operacidn, entre otras, inducen inestabilidad e inexactitud

en la solucidén de los modelos.
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CAPITULO 3: ANALISIS DE MODELOS DINAMICOS

"Lograr modelos matemdticos que sean eficientes, transferibles,

mantenibles y confiables es una ardua tarea, por lo que es deseable

disponer herramientas de apoyo, para tomar decisiones adecuadas en

las diferentes etapas del desarrollo de los modelos".

3.1 INTRODUCCION

Durante la etapa de pruebas de los modelos pueden aparecer los

siguientes problemas:

1)
2)
3)
4)
5)

El modelo no converge.

Los resultados no se aproximan a los esperados.

El modelo s8lo trabaja bien al principio.

Los resultados no siguen la tendencia esperada.

El modelo sélo reprodu;e resultados adecuados con un paso

de integracidén muy pequefio.

26



Para caracterizar el tipo de problema, es conveniente
localizar su origen; por una parte se tiene al modelo matemitico y

por otra al modelo ligado con el método de solucidn.

3.1.1 Andligis en el modelo.

Los problemas en el modelo son generados principalmente por
una mala programacidn o por la inadecuada agrupacidn del conjunto
de ecuaciones del modelo matemdtico. Ojeda (1992) identificd

algunas posibles causas, de entre las que destacan las siguientes:

1) Incorrecta secuencia de solucidén del sistema de
ecuaciones algebraico-diferenciales.
2) Variables locales sin valor de inicio.

3) Célculos con posibles indeterminaciones. o

A partir del andlisis estructural del modelo (seccidn 3.2), se
obtiene la mejor secuencia de ejecucidn y se determinan aguellas
variables que seradn obtenidas de cada ecuacién. Mediante el
andlisis de sensibilidad (seccidn 3.3) se cuantifica la magnitud de

las interacciones del modelo con otros modelos.

3.1.2 Analisis en el modelo-método de solucidn.

Los problemas del modelo-método de solucidn son causados
principalmente por una deficiente forma de modularizar y por el uso
de formulaciones y métodos de solucidn no aplicables en el rango de

interés. En la referencia antes citada, Ojeda identificd algunas
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posibles causas de estos problemas, de entre las que‘destacan las

siguientes:

1)

2)

3)
4)

5)

Programacidn ineficiente del modelo, utilizando
operaciones y funciones que hacen crecer los errores de
redondeo.

Inadecuado uso de esquemas iterativos para resolver
subsistemas de ecuaciones no lineales.

Inestabilidad del modelo.

Sensibilidad del modelo a pequefias perturturbaciones.

Inestabilidad del método de integracién.

Mediante el andlisis dindmico (seccidn 3.4) se determinan las

caracteristicas dindmicas de 1los modelos, a través de las

siguientes pruebas:

- Consistencia, para verificar que el modelo proporciona

resultados coherentes.

- Estabilidad, para verificar que el algoritmo de solucién es el

adecuado para el modelo.

- Exactitud del modelo, para verificar que el modelo reproduce

los resultados y tendencias esperados.

La caracterizacién de los modos dindmicos complementa el

andlisis en el modelo-método de solucidn. Este andlisis permite

identificar la dindmica del modelo bajo diferentes modos de

operacidn.
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3.2 ANALISIS ESTRUCTURAL

Después de la formulacidén 'de un modelo matemdtico complejo, el
sistema de ecuaciones algebraico-diferencial resultante dJdebe
adecuarse para que la solucién pueda proceder en forma exacta y

eficiente.

3.2.1 Dispersidad.
Consideremos que el modelos matemdtico estd representado por

el giguiente conjunto de ecuaciones:

G (¥1+¥2:1Ys) =0
G, (y, =0
G; (Y3IY5IYG) =0
G (v vl =0 (3.1)
G_r, (Y2lys) =0
G (¥,) =0

Se observa un alto porcentaje de elementos cero y una forma
estructural del sistema, no factible para que la solucidén pueda
proceder secuencialmente. Estos sistemas son conocidos como
sistemas dispersos.. Un analisis estructural en el sistema disperso

se hace necesario para:

i) Minimizar el ndmero de variables inicializables y con esto
disminuir el ndmero de ciclos de iteracidn.

ii) Reestructurar el sistema de ecuaciones de manera tal que su
estructura sea triangular inferior. De esta manera la solucién
puede proceder secuencialmente.

iii) Identificar los sistemas independientes.
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Los puntos mencionados anteriormente no solo mejoran la
solucién del modelo, sino que ademds permiten disminuir el tiempo

de computacién, con la consiguiente mejora en su eficiencia.

3.2.2 Procedimientos utilizados por el andlisis estructural
En el andlisis estructural se realizan bédsicamente Llos

siguientes procedimientos:

i) Localizar un conjunto de variables de salida. El objetivo
es asignar una variable de salida a cada ecuacidén del
sistema, de manera que cada ecuacién tenga una sola
variable de salida y que cada variable esté asignada a

una sola ecuacidn.

ii) Descomposicidn. El objetivo es identificar subsistemas y

ordenar ecuaciones en una secuencia apropiada.
iii) Rasgueo. El objetivo es determinar aquellas variables que

minimizan el nimero de bloques de ecuaciones simulténeas

que se deben resolver simult&neamente.
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3.2.3 Localizacidén del conjunto de variables de salida
La variable por la cual se resuelve una ecuacidén se denomina

variable de salida. Por ejemplo, en la ecuacidn siguiente

Yy = Gil¥y, ¥y e V) ' (3.2)

Y, es la variable de salida.v

El problema de encontrar un conjunto de variables de salida
puede visualizarse como el problema de asignar una variable de
salida a cada ecuacidén del sistema, de manera que cada ecuacidén sea
resuelta para una variable de salida. El algoritmo utilizado es el
algoritmo de Steward, descrito con detalle por Ledet y Himmelblau
(1970), Westerberg, Hutchison, Motard y Winter (1979). Este
algoritmo consiste de una secuencia légica de pasos para asignar
variables a ecuaciones. Si el conjunto de variables de salida no es
dnico o no existe, implica que el sistema de ecuaciones puede no

estar bien determinado.

3.2.4 Descomposicidn
Para aplicar el proceso de descomposicién las siguientes
consideraciones son importantes:
i) Debe existir solucidn en cada ecuacidén, al menos para una
de las variables dependientes.

ii) El sistema no debe tener grados de libertad.
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T T R T A O

. iii) La solucién del sistema de ecuaciones debe estar en el

rango de valores:fisicamente permisibles.

Se presentan dos opciones como resultado de descomposicién:
I) Encontrar un ndmerc méximo de subsistemas s;, (donde
5,€8), de manera tal que la solucidén pueda proceder

secuencialmente. Por ejemplo:

forma funcional matriz estructural asociada
variables
sistema original vl y2 y3 y4 y5 y6
fi(yl,y2,y3) =0 £i}1 12 1 0 O O
£2(y2) =0 £2{ 0 1 0 0 0 O
£3(y3,y5,y6) = 0 £3 0 0 1 0 1 1
f4a{ys,y6) =0 f4l 0 0 0 1 0 1
£5(y2,y5 =0 £ 0 1 0 0 1 0
£6(y6) =0 £6{ 0 0 0 0 0 1 i
variable
sistema orxrdenado Y2 y5 y6 y3 vyl y4
£2 (y2) = 0 £21 0 0 0 0 O
£5 (y2,y5) =0 £5/ 1 1 0 0 0 O
£ (ys6) =0 f6y 0 0 1 0 0 O
£3 (y5,y6,y3) = 0 £3{ 0 1 1 1 0 ©
£1 (y2,y3,y1) = © £1}]1 0 0 1 1 ©
fa (y6,y4) =0 faj 0 0 1 0 0 1

Fig. 3.1 Ordenamiento aplicado al sistema de ecuaciones 3.1
Se puede apreciar en la figura 3.1 la forma triangular

inferior de la matriz estructural. La ejecucidén del sistema de

ecuaciones puede proceder secuencialmente.
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II) Localizacidn de sistemas disjuntos. Es decir, identificar
los posibles grupos de subsistemas, de manera que cada
uno de los subsistemas s; puede ser estudiado
independientemente del resto del sistema. Por ejemplo, en
la fig 3.2 se puede apreciar la separacidn en bloques en
forma triangular.

forma funcional matriz estructural asociada
variables

sistema original Yyl y2 y3 y4é

f1(yl,y3) =0 f1} 1 0 1 0

£2(y2,y4) = 0 f2) 0 1 0o 1

£3(y2,y4) = 0 £3] 0 1 0 1

£4 (y1) =0 f4] 1 0 0 ©
variable

sistema ordenado vyl y3 y2 y4

f4 (y1) =0 fa] 1 o [0 0O .

f1 (y1,y3) =0 f1] 1 1 ({0 o

£3 (y2,y4) =0 £3] 0 0 {2 1

£2 (y2,y4) =0 £2/ 0 0 |1 1

Fig. 3.2. Ejemplo de localizacidén de sistemas disjuntos

3.3 ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Se presentan los siguientes enfoques para cuantificar la

sensibilidad del modelo con respecto a los valores de sus variables

de entrada.

3.3.1 Enfoque 1. El enfogque mds simple para determinar la

sensibilidad de un modelo matemdtico, involucra la perturbacidn de

una variable cada vez y la respectiva resolucidén del modelo.
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3.3.2 Enfoque 2. Enfoque analitico. Leis y Xramer (1985)

proponen el siguiente esquema. Sea la ecuacién prueba:

y'= f(y,u, t)

(3.3)
y{ty) =y,
la forma linealizada de esta ecuacidn es:
y' = Ay + Bu (3.4)
Se definen los coeficientes de sensibilidad
= i’z
s (au) (3.5)

Derivando la ecuacién prueba con respecto a las variables de
entrada u, se obtiene una expresién para resolver directamente los

coeficientes de sensibilidad.
dy Ay
= =L + B 3.6
du u ¢ ( )
de lo cual resulta el siguiente sistema:

s'=as +B

s{ty) = s,

G

La solucién de la ecuacién diferencial anterior proporciona

los coeficientes de sensibilidad.
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3.4 ANALISIS DINAMICO

En el contexto del andlisis diﬁémiﬁdﬁjelfmodeld esta ligado

ue la;dinémica‘del modelo

con su método de solucién. En virtud

expresa una respuesta global d gmgﬁodojde solucidén-

modelo matemdtico, es convenient r aguellos aspectos

individuales que determinan la-din mic :hodéios. Por ejemplo

los rubros principales, relacionados con el método de solucidn son:

- Convergencia del método.
- Error del método de solucidn.

- Estabilidad del método de solucidn.

Los rubros mds importantes relacionados con el modelo

matemdtico son: )

- Consistencia del modelo.
- Rigidez del modelo

- Modos dinamicos del modelo.

Los rubros gque corresponden a la relacidén modelo-método de

solucién son:

- Estabilidad del modelo-método de solucidn.

- Exactitud de la simulacidn.

La acumulacidn de efectos, generados por los rubros sefialados

anteriormente, determinan la dindmica del modelo. Una breve
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introduccidén a estos rubros puede ser (til para lograr una mayor
comprensidén de su participacidén en el acoplamiento de los modelos

matemdticos.

3.4.1 Convergencia del método de soluciédn.

Las discontinuidades del modelo y la naturaleza modular
secuencial de la aplicacidn hacen que se prefiera el uso de métodos
de integracién numéricos explicitos con paso constante, quedando
por determinar la combinacidén conveniente entre paso y método de

integracidén. La convergencia de un método iterativo se define:

At-0 » (3.8)
nAt=t-t,
donde: x(t,) es la solucién analitica en t,.
X es la solucidn aproximada en t,.
t, es un punto inicial fijo.

3.4.2 Error del método de soluciédn.
La técnica tradicional de andlisis utilizada es el andlisis

del error local de truncamiento (Lambert, 1973).

X = x(e) (3.9)
X% =x(t)
Donde: x es el valor de la solucidén analitica.

% es el valor aproximado por un método numérico.
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Se define un error local de truncamiento para la ecuacidén prueba

x'=f(x,t) como.

L= X=X (3.10)

Por ejemplo para el método de Euler resulta:

% =X, + Atx] (3.11)

Expandiendo la solucidn exacta en series de Taylor alrededor de X,

se tiene.

Ae?
31

2 ) '
X, = Xo+A t:x.,‘”*»Ag—';xrj 204 2L 50 004 (3.12)

El exror local de truncamiento correspondiente es:

2 .
e, = Aztl %, 4+ (3.13)

3.4.3 Orden de error.
Se define un orden de error para el método de integracién

explicito como el entero "r' mds grande para el cual.

x(t+At) - x(t)-At £(x(t) ,At) = O(AL™?) (3.14)
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Tabla 3.1 Orden y error de los métodos de integracién.

Método Oxden del Orden del expresidn
método error del error
Euler 1
O(At?) AE?
—_—Xx e
2
Regla trapezoidal 2
g P o(At?) L Ags
12

3.4.4 Estabilidad del método de integracidn.
Sea la ecuacién prueba x’' = f(x,t). La expansidn en serie de

Taylor de la solucién exacta tiene la forma.

Xne™

2
x= At £+ ATt'_f,,uu - AI§!_’f,,<r-1>+ O[AE(r*1)]  (3.15)

Derivando la ecuacidn prueba linealizada (x’'= Ax) resulta.

fI1=AX/0 :
.16) -
flLl=a{ax) : (31?

Las derivadas sucesivas de la ecuacién prueba linealizada resultan.

£,9 = a9 x, (3.17)

Substituyendo la ecuacién (3.17) en la ecuacidén (3.15) se obtiene

Ko o1y g +_]2:. Z2 + .+ ?1|_zz + 0[z7%] (3.20)

Xn
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donde

z=AtA (3.19)

- i .2 1 - F251
P (z) =1+ z +-2- Z% % w4 -r—!z + 0[zT?] (3.20)
P (2) = ExpliB} = cos © +i sen @ (3.21)

Encontramos un polinomio P,, el cual define una zona de
estabilidad en el plano complejo para el oxden de aproximacidén "r"

del método de integracidén numérico.

Tabla 3.2 Polinomios de estabilidad para los métodos de
integracidn explicitos.

Método Polinomio intervalo de
estabilidad
Euler (-2.0,0)
P (z) =1+2z
Runge-Kutta 2° 1 (~2.0,0)
P, (2) =1+Z+_§ZZ
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Zonas de estabilidad para métodos explicitos.

Localizecidn #n el piro Comolejo Localizacida en el plano Complefo
Zeno de estabidad Melodo de Euer 2603 de eslabEdod Ru-nge-KuHuIZ"

[
-

yali N

e

v R
/ ..

_/

-2 ~2
3 -3
-3 =2 -f 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1
Fig. 3.3 Fig. 3.4

Zona de estabilidad para métodos implicitos.

Locaizacidn en ef Compleio Locofzocidn en o Ao Comeejo
Zonc de !sld:iﬂdom"gr h’zfcﬁo Eslabiidod det Trapecio Imlicito
3
2 Tona-de-e3| &‘:Fn‘mﬂ

~

2

m

—

<2

3
-3 R -1

o
~
e

Fig. 3.7
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3.4.5 Consistencia del modelo matemitico.
Se puede utilizar el siguiente procedimiento para verificar la
Sea el siguiente sistema

consistencia de un modelo {Ojeda, 1992).
prueba.
x! = £(x) (3.22)
i) Evaluacidén del modelo con los valores iniciales.
Kp = X, :
B (3.23)

Xy = £(x)],,

ii) Perturbacidén del vector de variables de estado Yy
evaluacién del modelo. S
Xy = Xp + AXy e ,;i=1',»-,n
: (3.24)

! =
Xpn = £(x) )x,,,1

e; = (0, (3.25)

donde ¢;, es el vector canédnic ‘(1Jén:el i-esimo elemento)

iii) Restituyendo los valores originales de las variables de

estado.
Xy = Xpa - AX; 8 (3.26)
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iv) Evaluacidén del modelo.

Xy = £1X) |, (3.27)

v) Comparando valores de las variables de estado del modelo,

se debe obtener un error tolerable por efectos de
histéresis €.

Xz =~ Xpl S €3V X

(3.28)
3.4.6 Estabilidad del modelo.
Sea el modelo representado por la ecuacidén prueba.
x! = £(x)
(3.29)
x(0) = X, .
la forma linealizada de la ecuacidén prueba es:
x'=s Ax (3.30)
Donde
a=9¢ (3.31)
ox
La solucidén del sistema (3.30),

en términos de vectores (u)

Y
valores caracteristicos (\A) es:

x(t) = p el (3.32)"
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El modelo tiende a un estado estacionario si:

Re {M(a) }< 0O (3.33)

3.4.6 Estabilidad cuando un modelo se evalia retrasadamente.
Consideremos que la ecuacién prueba x’=Ax, x(0)=1. La solucién

analitica es:

x(E) = et ‘ (3.34)

Suponiendo que el modelo se retrasa un paso de integracién At
vy en la integracién se utiliza el método de Euler hacia adelante,

el algoritmo realmente empleado es:

Xpey = X, + At £, (3.35)

Substituyendo la ecuacidn prueba x’=Ax en (3.43) resulta.

Xpy =~ Xp - AAtX,, =0 (3.36)

El polinomio caracteristico correspondiente es:

pl(z) =22 -z - A At (3.37)

La figura 3.9 muestra como la zona de estabilidad para el
método de Euler se ve seriamente afectada cuando hay retrasos en la

evaluacidén del modelo.

43



Abatiniento de lo 20na de esfabiidod
Por reltazo en o informacida
1
02 fudee $n ealraso.
' o
[X]
04 Ay
01/ TN
; \
0 \,
<2 4
Nd
04 \ \
05 L3
28 Eulerlcon retresn
-1
-2 =15 -1 €5 ¢ s
Fig. 3.9

3.4.7 Rigidez del modelo.

En los modelos de procesos pueden surgir dificultades debido
a que algunos componentes de la solucidén exhiben amplias
diferencias en su comportamiento dindmico. En estos componentes
pueden aparecer oscilaciones de alta frecuencia y/o transitorios
ridpidos. La presencia de valores caracteristicos grandes o en el
extremo izquierdo del plano complejo ocasionan transitorios
rdpidos. Con el objeto que At esté dentro de la regidn de absoluta
estabilidad del método seleccionado, estamos obligados a utilizar
tamafios de paso excesivamente pequefios. El problema de rigidez se

puede plantear de la siguiente forma:

"Si Re max{A(A)} >> Re min{i(A)} estamos involucrados en la
gituacién computacional de integrar numéricamente un sistema,

durante un intervalo de tiempo grande, utilizando una longitud de
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paso de integracién el cual es, en cualquier parte, mucho menor

comparado con el intervalo total de integracién.

El concepto de rigidez estd inmerso en un problema mids general
denominado "dos escalas de tiempo" (Keeping, 1982). Se ha
demostrado que la rigidez depende del intervalo de_integracién. Una
definicién de rigidez, la cual incluye el intexrvalo "L" de

integracidn es:

L Max {ReA (A)} > 1 (3.38)

Por ejemplo, sea el siguiente sistema prueba:

7
X [-21 19 -20] %
Xl =19 -21 20 |%

. 3.39
/140 -40 -40)|x, (3.39)

X3

X, = [1,0,-1]7

Los valores caracteristicos son:

A o= -2
Ay = -40 + 40i
A3 = -40 - 40i

Re{X,;} y Re{X;} se localizan en el extremo izquierdo del plano
complejo. En la solucidn del sistema (3.39) aparecen transitorios

répidos (ver fig. 3.10). La componente rdpida determina el tamafio
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del paso de integracidn, ocasionando con esto que el resto de los

componentes de la solucidén se integren muy ineficientemente.

El paso méximo de integracidén para integrar el sistema

utilizando el método de Euler debe satisfacer el 'c'ril.terio de

estabilidad.
1 +AaAE] <1 {(3.39)
-2 .
At ¢ m (3-40)

Para el ejemplo citado, el paso limitante es At=0.05,

determinado por la parte real de A; 0 A;.

ocurrentia de fronsilarios rapidos

(13

04

varioblas de estada

™~
0
[

02
04
08

001 0.03 0.05 007 0.09 0.1 0.3 0.5 047 Q.9 021

arpo (seg)
Fig. 3.10
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3.4.8 Aandlisis modal.

i) Identificacidn de los modos dindmicos.

Durante la simulacién de un modelo matemdtico, se identifican
los principales modos dindmicos (ver fig. 3.10). Estos se describen

a continuacidn:

- Transitorios ridpidos. Se manifiesta una dindmica rdpida. En
este lapso de tiempo pueden aparecer valores caracteristicos
que pueden afectar la estabilidad del modelo matemdtico.

~ Transitorios lentos. La din&mica varia mondtonamente durante
un largo tiempo. Este modo dindmico estd asociado con un
sistema dindmico mds o menos bien cowmportado.

- Casi esgtacionario. El modelo matemdtico bajo consideracién
puede manifestar dindmica estacionaria, lo cual es sintoma de
un modelo bien controlado. El lapso de tiempo de evolucidn de

este modo dindmico es muy grande.

ii) Factores y razones de participacidn.

A partir de la ecuacidn prueba. .

x' = Ax ;
x(a) = X, . (3-42)

La solucidén del sistema {3.42) en términos de vectores (u) y

valores caracteristicos (A) es:

x(E) = pet® (3.43)
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Se busca un vector de valores caracteristicos que cumpla la

condicién (Pérez-Arriaga,: 1980)%

S (3.44)

Donde: p es el vecvto:r éaréc:eristico derecho de A definido a
partir de (3.45). .

Ap = A p (3.45)

w" es el vector caracteristico izquierdo de A definido a’

partir de
A=A (3.46)
Entonces:k -
mf x(t) = k(@Tp) et (3.47)
o7 x(t) = k(Zo,; « p;) e’ (3.48)

La relacién entre modos y estados dindmicos se puede

establecer definiendo una matriz de factores de participacidn F,.

Fo=lFp )=o) (3.49)

Donde: Wi se define como k-esima actividad de la i_esima
variable de estado.
M se define como el k-esimo peso de la i-esima

variable de estado.

48



Se define un factor de participacién . F,.

Fp, = |og * 1yl : v (3.50)

se define una razén Qe participacién R,.

(Cl)_i p’x ‘ e »
B : 3.51
e v;.jr (3.51)

Se encuentra una matriz de razones de participacién, donde

estdn relacionados modos y estados dindmico.

modos dindmicos

e A A . co-
s

t X, Rpy Rpp, e

a

d X, Rpy, Rpx o

o

s v A .

Fig 3.11. Relacidn entre estado y modos dindmicos.
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SEGUNDA PARTE

MODELOS MATEMATICOS ACOPLADOS
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CAPITULO 4: INTEGRACION MULTINIVEL DE MODELOS DINAMICOS

"Si un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias puede
dividirse en dos subsitemas, donde uno cambia mds rdpidamente que
otro, entonces cada subsistema puede ser integrado con diferente
tamafio de paso. Este método se conoce como integracién multinivel

y se utiliza en simulacién en tiempo real.

4.1 METODO DE INTEGRACION MULTINIVEL

El método de integracidén multinivel es una técnica que permite
integrar cada variable de estado, de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias, con el método 'y paso mds adecuado al

comportamiento din&mico de estas (Gear 1974).

Por ejemplo, si el siguiente problema del valor inicial
w = d(w, £)
(4.1)
w(ty) = w, ’
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puede ser dividido en los subsistemas: .

= ¢(w, t)

Ly _[f(y.z,t)
wl = = ;
z/| lgly.z, t)
(4.2)
W, Yo
a Z,
Entonces tenemos:
Sistemas rédpidos: donde la derivada es grande:
v = fly,z, t)
(4.3)
y(0) = Yo
Sistemas lentos: donde la derivada es pequefia:
z! = gly, z, t) e
) (4.4)
z(0) = z,
Un esquema de integracidén multinivel tiene la forma.
Ynkeiss = F'(Ynkwil tn.kolef: iE) bl'i=0‘: cieek-1
‘ ‘ (4.5)
Z(neyk = G Zpps top kAL @)
donde: F, G son los métodos de integracidén para cada sistema.

F, g son las funciones aproximadas en puntos requeridos.
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Un algoritmo utilizando el método de Euler en ambos sistemas

con extrapolacidén en el sistema lento (Z) es:

Zook = Zppe t KAE G(Ypier Zopr Epi)
para: 0s i sk-1
comienza
Vkoior = Vogor ¥ AEE(Y ppeir Zogarer bpgeos)

termina

Alg. 4.1. Euler-Euler extrapolando el sistema lento

y0 yi y2 y3 v4 y5 y6

sistemo o R
rdpido

|

tiempo

T

sistema
lento

z0 z1 22 23 24 25 z6
————— - Integracién

Exirapolacion

Fig. 4.1. Algoritme de integracidm multinivel extrapolando el
sistema lento.

La figura 4.1 ilustra el algoritmo de integracidén multinivel.
La componente rdpida utiliza un paso constante At para su
integracidn; mientras que la componente lenta utiliza un paso de

integracién kaAt, donde k es un entero positivo.
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Ejemplo ilustrativo de integracidén multinivel. Sea la ecuacidén

prueba siguiente:

Y’]_:Mu M, [Y] (4.6)
z'| (M M) lZ

Se subdivide el intervalo de integracidén en dos subintervalos

(k=2) y se aplica el método de Euler para integrar ambos sistemas:

lento (Z) y rdpido (Y). 1Integrando el sistema lento con un paso de

integracidn 2At se obtiene:

Z, + 2At z/,
Zo + 2A¢C (My ¥o + My, Z,)
20t My, v, + (1 + 2AE M) 2,

2,
(4.7)

Integrando el sistema rdpido con un paso de integracién At se

obtiene:

Yy =Y+ Aty
(1L + AtM )y, + AtM, z
11 o 12 “2 (4.8)

[(1 + At M,) + 20L%M,M,,]y,
+ At M, (1 + 2AtM,,) 2,

V. =y + Aty

(1 + AtM )y, + AtM,, 2z, (4.9)
{(1 + At M,)% + 2AEM,,M,, [ (1 + AtM,,) + 1]y,

+ At[{1 + 2AtM,,) + 1I1M,(1 + 2 AtMy,) Z,

]

La forma discreta resultante es:

Yon (4.10)

Zan,

Yanez2| _|T1a Taa

Toy Ta

;n:()'l'z,...
Z2n+2 .
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donde

Ty = (1 +AatM,)? + 28eMM, [ (1 + AtM,)) + 1]
Ty, = At[(1+AEM)) + 11M, (1 + 24EM,) :
12 n 12 % (4.11)
Ty = 20tM, ,
Ty =1 +28tM,

Una forma mds precisa de integracién multinivel consiste en
interpolar los valores del componente lento en puntos intermendios.
Un algoritmo que utiliza el método de Euler en ambos sistemas e

interpola el sistema lento es:

para:0 s 1 < k-1
comienza
Yrkeins = Yakes ¥ BEE(Fpperir Zoper Enges)
Zopager = Zpp t (I + L) A GV pier Zoger Erge)

termina

Alg. 4.2 Euler-Euler Interpolando el sistema lento.

y0 y1 y2 v3 y4 ¥5 y6
sistema
rdpido P -—
- tiempo
sistema
lento
20 21 22 23 24 25 26
———® Integrocién
==——m Interpo'acidn

Fig. 4.2. Integracidén multinivel con interpolacidn.
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Es posible utilizar otros algoritmos, pero es necesario
establecer un equilibrio entre rapidez y precisiédn de nuestro
algoritmo de integracién multinivel. Pues entre mds precisos son el
método y la funcidn interpolante, mas tiempo de cdmputo es

necesario.

4.2 ERROR LOCAL DE TRUNCAMIENTO
Se define un error local de truncamiento en términos de la

solucidn exacta para los métodos multinivel como sigue:

le, el = ely(t),z(8)] (4.12)

Sean yu, 2y los valores exactos de ynu{t) y z,(t). A partir de

estos valores se definen las condiciones iniciales.

Pox = y(tnk)
By = Z(t) (4.13)

Las componentes rdpidas son obtenidas mediante un algoritmo de

integracién multinivel.
ynktiol = F(j;nkq' tnkq:At;f); -i=0r1:"':k'1 (4.14)
donde P, Z,x son la soluciones aproximadas para y y z.
# es la funcidén interpolante siguiente:

£= £(¥,2,t) (4.15)
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El algoritmo definido para las componentes lentas es:

Zpgex = G(Vr Zops KAL) : (4.16)

El error local de truncamiento en el horizonte kAt queda

definido como:

(&)= o = ¥ Engard

(e = Zpeux - z(tnkAk)_‘

(4.17)

Rodriguez (1985) reporta expresiones del error local para
algunos algoritmos de integracidén multinivel. Para el algoritmo 4.1

la expresidn del error local es:

(o) = BBy (6 - (k-1 kAL g (6,) + 0(AL?)

(4.18)
(e))y = "(_kATC)‘zz(” (ty) + olat?) T
Para el algoritmo 4.2 la expresidén del error locéivésé
2 .
(e)) = kALY @ (£, + oAat?)
e (4.19)

(kAE)?2
2

(eg)y = 2@ (£ + O(AE?)

57



4.3 ESTABILIDAD
El andlisis de estabilidad absoluta para los métodos

multinivel se discute considerando el siguiente sistema prueba.

Y]_[Mu M,
) z') My My,

[y] (4.6)

4

La aplicaéién de un aléori'tmo de intégracién al sistema de
ecuaciones en el horizonte kat,donde el sistema rdpido se integra
con un paso At y para el sistema lento kAt, produce la forma
discreta siguiente:

T11 T12

y’uuk a
T21 T22

Znkek

y"“] (4.10)
an .

Donde T se define como la matriz de iteracidn, la cual depende
de los métodos de integracidn seleccionados, tanto para el sistema

ridpido como para el sistema lento (ver seccidn 4.1).

El polinomio caracteristico asociado con 1la matriz de

iteracién T es:

BP(A) sA2=(Ty, +Ty,) A+ (T, Ty, = TpyTyp) = 0 (4.20)
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El algoritmo de integracidn multinivel es eatable si:
[Re A, (T) }f, [Re{d, (D] < 1 (4.21)

Donde Re{A(T)} es la parte real del vector de valores

caracteristicos de T.

Una vez seleccionada la combinacidén método-paso de integracidn

para los sistemas lento y rapido, el problema es determinar la

matriz de iteracidn T.

Siguiendo el procedimiento para obtener la wmatriz de
iteracién, ilustrado en la seccién 4.1. A continuacidén se presentan
los elementos T; generalizados cuando se aplica el algoritmo de

integracién 4.1.

Ty = (I + AtM ) + KAED(T + AtM)* - TIM;" MM,
-1
Ty, = [{I+atM )% - 1M M, (I + KAtM,) (4.22)
Ty = kotMy
Ty, = I + KAtM,
donde:

k Es la razdén multinivel.

I Es la matriz identidad.

My Es el jacobiano del sistema rdpido con respecto a sus

variables de estado.
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My, Es el jacobiano del sistema lento con respecto a sus
variables de estado.

M), Es el jacobiano del sistema rdpido con respecto a las
variables de estado del sistema lento.

My, Es el jacobiano del sistema lento con respecto a las

variables de estado del sistema rédpido.

Los elementos generalizados de la matriz de iteracidén cuando
se aplica el método de Euler en ambos sistemas segilin el esquema de

integracién mostrados en la figura 4.2 resultan.

Ty, = (I + AtM)* + KAt [ (I + AtM )k - T1M" MM,

Ty, = [(T+AEM)* - TIM'M, (T + kAEM,) (4.23)
Ty = katiy,

Ty = I + kAtM,
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CAPITULO 5: METODOLOGIA DE ACOPLAMIENTO

"Si podemos considerar al problema de acoplamiento de modelos como
el problema de integrar sistemas de ecuaciones en diferentes
escalas de tiempo, entonces la metodologia de andlisis de los
métodos multinivel es factible de aplicar para el an&dlisis de

acoplamiento de modelos matemdticos”

Durante la etapa de acoplamiento pueden darse las siguientes

situaciones:

- Secuencia indeterminada de ejecucidén de cada modelo.

- Después del acoplamiento no es posible conservar 1los
pasos de integracién de modelos desacoplados.

- El sistema acoplado no es estable.

- El sistema acoplado no reproduce la tendencia esperada.

- Los resultados del sistema acoplado no son
suficientemente exactos.

- No es posible aumentar el paso de integracidn del sistema

acoplado.
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La aplicacién de 1las técnicas de andlisis a modelos
desacoplados (ver capitulo 3) asegura un nivel de confianza del
sistema acoplado. Se pueden buscar explicaci.ones a las situaciones
anteriormente planteadas wmediante . dos tipos de andlisis
relacionados con la dindmica del sistema acoplado.

- Andlisis de estabilidad del sistema acoplado

- Andlisis de exactitud del sistema acoplado

Una via para realizar los tipos de andlisis mencionados es
mediante una similitud con la metodologia de andlisis de los

métodos de integracién numérica multinivel.

5.1 FORMALIZACION DEL ACOPLAMIENTO DE MODELOS
Sea la forma linealizada del un modelo rdpido representada por

la siguiente ecuaciédn.

(5.1)

Sea la forma linealizada un modelo lento representada por la
siguiente ecuacidn. -

z' =M, 2 5
Z(0) = Z, F—

(5.2)
Para integrar numéricamente el sistema acoplado podemos
utilizar un paso de integracidn At para el modelo rapido y kAt para

el modelo lento, donde k es entero positivo definido como pardmetro

multinivel.
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Aplicando un algoritmo de integracidén multinivel a los modelos

acoplados resulta:

y(0)
z{0)

Yo
2

(5.3)

Varetor = FWopers Zogoxs bogadr ALY 1120,

Zoek = OVpkr Zoges Egr KAE)

donde F,G son los algoritmos de integracién para los modelos
rdpido y lento respectivamente.
La forma linealizada de los modelos no acoplados es:

y||M, ¢ O Y]
(5.4)

i

Una manera de reconstruir la dependencia de los elementos
fuera de los blogues es mediante la linealizacidén de los mismos,

como se muestra a continuacidn:

of
My, = Bz
(5.5)
9
3y
Para formar la estructura acoplada.
Y]=M11 M, [Y] (5.6)
z/] My M) |2
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5.2 METODO DE ANALISIS PARA MODELOS ACOPLADOS

Basado en el andlisis de estabilidad y error local de los
métodos de integracidén multinivel. A continuacidén se presenta una

forma conveniente para el andlisis de los modelos acoplados.

5.2.1 Anilisis de estabilidad para modelos acoplados.

El esquema iterativo para la solucidén de dos modelos acoplados
produce una ecuacidén semejante a la conocida forma discreta (ver
seccidén 4.1) siguiente.

Tll T12
T21 TZZ

Yk
Znk

(5.7)

Ykafk n
Znk+k

Una manera de asegurar que el acoplamiento de los modelos
lento y rapido es estable, es vigilando que el radio espectral de

T cumpla con la condicién
p(T) <1 (5.8)

donde

p(T) =Max{fa(D)]}
A =q + if . (5.9)
FA(T) | = (a2 + B2)2
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5.2,2 Andlisis de errxor local para modelos acoplados.
Se ha definido (seccidn 4.2) un error local para los métodos
multinivel en el umbral nk+k:
ey k= Faxex = ¥ (Eppag)

- (5.10)
(€2) k= Zppay = Z(Epey)

Si definimos el error local para modelos acoplados de la forma

siguiente:
= - -
&y, =¥Vi~ Vi

f (5.11)
ez‘ =2; - 23

donde y',z° indican el resultado de la solucidn exacta.

Entonces el error local escalado para modelos acoplados

resulta.

e

& = Y1
Y1 .
a, + |b, y;'|
v oy (5.12)
e
e, = 2

a; + |bz z.i‘l

Donde: a y b son pardmetros de escalamiento para tolerancias

absolutas y relativas.
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Las magnitudes del error estén escaladas y por lo tanto son
independientes de las unidades. Una forma prictica de trabajar con
el error 1local de modelos acoplados es utilizande la norma

euclidiana:

=N =[§%¥] (5.13)

5.2.3 Magnitud del acoplamiento.
A partir de la identidad det (M) = det(AI), consideremos la

siguiente ecuacidn prueba.
M, M, A 0
get] 11 - det[[?][l J} (5.14)
My My, Az 01 . i
reagrupando se tiene:
Ap A, =My My, - My, M, (5.15)

-1 (5.16)

Se define un grado de magnitud del acoplamiento

Sa = I—b%;& *100 (5.17)

172
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entonces:

M1 M,

: 5.18
ks *100 ( )

-1

Una forma generalizada es:

sa =l 1M, + 1M.0 * 100 ‘(5.19)

T T @ T vmn (@73~ *°

La medida del grado de acoplamiento gueda establecida en
términos de los modelos involucrados y de los valores
caracteristicos de la matriz del acoplamiento. Puede ser (til en el

estudio de sensibilidad en modelos acoplados.
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CAPITULO 6: ANALISIS DE RESULTADOS

6.1 INTODUCCION

6.1.1 Enfoques de la solucidén numérica.

El andlisis de acoplamiento se realiza bajo tres enfoques de la

solucién numérica (ver fig. 6.3).

a)

b)

Enfoque secuencial. En este tipo de enfoque, los modelos se
resuelven secuencialmente con el mismo paso de integracién. En
el proceso de solucidn, primero se evaldan las ecuaciones de
estado del primer modelo y aplicando un algoritmo de
integracién se actualizan sus variables de estado. Este

proceso se repite para el segundo modelo.

Enfoque secuencial multinivel. En este tipo de enfoque, los
modelos se resuelven secuencialmente con diferente paso de
integracién. El modelo répido se integra con un paso de

integracién At y el modelo lento se integra con un paso de
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c)

integracién kat. El1 proceso de solucidén se lleva a cabo de

manera similar que el enfoque secuencial.

Enfoque simultdneo. En este tipo de enfoque, los modelos se
integran simultaneamente con el mismo paso de integracidn. En
este caso se evaldan primero las ecuaciones de estado de los
modelos y posteriormente, mediante un algoritmo de

intergracién, se actualizan sus variables de estado.

lModelo lento rdodelo Lento Modelos

[ é: l r’T;‘ l fmmyMNm
¥

i =12 [zt =1 20 |

Modelo rdpide iModelo répida [ Yn l

Ynti+1 = T Yni

a) Esquema secuenciol b) Esquema secuenclal ¢} Esquema simultdneo
mullinivel

Fig. 6.3. Enfogques de la solucidn mumérica.
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6.2 CASOS TIPICOS DE ACOPLAMIENTO

Por la naturaleza de las interacciones entre modelos se

distinguen dos tipos de acoplamiento:

I)

II)

Acoplamiento de modelos interdependientes. Ejemplifican
este tipo de acoplamiento los modelos con recirculacién
o sistemas retroalimentados. La figura 6.1 ilustra este

tipo de acoplamiento

Acoplamiento de modelos unidireccionalmente dependientes.
Dentro de este tipo de acoplamiento se encuentran, por
ejemplo, modelos de gistemas de servicio, modelos de
cabezales, de extracciones. La figura 6.2 muestra las

variantes de este tipo de acoplamiento.

* Modelo Rdpide §

-—j— Modelo Lento L——»

Fig. 6.1 Acoplamiento de modelos interdependientes.

70



" AS \
- T

z ZJ_,

i) Modelo tento Independlente

i) Modelo répido incependianie

Fig. 6.2 Acoplamiento de modelos unidireccionalmente
dependientes.

6.2.1 Acoplamiento entre modelos interdependientes (ver fig.
6.1). El sistema linealizado de ecuaciones que caracteriza este

tipo de acoplamiento es el siguiente. .

dy='AuYfAlzz

dat

dz _ _

- 12 Y -2y z (6.1)
y(0) =y

z(0) = z,

Recordemos que la primera ecuacién representa al modelo réapido

y la segunda al modelo lento.

De acuerdo con la naturaleza de las interacciones entre los
modelos, estos tipos de acoplamiento dan origen a una serie de

casos variantes, los cuales ge analizarén en secciones posteriores.
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CASO 6.1: Acoplamiento de modelos con efectos compensados.

Los efectos de un modelo compensan los efectos del otro y
viceversa.
Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones prueba.

Yo _s0y+2.02

2= 0.06y-1.02z (6.2)

Yo =1.0

z=1.0

Anidlisis de estabilidad para modelos desacoplados.

En el caso de modelos desacoplados, cada modelo ignora los
efectos del otro; de manera que la matriz jacobiana de los modelos
desacoplados es la siguiente:

A 0o _[-s.0 o.o] (6.3)
1o Ay 0.0 -1.0

De acuerdo con el polinomio de estabilidad, definido al
seleccionar el método de Euler para la solucién numérica de los

modelos, se deben cumplir las condiciones siguientes.

[1+atr] s1
J1 + kath]s 1

(6.4)
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De donde se obtienen los miximos pasos de integracidén estables para
cada modelo desacoplado.
Aty = 0.5 seg

Dy = 1.0 seg

Anilisis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque

simulténeo.

Los valores caracteristicos de la matriz jacobiana de 1los
modelos acoplados: Ay = -4.03948 y A\, = -0.960519 muestran que la
solucién de los modelos acoplados es estable para pasos de

integracién que cumplen con la condicidén de estabilidad

[1 + Atymume max{Re A(M}}| s 1 (6.5)

de donde se obtiene el méximo paso de integracién permisible para
el modelo rdpido, Atgpue s 0.495. Este resultado muestra que al
acoplar los modelos e integrar con el método de Euler, el paso de
integracién del sistema acoplado es menor o igual al paso de

integracién del modelo rdpido desacoplado.

BEgimuinee S & trﬂpido

Anidlisis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque

secuencial.

La figura 6.4 muestra la forma caracteristica de la traza del
radio espectral (brazo de estabilidad). La zona de estabilidad para
modelos acoplados cumple la condicién {p(T) s 1}. Para este caso de
acoplamiento, el paso de integracién del modelo rdpido es menor o

igual al paso de integracién del modelo ripido desacoplado.
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Atguencia S A 4ido

Andlisis de estabilidad para modelos acoplados con enfogue

secuencial multinivel.

La figura 6.4 muestra el efecto de incrementar el paso de
integracién del modelo lento k veces el paso del modelo rapido.
Para k=4 Y At gumvas0.35 seg, se observa mayor estabilidad que para
k=2, pero a un paso de integracién mayor (0.35 <At uiiwas0.5), k=2
es mds estable que k=4. Esto se debe a que para determinados
valores de At, algunos elementos de la matriz de iteracidén (Ty) son

méds significativos que otros.

Andlisis de error.
Se utilizaron los siguientes pdrametros absolutos y relativos

para la estimacién del error local de modelos acoplados.

a b
0.001 0.01
Z 0.001 0.01

El error evaluado en el horizonte kAt crece de manera
cuadritica (ver £fig.6.5), se muestra que para este caso de
acoplamiento, la integracién multinivel est& limitada por criterios
de exactitud. La presencia de méximos y minimos en la curva del
error (k=2) no indica la existencia de paso de integracidén &ptimo
(At=0.35), mds bien es una advertencia de que a partir de At=0.2

los resultados pueden no ser suficientemente precios.
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CASO 6.2: Acoplamiento de modelos con efectos acumulados en
el modelo répido.

Consideremos el siguiente sistema prueba.
=-4.0y~-2.02

= 0.06y-1.0z (6.6)

8% gle

Yo =1.0

Z = 1.0

Andligis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque

simultdneo.

Los valores caracteristicos de la matriz jacobiana de 1los
modelos acoplados A, = -3.9489 y A, = -1.651 muestran que la
solucién de 1los modelos acoplados es estable para pasos de
integracién At muuees0.506; se observa que el paso de integracidn
para modelos simultdneos es mayor que el paso del modelo ripido

desacoplado.  Atympune>Btigiso-

Anadlisis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque

secuencial.

En la figura 6.6 se puede apreciar una ligera contraccidn de
la zona de estabilidad. El paso maximo permitido Aten=0.48 es

menor que el paso del modelo rdpido desacoplado.
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Andlisis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque

secuencial multinivel.

Para k=2, se observa en la figura 6.6 que el acoplamiento no
estd limitado por criterios de estabilidad. Para k=4 se presenta

una notable contraccién de la zona de estabilidad.

Andlisis de error.

La figura 6.7 muestra que la curva del error para el
acoplamiento secuencial crece dristicamente para valores grandes de
paso de integracidén. Se observa que la integracién secuencial
multinivel del sistema acoplado estd limitada fuertemente por la
exactitud. La acumulacidén de errores generados por el método de
integracidn multinivel son significativos. La presencia de méximos
y minimos en al curva del error para k=4 no indica la existencia de
pasos de integracidn Sptimos, sino mads bien es una advertencia de
que los resultados obtenidos por el método de integracidén
multinivel no son los suficientemente precisos para pasos de
integracién grandes. La integracidén multinivel no es recomendable

para este caso de acoplamiento.
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CASO 6.3: Acoplamiento de modelos con efectos acumulggés en el
modelo lento.
Consideremos el siguiente sistema prueba.
dy . -
3t 4.0 y+2.0 z
dz _ _ _
- 0.06 y-1.0 2z 6.7)
Yo =1.0
zZ,=1.0

Andlisis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque

gimultédneo.

Los valores caracteristicos de la matriz jacobiana de los
modelos acoplados A, = -3.9594 y A; = -1.0405 muestran que la
solucidén de los modelos acoplados es estable para pasos de
integracidn Atgnumes0.505; se observa que el paso de integracidn de
modelos simult&neos es mayor que el paso del modelo r&pido

desacoplado Atmuime™>AL rgigo -

Andlisis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque

secuencial.

La figura 6.8 muestra que el acoplamiento secuencial vy
secuencial multinivel no estd fuertemente determinado por criterios

de estabilidad AtgyencwsAtapido-

Analisis de error.
La figura 6.9 muestra como la integracién multinivel del

sistema acoplado estd limitada por criterios de exactitud.
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CASO 6.4: Acoplamiento de modelos donde el modeloc lento
controla la inestabilidad del modelo rapido.

Consideremos el siguiente sistema prueba.

dy . -
T 4.0y 2.0z

dz
a5 0.06 y-1.0 2 (6.8)

Y5 =1.0

Z, = 1.0

Andligis de estabilidad para modelos desacoplados.

El andlisis de estabilidad en los modelos desacoplados
indican que el modelo répido por si solo es inherentemente
inestable; no asi el modelo lento, el cual podria integrarse

utilizando un paso de integracidn de 1.0 seg.

Andlisis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque
secuencial. Los valores caracteristicos de la matriz jacobiana de
los modelos acoplados Ay = 3.97588 y A, = -0.97588 demuestran que el
acoplamiento no estd determinado por criterios de estabilidad, ya
que el modelo es inherentemente inestable. La figura 6.10 muestra

como el acoplamiento estd fuera de la zona de estabilidad.

Andlisis de error.
La figura 6.11 muestra que la integracién multinivel para este

caso de acoplamiento estd limitada por criterios de exactitud.
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6.2.2 Acoplamiento entre modelos unidireccionalmente

dependientes (ver fig.6.2).

Los sistemas linealizados de ecuaciones que caracterizan estos

casos de acoplamiento son los siguientes.

i) El modelo rdpido es independiente del modelo lento.

d;

-a% =-Ay Y

dz _ _

Fe° ¢ A,y -3,z (6.9)

y(0) =¥

z(0) = z,

ii) El modelo lento es independiente del modelo rapido.
d
-a% =-A; y+4, 2
dz _ -
i 4 2 (6.10)
y(0) =y
z(0) =z,

Andlisis de estabilidad para el acoplamiento de modelos

unidireccionalmente dependiente.
Las curvags del radio espectral para el acoplamiento entre

modelos unidireccionalmente dependientes no mostraron variaciones
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considerables. Se observa un comportamiento generalizado como el
ilustrado en la figura 6.12. El acoplamiento no estd fuertemente
limitado por criterios de estabilidad. Sin embargo se debe observar
la debilidad del elemento de interaccidén (M;=0.06), para magnitudes
mayores del elemento de interaccidén, los brazos de estabilidad

pueden cambiar.

Lfmile de esltabilidad para
modelos acoplados
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Fig. 6.12
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Caso 6.5. El modelo rdpido es independiente del modelo lento.
Los efectos se compensan en el modelo lento.

Consideremos el siguiente sistema prueba.

dy

. 4.0

ac 4.0y

92 - 506y -1.0 z (6.11)
dat

Yo =1

Zp =1

Andlisis de error.

La figura 6.13 muestra las curvas del error para los modelos
acoplados. El error es significativo, la integracidén secuencial
multinivel del sistema acoplado estd fuertemente limitada por la

exactitud.
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100
o0 / /L
80
g P e N/
[Secuencncl multinive J / f
60
oo // [
‘o N4 /
50 4 /
20 k=t N7/ /

10 7 et A

o] 0.1

Porciento de error relativo

~ S oL UeTTCTar i

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Paso de integracién del modelo rdpido
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Caso 6.6. El modelo rapido es independiente del modelo lento.

Los efectos se acumulan en el modelo lento.

Consideremos el siguiente sistema prueba.

dy

= -4,

gt oy

4z . .06y -~1.02 (6.12)
dt

Yo=1

zy =1

La figura 6.14 muestra las curvas del exror en este caso de

acoplamiento. Para el acoplamiento secuencial multinivel se puede

apreciar un ligero incremento en el error con respecto al caso

anterior.
Error local para modelos acoplados
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Caso 6.7. El1 modelo lento es independiente del modelo rapido.
Los efectos se compensan en el modelo rapido.

Consideremos el siguiente sistema prueba.

dy -_
F=-40y+2.02z

-1.0 z (6.13)

Andlisis de error.
La figura 6.5 muestra las curvas del error para este caso de
acoplamiento. El acoplamiento estd limitado por criterios de

exactitud. La integracidn secuencial multinivel es recomendable.
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Caso 6.8. El modelo lento es independiente del modelo rapido.
Los efectos se acumulan en el modelo ripido.

Consideremos el siguiente sistema prueba.
dy __ -
£ 4.0y -2.02

-0z (6.14)

Andlisis de error. La figura 6.16 muestra las curvas del error
para este caso de acoplamiento. La acumulacién de efectos en el
modelo rédpido hacen que el acoplamiento estd limitado fuertemente
por criterios de exactitud. La integracidén multinivel no es

recomendable.
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CAPITULO 7: CONCLUSIONES

El presente se trabajo divididé en dos partes. La primera

compiléd los elementos fundamentales del andlisis y validacidn de

modelos matemdticos desacoplados. La segunda parte establecid una

metodologia de acoplamiento para modelos matemdticos dindmicos.

7.1 CONCLUSIONES DE LA PRIMERA PARTE:

- En la primera fase del desarrollo y construccién de un

simulador: modularizacidén, formulacién, solucién y validacién
de modelos desacoplados se presentan como las actividades més

desgtacadas

Las herramientas bidsicas de apoyo, para tomar decisiones en
las diferentes fases del desarrollo de modelos y establecer
criterios de validacién de modelos desacoplados, se

fundamentan en:
i) El andlisis estructural. Para establecer 1la mejor

secuencia de solucidn y las variables de salida &ptimas

de cada ecuacién.
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ii) El andlisis de estabilidad. Para verificar que el paso
de integracién seleccionado est& dentro del limite de

estabilidad para el método de integracién seleccionado.

iii) El andlisis de sensibilidad. Para analizary la reaccidn

del modelo matemdtico ante perturbaciones exdgenas.

iv) El andlisis modal. Para analizar los principales estados

dindmicos del modelo matemético.

7.2 CONCLUSIONES DE LA SEGUNDA PARTE:

Las actividades mds destacadas de la segunda fase del
desarrollo y construccién de un simulador son: acoplamiento,

validacidén y ajuste de modelos matemdticos acoplados.

La segunda parte de este trabajo establecid una similitud con
los métodos andlisis de los métodos integracidn multinivel, de lo

cual resultaron las siguientes conclusiones.

i) Establecer al radio espectral de la matriz de iteracidn
como criterio de estabilidad permite asegurar estabilidad
del sistema acoplado para los pasos de integracién y

métodos de solucidn seleccionados para cada modelo.
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ii) El criterio de exactitud se presenta como elemento
complementario del andlisis de modelos acoplados y como
elemento fundamental de validacidn. Proporciona elementos

objetivos para recomendar la integracién multinivel.
7.3 CARACTERISTICAS DEL ACOPLAMIENTO
7.3.1 Paso de integracidn.
Con base en criterios de estabilidad se determina el limite

maximo del tamafio de paso de integracidn para el acoplamiento.

Tabla 7.1 Comparacion de pasos de integracidn.

Comparacién de pasos de AL gecyenctal AL yinivel AL imutanco :

integracién para los casos

de acoplamiento entre k=2 k=4

modelos interdependientes

6.1 Los efectos se 0.5 0.5 0.5 0.495
compensan

6.2 Los efectos se 0.48 0.5 0.32 ]0.506
acumulan en el modelo
rapido

6.3 Los efectos se 0.5 0.5 0.48 0.505
acumulan en el modelo
lento
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El andlisis de los resultados resumidos en la tabla 7.1

conduce a las siguientes conclusiones:

- El1 limite de estabilidad para el paso de integracién en el
acoplamiento de modelos interdependientes con enfoque modular
secuencial y secuencial multinivel estd determinado por el

paso de integracién del modelo rapido desacoplado.

At cuencit S BLgpigo

At nuinivel S 8Crapigo

- El limite de estabilidad para el paso de integracién en el
acoplamiento de modelos interdependientes con enfoque modular
simultdneo no estd determinado por el paso de integracién del

modelo rdapido desacoplado.

- El limite de estabilidad para el paso de integracidén en el
acoplamiento de modelos unidireccionalmente dependientes esté
determinado por el paso de integracién del modelo rédpido

desacoplado.

At v S Bt g0
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7.3.2 Analisis de error local para modelos acoplades.
La tabla 7.2 muestra los casos de acoplamiento ordenados de
acuerdo con la magnitud del porciento del error local para un paso

de integracidn At=0.1

Tabla 7.2 Porciento de error local para modelos acoplados.

Caso de acoplamiento Secuencial | Secuencial multinivel
k=2 k=4
6.4 Modelos interdependientes. E1 | 2.0 3.0 8.0

modelo lento controla la
inestabilidad del répido.

6.1 Modelos interdependientes. 3.0 7.0 14.0
Los efectos se compensan en ambos
modelos.

6.7 Modelo lento independiente. 3.0 7.0 15.0
Los efectos se compensan en el |
rapido.

6.3 Modelos interdependientes. 3.0 7.0 16.0 .-
Los efectos se compensan en el
rédpido y se acumulan en el lento.

6.5 Modelo rapido independiente. 7.0 11.0 17.0
Los efectos se compensan en el

lento.

6.6 Modelo r&pido independiente. 7.0 11.0 17.0
Los efectos se acumulan en el

lento.

6.2 Modelos interdependientes. 10.0 22.0 50.0%

Los efectos se acumulan en el
modelo répido.

6.8 Modelo lento independiente. 10.0 22.0 50.0*
Los efectos se acumulan en el
modelo répido.

* Valor extrapolado
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El andlisis del resumen presentado en la tabla 7.2 conduce a

las siguientes conclusiones:

El acoplamiento entre modelos interdependientes (caso 6.1) en
donde las interacciones compensan los efectos mutuos entre
modelos genera el menor error 1local. El acoplamiento
secuencial utilizando algoritmos de integracidén multinivel es

recomendable.

La integracidén multinivel es recomendable para acoplamiento
entre modelos, en donde las interacciones compensan 1los

efectos del modelo rdpido (casos 6.1, 6.3 y 6.7).

La integracidén multinivel estd limitada por criterios de
exactitud para el acoplamiento en donde el modelo lento

controla la inestabilidad del modelo xdpido (caso 6.4).

La integracién multinivel no es recomendable para acoplamiento
entre modelos, en donde las interacciones acumulan los efectos
en el modelo rdpido (casos 6.2 y 6.8).

La curva de la norma de error local escalado para wmodelos
acoplados, utilizando integracién numérica multinivel, no

siempre es cuadrdtica.
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7.4 PANORAMA DEL ACOPLAMIENTO DE MODELOS

7.4.1 Antes del presente trabajo.
Se dispone de las siguientes herramientas para el andlisis y
validacién de modelos desacoplados:
i) Prueba de consistencia de modelos desacoplados
ii) Analisis estructural
iii) Andlisis de estabilidad de modelos desacoplados.

iv) Andlisis modal de modelos desacoplados

7.4.2 Actual.
Se propone una metodologia para andlisis y validacién de
modelos acoplados basados en:

i) Andlisis de estabilidad del sistema acoplado

ii) Andlisis de exactitud del sistema acoplado

7.4.3 Trabajo futuro.
i) Desarrollo de herramientas de andlisis de sensibilidad
para modelos desacoplados y para modelos acoplados.
ii) Desarrollo de un método para andlisis de acoplamiento que
incluya miltiples modelos.
iii) Desarrollo de herramientas para andlisis de acoplamiento
que incluyan la seleccidén de métodos de integracidén més
precisos (regla trapezoidal, Runge-Kutta, multipaso,

etc.)
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APENDICE: EJEMPLOS DE APLICACION

A.1 Ejemplo 1l: Acoplamiento de dos reacciones en serie.

ky ka

A > B

> D

Los parametros k;=3, k,=1.

Las ecuaciones que representan la reaccidn son:

dc,
& - kG
d (A.1)
C,
‘E._TB = kG -k G
Con las condiciones iniciales: B

Ent =0, Cy = Crp Cp =20



Se definen las expresiones adimensionales:
Y = Ca/Cpo Y, = Ca/Cy
Substituyendo las expresiones adimensionales anteriores y

rearreglando el sistema (A.l1) se obtiene el sistema lineal de

ecuaciones diferenciales (A.2).
[3 0
3 -1

Las condiciones iniciales Y, = [1,0]

Y
Y

¥
Y,

(A.2)

Este ejemplo pertenece al tipo de acoplamiento entre modelos
unidireccionalmente dependientes (ver fig. A.1 ). El modelo répido
influye significativamente sobre el modelo lento (observar el

elemento 21 de la matriz jacobiana).

- MODELO
> RAPIDO (CA) >

+ L—‘> MODELO

>{ LENTO (CB) ————m

Fig. A.l. Acoplamiento de dos reacciones en serie.
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ANALISIS DE ESTABILIDAD

Para acoplamiento secuencial (k=1) el anélisis de estabilidad
establece que el paso midximo de integracidn estd determinado por el
modelo rdpido At=0.66. Para acoplamiento multinivel k=2, k=3 y k=4,
los pasos de integracién respectivos del modelo rdpido son:
At=0.66, At=0.66 y At=0.5. La estimacidén de las curvas del radio

espectral se muestra en la figura A.2.

Lirnite de establlidad pare
modelos acoplados

0.9
0.8 4
0.7 — - - —
0.6 NP R . A
0.5 —+— kfz e — ’{ -
2o0.3 N\ k=3 

0.2 -

0.1

\\\\Q\

adio especiral da T
]
>
1
N
N

0. 0.3 0.4 0.5
Paso de Integrocion del modalo rdpldq

Fig. A.2

ANALISIS DE ERROR

Los pardmetros absolutos y relativos utilizados en 1la

estimacidén del error son:

Tabla A.1

a

Modelo répido | 0.001

Modelo lento 0.001
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El criterio de exactitud limita de manera importante el paso
de integracién. Por ejemplo, si establecemos como error tolerable
un 5% (fig. A.3), entonces los pasos de integracién asociados del
moldelo rdpido son: para k=1, At=0.24; para k=2, At=0.13; para k=3,
At=0.09; y para k=4, At=0.07. A partir de estos valores de At
observamos gue los horizontes de integracién son:

Secuencial (k=1) . 0.24

Secuencial multinivel (k=2) 0.26

Secuencial multinivel (k=3) 0.27

Secuencial multinivel (k=4) 0.28

Considerando la generacidén del error por el uso del método de
Euler y el poco beneficio para alargar el horizonte de integracién,

no se recomienda la integracidén multinivel.

Error locol parc modelos acoplados

50

45
2 40
% k=4
= 35
<
5 30
£
® 25
3
° 20
£1s
&0 - e

s - T e =
[N I
o
o 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Paso de infegracidén del modelo rdpide
Fig. A.3
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Las figuras A.4, A.5, A.6 Yy A.7 muestran las diferente formas

de solucién numérica de los modelos acoplados.

Seucién andklfica . Sokxidn rumérica
1
09 09
08 \ 03 \
wl\ ol
s\ §0c AL A
o8 308
] T 9
05 o8
go; ™ Eo4
o3 / %03 / \
/ ™ L ~J
02 / 02 /
ol 01
0 02 04 05 08 1t 12 14 16 18 2 % o2 o4 0s o8 1 12 w16 18 2
ampo Termpo
Fig. A.4 Solucidén analitica. Fig. A.5 Solucién secuencial
k=1, paso=0.125 -
8
Solucibn nmérka \ Sokxién nmirica
1
038 09
08 \ 03 \
. \ V4 } \
orHH 07
206 R $os \
i T
-Eo.s H
Eou l AN 204 f\ N
g 0. AV 5 0 =
MIEN ’ .
0.3’ 03 J =~
02 02 J
0.1 ] 0.1 \\
"0 02 04 05 o8 12 14 15 1B "o 02 04 06 08 1 12 14 15 18
Tempo Tiempo
Fig. A.6 Solucidén multinivel. Fig. A.7 Solucién multinivel
k=2, paso=0.125 k=4, paso=0.05
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A.2 Ejemplo 2: Acoplamiento de dos reacciones en simultdneas.

Los parametros kj=3, ky=1.

Las ecuaciones que representan la reaccidn son:

“dg%' ==k Gy + Ky Gy
de. (A.3)
"a‘f = kG- k Gy

Con las condicioneg iniciales:

En t =0, Cp=Chp, Cg=20

Se definen las expresiones adimensionales:

¥, = Ca/Chos Y, = Ca/Cuo

Substituyendo las expresiones adimensionales en (A.3) vy

rearreglando se obtiene el sistema lineal de ecuaciones
diferenciales (A.4).
y - Y,
B3 1ih (a.4)
vl 13 -i|%

Las condiciones iniciales ¥, = [1,0]
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>| MODELO
4+ —————>{ RAPIDO (CA) >
+l————5| MODELO

>{ LENTO (CB) >

Fig. A.8. Acoplamiento de dos reacciones simulténeas.

Este ejemplo pertenece al tipo de acoplamiento entre modelos
interdependientes (ver fig. A.8 ). Las interacciones entre los
modelos son muy significativas (observar los elementos fuera de la

diagonal principal en la matriz jacobiana) .

ANALISIS DE ESTABILIDAD
La estimacidn del radio espectral muestra inestabilidad en el
acoplamiento utilizando el método de integracién de Euler. Los

valores caracteristicos de los modelos acoplados son: A\j=-4 y A;=0.

ANALISIS DE ERROR
Los parametros absolutos y relativos utilizados en la
estimacidén del error son:

Tabla A.2

a
Modelo rapido | 0.001
Modelo lento 0.001 0.1
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El criterio de exécﬁitﬁd‘iimita de manera importante el paso
de integracidén. Por ejémélo{_éi‘establecemos como error tolerable
un 5% (ver fig. A.9), éntdhces>los pasos de integracién asociados
del modelo r&pido son: égfa k=1, At=0.28; para k=2, At=0.15; y para

k=4, At=0.07.

La integracién multinivel no es recomendable debido a la’
inestabilidad del acolamiento utilizando el mé&todo de Euler y el

poco beneficio para alargar el horizonte de integracién.

Error local para modelos acoplados

S50

45
S 40
g 38 )
& 30
=
@ 25
3
o 20
=
215
g k=2
a 10

- =1
5 I ——
V__'”———-—J_-‘__‘__
oA
o] 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Paso de integracidn del modelo rdpido
Fig. A.9
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Las figuras A.10, A.1l1, A.12 y A.13 muestran las diferente

formas de solucién numérica de los modelos acoplados.

sctucitn estable s csclociones Sokcidn umérica
1 1
09 09
0.8 02 Y
) A
£0s Y %N *\ /
EM T/\ éo.l / \
o 0
03 7 03 T A
02 / 02 ]—
0.1 0.
0 05 1 15 2 25 O 07 04 05 08 1 1z 14 15 14 2
Tiempo Tempo
Fig. A.10 Solucidn analitica Fig. A.11] Solucidén multinivel
k=1, paso=0.125
. Solucién rumérica 12 Sokucibn numérica
= .
09 =

o o
d4 =
/V
—

o. (08
O 3
o
% 5 ![ 08
£04 £ ’
8 P~ H
03 ’L o4 st
02 02
0.0
"0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 "o 02 o4 05 08 12 14 16 18 2
Teerpo Terpo
Fig. A.12 Solucién multinivel Fig. A.13 Solucidén multinivel
k=2, paso=0.1 k=4, paso=0.05
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A.3 Ejemplo 3. Acoplamiento de dos reactores en serie con

recirculacidn.
rFO
vi v2
> kl p—> k2 >
FO A—>B F1 A—>B F2
CAl CA2

Fig. A.14 Esquema de dos reactores en serie.

Las ecuaciones correspondientes son:

dc,
A dg1 = FoCuo*tIFyChp=F1Cay=V1 K1 Cyy
g (A.5)
C e =
VE—E§£ = F1Cyy~FyCrrm VK Gy,
Condiciones iniciales:
en t=0; Cu = Cpo i Cap = Cpo/2
Definiendo:
(A.6)
1 .
%("~v \Z
r = e T =
21 * .22 F,
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Rearreglando resulta el sistema de ecuaciones (A.7).

<10 I
’ '(kl"“—) _ N .
Y, T T Y, |
M R . i S @a.n
Y, L (k2|2 0 ,
Tar . T22
Condiciones iniciales Y, = [1,0.5]7
Asignando los valores:
k=3 ;k =1"
r=20.1 ;'rij =2.0
Se obtiene la forma lineal (A.8).
Y, - Y,
h) ]38 o.os] AR o.s] (a.4)
vl lo.5 -1.5/ly| lo.0

El ejemplo pertenece al tipo de acoplamiento entre modelos
interdependientes (ver fig. A.15). Este ejemplo estd mis cerca de
los problemas précticos, observar que los elementos de la matriz

jacobiana localizados fuera de la diagonal principal son de menor

magnitud.
———————>| MODELO
+[——————> RAPIDO (CA1l) >
+L—~————> MODELO
>| LENTO (CA2) >

Fig. A.15. Acoplamiento de dos reactores en serie.
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ANALISIS DE ESTABILIDAD

El andlisis de estabilidad establece que el paso maximo de
integracidén (At=0.56) del acoplamiento estd determinado por el
modelo rapido. Se puede apreciar en la figura A.16 una contraccién

en el brazo de estabilidad para k=3 y k=4.

Limite de esiabliidad poro
modeios acoplados

0.9
0.8
ST
3
fos \ L

o3 \(
o ANEAN L

0.1 le=a\ : . SRSEEN .

o N NS .
<] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Paso de integracion del modelo répido
Fig. A.16

ANALISIS DE ERROR

Los pardmetros absolutos y vrelativos wutilizados en 1la

estimacidén del error son:

Tabla A.3

Modelo rdpido | 0.0001 (0.1

Modelo lento 0.0001 }0.01
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El acoplamiento estd limitado por criterios de exactitud (fig.
A.18). Por ejemplo, si establecemos como error tolerable un 5%,
entonces los pasos de integracidn asociados del modelo rdpido son:
para k=1, At=0.28; para k=2, At=0.19; para k=3, At=0.14 y para k=4,
At=0.11
A partir de los valores de At observamos que los horizontes de
integracién son:

Secuencial (k=1) 0.28

Secuencial multinivel (k=2) 0.38

Secuencial multinivel (k=3) 0.42

Secuencial multinivel (k=4) 0.44

La integracidén multinivel es recomendable ya gue permite

alargar significativamente el horizonte de integracidn.

Error local para modelos acoplados

[
o

N
v

N
[=]

4]

Porciento de error relalivo
o

w

o ___éé
o 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Paso de integracién del modelo rdpido

Fig. A.18

113



Las figuras A.18, A.19, A.20 y A.21 muestran las diferente

formas de solucidén numérica de los modelos acoplados.

Sokxidn smuténes Solcidn umérica

o o
S o
&
rA/W

$os $os
50'5 X EO_‘I
£0.4 < £04
o

03 03

N
02 = 02
01 = ol
"o 02 04 05 08 ¢ 12 14 16 18 2 VO 02 04 06 08B 1, 1.2 t4 36 18 2
Tempo Tempo
Fig. A.18 Solucién simulténea Fig. A.19 Solucién multinivel

k=1, paso=0.125 -

Sokeibn nmirca Sokeibn misica

e o 2

S8 8
{71

L1

—

o o o

N @ o
L1

S0 5
-g 06 ? 06
Ha js X
H g 0
0.3 03
N_| N\

o
o
o
b

ol = - 0 —
% oz i 06 08 1 12 14 16 18 % o7 s 05 08 1 1z 14 16 18 2
Tienpo Tiempo.
Fig. A.20 Solucién multinivel Fig. A.21 Solucidén multinivel
k=2, paso=0.1 k=4, paso=0.05
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GENERADOR + W,

DE VAPOR f ' 56
1Ws l
\ I
5 ama l Ta2
1.\
T~ =
TNBA N\, o ™~
REACTOR Sl NN
.
\‘LZ>‘<L\T02
[_' . A3
™~

Fig. A.22 Partes de un sistema de generacidén de potencia PWR.

A.4 Ejemplo 4. Acoplamiento entre dos modelos de un sigtema de

generacién de potencia.

El presente ejemplo utilizd los modelos del reactor nuclear y
generador de vapor descritos por Hetrick (1981), la referencia
mencionada contiene listados fuente en FORTRAN de los modelos,
rutinas de propiedades termodindmicas e informacidén adiciohal.

Se simplificaron ecuaciones y se adicionaron parametros en el
modelo del reactor, por lo cual los resultados obtenidos pueden
diferir de los generados utilizando la formulacidén original.
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1) MODELO DEL REACTOR

Cinética del nicleo.

dN _ -
T - 1 veaa,

dac . B y-
aE “’zN AC

0 = Pp * Pep(Tpy~Tpp) + Toc(Tey ~Tey)

Temperatura del combustible nuclear.

dTe, _ (1-n)Mb;  Uyppe (Tor = Tor)
dt MeCpp MCpp A @

Temperatura promedio del refrigerante.

2Wpth

M

ATey _ NNy | Uppchs

dt McCpca  McCpea

(Tpa = Ten) -~ E(Terg = Teor)

2) MODELC DEL GENERADOR DE VAPOR
GENERADOR DE VAPOR AGUA PRIMARIA

Temperatura del agua primaria, primer sector

dTo,, _ 2Wee (UA) ,
ac | n (Tp1 = Toq) + _—(MCP)I(T.Ll Tz, 2)
dT,,: _ 2We ' (UA),

ac - (T Tt (t-fc,,)l(T'1 Ti.a)
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Temperatura del agua primaria, segundo sector.

dTp,, _ 2We - (Ua),
2 T T~ Ton) * et (Taz - 7o) (A.16)
dr,, _ 2¥, (ua)

dAtz = BT, - T ,) + WP)_ZZ(TA,2 - Tg) (a.17)

Temperatura del agua primaria, tercer sector.

dT, 5 2Wp (UA), ;
—Co.3 = - kil B - 1
2 e (Tas = Tox) * ey (Taa = Tima) (a.18)
dT,; _ 2Hpe {UA), -
—ac T N (To,2 = Tas) + EC—P)';(TA,B Tys, 2) (a.19)
'GENERADOR DE VAPOR AGUA SECUNDARIA
dTys, 0 _ 2W, (va), (va),
—_—el = =2 (T - T —— - —_— -
Jt My (Typa w.0) * T, o (Ty,1 = Typ,a) + (MC,) (Tp,3 = Typ,a)
(A.20)
(UA) , (UA) 5

dar, 2W,
—2a - 'M—":(TD - Typad * (Tp1 ~ Typ,a) * (Ty,5 = Thp,a)

de (MCy) 1z (MC,) 15

(a.21)
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Temperatura del agua gue abandona el "downcomer"

dTy _ Wy Wog, 1
=gt —&;(TS Ty + M, (Ts = Toy,p)

Balance de vapor

dMS
dt

= W = Wgg

Agua de recirculacidén en el "downcomer"

W= Wy =~ Wsg,s

Flujo de agua en el "downcomer"

Wd = FC(TS = Td)

Produccién de vapor

(UA) p (T2 = Tg) + WyCp s({Tpp o~ Ts)

We =
s Hf:?

Presién de vapor

! apsat!
P, = apsﬂ: M., + C

5 VS S
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I) ANALISIS DE MODELOS DESACOPLADOS
MODELO DEL REACTOR

Utilizando los siguientes valores de los parametros.

Beta = 7.5E-3 &, = 1.0E-4
Zeta = 0.29E-3 ¢, = 50.0
Lamda = 0.1 [} = 1.5

Eta = 0.037 'R = 5.0E-3
rhop = 1.775E-3 bs = 1.0E-2
Py = 1.2E-5 # = 25.0E-3
e = 0.51E-4*2.0

Upe = 5438.0

MeCrr = 1712.3%100.5

Mc = 4538.0/3.0

Condiciones iniciales

Trao = 1000.0

Teao = 568.0

La matriz jacobiana (M;) del modelo del reactor sin

interacciones con el modelo del generador de vapor es. -

-.19862E-02 .99983E-05 -.10130E+02 ~.86124E+02
.51848E+00 -.99983E-01 .00000E+00 .00000E+00
.55955E-05 .00000E+00 -.47396E-01 .47407E-01
.12362E-06 .00000E+00 .35949E-01 -.1479SE+00

Los valores caracteristicos de la matriz jacobiana M; son

No. Parte Real Parte Imaginaria
1 -.89%4469E-02 0.0
2 -.2484201E-01 0.0
3 -.1000335 0.0
4 -.1634853 0.0

Los valores caracteristicos de 1la matriz jacobiana
indican que el modelo tiende al estado estacionario. El paso limite
de integracidn estable del modelo desacoplado utilizando el método

de Euler es At=12.234
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MODELO DEL GENERADOR DE VAPOR
Los siguientes valores corresponden con la matriz jacobiana

del modelo del generador de vapor (My). El modelo del generador no

interactia con el modelo del rector.

-25008E1 .24326E! .00000EQ .OOOCQEO .000COED .0ODOOEO .00000EQ .7495SE-1 .00000ED .DO0OOEQ
.00000EQ -.25658El .00000EQ .0OOOCED ,000DOEO .00000ED .00000EG .7495SE-1 .00000EQ .00000EQ
.00000EQ .15244E-2 -.B000GEQ .77541E0 .00000EO .0QQOCED .00C00EOQ .0OCOOEQ .00O0CEQ .13830E-3
80027  .15244E-2 .00000EO -.82420E0  .0000QEC .00000EOQ .00000EQ .0000CEQ .O000QEQ .13B30E-3
\26834E-3 .26727E-3 .29176E-3 .24867E-2 -.25001E1 .24177E1 .3(475E-3 .84457E-1 .31211E-3 .79376E-5
.26732E-3 .26625E-3 .2500SE1 .24862E-2 .29194E-3 -.25816E1 .30358E-3 .B4456E.1 .31092E-3 .79073E.5
.00000EQ .81821E-2 .00000E0 .000DOEQ .00000EQ .81835E-2 - 21517EQ .12593EQ .71430E-1 -.13918E4
.00000EQ .81821E-2 .00000EQ .O0000EQ .Q000QEQ .8183S5E-2 -.71429E-1 -.15984EQ .21343EQ-,13918E4
.D0000ED .O00O0EQ .00000EQ -.37780E-{ .00000ED .00000EQ .13988EQ -.20916E-1 -.13982ED -,26745E-2
.00000E0 .00000EQ .00000EQ .66963E2 .00000EQ .00000EQ .S0213EQ0 .37071E2 -,90208ED -.52449E0

Los valores caracteristicos de la matriz jacobiana M, son

No. Parte Real Parte Imaginaria
1 -.1356645 .0000000
2 -.1301644 .2099886
3 -.1301644 -.2099886
4 -.6317436 .0000000 o
5 ~.8170384 .3030572E-01
6 -.8170384 -.3030572E-01
7 ~2.499658 .0000000
8 -2.512434 .5055402E-01
9 -2.512434 -.5055402E~01
10 -2.625540 .0000000

El modelo del generador de vapor tiende a un estado
estacionario. El paso limite de integracidn del modelo desacoplado

utilizando el método de Euler es At=0.76175
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II) ANALISIS DE MODELOS ACOPLADOS
ESTABILIDAD DE MODELOS ACOPLADOS

Considerando las interacciones entre ambos modelos se recupera

la matriz jacobiana de la estructura acoplada .

(A.28)

JOORE-? 426RE-10 .2475TE4  410RE4

-24995E1 4237E] ASIJ0E4 43IME4  ASTSOE4 ITT9E.2  AT626E-4 BI2SSE-l 48TIEE4  123GE-S
JO092E-7 42682E-10 .2475TE4  .410NE4

|
AZTOE4 -257TI0E) 4S130E4 .43IRE4 .24998E1 .JTT9E-2 AT626E4 .BI2SSE-l  4ETT6E4 .IDGE-S I
LO0000ED .IS6A9E-2 -B000GEQ .77565E0 .O0000E0 .OO0COED  .00000EQ .0O00OEQ (00000ED  JIBTE.} | 00000E0 .00000EC  .0ODODEO .COOOOED

JTOMED LISP4E2  SGAI2E-S - B2469ED .STISIE-S SEHSE-S SSE-S .GO2IES  .GOIMES LIIME-Y | 12815E-8 .S3ISIE-1l .30MSES SI2TRE-S
L00000EQ .0000CEQ .Q000CEQ  .20851E-2 -24%98E} .24I9E1 .00000EO .MSTIIE-1 .00000EQ  .O0000EQ { .00000E0  .00000E0 .000O0EQ .OO000EQ
J00000EO  .O0000EO .25002E}  .20823E:2 .0O00OEO -25B07E1 .O000OEQ .83713E-1 {00000EQ  .00000EQ | .00000EQ  .O000CEQ .DOOOOEO  .OO000ED
.00000E0  .B1364E-2 .000OCEQ .0C000EQ .OGOCOEQ .81830E.2 -,21509E0 .12599E0 JTI9E-] - I037E4 | .00000ED  .00000EQ .OOOQOEO  .OO0COEQ
J00000EQ .8ISS4E-2 .00ODOED .0O0C0ED .O0COOEO .8I330E-2 -7132BE.1 -15960E0 213BE0 -.10432E4 | .00000EC  .00000EQ .0000GEC .O00OOED
L00000ED  .00000EQ .0000CED -37990E-1  .O0000EQ .0000CED . I4S19EQ -.21008E.1 < JSOIED  -26T1TE-2 | .00000E0  .00000EO .0OOOCEO .0O000EQ
.00000ED  .00000EQ .Q0DOOEQ .67043E2  .OO0C0EO .00000EQ -.29261E0 .3707SE2 2934ED -S2026E0 | .0000EO  .0000GED .O00OCED .0O0OCEQ

L00000EQ  .OO000EQ ,00000ED .OOOOCEQ  .000C0ED .0000OED  .0C00CED  .0000OEQ .O0000EQ ,00000ED | -317TI0E2 99951E-S -.1012E2 -.86129E2
L00000EC .00000EQ .00000EQ .O0O00EO  .OOCOOEQ ,00000EO .0000CEQ  .0OCCOEQ 00000EQ  .00000EQ { SIBS3E0  -99939E.1 .00000EQ .OCCODED
| .SS960E.S ,00000EQD - 47409E-1 .474I6E-1
!

‘O0000ED 00D 00O0OED .0CODOED .11200E1 OOXED .O0OOED COXOED .0OOED OD0OOEO DIZES 000ED  .ISSTEO - 14MIEL

El primer bloque de valores corresponden a la matriz jacobiana
del generador de vapor (M;) con respecto a sus variables de estado.

El segundo bloque de valores corresponden a la matriz
jacobiana del generador de vapor (M)} con respecto a las variables
de estado del modelo del reactor.

El tercer blogue de valores corresponden a la matriz jacobiana
del reactor (M;) con respecto a las variables de estado del modelo

del generador de vapor.

El cuarto bloque de valores corresponden a la matriz jacobiana

del reactor (My) con respecto a sus variables de estado.
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La figura A.23 muestra estructura de la matriz jacobiana. A
partir de esta estructura (uno si el elemnto de la matriz jacobiana
es diferente de cero) se pueden apreciar las interacciones entre

los modelos.

: . “variables de estado
1 +4.-5.6°.7°8 910 11 12 13 14
1 TO1 1.4 1 1 1 1
e 2 TAl 1. 2111 1
c| 3 TO2 0. 00 0 0
ul 4 TA2 1 11 1 1
al 5 TO3 0. 0 0.0 o0
c 6 TA3 0 - 0.0 0 O
i 7 TNBO 0 00 0 O
o 8 TNBA 0. 0 00 0 O
nl 9 TD 0 S0 000 0 ©
el 10 =xMsTM 0 0: 0.0 0 0
8 — -
11 N 0 0 0 0. .0 000 20 G0 1 1 1 1
12 C 0 0 0 0.070 0700 0 1 1 0 0
13 TFA o 0 0 0 0.0 0 0.0 0 T 0 1 1_ ]
14 TCA 0o 0 0 0 1 0 0 0 0 O 1 0 1 1

Fig. A.23 Estructura de la matriz jacobiana de los modelos
acoplados.

Este ejemplo pertenece al tipo de acoplamiento entre modelos

interdependientes (fig. A.24).

>1 MODELO
DEL
+ ,——> REACTOR
+ l—-> MODELO
DEL
> | GENERADOR >

Fig. A.24. Acoplamiento de dos modelos complejos.
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Los valores caracteristicos de la matriz jacobiana del sistema

acoplado son:

Parte Real Parte Imaginaria

No.
1 -.1000221E-01 .0000000
2 ~.2871172E-01 .0000000
3 +.9999105E-01 .0000000
4 -.9382209E-01 .8467506E-01
5 - ~.9382209E-01 -.B467506E-01
6 -.1383875 .1637568
7 -.1383875 -.1637568
8 - -,6223717 .0000000
;9 -1.491%40 .0000000
10 ~1.045477 1.238720
11 -1.045477 -1.238720
12 ~2,920893 1.326308
13 ~2.920893 -1.326309
14 -3.802184 .0000000

El sistema acoplado tiende a un estado estacionario. El paso
limite de integracién del modelo acoplado utilizando el métodq. de

Euler es At=0.52601

La tabla A.4 muestra como el limite del paso de integracién

para modelos acoplados es menor que el paso del modelo réapido

desacoplado.
Tabla A.4
Paso de integracién
Modelo del reactor 12.234 seg
Modelo del generador 0.76 seg
Modelos acoplados 0.526 seg
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ANALISIS DE EXACTITUD )
Los pardmetros absolutos y ‘relativos  uEi1izados en la

estimacién del error son:

Modelo rdpido ..
(Generador de,vapq

.001
.001
.001
.001
.001
.001
.001
.001:
.001
.001

[oNeNoNaoleNoNoNoRa)

El acoplamiento estd limitado por criterios de exactitud (fig.
A.25). Por ejemplo, si establecemos como error tolerabléAun-%%,
entonces los pasos de integracidén correspondientes éara k=1,
At=0.2; para k=2, At=0.13; para k=3, At=0.11; y para k=4, At=0.08
A partir de los valores de At observamos que los horizontes de

integracidén son:

Secuencial (k=1) 0.20
Secuencial multinivel (k=2) 0.26
Secuencial multinivel (k=3) 0.33

Secuencial multinivel (k=4) . 0.32

La integracién multinivel es recomendable ya que permite

alargar el horizonte de integracidn.
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Porciento de error relativo

Error local pora modelos acoplados

50 ~
45
40 =4 i
V
35 7
30 . -
25 e ({  k=3
20 I A1 )
=2
15
10 ]
=1
5
0- |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

Paso de integracidén del modelo rdpido

Fig. A.25
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