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Prologo

Los problemas de coloracidn de graficas constituyen una de las dreas mds impor-
tantes y ampliamente estudiadas dentro de la teoria de las graficas, Los problemas
de coloracidn de vértices y coloracién de aristas, ademds de tener una larga y com-
plicada historia, tiene una gran cantidad de aplicaciones en la vida real tanto en
redes eléctricas como en disefio de experimentos, procesos de pruduceién, ete. La
coloracién total en cambio, es un concepto relativamente nuevo, con un grado de
dificultad notoriamente mayor, y sin aplicacién préctica por el momento; sin em-
bargo, como derivacién de los dos problemas anteriores no tiene menos importancia
y posiblemente pronto se le encuentre aplicacidn.

Este trabajo es un pequefio estudio de los principales resultados que acotan el
nimero de colores utilizados en las coloraciones de gréficas; tanto en coloracion de
vértices, como en coloracién de aristas y especialmente en el problema de coloracién

total que se desarrollé a partir de una conjetura elaborada por Behzad en 1965.

En el primer capitulo se presenta una breve resciia histérica de la coloracién
de grificas, con el propésito de enmarcar los problemas de coloracién en el desen-
volvimiento de la vida matematica.

El segundo capitulo tiene la funcién de definir los clementos y la notacién de

teoria de las graficas necesarios para la exposicion de este trabajo.



Los capitulos tres v cuatro presentan los principales resuitados en coloracidn
de vértices y coloracion de aristas, respectivamente. Especificamente, el teorema
.dﬂ Brooks para coloracidn de vértices y los teoremas de Vizing y Shannon para
coloracidn de aristas; ademds, se estudian los problemas de coloracién para el caso
particular de grificas planas y los problemas de clasificacién en coloracidn de aristas.

La parte principal de este trabajo se presenta en el capitulo quinto sobre co-
loraciones totales. El problema se aborda con mas detalle, Leniende como, fuente
principal articulos publicades idltimamente ¢ incluso todavia no impresos. Asi por
ejemplo, se presenta la cota mds cefiida para el mimero cromético total en términos
del niimero cromdtico {conocida como el teorema de Hind), cuya demostracién se
utiliza para demostrar un teorema mas general que el de Hind, atribuido a él mismo,
a pesar de no estar publicado. El teorema de Hind (5.19) es un corolario inmediato
de este resultado,

Ademnds, se agregan las ideas principales utilizadas en los resultados mds recientes
en coloracion total; asi como su demostracion.

Finalmente, aquellos teoremas que no fueron considerados como importantes no
se demuestran; sin embargo, se presentan referencias donde el lector puede consultar

sus demostraciones.



Cé.pitulo 1

. Contexto Histdrico

In kualli Tlacuilo: mihmati,
Yolteut!,

Tlayoltehuiani,
Moyolnonotzani.

Cédice Matritense,

Es innegable la importancia de los Problemas de Coloracidn dentro del desarrollo
de la Teoria de las Graficas. Sin duda, el problema mais estudiado dentro de este
campo es l.; determinacion del Niirnero Cromilico (coloracion de vértices). El motor
de este problema fue desde luego la Conjetura de los Cuatro Colores, que después
de méds de un siglo, en 1977, se convertiria en el Teorema de los Cuatro Colores.
Las multiples versiones de este tecorema inundan varias dreas en la coloracién de
grificas (véase teorema 3.6). Una mayor referencia sobre la historia de los problema

de coloracién puede encontrarse en [BLW77, paginas 90 -130].




1.1 Origenes, el Problema de los Cuatro Colores

El Problema de los Cuatro Colores en un principio se describid de la siguiente forma:
“Cualguier mapa en un pleno o en la superficie de una esfera puede ser coloreado
usando dnicamenle cualro colores de forma tal, que dos regiones adyacenles tengan
distinto color. Donde cada regidn es coneza y regiones adyacenies son las que tienen
una linea divisoria (no tinicamente un punlo) entre ellas.”[May65]. Su gran difusion
se debe tal vez por ser un problema de ficil comprensién, aunque nada facil de
resolver.

Aunque su origen es sorprendentemente vago, la primera referencia escrita sobre
El Problema de los Cuatro Colores es una carla, escrita por Augustus De
Morgan, dirigida a Sir William Rowan Hamilton y fechada el 23 de octubre de
1852, en donde, Augustus De Morgan relata como uno de sus estudiantes, Frederick
Guthrie, le pregunté acerca del problema, A Hamilton simplemente no le interesé
el problema y asi se lo expresé a De Morgan.

En 1880, cuando el problema era ya bien conocido en el medio matematico inglés,
Frederick Guthrie publicé una nota en la que revela como fue su hermano Francis
quien originé la pregunta [Gut80]. En algin momento incluso se sefialé a A, F.
Mc’vebius como autor de la conjetura en sus conferencias de 1840, mitificando el
origen del problema. Por otra parte, el crédito de difundir el problema de los cuatro
colores pertenece indudablemente a Augustus De Morgan, quien, ademds de referirse
a €] verbalmente, escribid el primer articulo sobre el mismo en 1860. La conjetura
se hizo prominente cuando Arthur Cayley envié un corto escrito sobre la misma a

la Sociedad Geogrifica Real, en donde tratd de explicar cn forma simple cudles son
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las dificuitades que conlleva.

Algunos intentes por demostrar.la conjetura de los cuatro colores se hicicron
célebres o dieron algiin avance en la Teoria de las Grificas, tal es el caso de la
famosa “demostracién™ hecha por Alfred Bray Kempe en julio de 1879 {Kem79). El
argumento de Kempe fue aceptado como correcto y se considerd vélido por més de

diez afios antes de que el error fuese descubierto.

El entusiasmo sobre la que en ese momento era la demostracién del Teorema
de los Cuatro Colores, impulsé a varias personas a intcresarse y publicar escritos
relacionados con el tema, Quizds la mds importante de estas aportaciones fue la
introduccién del concepto de coloracion de aristas usado por P. G. Tait como otro

enfoque del problema [Tai80).

Durante la década 1880 - 1890, “El Teorema de los Cuatro Colores™ era un
hecho establecido y de fama ampliamente extendida. La falacia en la supuesta de-
mostracién. de Kempe fue revelada en 1890 por P. J. llecawood [Hea90), quien, casi
dio una disculpa por haber encontrado el error al argumento de Kempe y utilizé
¢l mismo argumento modificado para demostrar que cinco colores son siempre sufi-

cientes para colorear un mapa en el plano.

El descubrimiento de Heawood fue presentado a la Sociedad Matematica de Lon-
dres por el mismo Kempe, quien, tras admitir su error, acepté que no podia corregir
su “demostracidn” para incluir ¢l contracjemplo de Heawood. En este momento la
historia se dividié en varios caminos; algunos matemiticos se dedicaron al estudio
de las graficas planas, que culminé en lo se puede denominar la edad dorada de las
grdficas planas; otros comenzaron a estudiar la dualidad; algunos intentaron las ideas

de coloracién de aristas y algunos mds se enfocaron a generalizaciones del problema



=n otras superficies. Ejemplos de esto son las caracterizaciones de K. Kuratowski
sobre gréficas planas [Kur30), los trabajos de H. Whitney sobre dualidad, graficas
planas y coloraciones [Whid2a, Whi32b, Whi33, Whi35] y las generalizaciones de P.
J. Heawood en otras superficies [Hea90]. Particularmente, el trabajo de H. Whitney

sobre dualidad en graficas origind nuevas ireas de interés en matemiticas.

1.2 Coloracién de Vértices

Ya en este siglo, en la década de los cuarentas, cambié la forma de enfocar el pro-
blema y las coloraciones de regiones en un mapa comenzaron a representarse por
coloraciones de vértices en una grafica. Obsérvese que si se tiene un mapa M y
se marca cada regidn de él con.un punto (que puede ser por ejemplo la capital, si
nuestras regiones representan estados), uniendo ¢con una linea los puntos de regiones
colindantes (que se pueden identificar como vias ferroviarias entre nuestros esta-
dos), entonces los puntos son véttices y las lineas son atistas de una grafica plana
G. Obviamente, G tiene una coloracién de sus vértices con cuatro colores si y sélo
si M tiene una coloracién con cuatro colores de sus regiones. Asi, nos referimos a
G como la “gréfica dual” del mapa. Esta idea fue mencionada por Kempe en 1879,
aunque el concepto de dualidad en la Teoria de las Graficas se origind en el estudio
de poliedros. Usando grdficas duales se puede mostrar que el Teorema de los Cuatro
Colores es equivalente a la proposicién:

Cada grdfica planar sin lazos liene una coloracidn de vertices con cuatro colores.

Este nuevo enfoque fructificé en nuevas ideas y simplificé muchas otras.

Fue por esta época, cuando nos encontramos con una pregunta que nos hace



cambiar el rumbo hacia las graficas generales: Cuantos colores se necesitan para
colorear los vertices de cualguier grifica? Como respuesta a cslta nueva pregunta, se
cuenta con un teorema demostrado en 1941 por R. L. Brooks, que enuncia que si p
es un entero no menor a 3 y si G ¢s una grifica conexa con valencia no mayor a p,
entonces Gltienc una coloracién con p colores o G es una grifica completa con p+ 1
vértices. Histdricamente, ¢l Teorema de Brooks es el primer resultado que acota el
nitmero cromatico de las grificas generales y tal vez sea la mejor cota en el campo.

Regresando a las grificas duales, uno de los grandes tedricos en grificas de este
siglo llamado W. T. Tutte, scguidor de las ideas de Whitney; extendié a otros
problemas de coloracidn el trabajo de Whitney sobre matroides y trabajé sobre la
demostracién de su problema favorito (El Problema de los Cuatro Colores). Incluso
hizo varias extensiones del problema y establecié nuevas conjeturas en el campo
(véase [Tut65, Tut66]). Mas tarde, en 1977, cuando el problema fue resuelto es-
cribié un brillante trabajo {Tut77}, en el cual, el Problema de los Cuatro Colores es
precisamente, un caso muy especial de la gran familia de problemas de coloracidn,

usando sus propias palabras:

“El Teorema de los Cuatro Colores es tan sélo la punta del iceberg,

el delgado filo de la cufia y el primer trinar de primavera”.

Finalmente, el Problema de los Cuatro Coleres fue resuclto por Kenneth Appel,
Wolfgang Haken y John Koch, cuya demostracién esta basada sobre una complicada
y larga extensién de las ideas en la demostracion del Teorema de los Cinco Colores,
desarrolladas en mds de 1000 horas de tiempo de computadora, que se extiende
por mis de cien paginas y unos 10,000 diagramas [AH77, AHK77]. Sin embargo,

todavia el Teorema de los Cuatro Colores es la puerta de entrada alos problemas de
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coloracién, que se cruza invariablemente, tras la inevitable seduccion de encontrar

una demostracidn corta aceptable.

1.3 Coloracién de Aristas

En lo referente a las Coloraciones de Aristas, después de la “demostracién” de
Kempe, él mismo, junto con Cayley en escritos posteriores, redujeron el problema
al caso en el que tres regiones colindantes converjan en un punto -es decir, el caso
en el que cada vértice de la grafica correspondiente tenga grado tres—, bautizando
como Irivalentes a este tipo de graficas. En 1880, Tait precisé que una coloracién
con cuatro colores de las regiones de un mapa trivalente es equivalente a asignar tres
colores a las lineas divisorias del mapa, de manera que los tres colores incidan a cada
vértice, es decir, una coloracién propia por aristas de un mapa con tres colores. Por
desgracia, este descubrimiento, al que Tait se referia como su “Teorema Elemental”
por estar basado en la falsa suposicidn de que todas las grificas planas 3-conexas
son Hamiltonianas, solamente dio origen a un problema aiin mds dificil, al que fi-
nalmente Tutte en 1946 dio un contracjemplo con 46 vértices [SK77, pag. 112). Sin
embargo, después de la introduccion del concepto por P.G. Tait, la coloracién de
aristas se continué relacionado tinicamente, con el Problema de los Cuatro Colores.
No fue hasta 1916, que se establecid el primer resultado concerniente a coloracién de
aristas como un problema independiente, en un teorema de D. Konig, que establece,
que las aristas de una grafica bipartita con grado médximo A puede ser coloreado con
exactamente A colores (véase teorema 4.3, Después del teorema de Konig poco se
hizo hasta 1949, cuando C. E. Shannon demostré que si G cs una grifica con grado

maéximo A entonces las aristas de G pueden colorearse usando a lo mds 2A colores.



El mejor descubrimiento en esta &rea ocurrié en 1964, cuando V. G. Vizing de-

muestra un resultado sorprendentemente fuerte:

Si G es una grdfica sin aristas miiltiples y con grado mdzimo A,
enfonces el nimero de colores necesarios para colorear las aristes de G

esAdA+]

Pero la Coloracién de Aristas no terminé aqui, este teorema, més bien dio un nuevo
sentido a la Coloracién de Aristas, originando los llamados Problemas de Clasifi-
cacion, que consisten en determinar cuales graficas se pueden colorear con A colores
y cuales necesitan de A 41 colores. Este problema ha sido el centro de las investi-

gaciones en coloracion de aristas durante las iltimas dos décadas.

1.4 Coloracién Total

En lo que concierne a las Coloraciones Totales, podemos decir que ¢s un concepto
de reciente cufio en la teoria de graficas. Una coloracién total de una grafica es
una coloracién sus vértices y sus aristas, de forma que dos elementos incidentes o
adyacentes no tengan el mismo color.

Este concepto fue introducido independientemente por V. G. Vizing y por M.
Behzad en la década de los sesentas. Quienes también conjeturaron para este campo,

el siguiente resultado andlogo al Teorema de Vizing:

Si G es una grdfica simple con grado mdzimo A, entonces el minimo

ntmero de colores para colorear tolalmenle a G es A+1 6 A+42.

Esta conjetura es conocida como la Conjetura de las Coloraciones Totales.
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Al final de los sesentas M. Behzad, G. Chartrand y J. K. Cooper determinaron
el nimero cromitico total para algunas familias de grificas [BCC67]. Este escrito
es el primero publicado sobre cotas superiores para el nimero cromdtico total.

Durante los afios setentas se demostré que mas familias de gréficas satisfacen la
conjetura. En 1977 A. V. Kostochka probé un andlogo al Teorema de Shannon para
coloraciones totales, previendo que el grado maximo sea mayor o igual a 6 y diferente
de 9 6 16, Diez afios después, H, Hind demostrd la mejor cota superior conocida
hasta el momento en términos del mimero cromdtico. Algunas otras cotas han sido
demostradas recientemente, tal es el caso, de los estudios sobre €l niimero cromético
total en multigrificas con grado n por A. Chetwynd y R. Haggkvist o la cota de el
propio Hind para graficas densas; sin embargo, la demostracién o el contraejemplo
a la Conjetura de las Coloraciones Totales permanece en el aire para la comunidad

investigadora.
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Capitulo 2

Definiciones y Conceptos Basicos

FEste que ves, engaiio celorido,

que, del arte ostentando los primores,
con falsos silogismos de colores

es cavteloso engaiie del sentido.

Sor Juana Inés de la Cruz.

El propdsito del presente capitulo cs presentar los elementos basicos de la Teoria
de las Graficas que se utilizardin mds adelante. Estos conceptos por lo general se
encuentran en cualquier libro de Teoria de las Graficas, tales como [BCL69, Ber89,
BM76, Char85, CL86, Har77, Wil83, WW90]. La notacién utilizada coincide en su.
mayoria con estos textos y en algunos casos se buscé la mds apropiada para nuestros

fines.

2.1 Gréaficas y Subgraficas

Una Grifica G es una pareja (Vg, Ag), donde Vg es un conjunto finite no vacio

de clementos llamados vértices de G y Ag es un subconjunto finito de parejas no
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_ ordenadas de Vg lamado aristas de G. Si u y v son vértices de G, enlonces una
arista de la forma (u,v) 6 {v,u), se dice queuncauy v

En general, se denota con n al mimero de vértices de una gréfica G, es decir
[ Ve |= n; por otro lado la cardinalidad e C estd dada por el nimero de aristas
en Ag, que denotaremos con m.

Una arista a que une un vértice con ¢l mismo, se denomina lazo o rizo; dos o
més aristas ay, @z, ..., a; que unen el mismo par de vértices reciben ¢l nombre de
aristas miltiples; asi, al nimero de aristas que unen a los vértices u y v, se llama
multiplicidad de (u,v), denotada por p(u,v). Mientras que al maximo de estas
multiplicidades en G, se llamara simplemente la multiplicidad de G, y sc denota
por #(G). Generalmente, a las grificas sin lazos se les llama multigrificas, y las
multigrificas sin aristas miltiples reciben el nombre de grificas simples.

En este trabajo sélo consideraremos multigrificas y graficas simples.

Sea a una arista {(4,v) en Ag. Los vértices t ¥ v son comiinmente llamados
vértices extremos de a y se dice que son adyacentes o vecinos. Se dice ademds,
que u y v son incidentes con @, o que a incide en u y en v. El mimero de aristas
incidentes en un vertice v se llama el grado de v y se denota por gr(v). Al mayor
de los grados de los vérlices en una grifica G se le denota como Ag y por lo general,
se le refiere como el grado méximo de la grafica; anilogamente, al menor de los
grados se le llama grado minimo y se denota por §g. Un vértice de grade uno
es llamado vértice final. En el caso de que todos los vértices en una grédfica G,
tengan el mismo grado k, se dice que G es regular de grado k 6 simplemente, que G

es k-regular.



Decimes que dos grificas son isomorfas si existe una correspondencia uno a uno
entre sus conjuntos de vértices que preserva adyacencia.

Una subgréfica de G, es una grifica # = (Vy, Ay) donde Vy C Vz y Ai C Ag.
Se dice que una subgrifica H es inducida por los vértices de G en Vy, si H se
construye seleccionando un conjunto vértices Vi de Gy Ay son todas las aristas en
G con extremos en Vy; analogamente, si se selecciona un subconjunto de aristas Ay
de G tomando sus vértices extremos como Vy, estaremos hablando de una subgréfica

H inducida por las aristas de G en Aj.

2.2 Operaciones sobre Graficas

Denutamos con G\ a a la gréfica obtenida de G al eliminar la arista a; generali-
zando, escribimos G \ {a1,4a2,...,a:} para representar a la grifica obtenida de G
al borrar las aristas aj,az,...,ax. Similarmente, representamos con G\ v a la
grifica obtenida de G al quitar el vértice v y las aristas incidenles; a él; en general,
G\ {v1,u2,- .., vk} representa la grifica que resulta de G al borrar los vértices
Vi, U3,...,U% ¥ todas las aristas incidentes a estos vértices.

Insertar un vértice z en una arista (u,v) de G, significa reemplazar dicha arista
por un vértice z y dos nuevas aristas (x, z} y (z,v). También podemos obtener una
nueva grifica de G borrando una arista @ = (v, w) e identificando v y w de forma que
el vértice resultante sea incidente con todas las aristas (diferentes de a) incidentes
avyawen G, esta operacién es llamada contraccién de la arista a y la grifica
resultante se denota por G/a. Si la grifica H pucde ser obtenida de G a través de

una sucesién de contracciones en aristas, entonces se dice que G es contraible a H,
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Por otro lado, dos grificas que pueden obtenerse de una misma grafica insertando
vértices en sus aristas, se dice que son homeomorfas,

Si G y G son dos gralicas, definimos la interseccién G N G’ como la grifica
definida por (Vo N Vo, Ag N Aer); andlogamente, la unién GUG’ estd definida por
la grifica (Vz U Vg, AgU Ag+}). La suma G + G’ se obtiene de Ja unién ajena,
agregando aristas que unen cada vértice de G con cada uno de G'.

La Gréfica de Lineas L(G) de la grifica G, es una grafica en la que Jos vértices
de L{G)} son lag aristas de G, de forma que dos vértices estin unidos en L(G) si y

sélo si lag correspondientes aristas en G son adyacentes,

La Gréfica Complemento G€ de una grifica simple G, estd definida con ¢!
mismo conjunto de vértices de G, donde dos vértices son adyacentes en G€ si y sélo

si dichos vértices no son adyacentes en G.

2.3 Caminos y Ciclos

Una sucesién alternada de vértices y aristas vg,ay,,,@3,...,4,,v, en una grifica
G tal que ajyy = (v, ¥%41) i = 0,1,2,.,.,3 — 1, recibe ¢l nombre de camino de vg
a v,, donde yy es el vértice inicial del camino y v, el vértice final o terminal;
Al describir un camino en una gréfica simple, muchas veces se omiten las aristas,
de hecho, la notacién p = (v1, 81, v2,82y..+,@,~1,¥,) utilizada para graficas simples
_ resulta redundante, ya que dados dos vértices a lo mas existe una tnica arista que

los une, por lo que un camino puede rep tarse, simpl te como una sucesion

" de vértices, determinandose sin lugar a dudas, las aristas que pertenecen al camino;

llamaremos paseo a un camino en el que no se repiten aristas y trayectoria a
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un paseo en cl que no se repiten vértices. Si en un camino el vértice inicial vo y
<l vértice final v, coinciden, es decir, son el mismo, estaremos refiriéndonos a un
camino cerrado, mientras que si vy # v, diremos que es un camino abierto; una
trayectoria cerrada C = (v, vy,...,v,,v;) recibe el nombre de ciclo. La longitud
de un camino csta dado por el nimero de aristas que lo integran; la longitud de la
trayectoria mds corta de un vértice v, a otro v, se denomina la distancia entre v,
y v, y la denotaremos por d(vy,v,).

Dos caminos son ajenos en aristas, si no tienen aristas en comtin, andlogamente,

se dice que son ajenos en vértices si no se intersectan en algdn vértice,

2.4 Conexidad

Una gréifica G es conexa si para cada par de vértices existe una trayectoria que los
une; una gréfica no conexa también se [lama disconexa. Facilmente, se observa quc
toda gréfica disconexa puede dividirse en un cierto nimero de subgrificas conexas
muimales,' las que reciben el nombre de componentes conexas. Una atista a en
una grifica conexa G, con la propiedad de que G \ a es disconexa, le Hamaremos
puente de G; de forma similar, si G es una grifica conexa, v un vértice de G
y G\ v es disconexa, diremos que v es vértice de corte de G. Se dice que una
grifica G es k-conexa si al borrar cualquier subconjunto con &k — 1 vértices la grifica
no se desconecta. Se define como bloque, una grifica conexa sin vértices de corte;
entences si G es una grafica conexa, los bloques de G son las subgraficas maximales
de G que son bloques. Los bloques de G que contienen exactamente un vértice de

corte de dicha grdfica, se llarnan bloques finales,
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2.5 Tipos de Grdficas

Una gréfica simple en la cual todo par de vértices son adyacentes es llamada grafica
completa; la grifica completa con n vértices se denota como K,. Nétese, que la

grifica K, es regular de grado n — 1 por lo que tiene in(n — 1) aristas.

En cambio, una grifica nula es una grifica que no contiene aristas, es decir, el
conjunto de aristas es vacfo. La grafica nula con n vértices se denota por N,. Nétese,
que N, es regular de grado cero, es decir que todos sus vértices son vértices aislados;
y es complementaria a la grifica completa I(,,.

La grifica ciclo se define como una grafica conexa, tal que Vg = {vy, v3,...,0,}
¥ Ac = {(vir Vit 1modn | 1 = 1,2,...,1}, es decir que todos sus vértices tienen grado
2; al ciclo con n vértices lo denotaremos C,, y decimos que C,, es un ciclo par o
impar dependiendo de la paridad de n. Una grdfica regular de grado 3 es llamada
gréafica cibica 6 trivalente.

-Si el conjunto de vértices de una grifica G puede dividirse en dos conjuntos ajenos
Ay B, tal que cada arista de la prifica tiene un extremo en A y otro en B se dice
que G es una gréfica bipartita, que denotaremos por G(A, B). Cuando se desee
especificar los conjuntos involucrades. Si G es simple y cada vértice de A estd unido
con cada vértice de B, decimos que G cs una grifica bipartita completa, y la
designamos por Ki,,, donde, r y s son las cardinalidades de A y B respectivamente.
Puede observarse que K., tiene r + s vérticesy r - s aristas. Una gréfica bipartita

completa de la forma K, , es llamada estrella,

Se denomina 4rbol a una grifica conexa y sin ciclos. Una grifica cuyas compo-

nentes conexas son drboles recibe ¢l nombre de bosque.
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2.6 Graficas Planas

Una grifica G puede ser empotrada en una superficic dada, si es isomorfa a una
grifica dibujada en cse espacio de tal forma que los vértices de G sean representados
por puntos, y las aristas por curvas continuas que no se intersectan unas con otras,
En esta definicion se entiende que existe un cruce si las aristas se cortan en un punto
que no corresponde a un vértice é si una arista pasa por un punto que corresponde
a un vértice que no es incidente a dicha arista. Una gréfica es plana si puede ser
empotrada en el plano.

En una gréfica plana, los puntos del plano que no pertenccen a G estin parti-
cionados en subconjuntos abiertos Nlamados caras o regiones (limitados por ciclos),
obsérvese que una de las caras cs ilimilada, a esta sc le llama cara al infinito o
cara exterior. El nimero de caras de una grifica denotado por c, estd dado por el
siguiente teéorema debido a Leonhard Euler (véase [BCL69, pigs. 65-88}, [BM76,
pag. 143], [Wils3, pdg. SL]).

Teorema 2.1 (Férmula Poliédrica de Euler) Sea G una grdfics plana y coneza
con n vérlices, m arislas y ¢ caras, entonces

n~m+e=2,

Demostracién: Utilizando induccidn sobre el nimero de aristas m el resultado es
natural para m = 0, ya que en este cason = 1 y ¢ = 1. Supongase el teorema valido
para todas las graficas planas conexas con m < k, donde k > 1.

Sea G una grifica con k aristas, en el caso de que G sea un irbol tenemos que

n=k+1yc=1, por lo que se cample el teorema. En ¢l caso contrario existe un
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ciclo C en G, sea a una arista en C; considérese la grifica G \ a; esta grifica tiene

n vérl‘iccs, k — 1 aristas ¥ ¢— 1 caras. Por hipélesis de induccion:
n—(k=1)+(c-1)=2
lo que implican —m+4e=2.
[]

De este teorema se desprenden varios corolarios (véase {CL86, pag. 89)), algunos,
que nos serdn de utilidad mds adelante son los siguientes:
Corolario 2.1 Toda grdfica plana simple contiene un vértice de grado a lo mds 5.
]
Para observar esto ndtese que las caras de una grifica plana simple eslén formadas
por al menos 3 aristas y cada arista forma a lo mds 2 caras,por lo que se cumple que
cLim, '
Corolario 2.2 Las grdficas K5 y K14 no son planas.
-
Para ver esto, basta con usar la misma observacion que en el teorema anterior para

Ks y considerar que las graficas bipartitas no tienen ciclos de cardinalidad inferior

a4 para Kya.

Nétese que K5 6 Kaz menos una arista son graficas planas. Naturalmente, Ks
y Kaa juegan un papel muy importante en la caracterizacién de la planaridad,

muestra de ello es el siguiente teorema de gran relevancia conocido como el Teorema
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de Kuratowski, que nos presenta una condicién necesaria y suficiente para que una

grifica sea plana (véase [Har77, pags. 108-113).

Teorema 2.2 (Teorema de Kuratowski) Una grdfice es plana si y sdlo si no

tiene subgrdficas homeomorfas a K5 6 Ksa.

Una gréfica plana, conexa y sin puentes es llamada mapa.

2.7 Coloracién de Vértices

Se define por coloracién de vértices de una grafica G, a una funcién ¢ : Vg — C.
donde C es un conjunto de colores {1,2,..., k}. es decir que a cada vértice de G se
le asigna uno de los k colores de C. Si vértices adyacentes tienen colores distintos
se dice que la coloracién es propia. Asimismo, se dice que G es k-coloreable si
existe una coloracién propia de los vértices de G con k colores. El minimo nimero
de colores & para el cual, G es k-coloreable lo lamaremos el niimero cromitico
de G y lo denotaremos por x(G). Por lo que si x(G) = k, entonces diremos que G
es k-cromdtica. '

Obsérvese, que una k-coloracién induce una particion de los vértices de la grifica,
en k conjuntos de vértices con un mismo color §, donde j = 1,..., k. Cada uno de
los elementos de dicha particidn recibe el nombre de clase cromitica j y se denota

por V;.
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2.8 Coloracién de Aristas

Similarmente a la seccidn anterior, la coloracién de aristas en u-na grifica G es
la asignacion de un color a cada una de las aristas de G, 6 mds formalmente, una
funcién ¢ : Ag ~ € donde C es un conjunto de colores {1,2,..., K}. Una coloracién
de aristas, donde aristas incidentes a un mismo vértice tengan colores diferentes, se
denomina una coloracién propia de aristas. De la misma forma, se dice que G es
k-coloreable por aristas, si cxiste una coloracién de las aristas de G con & colores.
E] minimo niimero de colores para el que existe una coloracién propia de las aristas
de G se llama {ndice cromatico, o simplemente, nimero cromatico por aristas;.y
se denota por x,(G). Se dice que G es k-cromitica por aristas cuando el indice
cromatico de G es k.

Una k-coloracidn de aristas induce una particién de las aristas de G en conjuntos
de aristas con el mismo color j, donde j =1,...,k; cada uno de estos conjuntos se
llama clase cromatica j de aristas, o mas brevemente (en particular para coloraciones

propias), acoplamiento, que denotaremos por M;.

2.9 Coloracién Total

Como una extencidn de la coloracién de vértices y la coloracién de aristas, se entiende
por coloracion total a una funcién ¢ : VoU Ag — C, donde C es un conjunto de
colores. De forma anéloga a la coloracién de vértices y de aristas, se dice que G es
k-coloreable totalmente si se pueden asignar k colores a los vértices y las aristas
de G, de forma que sea una coloracién propia por vértices, por aristas y ademds,

las aristas tengan diferente color al del vértice en ¢l que inciden. Asimismo, se
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define como hiimero cromético total al tminimo nlimero de colores necesarios para
colorear los vértices y las aristas de G en forma tal, que dos elementos adyaceutes 6
incidentes tengan colores distintos, denotandose por y,. Ademis, se dice que G es
k-crémadtica total, si el nimero cromatico total es k.

A cada conjunto j de [a particién inducida por una coloracién total de G con k
colores donde j = 1,...,k, recibe el nombre de clase cromdtica total j,

Nétese, que en ca;da una de las diferentes funciones de coloracién propias, los
coenjuntos con el mismo color 6 clases crométicas estan constituides por vértices o
aristas no adyacentes para el caso de coloracién de vértices y aristas respectivamente,
¥ por vértices y aristas no adyacentes ni incidentes para el caso de coloracidn total.
A estos conjuntos los denominamos independientes.

En lo sucesivo, nos referiremos a una coloracién propia de G simplemente como

una coloracidn de G.
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Capitulo 3

Coloracion de Vértices

Y desde que el orto sus destellos lanza

hasla que en ocaso toda su luz pierde,

quizds como un simbolo, como una esperan:za,
i itba tras la reina su coronel vende !

Amado Nervo,

Este capitulo tiene la intencién de presentar las ideas mds importantes concernientes
a la coloracién de vértices. Se hace especialmente énfasis en el uso del grado méximo
Ag para la creacién de cotas superiores de x(G); y se analizan los resultados més
importantes en coloracion de grificas planas. Sin embargo, existe un gran nimero
de ideas que también son de gran importancia dentro de la coloracién de vértices
que no se tratan en este trabajo. Para referencias generales se puede recurrir a
[BCLGY, pags. 230-238), [Har77, pigs. 126-149), [CurB9, pdgs. 107-137] y [WW80,
pags. 235-268].

Inicialmente, los problemas de coloracion de graficas se presentaron al tratar

de colorear los vértices de una gréfica, creada a través de una abstraccion sobre la
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coloracidon de las regiones de un mapa por medio de la gréﬁén dual, como se menciond -
en el primer capitulo. En consecuencia, en Coloracion de Vértices es donde se tiene
‘el mayor nimero de resultados, con relacién al resto de los problemas de coloracion.
Cabe decir, que los problemas de coloracidn de aristas y coloracidn total, se pueden
caracterizar .como problemas de coloracidn de vértices: el primero por medio de la
grifica de lineas y el segundo a través de la grifica total, la cual se construye
duplicando las aristas de la grdfica original € insertando un vériice en cada arista -

duplicada.

3.1 Numero Cromdtico para ciertas Familias de
Grdficas

Los primeros resultados, se refieren a clases particulares de grificas con mucha es-
tructura; tal es ¢l caso de las graficas completas y los ciclos (véase [Wil83, pdg.

112)).
Teorema 3.1 El nimero cromdtico para las grdficas completas K, y los ciclos C,

s’

x(Kp}=n

y_ ] 2 sinespar,
x(Ca) = { 3 sin es impar.
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Otro caso, es el siguiente teorema debido a D. Kénig,

Teorema 3.2 Sea G una grdfica sin ciclos impares, enlonces

v(G) =2

Es notable, que el reciproco sea vilido, obteniéndose una caracterizacidn de las
graficas 2-coloreables. Desde luego, es ficil observar que una grdfica 1-cromitica
no tiene aristas, es decir, es una grafica nula. Sin embargo, la caracterizacion de

graficas n-coloreables con n > 3 es todavia una incdgnita.

3.1.1 Graficas Planas

Las graficas planas han tenido siempre gran importancia en coloracién de vértices,
sélo hace falta mencionar la que fué por mucho tiempo la Conjetura de los Cuatro
Colores, una representacion mds general y concretamente de teoria de las graficas

[CharB5, pig. 212] se enuncia como sigue:

Teorema 3.3 (Teorema de los Cuatro Colores) Cualquier grdfica plana es §-
coloreable,

]
Cuando Heawood encontré la falla a la famosa“demostracién” de Kempe demostré

el siguiente teorema, usando la idea original utilizada por Kempe en 1879 [Har77,

pags. 130-131) 6 [Char85, pigs. 213-214].
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‘Teorema 3.4 {Teorema de los Cinco Coluréa) Si G es plana, entonces
x(G) =5

Demostracién: Por induccidn sobre el nimero de vértices. El teorema es claro para
grificas planas con menos de 5 vértices, supéngase pues que G es una grafica plana

con n vértices y que todas las graficas planas con (n — 1) vértices son 5-coloreables.

Sin pérdida de g lidad podemos sup que G es simple. Asimismo, con-
sideremos que se tiene una representacién plana de G. Por el teorema de Euler
(Corolario 2.1), se sabe que existe un vértice v € G con grado a lo més cinco. Con-
sidérese H = G\ v, y puesto que H ticne (n — 1) vértices, se sigue, por hipdtesis
de induccién que H es 5-coloreable. Ahora, extendiendo la coloracion de # solo se

necesita dar a v uno de los cinco colores para completar la coloracién de G.

Figura 3.1. Representacién de v en G aplanada

Si gr(v) < 5, entonces v se puede colorear con un color distinto a sus vecinos, por
lo tanto, supongase que el grado de v es 5. Considérese que los vértices adyacentes a
v 80D Uy, Uzy.. ., Ug; ¥ estén distribuidos en torno a v en este orden (como se muestra
en la figura 3.1}, Si al menos un par de estos vértices tiene el mismo color la
dempstracién termina; por tanto, supondremos que todos los vértices v; adyacentes

a v tienen colores distintos; y que el color usado en v, es i paracada 1 <1 < 5.
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Sea H.-.,-.Ia subgréfica de G inducida por las clases cromdticas i yJ .

Caso 1: Si los vértices v, ¥ v; no estdn en la misma componente
de Hy3, al intercambiar los colores de todos los vértices de Hys, que
pertenecen a la misma componente conexa que contiene a v,, entonces

v; tendra el color 3 y podemos colorear v con color 1.

sneanacag,
e,
.,

o

Figura 3.2,

Caso 2: §i los vértices vy y vj estdn en la misma componente de
H) 3, entonces existe un ciclo C de la forma v, Uy, ..., U3, v que contiene
a esa componente de Hy 3. Como v; queda “encerrado” dentro de la cara
determinada por el ciclo G, y v fuera de este mismo ciclo, {obsérvese
la figura 3.2) se sigue, que no hay una trayectotia de v; a u; en Hay -

La existencia de dicha trayectoria contradiria la planaridad de G. Por

lo que, se pueden intercambi | de todos los vértices de H; 4 que
pert ala misma comp te conexa que contiene a vz, colorcando .

con el color 4 a v;. Finalmente, se colorea v con el color 2,
[ ]

La supuesta demostracién de Kempe al teorema de los cuatro colores {WW90,

pag. 258], continda el argumento inductivo de la demostracidn anterior; los proble-
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mas comienzan cuando v estd circundado por cinco vértices (figura 3.1) coloreados
con cuatro colores (la coloracién al final del teorema de los cinco colores). Sea i el
color de v; con i = 1,...,4 y Vs coloreado con color 2.
Podemos entonces suponer andlogamente al teorema de los cinco colores, que v,
y vs estdn en la misma componente de Hy 3, ya que de no ser asi al intercambiar los

colores de todos los vértices de fy 3 que pertenccen a la misma componente conexa

que contiene a vy, podriamos colorear propiamente v con color 1.
Similarmente, suponemos que v; y vy estin en la misma componente conexa de

Hy 4y ya que de no ser asi podemos intercambiar colores y colorear propiamente v
con color 1. (obsérvese la figura 3.3).

<
Cemnanc®

Figura 3.3. Esquema de Kempe para su demostracién al teorema de los 4 colores

Entonces, por planaridad de G, se tiene que v; y v4 no estin en la misma com-

ponente conexa de Hz 4, por lo que podemos intercambiar colores en la componente
conexa que contiene a vy sin alterar la coloracién de vy,

Con el mismo argumento vs ¥y vs no esta en la misma componente conexa de

Hay 4, y podemos intercambiar colores en la componente conexa que contiene a vs sin
alterar la coloracidn de va.
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Finalmente, podemos colorear propiamente v con'color 2. Con lo que se comple-

tarfa la demostracidn,

o

El contraejemplo a esta “demostracion”, como lo mostré Heawood en 1890 consta
de veinticinco vértices [WW90, pag. 255). No fué hasta 1976 que Kenneth Appel
y Wolfgang Haken, encontraron la demostracion al teorema de los cuatro colores
[AH77, AHK77]. Desde luego, en el tiempo que transcurrié desde el primer intento,
hasta su demostracién, el problema se caracterizé de muchas formas distintas, desde
las cuales se intentd demostrarlo, aunque ninguna llegd tan lcjos. Una de estas
transformaciones debida a P. G. Tait dié origen al siguiente teorema [FW77, pig.

26-27].

Teorema 3.3 (Teorema de Tait) El teorema de los cuatro colores es equivalente
@ que cualquier grdfica plana, ciibica, coneza y sin puentes sea 3-coloreable por aris-

las,

Dando pauta para el inicio de un nuevo problema de coloracién: la coloracidn en
aristas, del que se hablard en el siguiente capitulo. Sélo nos falta mencionar que
a partir de la demostracién del teorema de los cuatro colores, la conjetura que
establece que el fndice cromatico de una grafica plana cibica sin vértices de corte
es exactamente 3; queda demostrada.

El siguiente teorema nos proporciona algunas equivalencias al tcorema de los

cuatro colores [Ber89, pig. 263].

35



Teorema 3.6 8i G s una mulligrdfica plana, citbica y sin vértices de corle las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. Las caras de G pueden ser coloreadas con { colores, de forma que caras adya-

cenles no tengan el mismo color,

2. Las aristas de G pueden ser coloradas con 3 colores, de tal manera que aristas

adyacentes no lengan el mismo color.

8. A cada vértice de G puede asignarse un coeficiente p(z), donde p(z) es +1 6
-1, tal que cada care ¢ de G satisface

S p(z)=0 (mod 3).

x€c

3.2 Cotas para el Numero Cromdtico

No se conoce aiin un algoritmo para determinar el nimero cromatico de cualquier
grifica, sin embargo, se conoce un gran ndmero de cotas para x(G) en términos
de sus invariantes, Un primer acercamiento al nimero cromatico por vértices es la
observacidn de la subgrifica completa mds grande, obteniéndose directamente una
cota inferior; en cambio, caracterizar por medio de un invariante una buena cota
superior resulta ser un trabajo mucho més dificil; como ptimera cota superior es
natural pensar que el nimero cromético sea inferior al nimero de vértices, es decir
x(G) < n, lo que, sin embargo, resulta estar en la mayorfa de los casos muy por

encima del nimero cromatico. Es posible mejorar la cota anterior a partir del grado -
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maximo de G, como se muestra en cl siguiente tcorema (véase [CL86, pag. 276] y

[Wilg3, pig. 113]).
Teorema 3.7 Una grifica G cuyo gmdo mdzimo es Ag es (Ag + 1}-coloreable,

Demostracién: Por induccidn sobre el nimero de vértices, se observa que el teo-
rema se cumnple si la gréfica tienc uno 6 dos vértices; y se puede suponer que todas
las grificas con (n—1) vértices y grado maximo A son coloreables con A+ 1 colores.

Considé;ese una grifica G con n vértices. Al borrar un vértice v y sus aristas
incidentes, se sigue que la grafica G’ = G\ v tiene (n — 1) vértices con grado a lo
mis Ag. Por la hipétesis de induccién G’ es (Ag 4+ 1)-coloreable; ahora obsérvese
que v es adyacente a lo mds a Ag vértices en G, y por lo tanto se puede colorear a v

con un color diferente a los usados en sus vecinos, lo que concluye la demostracién,

3.2.1 E] Teorema de Brooks

La idea de usar el grado miximo para acotar el nimero cromitico a resultado ser
efectiva, este mismo invariante es utilizado en uno de los teocremas mas conocidos y
utilizados en coloracién de vértices: la cola superior desarrollada por L. Brooks en

1941,

Teorema 3.8 (Teorema de Brooks) Sea G es una grdfica coneza, 5i G # Czap

y G # Kn, enlonces G es Ag-coloreable.

Demostracién: Nétese que puede suponerse G simple ya que los arcos miiltiples

no alteran la coloracion por vértices, Sea G una grafica simple y conexa, si G no es
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2-conexa (es 1.conexa), es decir, existe un vértice qué al borrarlo la grifica se vuelve
disconexa, entonces la demostracion se puede hacer por induccién sobre vértices
como sigue:

Si la grifica tiene menos de cuatro vértices, el teorema se verifica fciimente; asi, se
supone que el teorema es cierto para todas las grificas con (n — 1) vértices, Tdmese
una grifica G con n vértices, al borrar el vértice de corte v, la grifica G' = G\ v
claramente tiene al menos dos componentes conexas €y y C3, con a lo mds (n — 2)
vértices y grado a lo mas Ag. Si Cy U {v} 6 C2 U {v} son una grifica completa &
un ciclo impar, el vértice de corte v en Gy U {v} 6 C; U {v} tiene grado mdximo,
y por teorema 3.7 G es Ag coloreable; por lo que se puede suponer que €y U {v}
y C2U {v} no son grificas completas ni ciclos impares, Asi, C; U {v} por hipdtesis
de induccién es Ag coloreable. Andlogamente, es posible colorear C; U {v} con Ag
colores. Sean ¢, y ¢, las coloraciones de Cy U {v} y de C; U {v} respectivamente;
observese que si ¢,(v) = ¢,(v) entonces ¢, U @2 es una coloracién propia de G; en
caso contrario es posible permutar colores en C) U {v} de manera tal que el color
usado en v sea el mismo en ambas componentes obteniéndose una coloracién propia
de G. ‘

Supc')rigasé'por tanto que G es al menos 2-conexa, entonces existen dos casos de
acuerdo a la conexidad de G:

Caso 1: G es 2-conexa pero no es 3-conexa. Supongase que & contiene vértices
con grado distinto de dos 6 (n — 1), ya que, si G contiene solo vértices de grado
2 (i.e. G es un ciclo par), entonces es dos coloreable, asignando el primer color a
los vértices nones y el segundo color a los vértices pares, verificdndose el teorema

{Ag = 2). También se sabe que G' no contiene sélo vértices de grado (n — 1}, ya
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que no es una grafica completa. Si G contiene vértices de grado dos y Lje grado
(n — 1} (y no otros), entonces G forzosamente debe contener dos vértices de grado
{n—1)y (n-—2) vértices de grado 2, lo que implica x(G) = 3, ya que los vértices de
grado dos no son adyacentes y pueden colorearse con un mismo color, cumpliéndose
el teorema.

Sea u un vértice de G tal que, 2 < grg(u) < (n —1); y a,b € V5. Pueden darse

dos circunstancias:

 Si G\ u sigue siendo 2-conexa; sea @ = u y b un vértice a distancia 2 de u (este

vértice b existe, ya que u no es adyacente a todos los vértices de G'\ u),

o Si G\ u no es 2-conexa, es decir es l-conexa, consideremos dos bloques finales
B,y B; de G\ u y como G es 2-conexa, sea a € B, y b € B, dos vériices de

corte, vecinos a u, no adyacentes entre si.
En las dos situaciones tenemos que:
G tiene dos vértices a y b a distancia 2, tal que G \ {a,b} es conexa.

Caso 2: G es 3-conexa. Sean a y b vértices a distancia 2 en G i.e. d(a,b) = 2; La
existencia de estos vértices se sigue del hecho de que G no es completa.

Sea w un vértice vecino a a y b, Como G\ {4,b} es conexa podemos ordenar los
vértices de G en forma sucesiva [vy,...,v.), tal que v, = a, vy = by cada vértice vy
con i > 3 estd ordenado de forma no creciente de acuerdo a su distancia al vértice
w, designando al vértice v, = w y para 1 < i < n, v; es adyacente a algin v; con

i
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Definamos ahora una Ag-coloracién como sigue:
A los vértices a y bles asignamos el color 1, que al no ser adyacentes es una coloracién
propia; y coloreamos v, vg,...,vs_1 con uno de los colores 1,...,Ag, lo que es
siempre posible, ya que cada vértice tiene menos de Ag vecinos ya coloreados.
Obsérvese finalmente, que w tiene dos vecinos a y b con el mismo color, de tal

manera que podemos colorearlo con un color distinto de 1. De forma que sc obtiene:
x(G) £ Ag.
[ ]

Demostraciones alternativas a este teorema pueden encontrarse en [Ber89, pags.
338-339}, [BCL69, pags.233-234).

Desafortunadamente, esta cota no es siempre satisfactoria. En particular, si G
contiene pocos vértices de grado méximo, la cota dada por el teo.rema de Brooks
puede resultar pobre. Por ejemplo, si G es la gréfica bipartita K, (es decir la
estrella) con A suficientemente grande, entonces x(G) = 2, mientras que por el
teorema de Brooks sdlo tenemos x(G) < A, i.e difiere del nimero cromdticoen 4 —2.
Su verdadera fuerza radica en ser muy general, lo que permite usar este resultado en
gran cantidad de casos. Una cota mejor en varios casos es la desigualdad observada
por R. Halin, en 1967 y pot G. Szekeres y H.S.Wilf, en 1968 [Hat77, pags. 127-128).

Contrariamente al teorema de Brooks involucra al grado minimo.
Teorema 3.9 Sea G una grdfica, entonces
x(G) £ 1+ max §(G’)

donde el mdzimo se toma sobre lodas las subgrdficas inducidas G' de G.
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Demostracién: Si tenemos una grafica nula, el teorema es inmediato, Sea G una
grafica k-cromdtica, con k& > 2. Sea H cualquier subgrifica inducida minimal de
G tal que x(H) = k, es decir, que H tiene la propiedad x(H — v) = k — 1 para
cualquier vértice v € H. Por consiguiente gr{v) > &k ~ 1 por loque 6(H) 2 k~1y
por tante

k—1<6(H) < maxé(H') < max §(G'),
donde ' representa a las subgréficas inducidas de 5 y G' son las subgraficas in-

ducidas de G. Lo que implica:
x(G) =k < 1+ max§(G’).
L]

Este teorema ciertarnente, corrige la cota superior para el nimero cromitico de
I, dando el nimero cromitico exacto x(Ki4) = 2; y dado que cualquier grafica
plana tiene grado minimo alo mds 5 y cualquier subgrifica de una grafica ptana
es plana, ¢l teorema 3.9 muestra que el nimero cromadtico de las grificas planas no
puede ser mayor a 6. Si G es una grafica regular de grado &, ambos teoremas dan la
cota superior de &+ I, que para muchas graficas k-regulares como por ejemplo K ek
resulta ser una cota pobre.

Desde luego existen otras cotas superiores para el niimero cromatico de vértices;
el siguiente resultado debido a T. Gallai acota superiormente ¢l nidmero cromético

en términos de la longitud de la trayectoria mds larga.
Teorema 3.10 Sea G una grifica, enlonces

x(G) €1+ m(G),

41



donde m(G) denota la longitud de la trayectoria mds larga en G.

Una demostracién de este teorema puede encontrarse en [BCL69, pigs. 237-238].
Por otro lado, C. Berge y O. Ore en 1962 y F. Harary y Hedetniemi en 1969, obtu-

vieron cotas, que involucran el niimero de independencia ag, el cual se define como

¢l maximo nimero de vértices independientes en una grifica. Estos dos resultados

pueden resumirse en el teorema siguiente (Har77, pdg. 128].

Teorema 3.11 Sea G una grdfica, enlonces

< x(G)<n-ac+l.
oag

Demostracidn: Si x(G) = k, entonces V¢ puede particionarse en k clases cromdticas
Vi,Va,..., Vi cada una de las cuales es un conjunto independiente de vértices. Si
| Vi |= n:, entonces cada n; < ag por lo que al hacer la suma n = ¥ n; € nag.

Por otro lado, sea § un conjunto independiente maximal con ag vértices. Qbsérvese
que x(G = 8) 2 x{G)~1, y como G =S tiene n — ag vértices, (G- 5) < n—ag.
Por lo que,

X(G) < x(G-8)+1<n-ag+l.

Sin embargo, ninguna de las cotas presentadas es particelarmente buena, ya que
para cada una de ellas y para cada entero positivo &, existe una grafica G' tal que

x(G) es mcnor por & colores que dicha cota.
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3.3 Otros Enfoques

Analizando el problema de coloracién de vértices, se puede llegar a pensar que
las grificas con nimero cromatico muy grande, debicran tener clanes rﬁuy grandes
y consecuenternente tridngulos. Asi, en 1953 G. A. Dirac, se pregunta acerca de
la existencia de grificas sin tridngulos con nimero cromdtico grande. Esto fue
respondido afirmativa e independientemente por W. T'. Tutte, J, Mycielski y A. A,
Zikov; resultados que posteriormente fueron generalizados por J. B. Kelly y L. M.
Kelly, de donde nacié la conjetura del teorema siguiente que fué demostrado priméro

por P. Erdés y posteriormente por L. Lovasz (véase [BCL69, pag. 242] y [Har77,

pég. 129)).

Teorema 3.12 Para cada dos enleros positivos j y k, eziste una grdfica k-cromdtica

tal que todo ciclo impar contenido en la grdfica tiene cardinalidad mayor que f,

Existen de hecho muchas mds ideas para acotar el ntimero cromitico, otra de estas
es la desarrollada por E. A. Nordhaus y J. W. Gaddum, quienes observaron las
relaciones entre el nimero cromitico de una grifica G y el niimero cromdtico de
GC; como se observa a continuacién (véase [Har77, pag. 120], [Ber89, pags. 331-

334] 6 [BCL69, pags. 243-244]).



Teorema 3.13 Para cualguicr grdfica G, se satisfacen lus siguientes desigualdades:
2V S X(G)+ x(G°) S+ 1,
n < XGX(GY) £ (ALY
[ ]

Otras iniciativas que han dado frutos en el problema de coloraciones son: el consi-
derar graficas k-cromaiticas minimales, a las que se denomina gréficas criticas; sobre
este tipo de graficas se tienen gran cantidad de resultados, lo que muchas veces
facilita las demostraciones. La de observar todas las maneras posibles de colorear los
vértices de la gréfica, incrementando el nimero de colores disponibles hasta obtener
una coloracién propia; definiéndose entonces la funcién Pg(k) como el nimero de
maneras de colorear propiamente los vértices de G con & colores, y que recibe el
nombre de polinomio cromitico de G. Asimismo, ¢l estudio de las graficas que solo
tienen una manera de colorearse, a las que se llama tnicamente ccloreables presenta
otra forma de atacar el problema de coloracién,

Aunque la importancia de las graficas criticas y los polinomios cromaticos y las
gréficas inicamente coloreables es innegable en el problema de coloracidn, no se
hablard de ellos en este trabajo; ya que nos centraremos en acotar las coloraciones,
por medio de él grado méaximeo de la grafica (referencias a estos enfoques pueden

encontrarse en {Ber89] y [Har77]).
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Capitulo 4

Coloracion de Aristas

Uno deberia ser siempre un poto
improbable
Oscar Wilde.

El presente capitulo, intenta presentar los resultados mds sobresalientes dentro de
la Coloracién de Aristas; muy especialmente, el teerema de Vizing que acota el
indice cromatico haciendo uso del mismo invariante (el grado maximo), utilizado
en el capitulo anterior para acotar el niimero cromético. Finalmente, se presentan

algunos resultados acerca de los llamados Prob! de Clasificacidn, en los que

desembocd el problema de coloracié de aristas. Referencias sobre este tema pueden

encontrarse en [Ber89, 245-268] y muy especialmente en [FW77].

4.1 El Problema General y Ciertas Clases de

Gréficas

Una vez introducido el concepto de coloracién en aristas por P. G. Tait en el ocaso del

siglo pasado, este, comenzd a desarrollarse, pero fue hasta 1916, cuando se estudié
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como un problema independicnte del Problema de los cuatro colores. Desde luego, el
habtar de coloracidn de aristas en una grafica G tiene sentido inicamente, si G tiene
al menos una arista. Si se utiliza el concepto de grafica de linea, el indice cromitico
de G resulta ser igual al mimero cromitico de L{G): de donde, algunas veces se
usa esta relacién entre x,(G) y x{L({G)) para obtener resultados sobre el indice
cromdtico a partir de resultados conocidos sobre el nimero eromatico. Al igual que
en ¢l problema de coloracidn de vértices, la obtencidn de una buena cota inferior es
directa, al observar el grado maximo de la grifica Ag, para obtener x,(G) = A(G)
[BCL69, pdg. 245], cl caso dificil resulta ser la cota superior.

Algunas cotas del indice cromatico para ciertas clases de graficas son las siguientes

[WV00, pags. 242-243):

Teorema 4.1 See C, un ciclo y Ky una gréfica complela con n vérlices, enlonces

) _J 2 sin es par,
XaCn)= { 3 sin esimpar.

cy_Jn=1 sin es par,
Xa(Hn) = { n sin es impar.

Otro gjemplo es el indice cromitico para graficas bipartitas completas que se puede .

verificar facilmente [FW77, pig. 24).
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Teorema 4.2 El indice cromdlica de lus grdficas bipartitas completas K,, estd de-
terminado por

Xa(Krs) = max{r,s}.

De hecho el teorema 4.2 es un caso especial de un teorema encontrado por D. Kénig
en 1916 ([WilB3, pig. 128) 6 [FWT77, pdg. 25], que acota el indice crom4tico para
grificas bipartitas generales y que dié inicié al estudio de la coloracidn de aristas

como tal,

Teorema 4.3 Si G es biparlila, entonces las aristas de G pueden colorearse con

Ag colores.

Demostracién: Por induccién sobre el nimero de aristas. Sea G una grafica
bipartita, es suficiente probar que si todas las aristas de G excepto una, han sido -
coloreadas usando a lo mds Ag colores, entonces existe una Ag-coloracidn de aristas
en G.

Supongamos que todas las aristas de G excepto una han sido coloreadas con uno
de los Ag colores dados. Sea a = (v, w) la arista no coloreada, entonces debe existic
al menos un color no asignado a las aristas incidentes al vértice v, y al menos un
color no asignado a las incidentes a w. Si el color faltante en las aristas incidentes a
los vértices v y w es el mismo, entonces es posible usar este color para colorear a y
la demostracién termina. En caso contrario, sea a un color no usado en las aristas
incidentes a v y sea 8 (# a) un color no usado en las aristas incidentes a w; sea

H,, la componente conexa de la subgrafica de GG, inducida por las aristas colorcadas
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con color o y 3, ¥ que contiene al vértice 1. Obsérvese que Hy, tio contiene a v}
si este fuera ¢l caso, entonces la trayectoria de w a v mds la arista (v, w), formaria
un ciclo de cardinalidad impar, lo cual contradice el hecho de que G es bipartita.
De forma que, podemos intercambiar los colores a y § en H,, sin afectar al resto de
la coloracion para finalmente asignar el color a a la arista a, completdndose asi la

demostracion.

- 4.2 Acotando el Indice Cromatico

el primer resultado que acota el indice cromitico de una grifica general se debii
a C. E. Shannon, quien en 1949, lo demostré inicialmente en el contexto de redes

eléctricas.

Teorema 4.4 (Teorema de Shannon) Si G es una multigrdfica, entonces

3
XA(G) < EAG»

La demostracién del teorema 4.4 puede encontrarse en [FW77, pags. 33-34), y se
puede deducir del teorema 4.6.

Para ciertas gréficas con aristas miiltiples cl teorema 4.4 proporciona la mejor
cota superior; sin embargo, si se restringe a gréficas simples, se pueden obtener
cotas considerablemente mds ceiidas para el indice cromiético, la mds importante

de ellas es el llamado Tcorema de Vizing, demostrado en 1964 por V. G. Vizing e
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independientemente en 1967 por R. P. Gupta [FWT77, pigs. 30-32]; en el que se

determina e! indice cromdtico a través del grado maximo de la grafica.

Teorema 4.5 (Teorema de Vizing) Si G es una grdfica simple, entonces

AgZx,(G)SAg+ 1.

Demostracién: Obsérvese que se necesitan al menos Ag colores para colorear Jas
aristas incidentes a un vértlice de grado maximo. Para demostrar que X ,{G) < Ag+1
se usard induccion sobre el niimero de aristas de G; mds precisamente, se demostrari
que si todas las aristas de G menos una estdn coloreadas con Ag+1 colores, entonces

existe una (Ag + 1)-coloracidn de las aristas de G.

Sea H;; la subgréfica de G inducida por las aristas coloreadas con los colores i y
Jj- Supéngase que toda arista de G ha sido coloreada con uno de los Ag + 1 colores
dados, con excepcién de la arista a3 = (v,u;). Entonces debe existir al menos un
color & no usado en las aristas incidentes al vértice v, ¢ igualmente, debe existir
al menos un color B; no utilizado en las aristas incidentes a w;. Si el color & es
el mismo que el color Ay, entonces se puede tomar este color a para colorear ay,
completandose la demostracién.

Si en cambio, los colores a y By son distintos, sea a3 = (v, w;) una arista incidente
a v coloreada con el color f); esta arista existe, ya que de otra forma el color
no sc utilizarfa en v y w), contrariamente a lo supuesto. Ahora, asignese a a;
el color B y decoldrese la arista a;. Podemos entonces asumir que los vértices

v,w, y w; perlenecen a la misma componente en H, 5, ya que de no ser asi, se
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puede intercambiar los colares en las aristas de la componente que contiene a wy sin
alterar el eolor de ay; esto significaria que es posihle asignar ol color a a la arista a4,
completando asi la coloracidn de Jas aristas de G.

Ahora, sea J; el color ho usado en w;. Se puede suponer que f; ya ha sido usado
en v, ya que en caso contrario es posible tomar 8; para colorear g, concluyéndase
la demostracidn. Sea ag = (v, w3) la atista incidente a v, coloreada con color 3;. Es
posible quitat el color de 1a atista az y asignarle este color §8; a fa arista a;. Siguiendo
el mismo argumento que en <l paso anterior, se puede asumir que los vériices v, wy

y w3 pertenecen a la misma componente conexa en H g,.

Si se repite el procedisniento anterior, eventualmente encentraremos un vértice
wy adyacente a v, tal que la arista a; = {v, wx) no estd coloreada y el color §; con
i € k~ 1 no se haya utilizado en ¢l vértice we. Como hicimos anteriormente, ya
que log vértices v, w; y w;yy pertenceen a la misma componente conexa C de Hy 4,4
tal que @ no ha sido usado en v, ni B en Wiy ,de donde se deduce que C debe ser
una cadena de v a w;y; que pasa a través de wy, y que conliene inicamente aristas

con los colores a y f§; alternadamente {figura 4.1}. Es claro que, csta cadena no

Figura 4.1. Representacién de C.

coniiene a we, ya que B no se ha utilizado en wi. De dende, sesigue quesi C es una
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componente conexa de [{, s que contiene ai vértice wy, entonces C y C son ajenas.

Por lo que, cs posible intercambiar los colores de las aristas en C, coloreando la

arista a, con el color e, completandose asi la demostracion.

Vizing también obtuvo una cota superior para el indice cromitico de multigraficas,
la cual es algunas veces mejor que la cota dada por C. E. Shannon inicialmente. La
versién del teorema de Vizing para multigrificas involucra la multiplicidad p de la

multigrdfica, estableciéndose como sigue:

Teorema 4.6 Si M es una multigrdfica con grado mdrimo Ay y multiplicidad g,

enlonces
Apr S x, (M) £ Apr + (M},

Este leorema, que también obtuvo independientemente R. P. Gupla, es clara-
mente mejor que el teorema 4.4 cuando M ¢s una multigrafica con g £ Apy.

Para finalizar esta seccién demostraremos el teorema 4.4 usando el teorema 4.6.

Demostracién (del teorema 4.4): Sea Af una multigrdfica tal que x (M) = k.
Se puede suponer que x,(M —a) = k — |, para cada arista a € M, borrando
suficientes aristas de M (si es necesario). A partir del tcorema 4.6 se sigue que k <
Aps+ py por lo que deben existir dos vérlices 1 y v para los cuales s(u,v) 2 k~ Qpy.

Colorcar ahora todas las aristas de M excepto una arista a de las que unen u

con v; dicha coloracién puede hacerse con & — 1 colores, ya que x (M —a)=k— 1.
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Ahora el nimero de colores no adyacentes a u 6 a v (6 a ambos) no puede ser mayor
que (k— 1) — (n -1}, lo que a su vez vs menor que Ay, ya que k < Apg + p1. Pero,
el nimero de colores no adyacentes a u es al menos (k—1) —(Ap~1) = k=Qpp, y
similarmente, el nimero de colores no adyacentes a v ¢s al menos k ~Aay. De donde
se sigue, considerando que que el mimero de colores no adyacentes a ambos u y v
es al menos 2(k ~ Apr) — Apr (recordando que el ntimero de colores no adyacentes
a ambos es menor que Ay), que como k > ‘,—‘AM, entonces 2(k — Ay) — Ap es un
nimero mayor que cero. Si asignamos uno de cstos colores no adyacentes a u y v
a la arista no colorcada que une u y v, lendremos coloreadas todas las aristas de
M usando solamente & — 1 colores, lo que contradice el hecho de que x, (M) = &,

verificandase el tcorema.

4.3 El Problema de Clasificacidn y las Graficas

Planas

Regresando a las graficas simples y al resultado mds importante en coloracién de
aristas, es decir, al teorema de Vizing (teorcma 4.5}, tenemos que el indice cromatico
de cualquier grifica G con grado maximo Ag nos preporciona inmediatamente una
forma simple de clasificar Jas grificas en dos clases de la siguiente manera: sea G
cualquier grafica simple; si x ,(G) = Ag, se dice que la grifica G es de Clase 1.
Mientras que si x,(G) = Ag + 1, sc dice que la grifica G es de Clase 2. El
Problema de Clasificacidn es entonces el problema de decidir, que graficas son

de clase 1 y cuales son de clase 2.
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Ejemplos del problema de clasificacién resultan inmediatos de la definicidn de
los indices cromiticos de las grificas completas y los ciclos, que son de clase 1
si su nimero de vértices n es par y pertenccen a la clase 2, cuando n es impar.
Otro ¢jemplo es el leorema de Kdnig (teorema 4.3), que establece que las grificas
bipartitas son de clase 1.

La importancia y dificultad de este problema comienza al parecer cuando su
solucion implica el teorema de los cuatro colores; al deducirse de los resultados de P.
G. Tait (teorema 3.5), que el tecrema de los cuatro colores es equivalente a establecer
que cada mapa ctibico es de clase 1.

A través del problema general de decidir cuales grificas pertenecen a laclase 1 y
cuales a la clase 2 que todavia no esta resuelto, se observa que las graficas de clase
2, son relativamente escasas. Un resultado de este tipo se debe a P. Erdés y R. J.
Wilson, quienes probaron que la probabilidad P(n)} de que una gréfica aleatoria con
n vértices sea de clase 1, tiende a ser 1 cuando n tiende a infinito; con lo que podemos
decir que la mayoria de las grificas son de clase 1, Sin embargo, el pr&blema de
decidir cual clase contiene mids grificas dado el grado maximo Ag, es mis dificil y
no se tienen progresos sobre él, ignorindose incluso para el caso en que Ag = 3.

Es natural pensar que entre mds aristas tenga una grifica, es mas probable que
sea de clase 2. Esta idea, se expresa precisamente en el resultado siguier{te, lo que

. o2

nos da una condicién suficiente para que una grifica sea de clase 2 [FW77, pag. 37).
Teorema 4.7 5i G ¢s una grifica lal que m > Ag[ln], enlonces G es de clase 2.

Demostracion: Si G es de clase 1, entonces cada Ag-coloracién de sus aristas

particiona el conjunto Ag en a lo mds Ag clases cromaticas. Pero el nimero de
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aristas en cada clase cromitica no puede ser mayor a -‘z-n, ya que de otra forma,
dos aristas en una misma clase cromatica serian adyacentes, de donde se sigue que

m £ Aglin).

Si nos restringimos a grificas planas, encontramos que es nuevamente V. G.
Vizing quien aporta el teorema mds importante, Antes de esto el propie Vizing,
usando el hecho de que cualcuicr grafica plana contiene un vértice cuyo grado es a

lo mds 5 (teorema 2.1) probd en 1965 el siguiente teorema [FW77, pig. 106):

Teorema 4.8 Si G es una grdfica plana con grado mdzimo Ag > 10, entonces G

es de clase I,

En ¢l mismo aiio, V. G. Vizing deinostrd cl siguiente teorema que supera al anterior,

Teorema 4.9 Si G es una grdfica plana con grado mdzimo Ag 2 8, entonces G es

de clase 1.

Como referencia, la demostracion de este teorema sc encucntra en [FWT7, pags.
106-107).

El teorema 4.9 es el mds importante hasta el momento dentro del problema.
de clasificacion para graficas plr;nas. Una consecuencia de este teorema surge al '. .

preguntarse que sucede si ¢l grado maximo de la grafica es menor que 8. No es.muy
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dificil observar que si el grado miximo de G es 2.3,4 6 5, entonces G puede ser de
clase | 6 de clase 2. Ejemplos de graficas planas de clase 2 son las gréficas obtenidas
al insertar un vértice en cada arista de el tetraedro (Ag = 3), el octaedro (Ag = 4),
el icosacdro (Ag = 5), y los ciclos impares (Ag = 2). Sin embargo, el problema de
determinar lo que sucede en graficas con grado maximo 6 6 7 estd todavia abierto.
Aunque al respecto V. G. Vizing presentd la siguiente conjetura, que es conocida

como La Conjetura de las Graficas Planas.

Conjetura 4.1 (Conjetura de las Graficas Planas) Si G es una grdfica plana

con grado mdzimo Ag > 6, entonces G es de clase I.

Desde luego, si esta conjetura es cierta, entonces las graficas planas con Ag >
7 'son de clase uno. Suponicndo que no es ficil demostrar La Conjetura de las
Grifica Planas, se ha seguido la idea de resolver parcialmente el problema en clases
especificas de graficas. Intentando acotar el niimero de vértices de cierto grado en
una gréfica S, Fiorini demostré en 1974 que si G es una gréfica plana de clase dos con
Ag =T, entonces G debe tener al menos 6 vértices de grado 7. Esto hace suponer
que el restringir el nimero de vértices de grado maximo, puede llevar a obtener

buenos resultados [FW77).
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Capft_lilo 5
Coloracién Total

Un uno sdfo es un uno,
pero uno y una son lres,
Si no fueras (6 como eres,
tan cristalina como es

el agua no fuera el agua
ni fueran dos y una tres.

Renato Leduc.

Aqui se presentan los resultados principales que acotan el niimero cromatico total.
Corﬁo se ha hecho anteriormente nos centraremos en las cotas superiores, para fi-
nalmente demostrar los teoremas més recientes haciendo uso del grado mdximo de
la gréfica a través de la idea de extender coloraciones de vértices. Particularmente

para esta parte, se utilizaron las siguientes referencias [San91] {BCC67), [Che90] ¥

{Hin90).
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5.1 Primeros Resultados

En lo referente a coloraciones totales, es facil observar que un vértice de grado
maximo cs incidente a Ag aristas, por lo que son necesarios al menos Ag colores
para colorear las aristas y un color mds para colorear el vértice en ¢l que inciden,
lo que implica directamnente una cota inferior para el nimero cromatico total; sin
embargo, la obtencién de una buena cota superior para este nimero, ne resulta tan

directa, la cota perfecta se establece en la siguiente conjetura:
Conjetur;n 5.1 §i G es una grdfica simple, entonces x,(G) £ Ag + 2

La demostracién a la conjetura 5.1 elaborada por M. Behzad en 1965, e indepen-
dientemente V.G. Vizing en 1968, lamada la CONJETURA DE LAS COLORACIONES
TOTALES sigue siendo la inquictante meta para los que trabajan en esta drea de la
teoria de las graficas. Asi mismo M. Behzad y V.G. Vizing extendieron su conjetura

a multigraficas con multiplicidad p(G), de la siguiente forma:
Conjetura 5.2 Si G es una mulligrdfica con multiplicidad p(G), enlonces
x{G) S Ag+H(G) +1

M. Behzad, G. Chartrand y J.K. Cooper en 1967 determinaron el niimero cromitico
total de algunas graficas: las graficas completas y las bipartitas completas; lo que

constituye el siguiente teorema [BCC67].

Teorema 5.1 El niimero cromdtico total para las grdficas completas Ky, y las grdficas

biparlitas complelas K, esta delerminado por:

_§ A&, + 1 sin esimpar,
xelKn) = { A, +2 sin es par.
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A +1 sing m,
Ay +2 sin=m.

Xp(fnm) = {

Posteriormente, se da el siguiente teorema para ciclos por Vijayaditya [Vij71}, com-

pletado por M. Behzad en 1971 [Beh7l].
-Teorema 5.2 Sea C), un ciclo, entonces

_[ 3 sin=0 (mod3),
XT(C")—{4 sin#0 (mod 3).

Una generalizacion de este resultado para ciclos fué dada por J. C. Meyer en 1976
[Mey76). J.C. Meyer considera el producto cartesiano de un ciclo con r vérlices y
una grafica nula de n vértices, que denotaremos por €, @ Na. La gréﬁca Cr® Ny
se obtiene remplazando cada vértice v; del ciclo por un conjunto independiente de
n vértices S; (la grafica nula), uniendo posteriormente, cada parcja de vértices que
pertenccen a conjuntos consecutivos S; y Siy1. Obsérvese que estas grificas son
2n-regulares y en particular cuando n = 1, la grifica es ol ciclo ordinario, clasificado
anteriormente por M. Behzad.

Teorema 5.3

2n+2 sin>2yr=4,
xAC O Ny} = { gn-fl sin22,r#4y(rn) #(7,2),

sin=2yr=17,
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Antes que osto, en 1971, M. Rosenleld considerando varias clases de grificas, probé
que las graficas k-partitas balenceadas complelus, satisfacen la conjetura del niimero
cromatico total [RosT1). Estas graficas se definen como graficas k-partitas en las
cuales cada uno de los k conjuntos de la particién tienc n vertices, cada vértice
conectado a todos los vértices que estdn en diferente conjunto. En este mismo
articulo M. Rosenleld demostrd que las graficas 3-partitas completas (donde los con-
juntos de la particion pueden tener distintos tamaiios) y las graficas con Ag = 3

también satisfacen la conjetura del nimero cromitico total.

Teorema 5.4 Si G es una grdfica k-parlita balanceada complela, una grdfica 3-

partita completa o una grdfica con grado mdzimo 9, entonces x,(G) £ Dg + 2.

En el mismo afio N. Vijayaditya indecpendientemente demostré la misma cota para
grificas de grado maximo 3 [Vij7l]. En 1977, A.V. Kostochka probé la conje-
tura para multigraficas con grado maxime 4 [Kos77], y M. Behzad extendid a
multigrificas el caso de las graficas con grado miximo 3 [BehT1).

En 1972, R. Lasker y W. Hare elaboraron una generalizacién del resultado para
grificas k-partitas balanceadas completas [LH72]. Conjetura que fué probada con

una ligera modificacién por J.C.Bermond en 1974 (Berm74).
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Teorema 5.5

(Kuxm) = Akpum +1 sin esimparo sin ym son pares conn # 2,
Xrifaxml = ARpum +2 5in =2 0sin es par y m es impar.

H.P. Yap, en 1989 extendis el resultado de M. Rosenleld sobre las grificas 3-partitas

completas con el siguiente teorema {San9l, pags. 28-29):
Teorema 5.8 Sea G una grdfica k-parlita complela, entonces x,(G) € Ag + 2.

Demostracién: Sea G una gréfica k-partita completa con particién G = {0y, 04,...,0:}
donde | O; |<| Oiys [ parai=1,2,...,k~1. Setiene que Ag =n— | O; ). Témese
8§ = Vp,. Entonces | § |=| O |> n — Ag — 1 de donde se sigue ¢l resultado a partir

del siguiente lema [YWZ89):

Lema 5.1 Si ung grdfica G conliene un conjunto independiente de vérlices S fal

que | S |2 n—Ag -1, entonces
xr(G) < Be+2.

Demostracién: Sea M un acoplamiento maximal en G \ S y sea G’ la gréfica
obtenida al agregar un nuevo vértice w @ Vz a G\ M y las aristas que unen w con
racda vértice en G' \ S. Por esta construccion se tiene que Ag +1 > Ag 2 Ag.
Entonces si Agr = Ag, por ¢l teorema de Vizing para multigrificas ( 4.6) x,(G') £

Ser4 1 Por otra parte, si Ag: = Ag + |, entonces G’ es un bosqie y por lo tanto
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x4(G) = Ag+1. Consecnentemente, se puede extender una coloracion de las aristas
de G', asignando el color de las aristas (w,v) a los vértices v € Vg\s ¥y un nuevo

color o para los vértices en § ¥ las aristas de M.

Como se observa, el teorema 5.5 es un caso particular del teorema 5.6.

Continuando con las grificas A-partitas en 1992 K. .. Chew y H. P. Yap de-

mostraron el siguiente tearema [CY92)
Teorema 5.7 Si G es una grdfica k-partila completa tal gue | Vg |= 2r—1, entonecs
Xr(G)=Ac+1.
[ ]

A.G. Chetwynd y A.J.W. Hilton extendicndo resultados de coloracion de aristas,
enconiraron nuevas clases de graficas que satisfacen la conjetura de las coloraciones

totales [CH88] como la siguiente:

Teorema 5.8 Sea G una grdfica regular, Si G tiene orden impar yAc 2 & | Vo |

o si tiene orden par y Ag = 3| Vg |, enlonces
X-(G) S A +2.
.
Otra clase de gréficas en las cuales la conjetura 5.1 ha sido casi resuelta, son las

graficas planas, para las cuales 0.V, Borodin obtuvo el siguiente resultado {Bor89).
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Teorema 5. Sea G una grdfica plana simple, entonces
Ag+2 sidg ¢ {6,7,8),
x2(G} < { Ac+3 siAge {6,7,8).
a

En el mismo articulo O.V. Borodin muestra, que si G es plana simple con Ag 2 14,
entonces x,(G) = Ag + 1. En [San91] A. Sinchez-Arroyo actualizs el teorema 5.9
al caso en que Ag # 6 y T.

Concluiremos esta seccidn con ¢l siguiente teorema de A.G. Chetwynd y R.
Haggkvist [CH88] para grificas sin tridngulos (que no contienen ciclos de cardi-

nalidad 3). Que tiene origen en la coloracion de listas.

Teorema 5.10 Si G es una grdfica sin tridngulos, enfonces

x(0) € 38042

5.2 Las Cotas Superiores

El primer resultado publicado sobre las cotas superiores se debe a M. Behzad, G.
Chartrand y J.K. Cooper en 1967 (BCC67) en el que mostraron:

Teorema 5.11 Para cualquier grifica G
X+(G) £ x(G) +x,(G)

con igualdad sélo si G es bipartita.
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Demostracién: Supdngase que G no cs una grifica bipartita y \,(G) = x(G) +
X4(G). Considérese una coloracién é de los vertices de G con clases cromaticas
W, Va,..., Viig)i ¥ una coloracién i de las aristas de G con clases cromiticas
E,,E,,...,Ex‘(g,; donde V; # E;. Entonces *@ + ¢ es una coloracién total de
G.

Ahora, como x{G) = 3 tencmos que para cada a € £y existe algin V; cuyos
vértices no son incidentes con a. Si cada arista de £ se colorea con dicho color
V., entonces la coloracién resultante forma de nuevo una coloracién total propia.
De forma tal que el color de E| podria borrarse de la coloracién total, por lo que

X+G) < x(G) + x,(G).

Usando el teorema 4.2 de Kénig para graficas bipartitas B, se deduce que x,.(B) <
Ap + 2, obteniéndose la conjetura 5.1 para gréficas bipartitas. Por otro lado, este
teorema es una cota directa para el niimero cromatico total, que junto con el teorema
de Brooks para coloracidn de vértices, y el teorema de Vizing para coloracién en
aristas hace posible que se pueda deducir la cota x,.(G) < 244 cuando G es una
grafica no completa con Ag > 2. Més aiin, del argumento de extender una coloracion
de vértices dada a una coloracién total, Sanchez-Arroyo obtuvo el siguiente resultado

[San91, pig. 43):

Teorema 5.12 Para cualquier grifica G

X:(G) S Xa(G)+ [3x(G)] +1
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Demastracién: Supéngase que x(G) = 2k + 1; a continuacion se mostrard como
recolorear las primeras k clases crométicas en la coloracion ¢ por aristas, usando
induccién sobre k.

Si k =1 dsese la demostracién del teorema 5,11 para x{G) = 3. Ahora, por
la hipétesis de induccién solo nos resta recolorear E;. Obsérvese, que el mismo
argumento funciona, es decir que para cada arista @ = (4,v) € Ej cxiste una clase

cromatica V} tal que ninguno de sus elementos es incidente ni adyacente a a. Para

Figura 5.1.

ver esto obsérvese que hay a lo mds k — 1 aristas coloreadas incidentes a u y v,
toméndose en cuenta los colores ¢(u) y ¢(v), se tiene que a es adyacente con a lo
mds 2k colores. De tal forma, que podemos recolorear a con algtin color digamos r.
Si cada arista de E; 52 recolorea con dicho color, entonces los conjuntos resultantes
forman una coleracién total propia. Esto se debe a que Ej es una clase cromatica.

Consecuentemente, el color de E; también puede ser eliminado de la coloracion

total, cumpliéndose:

XT(G) < X(G) + XA(G) -k
2414 x,(G)~ k

N

IA

xa(6) + [3x(6)] +1.
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Si x(G) = 2k los mismos argumentos muestran que se pueden recolorear A~ 1 clases

cromaticas de , obteniéndose el teorema.
a

A.V, Kostachka, en 1977 mostré para varias multigrdficas con grado méxima al
menos 6 [Che0], un teorema sobre el nimero cromatico total, andlogo al teorema

de Shannon de coloracién de aristas {Kos77a).

Teorema 5.13 Sea G una mulligrifica con Ag > 6 y Ag £ 9, Ag # 16, enlonces

3
x:(G) £ 3860

Un resultado parecido a éste es un corolario de los teoremas 5.1 y 5.12, referido en

[Che90).
Teorema 5.14 Si G es cualguier grdfica, enlonces

3
x:(G) S 580+2.

Demostracién: A partir de los teoremas 3.8 y 5.12 se obtiene que si G no es

completa

XA < xd6)+ [x(G)] +1

2

Aa+l+:,l!-Aa+l=;Ac;+2
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Estc teorema fue probado por primera vez por Il. R. Hind en 1988. Utilizando
el argumento que usé en su demostracion, obtuve la mejor cota superior conocida

hasta la fecha, que se describe en el siguiente teorema.

Teorema 5,15 Si G es una grdfica simple, enlonces
x+(G) < x,(6) +2[V/Aa]

La demostracidn de este teorema seri el objeto del siguiente apartado.

Para gréficas simples regulares, AG. Chetwynd y A.J.W. Hilton demostraron el

siguiente resultado para grificas con grado maximo grande {CHS8],
Teorema 5.18 Si G es una grdfica regular con Ag > 2 | Vi |, enfonces
xr{G) < Ac+3.
=

Chetwynd y Higgkvist, en 1992, probaron que el nimero cromatico total para una

multigrifica excede al indice cromdtico en la minima { entera tal que ¢! > n [CH92].

_ Teorema 5.17 Sea G una mulligrdfica y sea t el minimo nimero entero para el
cual ! > n, entonces

X7(G) 2 x,(G) + 1.
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En el mismo aiio, ilind demostrd ¢l siguiente resultado que es la mejor cota superior
cuando | Vg | es bastante grande y Ag es grande con respecto a Vg, es decir para

las lamadas graficas densas [Hin92).

Teorema 5.18 Sea G culaguier grdfica, enlonces

x,(G)saaarz['-ZLG‘]u.

5.2.1 El Teorema de Hind

Este apartado esta dedicado a la demostracién del teorema que constituye la mejor
cota superior en términos de x(G) pata el nimero cromatico total conocida. Se
denota por £ |p a la coloracidn ¢ restringida al conjunto R. Para la demostracién

de este teorema se utiliza el siguiente lema.

Lema 5.2 Sea #H = (Vy,Ay) una grdfica de clase uno. Si W es un conjunto
independiente de verlices de H, y ¢ : W — {1,2,...,An} es una coloracidn, en-
tonces eziste una coloracidn propia de W U Ay que usa a lo mds Ay + 1 colores,
p:WUAy = {1,2,...,A4} U {a) tal que:

Loly=¢.

2. Sia=(u,v) € Ay yyla)= a, entoncesu € W dve W.

Demostracién: Por induccidn sobre Ay. Sea H una grafica de clase uno; nétese

que si Ay = 1, las aristas de / forman un acoplamiento M y el lema se cumple
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al asignar a M el color o, dejando ¢ color 1 libre para colorear los vértices de W,
- Supdngase entonces, que ¢l lema es cierto para todas las graficas de clase uno, con
A < kysea Ay = k. Como H es de clase uno, entonces existe una coloracién por

aristas

C'(H) = (Ery Ezyveer Ex).

Considere ia grafica H' formada por los primeros k — 1 acoplamientos,

H' =H\E = (VH,UE.-) .

i=1

y sea W' el subconjunto de vértices de W coloreados con los colores del 1 al k — 1,
es decir

W={weW:éw)e{l,2....,k-1}}.

Como H’ es nuevamente una grifica de clase uno, por hipétesis de induccidn, pode-

mos extender ¢ |y a una coloracién propia:
¢ WU Ay - {1,2,....k=1}u{a},

donde '(a) = a solo si a es incidente a un vértice en W' (figura 5.2).

Figura 5.2. Coloracién de (.
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Podemos entonces definir la coloracion p; de 3" U Ay como sigue:

wilw = o
@, = ¥
wi(a) = k paraa€ £

Si ¢, es una coloracién propia, la demostracién termina, de otra forma ¢, no es
una coloracién propia, por lo tanto existe una arista {vg, v;) incidente a un vértice
vo tal que ¢{ve) = k y 1(vo.vy) = k. Consideremos el (tinico) (k, a)-camino que
contiene a vy

Py=fvo,v1,v0,0.0,0).

Figura 5.3. {k, a)-camino que contiene a vo.

Usando ahora la condicidn (2) aplicada a H’, se puede concluir que vp € W\ W/,
ya que v, tiene color &, v, ¢ W pués vg € W y W es un conjunto independiente,
vz € W', ya que (v;,v2) tiene color a y vy € W’. Si seguimos este razonamiento se
concluye que vy € W’ y ¢n{vaio1,v2) = & para toda i tal que 1 <@ < |5,

Procédamos a intercambiar los colores k y o asignados a las aristas en P;, evitando
asi que @1 (vo) = k y wi(veui) = k.

Este intercambio no genera que otro vértice y otra arista incidentes tengan el

mismo color &, ya que solo seria posible si ¢{v;) = £ y ¢i{vioy,») = a, lo que
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significaria que una arista con color a no es incidente a W,
Si r es par, entonces v,) € Wy v, € W' por Jo que py(ve_z o) = b y
©1(Vret,v,) = a; y si r es impar, entonces v,y € W' y v, € W, por lo que

?1(Vre2stro1) = a y witr-1,v,) = &, entonces para toda 0 £ i £ r — 1 defini-
mos: )

a siies par,

alvis v ) = { k siiesimpar.

¥2 = en otro caso.

Claramente 3 satisface (1) y (2), ya que vo € W y W es un conjunto independiente
de donde se sigue que no hay una arista incidente a vg con color & en @y, por lo que
no existen aristas incidentes a vy con color & en 2.

Del hecho de que P; es un camine maximal se sigue que no tenemos aristas
incidentes a v, ademas de (v,_y, v,), que estén coloreadas con color &£ 6 a. Por lo
que iz tiene menos aristas y vértices incidentes con color £, que 1.

Como nuestras graficas son finitas, si repetimos este argumento para ; que
contenga un vértice y una aristas incidentes con el mismo color k este proceso

termina en un niimero finito de pasos con:
w=p WUAg - {1,2,...,k} U {a}
una coloracién propia que satisface las condiciones (1) y (2).
]
Pasaremos ahora directamente al teorcm§ de Hind, la demostracién que aquf se

presenta sigue la misma idea publicada por Hind en 1990 [Hin90], aunque en una
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forma mds general. Para ver esto escribiremos primeramente el teorema publicado

por Hind.

Teorema 5.19 (Teorema de Hind)} Para cualquier grifica G,

x+(6) < x,(6) +2 [Vx(@)] -

A diferencia de dicho articulo, en el que Hind divide esta cota en dos teoremas, lo

escribiremos de la siguiente forma:

‘Teorema 5.20 Sea ¢ : Vg — {1,2,...,p} una coloracién propia de Vg con p =
x(G), entonces ¢ puede extenderse a una coloracidn ¢ : VeUAg — {1,2,...,x.(G)+
2y}

0, escrito de otra forma,

Teorema 5.21 Toda coloracidn de vérlices de una grafica con p colores puede ex-

tenderse a una coloracidn tolal que usa a lo mds x ,(G) + 2[/P| colores.

Es preciso notar que la demostracidn del teorema 5.19 se extiende de manera natural
para demostrar nuestro teorema. La nica aportacion de nuestra parte es la formu-
lacidn a un contexto mds general del mismo (extendiendo coloraciones de vértices)

y de su demostracién.
Demostracién: Sea G una grifica de clase uno, con grade mdximo Ag.

Considerese una coloracién propia de vértices

¢: Vg — {112-“--17}.
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con clases cromaticas ¥y, 14,...,V,.
Similarmente, sea
YA — {1,2,...,q},
una coloracin propia de aristas con clases cromiticas £y, By, ..., E,.

Paral £ k £ p, seam = [E]. Si & divide a p tenemos una particidn de
{1,2,...,p) en k subconjuntos de tamafio m, digamos I}, fz,..., Ix. Si k no divide
ap tendremos Iy, Iz, ..., J1-1 subconjuntos de tamafio m y un conjunto J; de tamano
P-(k=1iE <m.

Para cada i = 1,2,..., k contriyase las subgréficas

Gi= (va. U E.-).

iel,

QObsérvese que por definicidn, Gi es una subgrifica de G de clase uno con grado
maximo a lo mas m. Definamos subconjuntos de vértices W;, donde un vértice v
estd en W si d(v) € I,

Sea

F(G) = {(u,v) € Ag,Ju € W;,v e W},
es decir que F(G;) es el conjunto de aristas en Ag, con vértices extremos con color
en [;, y sea
G = (Va, F(GW)),
entonces cada G} es una grafica con grado maximo menor o igual que m, y por
ser de clase 1 tiene una coloracién propia por aristas i; con m colores, diganios

{81,821 Bm}-
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Figura 5.4. Representacién de G; y G!.

Ahora extendicndo 1; a una coloracién total ; de G;. La gréfica
G = (Ve, Ag, \ F(G2))
satisface la condicidn del lema 5.2, por lo que ¢ |iy, pucde extenderse a una coloracién

¢ Wi U{dg, \ F(G:)) = Liufai}.

Figura 5.5. Representacion de GY.

Combinemos ahora las coloraciones i y @; sobre W;U(Ag, \ F(G:)) para obtener

una coloracidn total propia ¢; de G; que salisface
?i b= 6 lw,

wit WiUAg, — ;U [01'} U{Ehﬂh'”vﬂm}'

74



Nétese que para cualquier i, j (i # j): vi(a) € {31.32.....0n]} si el color de amhos
vértices extremos de a pertenece a [; ¥ p;(a’) € {A,82,--..3m} si el color de los
vértices extremos de a’ pertencce a f,. Claramente ¢ y @’ no pueden ser adyacentes,
ya que ;N I; = B; por lo que podemos decir que todas estas coloraciones son ajenas

y {B1.Fa-.., B} se usan en cada una de ellas,

Figura 5.6. Coloracién ;.

St unimos ahora las coloraciones y; (que tienen la coloracién de vértices ¢ en

comin). Podemos definir la siguiente coloracion total propia:
@ lve= & lvas

©la,= ®i lag,
piVeUAg— {1,2,...,p} U {anaz .y} U {AL By ooy B )

Por lo que el niimero de colores usados estd acotado como sigue:
2 3
x:(6) < p+ [E] + 4+ (g - )

es decir

x(G)Sq+ [-ﬂ} k,
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En este momento ta demostracién esta terminada, al considerar k = [,/p]. entonces

[&]+ et =erva.

por lo que

xr(G) £ x,(G) +2[ /7]

5.2.2 Despliegue de Colores

El objetivo esencial de este apartado es la demostracién de un teorema debido a
Sanchez-Arroyo, que aporta una cota superior para la coloracidn total de grdficas
generales con la idea de extender una coloracién de vértices, a una coloracién total.
Dicho teorema puede encontrarse en [San91). Sea R C Vg, se considera comoa C R
a una arista @ € Ag cuyos vértices exiremos pertenecen a R,

Los siguientes lemas son la parie bisica de la demostracion de dicho tearema,

siendo el segundo la generalizacion del primero.

Lema 5.8 Sea G = (Vg, Ag) una multigrdfica conAg £ 2, seaW C Vg, yod: W —
{1,2,3,4} una coloracidn parcial de vértices de G. Entonces existe una coloracidn
de aristas i : Ag — {1,2,3,4} lal que U ) es una coloracion propia de W U Ag y
sip(a) =1, entoncesa C W.

Demostracién: Sea G una multigrifica tal que Ag < 2, entonces G estd formada

por una familia de caminos y ciclos, por lo que es suficiente suponer el caso en que
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G es un ciclo. Definimos ¢, : V — {1,2,3,4} como

_J dlv) siveW,y
#i(v) = { 1 en caso contrario.

Consideremos entonces dos posibilidades:

1. Supdngase que existen los vértices u,v y w consecutivos en el cicle de forma
que ${u) # $(w) y ¢:1(w) # 1. Ahora, asignemos el color ¢(w) ala aristva
(u,v); posteriormente, asignémosle color a las aristas (z,y) siguientes en el
ciclo en direccién de w, respetando los colores ¢,(z) y di{y). Obsérvese que
cada arista, incluyendo la ditima (v,w), tiene tres colores prohibidoes, por lo

qtte podemos construir ¥ usando solamente los colores 1,2,3 y 4.

2. Supdngase que el caso (1) no sucede. $i G es un ciclo impar, ¢, solo usael color -
1; y ficilmente se puede construir 3 usando los colores 2,3 y 4. En cambio si
G es un ciclo par, entonces ¢ usa a lo mas dos colores y podemos canstruir 1

con los dos colores restantes.
»

El lema que sigue simplemente constituye la aplicacién del anterior a gréficas con

mayor niimero de acoplamientos.

Lema 5.4 Sea G = (Vg, Ag) una multigrdficasea W C Vg y ¢ : W — {1,2,3,4}
una coloracion parcial de vértices de . Supdngase. que existen k acoplamientos en
G tal que la subgrdfica H al borrarlos tiene Ay < 2, entonces eziste una coloracidn
de aristas  : Ag ~ {1,...,k+4} tal que $U) es una coloracion propia de W U Ag
v siP(a) =1, entoncesa C W.
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Demostracién: Si Ag < 2, el resultado es inmediato del lema 5.3, asi que supdngase
Ag 2 3. Sean Ey, Eg, ..., Fyyy, k acoplamientos tal que la grifica [/, obtenida al

borrarlos tiene Ay £2. Apliquémosle entonces ¢l lema 5.3 a H.

La demostracién del siguiente teorema aparece en [MS93] y es esencialmente la
misma que para el tecorema 5.23 que se demuestra en la seccidn siguiente por lo que

solo sera enunciado,

Teorema 5.22 Parg cualquier grifica G, cualquier coloracién de vérlices con p
colores puede extenderse a una coloracion total con nimero de colores menor o igual

max(p, x,(G) + & min(p, x,(G)) + 5-

5.2.3 Otra Cota

Recientemente se ha obtenido una cota que mejora el teorema 5.22. Esta se origina

de generalizar el lema 5.3 de la siguiente forma:

Lema 5.5 Sea G = (Vg5, Ag) una mulligrdfica con Ag = MyU M, U Ma, donde M;
es un acoplamiento para cada i = {1,2,3}), sea W C Vo y ¢ : W — {1,2,3} una

coloracidn parcial de vértices de G. Entonces eziste una coloracion
@: (WUA4g)— {1,2,3} U {a,0)

tal que:
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Leolw=¢,y
2, 8i p(a) = a, entonces a C W,

Den_wstracié'n: La idea consiste en extender la coloracidn ¢ a las aristas de G}
como Ag es la unién de tres acoplamientos, se puede colorear M; U M, con los
colares {1,2,3} U {e}. De la siguiente manera:
Obsérvese que M; U M; es una familia de caminos y cicles de longitud par; ahora
considere un ciclo de M;UM,. Definase ¢, : Vg — {1,2,3}U{a) talque ¢,(v) = ¢(v)
siv € W,y ¢)(v) = a en otro caso. Obsérvese que los caminos pueden colorearse
de forma que ¢, sobre los vértices no ha sido alterada. Esto se sigue del hecho de
que hay a lo mis dos colores prohibidos al iniciar la coloracién del camino.

Suponga que existen tres vértices u,v,w con colores consecutivos en el ciclo,
sean ay = {u,v},az,...,ax = {v,w} las aristas del ciclo; asignese entonces el color
é1(w) a la arista ay = {u,v}. En seguida se colorean las aristas 9; = {z,y} para
i =2,...,k una por una en forma consecu}.iva, a lo largo del ciclo, obsérvese que
hay a lo mds tres colores prohibidos al colorear a ai; estos colores son ¢ (a; — 1),
#1(z} y $1{y). Esto también se cumple para la dltima arista ax = {v,w} donde los
colores no disponibles, son {¢)(ax.1), ¢1(w), ¢ (v)}.

En caso de que no se tengan tres vértices consecutivos con las propiedades in-
dicadas en el parrafo antetior, entonces ¢; usa a lo mds dos colores en el ciclo y
es posible construir una coloracién total propia de M, U M, usando los dos colores

libres en b1,

2
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Finalmente, hace falta colorear My al que se le asigna cl color A sin ningin

problema, ya que no se ha utilizado anteriormente.

[]
Teorema 5.23 Si G es una mulligrdfica
(&)
%) < .0+ [42] 41
Demostracion: Sea G una multigrifica, ¢ : Ve — {V1, V,...,V;} una coloracion

de los vértices de G tal que x(G)=p, y ¥ : Ag ~ {E}, Ea,...,FE,} una coloracién
de las aristas de G tal que x,(G) = ¢. Porel tcorema de Brooks ( 3.8) y el de Vizing
( 4.5), podemnos suponer que p < ¢; Obsérvese los siguientes tres casos dependiendo

del residuo de la divisién 2.

Caso 1 Si p = 3k, para cada j = 1,2,...,k definamos el subconjunto W; C Vg con

tres clases crométicas de ¢; es decir,

3;
W= U %
i=3j-12
Anilogamente, se definen los subconjuntos A; € Ag con tres acoplamientos
de {£, Es,..., Bp); es decir
3j

4= U B ji=12..,k

i=3j-2
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Constriyanse alora las grificas ~
Gy = (Ve 4;)

donde para cada G se tiene que x,(G;) =3 y cada W; C Vy estd coloreado

con los colores {3j — 2,35 — 1,37}, Porel lema 2 cada G; tienc una coloracién
it WiUA; - {37 -2,3i - 1,3j}U {a, B},

con las siguientes propiedades

(i) w5 lw,= ¢,

(i) Si ;(a) = a,- entonces a © W;.

Obsérvese que el tinico color comiin en estas coloraciones ¢; es a. Por la

propiedad (ii), E. forma un acoplamiento en G, de donde se sigue que

oo { ¥ 'U.'.,“ £, bara Ejconi>p,
Pi

en otro caso,
es una coloracidn total propia de G que usa los colores

(1,2,'-..q}U {ﬁhﬂly-'-»ﬂk} U{Q]!

es decir ¢ + £ + 1 colores. Por lo que se cumple que

x+(6) < x,(0) + X8 41
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Caso 2 Si p = 3k + 1, apliquese ¢l Caso (1), tomnando p— I clases cromaticas en Vg,
para recolorear p ~ 1 acoplamicntos y recoloreando V;, con el color a (que no

se ha usado en los vértices, ni es incidente con V).
Entonces tenemos una coloracién total propia de G con g+ 2% + 1 colores,

ie.

x(@) € x @+ XDy

I

x.(G)+ IE%G—!J +1

A

Caso 3 Si p = 3k + 2, apliquese el Caso (1), tomando p — 2 clases cromiticas de
vértices y p ~ 2 acoplamientos. Restando por recolorear V-, V¥, a los que

asignamos los colores & y Biyi-

Entonces tenemos una coloracién con ¢ + 82 + 2, por lo tanto

%:(6) < x, @)+ [X2) 41
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Conclusiones

Parg crear, primero hay éuc creer

¥ para creer, primere hay que sentir,
para sentir, primero hay que crecer
y para crecer, se liene gue vivir,

Margarita Monray.

A través de la observacion de los tltimos resultados en Coloraciones Totales se

pttede notar que la idea que ha dando mejotes resultados consiste en aglutinar una
coloracién de aristas con una coloracién de vértices con los mismos colores, para
obtener una coloracidn total prepia con menos colores que la suma de ambos, con-
centrando el problema en cémo extender la coloracién de vértices para recolorear
las aristas de color impropio, agregando el menor niimero de colores posible.

El métado complementario de intentar extender una coloracién de aristas a una
coloracion de vértices no ha sido tan exitoso; sélo hace falta observar que para
extender una coloracidn en aristas a Jos vértices de una grafica completa se necesita
un color més por cada vértice, obteniéndose una coloracién con x,(G) + x(G), lo

cual es muy superior a x,.(G).

La idea de extender coloraciones tiene mucho por explorarse y creo que puede

dar lugar a nuevos resultados.
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Por otro lado, es notable que una gran parte de la investigacién en coloraciones
totales se inclina hacia la busqueda de cotas superiores para grificas densas.

En cuanto a Coloraciones en Aristas cabe decir que la investigacidn estd enfocada
hacia los Problemas de Clasificacidn, siendo cada vez mayor el mimero de familias

de graficas clasificadas.
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