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Resumen 

En el prescute trabajo se ex¡>loráun~ manera de estucliar la éstabllicl~~l cié un plasn1a 

res.istivo (r), vis~~so:(v).y·· tei'micanfont~ ~ondnct6~(cc); alit~!!>e!"tt;rh~ci611esp~q11eñas a 
- ,'· ,,·. ,•; :•. ''.,', ,·• .. : .·>·.<>·>"i'/r •'f:,:;.,:~:··-•::, >-.:.··::.:: . .'.,:!'·"•,;,· •:. 

¡iartir ele un est~:clo C:st~~i~1;nrio.'ii1i~ial, é~n .él~n1'~f~ci}lel':•¡;}ocl~Ío i11aglí.etohiclrodiiiámico, 
· · · .. -.. _·._ -· :·. ¡ · · .:: ·; ·:·' , .. _ .. :: · , :~,.- ;_~,.~:-_ ;-i ·;,: ·- :_.: --_-, • }_~:~: -~tr -~. ··.·'.;::~;: ·7:.~~r .. _ ... -~::¡~~,, j .. ~;-'.'.·. ·: <=> · ·:~;-_~-.:_ -· :_·. .. _. 

buscancib· 'há~~rlb ~Ie :1111aí{er~'.a1í~liti~n. ••LosYtrátiunientosenccintraclós .·en la literatura, 
_ _·:: '._:: ·. ,_ , ._ .:::-:·. , --~ \/--: x.·~: --._ ._L~·-"·. --\~:_;·-: ._ ;_.: J; .... '~i;~.~:-<--;s)~;·.'-.~~~~!}~~-:--"·~~~~~:>:. ·:--i~~-::·-.;~\:~;~-:-. :;,:._._:.< _::_:.·:·.' ·/.'~:.- ··<·: :. -

q11e. hace11. uso de,Ia;magnetol1icl¡:ó,~!ilíáqlié~'(1'IHpJ;.u~<ÍÜ~1nent(!n~ coúsidermi el conjllto 

;~:;~i~i~f tlilliiíi,ll~tff Jfti~~~: 
laH veces··· ele. ;;¡~~ ~~~l·~l:ié>;l· cd1!~ti (iitiA~!il~~. i;~clf-?~e~f ~~'~F~ói1]üí;tci;c~~ e~uaci6í1~s; ... En 

~! supuesto ele qu~i~~. velo~idacles::cie}Aif~én/élsci~íÍ~Í6,~'ía cl~i f1~1idoséiil{~iniil~re;;.son 
• . :. . ·-.· .: · ..'!"'.;-',. -- .:;~·~: .:· ·'.:·:~>,· ." ~;;~i.· '. :':::.-: .. ';·:-:. ;·: _,·r>\' .{ · './, . -:,' / ·:· · -.:::.·:.:.· '. ~··<: :-~! .. ~:· '. .·. -: .. / _. '. -~:.:._ ~ . 

las escala~ ele, tiempo• qné téslllt<ÍÍ1\~le• los'.)li'()~(:!sOs vis¿Ós~;)éslstivo Y.•:ae co;1clucCi6n ele 
~::'.:: • 'f '' - V.. ,-:,ti:. • ' .~·_:e-. 

calor,· ]as qué· imp~nen el (gric1~· ele in;p~~t~iícia' ele l~s tér.minos á.~o~i~clos· a.~Hos.'.'A id · 

'.:~:,~·:.;:;~~·~r~;~~~~6.::L:~:~~~·~='¡[}flili~~~ 
campo magnético 'se pl:cipagaÍl :-"la velocidad de Alfvén-; el ccicfoiité: entr(l•a.mh~~:·esta,bif:icé . 

_ ·- " ~ ~- 1·;:,<: .. :~.:~:'"f,¿:~'l '·.;'.º :·o.:;;• . 

el pal:ámetl'o,'~;-pai:~¡6's o;:cfonmÍlientoH. ?.• .;;,~~: \•;g ;'.'.
1
,;· , 

p~t;:,d:~;':':,:·~:~;":::: :::~;~¡;J~.~~~~~~J!~~~~~··· 
dos escalas, la miódacla a la vclociclacl ele Alfvén yla: .cara~terÍsÜca'tle)C,s' efe¿t¡:;~ ~lisij)átivós; 

que. se. c611siclerm1 independientes. A· los té¡·úÚ11~i{~ti::;ii1~ly~ijr )~.:tJ)~~. (~~~j:('~~·1~~l1~i~né 
un circlen difere1ite -mayor- al ;le lo~ cl~iuás. térn1inc\s:claclo ~¡tie ;~ co;1si~f~r~;~ue todos los. 

efectos son pequeños. 



R.e811llll'JJ 

Los desarrollos ;,;;, efectúau .frnsta orden clos. ·A orden cerci, se tieúe el estado esta

cionario. A prill;l'r ordcln.e obÚene ~ma ecua~ión paraJas .velocid~des.'c¡ue·.jncJuye el 

~~j~~;~2~1it;j~ll~~1t1~~11titilll~~~i~~ 
suponerse é¡tie' las sohlcipifos (J,..!~scgiiúdó ili.ieclm{encol1trál·se c011'i())ü1á:¡)royección:en el 

:~::':: ~,~:~;~~·~::~.t'f v,ti~:~~lf~i!:f liir:il1~}~'~::c.:~ 
:::::~::.~1:.~;1t~::~~~~ii"'.;~~'..W.t11}~\t~r~~j~![~i~J~i111~~~:~t~,:~: 
ele las soluciémés• y)p~i: e:Íi:Je,~jú e'.~tlLbfodaCI }i.·iliestábilidaCI ··.dél siste1i1~; .• · 

'•'> ', '".-("- .. ;·. ,·:·······,-~~:_: -··.;._,';.··-,··---- ,,·,~-·-·~;-:-;'':'·\"""'---~--.-··-.---<". 

""i.:.·:· 

1 a . incoíu¡iresihil i dad. St1 sqluci{111 •ésn.1~s •.co111pJicaclayi(.qü~•· pi·esen~a afoplamiento entre 

los· modos. P ~fi~ ~t<l,~s~.;f;~g~(J~.i~~Í~~c~}~P~~·t_ai~i,t~~~b,:~~;~J~H1iifa ;¡~\-;,
0

s'~I{!~lÓii ¡;esulta. de 

::::::~.f ,~¡l~~f ¡~f f 1;)¡~f ~¡~~1¡[~~l~~~~~~tj~:r1;~·~,i~BJ~r::::. 
de ún sistel11a,''cq11'.élisií)adóií sé' .. peiisafüí:.qÚela :¡íertúrbadóii,iha. a clecaer,;,suc!idieiiclo. lo 

• ,· ';, .. , .· ·· , ... ·1·'. :.L·'-·~ ; ·; -,_ ··'.. -. ···· · . ·-\··• · · . ,-·- • '· · . ' · :- ' \ ·- .. - . . ;· .\: . "· :. · ·' ;,·, '·,. ·, 

contrario. E~1 ¡¿ IÍ~~;;i~t{;i.~• 1~ai'&.'vicl~;u;ia ¡¡((que 'el· coni~Órt~i¡lie;1to cÍep~ií:de:fú~~temente 
: .. : ........... -: ~~,:-~.:-';'''• ':"···· :\. ;:·--·· .... '.:.-:::º - . . ,· . ·; ._.,.. · . .,'' .. ~ .. ''';;-,.' .. :· .•' 

imprácÚco y fú~i·a: Úel ~~¡)íritu i1~icin! que era la s~lución analítiCa; 



Capítulo 1 

1 ntroducción 

Eu este c11pítulo solrnbl11 ele m111w1·a 1míy general de los modelos .que se empleru1 pnra 

d cstuc/io e/e los plas,mas ,Y de fos ~/ii;ernas urniie.ras en que s~ aborda el problema e/e la 

cstabilic/11cl en lm~e .~l. íuoc/cdo · w11guctohlrlro~li;1~1Íiico.' 

Existeü •. div~l'sci'~ •!üo.dclos. dá.~il·cis ¡)-ai'u: abo'{dar"~l.~RtudiÓ d~-iui¡;lru3;na:iEu'genéral ~s- · 
;._ - ·~-... -._.,.e-,··,,-' _ ',"_.'} ,··",.;.·, __ -.. -,_:·\>,c_";:·:~, .. ,::_;._ 1<~:··;~.;·~·-.·,· .. ··:·_·. ::··- - • .• .. _, · ··, 

también• llrunaclos dd. fluidos ..• E,11._los··¡,rii1for6si'I~ ~li1IÍ~11sl~1i~s~ físic'~~é!J intgrés s~n lo sufi- .• 

~::~~;t~i~~i~~~NJ~~t~~~~~l1~i~~t:~t • 
ignorarse ~1~ t,ós;{1ilc1i-!os:f~~I ;~~~i!iiEI§ ~~¡~¡;~:: ;.{:·:;, ': :• .. '\, ·•·· '>,;;~} • • • ·~<' ; ' 

Dellti~ •~.Id; ;,~&!~ J'.¡~fi61~.~·Ju~~¡ i"ái~~ lm~~«~.%qb~~~~*¡,~..,;,j'. 
::: grado ele ·(let;{11e .. c!éfo''(lesc:ri ¡)ción'.'';La• descri¡)dó1í~más ,defaU,aC!1tco11siste>ep:seguir 

ele 
,:'.'.'<•»',:: 

' ,•,, ~~ ~." ' - . 

A{m.curuí.éla ésta'~e~ ·1li?1!ííhíefa·ütAs '~~<~ri~'i~{ui:i1i1s 
·.~r: '·.~ ,.,·._,-, ·'1!/' - ~--,;.:··' "-'-~ ·'" . , .. ~ 

::::t,~11~~11~~:·;í~f &tt;20.::::::.tt;:~~~~~:; 

taclística r y !2s 

desde 106 ¡;ar'áculi~ j;bi {j¡~, :~\( eFga.~iint~resfolar,. ha.5ta 1026 . en lo~ pllisniits g~rieraclos 
por laser, vé~e lá. tabla. !que· a jnú'ecc al fi;i.al de los apéndices)¡ y tislla11nent~ sirven sólo 

. . - - . . . . . 



C;ipítulo 1 

como punto d<' partida para descripciones reduddas que busca11 la evolución del sistema a 

partir de un <'8taéio inicial .. En. estas d<•scripcioneH r:<'ducidas se trata al plasma como a un 

conti;mo eú e!espacio fase; por nrndio.de una fondón de distribución en el espacio fase de 

mrnpar~ícula{ el c~m~~icl~ es¡>ncio ¡1 de la mecánica estadística) e1i preséúci~ de,un campo 

clec.troinagnético:·Í>ro1;1ecli~ consistentr. con la distribución continua dejm:rÚci~ins. Si se 
",• .. ,. . . .. " . .. . ~· - ., ' ·.-- - .. -- . .. ·- . -

incluyen los 'efectos el~ lits.coli:Íiones SP. llega a la ecuación ele. Boltzmliiii y'~Ii caso el~ Jio 
.. . - . ~. . . . . . - - ..: -· . . '·-o< . - . '•. ;·,< ,.·.,. ;:· . . -

i11cluirlos· se Üen~ la '~ie Vlüsov ... Cuando· se estií. en prciscnCÍa cúf iii?c!l.Üii~o ~i1~g11étlco .fo-.. - ·. ' ·.;:. ;~:,.· ·::·. '• ·./-. -~-·-.·:··,,. _,_,_; __ ,,~,.; .. , .. ,:~·- ····:--·~~--,,.::-,.:-~:;'--~-- '. . -

tenso, las ·eciiaciones ~e¡>Íi~cli'í1 .. si1'~il>liflbilr:·~(i1~:í;iiís':li ~~,~~1l~iéGks6i~1i1~i{t~.~1.;D.6vimiento 

::L::~~::,,;i2~;]¡J~~Jj)~~i~i·:~¡~:t~,Jtr~~~~i~~~1'.:~;: 
· cvohició~i~Ie ~~ta'.~~JtiiÜ'a'.~'.'! .·y:. ······· . \: ·· ·· • 

-'·'-."·'.,.·.' --,;», 

PasanclókJ()sínd(iélÓs de ffoiclos, el í>la'.5mase rejfrrRenta coinó.1.1;í,c()i1iii1{io dleFes¡)a~ 

cio real y ¡;~ra'fa cl~~:~Í¡;cl{>11~~ utili~an sólo caüticlái;es: ~~le~.~~1~~1~de~¡¡;~:ifr1¡ti~1~~idacl 
''·>/.:'- :<. ' ;<.' ;~~~ .. ,.. 

del fluicl~,la temperatura; el flujo .de energía, étc.·~ydoscampós ·eÍectró1J'agllétlcos con-

si~tentes ~6~1·~st~{~~·i~bl~~ .111a~roscópica5 .. Háycl~~ 'ti(;~~ cl~;cl~¡·~iii}6¡o;;i,~·'.~~cf~scó¡~ic!l..~ 
para im pl!l..~n~'á: Cie''(¡().S'espccies: ·;1ina tratalll· pla'.51iia cbn10 ii!iflúicléi C!e,élas ébiriHü11eiites, 

- ., : - .,_ ••• ,,. • - • • - - • p - •) ' : ·- - ••• ,,- ' - --. • ··- - - • ~. • • -

unci de ~leétr~;i~s· Y·~t~k~1e;Íon~s'q1;e·1{0 ~súuiéii;'~c¡;(¡Jib~ii?. tei~1ib~Iiij¿~1ii~d uí~~ c~~~'.6ti~; la. • 
.. .,,,;-;. .. ,. 

otra, eÍl caÚibi~, lClS t~ii~iclera CÍi equi!ihriCl y por sef )os fonés · IÚayciÍ'ÍllCJlte úl:~iybs pÚccle • 
-,, -· .. ·:~··-;:,.:'.:'~·'..:::.,·.\··:·: ... e_,}·,-:_.'·,:·,·.,.,.."·,·.· .. /:·.· .. · · .. ·.-.·~ .. '.· .·-~- _,,. ',·'~--_:.-.:~~·'· e 

::.;;~~~1~~~~~1~~t~~ºi.;:r:~':::~,:.¡~¡h,:~]~~~i~~~~~ 
es· útil·par.a'obtener)a~res¡mesta elei~trostática del plasma, mientras :el de u!10;· u~ualmente 

~::t~~I~º~~;i¡~iú~t~'!~I::t::;b~:::~::~:g¡~q~~~1·· 
· 111agnético ~qúe iio ::.h¡i11:f~~~eºO. • , . . ... :.: . ·.:· te':.~ ·;":' IY 

0 

.•. 

. · Ctíaii~!O e1iia MHDsfi:Ües¡)i'cdan los' efectos clisipativas· (resistivicl~cl'eléctdc~;viscosi-

clacl y cm1Cl~1~¿~~ ~f~;·c~~1:),'s~;~btit'.11~· l;~ que'·seco;;º:~e c~ni~ la;~~i:~i;l~w:~~:~.º.:. ·g~~taíite 
•'j'· -

su simpliciflad,~>rÓhó s~ cnpndclitcl· pr~clictiva experilnental ºcles~le, i11icio{éÍe•lo}i:ru1os'cin-



Cnpít.ulo 1 ------------------------------- 5 

t'nC'nta, cnando ex¡.llicó satisfacfodamente li1s inrstabiliclaclcs del ·"pinch" cli11ámico. En 

los trabaj¿s dt; .Rosm1b\~1tl~; cle'prh~~~ipios. d17)9,5G. HJ s(clem1\estraila exis~encia de.Jma 

C<>nfiguracitSn el~! tiiJo ~Í;l1icÚ" ¿biu.¡)Íet~i1ie11~~ cs'tabl~i;. clcJi;t~:~';clel.'m~i~o·¿¡~•¡~i~IHÍ> ideal . 
. ; . . , . . .- ;\.;. • ' .. ~,~, , - :\ r : 

:::.tS!:~~,~2~~t.~~~~¡~~1:~~~,~~f If }\\?~~!~{112 
modificaciones o correcdones, ·que se suiJónga su :validez .e!Í' casLtoclo 'e!fr>la8ma :'/:sólo en 

•. • . ' • · , . , . · . , · • · ' ; . .' ! - · • ;_. ¡' ·• • ,-, . 1 ·•/' r :, • · ." '· ; '.." ,:, >S:; ·, . \I • .._ , --~·-. _ ' ·' • 

regiones 'bien localiz~rlas s~ c01Ílplei~1eilte, sustit1iya o'conihhi(c()íf ófro~ 'iJ.;~t~iiiéiitC>s, etc ..• 

Un trabri.jo .inter·esante" en qtle lcls··caiiticlacles_· en· la clÍ~eGéióii}p~:~i~-Í¡;_:~- c·filn{;-'Q ::li:j~:gn:etic~o 
· ; · -_ .:- · ' , : · · " · : · : . - -- , · ". · .- - • ·: . · ·. ' :· • •. - ·• · .• ". • · ;·r,;: -, ·· ~ó' ·:' . · ' : ; · · 

8on trataclas .. clescle el p1;ntocle .vista cinético, 1~1ient~a.~ iri's ·Ji1e s~ rcifi.cir~;~ala pi:.rt~ per~ 
<.-· -· ··:.---...-.. \'·_-.._ ::· - : 

pendicular se tralntjaii' ciesde la. perspeetiva. ele Jos fluidos, !juecle verse en·. la réferencia ' 

[2]. 
. .' : ·. ; ·, ' .·. ;·; . ~. . 

C11amlo se pai;a ele. las modificaciones .antes .descritas a incluir clisi¡);ció1i debida a . 

una conclu¿tivlclad fini t~, viscosicl~cl'y ,,cmiclucclc\'n c{e calor (todas o sólo algu11~ )para 
,· ,, .. · ....... ·-- . ·" ,,· . ; . ., . .. .. _ ... , .. 

tocio et pl~·1;1~/ sé,cÍe}an i~~ clo;ui~1ios de la MHD ideal para entr~r ~.l~s ele ;la MHD 
.~. ·, ·' ·, '- ., '. .. ... ·:. . . - ;, ---:::.;:_";.: 

clisipativa; y' si 'J)ie1{es •• ~fo1;tc{. q11ciesta.íiltiniac~nip1irte. en. buena· mecliclá la.5'. limitacio11es ·.· 

ele sü h~mi~~,1~e~ir.'}~,rr¡~~~tc\1\1 ¿~~a1~iiento más próximo a lo.que.~u~~~l~.~~?~:t~~idacl · 

shi iás enormes coinpliciidd1iés cié otros frataiuieútos: La indusión ele los.~Úet~s disipativos • 
.·._· ·. ·-~--- F:;·-;--: -;--; . ·;;/: 

permite ab6rclar mi 11íii1mro nul.yor de casos; pero, por otro lado, coi~plica ~Ltrata.lnienfo · . -. . _:;\.- . .- . >.: •_: <=- - -_ -> ,• - ~->_ .-·- • ,· '-. --- • • • .-.- •• : ·_.-: ,, .' • • '.·:: ~'· --"· ;-_--: •• 

m'atemático: 



C11pitulo .1----------------------------------6 

Si bien ~scierto? c¡ue debido a las singulares características, del viento solar y ele muchos 

ot,ros plasn111s espadilles y as_trofísiccis, la<tv!HD ideal ~s nmpliaiúente usada en astronomía 
' .. - ·~ ' ·.- ' < ," . ' .. . . 

[3], la :tvni:D\lisi¡;iiti''I'~ re~ulta ser muy. í1til en los estudios de la atmósfera solar, cloncle ha 

tt;nido tnüto 'éxi~~ q11'e hB.Hegado ha convertirse en la herramienta báska. 

Usu~ln1~i1t~·~11'·~¡ ~~,t~¡di~ dd)!t estabilidad, se u~ai1 algm~a~ técnic;as c¡tt~ li~ ,son .ex

i:lttsiVas·, de IOs· ·¡j1ii~riú'.i.~::{~-Po"r};~Je111plO,\el · ínétodó:de · los,moclos~ 116i111áfci~;~:Co1iSid-éiá:cio'el. 
:· :;,~:··: . . ·,""';·•;. "····~~·-··,~--' -. '. ·;.· ~-, •··· "' ' ·· ..... -.""r>·1,- .:;;r-·-·•-;.~.-c ... 

mét~do .. ¡;ro¡)i() l;~ra: ~¡ -~i1áÚ~iscl~ _la. estabilidad de fos siste1úas··nrncárii~6J,f~~l~'~6nsiiite 
·.en· Ja· sol11ci#'d~.j~s-~~1;~.~jo~(i$ ~¡~ n{~vinii~nt~ -lineallzaclas pa1·;·1;~~1~~f f ?t,~~1~~;~{J~iek~ 
al.rededor df:1let~uilib1·io y a partir. ele ~llas, a través del· ru1a!isi,~_~l~,F;~~Ú:i~r)y~fo'' ~~!tidóii 
del probie1iia asoCiaclo ele. valm'és ¡mipios, se calculan lás tásás de~~re~G}';ignfci~.de Ías fuii" ·· 

- • - - : •• ~ ; -

1 

_ '.: _ ; __ :. ' '-··~'.o-~ __ . \07::·-\~~--~~i·'.·\f~ ~~:·f~V~~ -/?~·-~:·-~_. ~}\':~::-:~::~: [,;'. -~-~-. .'~; :· · 
plitucles ·ele los modos y se determinan las · condicionesbajo. ¡'!J.5;, cu~les,in;{cíe cf curdr una.· .. • 

inestabilidad. Están taml)ién los método~ •• (1~~-•e11~ple~~·u1~~(!J\~1f%~i~~;~f ~~,H{~f :}1{1e)~~· , 
ecuaciones ele movimiento (un ejeú1p!orecie1ite puecle,ver~e eii~la 1·eferencia'[4]).: Eú esta. 

n1oclalidacl cae el métoclo del .-1~ri~~;~i¡ii,i'.c~~{1atS1~e~iii{~h1~9"~l(~~~Af ~~l~l~~~~~,v~i'.aciin 
de la energía potencia!··pro~ocacl~pór .. Ia,perturl?adóíi.\Con<e:~tec•¡~~fo<lo{no~es'pbsible 

tleterminar _ ias _ta5as_._de ·-~reci1~Ht-1~!·º";~;}~\i~~~Jt~~'.:t.tl~i'.(~%r~~· i\~}.~~~~H}f J~.¿~f11~i~t~de 
hacerse con el ele los' ~noclosnonl1ales,',P~ro'iiermite ti:atar· __ eqúili1J~i~s"1Íiás .corn~lHcados, 

!l llllc¡tte. sien~rr~-p~+~i,;~~l~l~~~il~~e;:rr:~it~~~P~t~sl~~l;~~~ll;~~tF~i~i~~"hi~~ils~~tcl '.[5J ,·• ·· · 
fueron los priiúeros qtie•iiímcai'Ó1Í esta- téélí_ica'eii efcá.5(J·delós1)Ia5ii1ás;•,Tr'abajos recientes 

intelitai{• ext~1~clé~ e;f~ ¿Jfa¡1iii~1itb. ;'.!t.~~i~ ·c~k: cl;~Gi:c~~i1;.l6J., > . . . . . . . . '. . . 
/'f,'., <". ·:~.:~, :::.:.·.';?. ·,:,~·~::,::?,:::.: ·~'':: ~}.·! ,':·:,-:~·:. 

Uno .cle.ias·•¡lriÍ11e•í·os'trab~jo~;q11~:~l)~i:c16'ia;cist~ÜiHclad én el marco ele -la ·MHDdisi-

:::~:i.')'.fi~~~~~~f ,f ~~~¡;~~~1l!:~r:~l:::~: =;:!:º~~~t. 
incompresible y.cmi resistividatC';~ \: :~ \ '' i:::; <,t . 

•, .:., ; ~~ .· . ' -. .-- . ' ·;.':'·' ,· 

No existe un ·métoció' gd.;i~r.iil . qt1~·:?1Í~~1a: li1:;llcB.rsé'Cl;1l tód~s· l~~:cailbs -d~bf 40,·a:1_~. gran 

variedad, ele • situaci~1~~s ·.• qí.ie ap~;ece~; y ¡;~~ el hecl10. dé·. q~e 1ás , e~1i~~io~~~~ 1<le la 'MHD 
.... 
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. ' 

110 8011.linealcs; .Se pu~cleü c;stableccir ciert~:~·aproximncicine~·clc.t1so gen(!r~l, como podría 

Hnr el .consiclcrnr tÚ1: cc!liiHhrio·icleali m1·plasmiin~()ITIPE.~siblc, ~·bi~n:;. incl11ir:lO.~ ·~fecfos 

,,.,-: ,,,. ,,.--:;-· 
•. e;.<~<· 

·:··~,.·.~-,:., ·> 

Conio podrá 

vcrsc•Cn el.·.sig11ien.te capífülo, c¡uc·~5·. el•quF'¡Jresen~~- eL:trat¡µniento\forinal,•.toclo .• parece 

indicar· q11e ·s~:_ 1;1íe~;e .i.1ím¡Jlii·:2~1i ·~~~ ~;l;jJ.fi~~";¡t¡~fot~.f' 1;'¡1j'r~·<í~\~CHciJlo:~;;algunos 
. cjemplds;. qúe se.·p~esentan d1~«~i -~rii1Ítul~; 3;·,~~ ~;t'.ii;~it~,·!{º eij ~1h~i:;{1iici~t~ ¡;ps,ib;;;;·' 

·;- •'·.;, ·> "-~-{-'e"·· ~3f·'·' '.;..(·:.. '•;'; -~]~~;: 

· En: el ~apítúlo4 se l1~cc tm bahirice;l~~1 !i1bcl~l<la Í~ !ti~ Úe 16s r~~~ilt~ciÓJ.clelós ~jemplos·. 
. .- -.. _ . -· -- .. , ' - . .. . {; ·. •.- .. ' - - ;, •"' .... , _ .. ' - ... , ._,,_ ·' ' .. _ .. . '.... .· .... :·~-: . .. ' ' .. -

Y, finahne1ite, en el capítt1l~ 5 S(! i>i·esentan Ías 6~nclitsi~nc~.? 



Capítulo 2 

Análisis de estabilidad a dos escalas 

de tiempo para un plasma con disipación 

por resistividad, viscosidad y conducción de calor 

Las ecuaciones del modelo 

Si se considera un plasma qne tien" una conductiviclacl·eléctdca finita:,·.que•conduce 

calor y que, aclemÍlS, ti.,ne viscosidad el modelo aclectiac!<J ¡)~ra sü esiu<llo, ~lesd~ el. punto 
• - .: •.·.· •• _ ;.:•:,,,_._ •• -_! •• - _..__._ .• , •--··--- ·--- -

rle vista macroscé>pico, es ~l clelaiVIHD:clisipat_i\la;JLa.S ec~1~cio1Í~s qÍle cl~scriben_el com
···/·-

pnrtamiento (le! plasma bajo este ú1odeló sdh: 

La ele coiitinuiclacljin:i'.~ ia'1j1~~J · 
... ; . ·.- ... '.: ~ :' :.~. ... . 

·. '.·~•.i +/(p~)··-~·-º' .· (2.1) 

La de .. conservacié>n_de"_:món)ent~ 

(2.2) 

usualmCntc apareccil y vicev-flrsa; 
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r¡ue como puede verse. se frata de un .tensor simétrico. 

Ley de Faradayoühm 
"J: ' 

····.a{; ;'.~~:¡ff·~:(,;0 ó-v~B) :o, 
' ':,~·';.· ' .. 

(2.3) 

1¡ es el. coeficié11te'• ele· ~~.~istI~iciic1.Cié_ct~·lca ~·¡1~la .. p~r111iabiÚc!ad111ri~nética · clel •. vácío; Aq11í 

... b. ::~ci::,:;:~z~j$)f it~11~~''];·~t;· ·:,pJ~,~~f b,;;~.··.,• ... '.1··-~· •• ,1 
. - '"'·' · " ·· · : ·rr;' ··:¿'. · ,· '.¿;;" ;<: :.;\.'•~; .---"'.~o ·-

~CEV,~~ )~t!~~!~!(~~!~b~'~~:·''.¿~~,f~~,~~Ji~. •. (24) 

clonc!e 'Y es el. coci<:'l1te~c!eJos l:nlüres.esjÍecífico~:(:h:eliéoeficientede·candúctivic!a<l térmica 

y S una fuent~ e~tern~:':. '.:, , ·' ~.;.: 'L • i .:,? '•• 
. ._ : ,_··-.,-. . ..s.:_:- ,::,:~·,:'· 

Y la ley de Gallss ¡)ai·a Ól canl¡i~ niagi1éÜco .. '. . ,.. . .,, - ·-·-.-· -'. 

\7·B=O¡ (2.5) 

En la.s ecuacion~s ant~riol:es. p{!~dei1 verse a Ías de la mecánica de fluidos, acóplaclas con 

las de M~weH de la el~dr~~Uuáinica porqué se trata de tin fluido ccinductor; ~Para poder 
., '"· .. · ·. ·-' .. :'.: .. ,. . -.· .. ; .. · --

cerrar é1cC>1~j1;11to ;cl~e~ua~ioi;es; es decir, tener tantai; variables cóino eé~í!l~i~~~~;es nece~ 
' "··· -.. ,,.-,--.- ... •;·-- - . . . ,•'' . . . -- .-.~ -- .. '. . -

de energí~.· ·L~:.elección ·que.· se lrn ,hecho no es arl~itraria y' se ha ~~cogiC!C>•'.tciniando .. su 

contra¡>~rt<l'en l~ MHD ·ideal· e iiicluyendo los .. efecto~;cl'.~i;~~i¡,~§}(f~í~~~1~fk~tf~;tg~Í1ciclai~ 
con .. los ;ma.cl~lo~.11s~'.~es ·p~ra la •• co1.1cl11c)i.9n\~~e.~.~~~;:i'.;fr-;.t1~1:~j~·~1.~if;[~:~'.i~J;;1,,~·.X~~.~osi.~~ad ·. 
del medio y .él calentami.ent~.ólnuico*t ;:elúi1ico"téí:i11iúoque'.,és11riJ.antcí~bitÍ:ariopodda · 

· ::~~!!~~r:~;,~:~~~ttW!1lt~~~~ªf ~~!1~1~~ 
ley de los gasesÍclealés i~ara·ie1!ldonar la'1>r~~Ící1Í;¿o11 Ja tehipe!afr1~a{ ·· 

** Una ecu,~ció~· pa.reci:Iri 1 .~~1 el ~c;·ntcx-~~ d~·:.la m:Cá1~~~~ d~·riui-~,.~~i se _d·~~-~¡:~~ e,~~:·[~J. 
. .. .. . ~·-·-
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Cou el objeto ele evitar excesivas romplicaciones, se suponclnt que el ¡)!asma se com

porta de manera homogéúea e isotrópica; aunc¡he l)}etise ~~l~c .~1ue 1,10 es.ciÜ1~fo, debido ála 

::::,::;:~:::,:;~~;·:~4r;,¡µ~~¡;~~~~~t~;~:lrl~::~::;:::1:~ 
ele la· tem¡)eratura. ~a clep~n;clencia scráé.cld ~sti~o·.d~'.la'c!e;,Spitz~r;pa~á la rGi;i~tiviclacl y 

oomo fa dW.;oa p.ralM( ;!J'~;;\~;(~~,1i:1~0~;~;~t1~f:~.~.~~~~~.: .. : ; ·• 
17 = 170 -· : • • • 11 =·110 \-) t' ·'c1;/=i,..0··(_:_/' '·· > .,.. · · (2. 7) 

:::·:~:~J~~r~ª~ri~{~~~Í~l~i~~{~~Í:¡ri.~t'::: 
depende ele la temperatura,iaünc¡ue ·11ose'clé;'~tescle: aliora\1Ína;eicpresióri en·particular, ya 

• -:. :·· i '. .-- ... -, .,,,,•·,;·-,·.,:··- .,.~~:>'l--.;.-•,;.;·-«.:_,·.; t· -,,•. · ;.,.:",·:'"_e,,., .. · ..... --'>:·'" · ~: , · :· ·,r. 

que. clepeiicli~iulo.'clela ~itu~t'.i61N~~ ~l~~i{~)¡{~1~:1n~Jbi:~c)~:1~i1{M;?. · ·•· 
,-·~; - : .. 

. · ··'. ;::_-.::-.:··::-~r:·-.~. '.:·, _-· .,.,. ";·::.:. -~- :·.~ . ·: .> rm,· ... . '\ 
. 'E)_.'.,. ,'.,:, ,,,,,,,,,T z 

r -

,Fig, 2;1.- El contenedor para el plasma. 

Falta t'üiicamente establecer las condiciones a la frontera, que habrái1 ele satisfacer las 

variables clin~111i~as~ · Suponi·~~iclo que el pla5ma. se ei~cuehtra: ~1~' ú~(j()';~t~l1~c!¿r pe1focta~ 
., ,'·:'": ."<::~.... , .. '<"°" ".':-::· .'! :¡'''.• 

mente conductor. al :'queHénii.completmuente,· coi.1ic/el M,la fÍgt~r~.2,1¡ ~e t!en;;n '·.· 
• .,:/ .. ·:·'¡', '.···"·.; ,/,:. ,/.,:, '.,-~;,-· ·,:_.·,•·~··'' •/fv:,,:::5:\·. ·.~·''·'" l,J.,• . 

. . Jj · 11l1lD :: O; · ·Y .J{laiii.~ éJ'¡; T;;:E;% 1;¡;¡;,:::d;ó;i/ 

ron :~.::~::n:::::.:~::~.~::~~t~t~~4~~¡j~;btt:~ 
minación del estado ele equilibrio (que e~i es\ri cá.~$ coir~s¡)o11cl~ a ta'.S s6luciones i.;staciona

rias ele las ecuaciones), y la clerivacióii'y 'soluci6n ci~ las e~i1~d~~es para l~ perturbaciones 
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Con respecto al equilibrio, puedclíc01isiderarse diversas situadonés, co1~m p~r ejempló 

que se tcng~ hn ph5ma h~co~~1p~efiibl~, o l~iei~qu~ se~ ide~l, ciue el :¡jI~m~·~.~tÓ ciu· ~~poso, 
que haya fiüjo¡ ~1~fin,que Í1n(v<l.~i~ui I;?riil?hid~cles·(~1Úos c~¡;f ttiÍ6s ~oste;i~J:e~.s~¡ji:e~cnt~n 
ejemplos parÚei1~1o•c1evarios tip·~s"c1e ~r¡ullib1~io)/Su¡i~niendé!i~1~ ~/·_;,_o; -1ai:~cuaciones 
(2:1)-(2A), en. estaclo·~~ta~ion°Ji.id,~s~¡J;~s~'.1;a;}'~1~i~~i~111:· ~';'. . . . . 

.;' . ·:' /~> 
{· 

•~¡i/~j~ x:B~; ;.-... (2.9a) 

(2.9b) 

(2.9c) 

-Nótese como Ja elección: de ~/ ~ O. eliinh~~;el;Ú~~hino vi~6oso. · El subíndlce. e. i~1di~a que 

se trata ele la~ soh1Cf~i~e~ ¡l~r~'élicá.~6 esacÍ~1iaFi6;ios. Ói cc:J1;ü:» ~ntes se meriél0110, h~clican 
. ~ . .-. . : .. 

que se trata 5le v~lores co1ist!ttntes~ 

Para\m pla.~ina encerrado en un cilindro de parédés c011cluctora.'l, en que i!i.s cantidades 

de equilibrio dependieran sólo ele la coorcle~1a~la r~d~al, un~solució1i'.p6;ible ~stá .d~cla por 

· (2.lOa) 

(2.1ilb) 

(2.lOc) 

(2.lOd) 
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las dos escalas de tiempo 

Para estabkrcr los supuestos que rC'girán el desarrollo perturbativo, es util escribir de 

maucra adimensional la ecuación ele balance d~m1c:rgí!I.•. 

~,: + v'. \l'p' + -yp'\1'. v"= Soªºs•c:+c1iG iqª~]. x·· .. ··· (:Ül) 

x

1 

{ [· 1'º·] JB5S f~º). :i,;1t:Ilrt~~r~r]·%1)i~u~\~,f%_ [•:Yo :;] ••. ÜJ (P_ov6,/:· ~'v' , 
· · a6110 .•.~Po•/·\J:j./i• 'i.~°'-~;k'~~.u .:•/"/~•> ¿_);_• Poª~ (-.2\:z>o)·~· e_ ·i. } 

pi{ra ~l ~dg1~i~cÍo '.t~{;iiii~ci'f¡~{i1~f Q\~íé:l1flla~e'.,se'·\1tÚ'¡_~·6·]fci•d/¡;0 ~o'. L~~·1fü1rt"a.~:·i@idaír .las 
cf\ntidade.~· adi1~1e1isio1ialcf~'; Jéis s11hí1iÚicci~ ce/~J~~-~8.1cire~ ~~1:a~te~ísÜ~~s ··(g~·b¡~n -~~lo~es 
. . -.-~~·- .. ~: :~~>_· ... ·~("{ :;-~3/::~:~j,};::\-:>~::,~~~-}/;'.:.' ';:.{_.··:\./:'_'.'.·~:-._\·_'.· .-:~~f:·:·.: -~'.'.._;· ;· __ :.\"-<:; '.::\--_:._ .'~: .. :.:: ~--:'··<:"_ )<·:· ·-:<'.-'.:.:/·h:{: t::.·-· ..;'. 
típicos );emplf)ádos paralafraiiHforniricióíi, ii0 se:refieré ií" la lorigitud; ~ En'el··lado:'tlere-
.. · .... ·: . :.-.. . :~ ·:· ... :-::·.·-:.,.-,~.--:.~~:-.-;;·c~r'-;_·,_.,:~.:""··: -,-_·_-º:·:.·:;.-.. ,,-:.·-··- ·,_-·---,-~- , ... ~_,., __ .. -- -.- ::-,~·;-· ._,:):-_ .<·:,·-· .-·.::-.::~_.:_.~'o-.-·-~·.'.-:1~-1 .,'·'>.: :· 

clm1. ll1s 'tém1inl1s_.cle1Úrn'cle .• ¡)m:é1ítesis.c\1aclraclos. tienen·•miidadescld tie1l1¡io o'su h;verso, 

mientra8}o~ ·d~ l~~ ¡;.~l:~ll~e~is ~·~c161id~s·1~ tie!~~n•cÍ~ v~locidad i in~~rs~·s el~ éiÍ¿¡·ei1'~st~s 
~~-~;_ "\ ;· ·: .,_,.,; ·.e, ··.·'.-: '" • ' .>!": 

•últimos '¡)ode1i1<l~.'ide!1tiflcit~.1l)~c1~aclr~dos de Ja velociclad• ele .Alfvé11 ( B6/~J) .. !:Tdéla ~del 

s1111ido ·. (vo(;Ú·.····~~rhH11)~!i~%t 0:.·;~Scs~}a~t~nnj:.;10 ;:q~1~d~c1-~ter~1~i!1a.~1~.1~.i<fJ.~~;~~~tsre~: ••.1~. 
relación _que .• guardm~.~.~ntfe. s,í)<tS,,velo,cidadf)s' ~aracterís.tica,.· de .• Alfye~;'.,~ \~'. d~l,,soriido,y, 

por otro !ac1~,'lo~t~i~i~a~~~\f ~~~~fo%:~~~(~ {~K1i~~cés~s ~lls,ip,~ti~~~~;~ :4;:: .,"f ,.'. ;~h · : ..••. ' · 

.. J±1~~~~~i'If ~jf ;~~~~,~f~~~!t~}(~~~j'r:~7~ 
apéndices); sé<te11cli:á::e11tonrC$',q1ié 108 ', t,éríliiíias, d~ los¡ pa~·ént~~is'¡cüaclradas són · lós que 

_, --~::, .. ; ;~·;{.át:~:_,;;r.:7~~--~z:r·-~,--··;;·:2-\. :·:;~{{: :~:,}~·-' ~:u._:J:' >>.~.,~'_: -;;¡~-,\ .'·~?~)}'.~~;:~~;:: -.· ~~.:,;~~::·~I:i:::;;,;;-._r.~~ ~, .. /:~~~~~'.:<·;./;>"/;:;,:>;·~-." '.-'.·." :, . -,·: ·· ·. 
dan .. los •. onlenainie11tcís ·. ;~ii ¡)rhi¡;i pió se .. _te1idi·,í 1Úl)t'es· es~ala.5'¡\~' tie111¡ió;. lina·. asó ciada . al 

:=~~:·~t~it,~::·::~~¡:~ti~~r t[~;;:~í~l~::;~:~:~. 
es la vel~cicla~l caraéterfaÜca·~ lii'_qi1~vi¡Jiiti)~ ¡~~ft.\{~ba~lon~ic!~f~~k~'in'.agnético (9)). 

• ~ •','.;. . 1, • ·' . ' --. - ' • • ~ 

S~1póngase que todos los procesos disipXtivo~· cdntribi1yen de igual manera, esto es, 
.. ·. __ , .. ' ' ''•, . -. . ' . ' 

c¡ue los tiempos caracterÍHtiCOH .en' que c~¡\a iin~ de ellos se lle~~ a cabo SO~ Comparables. 
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Pc;r ccmsecuencia, tocios lo.5 ~~rminos cM hulo' derecho ele la ecuación (2.11).se escalarán ele 

uua misma :ro¡·m~,' cbÍl ~~cepi:iút}, :q;ii~;í, ele la'fueiite externa: El desarrollo perturbativo 

se hará entériúinb~ clcúnp<t1;fünétro[l~qu~iío,€, asociado ala razón del tieú1p~disiíJativo 

al impué~to\>~r: ~~·v;;oclc{aci ~lp'Á;lfvén; '.~e ~:1tÍ'ada, los· términos disipati\éositelulnín ~m 
racturdii}i :/s.·{¡¡{¿~td et:;l~~1~t:c:icíi1_ ;\~1i~i:y ia:z c1é1)ünc1erá de ta im1;·~1:t¿Acdc¡i~¿·s~·asig11e· 

: C-. Ce, · r ~- ,·• ·,' ·;.'•;~·,o .!'.};~,: ''.I · • 

a los. efectos,• .. ~¡ ape1i~_sele;<co1;slde1'i1,_·1~ i•• ~.~rá_ grruide, encan1bi_o;}1n~alor··¡ieq1ieiío de 

la mis1.11~ sig11Ífic~1~á '.:~ue j1~e~~~1)1i~;f ¡Jel :1i1;~~ac~G~:·:i: .•.·,, ::J •.• -:~·~'' '.~' ·;.·:. ··.·{~~ , ·• · .. 

=~2:F$~tn~~t~t~~~~f ~~~i~f~ii11~!l~rf :~~ 
y otra COI! las ft:r,i;tie1Íci1~<J bajas ( tj, l que se rclncié:ma\c01~'Jo'.S JJr~CeS00S disipatiVOS y que 

poclría pen~arse como un tic1Í1p~ ;~ lii~~o pi~z()); 1~5· c,;;~les s~cl~fü~~~· d~·ac~erdo con 

(2.12) 

t1 = t* = eit, 

.... ·. ··-· ". . . ' 

con j mayor o igual a uno y aclémás éntci;a. Es fo íiltiiüo se verá eí1 las cétiacioúeil con10 si 

lus pm·ciales respecto al tiempo ~e "cl~~eloblm;an" d~ lasiguieút~ manera: 

~·· .. ··~·.Ja.·:<+;e):a··. ······ ; a/ Lo; at q . ·<Dt• ~ ):. 
~· ·-; . ·~,~t,. .~···~< ., ' 

A manera ele ej~i11¡ilb; ttÍ11i~1~.;1~;~~1i~fi~ií_;(z;~):) ·;ub:Ú~íiyase la exp:_·,e_· .. s. io_·_ .. ª. ele J en 
'~: , ... ¡,~_.;::.·, , 

tt\nuinos de. B .y.·ln: c!ci;1aresi~t.iviÚ~~i;.~ié''(2:·1).'.ta'~-¿ü~~¡¿,¡;~dqí1iiiiá~l'ªi};íii~1itci·as1>ecta: 
'_. . .. . ;. :~::;.~;:·~·~ .. 'i:- - '" .-... : r _:'.·:,;·;e ... ; ·:~·; ~.<. ..:-_._ ' ·. ·~ .-:·· ':c::.c ·;;>~:-,'.:' ':j.·,'~~: .. d" '·" . ,,. " .. ·., ,• .. 

·: ~}(t~~~!1i~~~'.·~1f'cj:~x·1i!~S~,J:~t~~~~>(· .. (2.14) 

- 'V x [(e~1 + ~2v2 + · .'.) ~· (B<+ eB1 +.i?B2+ · · .')] =O.· .. 
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El análisis de estabilidad propuesto. 

Por la manera en que se han escogido las cosas, la dinámica estará gobernada por 

,.¡tiempo corto (te)· Lo prinlf'ro es lle>var a cabo las expansioi1es, tcnie11clo·encue11t~ los 

c·scalamientos. Para escoger los valores ele los exponentes ele la e·c¡ue'acbfu¡)~1ian' a .los 

tórminos cont•, clisipativos y ni ele la fuente, hay que tmmU: en/cu~Í~taj~ ~i~ui~füe:'j) La 

escala. ele .• tiempo larga laim.!Jo11e11. los •. t,\i·minosdisipati~os,'.asÍfque'~1ril5~s ?1~1J~~.~~11~r. un 

n'.i~n10 .~/fa1~irie1;t~'. ª) .ti_r,1~'c11t.~r_1;cl\·í~ q11\j1i~~~t~~ri·~,it:r,~r,ti;J:e~(~f li:~\tf~º·que 1a 

cl1s1p1tc1011la: consu~me.ra, as1 c¡ne debe ~er .el~! il11~111~. 01'.clen; c¡üe :la,s ai1tér!qre¡"..•; Eú suma, los 
· · ~ ;·> ... :::. ..~:.?\-· __ :~{:L·,~~:~:-~_·:~<- ~~,)/ .. ~- .:.~_t-"··.- __ .. _ :=~,7- ~,-''.\;:,~·::\~}/ .1:~_;5J;¿~:;~~·_:_:::~ · ;;:::--i~-_::¿¡:_;:.:::~,;~:~~;:\:~v::~;~~.>~~~~~~: r~-> ~:;,~::: -_ 

valores ele.los: ~xiipentes.:íon. tüClos;iguale~:.·. No)p11Ef9.~n\;5.~rcero;i:)órqi}e éo'n•.anterforiclacl se 

~~Eft~~~1~1~t~1~·~~~~r~~~ii~M~!~l~2:: 
(más aclelant~, ·ct;anclo se ¡:Írbseí{tbi{ Já'.~ ~f.i:~a-¡;lbíies .a•·1ó~.·~Ü~e~s?s6~d¿~;~~;:~e:~~~ai~ará 
donde surgen las cliflcl1Ha~le~): :i,~5 ~c~fii~i~í{ei~ -o~~le.n;i corr~s~~nictÍ6n~e~ a 1~5 ~~uaciones 
(2.lY-(2.5), resultáli: 

(2.i5) 

(2.16) 

ley ele Famclay~Ohm aa,, ( . . . . ) . . . 
Tt :-- v. X v,, X B. = 111, (2.17) 
. . . 

balance ele energía 
8p11 ·. . . . -<., p s Tt +v,. · 'ílp, +'YJJev. ·V11 = 11 + 11-1, (2.18) 
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)' ky de Gairns 

V'· B,. =O. (2.19) 
. ' . . . 

El orden; indicado por 11 1 se tomó ele la siguient~ forma: li ;,,,_ O, las cantidades de equilibrio; 

;1=1; las que eii~lclesarr6116ii1c1i~iclualVnn con ~ 1 in=2 con~2 y'a'.~í~f~c~Ú~~111ci~te. L·Ó~ 
~· -- ,. -: ' • ' ; ¡ ,, '.. 

términos ¡!el laclo'éierdchéí c~;~tie1ieÍ~ exl;!ícl táúieiite l~s cl~d~a:cla~'é1Ú• 'y;i~'b611Ú;iiúiciones 
-. -' ... ·. ;>~_.~: .--:~'..::2.,,·:~r<:,~-~'.'.·T!~~ .. :; .. _;}}:_. :);~_:_:',\·.'.~<::·:·~\:.:~:· 1::·-:~:-.:·_: : •• ;-->····~:::_~:.:~/'.:~'A·;:-: _;_~;·j~~~---~~-~,.>~:.~· >:~~~~::.:~_:.{:~·::.-~<;j¡> · ;:<: · -:-

cle caútid~cles con'íncliccsí. distintiís 'cle,.n (¡ie;a,:.que •".compaií~ii.1m'á•.e'~1) ;~'asícomo.' .. tocio 

;,:::~:l~:Ji~iwi~~jffi~i~~i;}~~!~Jr!~~~~k;' ~'.i, ··?oi ™¡~ 
·,;~~ :1~;:. '~;::~·;-;_:, .;5_; .·:;- ~~~;'· .. , ·~': ___ ,:;_~:·.~;_:;_':_~·: __ ;·:~<-.- - ":-C 

n ... ~·-ª~·;:r~'.:~~~?ce.ix"~t;fr :·.>':·:•······: ·.··· :.·. j 

:)7~;, '. .. ~' >;,,__:; :" . ."~ .. ··:,.-;: -- , .. ,,.._ .. r , .. 

~,, ~ ;~~t:t~~;0~l~:i~tJ,~;r·~··; ., Vv,,c,_,. 

(2.20) 

(2.21) 

........ ~ <·;; {··-.--. !: .'·:-:~:'.,. --~·- ..... ~i-.\~/':; ·:./,'. 

(2.22) 

. ::~·:-~ ' ' . ' . 

: ;.://.:. (~;23} 
::;:·'·' 

+ 

Para ohtener!a8'ex¡Jre.5ioil~.s<¡)·~ta;Jos •. vit1orés esiiecíficos de'. z;J,yi 1 ;)has.ta s~1stituirfos.e11 
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las otras ecuaciones (2,15), (2.17) - (2.19), se llega a una ecuación para v;, ele la forma 

P~a;~" ~F(v,.k ~ .. =-~vs .. ~1; 
con F el operfülor cle;~er1~stei11 usa~lo en el analisi; ele j~'esta~iliclacl lineal ele la MHD .. ' -· - . . · .. ,_, ' . . . .. --··. ,, .... -

itleal [5]. 
_-. ' 

.. F(v) ='V(/Pc 'V; V t.v ·· \i'Pc)+ 

.J.x y x.(v x~.;)--':~• >< •• \f >< \;',~ .(v.x B.);· 
···:..'· '· .. ., ,' -. . :· .. . ~- ':' ' e::·<;-~: ':_-:'< ··-· . 

y la siguiente expresión )i1í~~ • ll.i~ eíi :te,Ef1iK~s-~1~ í8~_SfcYo~f~1~r~¿1;·~: d~·1as .ecuaciones 

· (2.15),(2.17) _ (2,19): .. g:; w·:. :v. ,;.: ;/ <>' ;;;; "'· ; ,.;· · 

. ,~!.f,~.·~?~;l·~+(1§~·.~ •. ~.~::.;.-.: .•. 1~l.i;:·~>.··"·.I_'.;11:Q.'.~~'.''; , 
.-: -- - ·:·.~·tL.>; · 

(2.25) 

(2.26) 

(2;27) 

L· [···m····•'Hlt' . f f'kvat2 •...• ]0.,.·.~~"[:.at'''"'ªt*··'·.ytbf'f,.·,•atat• ::•] 

:l;t!llltf !!ltltf if l{~i~f~lÉ1. 
y que. conio antes, s§!O.se i~ecésita :c'O!oc'ar léis Va.lores adecuados de. i; j ·y· 1, y seguir las 

- ·- . 'J' .. -·-·: .- , .. ,... •. ·- '. ..,. .. ·- ·-·- . ,_. _> ·. ; ; ". - ~ . . . 

precauciones ya ~itiic\~~. NÚese.
0

:Coí.;;.Q'i~v~1ó6icl~cl a Ó~clen ~ clepe.ncle ele las cantidades a 
.. ··- ·., ._, .. _,. ' . 



.. ' -., 

<'irdcnes inferiores. Esto permite que a partir del estado ~stacionario sea pOsible eticOntrar 

la V1. Con las expresiones (2.15), (2.17)-(2.10) se caÍculan las ptr~5 caiiticlacles a primer 

orden y así sC>guirse con los órdenes supedores. 

La aproximación a primer orden. 

Ahora a primer orden en v , la l'CUación (2.24)se rechiceª: 

D2v1 . • ' · .. 

Pe 812 ~~(;11)"".0,. (2.28) 

<:·: 
: .. ·'' ",'.'/ ',·,: ... ;··,.",'",; •;: .. ··· ,- .· . .' ' 

por ser So constante y Hr = O. L,assoluci011es.a vj ~onentonces como lasdel problema 

ele la estabilicl~cl lineal 611 .. MHriitÍe:;l¡~~l~~~~(¡~\{~10:~.ei~:1n•¡;~o;Jlem:'~l~ .~al~r~s·i.véctores 
! . . . ··:'.. -.. -· .. · ·" ·: ·:·: _;:..':,: - '.·~:7~::::·: !,'1-;;~::.-.:.i:(;':~~,:>.~):; .~. :;'_(,'.::. ·:,'.: :~·.i.: .. ;:· ... ~,:~.: >:}·:·: .:~ :~ :_ ··: _;; .... > ;-_;,.; .. ·:_·)!\, ... :·.:·~/' - ... ;. ·,. 

propios y qué; ·_aprovedrnndó · !a;hci;í~li~i~,i~l~~1 _~f~i;1ío~~Heva a• 1a·5¡~~1iti1~te s,~lu~i~n •·• · 

:: <:._.:_-:v_•·.v;;2~~-:b,t1 >i_:_~1_•ts_~.k_:~_)¿_.~_f~;:;( ·' · -. v: .·.··. ..·· .. ..• '?¡: J- :y . ; (2;29) 

donde uk y wk so11;el~ectoi' l)~¡Jla-~ fi~;fr¿:il~1i~la1;l~Íi;ii a~ticiíl~l~s ~ÍiiiocÍo 
' · .'' " " • ;;: ' - ' ' · '.',. " _, :,. · .~·' ,., · ·. · ·L ·• '''· , • l~. '-- .'- ·.e ~-·-, . -. • • 

además, la .cbncli~i61i cf~ ~ifo1i?~ni~icl~~l .· -t·_:.··· ; '\ . ' 
' . . .. . ~ ;',.\.·, . ""-
. - ' ·~'. ~-; ' ;.J .. :::~; 

• '''.¡.( ik\.· Akr)>Hf~~k¡'.~~;.v··-·~-·-sk,~· 

Se'cúmple, 

(2.30) 

La clepenclencia ~~iJa~cj~bt~', ~ kes·it~~~~~ -~*~~\~~f Y~~~~~1ti:-~~ilk ." Ah~ra. ~ien, si. vi es h1cle

penclie1;te ·ele t\ i6c1n.~1iiilót!~~c~íiú;ú~1e'~:t'a~iibi~h'1cí'~er.iii1': ci:ln;1do s'e .\.á:yari,a ·i:e'solver 

;:2r~~lfit~l!l~ill~~~ll:lil~t1!·::t: 
Una vezobteniclalasolll~ióilclev¡'es'1imyJác1 iencoritrar1as sólu~ion~~~ara las ótra5 

:::'.ª::i:i:~.}~i~4fir~f ;~¡~~i~r:~;ª~~~~'tJp,~d~;;~;, .,, 
·>.:,::: · ... -.· . ·:;~,. 

(2.31) 
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donde se lm snbsÚtniclo Yt por su cxprcsiCín en serie,·: Como la clep.cnclencia· espacial es a 

través ele Uk y, posiblemente, ele ;O, ¡¡( e~llnción ai~tet!6~ s{puec!e' re~~~ribir como 

··.·· .... ª;1 ;f~f r?.).se1~(w'k'.t). . (2.32) 

Que ~l integrarse respecto 111.ii~n~¡jo@t;,~ 
:_,-· 

,~.?.Pi':t tW>•·c~s~:j:tl .P11.>, (2.33) 

el onde se' ha.üsado.b·sig11l~i1t~ dc,~ni~i~;ié~~i·fit Ji'i.rt~espii'.cial ·<le'!a coii1pone1ite k-ésima 

de orclen·~}.pg>-~'\7:>cPo~~/: ······~·. •¡>. ':.·.·./ , ...•... , .. 
De n1élliCra silúiiar, ¡~artieiiclo:dr.Ii{lci/de'iAclttcci61i.c1éepa~acl0:y:{2.17);' se lléga:a que·. 

la. s~fr1ciÓi;¡;a~a ~¡·_cat~l~O·~i1ai1{~iil'~ e~l +> -~·:e ~? c;t .. '• :, '. . : .: ·. ·.• .· ··~· ...•. ·.· .. 

(2.34). 

(t)_·. ···.···•. . 
conBk "'."'.'V' X (u~,xJ3,): 

Sig1Íie11elo\;¡ liii~tno i>i·Ócd.clinii~nto, !)a~tienclo el~ la ecuación ele. balance de entropía, 

se tiene para!a'i,r~~iÚi :L.;. '\ ,', . .• .... 

. . "' .. : ·. ~Q·\~:~¡:·~;;;;i~Q'.· 
011 la Cual.]Jk .. ·_·7·it.k/

1
ypc· *~:~íi~Y':~;~/) ~~'",·:. ;:>'.~~:: ::::;~\,;:: .. ;:_'.;-:_:·. 

·. ,.:, ' . '."· . - ···.~. ·· ..... ;.<, .:· .~:. (..~ .'. ~-:~'~' _:,;~?~.?\/:~~;:\/{t. \~.\ .. : ~ .. ·'.:'~'~.~:.:,··:.<>.~< ·. ·.· '. .· .... ·: " -. < . . . .. . ' '... . 
Dé sú¡folier válicla:fa:eciiációii\.de· estaé:lo~l~Jós/grises)clealés,·se tiene, hasta.. primér 

Or
·c1e11. e.1.1·e .··•·• :.' .• ·<L~·.sr;;:·:2rt!-f~·.;~:~;;. •·:'j '.e•.·:'''.'.;::?·,·;:··:··. .. , ..•.. > . 

·· ,_. ~'· · -·-.;_ ........ "'. .. ~.-.;_:;:~":·\<e>,.; ... ,.,~·"'"!·-··· 

. . · .. · . ..... f~:t~Wi:~~~~1~lt~t;,~~[if %;Í~;~0''/L , . 
ele donde se puede desp!'?jai:,'la :expresioi1:para·la;temper~tiira'.a prmierorclen···• 

.· ··~~"~~,j~f f ~ht~i~l~~~Wif~i1~!·~1;,)·.> . ''·") 
¡~ucliénd~s~ clefi¡ú~,Tf .'.J-;§.(~11 >/~·f.~P,fj/~ff~i~~'a.~Í~l'ki~:r6rm~ ele· 1as expresiones ante-

riores. Esto de'es~dbfr lá.5 ~~,u~ci6i1gR á.5í; Í1~;~,s ún'siri~¡)le capricho, obedece a razones .. · .. ·. . . . ·..... . ... 
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computacional<>s, C'S decir, .cuando se substituya nn la expr&sión parii H;,:a un orden mayor, 

multará m~~ dar§. ei poel~r s~guh; c1Ú1l térmi.i1ó. ~iéne de c¡i1é ··lacio. si :~\sa~u~s z;~l) 9uc si 

ponemos uk>\7z~;+;Pc\?\;~~ .. v. '.. • '. ,: ·•. ''· 

Para la fu~riÚs~'ha;~·1~·s~1pb~ici;~i1 d:qtie\!ependesiSló •. el~ la t~í~;J~~~tur~;'~ie:x~do la 
' ' ')'.": • "::.' ~: ·' .,: _,, -:- <e'. 

dependencia siiuil~ ~ ¡~ \le l;;s <:ci~fi~iél1tP.~' clisi¡iatl vos; es de~ir .s ; So cTfT~)·º, CD~ ~ '2:'. · 1. 
' -· ; . -_ . -·~.' . ' ,, ' ·: : • ' . -~. ·. .j2:'. ;· - '· .... ' -. '" .. : - . . . . - • - . . ,. '. •,.. - ..... '• . . . ' 

Si se substituy~ Tpo~ ~1i desai·r~illo e1i ¡)citeiici~~de'E, la expresi6ri'. ariterÍÓf; ~ pri1rier ~rde;1 
-. - ·: '1,; . '•' -_ :' < -.. : ' '. -_ . . -· ,- ' '- - '·: ·, ··. . -<. - ·' ,,. - ~ .. 

(2.38) 

(2.39) 

(2.42) 

Tocia esta molestia es porc¡ne pai:~ l~s siguientes órclen~~ e~ iie~é~hri~ ~~nricer Iris cantidades - . ' . -"" . -,·:i-.. ' - . ,,. . 

ele! primero.:• Aeste.gr~clo.•de: aproximación .la für1na'.'gei{~ral.de)!ts solú~iÓn;s·no .difieren 

:;~cln::~~t#:~:r:::.:~~;~::JZf ~"T~~!~~,¡~füt~·~ 
·Es tie1Í1po .• ~1or~·.d~"vol~er. ni •.coment!lrio •• del;in{ci~ ~te;la'sec;ciói1'•.~teririr,·. referente a 

la elección d~ 1::·. ~x;~n~Í1t:~ de Í~s ¡¿rx~:h:~s'c:r~. ,:: df s~;~ti~~~ ;:~~;e fÜ~nte, como l. Si la 

eleccióu hubiéil sldri 2, no ¡;~bría h~hidÓ man~ra.d~ determi11ar las cantidades a primer 
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onlen. Las del segundo clep.enderían.dé las ;¡el estado estacionario,·la5 del tercero ele las del 

primero. Se tendrían dos juegos ele ecuaciones clesconectaclas. ·Ni que decir si la elecci6n 

hubiera siclo 3 o mayor. Esto resulta aím má.s evidente a 1 tratar la aproximación a segundo 

nrclen. 

La aproximación a segundo orden 

A segundo orden la ecuacic\n (2.24) aclquierela siguieiite forma:' 

fPv2 . . ~ < , > 
Pe Dt2 - F(v2) :-· II.2 =::·;"f:S1 .• 

".:;>q,~ • -, ... 

(2.43) 

';;·,,· ;• 

Para resolvei'la, se propone utilizar una pr~f~~Nc"sii ~{é·~~~eú él e~paciC> dé v 1 ¡ u~ando la 

base delas soluciones uk: . .:.':'.;~:;,;. '}~~ 'F · .. · .. 

v2;~·:~(~.~/,f fr~~·.· . . .. . . . 
I11tr~ dtt cien do la·· sol 11~ié>1~. ~nt~rior.~1i'.ftir,~;{~~i~n {~~4~:~ )'• fa~ú~~clo•·~~··.¡~r?~hi~to ··~~cal~· con 

Uk se obtiene. ;< •' ::.·.> ·~· · · .·:,;;. · ··~·: ·· '• li;:• '"; '" ·,· ,,:· ~· ,;·;· • '··:. ·.>'.';''. <,',; .. -.~:~_-.. ~~:~~; 
·.·, '.·;..·; :~~-: ... <-:::"·:.·'.'.\.,-.. :·~; ,:·.r::~· .-~:,.·::~- ' ,,. '{'f>{ :·----.'. 

. . . ·· .... 1t1t.;(~I,~!'.~~-l~~~~l~1i~Ji~~~~~i1~.': : .• ~2 .. ,) 

L• ·~~oo. p~•H(P'"'' oblen7JoolmffiW4• (A2\, qu~;'7'.''.'º·d.·apooWoo A 

'\,. 

PrV1 ·'V (ª;1.}+º~1x B-r+)r~ º! 1 ~·~. (v~8~1). (2.46) 



Cn¡iítu/o 2 ----------------------=---------- 21 

Esta ecua.:ión, ele! tipo ele la. del oscilador armónico forzado,· se puede resolver encon-
- - . . . 

trando la sol11ció11 particular (a través de la función de Green [9]) y 'agiegá11clbÍe; luego; la 
-·- ¡ ,. . •• :, - .. ' ... · .. --. - .. -., . '·'1· .... ' 

solució~1 ah1hm~10~éne¡: f'.ci~1u~Ímente;.1a solución parti~uhitvi~i~~ ~~~1,l'j>of\ 

•(u,, .~i1.~7'W~1,[' 1•1¡, ;:;;:·= ~lr~i·!1~1·i;~t,~¡~·(,{)~;;.'; 
·::/,.,, :;: .. '..}\< -:;' 

doncle'·las ,\(~) s~n·:~b~u~f?~1~f;Ci~j'~ ~c:ui~\~~·S~~cterí~tic; ,\2 ~wf='~; .J)~~)(~'.)'~l t~nriii!o 

~,f ~.ti~i1if 11~f ~I? f g~s;i:i~~~t~~ 
exp~ne1iciales ~r!"~ii~~t¡;~·~ ~1c)~¡:~¡;,~¡;1{f'd.s;~1~iu~c!o'se tien~ l(;·c .. · 01~trari~ (~IJ.vi~~lecfr,¡}~ra este 

._,.:, - -- ' 

t'iltimo caso cual ~sja c¡~1e.se•e¿coge): L~·p~~t~ homogéli~~ cleJá.i¡oh;ci§n no con:tribuye a 
• 1 ~~ '.. ~ .. -__ v.·, -;; . · - • :-' · ·:• _. ... _. , ~- _ . 

una po~iblé i~estii.bÚic!ii:cÍ;la·<i1;i~'.a'opdó1i 'cis1;i.1sc~lá iinla'.ótr~ i>~Í-:e; iasoli1éió11 particular. 
~- .. : .. -.' <_.:;>_: ·:>:> .;;_~::?~ -·!;~·(·:~;_:.~.~:-~:'·.'., -~:·:};,: __ ... _ ~.-?i~;~~·<·~~1l(/f;::<>;~i1:,·.';;~-\::. '..~~~_> \-:~ __ :_:· ':.· -'·. -.. -. -__ . ' 

Ei1 el térmÍllo·.(uk ;.(1/p,i)[~2 -LY.5'~p.i~~ ~i1Jí~e5fa\i:éescífüil' ele la manera siguiente 

(2.48) 

(2.50) 



G'11pítulo 2-----'--------'---'--------------- 22 

(2.51) 

(2.52) 

Esto 

(2.53)' 

:!, '''·- ~~>?f·'.~: ·;·: '·.;.,:; 
.>::, - ,-. ,,¡ , ·.,,~:.'~'.'-.. '.i·' . : .; : :, .", ' . ._ 

,'.·:· :~.-:· .. ,.;,,::: . ·-~:·~~!}~:·.;~ .. ;::> ;~·:: ·\:·, .. '·:¡ -·::.-, 

Cómo ll~l~({~i;~e~t~ .. ~~~~Ht~ a~uí.:~\~:.~l~\l~l~· se' clá~%~iíi·ak ik~ .~o~A~i~;it~~ '1>~1 ). ' El 

comportamÍeí1t6 ~ombiml.cll1'cl~ é.5,ti:l~' ~¡]. i~ es~al~ ~l¿, tien1iJo ~ lfligó plazo (la de.los procesos 
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· Formalménte, todo haee pensar que ~s posible realizar tm tratamiento como el aquí 

¡m•sentado. Para ver qt1é tan pl'Ítdico resulta,.cuáles sOn sus~ent~jas y desventajas y qué 

posibles modificaéi'ones hnhría r¡ue hítc~rle, se presentan alguno~ ejemplos en el ~iguiente 
capítulo . 



Ejemplo 1: modos desacoplados 

Capítulo 3 

Aplicación del análisis de 

estabilidad para dos ejemplos 

Con el objeto ele familiarizar~e ron el tratamiento expuesto en el capítulo anterior, se 

dPsarrollurá inicialm<'nte nn C'jrmplo lo más S'!'llcilló posi]:lle.' 

Un plasma llena completamente a mi .c~i1t~líécilr 1fr~tiÜÍco~n 'fori~a dci ciÍÍ1~~lro de 

:':: :::·;.·':~;';,::~~~:;5,:,i:';:~~lj~~~~1~~~'~';¡~;;,: 
constante que ií¡iimta c!i In: clinici~n dél :eje ,del ':Céiiitenr.clor~. Para; siníi>Iificar áúii iriá.S las 

cosa5, s;·su¡>:~nclrá• que.~l·1)1~~111ai~~ i1;g~1i~\re~~\~1~:~e!t~iy'.1¿tmr\~s~&/1~~clf;~~~+~~~'rª. que. 

cuando el pla~Iiía· es inc01í1pfe~ible iié'ei;tá.tiii' uil,i:éginiei{iml.)sóiiico;es ,decií:;: lii:velociclacl 

del so1:ic~6··.js,.ui11f1i~.;_111ai~r~~{~:~.~i1~:1f1l~:~tj~K~~l~dl"~~;if~~~~~l;r,~Ii~~[~~i:11i~111~), que 

v~ = o fcií1eJiafa>:lsi#iHfí~'.~;, '''°. ·'''' :::H'!:;.r: ~;.~:~· ;> .~ ;1 ··,~' · :: : · 

p.;,~;~~f J~[~t\t~\'.f {\;~~¡~[~f~~BJ~~'.;;'~ti;í'~''"'~\:;~.,,.t2·'~l' 
( 2. Oi;).. Cimio .el ·cani¡)'á.núigiiéticci'.'.(IB,'eqhili bri\i.'e'.5: coústiiiit~;, la coáicí1fo :de' eq iíili brió. será 

· · .. -'.·. :- . · ~·:, ·::·:>; .':.'.'.·:'.::; :~J#:~-~~~~EL~;_:~:~~~> \~;~·:~'.~ ·~::.s,::~;(:{~~.~-~~~~~:-~~~~~~ :~_r;~:·~:-~:i~».:~¡'.¡~t~·, ¡; f:_~;(i::-.~_:-;r:.-.. /<\/\·: :~~ i_:~~ :·:::~¿\::, : _ ~-:-:~~:~//>~~: :·: · 
cero,. con lo que secún1i)le,li(éciiaCióii'.(2'.9b)'.\:·Di((2.9a)/se, tei1clrá<é¡iie p~·;es: c01ista11te~ 

La 111~11er~n1ás,·5;;~,iif ~t'~~f~'.5~¡~tfü~~~J~"f ! {~~t';~~c{M~1i$~~~1f o:~¡,:¿J~f d¿;e1·~y~&o¡1fi~Íei~r • .. 
a. la temperatura coiiío' éoiistaiite?'Lo's'.''coefiCieiites' ele 'vis'ccisiclad; conductividad .térmica 

, . .: . :·:'.·: .·-·::. -· ·~.:~·-~:_:::._\~~~l:;r~\!/~s:f}~r~:~~\-~;31~:.:;/\~}/<::~:. :s:~~:<1:t:_~::~~;~2>.:-~i .. \·;._. ,,_·.· ·\;:'. :. :-:_ ·-: .. __ .. -,'. :·; .. _,~ ~~- _· ~ ~~ .. ::·:.,<: ::('.-: ,. · ··:· .. : 
y resistividad '~01i;'cl~.i ~~úe;í;d()',a\(2.7);~tajnbi~1(co,iuitan.tes ( al1ora se ye la con\'eni~úda • 

ele 11aberla5 .• ~l;-gi~l'.~'cl1j:~~~c·~;~úN·~N~1Hi,i~t~;cleterm.i11ar .. 1~.· clensiclad ... Co1110••~·~ .1>~e,sión .. 
y' la temperaturá'. soíi'cciÍ!stá'i1fo~~;rí1ci:hay·iIÍada ·qüé haga pensar que la densiclacl.110 lo 

e:~.- . ~.';f. ' ~·-::~ . , _ _,,,._:;_, 

sea tainbiéii; ii.~Je{¡;ii_~;: sÍ~í~ii~i·'~ ~e '¡)[iecle recui·rlr a que la ecuación ele los gase~ ·ideales es 

aplicable. 
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Ahora hay que iniciar elanaálisis a ¡~rimcr orden: La ecuación(2:28) se reduce a 

'' .·. .. ·' > : (82~¡ . 
··""'.BcxSlx\7x(v¡;x·.B~):=pc-0-; ·.• .·.• (3.1) 

• < . • < .• . . ~;. •·> •·•• )·: ·,::i)t~: ·' :¡ .•.> 

:::21r;:~~I~i,~~i~:~~~1~f ~I~1~~~i~0j~t~~~~d~ 
·a qtie hay _.ciérta~"iscosidad,'.la:~:ªPª'(\f ·_1:la~mtimás ¡)róidma,.~-laparfcl·ha:deé!)eriuanecer . 

. ::~~t~~;,~~~~~~~~1:~';1~!.i~~~'~f f ~~~~¡~f t:n: . 
. Al em¡;leai-:sol{i~icii1~s ~\~lcttilod~(2.29)ellja_ecua'éió1í.(i1y~~'lÍ~g¡{ a tin sistema de 

t•cua<;iones como. el~igtiiente . 

. n5·•[:;2,J+ :,.·~;Pª~:~(l1 (rúr))] = c-p~w%;l" 
· ·;5.[í:2u.r · 

·.>() . 
-- .- ":.:. '.·.:,~ 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

Nótese que. se lm ¡)asil:clo e~~ f,• ~ las ílk'; esto' ~e ¡)tiecle h~~er g~a~iíl.~ ala ort6g01ialidac\ 
,. - -,, _,.,, .. ··:· ··':"•'.>~ .. :~-~:"·~···::__>•>><-:' 

ele las . funciones. se1m~·>o~'1 .:~istcini~·~aiit~~io( se ve . d~ .. inmediató qtie. la :0111p01Íent~ z de, 

la uk es cero. ; E~¡ ~¡{~~1~1ii~tÜ~r~fi:~:le, (3.2):el téiii1inoque Ü~1~e cl¿rivac\as re~pecto: a la 

coordenada ric\ial~~;~~:~.~i~i¿8s~'<i~ie']~: l;~;dai·· respecto_• a' ¡·.· .. ·de .la·div~r~dn~i.~ •• cle· .. Uk i q\\e 

:: ~::.·:~~li~~:~~~7~~t=~::~"i~;i~~J~f ~'º·='~ 

~:::~~~lf:l~l~i~~ll~~:i~.:~:::;~~ 
* Esto ~s -del:;ulsti1-o t~nor q~t-~ -~;:··'11'1~~:A;~·~~-a>~\¡'¡1~d~-~~~~;~_~1d~-~C_ ;¡~~ i~'~\~rmalizaci6n de Born 



C11pít11lo .3-----------------------'--------- 26 

Sin embargo, esta conclición en la componente radial le restringe ·a que la función que 

depende de r sea de tipo hiperb61iéoo co;1stante. Aliáplica/lnsconcÚéiones•alafrontera se 

tl'nddL que la cmriponente ra;li.al ~ólo la s:tisf~i:~ ~·i;~s-~er¿;/,¡~~loJ\1g~~ a c¡1le la solución 
- "-> _· ~·-,~i- .; .. :::: :-,:?:; :'--~-~·:, .. -~- ·' ·:•·, "'-~·:; ... '···· 

sea Uk =(O, 11,(1', z), O) coi1 . " . •; •: ;}· ..... . ... .. i 'C:' . 
·::~ .. <. -.. ¿" .-.,,,.:.j)/-:.' .. - "" ., 

,~·~;,;~fo\~l ~»;l~'~t·i:l,·· ; . (3.oJ 
'._:; ;,_;_:·.~>.'; --~-. -·r:-J?.~-·- .i: ·.·-· •'""';~-::;.~:~: .... ,.-~!_'. ::~:_:- •. ·~:<· 

:~:;:::.:,~::)y•:~~'¡~~'.~!f lt~;!t'~::· <1,);•~~~cf~ ai'mto~m-
. La concliciéni ele periócliéichtcl ¡)eí:1ilite dete,:11iii1ai'Jós va!Ores· ele lií:s frécúei1cias propias, 

~- - ¡·,~-., ~r:.~ ~ ',. . .:,~ -v.':".·, .. ,_,,-:: . :~ -·,:~-, 

c¡tie resultan , . ; - - : '.'<, . ~:-.,·. ···-··. ,'. .... \-•.··· i. > ·. 

. .·. . :i~~~('?i~if;i;*~·;;o:;,,;; (3.
71 

La solución para la velodclaclapriírier,7éirC!eiíes';fiiiálníenté-
-~~,-: ~",-; ·-:.-. ~::·· :}:: .:)j·:~:.;i::~~:~~f:J~:'.';;.~.--~.'.~:;;:c.;-.;'.«~:.:·--~ , 

~, 2J~Hi1! .. ~i~f !~~~f'~ki~$~;:i,~·;D ; ,,,) 

::::,:~~,~·t~1i~i~~Y:t~~~~~~·:~::;;:~;::.::~::: 
(2.33)-: (~·ti~,);~~~fü,\il,i~{f-F~.~loi;,,~n5füit~~~lo,!cl~ '.".~ Y c~i~~lltr toe!~ aqúeUo que· tenga 

divergencias cle•la<:velocidacl: .•El•resultaclo 
' :- ; ';''·.:'"·J.'..~/~t~-:~:f:;{::J+~~<;):/.:: '<·: i:.': ~-::::': ·: '. 

(3.9) 

detalle). ·, .. 
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Tras efectuar t~da:5 )ns opcrad~lics, la conc\icióil ele ná.resoiuil1cia: se rech1ce a 

~ [ ,,~¡t,,)cri/~,,i:{i'~'',, ~[(~c:~.J,~.:.~.i~;) ~fü}@stM .. .··. '' 1~) 

:::,~::1::1~~;\0~j~~R~~~J:±i;i~+~l~~~~~1~~¡/~~t·~t: 
periodo y_ lásJreci1eÍ!Cia~ éon,~spoll<lirnte~ a éacla'1í1hdo~ túiiL'.sql!i: fi'é'cile~1\;i~1yJó:~ p~ri~cléis ·. 

eorre~¡io1idient.es•·~·-·c~da.nlo,;I;), 9 Í1i¿1Í,~l-~~r~b~li;_~}~J~~~!1I~ff~J{~~ir?:~1J¡:~1~¡~;\~ac~a· 
uno. . . :~~:J·'._ ..... ·: ·· <.: --, ·:;··.- ':'.-::~r ,-'f';_<··:' \':;'.'• ,.. -~·'. .. _·~~:,.,y;'.· -~·:·· 

. _.:';;,.:._ . ·.··.::,·_;··~·.:' ,r > ,'·~::·,. :··.' 

<ero,~:~t,:t::.¡~:~¡1::.:h;:~ .. :17,;f .:1~:J~:!{.~~'~f ~~j~1{'io:illIZ 
aunque uúo. de los modos cumpla lo péclidó; ·los' otréis se vedru1 ájüiífíi:C!éis' a iin cii:lo qite no 

. . :·.';. ·>::.~ _<: ,:<. ;\> ~ ->.: :~ · .. ~ ..... :- .:( .. _':.;"· ?:'· '._::·.: .{'~<'.\~··:':.út.:-::.::~;.:~: ·i~f~;:'·;··,/~<~~'..:.~ :~~-~~'.';.:;~'.:~f::.:~-~i~~;~;'.:;-:)~~;;~-~/'~~:.~-. ..: · .. ;:: 
es el ,Propio, dalldo lugarac¡11s·, J>0r r.j,r.mi>lo(tiú cicloécle J>rue1Jf cor~espo1iclie~a a uno ·y 

1111 .. c11aí·to ~le.cl~l~s,pr,~i;¡:~s:y'.;a1u1~¡1e),i·.emicl,~·~1~~;;;;f~~i5~{; .•. ~~~tjiÍ)1;F~~~Fic~~;;;1~ 1m 

ciclo pi:opio nb
0

Jo ,5éi·íáiie¿e8ai;htiil~,11t~/j i<> .·§: ,c;;:: .. :i . ,;' · ·' - '· ., • 
:<. . '.- - :/~:--· 'i;:·:· :-- '. ·-_\.>· .... ,, '_;:~,~:::· ;. '.~·:-~ .. ~'_:~'.:;::':~' .' :)i:;:;;. ";:' ;:;~.;, . '.¡ ':.';, .- .:

1 
• .• :.:';::.: .(": ~::ijf ':..:,:.~· :.' - ._ .- -- .. .- - .- . · - - - _ ,---.. ·:~-.\ -.:;:.:': · _,: .. _._i;i",;~:<Lf~::'-.-,-- ·-····.,..: .. ·-: 

La condición se ctÍuiplir~ 5ó1ci;si iO q1!.e e'.~tá. dentro de )as, llave,s '.e~ -(3.10) e¡¡ cero 

y la estabilid¡~¡. de la; ~ol~1~ió1~\t~p~mÍcirá -~le! .. ;ig1~6 el;~~ té;.;ni;~~~~~l~;·iici.:'ti~h~' .cÍerivada, 
· ,-_- e:.-.:~~.':;;·~{-.--~~):~·,;;;::~ · .. -.-e,~~-.:~º~ ~.~,y·.~"-~~~'.::~:--~~·~:,-}~.:?~::.:..;,~:-~·'~--:.}:~:·,.,, -: "·~S· · ::::::~~; ·.··-~~:-t:'.(: .,;:,:.~·,,.~:,~~t;:)+:;. ·---~-:~ ~;~, ,-·~·-1 -~ -· '.. . :- • 

ya· que seJiénéil. iiól1iéicií1és?expnencinlcsY'Elisigi'lo' qiiecla'd~térniiiiaclo .de.·1a;:~elaeióii que 
. · : , .: . -::.~-.:: .:/'/\·: ~~\"·\~;(;/:,:~::":.:_:·><~~ -~?:~t~: :,~·.~;.~-r·~~.:i:··w5:~.' -_,_::~i,~;.~:,:.::·}<.:.:: ~:;~~>;~:~:;~~t):~~~.~~t:~~l~hr;.;~t~W'i-~~-9:~;.:).1~·~·.: -~<~_/i< ~- .~.:::· .! • 

guai'cle1i.e11treiií ·los éod~íi t~~- íYr//iJ'd'Yi1ií'/ /lo: ::10r;:valoi·cs; í1o 'soil·.iirbi tra:riOs '.ya,C¡tie qúecláh· 
- . . .· -. .) '..', ~:· .... :+:::.~ :>~~F·:.·:~-·:y>,F:;_:.·h<:x '\:-;::.~ ·,~\{;%>-t~6;:(. -y~~'.~·-~:;~'.~{.f\:~:f~~-~;~t::\~:-.:.{?:f;!~~,~~\~:~~:·~¿\~{~~IO:·'~;('.:·t~J~~::;._~)ti:; <;\!;' '·.: . . . 

. cletermhúiclos · d~sde;d ;hiicici¡'al' escoger e.Léscalamieíitó,~'.::Así;'' pará .eJ;:cii,5o •qÚe 'in teresa; 

;i_~:~;~~i111tif 1~111111t!ill~~~i: 
la hora del éscafoií1ie1ifo'se¡)i;fo qtie;JÓs éféctOs"disisi:látiios'.sean i:los órdel1es. clífinagnitucl. 

· : .--:··::· · ~:·:.-. :_,:, ·'.:;,:::·:_} \:::}?~r: .-~ r~;:,'.:'.t;::/)i:<~. --~~:i.j_~P :-'-;_\:·;:::: '. ·/~\~;~·;·; .. -.v~.:'..·:·r?:'.·f -::::.::~·"/ -~~:~: :~b:;;t~:JX:\0~::;~~~~~:x~~~0~;.\~s:~:~~~: ·~~~W\ .:.·,;\,:::'. -:·: · ::. : 
más pequeños (h !L~!!tiicl§;elí ~I)s>tehci~s: dr.. di~z),.·f~~.ul ~-~ qtje; !ii' 1911gifücf doncl~,~\:~preci ~n 

:~~:;;;~~~~i~r:1!~t~:i~1~,~~~r [.rl~ª.w~.~1f ilit%~0:: 
timto, los coeficient~~ decrecen; "n la escala de tie111p6 cÍe t*, éÍ~ maiiera exponencial. En 
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eousccucncia la configuración es estable modo a modo. 

Ejemplo 2: acoplamiento entre los modos 

En el ejemplo que se presenta n. rontinuación, se van a utilizar la inayoría de los 

supuestos del ejemplo anterior, quitauclo la rest.ricc.ióu ele la. incompresibilidad y sólO se 

permitirá dependencia en la coordenn<\a radial. 

En el equililiri~ se tei;,1;K exactamente ta soh;ción anterfor. ~a.s c\¡fe~~nciil:~ empiezan 

. a ¡mrth' clel \;~·i;11~r Úcl~~/Lit cc~1:tcitin (2.24 ), .al substitiiii:¡;l ~\e~a'.;r~íí,j ~1; ~el'l~ de v 1, se 

transf(;~!11i/e11 · · ).fa .. , ... _ . _. ;~f , ·. ;. 
. . . ~ b~'l J~•J!t[7f,, jf ~Y' jy~·,~ ; X ~·~t~·J~f~i;?~;¡~·i,~°q,; •• (3 U) 
para CUlll plir. en' e.sta{Ü tima ~xpÍ·e.sicí11. ccin.·la)g~ial5Jadide be ~Íif ,neces a~io'.qiÍe :el:.<:cieficien te 

. ::·-.'.' <: · .:<·~~ '. '. .::~:.: :: ... ;l~~'.}:.<·':t·::.·;:,..:: .. =:·z·:: . -:;·:\'., ·.,~?»~,:i :· . .. :/: ;: ·';:;:? ··. f~~~·c, ·!:~~?L·.··:~:~~:_ :"/-ki;::. ~~~~l~~::.:·;~::·~-.~f-~,1/::':/.: •.•. t.');.'.·~~· :«.\_::'.~:'. :· 
del sen(w ¡; t) sea,cel'o:pª{·ª· cada. k fCle hielo •a)a ,inclepenc\enciitJi~1~ál;cJf l~fmid¡)i1 sé no ... Ahora 

~~lilitl!lililll·i~~i~~~~~:J ;~!.:~~:;: 
. . f ¡[~\(tli~~~;{~·,~~iltetW"i+ é .. , + ,,,,1 ~ o. ca.121 

De la ecuació~1 antei.:i(i~'.~~:~<:.91~c~~1y~;(¡11e•íie y 11; son cero, Y,sóio queda ur;.·la ecuación 
,..-. . ··~,: .. ' . . , ·. " . 

correspondie1it'e ~sf'y~~~~~fü1;~·;ili.~á~~· < / .. ;·;} > 

'ta~·-·s?:iii· el:\{';.:¡\[. { p~·"w~ :.)· : - ~]· u r = o ( 3.12) 
• ·· clr2 ·"·''· r·d1·•• ! \'.YP ·+B2· .,.2 . • · 

. . : ·,.:; ,.·~~:·:;/L~~;·t«\)t{.),.<;}.&•. ? '< . ' .. ····•. ··.-····· .·· .•.. · .. · .. · 
Cuya solución es ~r== J 1 (~'i,!·}';;1a.fu11ció11cle B~ssel. regulardeprimerorclen;.·clonde se. han 

::.~:~::~~t~~E}~J;~f ~\Z~J:lt~s~~;:: t!t:~;::·""~: 
(B5/Pe)· 
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Suponiencloque el cilinclr~ tiene radio unitario; y clacló c¡Í1e la con~licióii a l~ frontera 
. - ·:.· ·. ·. - .... :,-:-· , .. :.• . .. ' .. -.. -.- .. ·-···,:- ,·:_ -·:' "· 

es 11r = O en !~n;is1na,Jas alfa~ s~i·íu1 las raíces de!~ f1G~~¡ó;·/c1~ Bes'.~e(G¡¡~'¡~~duii'aí"ce~b). 
' { '..: :_~ 

Parn los .¡'lla~l~rns'¡1ile int~i:esa1i 1 és' ¡¡e¡:Ír; aqtl~Ilo:f~11!6~ ~ile1a:~;;velocid~~Jciricl~Í.~i:mi~lo; ele : - ·-·, " ... -.. . -·- - .. r .· . . .. , ,_, , , -·, -_ - , ,_ .:.· , __ . ~- - , . ..,,,- " "'' . . , ,-.. ··! , - . , , •. ' . .,.· ••. " , . • 

Alf vell y -~¡~ f¡;;jS ~o;{~~ii{{;aJ;~Í;Í~~¡l~~ fr~C:{i~i1~J~~x~~~z~~~;~;Í;lx~ií{~~;~:j~-:~jra'.1r'.:.lni~im{. en 

las clece1i~5 'ele ~iJci~i~i:{i/+ ·. · · ' , ·:;:• 'i,·,, \•; / ;\; :F_::._:·: Ft ,;;: . -· 

·L··::º5~!1f::1)~~~0-if [~~~5~J!~~?~r~f~;~.tt·} <•·••>· 
Consecuenteú~~i1 t~,· ·1~'.~. ot:1:'as' ~1111 ÚÚácl~~ ri.:%.í;i{i~ .~i:ciii'k~)~t~(~le~í· c~l~i;l~f~e· íi¿~1ido. l~s rela-

- "·- - -,'. . ' . ..,.,:.;:···,-··.:.;: ,-. 

cicmes (3;33)-'(3A2), fesultr~1clo: -~··.· . : :; e • '·.•··. ;' ' 

· ,. I~,;;;:;~~:lf~"·N~~s> 
"':-.?bk\ . ~¡,:c/~({1.~.~(rik)l 'Jo(~ki:), 

---~ -

(3.15) 

B, .· ~. - ~W' 'f "0''\~ x;(, •!{x ~.) · 
_ ... °"·l:.<1.) c ... º.· .. s(wkt). (<.· B.·.·.·:· .. )·:• ·v'2 ·J ( ·) - - L., Jk. -.--.. -.. -:- eC'ik --. - O C'ik1 , 

k .. wk , ·.·IJo(ak)I·· 
(3.16) . 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 
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(3.22). 

Falta <lcte1:111hiar .los ·;:aloi·~s;cie.:la.5 !Jkií; '¡ii~~ ~l~b ·.é(1iciJ~stlú~··I1tiÍi~¡;·¡~- cohcli~i~n d~· nÓ, . 
. "·'' ·.: .. _ / . ( ~'.'/' .. _,_ ~;::<<'.·'.;'-?·' ··:í--~~;~J.:: :~~~; ~\~>'.~;.:~~)/'. f ~' .;~~f;·;-~·::·::-'~~~_.;;'.:~::-;·; :f. ,z:,\: ... ,.,:-;:- .• ~-- >· f;'.:_._._¡·, ,· ·- . -·- l -_, 

r<'~mumcia._ Hay_c¡i¡c, ~alcul_ar, ¡)d111cralne1he,· l_a.~ ~~presi6ne~·par~·las fu;ici~;1es fk~i; 'gk;i 
y qfü,,. A continuacion s~da1;·1~/exprcsic;nesfln~les, los detalles están en elapé1l.clice B. 

' . . 

f
c2i • ·{ .. 2 .. ·(, :: ... JJ:.2) ;,;2 · .. J. '( )···}·. • 

. k'. =,=.1· -':""2c,i'k', ,11>r+ u. l.Ju(o'k•)l 1 C:Vk•r, ,· (3.23) 

(2) -• { • ·) 4 · (411u 2. ( · )2 · · 170 2) gk' =1· .J1(c:vk•1'C:Vk'_ 3v11 -' l-7 i.:oT.-
110

B0 

. 4,,~ . 2 i' . }\ V'2 .. ·: 
+Twk,c:vk1 -:Ju(c:vk•1') jT()j 

· .. Q[~t ... ~ ' f ,;¡ ~";l"·(~ •. ;jJ)tJt·¡;>¡J~i?~~~~{);f~ll+ 
. ~·· ' 

(3.24) 

.Jo( ªk"1·).J1(~k'1·) i;:k·;, [M .. c ..'...27]>.;) ':f'o:%; (3B~-+ 'YJJc(l - 7))] + 

.J1(a~··;').J;(cv~;~·Í·) r·:;¿~,¡;"]'~'i';;t;l'Jl•c'y12( 2º)·1.,1~ '(2)1; - '. '' (3.25) 
- ';; ~ -

1
, l~ 1 ,.,..,1- "<"·~~--J. o ªk' o ªk" 

' - \ ~ -. . ' . - -
-~".': .; .::¡ ~· .";.' ~>· 

·<. _, ~~-· .. ::l}"!> _-,:·.;;~. ;.:,·· ~-': 

El. desarrollo de~ la v~locfond'.~n f;ii;~¡6{1 ¡1~; l~i uk'foi!Úicne', ~n•.pfi1icipi6,_ u;1 níunero 

i11finito ele. térmi?~s.;.!ta11t~~-·c~i1'.o~:~~~~~~'..tt~~~;\~f.~'.(~{l~);i.~~11¿~~~~~~?i,fr~jl~~)111_ h1fii1it.~ 
número· de· condicimieii .. de íif'resoiland~;~'cor,res¡{oilc\ieí1test('cadac\ma;de la:~f~k· Ante 

este hecho par~~.ig~!inip1~s}lil~~of~11~1{\11;;~ri~~~~;\rHi~erf si·~~·co1~s.i~l+~·:q~¡e'.h~s~~+ión · __ 

pudiera aprÓ~i1ri~rse's~tisfár:tcii·iaílíeílfo ¡>ó~:u;~. iílim~rd finito de tériili;l¡;~;{ ti~te, tipo de 
-_ :; · .... :<-:-:·~- -i:;·._;,<· :~-·~/;·~/:<>~>~i·: .. /~;r7,~:~t:J:.:; .. ··: .. ~i5·;{:·t:·;~ :·:.\~)~---~<r~~:- -::·;:·:~:··-<:i~t··~,;~{:'::-~~- ~-:;:;_;<);~.:-::·i~~>L{:::: .·_") ·~ .. ·. ·, 

snposiciones se. realiza· a:Cúieúudo.·:en :lqs¡ ¡5roblema.5 de; tu"rbülénciá'. [11 ]': ); se ¡:iúécle dar. ún 
.... ~ •· -.~:. :·~).i :;·.:. ·.{if·~:-.}~t>,;~(~~;~:;_.:·:~-{~~-, .. ~~~~i~·. ;~:~,~ ... ~~~~\:.·" :k.;~/;. ::~;:·~;:~· .. :~-~i:·:·;'. -~·:~?.'.J~~-~::~ ... :·'?;;:.T'.·~~-~::·:.~~U:'/.'{.;~t"!· ·:::/<s~· ·: :· 

resultado .. ·. Para el ejeiilph aquí cóiísiderncló,c se suii.oriclrá:i¡üe' es imficieilte er eiiipleó ele lós 
- . ~>· : · /~ :;:~;,~·: ~~~~It.<:.: ;-~-~~~f -~': ~{;,71;;/~}::~:T~f e:~\~·: á~i:f ~:_, ,j}:,::;·;\': .. < [:\~-"'~~::~·;~ >::·:~t}~:;::/ .. ;_:~.~~~-;;h._f(;.1;f;~,:~~~};··?:-~:·.< )t~·~': .~·; :, : .. ~. . 

tres primeros_1nocl9süL.a5s~1foat,º!'i!is.clela"c011~\'.cióncl~no'r~s§íi\i}ci_~l;~edén:c1esarrollarse 

y ef~ctu~s~·.1~(_;9:E¡W~;~11i¡ji::::~~~~~'.f 1Ai~}~1~'.ci~!h~"~í~e,l}'.i~1¿:fly~ii:~;t~f,·~t {• ;~J~~i:°~es -de 

Dessel, pueclen ·~alCularsé lúi.cie!ldp \tRo :clP: las1lr(Jpieclades ~ clé:ort.ogona1iclad .. de; \as ·mismas, 
. . - "·;_:· .. ··.·. : .... ,, -~;:;··:t.·. '::>i'\ i ... '• :/ ;:: . :·."i''\·' '.}-:··•·:.·,).•: 
en cambio otras; qt1é. resÍJltruÍ S_m· la,. ÍitaY,Ol'~a; ·sólo• i>ueClen eÍ1c01itrars~uuméric!imeitte; 

. ' .: : ' ' - . .., ... - .... <. • ·, : ; : ' . - . ,'. ::·' --:' ._' ~- ·: ' .. •'. '·'.', .... : "·- .,._, :· i: ·~· ···:·~ .· .. ,_,, ·"i,.-\• 



Para el ciílculo ex¡~lí~ito sé re.curric) .ª "M~.th~matiéaÍ' (eLprograiU:a imecle ver~e en 

,.¡ a¡n'1dkíl C). De esta' m1lúe1;aw ~1Jti¿1ic'\i1~a; ~~i·ie, ele cc~1~ciolte~ ~Úfcrenciales lineales ele 
,- ;·;-· ~~ ., .b 

primer. orden; del tenor. st~i1it;;ít~'. 'f :' .. j~,;;'..i; · ','Y.):,;:'.'.' .''. c. 

ca. ·c~~;~l • +:c·1 .. ·b~;>•f~c2'.J,\ 1 .• >;f·¡c.;'.[ifü~~lc.Vit&\i3~"~~~tz\füif : 
: · ~~~c1i~1tl2 ·~:~if{'.Jt1'i:i}~:U~!f~1í'.Vc~b\Úb~1 i=7 o. (3.20) 

;:;.~.-:_::{',~:.:· ... ,_--<·· <~)>/·;_:.:_:!~. ~-- _,_-_ 

Lc1s coeficientes .involuci·mi ·los ·¡1nr1íü1cÚ~~·¡¡1iéi;;i~~·K~~td.~~:ias: c01icl11éÜviclacles eléctrica 
·-. .:,: ·' ·_.::_:> ·-~::·._,, · .'·i:/::.~:--,·.,·,-:·,, ~<;~.:~"-·;.'·'~L':,o..:',<·::'.:·'.,· :>::.' ::~_-·:." .. ,- .:·~~--- --:_-:·· · _-, ·. 

y térmica,. la. viscosicl~cl, l~ fo1í1p;,ritt11ra.h1ici~J,'.etf. jlas.'¿6nsideradones para elegir los 

nclccunclo~a este. ~je1f!plo,5im{i8 ~;;¡sn{~s ~(¡~ !·~¡ ci;{~ji1~1~iY~::~i~erior ). . .. 

Es te •.. ~is tl'Ínái ~le·~:c~ui¿,'io11~~. t,i~i.í<c~Eci;ii1t~~f¡i;:~~ ,;{ií~1~~·ica'1!le;1{e, ¡iaI:a• ~llo ~e · utilizó 

el mé€oclo ele Ru~1gr.~I~ut.t'.1' d~ ·c;;!~rtcWor~l~ii (~! á!og'.;~1íut'c1tl~;'.ha?:e, e~to se realizó en 

AmignBasic y se .. ¡;res~iita.cn'.~l·· á¡;e'1i~Üce .D).;úibt~úiéncloii~ res~1ltnClo~\¿oniolÓsque. se 
. . . . ' . : : .. "' 1 ::. ' . _· ,:(' :: :::. .. ,.;.-.. _ . : '. • .. J ' > ·: ;:- ··;··. ,, ,;; ' ·,_~·' ; ~-"- '-' -.~ ... -: ....... ·. ' ; -:: ·-.:.1 ·. . 

muestran en In~ gi:áfüoas si)/;úil';ítcs;;'Eii'el .~J~ ~~1'.tic~tl se grafic!!: el C:~eficil'nt~ indicado eú 
., ,. . .... ¡ ; . ' . - ' ·- - ·. ~-.: . -. - •. ·-- .. •. : .' ' ,- • - '" 

<'l cncnbezaclo y lÓs pnso8 soü cle.· l ><10~·¡ s!O'gtií~dos:; 
' i ~ . 

·o.3 

o .25 

0.2 

0.15 

0.1 

o .os· 

o 
o 200 400 600 800 1000 1200 

Numero de paso 
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2.5 

2 

l. 5 

1 

0.5 

0.03 

0.02 

0.01 

200 

Segundo coeficiente 

400 600 . 800 1000 1200 
Numero.de paso 

Tercer coeficienté 

0'------'----1..----'------'----'------' 
1000 o 200 400 . 600 800 1200 

Numero de· paso 



Capítulo 4 

Análisis de los 

resultados de los ejemplos 

Es conveniente, una vez presentado el análisis ele estabilielael en el capítulo 2, resaltar 

algunos puntos impot'tantes en.rdari<1ú.a.elicho.análisis. 
~->::L·. '\·~:. ·:.,-~-· •· ... :·5:_ . ' : ' . 

El• primero .• es···quelos .cscalm11Í~11t•~s se~hifier9,d •en;p~tenci~5 ••. entel:~~ .• del, pai·ái~etro 

:::~=.~:::tr.:~~~~~1¡f ¡,i~lif ~;~t~~~~~~~1ff~~~ürd~~;: ;: 
que se usanescala~1iei:~·º·?'..~i:n;\5rtf~}ci:~;.frTh~~i:1~a~i~. ,,: , : .~· .. ··••• .. ,,.,· . .·· .· 

"".::.:·::fr~~:;rf #4~~i;,~t~;jf tli:i~l~·~J!~z¡:~z:::::: 
tal. q11e. itI. reR6ivéf :,lo,S::~1·él~~K~~JJi1fo'~i~-í·t~'.;~~~¡)uc~i1cr~ ~l> ~eiiel-Ii( ·~~l.11<iió1{de, los. siguientés, 

:::::t:~J~?~~¡~,L~k~~~~1¿:~i:f:f ::~tY.,:b;J::: 
~ -;:1- -·- ;. "' ., .-. ~- ---~ •. • 

ele 1a· el~!· cí~~¡¡~¿í~iiiii1iJiiil;brdi~~riii~i~;;;~: • ·· · · 

En pri{{ci¡>i~'s"e
0

¡)~~~;.íJ
0

!1al~~i· ;zgidf u:;a es~ala tli~tinta·· ele acue1~clo.c01i'~aela proceso 

cli~ipativo o;iiú-:Í~1~~;.~1~¡;e;iiaie{~~1~'¡1<i J.~cía·velbcielad. La 1>dsibilic!ael quecla•abi~i:ta; ··pero 
~~~-: ._.,,_,, '.~-,_,': ~_,;:"- ·' =-·· . .,_,.- - ~'~ ""',_ :~, -··- :/·. 

parece poCo·prolJ~bl~,~~íeJ~o~~·cis;lel~<{l~.cÍiflc11ltacÍ en tr~t~mim1to co1nd ési~;· Y~. que la8 

operacioiie~ se.con1plic¿1i.Üiiil11Úi1álni<>fati:'.Yni q11édecir sisé c!Jsf)al11tl1iir !~ ailisot~C>pía. 

·~MA:::~r~~f ;r1~c!~Bi~~ri~~s¡;~~ll'~~ic.~: 
ele este tipo ele plasmas. Los C'jrmpl<is <'X¡mestos en el capítulo anterior no son ele ninguna 
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·manera arbitrni·ios; sino; por el contrario; soii aqt;é116.~ qú~. cléspuÓs cié numer6sos e iiifruc

t tt<>sos . i11 ten tos, t11.vlcro1i . tuia .. solt1.d6n. ai;alí.tlca{&ou10·. clpri1ucr~}.oble1{algo lo.bastan te 

::::":;:j::~~1í;~~J)~~¡1:::~~~~;1:~}~~a~1~d~~~~:2~: 
;~ll esta clasé c1.~-,t+t}i1ítr~!t~~ ;'~ ·~~~ .·~·t:t.~;~ ~:~ '.']i·~; '::'.'. ~r:~~'. ;;::, ;~f:' > p··. 

0
<> • :.:,. ~ :'. ;- :~'..:-,:-, :' ·~':·+::-· ,-\\f -_:))~~?:·.~~{~~~~}~~~~f.~:/-~~~;~:·,~- >_>,;~~(:~~~+:: .. ;l{~:~·.:~f.::{¿;;_~\ ~):}{:'}.;0:;<(\?~;/:\~'.:.'/~_::":\·;~:~ >. :·-{.~; . ·.· 

Eii .ctíaúto álós,éjenipk1s 1' lás'tlifc;frmiciasciiti'e _ntiibóii son: iiotal:íles:!Lá prinforá: ·c1e ellas 
" ' -.· ( · ~:,, ~ ·:r~, ;~. ~ ~ -:~ ::~; .~::::~\~~ '::~;;:~~~;_~:.;:~~;~'.-~:: ~~s~~/-·-~:1fi-,-;~¿~,~:;~~;::i.:>.ü1;J:~f:{\ :!;~~~~·; ::,_:;~'t\~~-.~<~F:>~.~~i~; ;:>~~p:\~,~·;f:~:>: ><) .· ... ~ - ·· ~ 

es que.la in~•ompresibiliclaclcla.'p(?'í)~.ij.í1lt~cloq11élasolt,1cióifs~~·~lli'coiitjiiú(J·c1é'.1!1oclós···que 

11<> tie11:¡1 ~1·1·~·~~}~!:.;~lfJg~11>·ttf N;~í~·/jj~1·;~~iól»f-~i~~1·~!11¡f J~t.~,'.~:~,{~f ~~;1tk1i1f~};.ª··';f 111.~ión 
<jt1ecla b1e11.clct~r~11'.11,~~la·•c()n·los¿valores·cJc.·las•cm1;l1cwncs.11~1c.mles.·.cie:•losp~ra111etros,.,esto 

hizo la suposición ele qúe émí u;~cí~'ctmÍ~tos se~í~ posiblé. aproxhri.ai{cle iifanera apropiada, 
. . .. · '; :·.·. . . '. ·. ';:· .. 

la solución. Tres, es el núil1er<i más bajo ele modos que e!l principio 1nostraría con clariclacl 
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<'l acoplamiento y ¡>l:rmitiría llevar a, cabo las operaciones inmlucraclas, en un principio y 

ele nu111cra ap1'oxiníacla, ";J. nüm~n. para, postcriormei1te y. con tocio. ·cletalle, hacerlas. en la 
': '· ·«e\· '•, . "" : ' . , ~ " " , . . . ', 

eom¡n1tadoi:a.salA~ncl~¡)'ór.c!Óíideilia:l~ cosa .. · 

Los rest;ltíl.~l¿~·n'.~:lu~r~nlos. espcraclos,yaque tratándose, como en el ca.~o anterior, de 

m¡ plasma cl~1ícle\1ay·¡;ro{'.eso~'di8iÍmtivos y ninguna fuente. externa, era ele supmierse qtie 

la perturbi1éió11 Hft1;c:í;Í~1cicladel'.ayera~ lvií1s sorilrenclente resulta si se tiene en cuenta que 

las ecua~ion~s. i¡u~ deben cÍ11liÚ!ir los coeficientes ele! desarrollo provienen.delo 8ue .se dió 

Jllll' 11a;1Íar!!l.~h1;~¡¡cicín. ele ríó' re:~onancia; a pesar de ellÓ, al menos uno de fos coeficient~s 
·:;.- ... 

. crece muy r:ápicl~;iie1{te; eú uú tiem¡m <JxtrenÍadamente corto (inc!tiso foencir al de la escala 
;-:_t''' 

del Ú0111J;-~ ·cci~.~~)~:~~g ·· .-_ • - . 
~ . ' ' . . . . . - ' . ' 

Se realíz~ro1:,c1~~~.;s~ pr11ebas, utiÚzaJido valoresun poco diferente,s de los parámetros 

iniciales, h~~ifan';[¡~fones h;iriales c!P..los cÓefiCi~1ites;Ios.ti~{{iposy ~· Í1(1;:1ero·d.e pa.5os de - . ~ -- ' ... - - ,_ ___,, - . - ' - ,. - . -,_,, ._ - . . 

Pensando que •ci:ufzá el ··n1111{e¡;¿. d~"í~ioctbs ~Ónslá~ni~lü-~i~':f ~;~rll.'c~Üfig¡~rit~·~ara · iip~md~ 
· , . '·:· :. :;::·: - -. ·.\- :.::·\ ~ '. <.~:~~ .. ~;<~1;{\:;.:.· a:'i·\~ .··;d ;~')' /~:J?~, -~:·~:.:~:~\~-::.,~-:f:~'·:<:.: !_\t:?~~~:gi. <~-:.::_/·~ .~ ·:: <~ : :( · · 

mar con propiedad la ~oluciém se,clecicli<)ii1t'eútáf, co:11.ét.iatrcllhódos?El j)rÓgraúia htilizado . 

::~~::::;tz;~~~~tl~l~Jf ~!~~1!1!~ilf~~~~: · 
el numero de modos Y: .ca~!!\ tlll!t r.ncluye:.termmos por·el)p1~dr1;t.d9 cl~,.~s.e,;!1Ull1er~). Como 

.- . :_:· · :'.:.\ ·_ :::,·1~:·, :· :,,_~·::? · .. ":,_::,-.-:··.- -';.:":_'.:~_- 1\.( -::::'.:.:·:1:-~~-; .. \:;~:~>-· t_:-:~>-:: _.:~:~~-1 '.:·-·_'.~\;t:~~~--~?:>;}'~·,:·,;t.):<~r~.:: /:?· _::\::~;·;~t: · .... -· · 
se puede uno iní.ll.giii.ar; los. tieiii¡,~s de'·nuiquirill.'créce!(de nl:anera éohsiderable;·\' . 

.::_~ · .. __ : .. .- .. :: ·,:::· ;: :;.~:,.,,-: "... -.:.;e:::;, - - .!"_ '··.·,, ~, - • ' -~. ~"'-'..,''·' ¿'-..·'.: ·:.;,·:: .• ·.-~.·i:'.~ ... >.·.:,s.:.;);/ 1
;· ·,. • .• <~·· -· 

.. · .... ':·::i~·:··.:··., '-,~·- · :-?:\~· ~ -. ·,-·.·.· .:-·:~::_,: <··, .... · ::." .. :;· .. ",:·~-L-: -. .,': ;_ -: ... , ... ~<:~ ·:::::. .- ?- "; • .-•.. , ;_,,:. .. _ ,~ .' -,,, , .. -,' :.':- ··- "'.,' -

Los. resultados del'.uso.decuat~·o 111odos'para .. si.tmici01~e;5 idéútica.5al,fascí •con tres,• se 

¡iresentrui en l~5i¡:~k~'.~~. cl~,h~.•1;i~iÍ1~~·~¡g{;i¿{~~. ~~'ef ~j:~;;~r¡I~~. ~!~~~c:~l coefic¡ente 

indicaclo. ~n el. ~nc~Ú~'.~.~~í~'•f'eÍ'f;&,~f · es'.clrii'><: 1CÍ7 f~) ;) : ·\ ·~. <· ·. ·.··. ·, 

Como se ~precia/;;1-;cd,ekcie~ite cld éiiarto m~;I~ ~~ Üi~pt~,< h~ci~ndo nuevamente 

inestable la confii~1raci6n;(es c.ie1 ti¡;~, aeh1e~tal,Íli~lácles que se da en llainar "explosivas" 



C11pít11lo 4 

[13]). 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

.16 

14 

12 

10 

8 

6 

4 

2 

o 

'.2 
o 200 

Primer coeficiente 

paso.· 
e :;·~,L 

coeficieI)te 

36 

1200 
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_Tercer coeficiente 

15 

10 

5 

o 1-~=,,,; .. :::: .. '.'.:: ... :'.'.: ... ':'. ... ::::: ..... 

-5 

o 400 .· .. 1000 
Numero--~~ pa~o ;,\ '.' , . 

,-.,; 

200 1200 

500 

o 1------------=···"'····:::: ... -::::: ............................................................... . 

-500 
o :ioo ... 400 - 600 . 800 1000 1200 

-Nümero de paso 

Por un momento se llegó a pensar' que)os resultaclosqlie se obtenían obedecían a un 

problema más ele fondo, que tcnclrÍ~ q~1e:~~r cbn el íúéfo5!0 e1~ sí. Tras ~fria ardua revisión, 

se Creyó que eJ prob!rnm C'Stnría, c¡uiz<Í, ~n 'é6Ji~liJérar basas shi flujo c\e masa. 
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Así, la siguiente tarea con~istió en tratar ele hallar soluciones con flujo que permitieran 

aprovechar lo. que ya se tenía y, al mismo tiem¡;o, l~uscar en la literaturá tratamietos ele la 

cstabilidacl en si~tcmas que incluyera11 flujo. 

En cuant~ a encontr1{1~ múísoluci¿;í cd1;'1i{;; cal·acterísticas aí'.riba eit~clas; fuéimposible 

obtener ál?tÍ1~~ :c~11fi~i~r~:¡•CÍ11(~(11c'~~:\Hli~:r~?~;sJ1~er~~.i1~ 111ai1era an~lüi~a~o )o. más cercano 

a eso) y ~1í1e P~r;1Íi.úfü'~:1~§~~'~f;?1~@isi;,r11i#:se~t~l1í~:; :;.•> -i/ •: >· .. .\\\ 

p~h~'.~;¡¿~1~~lft]~:~t~\tf~~:~~i.·l.~l'o·~··s•.:.•_:_:.•s,e~0 .• ª¡ •• 1.:af,1:~Jlea¡·1 .• ,

1 

.•. :c,l~e' .. (··.,_·,!~ .. Ma.'e1vi1•c:l1ei1:1¡;c11a};•,_;~n>~u71'1'1:e;r:··1'.c:al a las ectrndb1ie~· cídli~hic1~·~~úi1fül1ii:11}[i4¡::::E¡!, · -
·~;·¡ ''·'';· '' '~' ,•., .·,<,.','>,! ,.~, • '"·f~··•.·.·,· e'· ···:;',.:·;:,· ~J'!i.l' '' 

cid ciráBtico ·•· Ca11ibi'éí 'áé &.bí1~li~r'tt'i{iÍgi}t°o)~ici···fa . .J: s~l{í.~i~'1ie~{~1··~~lj:r~l~1iit~i.~í~.JlÚÍ11~to' ele 

111ocl~s ei1.la!tpi'~fi11{~%:f/~~lt~?lo~.~i1~~+s~~·l1~~~·;1~~~'.ifre¡JiesQ1,~t~~io?;~·e,n;se!i~··cle 
Fmtrier cle_la.~.Sühi_cio11~s),}~1~.~~tenii.~i1r¡(ifij~!~)()~··iiár~n~etr0sfísicos:·_·.Si biens~:dan.algu11as 

::·~~.t:~r.~J;~~~~l~~~~~~~;;~,;r~,~~,::·::~:~:~t~:'.~~~: 
general. En tu~ eje1npl()'ni~ncionaclo e~l"J14] se comenta como al pasar ele 1111 ·análisiscon 

tres niod~~: ~:;;;1~·~()1geÍ¡~j~~~,~\l~!;~ci:í~f' i¡;i cOmportamiento. total1~1e11~e dtf~~~~;t~·;,~~ las. 
. . ;_; ,,.::;--:· ~·~~'. .. ,,:.:., .. ';):· 1' '. ·"-: ..• ·>' 

~olucfones:· ···: , .. :· .:: : :· .. ¡.,;· ::::c·c ... ·.00 •.;~ •. • • •• ,, •. ·"'·""'" 

, •. , ...•. ' .. ' ·.:!,,-:;_ .,~.;:::.-·-~ ,_ ., .- . _ _,_~r~; ··1 :~--.·-- ·. .. --;···:-. ;:.·;·,:::~.·:..;:-:.~:> ,-_; , __ ,_- .. ·-o-:;~·- <,.-_,;_. ___ 

Bie1! •.. puclierii'ser'que1~rt'rhti1~íiei1to . __ })ropucst,o •en. el caplttil¡;'.l.'.tuiie~~;este .• t.i po, ele 

proble1nas,.·e~ii .. ~{;¡~(l~:;r~~ui1:~;1~~t~1e;~~1~.-1~~J1:~~\;:.eG{~ic1~.c1~j(~1~{~~ifEit~1~.~f:1~~i-~r:+)ª1·: 
cttenta del comportamieúto··cle.·lá,coiifigtfrácicíií·:·propues.ta:·?·At'úi.:~ri~!P.onienc)o .. ;que·:fuera 

posibie ~sti1~i~~'. ~\'.~~~;~4~e~~ii1í~~\i~~,hi~~·¡~m:~~~.i~\~i~~rf{~;{~§l4f f~·:·¡~~i~€gt~.~i~í;~;~: fr~j~;' l~s 

::::,::~~t;t'1lrJl~J'.:~~Zt~:~~f;¡~~~!7JJ~;¡~¿o: ·••Oci•.mM 
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Conclusiones 

La motivación principal del trah~jo ~\lé'~~pÍ?~,11-r u~ia manera ele estudiar la estabilidad 

ele sistema.~en. los qüe h1forvh1ie~·¡iX1nyl11si.1~a.:on' ~esistivielacl (r), viscosidad ( v) y que 

~~~f I;:ii~il~ll~f~Jf !i~Illl.i~;~ÍE:~;~:~~ 
:::::r"""'';;; ·"" •d;~i•i·'···~ª~¡··~·~~*r,\á f ~i~l~~':'.'~~ "º'M''''º' 

, .m E~"rt~:iM&~i'~~;~l~~''j}~~~~!~~*lf~it~~±~~~x:;~ · 
· (que vieúe a hacer!as'_vecés de.úlui écúacióú cle'.estáCIO''para'.iioC!ér 'cerraiel'.prób!ema) para 

~::9~í~l!i,~lll1lf Jl¡lllilii~i~ 
consideró. qúé' los\. tieií1pos :'caradcrísticos';CJe'.' 16s''.procesos, "inencionaclos:;eran /del jiiisúio 
_·.. . ..... _ -·"~·~·: ; .:.)<:,~:: ... < , .\. >·/·:·;~;~~· ',~,: .. F .. ,,:~:,,f3 .. ~·-~·~,~ ~,,.u--, .. ,~-:.·--~,--'/·\·--~,:-~ ¡< ,·:~-~ ~:-.:'>1·i~~. 1 ·:~'·- ~-,··:¡/: \': ;, .. ~;··-~ -~ .. ~·, .... -_ 
oreleíi; en comparación a la'eséala ele tiemp'o en que las perturbaciones del campo magnético 

sepro1l~~~,W~~~~J.1t!~~i}:~[~i~iii@:i;,~~I:·lbt¡Af~:~ftt~;~i1I~s~~i~,~~}j~~~,1~1g~p¡~.F~k·~E~, 

;;;¡f ~!!~i~~illiittf i~.i~~!lf ~~~t~iiij~:i 



C'11J1ítulo 5. 

1111 orden diferente ~l ele los demás términos, esto con l'.1-intención ele '.'minimizar su efecto". 

Par11: el tiempo ~e asignarci1úlos escafos (véa~é 2.12) las que se consideraron como variables 

in riei)e11dié1itd-'E1·• 

Se lº~!tllÍmfrni l~s~clésarr~llós, 8C reagrup~ron los órdenes y al derivar la ecuación ele 
' ,' • • • ' ; •• .' •: • .e: ' - »,·, . ~ . ' - - . ' . . 

mlmiei1tb (2.\o)Je~¡:c\c.t6 al\,a e¿c1tla c}e Üemi)°, aso.ciaclá a la vcloc.iclacl ele Alfvén (la escala 

do tiéiil.¡;(i:~~rt;t), ~é~íjt~i~~·llll¡{ éc.uadón · pa¡.¡{'1as. velocidades,' que incluía el operador·.· 

de Bcriistei1~· el~ .ín: JvlHD •. füeal (2.24f :A p~i:úer orden• las . soludones son. c'5ri1~ 'las del 
• '']''"'' ,', .. '.'·'·'·'·· ,·-·:o'.•;<_·:": '"'·"' . -. ·:~·;--:-. ,._ .. .,.-~.¡---•_·'.~-.- ·.< ·:; . _,,' ' . · .. , .·· :,·:, ;·-"'. .... 

pro l?lema éld la Jstal)iliclaclJirfoal:enhí'.M:HD;i~l.eal, eonla ·diferencia .ele .. ·· que los··· co~flcieutes 

~.;,::~.t·~:··~i.:\t~1~~é~~;~:¡~~!i.sJ¡.511f r~i~~11~~1¡~}:z. · 
- _- ·/t ... ·: -·:: -~~-:-. __ -,':~ :; ~;: :-:::;· >:;.~._;~~~-'.~\· /~;·+·~:::·:t2·:~;~~~<.w;:.~'.·: i::~-:.-~; '.~:-:. -~'~_; __ ·;~;~; ::~?>>~::w·~._'.:.·~-~-J;;:;,: :·t::-~J: ;:«~~~-~~~-~<~~~:>:_ ·s:;:?\ . ;:;,~·~ _~::; ;·:- :: : .. 

La.5 solúdones al segünclo· 01·c\e1ísec(Llculau•usru1d~uúa.~'royécción de;y2 'e11 el ~spado 

:~~:"~;::~:,~,ti~[,1i.~~~~~t~I;.~~~1~~·~t~~t;1~f ~~$¡:~ 
ck; forzamiento. (2:52) '¡)úede. impol1érsele uúa écindidón: déúio r.esoiiii.nciii.' (2:53); de esa· 

·:·.· ... -: >.~:· _, ·\"-~;~·>.-:· ::'. :'· __ ;-~~::--'?;::·::-.:.-- ~ .. -;,~:_.'-~'. '_'.:,::~_'.··.<· :,-~~¡-~:?:,::_.-. ·:'.;'.:·:;.:-:.-:- ~:-::.:~·;·.~ :,~~*:·~:~·:~·¿_:-~:-;~;,~:.·:~~~~-_\·:.'.;i~!o~"~ :,-;~:)'.))/(t:::¡::.-·,:··;:t~ ;~~ ?-;-_:·.-:_/·. _,:·: ·. --·.· 
llHU1era se. obtieiieú)a.5 éctiadotlesjfara Cleternfüiar:Jqs •cpeñcieiit~s fií\e hadan falta;;y dé 

pa.50 a$egi1ra/·(¿n 1;~:rúii1Ji~0) q9lfLs:fioÍ~{ci~{i:s,J~)~~{i~J,~~Í:~~1{(:t~}t·~ .;y ~::;.; .;:!··. •.· .. · 
• • • . '.. ·;__,_;_: -: . ·:~\2':, ,·::-: ".," -"·,¡.'tP '.···~· " _:Y~-./~:,, .:._::Í ~ 

!_.>. ,, ;~·<.·, .. .-:·.-,,~ .. <·e;'..--__ .. :;;_ .- ' --: ._..):~,--~~~> .. <:-,·: .. : _ _:,.:.'.~-:~·-.:~~~:'.~~/~~~~;~:_L~~3~'.:: '~·-,,':"~-'.. :~~3:~: .. ~_·:;t¿~~:'.:,~x;;::: .. :~ .~r;;; ~·--:::. ·: -:- -;·:
E11 ctia11tóii:k1s·éje111iJl6s; el11{uliero~de, lós éfoe stün'i~cle fratai'es•"i,ilüyipéqüeño;•clebiclo· 

:11::,:~~'.f ~¡~~~~~~~~ifil7~]11i'i'~~l&~I~~;~~:~·;~· 
contrario .. \lo ,q~1~· p1¡t: eti,.~l)cgt11ido;j cl011~le,: p11eclt;; a!JreciaJ:s~ .1~· in~t;racción. por parejas 

es e.ero. (l~ íii~~16~·'(4); lia~ 1;no 'ci1~~. ~e c\Íspara 

en muy corto ti~1i11~~- ·. Diforei{t~~;~~~i~lmi;,~ no• n16strru~on errores én l~ operaciones; a.5í 
; . ·-'.· .· . ..··: . ., : . . .. ' .. ,. 
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que el cmnportnmÍ<l!ÜO niostrádo ~lelie obech:er a uh prol!leiiia n.1ás ú~ rril1c!Cl; En fa 

litcraturafiay.c~ic~si~~¡F'dl\qt;~,el.1.1í1~11n~~roclc.1~1¿closÍny~lu~rad~§ei{:1c'.1ae···ls·;,ts:.'..1e;tg1.ctttºi;1•~~c•.11.•0·:1 .•.•. e ..• etJ·ec···~11111'11 ... >iln
0

a

1 d c0111¡iortamie1ito./le la ;~~iHnia [14]; lihm 1>i1cÚcr~:~er.este;el ca.5a , , . ''"'" 

m1{1qui int~11t'.1í;?~~¡;.~a;" c'oú. \ll~ 1;i~yc{1; 11Ít~1i.c~·~1 Cle¡{~oc16~ sci;ía ié~l>i¡~ti§J; ¡;¿51~ r~~oncs. 
a las que se ách1ce yncl ~ipítnloa;;thri~>l' *. 

* Se refiere a Ja discusiót~ ·qnC se hnc~ respcr.to al mímero Qe términos asociado a la cantidad de modos que 

su toman en cuenta 
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Apéndice A 

En este apéndice, se muestran, ele mallera clesarrollacla, los cálculos involucrados en el 

primer ejemplo del. capít1.~l? 3: 

Para d~te~mi;~)lr los.~alorc~ ele b~t) ~s necesario con()cer los, valores de ri;l, g1~) y 

Q 1~~ k'; j para el!¿ ;ci Imi·¡ l{~~ el~!# ¿Cl;!tdo1}~s (2Ao)--c2,51):; Se ,comenz.aní por ri;i que es 

.•... ·.·rf;l'··= ~a~;~ ~<Y~Vi-fp~"'~·Ak· 
': -_ ~· ::i·.,~·: '·;,'.;'" i' -.··. 

(Al) 

::,~,::l;;;]~i}lllll)~f ~;:I;,,.,, · (.43) 

._- .. . : ".í!·,·:-"·1;~~:·: '_.',;:;,t:··;:;·;:! .. >~·':f:;?t~:.e!·_,_:-. :-':¡- . 

~0r~.~.t ..•. :~~~~:f i~;~~(~~~¡in~~~:·~;(;i:')•· · c.<>1 
·--- .: ·: ~;_,': _ .. '·:~>J.· :"'•. ;;' 

~~:::e::::::~1::~:t:itrº::~t~1t~~:~íl:i~t~;f ~1;~;~~.,.il·11~~e;~tt~·c;l~~1l.ar. ~¡ · te1isor ü. La 

. -:: ·- - ":'.•. >::·_')> C\)~'. ~-:·\:;;:-":is~t- :'.:-;~::-~~: 3, ,.,.__ :·;.f:¿.i(·/· __ fe· --~·. 

d r~·~· 2·~~·:~:.iyS.~:j·;. ·i;·.±1i·~,~;~~'.~S:i(J[f ::~•x·x·.· 
cr==· = 2 8~~ ~y~~H·~; :.:; ... ~,'.~.~;t~f~;·r.·:t'J ·.. (A4) 

CTr= ~· ~:~ ~:, :.J·.~{fs··~:~.'.~~·st~;•.>· 
Al sustituir la expresióii ¡)~rlt ;1 1;io1{i~t r~·~cli~:~.~~[¡~¡~·cle~·~ens:r, s~ tetidrá qlle solamente 

la com¡,onent.e () no. es 6ei~t; .· " . ·.· !i · , .Y (' ¡ ·. · · . 
. :, .: '}~-·,, -_ ~ ·, «.'.: .,:_·;:: 

.: ~ ': . 
- •' ·-,,-:- ... -···,·· ... 

<1i a (a uk'º)... 2 ( .. ·a uk'e). a2 
('\7 · ük' ), = -8 -8 uk•e - -- + - -8 uk•e - -- + -8 2 uk•e 

I' I" · 1" 1" 1" 1" Z 
(A5) 



al introducir el valo~de u/,. y; efecttiar'las oper~<;ioi1es indicadas, lleva a 
·:, : ·.- . . . ,_~ -. · .. ': ' . ' ·::: . (- .. ·· . ' . ~ - .. :. .. :: :~ ... 
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- . . -.. .' . ., •' - ·; .. 

c¡ne nueva.mente· 8erán cero ºa la. hora clé 'cn!Cular. la. cm1dición ele. no resonancia. Se puede. 

uuo olvülar(lcÍú~niiinoQ~n¡,, La eéiiaci6n°ci&1{0 rc~:cmíi.t1ci~;qu~cla~~cl~icfo~ a .·• :: 
.' :: ' ''··~·,.---;·,_ .. ' ."·: . .', '-~~·;, .-, ; .. ·,·:- .:.<":·.;, ;·"_':'_ -::·: .. ·:, ·.··--·"·~ ;';,J:~·-· ;".:· ..... :".:.;.>< .. .. ··,,:.,·,/ 

~ lr {.L cos(wk' t) ·[·.d~~~l·(uk·, .. (1/pé·)~k~l)'+ ~{~;(u'k·,··(l)p.)(g·~~JJ%ii);')))}··cos(w1t)¡. 
T O k' Wk• et ··. .. , •.. '• · '• • .. ··. · .:: .). . .••.. · · . . . (

53
) 

clnnde 

( "" (1/ p.)r/~'> ~J ~V {J,h/." [: [ ~/. (!' i,") •= (!f'J] x 

[~2JE5h{1-~ 1'.~) .• w.%,sei1(lkiz)]•1·d1·'de d~•} . 

=·-: 2o:i~;8/,,k1; .. · (A13) 

:• <. '{: úi ·~ ;. < ; .> •. . ..• ·.}·.. . . . . 
1 T ··. ··. . :. . d/Jk:.'• ": r .. llO ¡. l/O ._:·· 15, < 2 • (!f ,"· . . - f cos(wkt) cos(w¡t) ·.-.. .. 1- - -. (-:- -:.:-:-\._(.-... + lk_·_·) bk :. dt =O. 
r}0 · · · et ·2 Pe JLoJ ro· .· . ..· 

' .. ' - : - ;. ·.·-·:-. '. ·. . 

(3;10) 



Apéndice B 

En este apéndice ~e muestran, de manera desarrollada, los cálculos involucrados en el 

8cgundo ejemplo df;ll capítulo 3. 

Se. comienza por. !as ft111ci1m~º f~~l, gW y. Q~;L;; para ello,. se sustituyen las ecua

ciones {3.15)-(3:22}, en las expresi<~nes (2A9)_:(2.Gl),·4i.iei11m'~laprli~ierade las fui1cicines 
- - C- •-- ,•-•• e•',•-·- "•"··' • ,' . >C 

t'nunciada.5 resulta: 

(2) . .. . . ... . .: .. ·. • . . · ... 

fk' = {'i'JJcO'k• \7.Jo(C\k'1') - Be X '\7,x[-,Beak1 Jo(ak•1')] 

.· -l~Pc~~,J1(o:k,;7')}-'. 1 ,j0~1~I< •••..... · >· , . 

· = { 'YPcªk'f (;
1 
• .To(cv~i,'1·)) .. --~Bfcvi':z x:''[o ~ .. .Jo((Yk•1·)] ·· 

{Bl) 

_,'.·( 

(B2) 

(B3) 

(B4) 

(3.23) 

Para g¡;i se tiene ·,··• ··. )X · .,,•:.: ·;¡:;(;'.:·< :•::.;t·'':'\';•; '}{': · · 

(B5) 
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(BG) 

(B7) 

Y como para g~;> es nP<;Psaifahi cliv<.>rg,;i~~¡;{c1~;Jte11sor,~·se.tendrá, t?ór ~~111p~nentes: 

·· (\! ··ai)>)r~~ 1;'.. {1·{2c;'..61-~~k''.;r<~~2·'.~o(cvk•1J}).¿1 ;···~ )I 
.·.·.· -~ (~.,¡(o·k·,·)··~.:~~{.,jySk.~~Yr;f -·;

1

:·:t 
0

ft· .. ·. 
(\! . ªH>.); =º :., .•.. ;,· '.} .. <;'.}·:J(y.fan·~~;-~~º:~~~iº:·~kt.;:' ' .... 

- (lc,-/f )_ l>tÍQ'k'.cfoS'.[~J"l;(,: .;)···1 ·!.~(ll'A,1!·)] ·. 
·· .. :' .. · .. :•· ... ,.,.,,,_ .... ,..::·:..·•.<''.;'·':' .. º C'(k~. ''·''· .,:.•.·.'' 

"-;-:::•.• .:.:.-:; ·····1 .. ··•:<<'.';' .. ,,., 
·-·.·. .·. , ,··•' (' ·;''.'{ ~•~{; y:!·'..;•cc;~·"Q2 :•, ·:,. __ ·• 

·-. '1° B,'.>< ... \!.x "'· ·x.'._(\! ... ··x· ·-.·.E .. -l·J ( ... ·)·I Jo(ª .. k''.·)]Boai.:• 
/to _ · . • · . " _·. '" : . . :. o a k' . " . · 

(BS) 

, (BD) 

(BlO) 
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Se desarrollará, primero," la pÍute COITPspondiente al laplaciano del término umrcado con ·.· ._. ;. . 
d 11t'1mcro 1 de la ex¡iresión mitcdor 

·' '~ -'·'' 

.il· .12····· .J~(~k,,;fr~:·i·a:(\. 11 ,~J2 .Jo(nk11·)) = -n~, -/2. .Jo.(&,;;¡'.} .•. ; (1]11) 
J.Jo(nk1 )J > . . \i~ ;rt.<{1;; '/lrJ.To(Cl'k•)J .·. J.Jo(Cl'k~)J .f ,~·.· " · 

;- ··;···>.,_·. •'. .·.-.•.',.:_-. < .... ,• ._, ' . ·.··< -· .. -·.,. 

a¡ilír¡uesc el g{:ac!Í~11td,' siLlji¿1ic16·citi'pJ~ t'u~i~il co1ltrlhí11:i;ín es ar¡t1ell~·~1~1icl~~11i ¿¡jí11J611ente 
. . ' ' .·. :.'. ': ,-,,_;" .. .; :'; .:·-.:· -; ·-·< - •O'·--:-,.- •. :. ,-· ,· \,::,,_ ·:, :;:. :< - ::.-;_-__ ,. - .. ··-:' <,'-_- .':~-:·-.' ·---~; : .. --~ ''.·:,,_ ... -. __ '.;·.-. _' . ' : .-

en la direccÍ6ilra~Úiil : ;e: ' >< >· '· 

\l ill.·J -12(' 
2 .) .. 1,;a(fl.Ut,~ ;1. (~C\'1, 1· ;··y12( 

2 ·)i¡!o(ak•r)) =r-~t·~¡x••(12·)l.J1(Cl'k•,1·)·· (Bl2) 
. º ~~~- .. :~_-.·: ;,),_: .. _/:--.-.~-:.· _;:,::,., __ -, ·:_..:: __ :-:. Q, .crk~: __ ,.:·.-:·.-::. -·.:·_·_·-. :::_·~-~'.· __ ,-j) ~~,_r~k~ .. --~- )'<, ... 
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Sólo resta obtener Q~~~,; . 

. ·-· .- .. :.' ··.--<- .::-:.-~- :,- -. ' -- ·' 

+B~O:¡,i.2~·\?..xsi x.(í'J1(¿ki1:) x :22Ju(ák~·1·)). ~ 
··-- < ', __ '" ::·-.... ;· "~- .. _; º· - ' - ' ¡. ... •' -,, -_, - - .' ' ' - ' ' . . :~·.: 

~-·. '2 :·,.\-_<;.::_·_.-.-~_;·,_):''.:-\::._::::·;··---_>·:;_:':~:.~,. __ J.··:<:-..:.~-- ::.·: -··_:-::,: /·->: 
+1' p •. [wk,;?k':Ju(cr~~r)J1 .. (<Y•k''i,.)•·f .tvk•ªk11Jo,(ak''.1·)J1 ( ?'1·)]. 

-Powj,;[ i:~'.(i~"~fil¡)~~~f:Jl~1'~~~~if~,[:;~J, (~, .. \)] 
-ak' ªk"Bo•( [\J .x.~.Jo (ak'.'')].x:~·To(ak11T)ti·>. '\( , ; 

' 

+1' Po[~ k"ª·k;/o(~ ki,1·){1 (Q11t1·r+~ k/c{k;;'Jo(cvi;,,. ).J1 ( cv/.:11· )]·• 

-fp.wt.;@~:~~i;J·i~f ~~~f;0 ,%f ·]1~bt.f i~}1~r::~} ~·~~·.. . . 
,¡•i.·.·- -

·;_·.-.--

Calculando por se~'i1.r~cl(l ~~; ~égtl~1i!~•¡í1i~a:c1~)~fxi)resi~~í anterior 

(B15) 

(B16) 

. ·. · · · ··· < .tr /~: .. : '!'.\ ··1~;;jr:;:: ... ~:~.:'~:{;•·::· ... ;? .. : ; < · ·. • 
'V X (8J1(ak11·)Jo(ak"}')) .. =H'frlr[~oJ1(~p;);fa(~k'.'1·)] 

·.· = -:~{1,a,(6(~i·[c~·(1•'J¡~ak11'))+1:J1 (nk•1') :,. Jo(ak"~)} 
= -z {J~(';¡;;í:)~iÚd(ak•r) ~.Jj(ak•1·)ak,,J1(ak,,,.)} 

'·"" 



,_·:, :~'-; .• ,,. ... '•-'..r V 

:

1

ara la p~·imer:lí1;eade ia;~71~~rl:t~·;,c~;16f~;~~.t~í~c1;,~:•;,'. ·.·· ;~:. , . ·. < . . . 

-(J1 ( <Xk•1~).J1 (ak'' i:)) ";:,dk!;!ci(O-,¡.l:)J1 (cú•!r):c:.::;-.J¡ (ak•1·.)Ji (aku1•) + ªk" Jo(aku1•)J1 (ak•1:) 
e'.;- .· .... e .·(fi: :~;,:- !;}~}/: :··:\ .z;F' ·.~::: ?\ · <.· > :> ...... · . . ·. . 
-(Jo( a k' i·).Jó( Cvkiifl)'§ • ~CÍ'k• :h( di:\1:).ló( ivkúr): 2 aé Jo( ªk' 1').J 1 ( dk" 1') · (BlS) 
cl1· . •. -:_.: ··•·'i• ... '??ft·;:,·/·.•3•·-'"'''"<'---•<••: .. •>,:.':;,·i .. :•, .. •.:.;· · ...•.. ' ·.: ... , 

'' '~ ·~·.: ,e 

.Jo{a,; .. i)J1(¿k!;;l·c:;~V[C'r%,;r=27¡J.) .+ar·(:3Bg-f}í1J~(1 '-'- ~ ))] _.·+·. 
. . ·.. . : . - ... ~·.--' . "" ' .',,' .- '. . , ·:. - ... _, ... - - "'-' - --" ' .. '-" ;~"' ."' .- . ~·' ~ . :._ ;. -· ,. 

J, (<Yk• r).~1(<Vkn1')[2ªk" 2] ~~~·~·t• .. ,.J·.··r.···)·,·.·,J0· .)·, 
. 1' . . ·. f o ªk' o ªk" 

(3.25) 
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Como es Ja: c.ondició11~de noreson~nda la que fa a cletei:nÍinar, como antes se ha dicho, 

los b~1 >, sé escrÍbc'ti conHiitiaci<Jii ~;i fm:iu~seuiiclcsarr~llacl~ 
· .. ,~"-.. '·· 

:J.ii~~!;f i1i::1~lf Pf ~if~~r~Y-9Fr('"1 
P ri merame11 te.· tiene.11 • e¡ u,e 't!('t~1·1ni,p.'.i.r9r;;: lo:5: ¡~r8 duct'l~ ': iú tén1os, .ci t.ui es ti¡.t~ .. iü~licádos, •.. pára 

dio se coiisiclei·arA}ui~ol~l~1is1t~~il~~f~1ri~-~1If ~~~'~Íllº~alii,~;lo·~¡1[~if~i~yi:,, cori e~to .se 
tiene : :·, · ·· · : • -: :,, ·.+~: .. :,''Y° ,:,· - .. :x 

•'; . . .. ,:_;.,_. '·:;-:,, 

(u,, (1/p,)f/~!J ~ ·· ~'}1~~(l~~};1@:('..tj/' . . 

'[1~{~i;t;N~:.*r~~}}I; ~{-)IJ¡(~k•1')] 1·dr. 

··_. <~~Y .. ,··,·::\%: ;u. :~ ªk' · ·. · ·• · 
= -(1/ p~){ 2n'k; (1'Pe:\f.l1o )}.(uk, Uk•) 

=.-(1/ Pl)!{2·&ttj~)~Ii~~h';"~U.:'. : ~ ' (B20) 
·'::,;>_: '·>j· ·.-·~·.).:?:>'.· \{: ,' :•;' 

Este es ·un caso· muy ilf~rtiii1~c!cf y~foi!~'.~(1i6s~\;[~~f ~ct~{~?r~~(l!J~r~ciones. im.alíticamente. 

con la ayuda de_h~•rel~cioi:es el~. o~'ici1{~;;n~l-iclricl de~;¡~".f11;1cimie~5 clé Ilessel. Para los otros 

productos apai·eccin int~gr~lL ~;~i1\;1,l;¿:,'.~i$fJ.1~t:~ .. /,:.:. > . ,. - ·. . 
' •.\ ;~ • ,'>,1: ·~.e '•; º:" ,-. 

.• ~_! .. ]¡ta~üJ?f1f1(jcli·/•· 

. ¡' ,;, •• ri.,i~.:\'11:, ... ;,¡,, 
- . ·i"".. ;,•, -···· 

{; J; (~·k1'.)Jo(gk;i·)J1 ( l'ik"1·)r d1· 
JO ' ~ . · ... ·,' ... ,·. ' 

c¡ne sólo pueden ser .evaluadas .nm1~éi·i~~~neÚte; .·· 



************************************************~********************** 

·Este es .el prOgrama én '%:ith~matfoa",.''quecalcula .las. 
ecuaciobes' a ¡;iar:tir de ~a 'cór:idiCión de:; no: resonancia. ' 

*** * * ** ** ** ** * **** ***** **** ******** *'* **'***'*** * * * * *** ***** ** * * *'* * * * ** ** * . - .. - . . .:::,-. . - '.:.:-;;-· ' - ,.;;_:,, -: ,, 

Prime~o estánfios'pa.ram~Úos iniCi~Íes y i1os :.i.~1oi~s c:i~ las· 
raíces de :las : funciones :cte Bes sel, .. :'así cómo: .los·. valores para 
normalizarlas. · · · · · 

gama = 5/3 
pe = 1000 
bmagO = 31.622777. 
muo = 0.01 
vu = 16330 
kapO = . 01 
teq = 10000 
etaO = 0.001 
perm = 0.000001256637061435917 

omega/: omega[l] .~ G25~l.75849009999 
omega/: omega [2] ·:::. '114564: 5303211 
omega/: omega [3] ~== 16613-2:7345629 

alfa/: alfa[l] 3.B3l7Cls97 \ 
alfa/: alfa [2] = ·7•. 01558,667 . 
alfa/: alfa[3] = 10:173'46813.··· 

" -. , .. '.;~· . '- '.~.~: '..'.: ·.L.':. _-. . 

norma/: norma [ l:] 3;·5ii3Ú1G3594863 
norma/: norma [2] = 4'; 71·22270,33967352 
norma/: norma[3] = 5.66354001:185:722 

Estas son redefini6io~~9:~<l~'iia~~:ful1ciones de Bessel de ... orden 
cero y uno, para no. andai!~esé:í:ib~rido,. tanto. 

bO/: bO [s ] := BesselJ[O, ~.'i'] 
bl/: bl[t=l := BesselJ[l,.t*xl · 

-· - '« ·, - . " . ' --~,. -' 

Las integrales que invol~C::ran ftinciOries deBessel. 

beslO/: beslO[s , t J := Nin~~~r:~té'[bl[alfa[sJ'Í*i::i~[~Ífa[tJJ> {x, o, lll 
besll/: besll[s-, t-J :.= Nint~grate[bl'[alfa[s]:].*bl[alfa[t]l*x, {x, o, l)J 
beslOl/: beslOlTr_,-s f t 1 ·;:;=~;::',;\;z,•··¡,:•;:-·?~·•::·.::•'·.''' :"'. 

Nintegrate [bl [alfaTrJ J*bO [alfa[s]].*b1:[alfa [tJJ*x, • {x;· O, l}] 
beslll/: beslll[r, s, t ]:·.::::•;•;;::;1/·~;:.;z;¡::;0 :.·,~;;v·::, < · 

Nintegrate [bl [alfaTrJ J"?ibl'Jálfé3.(S.Jl:~1'l'Li;il:f~[t]], {x, _o,' 1} J 

Las integrales en que.· iri~'~i~i~it'~ri"{!Jii'd1bnes trigonométricas, 
limes 2*Pi/omega[i], 1;3_:,·omj3ga·?~eC~rresponda en cada caso. 

ºººººs1 = ºººººs [s , t 1 :~ • •. :;f:r1~~1.·n~E;:.~:~i;.-::·~.-~ .. . -
Integrate [ (CosTomega [s] :":'.x'J~~.qo,s ['~in~g~[t] :":'..x]) /omega [s], {x, o, lim) J 

sencoocos/: sencoocos [r: ,_'is .l(;<t,:]>}'.:;"."'/'i."<'·f:, 
Integrate [(Sin [omegaTr.]::*,x]*Cos [ome'ga[sl*x] *Cos [omega [t] *x]) /omega [s], 

lim !xó. ~Óog~Ho2725B~~~~~i¡trjJi6' ''·\e,"' .·· .• • 
.. ' ,. ' .:- i'!· : ·- -'.;"-. .:_:-.;:';:,~ ~-:l~-'. :: 

~~:º~~~~t~~ºs f, g:+;;fA;' qúeJ!li:i~~eéen)h ,1a condición de n?. 

prodf/: prodf [s ';. tLl t;= :. :, .. , <' ~.:,- \ 
-(2*alfa[t]"~*norma[s]*norma[t]*(ga,ma*pe+bmag0:"2)~besll[s, t]) 



acoondc/: acoondc.[r' ;/s ]· .:·;; 
Sum[ (cbp [i] *prodf[r;-,-iJ '+ ~bÚJ~proctg'(r, ii)'ic:íóo'C:Ío~[l,<sl, {i, 1:, 3}] + 

Sum[cb [i] *cb[j] *prodq[r, i¡ jJ*sencoocos[i, j, .'s]; · {i·,,; 1:, ·3h 
{j, 1:, 3}] ' 



* ** ** * * * ** * * * * * ** *** * ** ***** * * ** **·******* * * ** ** * * * ~·** * * ****.*** *** ** ** 
******* Programa ,que .resuelve' las>ecuacione.s c.rue result.an ********** 
******* de la condición de no resonai:icia1· por el método de ********** 
***·**** Runge-Kutta 'de cuarto ··orden:y ·1as.· grafica; •': • · .**.******** 
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *. *·* * * * * * * * * * * * * * ·* * * * * * * '!¡ * * * * * * * * * * * * * .¡. * 

DIM x 1100¡, y 1100¡ /z:c10;0¡ ;g ;}oor; C'~ ¡tcí> ,·~~ c1'of1icc}10;:, 11 cléJ¡. 
· . ···:::- :·;·.-. .. ·.'.·/:.-'.._Uf<-!··','.:·::·.;>,:-.)"\- :j/-.'-. "·\:'··.-.:<. -~·:·-- ·~.!.' :·:: -~'>' 

'Se ;teenlos archivos .cte'fdatos';:>·; e:· .. 
INJ?U'l' ."Dame .el nomb.re .del·: archivo de .. ·la la :eq:Cº ;q$ 
CALL llama (q$, ca()) . ,; ' -<: ····· ·.·.•.· 
INJ?UT 1.'Dame .el nombré del a'.rchivo'de 'la: 2a e~'.n/~$ 
CALL llama (q$; cb ()) . 
INPUT "Dame .el· nombre' del archivo .de ·1a· 3a e.q." iq$ 
CALL llama (q$., ce()) · 

. 'Se escalan los valores con el coef. de la derivada 
aO== (-1) *ca (1) : , al==ca'(2) /aO: a2==ca (3)/aO: a3=ca (4) /aO: a4==ca (5) /aO 
a5==ca (6)/aO: a6=ca(7) /aO: a7=ca (8) /aO: a8'=ca (9) /aO: a9==ca (10) /aO 
bO== (-1) *cb (1) : .bl==cb (2) /bO: b2==cb (3) /bO: b3=cb (4) /bO: b4=cb (5) /bO 
b5==cb(6)/b0: b6==cb(7)/b0: b7==cb(8)/b,O: b8=cb(9)/b0: b9==cb(l0)/b0 
cO==(-l)*cc(l): cl==cc(2)/c0: c2==cc(3)-/c0: c3==cc(4)/c0: c4=cc(5)/c0 
c5==cc(6)/c0: c6==cc(7)/c0: c7==cc(8)/c0: c8=cc(9)/c0: c9==cc(l0)/c0 

'Se definen las ·derivadas 
DEF FNderx(x,y,z)==al*x+a2*y+a3*z+a4*x*x+a5*y*y+a6*z*z+a7*x*y+a8*x*z+a9*y*z 
DEF FNdery (x, y, z) ==bl*x+bl*y+b3*.z+b4*x*x+b5*y*y+b6*z*z+b7*x*y+b8*x*z+b9*y*z 
DEF FNderz(x,y,z)=cl*x+c2*y+c3*z+c4*x*x+c5*y*y+c6*z*z+c7*x*y+c8*x*z+c9*y*z 

vuelta: 
'INJ?UT "Dame 
INJ?UT"Dame 
INJ?UT"Dame 

'esta etic.rueta es para las pruebas 
el valor maximo de t ~·, tmax 
el numero de pasos (max=lOO)",pasos 
los valores iniciales xO,yO,zO ",x(O),y(O),z(O) 

'AC,IUÍ empieza a calcular 
paso==tmax/pasos: veces==pasos-1 
FOR i = O TO veces 
klx == paso*FNderx(x(i),y(i),z(i)) 
kly = paso*FNdery(x(i),y(i),z(i)) 
klz = paso*FNderz (x (i), ':f (i), z (i)) .· .. . . . . . 

ex=x (i) +klx/2: ey=y (i) +kly /2: ez:.z.(i) +klz/2 
k2x = paso*FNderx (ex, ey, ez) · · ·· 
k2y = paso*FNdery(ex,ey,ez) 
k2z = paso*FNderz (ex,ey,ez) - · , .. · 

fx==x(i)+k2x/2: fy==y(i)+k2y/2: fz==~(i)+k2z/2 
k3x = paso*FNderx(fx,fy,fz) 
k3y' = paso*FNdery(fx,fy,fz) 
k3z = paso*FNderz(fx,fy,fz) 

.·.. . 

gz=z (i;fk3~ gx=x(i)+k3x: gy=y(i)+k3y: 
k4x = paso*FNderx(gx,gy,gz) 
k4y = paso*FNdery (gx, gy, gz) . -.: > 
k4z = paso*FNderz(gx,gy,gz) • .. -. • .. 

x (i+l) = x (i) + (klx+2*k2x+2'!'k3x+k4X)/6 
y(i+l) y(i)+(kly+2*k2y+2*k3ytk4y)/6 
z(i+l) = z(i)+(klz+2*k2z+2*k3z+k4z)'/6 NEXT i ..... :- ·- - ··· .. ·.····. . 

J?RINT 
INJ?UT 
INJ?UT 
INJ?UT 
INJ?UT 
INJ?UT 
INJ?UT 

'Lo siguiente pide inf6r~a:6.i~n p~ra la graficaciÓn 
x (pasos), y (pasos), z (pasos)•;; .·... · .·-· -

"Ejel ¿s lo +? (176) ¿+:~y: "'.'.? (91) "; éjel 
"Eje2 ¿s lo+? (176) ¿+.y"'.'?:(91) ";eje2 
"Eje3 ¿S lo +? (176) ¿+·y·-? (91) ";eje3. 
"Dame el valor maximo del· eje yl ", escalal · 
"Dame el valor maximo del eje y2 .",escala2 
"Dame el valor maximo del eje y3 ",escala3 



'Define la pantalla y las ventanas 
SCREEN 1,640,400,1,4 
WINDOW 2,"Coeficiente bO.", (2,2)-(310,184) ,20,1 
WINDOW 3, "Coeficiente bl. "' (320, 2) - (628, 184) '20, 1 
WINDOW 4, "Coeficiente b2. ", (2 ~ 204) - (310, 386), 20, 1 
WINDOW 5, "Indicaciones .",,(320, 204) -(628, 38~), 20, 1 

'Grafica los coeficientes en la vent. indicada 
WINDOW OUTPUT 2 . · ._ . -· .. , :, 
CALL grafica (ejel, x (), escaial) 
WINDOW OU'l'PUT 3 ·;. . ·:. - . : 
CALL grafica ( eje2, y() , escáia2 Í 
WINDOW OUTPUT 4 -' ;· ·.•::_· . 
CALL grafica (eje3, z (), esÓala3) 

'Imprime la información de lo que se hizo 
WINDOW OUTPUT 5 
PRINT :PRINT SPC(2)"En el eje horizontal se grafica" 
PRINT :PRINT SPC(2)"el tiempo. La escala es de 1/10" 
PRINT :PRINT SPC(2t"de tmax =";tmax;". En el eje vertical" 
PRINT :PRINT SPC(2)"se grafica el coeficiente indicado." 
PRINT :PRINT SPC(2)"La escala es de 1/10 de";escalal 
PRINT :PRINT SPC (2) escala2; "y "escala3; "respectivamente." 
PRINT :PRINT SPC (2) "La integracion se realizo con el" 
PRINT .:PRINT SPC(2)"metodo de Runge-Kutta de 4to. orden," 
PRINT :PRINT SPC (2) "usando" ;pasos; "pasos en el caso de " 
PRINT :PRINT SPC(2)"nu=.001, et=.001 y kp=.01" 
END 

STATIC SUB llama(l$,ll()) 
OPEN "i", #1, 1$ 
FOR i=l TO 10 
INPUT #1, 11 (i) 
NEXT 

'este subprogram~ abre el 
'archivo de datos y los lee 

CLOSE #1 
END SUB 

SUB grafica(ejje,g(),esscala) STATIC 
SRA.RED pasos,veces ' 

'este subprograma 
'grafica los datos 

'estos son los ejes 
ejelp=ejje+4:ejelm=ejje-4 'tama~o de las divisiones 
LINE (9,ejje)-(301,ejje),l: LINE (9,6)-(9;176) 1 1 'eje x; eje y 
FOR l = . O TO 1 O · . . 

xr=9+29*1: yr=l 76-17*L . : · :._,_ .,:._ ;;-;;'.,: ,: ,, _ . 'pone las divisiones 
LINE (xr,ejelp)-(xr,ejelm),l:'LINE;(s;.yr)-"(13,yr),l 'a los ejes 

NEXT l - ·.· - ' ' ' "· ·- ,,_ .. 

FOR i = O ~~s~:c~:rte _graf~~~?.~H~.2'~~;~i-~}):·;.. . -
xi=CINT ( 9+i*290/pasos).: xd.~é:ÍNT (9+ (i'+ii '*290/pasos) 
yi=CINT (ejje-g (i) *170/esscala) : yd,,.CINT_(ejje-::g (i+l) *170/esscala) 
LINE(xi,yi)-(xd,yd),l ··: < .. :;: - . '- ·- ' . 

NEXT i ... 
END SUB 



~lcm1rio 
··· C'cnl.ro ele 

la Tic~rrn 
l1ln:->11rn. 
de ínsión 
(irnl•rador 
~11111 

A t 111ósforn . 
solar 
c.:as inl.t'r
t'Hl.l11ar· 
lonói;frra 
lt.•rrt•slre 

·t: Compiln~lo de [9][13) 
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