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PROLOGO 

Esta tesis lleva como titulo La lntroducc1ón del Cálculo Logko en Frege _por 

varias razones. Las mas obvias son que Ja mayorfa del trabajo de investigación 

que se hace en esta tests cae dentro del campo de la lógica y, además 1 que se 

centra en la obra del filósofo y matemático alemán GottlOb Frege. Creo que, 

por Jo menos, este aspecto es claro. Sin embargo, aún es necesario explicar 

con mas detalle a que se refieren el resto de los elementos mencionados ~n el 

tftulo. En primer lugar, hablo de "cálculo" porque el objeto de estudio de este 

t1~all'1JO no es todo el nensam1~nto lógico de Frege, sino sólo su parte pura-

mente formal, la que comUnmente se llama, precisamente, 11 Cálculo 11
• Respecto 

a este punto, sigo al historiador de la Lógica I.M. BochenskiJ para quién una 

de las mas importantes diferencias de la Lógica Matemática inaugurada por 

Frege, con respecto a las formas anteriores de ló91ca, es que por primera vez 

esta toma la forma de un cálculo. 

En primer lugar, en esta forma de la Lógica se 
trata s1empre de un cálculo, es decir, de un 
método formalist1co, que consiste fundamentalmente 
en que las reglas de las operaciones se refieren a 
la forma de los s1gnos y no a su sentido, exacta­
mente igual que en matemáticas, l 

Hablo, además, de "introducción", porque este estudio no abarca la teorfa 

formal de Fr-ege en toda su compleja evolución, sino que se restringe a su 

prtmer sistema de cálculo lógico, lo que él 11ama su pr1mer c:onceptografla. 

Este primer sistema fue presentado por Frege en su primer gran obra .L.§_ 

Conceptografta jl879J y en e11a se centra casi todo el análisis de esta tesis. 

Existe relat~vo consenso entre los historiadores de las ideas en 

con3iderar a Frege i..·omo uno de los mas importantes filósofos de su época, es 

decir, finales del -::ighJ diecmueve e inicios del veinte. Casi· todos los 
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estud1osos de la Lógica y de su Histor1a lo ubican, sr.1bre sus contemporáneos 

Pierce, Peano y Schré)der, como el verdadero creador de la lógica moderna o 

matemática. Sus trabajos en Filcsofia y Matemáticas abrieron nuevos horizontes 

dentro de campos tan variadas como la Lógica, la Filosofia de las Matemáticas 

y la Semántica Filosófica. Con su Conceptograffa _(1879) 1 Frege inauguró, no 

solamente la era matemática en la Lógica sino también lo que poster1ormente ha 

sido conocido como Filosoffa Analitica2. Pese a ser uno de los grandes nombres 

dentro de la historia del pensamiento contemporáneo 1 no toda la obra de Frege 

cuenta con el misma prestigia y actualidad. Mientras que las contribuciones de 

Frege a la Filasoffa del Lenguaje y de las Matemáticas sigueri s1e'1do 1:~11trales 

en el debate actual, sus aportaciones en el campo de la lógica formal, sin ser 

menos importantes a novedosas para su tiempo, son consideradas arcaicas y 

superadas. Es por ello que, a diferencia de otras obras de Frege como 1.Q.3 _ 

fundamentos de Ja Aritmética_ o el quasiubicuo Sobre el Sentido y Ja 

Referencia, pocos especialistas se dedican al estudio de la Conceotografia ._ 

Es clara la lfnea que partiendo de la Conceptograffa,_ pasando por 

Carnap, Fraenkel, Russell, G6del, y las mismas Leves fundamentales ..• _ de 

Frege, se continúa hasta las mas recientes teorias formales de la lógica 

matemática. Sin embargo, esta linea no describe un simplt: proceso progresivo 

de perfeccionamiento, sino una lfnea evolutiva que, como tal 1 desarrolla ciertos 

aspectos de sus antecedentes y hace desaparecer otros. Es asi como, a partir 

de 1879, ciertos elementos de ta primera conceptograffa de Frege se han ido 

desarrollando hasta conformar la lógica matemática tal y como la conocemos 

ahora. En ese mismo proceso, sin embargo, muchos otros elementos se han ido 

desvaneciendo hasta casi desaparecer. 

El objetivo de esta investigación es explorar los elementos formales de la 

primera conceptograffa de Frege poniendo atención no sólo a los elementos que 
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han sobrevlv1do la pf"ueba del tiempo, sino también a aquellos aue han pasado 

inadvertidos a través de la historia y en este momento se encuentf"an casi 

olv1dados. De esta manera se puede dar una imagen mas completa del 

pensamiento filosófico de Frege, poniendo de relieve su parte original y 

deiando de verlo sólo como un antecedente de la lógica matemática 

contemporánea3. 

Como una especie de introducción, presento un pequeño texto que ubica 

a la Conceotograffa _dentro de la obra lógico-filosóhco de GottlBb Frege. En 

este sentido, está esc1~1to de una manera muy sencllla y dif1cilmente podrfa 

decirse que es un texto filosófico, simplemente es una introducción para el 

lector que no está familiarizado con la vida y pensamiento de este extra­

ordinario filósofo y matemático alemán. Cuenta en qué momento de su vida y la 

evolución de su pensamiento, apareció publicada y, por lo tanto, qué lugar 

ocupa dentro de la amplia obra de Frege. La relaciona que guarda esta obra 

con la crftica de su autor a las propuestas de fundamentación de las 

matemáticas vigentes en su tiempo, y ,con su proyecto logictsta. 

En el primer capftuJo me propongo responder a la pregunta obligatoria l 

Qué es una conceptograffa ? haciendo Referencia, no tanto a la obra asf 

titulada, como al concepto fregeano de conceptografta. Para responder esta 

pregunta es necesario, por lo menos, conocer un poco de la semántica de 

Frege. En este capitulo, pues, hago un breve análisis de algunas nociones 

centrales de la semántica fregeana como son contenido judicable, proposición, 

etcétera, poniendo un especial acento en el contenido conceptual, ya que a 

través de él nombra Frege la forma lógica de los pensamientos en tanto 

contenidos de nuestras expresiones. Por último, expongo algunas de las 
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razones por las cuales Frege cree que lo mas conveniente es Que este lenguaie 

art\flcial sea también s1mbó1ico y escrito. 

El segundo cap1tulo tiene como objetivo exponer el funcionamiento de los 

símbolos que usa Frege en su Conceptograffa._Cua\quiera que se haya asomado 

a esta obra, seguramente recordará la extraña simbología con la cual Frege 

presenta sus formulas y juicios. Esta caracterfstica es un fuerte obstáculo 

para el ace1·camiento al pensamiento de Frege. Sin embargo, algunos de los 

elementos m;is or1ginales de la p1·1mera conceptograffa de Frege se encuentran 

en el funcionamiento de sus simbolos. 

Distmguiendo tres niveles de representación: el nivel los ·nombres, el de 

los contenidos y el de los juicios y haciendo uso de la distinción entre 

s1mbolos de sentido fijo y de sentido no-fijo (Letras}, elaboro un cuadro 

completo de los sfmbolos usados no sólo en el leng ua]e, sino también el meta­

lenguaje de la conceptografta. Además, ubico el uso que da Frege a las letras 

y el cuantificador universal con respecto a la lógica matemática contemporánea. 

Para la letras, me refiero de manera directa a la distinción entre letras 

esquemáticas y vartables de cuantificación y 1 para el cuantificador, a la 

distinción entre interpretación sustitucional e interpretación objetal, según la 

presentación que hace Quine de ellas en la cuarla edición dcr ~u M~thnrt~ nf_ 

.L.!2.9.!&4, aunque tamb;én me auxlho de los textos Erom a logieal ooint of yiew_!l, 

la edición revisada de Mathematícal Logic6 de Quine y philosooby of logic7_de 

Susan Haack. 

El tercer capitulo tiene como objetivo responder una pregunta especffica 

sobre la conceptografia. Esta pregunta es ¿ es la conceptograffa una teor1a 

formal ? Como el pensamiento fregeano no contempla la noción de "Teoria 

Formal 11
1 me valgo de la definición que aparece en el texto de Elliott Mendelson 

Introduct.ion to Mathematical lomc8 según la cual, toda teorfa formal debe 
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satisfacer cuatro condiciones básicas: simbologfa 1 wffs, axiomas Y reglas de 

inferencia. Lo que yo intento en este capitulo es definir la primera concepto­

graffa de Frege como un sistema formal, satisfaciendo esencialmente cada una 

de las condiciones citadas por Mendelson. Para ello, es necesario hacer toda 

una traducción de la_ Concegtogroffa .J! la termtnologfa de la lógica matemática 

contemporánea. En un Apéndice a este capitulo, doy una senctlla técnica paso 

por paso para traducir entre la notación horizontal estandard y la usada por 

Frege en su primera conceptograffa. 

El cuarto capitulo de mi tesis está dedicado a las pruebas Y demostra­

ciones de los juicios del pensamiento puro que expone Frege, a través del 

lenguaje de su conceptograffa, en las Ultimas páginas de la Conceotograffa._ En 

·1a primera parte del capitulo explico que, para la conceptograffa, las nociones 

de 11 prueba 11 y 11 demostraci6n" no se identifican. Sólo se llama 11 pruebas 0 a las 

demost:--aciones formales, es decir, aquellas que toman la forma de modus 

ponens o cadenas de modus ponens. Sin embargo, Frege da también 

demostraciones semánticas de alQunos juicios. En esta capitulo analizo y 

reconstruyo ambos tipos de pruebas de tal manera que gran parte del capftulo 

está dedicado a reconstruir las cadenas de inferencias que presenta Frege en 

su libro. Para facilitar su lecturá y ahorrar esp.,,cio, las he traducido a una 

simbología horizontal similar a la que utiliza Mendelson en su citado libro de 

Lógica matemática. 

Pese a los fuertes logros de esta primera conceptograffa, la evolución 

del pensamiento de Frege hizo necesaria la elaboración de una segunda teoria 

formal. A menos de veinte años de la redacción de la Conceof.ograffa'- Frege 

presentó en su obra Las leyes fundamentales de Ja Aritmética9, una segunda y 

mas elaborada conceptograffa, en la cual se inclufan los resultados de las 

investigaciones que realizó Frege durante los ª"ºs que siguieron a la 
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publicación de la Conceotograffa._ Pese a que el propósito de tales textos era 

sólo elucidar en mayor detalle algunos conceptos fundamentales de la 

ConceptoqraffaL.. como función, concepto, etcétera, el resultado de tales 

precisiones revolucionó tanto el sistema origfoal, que fue necesario crear uno 

nuevo. El quinto y último capitulo se centra en el resultado de estas 

investigaciones y en las razones que llevaron a Frege a elaborar una segunda 

conceptograña. No trato de exponer toda la nueva conceptografta de Frege ni 

sus diferencias con respecto a la primera, sino únicamente los motivos que lo 

llevaron a abandonar algunos elementos y desarrollar otros. 

No quisiera olvidarme de mencionar y agradecer a todas las personas e 

instituciones que hicieron posible esta tesis. En primer lugar, al Instituto de 

Investigaciones Filosóficas y sus directores León Olivé y Olbeth Hansbergh 

quiénes siempre mostraron su apoyo por este proyecto, también a la Dirección 

general de Asuntos del Personal Académico de la U.N.A.M. por la beca 

otorgada para la realización de esta tesis y, por supuesto, a mi asesor Raúl 

Orayén por todo lo hecho por mi dentro del Instituto, Merecen una mención 

especial también el Dr. Sergio Martfnez quién desinteresadamente ha estado 

siempre apoyándome y aconsejándome desde que pertenezco al Instituto y el 

Lic. Arturo G. Yañez quién revisó concienzudamente algunas versiones preli­

minares de esta tesis. Sin todos ellos, este texto simplemente no existirfa. 
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La Introducción 
del Cálculo Lógico 

en Frege 

Introducción 

Jena, 1879. A los escasos treinta y un arios, el filósofo y matemático alemán 

Frfedrich Ludwtg Gottlob Frege edita su primer obra: La Cooceptograffa _ 

[8egdffsschrf~1. Egresado de la Universidad de G6ttingen 1 Frege llevaba 

apenas ocho ai'los de docencia en la facultad de matemáticas de la Untverstd~d 

de Jena cuando publicó su Conceptograffa._ Gracias a ella fue ascendido a 

ausserordentlfcher Professorl- y pudo, por primera vez, recibir un salario por 

su actividad docente2. En los pocos ai'\os que llevaba dentro de la 

Universidad, Frege se habfa hecho de una muy buena fama, tanto como 

profesor como matemático e investigador. Los alumnos lo buscaban, no sólo por 

el rigor de sus conocimientos, sino tambián por la claridad de sus 

ex.posiciones. Frege sabia cómo evttar la complejidad ex.ces;va aun en la 

presentación de los temas más oscuros y difíciles de la matemática. Su anterior 

formación en GOttingen 1 cuya facultad de matemáticas era m.is prestigiada que 

la de Jena, le habfa dado una formación muy completa, no sólo en matemáticas 

sino en otras ramas del saber universitario como la ffsica experimental .. 

Además, su participación en la Jannische Gessellschaft fllr Med;zfn und 

Naturwissenschaft (de 1874 a 1917) lo puso en contncto con los mas recientes 

avances de las ciencias naturales. Sin embargo, la Ftlosoffa fue la disciplina 

que, fuera de las matemáticas, captó en mayor grado la atención de Frege. 

Desde un principio elaboro trabajos de investigactón que no podfan llamarse 

propiamente filosóficos ni · propiamente matematlcos. Desde su 
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Habnitationsschrift hasta los artfculos que formaron su Nachlass, todos sus 

textos se ubican en una zona que no se encuentra de lleno dentro del área de 

las matemáticas, ni del de la Filosoffa, sino en una zona limftrofe entre ellas7? 

Sin embargo, GottléSb Frege no era el único investigador interesado en esta 

extraHa zona intermedia entre las matemáticas y la filosoffa. Para la segunda 

mitad del siglo XIX, eran varios los investigadores de ambas disciplinas 

trabajando toma.s dentro de lo que posteriormente serfa llamado la filosoffa de 

las matemáticas. 

Frege no fue, por supuesto, la primera persona 
que se interesó seriamente por la filosofía de la 
matemática, pero sf inauguró una manera de hacer 
investigaciones en esta área: fue el primer autor 

~ul~ ~~~~~~11i~~c~~~::en~º~~~c:1 ~a;~r a:~~~jf 
El problema principal que impulsó a estos investigadorest Frege incluso, 

hasta esta zona limftrofe, fue la pregunta por los fundamentos de las 

matemáticas. A Frege. como a muchos otros filósofos y matemáticos, les 

preocupaba sobremanera la falta de rigor y precisión con la cual trabajaban 

los matemAticos de su tiempo, i.e., le preocupaba que trabajaran sin tener un 

conocimiento claro y definido ni siquiera de sus conceptos más básicos, como 

el de número o el de magnitud. Un texto temprano de Frege, donde podemos 

encontrar poi" primera vez esta preocupact6n, es su review de la obra de 

H.Seeger Iba Elements of Arjthmeti!'T...- Ahf, Frege condena obras que, como la 

de Seeger, tratan de exp_licar los fundamentos de la aritm6tica sin preocuparse 

por la exactitud y corrección de sus definiciones y demostraciones. Se 

presume que es a partir de ese momento, y con esta preocupación in mente, 

que Frege empieza a proyectar una obra que si explique con °rigor y claridad 

los verdaderos fundamentos de la aritmática. A partir de ese momento, las 



carencias y deficiencias del librO de Seeger se convirtieron en las metas Y 

objetivos de todo su trabajo posterior. 

En aquellos af'ios, tres eran las principales tendencias explicativas 

alrededor de los fundamentos de la aritmética. En primer lugarJ se encon­

traban los psicologistas. para quiánes los nllmeros no eran más que cons­

trucciones mentales y las operaciones matemiS.ttcas se identificaban con procesos 

psicológicos. En segundo lugar, estaban los formalistas, para quiénes no habfa 

diferencia entre número y numeral. Para ellos, los números no aran más qua 

símbolos y las leyes de Ja aritmética, reglas para la manipulación de estos 

símbolos. Por último, también existfa la posición empirista extrema de Mill, 

para quien las leyes de la aritmética no eran más que generalizaciones 

empfrtcas basadas en la inducción. Sin embargo, para Frege, ninguna de estas 

escuelas de pensamiento ofrecía una verdadera, es decir clara y correcta, 

explicación de los fundamentos de la aritmética, ni proveían a los matemáticos 

de una efectiva teorfa de los números. 

Para Frege, como para la mayoríci. de los críticos del psicologismo, el 

mayor pecado filosófico que éste cometía era el confundir la génesis psicológica 

de un conocimiento con su validez. Por lo menos 1 asf lo entendía al decir: 

rJo se confunda la verdad da una proposición con 
su ser pensada. Es necesario recordar bien esto: 
que una proposictdn no cesa de ser verdadera en 

d~ª:!rstY~ c~~nl:o P~~n6fer~sl~sc~J;,~.gl sol no cesa 

Tal era la firmeza de las verdades matemáticas, que no podía descansar en 

algo tan dábtl y mutable como las ideas y el pensamiento. Si así fuera, 

perdería su carácter objetivo y universal. De la misma manera, los formalistas 

estaban equivocados al creer que los números, y sus propiedades, eran cons­

trucciones subjetivas. Para Frege, los matemáticos no podían inventar números 

Y leyes matemáticas, sino solamente descubrirlas y tratar de enunciarlas de 



una manera clara. Para esto último eran indispensables los símbolos, pero no 

por ello debfa de identiftcárseles con los verdaderos números. Para Frege, 

pues, las matem6tkas no podfan ser u.na mera invención del hombre, como lo 

sostenían los formalistas. Por último, Frege consideraba la teoMa empirista de 

Stuart Mill como primitiva y ajena al verdadero espfritu matemático. Mtll vefa a 

los matem6ticos como si todavfa usaran guijarros y pasteles para hacer sus 

cálculos y de esos resultados infirieran las leyes de la matemática, lo cual le 

parecía a Frege completamente absurdo. 

Frege, pues, no estaba en lo absoluto satisfecho con los trabajos de 

estas escuelas. Sin embargo, tambián sabia que no podfa simplemente 

rechazarlas si no ofrecfa, al mismo tiempo, una respuesta alternativa que 

explicara efectivamente la naturaleza del número y las leyes fundamentales de 

la aritmética. Después de complejos razonamientos pensó que habfa encontrado 

la respuesta definitiva en la Lógica. Según Frege 11 (1) los conceptos 

fundamentales de la aritmética (como el de número} podfan ser definidos 

usando sólo conceptos de la lógica formal, y (2), dadas estas definiciones 1 las 

leyes básicas de la aritmética podfan ser probadas usando exclusivamente 

modos de inferencia lógicos y leyes de la lógica formal 11 6. Esta posición, según 

la cual, los verdaderos fundamentos de las matemáticas se encontraban dentro 

de la lógica, de tal manera que la matemática fuera una rama de la lógica, es 

conocida atln hoy en dfa como logicismo1 y el proyecto fregeano 1 continuado 

después por pensadores como Bertrand Russell y Nino Cocchiarella 1 de 

comprobar las tesis (1) y (2), como proyecto logicista. 

El primer paso dado por Frege en la dirección de su proyecto togicista 

fue tratar de reducir el concepto de orden-en-una-secuencia [(den Begriff 

dar} Anordnung in einer Reihel al de ordenación lógica [logfsche Folge). Sin 

embargo, al tratar de dar ese primer paso1 Frege se topó con una primera, 



pero muy importante, dificultad; el lenguaje. Frege necesitaba que sus 

argumentos quedaran expresados de una manera completamente clara, precisa, 

y fácil de seguir. Necesitaba que cada uno de sus pasos fuera fácilmente 

fdentfffcable 1 de tal manera que ninguna asunción quedara implícita, stno fuera 

claramente expuesta. Sin embargo, su lenguaje natural, el alemán, no ofrecfa 

sino ambfgUedad y extrema complejidad al tratar de expresar argumentos tan 

complejos como los que necesitaba para su proyecto Jogicfsta. Frege intentó 

con otros lenguajes naturales y artificiales, pero ninguno le satisfizo. Los 

naturales eran ambiguos e inexactos, mientras que los artificiales habfan sido 

todos diseriados con otros propósitos, de tal manera que ninguno servía a Jos 

fines del proyecto logfcista. Fue precisamente al tratr de sortear estas 

dificultades que le surgió a F.rege la idea de elaborar una conceptograffa, es 

decir, un lenguaje artificial creado ad-hoc para las necesidades de su 

proyecto. Antes de reducir las matemáticas a la lógica, era necesario contar 

con un lenguaje artificial que facilitara la comprensión y elaboración de esta 

reducción, Para Frege, ese lenguaje artificial no podía ser otro sino la 

conceptograffa. La presentación de este lenguaje y la reducción, ~n ell~. d<?l 

concepto de orden-en-una-secuencia al de ordenac16n lógica, son los 

principales objetivos que Frege cree haber logrado en su ~.9..1'.l\fia.._ Sin 

embargo, los alcances de la obra sobrepasan por mucho las expectativas de su 

joven autor. Pese a que Frege no pretendía que la ConceptograffaJuera una 

obra de lógfca 1 los avances en este campo que por primera vez aparecen en 

ella son abrumadores. En la Conce.ptograffei... aparecen por primera vez las 

funciones logicas7, las pruebas recursivas 1 la teorfa cuantificacional ':h por 

supuesto, el cálculo lógico - en el que he centrado mi investigación.· No por 

nada es llamado Frege el inventor de la lógica matemática y padre del giro 

lingüfstfco en la Filosoffa. 



Sin embargo, pese a todos estos impresionantes avances en el campo de 

la lógica, las matemáticas y la fllosoffa, la ~..9.0lf:fA._no fue nada bien 

recibida por el público de ninguna de esas áreas. Aunque también es muy 

probable que la pésima acogida con la que esta obra fue recibida se haya 

debido, precisamente, a todas estas novedades. 

Parte de la responsabilidad de este desafortunado 
estado de cosas pertenece a Frege mismo. 
Presentó en su Hbro demasiadas ideas nuevas y 
profundas; pero eran abstractas y, en el mejor de 
los casos, difíciles de captar para el lector no 
r:c~~:g~; Y Frege no preparó bien a sus 

La mala recepción de su primer obra no desalentó a Frege para continuar con 

su proyecto logicista. Sin embargo, éste también fue el primero de muchos 

desagradables sucesos, frustraciones y tragedias, personales y profesionales 

que, desde entonces, rondaron la vida del pensador alemán. Tambilfn es 

probable que, st la respuesta desfavorable por parte del mundo académico a 

su primera obra hubiera movido a Frege a abandonar su proyecto, la 

Conceptqgroffa ~eguirfa siendo una obra monumental dentro del amplio espectro 

del pensamiento filosófico universal. 
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I.lQué es la 
conceptografía? 

Pese a ser considerado el texto que impulsó la lógica y las matemáticas hacia 

toda una nueva etapa de desarrol10 1 la Cooceptograffal es una obra que, 

desde su primera edición, ha sido ignorada casi por completo tanto por la 

comunidad filosófica, como por la matemática2. Recién aparecida, poca gente 

reparo en ella y hoy en dfa siguen siendo pocos. los especialistas que siquiera 

la han 1efdo3. Lo cual es una verdadera pena, ya que en sus páginas se 

encuentran las raices, no solamente de la lógica matemática~ sino también de 

toda Ta tradición analftica en la Filosoffa. El propósito de este capítulo y, en 

general, de este trabajo de investigación, es exponer algunas de estas raices 

desde dentro del mismo texto fregeano, pues creo que una lectura atenta a la 

Conceptograffa._ como la que pretendo hacer aquf, puede arrojar nueva luz 

sobre problemas centrales -del pensamiento de Frege y, en general, de la 

filosoffa de este siglo, como son la relación entre función y concepto 1 o entre. 

los contenidos conceptual y judicable. 

Este capftulo esta dedicado a dar respuesta a una pregunta básica que 

deberfa encontrarse a la base de toda lectura de la Conceotogratfa ...JJ 1 sin 

embargo, parece ser ignorada por muchos de los intérpretes y estudiosos del 

pensamiento fregeano: ¿ qué es una conceptograffa ? 

De hecho, son muy: pocas las veces que Frege mismo trata de exponer el 

significado del término conceptograffa [Begriffschrift]. En el prólogo 1 por 

ejemplo, Frege seftala que el término conceptograffa proviene del neologismo 

"contenido conceptual" [Begrifflicher Inhalt] y que esta circunstancia ªse 

deberá. tener siempre en mente si se quiere entender correctamente la 

naturaleza de mi lenguaje formal [Formalsprache]"?? 11 Conceptograffaª y "Con-
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ten;do conceptual" son nociones intimamente ligadas dentro del sistema 

fregeano. Es necesario, pues, antes de adentrarse de lleno en la concepto­

graffa, hacer un poco de análisis semántico y aclarar qui!! eso a lo que Frege 

llama "contenido conceptual". 

A. Sobre los contenidos 

La Conceptograffa _parte de dos sencillas intuictones semánticas, a saber, (1) 

algunas expresiones tienen contenidos?? y (2) estos contenidos le otorgan 

ciertas propiedades a las expresiones que las contienen. Como son intuiciones 

básicas, Frege no cree necesario argumentar a su favor. Simplemente las toma 

como supuestos de su teorfa. Para Frege es claro que, a veces, lo que 

hablamos y escribimos expresa a1go6, es decir, que en ciertos contextos las 

expresiones que utilizamos -h8bladas o escritas- tienen algún contenido. Los 

enunciados no son sólo conjuntos de manchas sobre el papel, sino que además 

tienen ciertas propiedades determinadas por su uso dentro del lenguaje. Por 

ejemplo, casi siempre que decimos la palabra 11s{", no sólo hacemos vibrar el 

aire a nuestro alrededor. es decir, no sólo emitimos una serte de sonidos, sino 

que además aftrmamos o aceptamos algo, Afirmar y aceptar, son acciones que 

sólo pueden realizarse dentro del Lenguaje. 

A Frege le parece igual de claro que hay expresiones que, en ciertos 

contextos, pierden todo sentido. Por ejemplo 1 si en el fndice de esta tesis 

hubiera escrito las palabras 11 Vo helado ama o dale hoy", habría escrito una 

expresión que, por lo menos en este contexto, no tiene sentido alguno. Aún 

cuando cada uno de las palabras que forman parte de ella son fácilmente 

reconocibles Y tienen un uso determinado dentro del espaHol, la expresión 

completa no dice nada. Para Fregel este tipo de expresiones se caracterizan 

porque no pueden ser afirmadas ni negadas. Poseen ciertas propiedades 1 como 
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la de ser palindromas, o la de estar escritas en español, etcétera. Sin 

embargo, estas propiedades no son semánticas, es decir, no apelan a ningún 

contenido. Por eso pueden aplicarse ~ todo tipo de expresiones, incluyendo 

frases sin sentido como la que utilice como ejemplo al principio de este 

párrafo. Las propiedades semánticas, como la de ser sinónimas, antónimas, 

etcétera, por el contrario, sf apelan al contenido de las expresiones y se 

aplican de manera exclusiva a aquellas que, valga la redundancia, expresan 

algo. Para Frege, dentro de esta categoMa existen propiedades que común­

mente creemos se aplican a expresiones, pero en realidad se aplican a sus 

contenidos, por ejemplo, la propied;¡d de poder ser afirmados (o negados), 

particulares o generales.,.1 etcétera. .,..,. 

l. ·contenido conceptual [Begrtfflicher Inhalt]. 

Para Frege1 el contenido de las expresiones no es una unidad indivisible y 

monolftica1 sino que tiene diferentes aspectos9 que se manifiestan de maneras 

distintas. Dos expresiones pueden nombrar al mismo objeto y, sin embargo, no 

tener el mismo contenido. Dos expresiones pueden también, por ejemplo, 

describir el mismo hecho y, sin embargo, una puede ser más convincente, o 

mas clara en su descripción, que la otra. En estos casos, decimos que las 

expresiones comparten un aspecto del contenido, pero difieren en otro. Entre 

estos aspectos del contenido de las expresiones 1 se cuenta lo que Frege llama 

el "contenido conceptual": 

Pese a ser uno de sus conceptos centrales, Frege no da una sino dos 

caracterizaciones distintas de contenido conceptual en la Conceotograffa"- La 

noción aparece por primera vez en el prólogo; Ahf, de una manera más bien 

oscura, Frege sef'iala que el contenido conceptual es todo aquello que tiene 

significado para la secuencia de inferencias. También nos promete dar una 
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exposición más detallada de él en el §3 del texto. No obstante 1 en el referido 

parágrafo, Frege solamente reitera la tdea de que contenido conceptual es esa 

cierta parte del contenido de las expresiones que es significativa para las 

relaciones de inferencia entre juicios, de tal manera que el contenido 

conceptual de dos juicios es idéntico cuando 

.•. las consecuencias que se pueden derivar de 
uno, en combinación con otros Juicios determt-
~~~o1s0,5 ~is~~~e~tr~smr~i~o~~~ .~tf.º' en combinación 

Desde el prólogo, Frege observa que los juicios tienen la capacidad de, en 

combinación con otros juicios, inferir y ser inferidos unos de otrasll, Esta 

capacidad no es otra sino su "contenido conceptual 11
• También en el prólogo, 

Frege sefiala que este aspecto del contenido de los juicios es el principal 

objeto de estudio de la conceP,tograffa. El contenido de las expresiones tiene 

otros aspectos también, pero Frege no los estudia a profundidad en esta obra 

porque no son de relevancia para la conceptograffa. 

La conceptograffa, para centrarse en el contenido conceptual de las expre-

siones, daba hacer ;l un ];ldo no solamente el resto de los aspectos del 

contenido de las expresiones, sino también otros elementos básicos del lenguaje 

como son la gramática13 y la pragmátical4. Frege no niega la existencia de 

estos aspectos del lenguaje, per:o sf sef'iala que deben hacerse a un lado para 

acceder con mayor facilidad a lo que determina las relaciones de inferencia 

entre los juicios. Con ello, Frege hace una fuerte crfttca a la lógica 

aristotélica en la que categoMas gramaticales como sujeto y predicado son 

tomadas equivocadamente por categorfas lógicas. 

La intención de Frege es construir un 11 lenguaje de fórmulas ·para el 

pensamiento puronlS parecido a los lenguajes simbólicos que se han 
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desarrollado para ciencias particulares como la qufmica y las matemáticas, pero 

con un campo de aplicaci6n mas general que el de éstas. Asimismo, cree que 

puede lograr esto mediante la suspensión de los elementos no-lógicos del 

lenguaje ( pragmáticos, retóricos, etcétera ) y la sustitución de la gramática 

del lenguaje natural por una sintaxis formal. Para Frege, su conceptograffa no 

es sólo un modelo formalizado del lenguaje { natural 1 cientffico o de otro 

Upo ) , sino todo un lenguaje artificiatl6, 

Dentro de la conceptografia tiene poc~ sentido apelar a la oposición 

entre forma y contenido, ya' que en ella, ta forma .e.s. un aspecto del contenido 

de los Juicios. Para Frege, la forma lógica de las expresiones no es otra cosa 

que su contenido conceptual. Cuando Frege dice que la conceptograffa es un 

lenguaje formal, no está entendiendo por "lenguaje formal" [Formelsprache] 

aquel cuyas expresiones carecen de contenido, sino simplemente lenguaje de 

fórmulas. Si no fuera asf 1 Jos juicios de la conceptograffa no podMan tener 

contenido conceptual. Sin embargo, si no To tuvieran, no podrían pertenecer a 

ninguna cadena de inferencias, ya que, según lo que hemos visto sobre el 

contenido conceptualt para que se puedan establecer relaciones de inferencia 

entre juicios C tales coma las que establece Frege entre los juicios de la 

conceptograffa J, ástos deben mantener, por lo menos, su contenido 

conceptual. Lo mismo podemos decir sobre los otros lenguajes formales que 

Frege cita. También toda fórmula algebraica, por dar un llfempJo, debe tener 

cierto contenido (conceptual) para poder ser inferida de otras fórmulas 

algebraicas. De otra manera se caerfa en una contradicción. 

2. Porquá el contenido conceptual es conceptual, i. e., a quá refiere el término 

11 conceptua1n [begriffUcher] dentro de la expresión ncontenido conceptual". 
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La segunda caracterización que hace Frege de contenido conceptual aparece en 

uno de los mas controversiales parágrafos de la Conceptografta:_ el §8, que 

está dedicado a la identidad de contenido [Inha1tsg1eichheit]. Entre otras 

cosas. Frege senala ahf que debemos distinguir entre el contenido conceptual 

de una expresión y la manera en que ésta lo determina. Distinción que luego 

evolucionará dentro de la ftlosoffa de Frege hasta convertirse en la distinción 

entre Sentido [Slnn] y Referencia [Bedeutung]. Empero 1 ese desarrollo 

significará también toda una reformulación de su exnHcaci6n de la identtdad17 . 

Más adelante, en el mismo parágrafo, Frege introduce el sfmbolo y 

funcionamiento de la igualdad de contenido. 

signlft[ca] que el sfmbolo A y el sfmbolo B tienen 
el mismo contenido conceptual1 de modo que, en 
cu1hquier caso, se puede poner B en 1ugar de 
A. 

Mas adelante, dentro de la cadena de inferencias con ciue ilustra su 

conceptografta 1 Frege enuncia esie principio bajo la forma de una fórmula: 

(52) 

El caso en que el contenido de e es igual al 
contenido de d, y en que f(c) se afirma y f(d} se 
niega, no tiene lugar. Esta propostct6n expresa 
¿1u~ :" d~M1eral d se podrfa poner en lugar de e, 

Esta fórmula (52) no define la identidad de contenido, simplemente da una de 

sus reglas de funcionamiento: el principio de indiscernibilidad de los 

id6nticos. Según este principio, si los contenidos de e y d son idénticos, no 

existe una función f que sea afirmada para e, pero no para d. Sin embargo, 

no implica el principio contrario, es decir, que si no existe una función que 
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se afirme para una expresión pero no para la otra, entonces el contenido de 

las expresiones es idéntico. Este segundo principio se puede expresar a 

través de la siguiente fórmula: 

(52') 

20 

Esta fórmula nunca aparece en la Conceptograffa._ Sin embargo, sf es teorema 

de la teorfa formal de Frege. Lo demostraré ofreciendo una prueba formal en 

términos de la conceptografia: 

B 
a. (c•d) 
b. (C!!!C) 

d. """'1'r-r-'tc<1> 
- 1-."¡cc) 

58 

f cA> -.-Acd.) ot 1..,. 
'-ACc) 

A<e) (c•A) 

54 

Esta prueba dice que, si toda función que se afirma de e, se afirma también 

de d, entonces, en particular, la identidad de contenido debe también 
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afirmarse para las dos. Esto implica que el contenido de ambas expresiones es 

idéntico. 

Esta fórmula (52 1 ) expresa úna especie de principio de identidad de los 

indiscernib1es, ya que afirma que para cualquier par de expresiones e y d 

que difieren, por lo menos, en su contenido conceptual, se cumple que existe 

por lo menos una función F tal que F(c} se afirma Y Ftd) se nfega, en otras 

palabras, afirma que toda diferencia que no pueda expresarse en una 

proposición de la forma f{a), no es conceptual??, Las diferencias conceptuales 

siempre pueden expresarse a través de juicios de la forma fla). Toda otra 

diferencia que se de entre dos expresiones 1 no será de carácter conceptual, 

no afectará el aspecto conceptual del contenido, lo que Frege llama el 

"contenido conceptualu. 

Este par de fórmulas deja ver de manera clara como la noctón de 

contenido conceptual ( en contradicción a lo que dice Frege en el §922 ) esta 

fntimamente Hgada a la noción de función. Todo juicio puede verse como ta 

asignación de un concepto a un contenido. De tal manera que las condiciones 

de identidad del contenido conceptual de una expresión son dadas a partir de 

los juicios en los que tal expres1dn aparece en el lugar del argumento. Cada 

uno de estos 1uicios expresa un contenido23, Esto muestra la fntima relación 

que existe entre las dimensiones lingU{stica y conceptual en el pensamiento 

filosófico de Frege. Dado que los conceptos son, por ellos mismos, 

imperceptibles, necesitamos del lenguaje para conocerlos y manejarlos24. Esto 

lo sabemos aun antes de conocer la relaci6n entre función y concepto, o más 

bien, a partir de esto podemos ir adivinando la relación que Frege hará 

explícita en su artfculo 11 Funci6n y Concepto". 

Permftanme usar un ejemplo para aclarar la relación entre funci6n y 

concepto. Tomemos una expresión cualquiera pon contenido conceptual, 
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digamos 11 Perro 11 • Este nombre puede aparecer en un gran numero de otras 

expresiones, como "Perro rabioso 11 , "Vida de Perro"t etcétera, juicios incluso. 

De hecho, la palabra ºperro" ocurre en un sinnúmero de juicios, desde los 

mas senctllos como 11 Snoopy es un perro." o "Quisiera ser perro. 11
1 hasta otros 

mas complejos como 11 Es una creencia popular que, en los últimos dfas de 

otoño, ningún perro suele ]adrarle a la Luna llena.", "Nada puede, a la vez, 

ser y no ser perro. 11 , etcétera. Fácilmente podemos distinguir dos partes en 

cada uno de estos juicios: la palabra 11 perro 11 y el resto del juicio. Dado que 

la distinción fregeana función/argumento lo permite, podemos tomar la palabra 

"perroº como ar·gumento y el resto de cada juicio como funciones. Por ejemplo, 

podemos tomar el juicio "El perro de mi vecino apesta." y dividirlo en el 

argumento "perro" y la función 11 El. •• de mi vecino apesta. 11
• Si hacemos lo 

mismo con el resto de los juicios 1 tendremos una lista extensiva de funciones 

que se afirman para el argumento ºperro". Cada una de ellas dice algo sobre 

perro. Cuando se quiere responder la pregunta 11 ¿ Que es un perro ? 11 , lo mas 

común es dar una serie de juicios del tipo: 11 Perro es un animal mamffero. 11
, 

11 Tiene cola y cuatro patas. 11 , etcétera. Al hacerlo, no hacemos otra cosa sino 

ir delimitando su contenido conceptual1 ya que cada uno de esos juicios 

expresa un concepto que se aplica al perro, como el' concepto de ser animal o 

el de tener cola y cuatro patas. Dado que la lista de juicios en la que puede 

aparecer una expresión es infinita, también lo es el número de conceptos que 

se aplican a su contentdc:i. Sin embargo1 el ·no poder dar una lista exhaustiva 

de ellos no significa que no podamos definir el contenido conceptual de una 

expresión. Frege cree que para ello bastan un número finito de ellos. Para 

definir un contenido conceptual bastan los que Frege llama sus 11 marcas 

caracterfsticas 11 [Markmale). 
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Sin embargo, debe quedar claro que no todas las funciones expresan 

conceptos, sino únicamente las que forman contenidos judicables al ser 

llenados sus espacios para argumentos. El resto de las funciones no dan 

tnformactón alguna sobre el contenido conceptual de sus argumentos. Por 

seguir con el ejemplo anterior, tomemos la expresión 11 Un perro 11 • Esta 

expresión puede dividirse en la función 11 Un •.• 11 y el argumento 11 perro". Sin 

embargo, la función 11 Un .•• ", a diferencia de las funciones provenientes de los 

juicios, no expresa ningún concepto que se aplique a los perros, es decir, no 

nos dice nada sobre el contenfdo conceptual del nombre 11 perro 11 • 

3. Contenido judicable (Beurthellbarer Inhalt] 

Dentro de la semántica fregeana no todos los contenidos conceptuales son 

iguales. En el S2, Frege distingue entre contenidos judicables [beurtheilbare] 

y no-judtcables [unbeurtheilbare]. Contenido judicable es todo aquel contenido 

que puede ser afirmado [ wird bejaht] y asf convertirse en juicio [ Urtheil]. 

Esta afirmación difícilmente podrfa tomarse como definición, ya que es 

claramente circular. Sin embargo, sf deja clara la distinción entre contenidos 

judicables Y no judicables. El contenido judicable se distingue de la 

proposición [Satz], en que esta última abarca la totalidad del contenido del 

juicio, mientras que el contenido judicable se refiere de manera exclusiva al 

contenido conceptual. 

Imaginen que en el ejemplo anterior, en vez de 11 perro 11 hubiéramos 

utilizado una expresión con contenido judicable, digamos "los pájaros cantan 11 • 

Al afirmar esta expresión, produzco el juicio (1) "Los pájaros cantan. 11 • Pero 

la expresión puede aparecer en un gran número de otros juicios, por ejemplo: 

(2) 11 No es verdad que los pájaros cantan. 11 o (3) 11 5i los pájaros cantan, es 

porque están contentos. 11
• Estos dos juicios también pueden dividirse, como en 
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el ejemplo anterior, en el argumento común "los pájaros cantan 11 y las 

funciones 

(2') "No es verdad que ••• 11 

(3 1 ) 11 Si ••• 1 es porque están contentos.º 

Estas dos funciones representan conceptos que se aplican a la expresión 11 los 

pájaros cantan" y nos dicen algo sobre su contenido conceptual. St hiciéramos 

lo mismo con el juicio (1) nos quedarlamos como función (l') la pura acción de 

afirmar como función. En este sentido, esta acción es también un concepto y, 

como tal, se aplica al contenido de algunas expresiones: las expresiones con 

contenido judicable. La diferencia entre un contenido judicable y otro 

no-judtcable es una diferencia conceptual. La función (11) representa el 

concepto de judicable, la función (2'), la negación y la (31), la 

condicionalizaci6n. Es claro que estos conceptos son distintos de los que se 

aplican a las expresiones que tienen contenido conceptual, pero esto no es 

judicable (los n·ombres), ya que este tipo de conceptos están relacionados a lo 

que Frege llama la cadena de inferencias. 

Ahora es necesario relacfonar lo dicho sobre el contenido conceptual en 

los parágrafos tres y ocho. Dado que la caracterización hecha en el §3 se 

refiere a juicios únicamente, tengo la hipótesis de que ella es solo un caso 

especffico de la regla enunciada en el §8 y la fórmula 52. Esta última regla es 

mas general 1 pues se aplica a toda expresión con contenido conceptual 1 

mientras que la que aparece en el §3 se aplica de manera exclusiva al 

contenido conceptual de los juicios. Para probar mi hipótesis demos.trare, entre 

otras cosas, que las inferencias entre juicios pueden manejarse como juicios de 

la forma f(a, •. ), donde los lugares de argumento a, •.. se encuentran 

ocupadas por juicios. Esto se puede mostrar fácilmente si se aceptan algunas 
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condiciones del lenguaje simbólico de la Conceptoqrafta que demostrare con 

mayor detalle en su momento: Primero, que toda prueba no abreviada de una 

fórmula tiene la forma del Modus Ponens, es decir 

t--A 
Luego, si aceptamos que la barra de inferencia es el sfmbolo de la inferencia 

en tanto que relación entre juicios, entonces habremos aceptado no sólo que 

toda prueba expresa una inferencia, sino que, además, toda prueba es una 

expresión de la forma f(a,b,c) donde f representa la barra de inferencia y las 

letras a, b, y e los juicios que aparecen en la prueba. 

De esta manera podemos reformular el enunciado del §3 sobre el 

contenido conceptual de los juicios, como una particularización del principio 

enunciado en el §8 ( y en la formula 54 ) . Dentro de toda prueba se podria 

poner d en lugar de e, si el contenido judicable de e fuera idéntico al de d. 

Igualdad de contenido judicable es aquella que existe entre dos juicios tales 

que uno puede sustituir al otro dentro de cualquier prueba sin alterar su 

validez25 • Solo en el caso de los juicios, contenido conceptual y contenido 

judicable son conceptos equivalentes, ya que no todas las expresiones que 

tienen contenido conceptual, lo tienen judicable. Por ejemplo, la expresión: 

(1) 11 No todos los perros tienen rabia. 11 

puede dividirse en función y argumento de esta manera: 

Función: (2} 11 No todos los perros tienen 

Argumento: (3) 11 rabia u 

o de esta otra: 
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Función: (4) No 

Argumento: {5) 11 Todos los perros tienen rabia. 11 

Lñs expresiones (3) y (5)26 tief!en contentdo conceptual, ya que ambas 

pueden, ocupando el lugar del argumento de expresiones funcionales ( como 

(2) y (4) ) expresiones complejas (como (1)). Sin embargo, de ellas, sólo (5) 

tiene contenido iudtcable, en otras palabras, sólo el contenido de (5) puede 

ser afirmado o negado27. Esto lo sabemos, porque, a diferencia de (5), la 

expresión {3) no puede ocupar el lugar de una expresión con contenido 

judicable dentro de una inferencia. En otras palabras, de la afirmación del 

contenido de (3) no podemos inferir la afirmación ( o negación ) de ningún 

otro juicio, ni viceversa. 

Es importante, sin embargo, dejar claro que la conceptograffa no se 

reduce a la expresión de las (posibles) relaciones de inferencia entre los 

juicios, lo que Frege llama los contenidos jud\cables, ya que, como ya vimos, 

éstos son sólo un tipo de contenidos conceptuales y, tal y como su nombre lo 

indica, la conceptograffa debe ocuparse de todos los contenidos conceptuales, 

no sólo los judicables. 

En resumen, por contenido conceptual Frege entiende esa parte del 

contenido de un término que nos permite distinguirlo de otros en su papel 

como argumento de una función. En otras palabras, dos expresiones comparten 

el mismo contentdo conceptual si sus contenidos son conceptuosamente 

in discernibles. Como tal 1 el con.tenido conceptual es sólo una parte del 

contenido total de las expresiones y, aunque para algunos usos es el más 

importante, para otros puede ser vacuo. Una vez que hemos analizado de 

manera detallada28 las consideraciones semánticas alrededor de la 

concepu:>grafia, podemos regresar al problema central de este capftulo: ¿ Qué 

es una conceptograffa ? 
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B. Contenido Conceptual y Conceptograffa 

Una de los puntos más oscuros alrededor de la Conceptngraffa .fi:S su propósito 

u objetivo. Aun aquellos que lo han estudiado detenidamente, no saben a 

ciencia cierta cuales fueron las razones que motivaron a Frege a escrtb1rlo 1 ni 

qué papel juega dentro de su proyecto ftlosófico7?. No es extraño que, una 

vez que se ha lefdo por completo el texto, el lector no tenga aún una idea 

clara del objetivo del mismo. Es por ello que, tres años despuás de la primera 

edición de su ConceptograffaL.. Frege decidió publicar un par de artículos 

dedicados exclusivamente a aclarar sus motivos para escribir tan extraño 

texto30. En ellos, Frege reconoce que nuestro lenguaje ordinario cuenta con 

muchas deficiencias de uso. Dada la multiplicidad de sus usos, el lenguaje es 

más apto para unos usos que para otros. De ahf que sea provechoso producir 

lenguajes artificiales, como la conceptograffa, que sirvan como herramientas 

para suplir - o asistir - al lenguaje ordinario precisamente en aquellos usos 

para los que es menos apto. 

Uno de estos usos es el de expresar pruebas lógicas puras, es decir, 

inferencias puramente formales. En vez de ayudar a la mente en su discurrir 

lógico, el lenguaje ordinario parece forzarlo en esquemas que le son ajenos y 

llevan casi de manera inevitable al desconcierto y la incomprenstón. En este 

sentido, el principal problema des que casi todas las reglas lógicas le son 

ajenas. El pensamiento tiene una forma ( la lógica y el lenguaje ordinario 

otra ( la gramática ) , lo que produce un conflicto de formas del cual no 

surgen sino errores y dificultades. Si el lenguaje estuviera gobernado 

internamente por las mismas leyes que el pensamiento, es decir, las leyes de 

la lógica, toda expresión gramaticálmente correcta serla también lógicamente 

correcta. Sin embargo, y pese a que no es asf, aún podemos crear un 

lenguaje artificial -el cual Frege llama conceptograffa cuyas reglas gramaticales 
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se identifiquen con las reglas lógicas, de tal manera que la mera adherencia a 

su gramática garantice la corrección formal del pensamiento31. 

En su artículo "On the Scientiñc Justiñcatfon of a Conceptual 

Notation32n Frege señala que 1 como el microscopio al ojo 1 la conceptogr~ffa no 

puede, ni debe, sustituir al lenguaje ordinario, ya que, de alguna· ·:manera, 

parte y es construido en función de él. Los contenidos conceptuales están 

íntimamente vinculados con las expresiones que los contienen. En este sentido, 

no podemos hablar de una independencia de la conceptograffa con respecto al 

resto de los lenguajes. Una independencia de la que sf presumen los sistemas 

lógicos como el de Boole y SchrOder. La conceptograffa ha de ser un lenguaje 

artificial, pero por lo mismo, no debe tomarse por un lenguaje inventado. El 

conocimiento detrás de la conceptograffa, aunque un poco técnico, es esencial-

mente descriptivo. 

Frege hace mucho hincapié en recordarnos que, a nivel de los 

contenidos, las relaciones ya están dadas. A los lógicos y los matemáticos sólo 

nos queda descubrirlas. Es al nivel de los significantes que se construye la 

conceptograffa: Se trata de traducr"r en relaciones simbólicas las relaciones 

conceptuales que existen de hecho entre los contenidos. En este proceso, la 

única relación artificial de los objetos que se produce es aquella que nos 

permite hacer referencia a ellos a través de los signos que conforman la 

conceptograffa Pretender hacerlo de otra manera es caer en el formalismo y 

en sus nefastas consecuéncias33 ) . De ahf que a Frege no le preocupe tanto 

hacer lógica como traductrla en un lenguaje artificial. 

Yo no deseaba presentar una lógica abstracta en 
fórmulas, sino expresar un contenido a través de 
~f:eb~~sp~;1r,~to~0~ep~~~r~:.'3~ra mas precisa de lo 
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Frege no se cansa de señalar que todo el trabajo lógico en la 

conceptograffa es de tipo sintáctico. Lo que se trata es de hacer que la forma 

sintáctica de nuestro lenguaje artificial se corresponda lo mas fntimamente. con 

el contenido conceptual de nuestro lenguaje objeto. Frege sabe que para. 

acceder al nivel de los contenidos, es inevitable pasar por la interpretación Y 

que toda interpretación puede dar pie a malentendidos. Es mas fácil, pues1 

eliminar todo contenido en el lenguaje y con ello toda interpretación, que 

tratar de evitar malentendidos dentro del lenguaje ordinario. Es más fácil 

introducir la forma lógica en la sintaxis que en el contenido. Sólo asf, señala 

Frege, podemos lograr un discurrir claro y unfvoco. 

Respecto a este punto, la de Frege es una posición muy ingenua. tl 

sigue creyendo que sf es posible evitar los malentendidos dentro del lenguaje 

ordinario. Cree que es posible 1 aunque 1 al momento de querer expresar 

pruebas lógicas, hacerlo significarfa una prolijidad excesiva. Para Frege, el 

camino que pasa por la conceptograffa no es la única vfa para acceder a un 

discurrir claro y unfvoco 1 aunque si es el más sencillo. Frege no dice cómo, 

pero supone que, acotando y acotando el contexto de los juicios, podemos 

llegar a obtener univocidad dentro del lenguaje ordinario. Lo único que le 

parece imposible es que un juicio, dentro del lenguaje ordinario, determine 

unfvocamente y por sf solo su contenido. Cosa que sf es posible dentro de la 

conceptograffa. Asf podemos distinguirla del lenguaje ordinario, ya que sólo en 

la conceptograffa podemos expresar el contenido de un juicio simple a través 

de una expresión simple. 

Debe de ser obvio que el desarrollo de la conceptograffa está 

fntimamente ligado al estudio de los contenidos conceptuales, y que ambos 

deben desarrollarse de manera paralela: solo conociendo bien el funcionamiento 

conceptual de los contenidos, podemos adecuar mejor nuestro lenguaje artificial 
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a ellos, y solo con una buena herramienta da análisis de los contenidos 

conceptuales, como es la conceptografla, podemos emprender una buena 

investigación de su funcionamiento. De ahf que el sistema lógico de Frege haya 

evolucionado de manera paralela a su lenguaje simbólico. 

Sin embargo, aún no hemos ubicado completamente el objeto de análisis 

de la conceptograffa, ya que todavfa no sabemos qué tipo de análisis se debe 

hacer a los contenidos conceptuales. En Frege quedan todavfa muchas 

cuestiones oscuras: l Son nuestros pensamientos los que tienen contenidos 

judicables ? ¿ Por qué a veces parece que el objeto de la conceptograffa es el 

pensamiento, y otras veces parece que existe una especie de lenguaje objeto ? 

En el prologo, Frege senala que el término conceptograffa es sinónimo de la 

expresión "lenguaje formal para el pensamiento puro 1135. Sin embargo 1 ahi 

mlsmo, señala también que el objeto central de su conceptograffa es cierto 

aspecto del contenido de las expresiones. l Qué pasa ? La forma pura de la 

que habla Frege l es la forma de los pensamientos, de los contenidos, o qué ? 

Existe un argumento muy sencillo, tal vez demasiado sencillo, que puede 

responder a estas preguntas al mismo tiempo que termina de redondear 

nuc::;trc an6lisis del término 11conceptograffa11 : Si ( 1) las expresiones del 

lenguaje objeto tienen como contenidos pensamientos36, y {2} estos 

pensamientos tienen ( como pensamientos ) cierta forma, pero (3) esta forma 

no es la del lenguaje objeto ( el cual, ya vimos, tiene una forma propia ) 1 

entonces si utilizamos el lenguaje objeto para, a través de él, obtener esta 

forma. en el contenido ( el contenido conceptual propiamente dicho, no el 

contenido total, ni el pensamiento, etcétera ) , entonces (5) nuestro verdadero 

objeto es la forma del pensamiento, aunque sea como contenido en el lenguaje. 

Lo cual serfa inadmisible para la crftica que pretende hacer Frege al 

psicologismo. 
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C. La conceptograffa como herramienta y cartograffa. 

. Un buen · acercamiento a la idea que tiene Frege de su propia 

conceptograffa se puede obtener de una de sus mas afortunadas imágenes 

metafóricas: la metáfora del geógrafo y sus mapas. Según éstaJ las fórmulas 

de la conceptograffa deben ser como mapas del contenido conceptual de los 

juicios. El conceptógrafo no debe crearlos, sino solo representar de manera 

gráfica su existencia real y, al igual que el cartógrafo, buscar los medios mas 

convenientes para hacerlo. Asf como para algunos fines; es preferible una 

maqueta o un mapa de colores, que un sencillo mapa bidimensional en blanco y 

negro, asi tenemos que reconocer los mejores medios para construir un 

lenguaje artificial adecuado a nuestros fines. Asf como hay diferentes mapas, 

de navegación, polfticos, orográficos, etcétera, para diferentes usos, asf 

también es la variedad de lenguajes artificiales posibles. Y asf como ningún 

mapa contiene la totalidad de información sobre un espacio topográfico, asi 

tampoco puede la conceptograffa ni ningún otro lenguaje artificial, contener la 

totalidad de los contenidos posibles del lenguaje ordinario. Como ningún mapa 

puede sustituir la experiencia directa de un lugar, tampoco puede un lenguaje 

artificial (6) sustituir nuEistro lenguaje ordinario. 

Después de señalar esto, Frege adelanta que la conceptograffa debe ser 

un lenguaje simb611co, bidimensional y escrito, ya que éstos son los elementos 

que lo hacen el más apto para la tarea encomendada. Sin embargo, aún le falta 

argumentar su conclusión. Todavfa le quedan por responder las preguntas 

¿ Por qué es más conveniente que la conceptograffa sea un lenguaje 

simbólico ? ¿ Por qué no escrito en vez de hablado ? y ¿ Porqué sus sfmbolos 

se deben escribir en un plano de dos dimensiones y no en una, tres, o mas ? 
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En On the scientific Aim of a conceptual notation, de una manera más 

bien ingenua, casi copiada del libro tercero del ~º- de Locke, Frege 

argumenta a favor del carácter simbólico de la conceptograffa. Para entender 

su argumento, es necesario entender, antes, qué entiende Frege por símbolo: 

Un símbolo es una idea31 QUe funciona como foco para la compilación de 

imágenes provenientes de la memoria. El vínculo entre esta idea y las imágenes 

que llama, pese a ser artificial, es también más fiio que el de un simple 

recuerdo. La única ventaja del lenguaje escrito sobre el hablado, es su 

permanencia3B, El fin de los símbolos es permitirnos movernos entre ideas sin 

la fuerte constricción del tiempo. Gracias al lenguaje, nuestro pensamiento se 

vuelve más complejo, hasta el punto en que se nos hace 11 necesado usar 

sfmbolos sens;b/es para pensar11 39. Atln sin verlos ni oirlos, pensamos a través 

de ellos. Tal es su importancia que se vuelve indispensable hacer una elección 

cuidadosa de ellos. 

A partir de otros lenguajes40 cercanos al proyecto de la conceptograffa 

como son el de la aritmética y el de la lógica simbólica, Frege va acotando 

poco a poco su propio lenguaje artificial. De tal manera que va recogiendo las 

mejores caracterfsticas de cada uno { De la aritmética, por ejemplo, toma la 

bidimensionalidad ) y buscando nuevas alternativas para resolver sus des­

ventajas. Para Frege, la conceptograffa debe conjugar las ventajas de los 

lenguajes simbólicos de la aritmética y la 16gica 1 pero1 a diferencia de ellas, 

debe ser capaz de exp·resar cualquier contenido conceptual y toda forma 

lógica. 
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Notas Y Referencias bib]jográftcas~ 

l. Con respecto al término ºconceptograffa", adopto la siguiente convención: 
Uso 11 Conceptograffa 1~ subrayado y con mayúscula para referirme a la obra 
de GottlOb Frege asf titulada y uso 11 conceptograffa 11 sin subrayar, para 
nombrar el lenguaje formal que Frege pretende construir dentro de ella. 
Algunas veces, utilizo la expresión ºprimera conceptografia 11 en el mismo 
sentido, especialmente cuando quiero distinguirla de la 11 segunda 
conceptograffa11 o del lenguaje formal que introduce Frege en ~­
Eyndamentales de la AritméUca._ 

Frege, GottlOb: Conceptograffa._ 1879 De aqui en adelante, todas las 
referencias, excepto donde sea indicado, co1·responderán a este texto. 
Cuando las citas sean textuales y en español, se usará la traducción de 
Hugo Padilla. Instituto de Investigaciones Filosóficos, Cd. de México, 
1972 

2, Pinpointed, the logical renaissance might be identified with the publtcation 
of Frege•s Bearjffsschriftjn 1879, Quine 1 W.v.O. prefacio a J.T.Clark, 
Conventional Logic and Modero logic Woodstock C. P 1 1952, PP. v 1 vii. 
...• Ocupa un lugar destacado entre todos estos lógicos, Gottlób Frege. 
Su Begriffsschrift J10 puede compararse más que con una gran obra en 
toda la Historia de la Lógica: Los Analfticos Primeros de Aristóteles. 
Bochenski, I.M.: Historia de la Lógica Formal,,_ Gredós, Madrid, 1985. 
p.283. Frege1s Work [the SeqrjffsschriftL contains all the essentials of 
modero logic, and it is not unfair either to his predecessors or to his 
successors to say that 1879 is the most important date in the history of 
the subject. Kneale &: Kneale: The Deyelooment of Logjc_ London, Oxford 
U.P. 1962, pp.510 1 511 2W~ Ward, T.B.: 11 Evaluations of Frege1s 
Conceptual Notatfon _py Present-day Scholars. en O~pp.236.238 

Aunque el haber fundado la lógica matemática moderna lo hacfa una de las 
mayores figuras en la historia de las matemáticas y la filosoffa, su 
primera publicación sobre el tema 1 Begriffsschrift (1879) 1 se encontró con 
la incomprensión general... Dummett, Michael: La FOosofía de Frege en 

4 
La verdad y otros enigrnas._F.C.E. México, 1990. p.157 

5: t~~o el objeto de estudio de este traba10 de investigación no es la 
ontologfa ciue subyace a la Conceptograffa_no preguntaré qué es ese 
'algo• que expresan las expresiones, es decir, no preguntaré qué tipo de 
entidades son los contenidos. A dectr verdad, creo que esa tampoco fue 
la preocupación de Frege al escribir su obra. Sobre la ontologfa de Frege 
cfr. Raúl A. Orayén: La onto]ogfa de Erege._Universidad nacional de La 
Plata, La Plata, Argentina, s/d 1 Oummett, Michael: La FUosofia de Frege 
y el clásico artkulo de E.O. Klemke "Frege's Ontology 11 en ~-

6. Et=Ci~~iv:~~~t: ~~;~li~~~s :~e:~~ ~~b:~~~o~~~B las que expresan o tienen 
contenidos, sino las expresiones. Las palabras y los enunciados no son 
medios de expresión sino expresiones. Por eso, es erróneo hablar de los 
contenidos como entidades subjetivas, ya que, en sentido estl'icto, no 
pertenecen a las personas, sino a las expresiones. Sin embargo, son las 
personas las que pueden utilizar estas expresiones para actuar ( que es 
lo propio de ellas ) . Así como lo propio de las expresiones es la 
expresión, lo propio de las personas es la acción. Entre estas dos 
dimensiones hay una vínculo muy fuerte que las une, pero también hay 
una tenaz linea que no se puede violar fácilmente. 

§4 
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ª· Vale la pena notar 1 que durante la presentación de su primera 
conceptograffa 1 Frege evita a toda costa hablar de verdad Y falsedad, 
especialmente cuando trata el contenido de las expresiones. Cuando 
presenta la negación y el condicional, explica su funcionamiento a partir 
de la afirmación y negación de los contenidos, no de su verdad o 
falsedad. Es por e\101 impropio llamar a éstas funciones de verdad. Por la 
misma razón, a sus wffs tampoco les corresponden tablas de verdad 
propiamente dichas. No es sino hasta trabajos postertores. que Frege 
trata de incorporar los valores de verdad a su conceptograffa. Los 
resultados de tales trabajos llevaron a Frege a abandonar su prtmera 
conceptograffa en busca de una nueva, en la cual el papel de los valores 
de verdad fuera mas claro e importante. V. n¿ Por qué abandona Frege 
su primera conceptograffa ? 11

• 

9. Hablo de "aspecto" en vez de "parte del contenido"; que es la expresión 
original de FregeJ para evitar las innecesarias dificultades engendradas 
por la desafortunada metáfora fregeana. Dificultades que fueron 
reconocidas, posteriormente, por el propio Frege. Cfr. Hurtado, 
Guillermo: 11 Partes Fregeanas" ponencia presentada en el Seminario de 
Investigación del Instituto de Investigaciones Filosóficas el 27 de Octubre 

10 
11· 
12· 
13° 
1( 

22 

23 

de 1993. 
§3 
p.8 
§8 
§4 
Así, todos los fenómenos del lenguaje que surgen sólo de la interacción 
del parlante y el oyente, en queJ por ejemplo, el parlante toma en 
consideración la expectación del oyente e intenta ponerlo sobre la pista 
correcta aun antes de enunciar una proposición, nada tienen que les 
corresponda en mi lenguaje de formulas. Frege: §3 

p.8 
Hay que notar que Frege no argumenta a favor de la posibilidad de 
conciliaci6n de est:l tesis ton la pretensión de que la conceptograffa no 
incluya mas que elementos puramente formales. Tampoco queda justificado 
de manera alguna que Frege se refiera a su conceptograffa como un 
lenguaje completo. La polémica alrededor de este punto es demasiado larga 
y compleja como para tomar posición con sencillez. Cfr. "Llamar Lenguaje 
a la Lógica es ejercer cierta violencia tanto al Lenguaje como a la Lógica." 
Raúl Quesada: Teorfas del Lenguaje y teorfas Literarias. Ponencia 
presentada el Miércoles 29 de Septiembre en la mesa Lo barroco, 1a 
creadón, la sabidurfa, el romanticismo en el Vil Congreso Nacional de 
Filosofia Por qué aún F;Josoffa. 

Cfr. Epílogo: ¿ Por qué abandona Frege su primera conceptograffa ? 
se 
§20 
(\/x )(Vy) ( ( (\/f) (f(x)->f( y)))->( x:;y)) 

Cfr. Oeleuze 1 Gilles: Diferencia y repeticjóo'- Júcar Universid8d, 
Barcelona, 1988 
11 Esta distinción [función/argumento] no tiene nada que ver con el 
contenido conceptual ... 11 [Traducción mfa]. 

11 Functions ... can serve to express •. , concepts. It has sometimes been 
maintained by interpreters ... that the identification of concepts ... with 
functions is a latter addition to Frege's theor~i and derives from the 
semantic doctrine (developed around 1891} that declarativa sentences are 
names of truth values. But this is surely mistaken and completely 
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underestimates the central logical role of the notion of function in Frege's 
thought from the pre-Begriffssc;hrift_days onwards. What changes around 
1891 is only the explanation of why concepts ••. are functfons, but not 

24. ~~~~~á~~ifi~f~io~t!~~l!~" 31'~~i~;,,e~~ ~~m~~86ascender al pensamiento 
conceptual.ª Frege: On the scfenttfic ••• p.84 Traducción mfa. 

25 Sean R1,R~ y Ra Jos predicados asociados a las tres reglas de inferencia 

~·et?: a~: .. i ~~n~,~~~~j1 >de> F.'."!v(;J'f,fl Jo~d! r=,~6!. ~. l ":.~2 \." e~~r~~l6~ 
resultante de remplazar algúnas o todas las ocurenctas de a en f(a, .•. }. 

~~·. Al igual que (1), (2) y (4) 
Esta condición no debe confundirse con aquella según la cual, sólo las 
expresiones con contenido judicable pueden calificarse de verdaderas o 
falsas. v.n.5 de este mismo capítulo. 

28. No exhaustivamente, pero con el suficiente detalle para un trabajo como 
este 1 que no se pretende esencialmente semántico. 

29, He did not thoroughJy explain the purpose of his symbolic language .• , 
Tho misconstrual of Frege•s aim might have been avoided if he had 
chosen a dffferent title for his book. Ward Bynum, Terrell: On the Life 
and Works of GottltJb Frege en Conceptya] Notatiqn.... Oxford Ctarendon 

30 ~i;:s;he 19:c~~n~i·~~' ]~stiñcatfon of a Conceptual notation y The Aim of 

31 
"Conceptual Notataion". 

32º p.85 
33º p.86 

3( r·d:~ ~~iro:i~hc~n ;r::!':it m~~m~b;~~:~tºiogfc in formulas. but to express a 
content through written symboJs in a more precise way than is possible 

35, ~~ther0::;d1o~~~adF~~~~n d~!~/n;~g~~t~; ~~~ ª~f'r;o·s· ~:·9i~~!amiento. Uno 
establece relaciones entre las cosas en virtud de sus propiedades 
especfffcas Y al otro lo Hama Frege el "pensamiento puroº. 

36, Tal será ta tesis que adoptará Frege en su segunda conceptograffa. A esta 
parte del contenido la llamara "sentido11 [Sinn]. Sin embargo, debemos 
recordar que Jo que Frege entiende por 11 pensamiento 11 no es una entidad 

37. ;ourbj:l~~v~~ Que puade habe1' símbolos no gráficos. Nótese. además que un 
sfmbolo no es una entidad físicas, cierta cantidad de tinta en el papel o 
algo por el '!stiJoJ sino una entidad psicológica. Todo su argumento a 
favor de la importancia de los sfmbolos en el pensamiento se sostiene de 
ello. En su crftica posterior al psfcoJogismoJ Frege cambia 

3N definición de sfmbolo. 

39: ~:~~ 
40. Nótese que también falta la definición fregeana de Lenguaje. Sin ena· 

diffcilmente podemos saber en qué sentido la aritmétfcaJ la lógica y la 
conceptograffa son lenguajes, y porqu~ Tas herramientas que asisten al 
lenguaje deben ser elJas mismas lenguajes. 
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Cuando uno se enfrenta por primera vez a la conceptograffa de Gott16b Frege, 

lo primero que llama la atención es la extraña y abigarrada simbologfa de su 

lenguaje formal: Letras latinas, góticas y griegas se alternan con tfneas 

curvas, rectas horizontales y verticales de diversos grosores1 . Cuando se 

emprende la revisión de este sistema formal se puede, o bien traducir su 

simbologfa a otra más familiar y estandard o bien tratar de entender el uso de 

tan extrai'los sfmbolos y su papel dentro de la filosoffa de Frege, tratando de 

comprender no sólo porque han cafdo en desuso, sino también qué tanto de su 

significado ha sido mantenido en la simbologfa actual, y qué tanto son parte 

di! lo original del sistema formal de Frege. 

En este escrito, he optado por la segunda alternativa ( aun cuando para 

otras secciones, será mas conveniente seguir la primera opción ) • De esta 

manera, dedico este segundo capitulo a la comprensión de los símbolos que 

Frege introduce en su Conceptograffa._ Dado que no pretendo hacer únicamente 

una exposición del sistema fregeano, no seguiré un orden expositivo estricto y 

me permitiré 1 al hablar de cada simbolo 1 usar todos los que conforman la 

primera conceptograffa de Frege. 

A . Una Clasificación de los símbolos de la Conceptograffa. 

l. Preliminares 

La clasificación de símbolos que propongo a continuación 1 obedece a dos 

criterios de clasificación distintos. Estos dos criterios son como las dos 

coordenadas a partir de las cuales pretenderé ubicar, sino todos los símbolos 

de la conceptograffa, por lo menos si todos los tipos de ellos: el primero está 
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dado en términos del sentido del sfmbolo y el segundo en función de su nivel 

de representación. Con el ftn de mantenernos fieles al texto, es importante 

cons;derar como primer criterio aquel Que Frege introduce al mero inicio de la 

Conceotograffa ._ 

Por tanto. divido todos los stmbolos que empleo en 
aquellos bajo los cuales se puede representar 

~=~~do c;i:t~~m:::~~ir~=:~r;;n:J~ffºs que tieuen un 

Es fácn ct;sttnguir entre sfmbolos de un tipo y del otro, principalmente, 

porque en· el primer grupo solamente se incluyen las letras. Es fácil reconocer 

cuando un sfmbolo es una letra y saber asf que el sfmbolo no tiene un 

significado determinado sino que puede usarse como variable. Este uso de las 

tetras lo toma Frege de las matemáticas. En la conceptografia, al igual Que en 

las matemáticas, las letras pueden representar muchas cosas distintas, 

mientras que el resto de los sfmbolos - la negación, la barra del contenido1 

etcétera - ttene un sentido definido. Sin embargo, esto no significa que estos 

sentido no pueden ser representados también por una letra. Frege utiliza este 

criterio para distinguir entre sfmbolos exclusivamente, aunque se puede 

aplicar también a expresiones mas complejas. Toda expresión de la concepto­

grafia que conLiene por 10 menos una letra expresa un contenido general. En 

este sentido, ninguna expresión de la conceptografia tiene un sentido 

particular determinado, ya que todas ellas contienen letras. Es imposible 

formar una expresión con puros sfmbolos con sentido determinado. 

El siguiente criterio de clasificación también proviene del te~to fregean,o. 

En el §8, Frege distingue entre operaciones de distinto nivel, según se 

apliquen a las expresiones o a sus contenidos. Si seguimos de cerca la 

Conceptograffal- podemos extender esta distinción de niveles hasta incluir no 

dos sino tres niveles de represcntación3 : El primer nivel de los nombres, el 
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segundo de los contenidos y el tercero de los juicios. Esta distinci6n1 ademas 

de permtttrnos distinguir entre operaciones de distinto nivel, puede ser un 

instrumento ainl!llftico de gran utiUd~d que puede aplicarse a todos los 

elementos de la conceptograffa. Los llamo niveles de representación, porque 

corresponden a los tres papeles que puede jugar todo sfmbolo o conjunto de 

sfmbolos dentro de una expresión de la conceptograffa. Estos tres niveles de 

representación corresponden a los tres tipos de entidades que pueden ser 

representadas por un sfmbolo o expresión de la conceptograffa4. Una 

expresión ·puede a> representarse a sf misma [ fUr sfch se1ben stehenS] 1 b> 

expresar su contenido [fUr ihren Inhalt stehen6 1 o b> expresar un juicio [e;n 

Urtheil ausdrUcken1]. 

El primer nivel es el nivel de las expresiones. Frege también lo llama el 

"nivel de los nombres 11 , A este nivel pertenecen todos los sfmbolos y las 

expresiones. Desde combinaciones arbitrarias de sfmbolos como 11 Wytw8b 

56\/&211
1 hasta expresiones complejas como 11 Toda propiedad aritmética es 

hereditaria en el orden de los números naturales 11
• En este ntvel 1 cada 

sfmbolo, cada expresión no es más que eso, un sfmbolo o una expresión. No 

representa otra cosa mas que sf misma. Frege reconoce que algunas veces 

utilizamos sfmbolos y expresiones para hablar de otras cosas, ·y a veces las 

usamos para referirnos a ellas mismas. Por ejemplo, la palabra 11 perro11 • A· 

veces la usamos para referirnos al mamffero cuadrúpedo así llamado, y aveces 

la usamos para hablar di:! la palabra española de cuatro letras 11 perro 11 • Este 

último uso pertenece a lo que Frege llama el nivel de los nombres. El prim'er 

uso, por su parte, pertenece al siguiente nivel: el nivel de los contenidos. 

Algunas expresiones tienen contenidos conceptuales. Estos son los contenidos 

que importan para la conceptograffa 1? Por lo tanto, solamente pertenecen a 

este nivel aquellos sfmbolos o combinaciones de simbolos que tienen contenido 
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conceptual, expresiones como •Los polos opuestos se atraen 11 o 11 Se reduce a la 

mitad la densidad de aire en un cilindro"9. los contenidos conceptuales se 

dividen en contenidos judicables y no_judicables. Los primeros. a su vez, se 

dfvtden en generales y particulares. El tercero y último nivel es el nivel de 

los juicios. Un juicto 1 no es un contenido, sino una afirmación, la afirmación 

de un contenido judicable, para ser mas exactos. Sólo los contenidos 

judicables se pueden afirmar en un juicio Por eso son llamados 

"judicables" ) • Un juicio es una acción. Afirmar es decir que algo es 

verdadero, sólo si abarcamos dentro de este decir una acción, no una relación 

conceptual ni, por lo tanto, una función. 

No espero que estas dos distinciones ( entre niveles de representación y 

entre variables y símbolos con sentido determinado ) queden completamente 

clara tras una explicación tan escueta, pero sf creo que quedan claramente 

reflejadas en la clasificación que presento a continuación. Algunas de las 

clasificaciones precisan una justificación mas clara y en mayor detalle, a ta 

cual dedico ta tercera sección de este capftulo. Cuando digo que estos 

criterios provienen del texto de Frege no quiero decir que fueron propuestos 

por ál como criterios de clasiíicdción de símbolos. De ninguna manera, la 

clasificación que propongo a continuación 1 con todo y sus criterios y métodos 

de análisis es una propuesta mfa que parte de algunas afirmaciones de Frege 

pero no fue dada por Frege mismo. Yo no sostengo que Frege pensara en tres 

niveles de representación para sus sfmbolos, por ejemplo, sino que su sistema 

simbólico puede ser analizado de una manera clara y sencilla si se manejan 

estos tres niveles. La idea no es de manera alguna descabellada o arbitraria 

ya que Frege sf crefa que la representación en su conceptograffa se daba ~ 

varios niveles. Cuales y cuantos son estos niveles no lo dice Frege, pero lo 

sugiere a través de la exposición de su lenguaje formal. De esta exposición es 
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de la que extraje estos dos criterios y la siguiente clasificación es el resultado 

de aplicarlos a la conceptograffa misma. 

Si hacemos exc1ust6n de los sfmbolos derivados ( que se introducen a partir 

de la doble barra vertica1lO ) 1 podemos agrupar los simbolos que utiliza Frege 

en su Conceptografta _tomando como coordenadas, primero, los dos tipos 

bástcos que él menciona en su primer parágrafo, y luego, los tres niveles de 

representación, de la manera siguiente: 

I. Sfmbolos baio los cuales se puede expresar distintas cosas [§1]. 

A. Las Letras: Expresan la generalidad del lenguaje formal Que es la 

conceptografla propiamente dicha. Representan expresiones completas o partes 

de ellas, es decir, nombres, argumentos y funciones indeterminadas. A 

excepción de las minúsculas lat1nas que se usan como abrev1aturas de 

ex.presiones más complejas, las letras por sf mismas, solo pertenecen al nivel 

de las expresiones. Una letra sola no es más que una letra y no se representa 

más que a sf misma. Necesita verse acompañada de otros simbolos para formar 

parle dü exprc~iones de otros niveles. 

a) Mayúsculas griegas. Representan tanto contenidos judicables completos [§5] 

como funciones y argumentos no cuanUficados [§9]. 

b) Maytlsculas y minúsculas góticas. Representan funciones o argumentos 

cuantificados [§ll]. 

c) Minúsculas latinas. Operan como abreviaturas de funciones, argumentos. o 

propos1ciones universalmente cuantificados [§11]. De tal manera que 

expresiones de la forma 

1-q)(a) 

Capitulo 2 



35 

son abreviatura de expresiones de la forma 

hu,....,_ A 
' "" L(j:>(a) 

respectivamente. 

d) Minúsculas griegas. Marcan lugares de argumentos dentro de sfmbolos 

introducidos a través de la igualdad por definición. 

11. Sfmbolos con sentido determinado (§1]. 

A. Sfmbolos que permiten el paso de un nivel a otro o sfmbolos que 

representan una relación entre expresiones de distinto nivel. 

- El sfmbolo del juicio esta formado por dos barras perpendiculares: una corta 

barra vertical oscura que lleva el nombre de "barra del juicio" y otra larga 

horizontal y delgada llamada 11 barra del contenido". Como en Frege, la unión 

de ambos elementos es considerada algunas veces como uno, y otras veces 

como dos sfmbolos completos, es dificil saber cual es la función propia de cada 

una de las barras que forman el s1mbolo del juicio. En mi clasificación ignoro 

el simbolo conjunto del juicio para centrarme en el funcionamiento de cada una 

de las barras. Para aclarar este punto me serviré de la distinción entre 

niveles de representación de la que he hablado. Según ella, las barras del 

juicio y del contenido pueden verse o bien como símbolos de relaciones entre 

elementos de distinto nivel, o como sfmbolos que permiten que una expresión 

ascienda de un ntvel de representación a otro superior ( del nivel de los 

contenidos al de los juicios, la primera, y del de las expresiones al de las 

proposiciones, la segunda ) . En el sfmbolo del juicio, la barra horizontal es la 

que permite que las expresiones dejen de representarse a si mismas para 

representar sus contenidosll, mientras que la barra vertical permite que una 
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expresión pase de representar un contenido judicable a expresar la afirmación 

del mtsmo 1 es dectr 1 un juicio. Por otro lado, para que una expresión 

represente su contenido, es necesario .hacerle antecederle la barra horizontal, 

por ello llamada, del contenido. La barra horizontal permite que el sfmbolo o 

conjunto de sfmbolos que le siguen a la derecha representen su contenido, de 

tal manera que si este contenido es judtcable, la nueva combinación de 

sfmbolos represente una propostciP,n. En otras palabras, para que una 

expresión represente una proposición, es necesario no solo que se encuentre 

antecedida por la barra del contenido, sino también que el contenido de tal 

expresión sea judicable.12 Algo similar se puede decir de la barra del juicio: 

si se excluye la barra vertical de la expresión de un juicio, ésta nueva serie 

de sfmbolos solamente ~ja proposición que el jukio a~ 

a) La barra vertical oscura [SZJ: permite el paso del nivel de los contenidos 

judicables al de los juicios. Representa la afirmación de una proposición. 

b) La barra horizontal o barra del contenido (§2] con y sin concavidad (§11]: 

permite el paso del nivel de tas expresiones al de los contenidos. También 

determina si el contenido de la proposición es general o particular, según 

tenga o no una concavidad en el centro. 

Otra regla del uso de la barra horizontal, que Frege no menciona pero 

obedece es la que posteriormente13 llamará amalgamación de horizontales: Si en 

una expresión tenemos una iteración de barras horizontales ( dos o más barras 

horizontales seguidas ) , no.demos eliminarlas todas menos una. teniendo 

preferencia siempre por aquellas que formen parte de signos complejos 1 coino 

el de la negación o el del juicio. La expresión resultante tendrá el mismo 

referente de la expresión original, siempre que ésta tuviera alguno. 

Si adoptamos por un momento la distinción sujeto / predicado ( que 

Frege trata de evitar ) y la aplicamos a la conceptografia, es decir, si consi-
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deramos 1 tal y como lo hace Frege en el 53 1 a la conceptograffa como un 

lenguaje de un solo predicado, deberemos considerar a la barra del contenido 

como el único sfmbolo que puede formar parte tanto del sujeto como del 

predicado de un juicio: cuando esta antecedido por la barra del juicio, forma 

parte del predicado ( "es un hecho" ) 1 mientras que cuando es sólo uno más 

de los sfmbolos que quedan unificados por el sfmbolo conjunto de las barras 

vertical y horizontal, debe considerarse como un elemento més del sujeto ( el 

contenido judicable que se afirma en el Juicio ) • En otras palabras, solo como 

parte del sfmbolo del juicio, la barra del contenido puede considerarse parte 

del predicado de los juicios. 

e} La doble barra vertical oscura [§24]: se usa para introducir nuevos 

sfmbolos por definición. Como tal, parece ser sólo una relación al nivel de las 

expresiones, sin embargo opera realmente sobre contenidos, o para ser más 

precisos, opera sobre contenidos de igualdades de contentdo, es decir, 

relaciones entre nombres antecedidas por la barra horizontal. Pese a no ser 

un juicio propiamente dicho, la fórmula que empieza por la doble barra vale 

también como ju iclo y asf fa usa Frege en 5ll r.onceptog_r.1;1.fla ._ 

En un sentido, la igualdad por definición 1 es una relación más fuerte 

que la simple igualdad de contenido, porque de toda igualdad por definición se 

puede inferir una igualdad de contenido. Sin embargo, también es más débil, 

en tanto que el juicio de igualdad que se infiere de ella es analfttco. 

No hay límite para los nuevos sfmbolos que se pueden introducir po1~ 

esta función, tanto en número como en tipo, Las reglas que deben seguirse 

para el uso de esta función son dos: (a) Todo sfmbolo ( básico o ya definido 

) o expresión que aparezca al lado derecho de la igualdad debe aparecer, a su 

vez, del lado izquierdo de la misma. {b) Todas las variables que ocurren 

libres al lado derecho de la igualdad, y solo ellas, deben ocurrir libres al lado 
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derecho de la igualdad14. De estas dos reglas se infieren fácilmente otras 

limitan tes al uso de la igualdad por definición, Por ejemplo 1 todas las variables 

que ocurren ligadas al lado derecho . de la igualdad, deben ocurrir ligadas 

también al lado izquierdo de la misma¡ todo sfmbolo de función que aparezca 

en el nuevo sfmbolo, debe tener el mismo argumento a ambos lados de la 

ig~aldad ¡ etcéteralS ~ 

En la Conceotograffa JlO hay ejemplos del uso de esta función sino hasta 

la tercera parte. Los nuevos símbolos que Frege introduce ahí no son, como 

podria esPerarse en un sistema como la conceptograffa que se pretende claro y 

sencillo, sfmbolos sfmples, sino complejos conjuntos de letras griegas, lfneas 

rectas y curvas, etcétera. Si bien esto parece absurdo para las pretensiones 

de. perspicacidad de la conceptograffa, no contradice las reglas de 

funcionamiento de la igualdad por definición que ya mencioné. 

B. Sfmbolos de Operaciones. 

a) entre nombres: la igualdad de· contenido [§B], 16 

b) entre contenidos: el condicional [SS] y la negación [§7]. 

Tanto el condicional como la negación son relaciones entre contenidos, es 

decir, tanto sus argumentos como el resultado de su aplicación son contenidos. 

Según lo visto anteriormente sobre la barra del contenido, esto significa que 

tanto entre los sfmbolos de la negación o del condicional y los sfmbolos que les 

sirven de argumentos, como antes de la expresión completa, debe escribirse 

una barra del contenido. Las primeras barras son necesarias para garantizar 

que la negación o el condicional se apliquen sobre contenidos y la última bar!ra 

~s necesaria para Que el resultado de tal aplicación sea también un contenido. 

La violación de cualquiera de las condiciones de esta regla haría que la 

expresión dejara de representar contenido alguno y se convirtiera en un 

simple conjunto de sfmbolos, en una expresión, pero no una fórmula, 
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Esta regla 1 que sirve tanto para la negación como para el condicional1 

no se aplica a la igualdad de contenido, por lo menos en su primera condici6n 1 

ya que la igualdad de contenido 1 a diferencia de las otras dos funciones, 

opera exclusivamente sobre expresiones, no sobre sus contenidos??, Para que 

una expresión funcione como argumento de una igualdad de contenido, no es 

necesario que este antecedida por ta barra del contenido, ya que de cualquier 

manera sigue siendo una expresión de la conceptograffa. Lo que viene a 

reforzar nuestra tesis18 según la cual la barra horizontal sirve como puente 

entre el nivel de los nombres y el de los contenidos en el lenguaje simbólico 

de Frege19. 

e) entre juicios: sfmbolos de inferencia [§6], A diferencia de los sfmbolos 

hasta ahora vistos, estos sfmbo1os no aparecen dentro de las ex.presiones de 

los juicios, sino que Frege los utiliza para sei"alar, dentro de las pruebas, las 

vfas de inferencia de un juicio a otro. Los incluyo dentro de este grupo, 

porque la inferencia es la única operación entre juicios que considera Frege en 

su conceptograffa. 

l. La ban·a horizontal oscura, a la cual, pese a que Frege no le da un 

nombre especial, llamaré de ahora en adelante barra de inferencia (§6], indica 

que el juicio que se escribe abajo de ella, se infiere del o de los juicios 

escritos arriba de la misma linea. Como la relación de inferencia es transitiva, 

siempre se pueden poner nuevas barras de inferencia abajo de las fórmulas ya 

probadas, y construir asf cadenas de inferencias para deducir fórmulas mas 

complejas. 

2. Los numerales entre paréntesis (§6]. Con estos números se abrevia una 

fórmula ya probada. El número correspondiente se escribe entre par.§ntesis a 

la derecha de la fórmula la primera vez que aparece ésta y luego se pone 1 

seguida de dos o cuatro puntos, según corresponda, a la izquierda de la 
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barra de inferencia cada vez que el juicio o alguno de sus casos especiales 

forme parte de una nueva prueba. Cuando se desean usar dos o más fórmulas 

abreviadas dentro de la misma prueba, se pueden poner todos los nllmeros, 

separados por comas, dentro de un solo par de paréntesis. 

3. Los dos y cuatro puntos [§6]. Cuando, en una prueba, se abrevia una de 

las fórmulas con su número entre paréntesis, a su derecha se escriben dos 

puntos o cuatro puntos según sea la fórmula abreviada la premisa mayor o la 

menor del modus ponens. 

Si consideramos que toda prueba tiene la forma del modus ponens 

entonces podemos reescribir la misma prueba abreviando alguna de sus 

premisas, ya sea asi 

(x): 
t--B 

!--A 

o así 1--c~ 
(xx):: 

l--A 
Como puede verse, en el primer casa se escriben dos puntos lu·ego del 

número entre paréntesis de la fórmula abreviada, y en el segundo caso se 

escriben cuatro. 
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Los cuatro puntos también pueden usarse para abreviar no solo las 

premisas de una inferencia, sino también las conclusiones intermedias de una 

cadena de inferencias. Frege seliala solo et· caso en el que la conclusión de 

una inferencia sirve de premisa (mayor) para otra. Toda cadena que toma la 

forma: 

)t 

XX 

t-c~ 
XXX 1--B 

1--A 

se puede abreviar, usando los cuatro puntos, asf: 

)( 

(XX, XXX) : : =========== 
;-A 

4. La barra vertical oscura [§15]. Cada vez que se aplica la regla de 

sustitución, tercera regla de inferencia del sistema20, es necesario escribir 

debajo del número del juicio al que se aplica la regla una tabla en la que se 

pueda leer que letras fueron sustituidas y que expresiones las sustituyeron. 

Esta tabla esta formada por una barra vertical oscura, a cuyos lados se 

escriben dos columnas de expresiones. En el lado izquierdo se escriben las 

letras del juicio original que se van a sustituir, y en el lado derechoa, las 

expresiones por las que serán sustituidas. Para que la aplicación de la regla 
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sea válida es necesario que la sustitución sea uniforme y se dé entre 

expresiones del mismo tipo. 

• 3 • 

Es importante sei\alar que la distinción entre niveles de representación que 

usé en esta clasificación, además de ser una distinción conceptual, tiene un 

significado sintáctico. Por ejemplo, podemos reconocer que el condicional y la 

negación simbolizan operaciones entre contenidos y no entre nombres, no sólo 

a través del análisis formal que subyace a la Conceptograffaa- sino también a 

través del uso que se da a esos sfmbolos al escribir las fórmulas: el 

condicional es una lfnea que conecta expresiones que representan contenidos. 

Conectar expresiones o letras que no representen contenidos, por ejemplo, dos 

letras maytlsculas griegas, a través de la barra del condicional, no serfa 

cometer un error teórico solamente, sino también uno sintáctico. 

Dentro de la Concgptograffa _existe un lugar en el que uno cree ver 

claramente que se viola esta distinción entre niveles, Este lugar es en el §12. 

Ahf claramente leemos que un juicio es la negación no de ot!"o juicio, sino de 

una proposición. Más adelante en el mismo parágrafo, Frege reconstruye el 

cuadrado de oposición lógica en el lenguaje de su conceptograffa en una tabla 

en la que sólo se encuentran proposiciones, es decir, Frege claramente señala 

que solo una proposición puede ser la contraria, subalterna o contradictoria 

de otra proposición. En Otras palabras 1 las relaciones lógicas de contrariedad, 

oposición, etcétera, se dan solo al nivel de las proposiciones. Un juicio 'no 

puede contradecir una proposición. Sin embargo, una página antes Frege 

habfa dicho que un juicio sf niega una proposición. ¿ Qué pasa ? 

La respuesta es sencilla. La negación y la afirmación no son, como la 

oposición 1 la contradicción, etcétera, relaciones entre proposiciones, sino 
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modos en que se da el paso del nivel de las proposiciones al de los juicios. 

Los juicios no son otra cosa más que afirmaciones ( y negaciones ) de 

proposiciones. El significado fijo de Ja barra· del juicio, el único predicado de 

la conceptograffa, no es otro más que la afirmación. De tal manera que el 

juicio 

afirma la proposición 

1-A 
-A 

Sin embargo, al parecer esto da como resultado nuevamente una 

contradicción, ya que cuando es introducida la negación21, 1fata se presenta 

no como una relación entre la proposición y el juicio, sino como una operación 

sobre contenidos judicables. ¿ Cómo puede la negación jugar estos dos papeles 

sin caer en una contradicción ? Recordemos que para la conceptograffa, dos 

expresiones con el mismo contenido judicable, son la misma proposición 1 esto 

es la afirm?ción de dos expresiones con el mismo contenido judicable, da como 

resultado el mismo juicio, De manera tal que la distinción entre juicios 

afirmativos y negativos no es tan sustancial como para que se tome en cuenta 

en nuestro lenguaje formal, ya que un juicio de la forma 

puede considerarse tanto como la afirmación de la proposición 

como la negación de la proposición -5 . Donde una proposición 

es la negación de la otra. De esta manera, si mantenemos la negación nl nivel 

de las proposiciones, no tenemos que reproducirla al nivel de los juicios. En 

otras palabras. por un lado, la negación es una relación entre juicios y 

proposiciones { cuando decimos que un juicio niega una proposición ) 1 y por 

el otro lado, la negación es una relación entre proposiciones { cuando decimos 

que una proposición es la negación de otra22 ) . Como en la conceptografia el 

primer uso puede reducirse al segundo, sólo este último se simboliza. 
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B. L et r a s 

En el capitulo anterior entre los elementos que conforman la primera 

conceptograffa de Frege, hice un brev.e análisis de la letras. El propósito de 

este nuevo texto, es detallar un poco más aquel análisis con el fin de 

ubicarlas no sólo (i) al interior de la conceptograffa sino también (ii) en 

relación al uso que de ellas se .hace en la lógica simbólica contemporánea . 

. 1 

Las letras son los únicos sfmbolos bajo tos cuales se pueden expresar varias 

cosas distintas [§1): Las letras sirven para expresar la generalidad de la 

conceptograffa. Frege cree que si.n ellas seria imposible para ningún lenguaje 

formal poder expresar mas que juicios particulares, ya que todos sus símbolos 

tendrían contenidos fijos. Para Frege, ésa es la diferencia mas relevante entre 

la aritmética y el álgebra. Sólo en los juicios algebraicos, gracias al uso de las 

letras, se expresa la generalidad de las matemáticas. 

Las letras representan expresiones completas o partes sintácticamente 

completas de ellas, es decir, representan nombres, argumentos y funciones. A 

excepción de las minúsculas latinas que se usan como abreviaturas de 

expresiones más complejas, las letras por si' solas, solo pertenecen al nivel de 

las expresiones, es decir, una letra sola no es más que una letra y no se 

representa más que a sf misma, necesita de otros sfmbolos para formar parte 

de expresiones de otros niveles. 

Frege querfa que los simbolos de las matemáticas formaran, junto con los 

sfmbolos introducidos por é123, un solo lenguaje simbólico, donde mantuvieran 

tanto su uso como su significado24. Por ello, su uso de \as letras debia ser 

consistente con el que se hace de las mismas en las matemáticas, de manera 

más especifica, en el álgebra. 
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En la Conceotograffa.1- Frege hace uso de los siguientes tres tipos de 

letras ( por orden de aparición ) : 

a) Mayúsculas griegas. Representan contenidos judicables [§5L expresiones 

completas [§2L funciones y argumentos no cuantificados [§9). En el §2, Frege 

empieza a utilizarlas para exponer su lenguaje simbólico. 

, .. utilizo las letras griegas como abreviaturas: si 

~~ri~~ird~~n:e;~~~c~~~~~~~!~tef1. lector les puede 

Frege empieza utilizándolas para abreviar cualquiera de los 11 sfmbolos o 

combinaciones de sfmbolos que indican el contenido del juicio11 26, pero pronto27 

extiende su uso hasta abarcar cualquier expresión en general. Es importante 

notar que desde el primer momento Frege utiliza las letras para expresar 

generalidad 1 pero también hay que tener en cuenta que este primer uso de las 

letras no se hace dentro del lenguaje de la conceptograffaJ sino desde el 

metalenguaje que Frege usa para exponer áste. Las expresiones en las que 

aparecen mayúsculas griegas no pertenecen a la conceptograffa sino que Frege 

las usa para representar expresiones de la conceptograffa en general. 

Expresiones como 11 t---T- A " o 11 -B no forman parte de la 

conceptograffa, porque por lo menos uno de sus elementos, la mayúscula 

griega, no ha stdo definido dentro de ella. Si ponemos atención a los primeros 

parágrafos de la Concgptograffa'- notaremos que el significado de las 

mayúsculas griegas se define sólo como parte de expresiones mas complejas, 

como los juicios, las proposiciones y los condicionales. También notaremos que, 

para hablar de ellas, Frege nunca utmza la expresión 11 5ignificar 11 [bedeuten]J 

sino que siempre dice que representan expresiones o contenidos de la 

conceptograffa. De ello podemos concluir fácilmente que las mayúsculas griegas 

no forman parte de la conceptograffa, sino del metalenguaje que utiliza Frege 

para exponer ésta. Esta afirmación se ve apoyada por el hecho de que dentro 
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de las formulas que expresan los 133 juicios del pensamiento puro que Frege 

presenta en la Conceptograffa._no aparece ninguna mayúscula griega. 

b) Letras góticas. Sirven para expresar contenidos generales. Representan 

funciones ( mayúsculas como la "F" )28 o argumentos ( minúsculas de la 11 a 11 

en adelante ) cuantificados [511). Toda expresión en la que aparece, o parte 

de ella, debe tomar la forma 

-&-<P(OI) 
para ser sintácticamente correcta. Su mayor importancia radica en que gracias 

a ellas, podemos delimitar el alcance de los cuantificadores. Véase la sección 

sobre cuantificadores. 

e) Minúsculas latinas. Abrevian letras góticas [§11) cuyo alcance es la 

totalidad del conten;do del juicio. Una vez que la letra gótica ha sido 

sustituida por la latina, la concavidad se vuelve superflua. 

d) Minúsculas griegas. Marcan lugares de argumentos dentro de símbolos 

introducidos a travás de la igualdad por definición. 

En la tercera parte de la Cooceptograffai... titulada Sorne top;cs from a 

general theory of sequences, Frege hace uso de una letra más que no cabe 

dentro de ninguna de las clases que· recíón dc:ocribf. Esta letra es la •f• 

mayúscula latina que aparece por primera vez en el juicio 69 y se repite en la 

mayorfa de los juicios de ahf en adelante. Por la construcción de tales juicios, 

podemos inferir que Frege hace uso de esta letra como cualquier minúscula 

latina funcional, ya que al aplicársele la tercera regla de inferencia, la letra 

11 P es sustituida por expresiones funcionales como ( ( - h(A) ) -> g(A) )29, 

la efe gótica30 e incluso letras minúsculas latinas31, Además, expresiones de 

la forma F(a) sustituyen y son sustituidas por otras expresiones de contenidos 

judlcables, letras minúsculas latinas inclusa32, 
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• 2 

Esta es la clasificación de las letras desde la conceptograffa m1sma1 sin 

embargo. conforme los desarrollos posteriores de la lógica y los sistemas 

formales, muchas pre_,,.Wuntas quedan aún en el aire: De estos tres tipos de 

letras ¿ cuales funcionan como letras de cuantiftcadón y cuales como letras 

esquemáticas ? Si son variables, ¿ está definido su dominio O es 

irrestrlcto Sólo respondiendo también a este tipo de preguntas podremos 

tener una imagen completa del papel que juegan las letras dentro de la 

primera conceptograffa de Frege. 

Para ello, empezare utilizando la distinción entre letras esquemáticas y 

variables de cuantificación. En este trabajo me referiré de manera central a la 

presentación que hace Quine de ella en la cuarta edición de su Methods a:l 

~33, aunque tambtén me auxiliaré de los textos from a logkal pojot ot 

~3~ y Ja edición revisada de Mathematic:al Loqjc35. Son varlos los criterios 

que Quina utiliza en estos libros para distinguir las letras esquemáticas de las 

variables, y cada uno de estos criterios da resultados distintos cuando son 

aplicados a la conceptografta. Como estos criterios san ajenos a Fr.age y :;u 

Conceptograffa_ es necesario tener mucho cuidado en no forzar demasiado los 

textos. 

En primer lugar, podemos llamar letras esquemáticas aquellas que marcan 

el lugar de expresiones dentro de otras mas grandes. En este sentido, las 

letras de Frege que mas claramente podrfan clasificarse de esquemáticas son 

las griegas mayúsculas, ya que, como dije, Frege las usa para representar 

expresiones de la conceptograffa en general. Además, al igual que Quine con 

sus letras esquemáticas, Frege las usa para exponer mas fácilmente su sistema 

simbólico. Las expresiones de las que forman parte las maytlsculas griegas no 

son proposiciones propiamente dichas, sino 11 esquemas 11 expositivos de las 
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mismas. Además, existe en Frege una distinción similar a la que Quine hace 

entre letras proposicionales y de términos, según la cual es distinto el uso 

que se hace de aquellas mayúsculas griegas que se usan para marcar el lugar 

de expresiones con contenido judicable lo que, en el caso de Quine 

corresponderfa a las letras proposicionales y el que s.e hace para marcar el 

lugar de funciones y argumentos ( que corresponderfan, en Quine, a los 

términos ) • 

Hasta este punto es fácil 11daptar las letras que usa Frege a la distinción 

que hace Quine,_ sin embargo, de ahf en adelante es más dificil decidir si el 

resto de las letras deben llamarse variables o letras esquemáticas. Las 

minúsculas góticas, indudablemente las mas importantes" letras de esta primera 

conceptograffa ( todas las propos\ciones básicas36 de la conceptograffa se 

podrfan escribir usándolas sólo a ellas ) , son también las que mas se resisten 

a esta distinción. Por un lado, si' es cierto que marcan· el lugar de 

expreStones. También es cierto que no hacen referencia, y en ~ste sentido es 

correcto llamarlas letras esquemáticas. Sin embargo, a· difer"8:nci8 ·de:.·las letras 

esqu~máticas, sf son suceptibles de cuantificación. A decir verdad, son las 

únicas letras cuantificables de la conceptograffa. La aparente contradicción a 

la que hemos llegado será resuelló t::n la siguiente: sección sobre la 

cuantificación. Baste señalar otras dos caracterfsticas de las minúsculas 

góticas que hacen mas diftcil un clasificación definitiva. 

Primero, aún cuándo Frege sólo las usa cuantificadas, la distinción entre 

ocurrencias libres y ligadas también es la más apropiada para hablar de las 

minúsculas góticas. De esta manera, podemos fácilmente hablar de minúsculas 

góticas libres y ligadas, además de expresiones abiertas o cerradas. Por 

supuesto, no de juicios abiertos o cerrados, ya que Frege muy claramente 
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se~ala, aun cuando no en estos términos, que sólo expresiones cerradas 

puede,? tener contenidos judtcables. 

Segundo, como no tienen valores propiamente dichos, no podemos 

clasificar estas letras según la categorfa de sus valores¡ pero sf lo podemos 

hacer según la categoría de los objetos a los que sus sustituendos se refieren 

- distinguir claramente entre minúsculas góticas que ocupan el lugar de 

funciones, argumentos o expresiones completas -, lo que significa transponer 

la distinción estandard por categorías de los valores a la referencia de los 

sustituendos. 

Las minúsculas latinas también ocupan el lugar de otras expresiones, y 

tampoco refieren; sin embargo esto no basta para considerarlas esquemáticas. 

Más que maniqufes de expresiones, las minúsculas latinas funcionan como 

abreviaturas. En este sentido, no pueden ocupar el lugar de cualquier 

expresión en general, como las mayúsculas griegas¡ sino que solo pueden 

suplantar aquellas minúsculas góticas cuantificadas universalmente cuyo alcance 

sea la totalidad del juicio en el que ocurren. Por elloJ sf pueden aparecer 

tanto dentro de proposiciones como de expresiones esquemáticas. 

Por último, 1as minúsculas griegas, tampoco hacen referencia a entidad 

de tipo alguno. En eztP.: sentido son letras esquemáticas, ya que sólo se 

utilizan para marcar lugares vacfos dentro de expresiones mas complejas. Sin 

embargoJ a diferencia de las mayúsculas griegas y las letras esquemáticas de 

Quine, las minúsculas griegas sf aparecen dentro de juicios de la 

conceptografia. Sin embargo, sólo lo hacen dentro de sfmbolos complejos cuyo 

significado les ha sido asignado a través de la doble barra vertical ( 

Cualquier otra aparición de minúsculas griegas debe considerarse un error 

sintáctico ) • Se distinguen del resto de los elementos que sólo aparecen en 

estos sfmbolos complejos en que son sustituibles (uniformemente) por otras 
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minúsculas griegas. Otra manera en que las minúsculas griegas se distinguen 

del resto de las letras que podrfamos considerar" esquemáticas de la 

conceptograffa, es que las minúsculas. griegas no ocupan el lugar de otras 

expresiones, sino que solamente marcan lugares que deben permanecer" vacfos. 

Esto es conveniente para expresar, dentro de algún nuevo sfmbolo, funciones 

en cuyo lugar del argumento se ha dejado un espacio vacfo. 

c. e u a n ti f i e a d o r e s 

Indudablemente, uno de las aportaciones mas importantes de Frege a la lógica 

moderna fueron los cuantificadores. Su importancia va más allá de la 

posibilidad inmediata de reducir la ·lógica aristotéHca al sistema fregeano. 

Frege, como su contemporáneo Charles S. Peirce, quién también trabajaba en 

la elaboración de un nuevo lenguaje simbólico para la 16gica37, reconoce que 

mucho de la fuerza de un lenguaje simbólico surge de su habilidad para 

expresar la generalidad. En este sentido, y precisamente gracias a la 

introducción de los cuantificadores, cree Frege que su conceptografia supera 

en fuerza a las matemáticas. 

. 1 .. 

En la primera presentación Que hice de los elementos de la conceptografía, d1je 

que el cuantificador universal es un tipo de barra del contenido. Como tal, es 

un sfmbolo complejo, en el cual se distinguen cuatro elementos [§11], todos 

ellos, necesarios3B para la expresi6r1 de la generalidad: 

e a 

--r-\'tlt,L cp(~ 
h/ ~e{ e 
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a) La barra horizontal derecha. Es la barra del contenido de cada caso 

partic,.1ar comprendido en la generalidad. En otras palabras, es la barra del 

contenido de cada expresión que surge de la· sustitución de la letra gótica por 

una expresión definida39. 

b) La barra horizontal izquierda. Es la barra del contenido de la expresión de 

que <P(<A) vale para cualquier sustitución correcta de la Tetra gótica 

CJt . En términos de Frege, la diferencia entre estas dos barras no es 

mas que la derecha forma parte de una exprest6n con contenido particular, 

mientras que la barra izquierda forma parte de una expresión con contenido 

general. 

e) La letra gótica. Ver sección anterior. 

d) La concavidad. Delimita el alcance de la generalidad contenida en la letra 

gótica que se escribe sobre ella. Es precisamente esta delimitación, donde 

descansa la mayor fuerza del cuantificador fregeano. Según lo que vimos sobre 

las letras, hace apenas unas cuantas páginas, el álgebra 1 como sólo puede 

expresar su generalidad a través de letras griegas mayúsculas, sólo puede 

expresar generalid8des con un alcance que abarque el contenido de todo el 

jufcfo; mientras que la conceptograffa puede expresar también aquellas cuyo 

alcance sea más limitado. Probablemente es por ello que Frege rechaza la 

clasificación kantiana que confunde juicios generales con contenidos generales. 

En un juicio· de la conceptograffa, a diferencia de los del álgebra, se pueden 

conectar contenidos particulares con generales y formar con ellos otro 

contenido que puede a su vez ser o no general • 

• 2 • 

En la expresión de un juicio se puede considerar 
siempre a la combinación de símbolos que está a la 
derecha de 
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como función de uno de los símbolos que ahí 
aparecen. Si en el Jugar de este argumento se 
coloca una letra g6tica, y si a Ja barra del 
contenido se Je bace una cocJcavidad en la cual se 
pone esta misma letra, cqmo en 

~cp(a) 
entonces esto significa el juicio de que esa 
funci6n, sea lo que fuere lo que se considere 
como su argumento, es un hecho. 

52 

Esta es la manera en la cual Frege introduce el cuantificador universal dentro 

de su conceptograffa. Por supuesto, aún nos queda por interpretar a que 

refiere Frege con 11 sea lo que fuere lo que se considere su argumento 11
, es 

decir, sobre qué esta cuantificando Frege. 

En la lógica moderna existen dos maneras diferentes de interpretar los 

cuantificadores: la objetal y la substitucional. La interpretación que hace 

Frege pertenece a la segunda de éstas. Según Susan Haack en su Philgsophy _ 

~~o, la interpretaci6n subsUtucional apela, no a los valores de las 

variables cuantificadas, sino a los sustituendos de las mismas, es decir, las 

expresiones que pueden sustituirse por las variables: 

Según el Sll de la ConceotograftaL. el primer paso para expresar la 

generalidad del contenido de una expresión, es partir esta expresión en la 

parte a cuantificar y la parte que permanecer~ constante a través de las 

sustituciones. Esta división es un caso especffico de distinción entre función y 

argumento, donde el argumento es un sólo sfmbolo, el cual es remplazado P?r 

la letra gótica. Es por eso que los sustituendos deben pertenecer también al 

nivel de las expresiones. 

En este sentido la sustitución de la letra gótica, lo que podrfamos llamar 

el dominio de cuantificación, solo esta restringido por dos condiciones: (1) La 
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expresión resultante de la sustitución debe tener un contenido judicable. Lo 

que Jplica que solo se puedan cuantificar expresiones con 

judicable. Esta misma condición está ya· dada por Frege al 

contenido 

tratar al 

cuantificador universal como barra del contenido. (2) Si la letra gótica 

ocupaba el lugar de una letra funcional, esto 11 se debe tomar en cuenta 11 42. 

Esta últtma expresión es bastante oscura y en general, como toda la segunda 

condición 1 parece superflua. Si por "tener en cuenta 11 entendemos sustituir 

una expresión funcional por otra expresión funcional, entonces la frase no 

tiene sentido ya que, como claramente lo dice Frege, cualquier parte de una 

expresión es funcional es decir, puede tomarse como función para ciertos 

propósitos y como argumento para otros43 • Cuantificar sobre funciones es lo 

mismo que cuantificar sobre argumentos, de cualquier manera lo que se esta 

cuantificando son partes de expresiones con contenido judicable. 

Creer, como parece hacerlo Quine en su Log;c and •.. , que cuando las 

variables de cuantificación ocupan el lugar de letras funcionales el dominio de 

sustitución es diferente a cuando ocupan el lugar de argumentos, es absurdo. 

El dominio de las variables cuantificadas es único y el mismo para todas44. 

Verlo de otra manera es seguir viendo la distinción función / argumento bajo 

la forma de la distinción sujeto / predicado. Funciones y argumentos no son 

entidades de distinto tipo, son diferentes maneras de separar expresiones. 

Frege pone especial atención en asegurarnos que no tienen el menor 

significado conceptua\45, y mucho menos ontológico. 

La diferencia entre cuantificar funciones o argumentos sólo se vuelve 

sustancial cuando la distinción función / argumento en la expresión que 

estamos cuantificando ya ha sido usada con otros propósitos en otros juicios, 

por ejemplo, para cuantificarlos. Esta es otra ventaja del tipo de 
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interpretación que adopta Frege. En ella se puede cuantificar sobre 

expresiones ya cuantificadas. Asf por ejemplo: 

J-&-.f Cor) 
Si nos fijamos en los juicios del pensamiento puro que Frege expresa en los 

parágrafos del 22 en adelante, muchos de ellos son iutctos de este tipo, es 

decir, cuantificactones de expresiones cuantificadas. 

Notas y Referencias BibJiográficas.t. 

1, " ..• La suerte corrida por la obra de Frege se debió en parte a su 
simbolismo. No es, desde luego, que resulte especialmente diñen de leer, 
••• pero es, realmente, demasiado original, choca excesivamente con los 
usos milenarios de la humanidad para ser aceptada." Bochenski: ~­
p.284 

2
3 

•• §1 [Traducción mfa] 
Es importante tener claro que el contenido (Tnha1tl de una expresión no es 

su significado [Bedeutung]. También es importante distinguir entre el 
contenido de una expresión y lo que ésta representa [ Vertreten]. Uno de 
los fines de la conceptograffa es dejar muy clara esta distinción. 

Por "expresión de la conceptograffa 11 me refiero a cualquier conjunto de 
sfmbolos de la misma. Para una definición estricta de ºexpresión de la 

5 
conceptograffa 11 v. capftulo 3 11 ¿ Es la conceptograffa un sistema formal ?" 

6: i~ Geach lo traduce por la expresión latina in propia persona. 
7. S2 
8. V. capftulo 1, Sección A "Sobre los contenidos" 
9. Los dos son ejemplos de Frege. El primero aparece en §2 y el segundo en 

el §15 
10 Si bien las letras minúsculas griegas sólo aparecen dentro de sfmbolos 

complejos introducidos de esta manera, es correcto considerarlas dentro 
de los sfmbolos básicos, ya que, independientemente del significado 
asignado al símbolo del que forman parte, mantienen su funcionamiento 
constante. 

11. Aquf se nota fácilmente la diferencia entre el contenido de un signo y 1o 
que éste representa. 

12 En la ConceptQgraftal... Frege nunca hace explfcita esta última tesis. Sin 
embargo, la adopto no solo porque no es inconsistente con el resto del 
planteamiento de Frege, sino porque, además, la complementa haciéndola 
aparecer mas completa y elegante. 

~~.· Frege: Las Leyes Fundamentales de Ja Arjtmética. 
En la igualdad por definición correspondiente al juicio 76, Frege parece 
desobedecer esta segunda regla, ya que las variables x e y que ocurren 
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(libres) a la derecha de la igualdad, se convierten en las variables 
(libres) equis subfndice gamma y ye subfndice beta. Sin embargoJ este 
error es sólo aparente, ya que en la conceptograffa no existen variables 

~rta 5~~f~:~c~~s Yq ~=s p::f:ed~0r:se:~~~:ió~u~~:i~~m~~aj~ª q~e Ys
0
e ~~~~~~~j~ 

por definición, es decir, son funciones de las mismas variables x y y. 
15. Frege tampoco es explfcito a este respecto, pero si no se introduce esta 

regla, se podrtan asignar nuevos significados a símbolos ya existentes en 
la conceptograffa. Sin embargo, como tos nuevos símbolos que introduce 
Frege en la tercera parte de la Conceotograffa _por medio de esta función 
son, en realidad, complejos de sfmbolos 1 Frege se permite incluir sfmbolos 
ya definidos entre sus elementos. Por ejemplo, el símbolo nuevo intro­
ducido en el juicio 99 difiere del sfmbolo introducido en el juicio 76, sólo 
en una pequena linea debajo de la letra gamma, y 1 sin embargo, es un 
sfmbolo nuevo que se distingue fácllmente del anterior. Se presume, 
entonces, que esto mismo podrfa hacerse con los símbolos básicos, es 
decir, incluirlos como parte de símbolos mas complejos siempre que al 
hacerlo no se caiga en una ambigUedad. Sin embargo, alln esto sería 
absurdo ya que toda expresión que contiene un símbolo ya definido 
puede, y debe, entenderse como función de este. En otras palabras, para 
que un complejo de sfmbolos pueda considerarse como una unidad 
indivisible, cada sfmbolo que lo conforma debe aparecer sólo dentro de 
esa complejo. En el ejemplo anterior, parece que Frege no obedece este 
precepto, sin embargo, si nos fijamos mas detenidamente, podemos darnos 
cuenta que el segundo símbolo complejo tambián puede, y debe, verse 
como función, no sólo de "x", 11 y 11 y la función 11 f" 1 sino también de 

!f (X.,;,l.jr,.) . 
16 Matthias Schirn presenta en su libro Identit(it und Synonimie_[Segr;ff]iche 

Inhaltsgleicheit, Frommann / Holzboog, Stuttgart 1975. pp.34-36] una 
interesante crftica a esta tesis de Frege, según la cual, en la~-­
.9..CA.f:@..1. Frege no es capaz de dar una verdadera explicac\ón de la 
igualdad de conlenido corno relación ~ntre nombres. 

17 Por la misma razón, es importante no confundir la igualdad de conll':!nido 
(una relación entre expresiones) con la doble implicación (una relación 
entre contenidos). Sin embargo, en la conceptograffa sf es valido inferir 
esta última a partir de la primera. Si} en las fórmulas (53) y (57) 
sustituimos la función f(A) por A, obtenemos los dos siguientes juicios, 
que expresan cada uno de los sentidos del doble condicional: 

~ts<Í) ~~:CÍ) 
lB V. La barra del contenido en este mismo capítulo. 
1( Sin embargo, a veces Frege mismo parece violar esta regla, cuando 

algunas lineas más adelante en la misma Cgnceptograña presenta el 
símbolo del contenido total, ya que en el uso que hace de él, a veces 
prescinde de la barra horizontal para representar los contenidos que se 
conjuntan. 
En el §7 leemos que el símbolo del contenido total de A y B se escribe 
asf: 

Capitulo 2 



56 

en vez de: 

como podrfa esperarse. Sin embargo, cuando Frege reproduce el 
condidonal 

en términos del sfmbolo de contenido total, sf incluye la barra horizontal 
cuando algún contenido esta negado, ya sea uno de los que se unen, o el 
propio contenido total. Escribiendo: 

-r-GA 
Por el momento vamos a dejar de lado esta aparente contradicción más que 
nada porque el sfmbolo del contenido total ·no forma parte de la 
conceptograffa, y la introducción que hace Frege de él en este parágrafo 
es hipotética. 

V. Capitulo 3 "l Es la conceptograffa un ststema formal ? 11 
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Sin embargo, el uso que hace Frege de los numerales, es muy distinto que 
le que se hace de los mismos en las matemáticas. 

~~· Frege,G.: The Aim of "Conceptual Notation" p.93 

26
• Nota 4, 52. 

21·· 52 
28

• Por ejemplo en el SS 
,_

9
• Estas tetras sólo aparecen en la tercera parte de la Conceptografia. 

30
• Prueba dal Juicio 83 

3( ~~ui:ªp~~!bl~id~~ ~~icio 77, por ejemplo, la e minúscula latina es sustituida 
por la letra 11 F". 

32 En la prueba del juicfo 88, por ejemplo, la a minúscula latina es sustituida 
por la expresión f(Z). 

33 

34 

35 

38 

Quine,W.v.O.: Methods of Logjc Fourth Edition, Harvard U.P., 
Cambridge, 1982 
Quine,W.v.O.: Erom a logical oojnt of vjew. Harvard U.P. 1 Cambridge, 
1961 
Qutne, W. v .O.: Mathematical Logic, Revised Edition 1 Harvard U. P: 1 

Cambridge, 1979 
Es decir, aquellas que no incluyen sfmbolos introducidos por definición 
Cfr. Peirce, Ch. S.: Beasoning and the Loqic of Thinas1... Harvard U. P., 
Cambridge, 1992 
Esta necesidad, es introducida por Frege de manera sintácticaJ pero 
corresponde también a una necesidad conceptual. 
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41 
42' 
43' 
4( 
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Obvio que la sustitución debe ser por expresiones del mismo tipo 
conceptual. Agrego 1 como lo hace Frege 1 el epfteto de 11 definida 11 para 
evitar sustituciones que no den como resultado juicios particulares. 
H,Back, Su san: Quantlffers en pbUosgohy of Logic, Cambridge U. P., 
éambridge, 1978 

Haack: 211.&11. p.42 
511 
59 
Frege no dice que el dominio sea infinito pero sf dice que el número de 
sustituciones que se pueden obtener de una generalización es arbitrario. 
§11 

45 §9 
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III. ¿ E s L A e o N e E p T o G R A F í A 
UNA TEORt.A FORMAL? 

Este tercer cap1tulo tiene como objetivo responder exclusivamente una 

pregunta especffica sobre 1a conceptograffa. Esta pregunta es: ¿ Es la 

conceptograffa una teorfa formal ? Aún cuando Frege no maneja el concepto de 

teorfa formal tal y como se hace actualmente dentro de la lógica matemática, es 

posible qUe su conceptograffa sf sea una teorfa formal. Por ello, es mas 

correcto preguntar si acaso presenta Frege una teorfa formal en su 

ConcE!ptograffa._ Para responder a esta pregunta me ~aldré del texto de Elliott 

Mendelson Introduction to Mathematical Logicl. Ahf, Mendelson da cuatro 

condiciones que deben ser satisfechas por toda teorfa formal: simbología, wffs, 

axiomas y reglas de inferencia. Lo que yo intento en este capítulo es definir 

la primera conceptograffa de Frege como una teorfa formal, satisfaciendo 

esencialmente cada una de las condiciones citadas por Mendelson. Definir la 

conceptograffa como teoría formal, no significa reducirla a una teorfa formal, 

En la Conceotograffa,._ Frege presenta mucho más Que uoa teoría formal. En 

este capitulo y, en general, en esta tesis, me concentro en los elementos 

formales de la Concaptoqraffa L.- mas no por ello niego la existencia o 

importancia del resto de sus elementos. 

Desde la aparición de la Conceptograffa ..s:m 1879, la· lógica matemática ha ido 

evolucionando a pasos agigantados, haciendo cada vez más d1ffcil distinguir de 

una manera clara los lazos que unen ese primer sistema formal con las teorfas 

actuales. Una de las razones por las cuales no abunda el diálogo entre estas 

teorías es que la primera conceptograffa de Frege no está definida en los 
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mismos términos que las teorfas formales actuales. Sin embargo, esto no 

signifiya que no pueda definirse asf. Lo que pretendo hacer en este capftulo 

es precisamente eso: definir la primera conceptograffa de Frege tal y como se 

definen las teorfas formales contemporáneas. Para este fin me auxiliaré·, una 

vez más, del Introduction to Matbematical Logtc;_ de Elliot Mendelson. Según 

este texto, existen cuatro condiciones que deben ser satisfechas por toda 

teorfa formal T para ser definida como tal: 

l. Existe un conjunto contable de sfmbolos llamados 
sfmbolos de T. Se llama expresión de T a toda 
secuencia finta de estos sfmbolos. 

2. Existe un conjunto de expresiones de T llamado el 
conjunto de Formulas bien formadas ( 11 wffs 11 ) de T. ( 
Comúnmente existe también un procedimiento efectivo 
para determinar si una expresión dada es wff.) 

3. Se distingue un conjunto de wffs llamado el conjunto de 
axiomas de T. ( .En la mayorfa de los casos, uno puede 
decidir de manera efectiva si una wff dada es axioma. 
Cuando esto es asf 1 T es llamada una teorfa 
axiomática. ) 

4. Existe un conjunto finito R¡ 1 ••• 1 Rn de relaciones entre 
wffs llamadas reglas de inferencia. Para cada R;1 

existe un único numero entero positivo tal que, para 
todo conjunto de j wffs y para toda wff A, uno puede 
decidir de manera efectiva si las j wffs dadas se 
encuentran en relación R¡ con A. Cuando esto es asf, 
A es llamada una co~secuencia directa de las wffs 
dadas en virtud de R¡. 

El propósito central de este capftulo es definir la conceptograffa de Frege en 

términos de la lógica matemática contemporánea, mostrando que cumple, por lo 

menos de manera esencial 1 con todas las condiciones contempladas en el texto 

de Mendelson. Todas las secciones de este capítulo corresponden a cada una 

de las cuatro condiciones que menciona Mendelson en su definición. De tal 

manera que, al terminar, habré demostrado no sólo que Frege presenta en la 

Conceptngraffa _una primitiva teorfa formal, sino también la habré definido en 

términos de la lógica matemática contemporánea. 
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. 1 . 

Primera condición: Definir el conjunto de· sfmbolos de la conceptograffa. 

La conceptograffa está compuesta por dos tipos de sfmbolos:. básicos y 

derivados. Existe un conjunto denumerable de sfmbolos básicos y a partir de 

ellos se puede definir 1:1n numero arbitrario de sfmbolos derivados3 . Estos 

sfmbolos básicos son: 

a) Las letras minúsculas 

l. latinas cursivas. 

Frege no es explfcito al respecto, pero adopta la convención de usar las 

letras 11 F1
1 

11 g 11 y 11 h 11 para representar las funciones en general ( De aquí en 

adelante llamaré a las letras que caen bajo este prim.er caso letras funcionales 

} y el resto del abecedario para representar argumentos en general. De éstos, 

acostumbra usar las primeras letras para expresiones con contenido judicable, 

y las últimas para el resto de las expresiones. 

2. góticas. 

b) Las barras 

l. horizontal del contenido 

2. cóncava de la generalidad. 

3. vertical del juicio 

4. vertical del condicional 

5. corta vertical de la negación 

6. doble vertical de la definición 

1. larga horizontal de la inferencia 

8. larga vertical de la sustitución. 

e) El sfmbolo de igualdad de contenido. 

d} Los paréntesis. 

e) Los dos y cuatro puntos. 
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f) Los numerales de los enteros positivos. 

En sentido estricto, es falso que las expresiones de la conceptograffa sean 

secuencias de slmbolos. Frege es muy celoso de la bidimensionalidad de su 

notación, ya que está convencido de que, para simbolizar relaciones lógicas, 

es poco conspicua la secuencialidad lineal. Por lo tanto, es necesario usar un 

concepto expandido de expresión, donde a cada expresión de la conceptografia 

le corresponda una secuencia de secuencias de sfmbolos de la conceptografia. 

Seria muy sencilla implementar algunas reglas ad-hoc que nos permitan 

secuencializar la conceptagrafta. Es más, la técnica de traducción entre 

notación horizontal y conceptograffa que doy en el apéndice a este capftulo 

puede funcionar bien para este propósito • 

. z . 
Segunda condición: Definir el conjunto de Formulas bien formadas ("wffs 11 ) de 

la conceptograña. Definir también un procedimiento efectivo para determinar si 

una expresión de la conceptograffa es wff. 

Dentro del conjunto de expresiones de la conceptografia ex.iste un subconjunto 

propio que podrfamos llamar el conjunto de fórmulas bien formadas. Frege no 

proporciona un procedimiento efectivo para reconocer wffs, pero sf da 

criterios gramaUca1es para el buen uso de sus símbolos y a partir de ellos 

podemos construir una deftnición recursiva de wff similar a la que da 

Mendelson para su teorfa cuantificacional. 

En primer lugar, definiré un término de la conceptografía: 

l. Las letras minúsculas latinas y góticas son términos. 

2. Si A es una letra funcional y e1 , ••• ~ 8 11 son términos, entonces 

A(B¡, ... 6 0 ) es también un término. 

3. Una expresión es un término si y solo si puede demostrase que lo es 

con base en las condiciones l y 2. 
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En segundo lugar, definiremos fórmula atóm;ca: 

1. Si A es un término, entonces - A es una fórmula atómica. 

2. 51 A y B son términos, entonces ( A .= B ) es una fórmula 

atómica. 

Ahora sf podemos definir lo c¡ue es una Formula bien fo1•madas de la 

conceptograffa: 

l. Toda formula atómica es un.:\ Wff, 

2. Si A y B son wffs 1 entonces 

-.-A también lo son. 

3. Si A es una wff, y B es una minúscula gótica, entonces 

-b-A es una wff4. 

4. Una expresión es una wff si y solo si se puede demostrar que lo es 

con base en las condiciones 1, 2 y 3. 

Esta definición recursiva es un procedlmiento efectivo para reconocer si 

una expresión de la conceptograffa es fórmula bien formada. Sin embargo, se 

aplica de mzincra exclusiva a t:Apresiones en la que no ocurren mas Que 

símbolos básicos, es decir 1 no sirve para expresiones en las que ocurren 

sfmbolos derivados incorporados al lenguaje a través de la doble barra de la 

definición. 

Por último 1 nos queda definlr como juicio a la expresión resultante de 

hacer anteceder una wff por la barra del juicio. Por supuesto 1 esto no es 

necesario para definir a la conceptografia como teorfa formal, ya que la 

gonceptograffa deja de ser puramente formal al nivel de los juicioss. 
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• 3 . 

Tercera condición. Distinguir el conjunto de axiomas de T. 

Con respecto a los axiomas, no es fácil reconocer QUé juicios de la 

conceptografia juegan este papel en la teoría de Frege. En el siguiente 

capitulo se vera que varios de los juicios de la conceptograffa 1 por un criterio 

u otro, podrfan ser llamados axiomas7. Para este, llamaré axioma de la 

conceptografia a todo Juicio del pensamiento puro8 que no demuestre Frege 

por una prueba ( tal y como las entiende el propio Frege } • Este criterio es 

más amplio que el del propio Frege, pero también más exacto, ya que en una 

teoría que se pretende axiomática no podemos mezclar impunemente pruebas 

semánticas con otras puramente formales. Con las reservas pertinentes 1 daré 

la formulación del contenido de las mismas tanto en la notación de la concepto­

graffa (derecha), como en la simbolog{a horizontal estandard (izquierda). 

Estas fórmulas sin prueba que de ahora en adelante llamaré axiomas de la 

conceptograffa son: 

Axioma 1 1 Fórmula 1: 

( A -> ( B -> A ) ) 

Axioma 2, Fórmula 2: 

[ ( C -> ( B -> A ) -> e ( e -> e l -> < e -> A l J 1 

Axioma 3, Fórmula B: 

[ ( D -> ( B -> A ) ) -> ( B -> ( D -> A ) ) 1 
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Axioma 4, Fórmula 28: 

( ( B -> A ) -> ( ( - A ) -> ( - B ) ) l 

Axioma 5, Fórmula 31: ~~ 
( ( - ( - A l ) -> A ] 

1--t;:~ Axioma 6 1 Fórmula 41: 

( A -> ( - ( - A ) l l '12c: Axioma 7, Fórmula 52: 

l ( e ;; d ) -> ( F(c) -> F(d) ) l 

~f(d) 
f(c) 

Axioma 8 1 Fórmula 54: cc~d) 

( e ~e 1 1-- (cec) 
Axloma 91 Fórmula 58: 

~f(c) ( ( (V><) F(x) ) -> F(c) J9 fcu) 

4 • 

Cuarta condición: Definir un conjunto finito R1 1 ••• , R0 de relaciones entre 

wffs, llamadas reglas de inferencia. 

En la conceptograffa existen tres relaciones entre wffs Que funcionan como 

reglas de inferencia. La primera es el modus ponens: 

De 
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se sigue 

1:-- ei 

t--A 
La segunda no tiene nombre 1 pero dice, Que de 

se sigue 

~r(~) 

1 c=~(o.) 
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10 

ll 

La última .regla, conocida como regla de sustitución 1 se utiliza para formar 

dstintos casos a partir de una misma fórmula. Según es~ regla, podemos 

obtener nuevas wffs sustituyendo de manera uniforme las·· letras de una 

fórmula por otras expresiones ( letras incluso ) del mismo tipa12. Según 

Frege, en la construcción de nuevos casos, como en cualquier instanciación de 

un juicio con contenido universal, para que la aplicación de la regla de 

sustitución sea válida, es necesario no sólo que la sustitución de símbolos sea 

uniforme, es decir, se sustituya cada aparición del sfmbolo a sustituir en la 

fórmula original por el mismo sfmbo1o o Ta misma expresiónl3, sino además que, 

aun cuando lo que se vaya a sustituir sea distinto de aquello a lo que 

sustituye, ambos sean conceptos de Ta misma clase14, Por conceplos de 1"1 

misma clase, Frege entiende conceptos de los que se pueden predicar 1os 

mismos predicados en Tos mismos sentidos. De manera tal Que un juicio y una 

proposición nunca pueden ser conceptos de la misma clase. Aunque Frege 

nunca expl;ca en la Conceptograffa _cuál es el sentido de una predicación 1; 1 

queda claro que 1 si hemos de sustituir un sfmbolo en una fórmula para 

obtener un nuevo cas·a a partir de ella, debemos respetar no sólo el principio 

de sustitución uniforme 1 sino también sustituir siempre simbolos del mismo 

tipo. No estoy diciendo que deJ:lamos sustituir siempre letras góticas por letras 
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góticas, y letras latinas por letras latinas, sino que no podemos sustituir 

si'mbolos que representan proposiciones por expresiones que representan 

funciones, ni viceversa. Aquí se nota, una vez más, lo úttl de una clasi.fica­

ción como la que propongo, ya que nos dice claramente cuándo dos 

expresiones o sfmbolos son del mismo tipo. 

Sin embargo, tal parece que Frege no respeta este principio y que 

sustituye sfmbolos de un tipo por simbolos de otro. Si seguimos su cadena de 

inferencias, la mayorfa de las sustituciones que hace son de letras 

( minúsculas latinas ) por proposiciones ( conjuntos de sfmbolos precedidos 

por la barra del contenido ) • Lo cual es una aparente violación de Ja segunda 

restricción de la regla de sustitución. Pero no nos debemos dejar llevar 

fácilmente por las apariencias. Este tipo de sustituciones sf respetan el 

principio antes enunciado, ya que las letras minúsculas latinas son 

abreviaturas de proposiciones universales16. De ahi que puedan ser 

sustituidas por ellas. Lo mismo sucede cuando, por ejemplo, más adelante en 

la prueba de la fórmula 5317 
1 se sustituyen letras por funciones no 

antecedidas por la barra del contenido, ya que la letra que ocupa el lugar del 

argumento en tales expresiones es también minúscula latina, es decir, la 

abreviatura de una letra gótica cuantificada de modo universal. 

No es necesario usar esta regla una vez por cada letra que se pretenda 

sustituir. En este sentido, cada aplicación de la regla puede contemplar varias 

sustituciones a la vez. Las letras involucradas en cada aplicación de la regla 

no siguen ningún orden cronológico en su sustitución. Aun cuando en t'as 

tablas de sustitución aparezcan unas sobre otras, esto no significa de manera 

alguna que unas deben sustituirse después de otraslB. 

Gracias a que la sustitución es uniforme 1 el juicio que se obtiene de otro 

a través de esta regla no puede ser más gene1~a1 que el juicio original. Sin 
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embargo, el término 11 caso 11 no debe tampoco confundirnos, ya que se pueden 

construir casos tan generales como los jukios de los que se obtienen. Esta 

regla tiene gran similitud con las reglas de particularización y generalización19 

que se utilizan en el cálculo cuantificacional, ya que, por un lado, permite el 

paso de un ;uicio r.on contenido general a uno menos general ( recordemos que 

en la conceptograffa no hay juicios cuyo contenido no sea general } 2º, y por 

el otro lado, permite el paso de expresiones de la forma 

f X( a ) 
a otras. de la forma 

1--&- X( OI 
Esto está permitido, por que las minúsculas latinas abrevian góticas 

cuantificadas de modo universal, de tal forma que es posible invertir la 

abreviación reemplazando la letra itálka por una gótica que aún no ocurra en 

el .1uicio21, siempre y cuando la concavidad de la generalidad se añada a la 

barra horizontal que antecede la expresión en la que ocurre esta letra. Sin 

embargo, por la naturaleza de la conceptografia, sabemos que no es una 

decisión unfvoca reconocer (1) cuál es la expresión en la que ocurre una letra 

y, por lo tanto, (2) cuál es la barra horizontal que la anlect::da. Par ejemplo, 

en el juicio 

la letra a. ocurre dentro de las expresiones 

L~(a.) 
de ahí que, al sustituir la letra latina, la concavidad pueda ubicarse en más 

de una barra del contenido, dando pie a expresiones distintas, como 
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Si bien estas tres expresiones claramente no son equivalentes, esto no 

significa que la regla es inválida. La ambigUedad que existe en la formulación 

de Frege no invalida la regla, ya que todas las interpretaciones de tal ambi­

güedad dan pie a inferencias válidas. En nuestro ejemplo, la inferencia del 

primer juicio a cualquiera de los tres últimos es siempre válida .• 

Según estas dos últimas reglas, podemos sustituir de manera uniforme 

cualquier término de una wff, para obtener otra nueva. 

Para Frege, una de las principales metas de la Conce9tograffa .§ra presentar 

un lenguaje formal ideal para la expresión de inferencias puramente lógicas 

llamado precisamente conceptograffa. Después de la presentada en esta obra, 

Frege elaboró una segunda conceptograffa mas compleja y completa que la 

primera. Sin embargo, después de Frege ningún otro filósofo o matemático se 

preocupó por presentar una nueva conceptograffa. En cambio, conforme avanzó 

1a lógica matemática lo que fueron apareciendo fueron teorías fot•malas. En este 

capftulo he tratado de demostrar que la primera conceptograffa de Frege, pese 

a haber sido construida como otra cosa, tambiéri puede verse como una teorfa 

formal. Para hacerlo, tuve que cambiar por completo la presentación que hace 

Frege en la Conceptograffa\- Tuve que ordenar la sintaxis de su lenguaje 

formal Y traducirla a los términos de la lógica matemática estandard actual, ya 

que Frege nunca habla, por ejemplo, de fórmulas b;en formadas, formulas 

atóm;cas, axiomas, ni reglas de inferencia. Definir la conceptografta como 

teorfa formal tiene la ventaja de facilitar el diálogo entre la lógica matemática 

contemporánea y el pensamiento lógico de Frege. Además, nos provee de una 
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Teorfa Formal. 
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3
: ~2e¡delson,E.: .Q.IL...&ll, p.28. Traducc16n mfa. 

4. En sentido estricto, en la conceptograffa no se usan las wffs abiertas [V. 
"B. Letras 11 en el capftulo anterior]. Sin embargo, su existencia tampoco 
es inconsistente con el resto de la teorla, de tal manera que no es 
erróneo incluirlas en la definición de wff. Por el contrario, asf la 
definición se hace mas completa y elegante. 

~·. Cfr. Capitulo 2. 11 Simbologfa 11 

Según mi lectura de ta Conceptograffai... las inferencias también son 
expresiones (de la conceptograffa) y 1 en algunos sentido, se comportan 
de manera similar a los juicios de la misma. De tal manera que es fácil 
dar también una definición formal de inferencia 16g;ca. 
Para ello, definiré algo que llamaré una llamada. 
L Si mes el numeral de un entero positivo, y Ai, ••• An, B¡, ... ,Bn (no 
es necesario que n sea distinto de cero) son términos, entonces 

(m) 

Cm) 
Al 1 81 
A2 82 

y 

An Bn son llamadas. 
Ahora sf puedo dar una definición de inferencia en tanto expresión de la 
conceptograffa. Si A, B y C son juicios, y m es una llamada, entonces 
A 
B 

e 
' A 

B 

Á 
m:--

B 

A 
m::--

B son inferencias. 
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V. Capitulo 4. "Representación y Derivación de Algunos Juicios del 
Pensamiento Puro11 

e. Este es· el nombre Que da Frege a los juicios que forman parte de la cadena 
de inferencias con la cual Frege ilustra su conceptograffa. 

9, El axioma 1 de Frege corresponde al axioma 1 de la teorfa de primer orden 
K de Mendelson. El axioma 2 corresponde al axioma 2, y el axioma 9 
corresponde al axioma 4. 

13 

Una wff A se sigue de las wffs B y ( B -> A ) • 
De [ A -> { {Vx) F(x) J se sigue [ A -> F(a) l. 
Dada la naturaleza de la distinción función/argumento, sabemos que ambos 
papeles pueden ser jugados no solo por letras, sino también por otros 
signos o conjuntos de ellos. En este sentido, una letra funcional f(A} 
puede sustituirse por expresiones como: 
§22 A 

-c:g(A) 
§21 { A.: b ) . 
y una letra minúscula latina a, a su vez, puede sustituirse no solo por 
otras minúsculas latinas. sino también por cualquier otra ex.presión con 
contenido judicativo: negaciones, condicionales e igualdades de contenido, 
cuantificadas con letras góticas o sin ellas, como: 

o 

o 

-,e 
~fC<.M) 

a;; b) 

Cabe señalar que falta un criterio de identidad para símbolos y 
expresiones. En la Cgnceptoqraffa _se nos dice claramente cuándo dos 
·contenidos conceptuales o dos juicios son idénticos, pero al nivel de los 
nombres, no tenemos manera alguna de distinguir cuando dos expresiones 

14 
son 11 1a mfsma 11

• 

is: §~rege llama "pred;cados 11 a las funciones de un solo argumento, y 

16 
11 re1acfones 11 a las funciones de dos o mas argumentos. 

17° ~~~ 
lS: Si esto fuera asf, los sustitutos de las primeras letras no deberfan incluir 

letras que habrán de sustituirse posteriormente, o serfa. necesario hacer 
una restricción a la regla de sustitución diciendo que sólo deben 
sustituirse las ocurrencias de una letra que no hayan formado parte del 
sustituto de una sustitución anterior, lo cual no hace Frege. 
A decir verdad 1 no he notado que Frege siga orden alguno para escribir 
las letras a sustituir en las tablas de sustitución. Al principio, parecfa 
escribir primero las letras góticas, luego las latinas funcionales y por 
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21 

71 

último el resto de las latinas, siguiendo el orden alfabético dentro de cada 
tipo de letra. Sin embargo, en la demostración de los juicios 47 [ §19 1, 
56, 57 [ §21 ] , 59 [ §22 1, 63, 65 l §23 1, Frege no respeta el orden 
alfabético de las letras .. 

Cfr. Mendelson: Qll..,J;it. pp,56-63 
Por ejemplo, cuando se sustituye una letra latina por una igualdad de 
contenido. 
Frege enuncia asf la restricción en el §11 1 y la obedece en las 
sustituciones con las que ilustra la Conceptoqraffa._ Sin embargo, serla 
mas preciso decir que, si la itálica a sustituir no ocurra dentro del 
ámbito de su cuantificador, se puede usar una gótica que ya ocurre en el 
juicio. 
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Apéndice: 
Conceptografía y 

Notación Horizontal 

Algunas veces 1 en este trabajo, he preferido traducir los contenidos de los 

juicios de la Conceptonraff<.L a una notación horizontal. Pese a las evidentes 

diferencias existentes entre la conceptograffa y la notación horizontal 

estandard. de la lógica matemática contemporánea 1 fórmulas en una y otra 

notación pueden ser fácilmente traducidas entre sf, por lo menos en el caso 

del cálculo proposicional. Para el caso del cálculo proposicional puro -

fórmulas de la conceptograffa en las cuales no aparecen letras minúsculas 

griegas en papel funcional, ni góticas, ni signos de identidad o de otro tipo 

introducidos por definición - esta notación es una sencilla variaciónl de la Qlle 

utiliza Elliott Mendelson en el primer capitulo de su citado libro IntrodycUof'L 

to Matbematica] Logic~ En esta sección presento una guía sencilla para traducir 

de una notación a otra. Las instrucciones son tan sencillas, que cualquiera 

puede usarlas casi sin necesidLtd de conocer algo de los sistemas simbólicos 

entre las que se establece. Como las razones de Frege para usar una notación 

vertical no son formales, esta traducción no altera este aspecto de la 

Conceptografia"""" 

I. Traducción de la conceptograffa a la notación horizontal estandard 

l. Las letras minúsculas latinas se traducen a mayúsculas latinas y se orden~s 

respetando el orden de la fórmula de la linea inferior a la superior. Entre 

cada letra se deja el espacio suficiente para que se puedan escribir el resto 

de los sfmbolos. En otras palabras, la letra que aparece en el renglón inferior 

se escribe en el extremo izquierdo, la que aparece en el renglón superior se 
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escribe a su derecha y asf hasta llegar al renglón superior de la fórmula. 

Cada letra será la formula correspondiente a la barra horizontal Que la 

antecede. 

Ejemplo: - A e B A 

2. De izquierda a derecha se van buscando los sfmbolos de relaciones 

funcionales. 

a> Cada vez que aparece una barra vertical pequei\a de la negación, se 

antecede un signo " - 11 a la formula que corresponde a la linea horizontal 

sobre la que esta escrita la negación, y ambos son encerrados en un 

paréntesis. La unidad formada por la antigua formula, la negación y el nuevo 

par de paréntesis es la formula que corresponde a la barra horizontal que 

antecede a la negación. 

Ejemplo: -----------11 @f ~ 
h __. C (-") B (-C) 

b> Cada vez que encontramos una barra vertical larga del condicional, 

colocamos un vector 11 -> n entre las formulas correspondientes a las barras 

heirizontales conectadas por elln. Luego, encerramos ambas formulas en un par 

un paréntesis. La unidad formada por las dos formulas, la flecha y el par de 

paréntesis es la formula que corresponde a la barra horizontal que antecede a 

la del condicional. 
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Ejemplo: . f -- (C~(-A)) 
Cl -··-~- -¡:··--··-···-

B ' (B~A) 

75 

e> Una vez que nos encontramos con Ja barra vertical gruesa del 1uic10, hemos 

terminado nuestra traducción. La formula que traduce el contenido de ese 

juicio sera la fórmula correspondiente a la barra del contenido Que procede a 

la barra del juicio. 

Ejemplo completo: 

B A 

B A 
( B~A) 

e 
e 
e 

e 
(-e) 

(- C) 

(- C} (- ( B_,..A)) C 
(-C) ((-C B~A>)~ e) 
(<-e)~ (e- ( B~A))~ e)) 

11. Traducción de la notación horizontal estandard a la conceptograffa .. 

l. Las mayúsculas latinas se traducen a minúsculas latinas y se ordenan unas 

sobre otras empezando por ta primera letra a ta izquierda de la fórmula 

estandard que se convertirá en la letra inferior de la fórmula de la 

conceptograffa. 

Ejemplo: 

((A~(- 8))-+ (C~A )) --
Apéndice 

a. 
e 
b 
a. 
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2. A la izquierda de cada letra minúscula, se extiende una larga linea 

horizontal. Entre mayor sea el número de condic10nales y negaciones de la 

fórmula, mas larga deberá ser la linea. 

Ejemplo: a. 
e 

a. 
e 
b 
e¡, 

----b 
o. 

3. A partir del conectivo principal, se ordenan2 las conectivas por orden de 

importancia. hasta llegar a las negaciones cuyo alcance sea solo una letra y 

los condicionales que enlacen solo un par de letras. Luego, se van 

traduciendo siguiendo un orden inverso, es decir, de los conectivos de menor 

alcance al conectivo principal. 

Ejemplo: 

1 ( p -> - Q ) l -> 1 1 - p ) -> 

l•portancia: 2 3 1 3 2 

Orden inverso: 2 

- ( Q -> R l l ) 1 

3 

a> Para los condicionales, mediante una 1;nea horizontal tan 1.arga como sea 

necesario, se conectan las barras horizontales correspondientes a las dos 

formulas - antecedente Y consecuente - del condicional. Luego, se borra el 

extremo izQuierdo de la barra horizontal del contenido del antecedente hasta 

donde .se intersecta esta barra con ta del condicional. la barra horizontal 

superior que se deja intacta será la barra del contenido de la nueva formula. 

Ejemplos: C 

(A~~~ 
Apéndice 
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b> Para las negaciones, se escribe una pequeña barra vertical, debajo de la 

linea horizontal que corresponde a la formula que se esta negando. Si el 

alcance de la negación es sólo una letra, se coloca la pequeña barra sobre la 

linea que le antecede, casi inmediatamente a la izquierda de la letra. 

Ejemplo: 

(- P) - -.-P 
Si la fórmUla es mas compleja, se escribe sobre la linea horizontal superior de 

la fórmula, teniendo cuidado en que la barra horizontal se continúe a la 

izquierda del condicicinal, y que ningún otro sfmbolo escrito sobre la barra 

4. Una vez QUe se han traducido todos los conectivos, el principal incluso, se 

añade la barra vertical gruesa del juicio a la linea horizontal superior· - q!.!e 

tambi6n debe ser la única que no ha sido cortada por una barra del 

condicional. 

Ejemplo completo: 

a. 
e 
b--
d 

----o. ---·-c. ----b 
---d 

( (-O)~((- { B-»C)}~ A)) 

----a ---0. - ----e 
---b - :::::e~ ---¡-d -,-d. 

Apéndice 
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Con respecto a fórmulas mas complejas, aún cuando lo único que serfa 

necesario añadir serfa un método para traducir términos de una notación a 

otra 1 es mucho más diffcil dar un método paso por paso como el que cabo de 

dar. Primero que nada, porque Frege no hace distinción alguna entre los 

cálculos proposicional y cuantificacional. En sus fórmulas, letras 

proposicionales, letras de argumento y funciones cuantificadas coexisten sin 

ningún problema. Está ambigüedad no está permitida en la mayoría de las 

teorías formales contemporáneas, lo que hace casi imposible dar una traducción 

adecuada. De cualquier manera, esta técnica puede servir como un muy buen 

ejemplo de que tan cercana es Ta conceptograffa con respecto a las teorías 

formales contemporáneas. 

~ñicas variaciónes son: a) el cambio del siqno de negación 
11 11 por el signo menos 11 - 0 , b) La aparición de los corchetes 
" [ ", 

11 
) 

11 y las llaves 11 { 11 y 11 } ", cuyo uso es id~ntico al 
d elos paréntesis, pero uso yo para facilitar la lectura de 

2~9~~:~n!~r:~!ª:~ ~~~~~!ª~~=~t~~d!::r m~:s c~~~!~~~~~s de una wf. 
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IV: Representación y 
Derivación de Algunos Juicios 

del Pensamiento puro 

A. Pruebas y demostraciones 

En la Conceptograffa._ sólo se consideran como pruebas aquellas inferencias 

que tienen forma de modus ponens o cadenas de ellos. Sin embargo. en 

muchas de las demostraciones que presenta Frege en su Conceptograffa jnter­

vfenen otrOs elementos. Muchos de estos elementos no aparecen expresados en 

la simbologfa de la conceptograffa. De ahf que muchas fórmulas de la 

Conceptograffa ..!ID cuenten con una prueba propiame~te dicha. Por ejemplo, la 

primera fórmulal, se demuestra a través de una reducción al absurdo apelando 

al prlncfpio de no contradicción, el cual, a su vez, no aparece formulado 

simbólicamente sino hasta Ta fórmula {27): No se puede (a la vez) afirmar a y 

negar a2. Lo mas interesante del caso es que, mientras que en la demostración 

de la primera fórmula tan sólo se menciona el principio de no contradicción. en 

la prueba de la fórmula (27) que expresa tal principio si participa la fórmula 

(1). La fórmula (1) se demuestra Informalmente a partir del principio 

expresado en la (27), y esta lllttma fórmula se demuestra formalmente a partir 

de la primera. 

Otra fórmula que no tiene prueba es la (54)3. Esto es asf porque Frege 

introduce el funcfonamiento de la igualdad a partir de un condicional sencillo4, 

no un. bicondicional. Esto hace que, aun cuando la definición que da Fre9e 

para la igualdad de contenido5 efectivamente incluye ambos· principios, su 

primer axioma de la igualdad solo exprese la indiscernibilidad de los idénticos 

Y no la identidad de los indiscernibles. Si la fórmula (52) tuviera la forma de 

ESTA 
SWi 

TESIS 
DE LA 

NO DEBE 
Bt3LIOTECA 
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un bicondicional, o si existiera una fórmula como la {521 ) 1 la (54) se podrfa 

inferir directamente asf: 

si' 
ó. I e 

(ese) 

pe'(c) 
¡:'(e) 

(27)::--------­
a 1 'fcc) 1----- (e= e) 

Esto no significa que el segundo axioma de la igualdad sea superfluo, 

solamente demustra que Frege pudo haber optado, con los mismos resultados, 

o bien por la fórmula (54) o la (521
), como séptimo axioma de su teorfa. Esto 

es asf porQue, como demostre .en el primer capitulo, la fórmula 521 se puede 

inferir a partir de la (58} y la (54} 1 además, como acabo de demostrar, la 

(54) se puede inferir a partir de la (52°) y la (27). 

Otro ejemplo interesante aparece en la prueba de la segunda, fórmula. 

Como parte de la prueba, aparece la formulación misma del modus ponens: la 

affrmaci6n de y e, empero, implica la añrmacf6n de b6. 

Además, esta prueba, pese a no contener ninguna operación de negación, 

parece claramente tomar Ta forma del Modus To11ens tal y como aparecera 

posteriormente en la fórmula (28) 1. La dtsttnctón entre Modus Ponens y 

Tollens dentro de la conceptograffa se dificulta por el hecho de que el 

significado del condicional se puede interpretar en forma prohibitiva: 

significa, pues, el juicio de que no tiene 1ugar 1a 
~~=r~re~g. estas posibilidades, sino una de las 
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De esta manera, Frege no tiene que incluir en su conceptograffa la regla 

del De Morgan, ya que puede leer los condicionales indiscriminadamente tanto 

como disyunciones como conjunciones negadas. Un ejemplo claro de esto es la 

fórmula (33}9 que Frege interpreta como la regla de conmutación para la 

disyurición. Otro buen ejemplo es la lectura de la fórmula (43)10. la cual 

deberfa leerse: de una contradicción se sigue cualquier proposición, y sin 

embargo, Frege lee como: •si sólo hay opción entre a Y a, entonces a tiene 

tugar•ll. Frege reconoce que, sin añadir mayor contenido a la conceptograffa 

( como seMa si se supusieran relaciones causales ) , cada fórmula se puede 

leer de estas y muchas otras formas. Es más 1 un poco mas adelante, Frege 

ofrece dos expresiones distintas de la mtsma formula (46). 

Por las mismas razones podemos decir que aún las pruebas que 

formalmente toman la forma del Modus Ponens contienen, de manera informal, 

también un Modus Tollens. La distinción entre los dos tipos de negación que 

senale en algún otro lado strve muy bien para marcar la linea divisoria entre 

estos dos tipos de prueba. Cuando la negación a la que refiere Ja prueba es 

la operact6n stmbolizada por la barra vertical corta, la prueba es un Modus 

Tollens, cuando la negación queda subsumida bajo la barra del juicio, la 

prueba es un Modus Ponens. En este sentido, podemos decir que la relación 

entre Modus Ponans y Tolla ns es paralela a los dos sentidos de la negación. 

Asf lo entiende también Frege cuando introduce la fórmula ((28)12¡ que 

permite el paso de un sentido al otro. Un condicional y su contrafáctico 

expresan el mismo juicio. La única diferencia que hay entre ellos es que en 'el 

segundo caso aparecen simbolizadas las negaciones que son tácitas en el 

primero. Es debido a la demostración de esta fórmula, la (28), que el principio 

de Duplex negatio afflrmat aparece formulado ( usando ambos sentidos de la 

negación ) antes de reducirse a los casos simbolizados en las fórmulas (31) 13 

Capitulo 4 



82 

y (41)14, En otras palabras. es debido a que la negación de -¡-a 

significa la afirmación de a que sabemos que la afirmación de ll o,. 

significa también la afirmación de a, y ·no a la inversa. 

Otra fórmula cuya demostración no es una prueba, es decir no tiene la 

forma del Modus Ponens, es la (8) 15. La demostración que ahf presenta Frege 

es tan escueta que diffcilmente podemos reconocer en ella una reducción al 

absurdo o cosa parecida. Ahf mismo Frege dicetambién que dos formulas, 

literalmente, significan lo mismo si niegan y afirman los mismos contenidos. Es 

interesante resaltar que Frege no habla de condiciones de verdad ni mucho 

menos, sino que esta refiriéndose a un criterio semántico. De tal manera que 

dos expresiones pueden significar lo mismo sin tener la misma forma como el 

IT:d"b .-e~" ejemplo en esta demostración entre L-=: Y L-=:""' 
y pueden tener las mtsmas condiciones de verdad sin necesariamente compartir 

el significado ( como todas las formulas válidas en la conceptograffa ) • 

Podrfamos suponer, pese a que Frege nunca lo hace explicito, que la 

expresión "significa lo mismo" que utiliza Frege en la demostración de esta 

fórmula es sinónima de la igualdad de contenido que introdujo en el se. Esto 

porque sabemos que el contenido conceptual de un juicio es su lugar dentro 

de toda posible inferencia, y fácilmente podemos intuir tambh!n que de dos 

expresiones que afirman y niegan los mismos contenidos, siempre se pueden 

inferir, en combinaci6n con otros jutctos, los mismos juicios; y que de donde 

se puede inferir uno 1 se puede siempre inferir el otro. Sin embargo, esto 

último no es tan sencillamente aceptable y precisa prestarsele una atención mas 

detallada. 

Ya señale algunas páginas atrás que el contenido judicativo de una 

expresión no solo dependfa, sino que podfa identificarse con su forma~ Luego 

entonces, si aplicamos este criterio a lo anteriormente dicho, tendremos que 
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aceptar que dos expresiones sf pueden significar lo mismo sin tener la misma 

forma, pero no pueden tener el mismo contenido judicativo sin compartir 

necesariamente también la forma. Por lo tanto, no es cierto que "significar lo 

mtsmow y tener el mismo contenido judicativo son lo m:tsmo dentro de la 

conceptograffa. 

Sin embargo podemos introducir en la conceptograffa fórmulas isomórficas 

a la ca¡16 que, como la (22) y las que van de la (12) a la (17). permitan 

inferir de toda fórmula, otra de diferente forrqa pero mismo significado. 

Mas adelante, una vez que Frege ha probado la fórmula (9), podemos 

leer que: •sólo de manera no esencial se distingue esta proposición [la (9)) 

de (5)•17 •. ¿ Qu' significa eso de no esencial? Para responder esta pregunta 

comparemos, pues, las fórmulas (5) 

y (9) 

Ambas fórmulas expresan la forma del silogismo hipotético y sólo se 

distinguen por el orden en las premisas. Seglln lo dicho en la demostración i:le 

la fórmula anterior, ambas fórmulas significan lo mism~. Frege ll"ama no 

esenciales a las diferencias formales que no se traducen en diferencias en el 

significado. 
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En el §22, empieza Frege a utilizar el sfmbolo de generalidad. Lo que le 

permite primero introducir, sin demostración ni prueba, la regla de 

instanciación universal -fórmula (58)-, con ·todo y res~ricciones. Pero, más 

que nada, le permite tambi6n derivar, en forma de fórmulas de su 

conceptograffa, las formas váltdas de los silogismos. En otras palabras, le 

permite demostrar que la silogfstica es derivable dentro de su sistema de 

lógica matemática. 

Por último, no debemos dejar de senalar que, Frege reconoce desde el 

Prólogo que· las pruebas ofrecidas en estos parágrafos de la Conceptoaraffa .DO 

son las únicas pruebas posibles para la demostración de esas fórmulas, ni que 

su orden sea tambián necesario. Por ejemplo, cuando llega a la fórmula (19) 1 

repite la nota que había apare1=ido junto a la fórmula (9), ahora en relación a 

la fórmula (7): Esta proposici6n difiere de (7) s6/o de manera no esencial. De 

esa manera nos pone en aviso de que podríamos trasladar la prueba de tal 

fórmula a ésta. O sea, que en vez de un Modus Ponens entre las fórmulas (9) 

y (18), como aparece en la Cooceptograffa,_ la fórmula 19 puede obtenerse por 

un Modus Ponens entre las fórmulas (7) y (8) • 

• 2 • 

Al final de su conceptograffa, Frege incluye una tabla que presenta 

esquem6ticamente las uniones que formaron su cadena de inferencias, en otras 

palabras, eKact.amente a la inversa que lo fue haciendo a lo largo del texto, 

enlistando en que pruebas se utilizo cada fórmula demostrada. Cabe señalar 

que, como es de esperar, las fórmulas que participan en mayor número de 

pruebas, son precisam~nte las fórmulas que no están acompañadas por una 

prueba propiamente dicha ( Frege no les llama ax;omas, pero sf llama la 

atención sobre cinco de ellas en especial: (28), (31), (41), (52), (54), (58), 
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de las cuales sólo la tercera tiene prueba ) . Para acompai'iar la lista de Frege, 

presento aquf otras lista5 estadísticas que pueden ser de utilidad sinóptica: 

Fórmulas con demostración, pero sin pr.ueba: 1, 2, B, 28, 31. 

Fórmulas sin demostración ni prueba: 41 1 52 1 54 1 58. 

Fórmulas con ejemplo: 11 2, 5, 71 28, 37, 59. 

Fórmulas traducidas al lenguaje ordinario: 11 2, 8 1 111 27 1 29, 31, 33 1 34 1 

~.D,U,3,.,U,~, ~.M.~. 

B. Repre.;,ntación y Derivación de 

Algunos Juicos del Pensamiento puro 

Una vez que se han dado a conocer la simbologfa Y. las reglas de inferencia 

del sistema formal presentado en la Conceptograffa,_ la segunda parte de ella 

se dedica a presentar algunos de los juicios del pensamiento puro que pueden 

expresarse dentro de tal sistema. De acuerdo a Frege, la validez de estos 

juicios depende de manera directa de aquellos que no pueden ser 

representados dentro de él. PBra distinguir entre unos y los otros. es 

nacesnrlo reconstruir las pruebas que conforman esta segunda parte de la 

Conceptograffa._Con tal ffn 1 elabortS esta sección de mi investigación. 

§14 

Los dos primeros juicios, no cuentan con una prueba propiamente dichal8. Siri 

embargo, esto no significa que no se derivan de otros juicios. Según Frege, 

esto sólo significa que no se derivan de otros juicos que se puedan expresar 

en la simbologfa de la conceptograffa. La prueba informal que se usa Fre9e 

para estos dos juicos, toma la forma de la reducción al absurdo. Como ambos 

juicios tienen la forma del condicional, se puede tomar como hipótesis el caso 

exclufdo por el significado del condiciona119, es decir, el que el antecedente 

sea afirmado Y el consecuente negado, Luego, se transforma esta hipótesis, 
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casi siempre a través 'de la doble negactónJ y se deriva de ella, por modus 

ponens1 un juicio contradictorlo1 con lo que queda demostrado el juicio. 

Contrario a lo que dice Frege, estas pruebas se sostienen - a excepción de 

las reglas de inferencia - en juicios que, no solo sf pueden ser representadas 

dentro de la conceptograffa, sino que asf aparecen - y algunas veces son 

demostrados - mas adelante en esta misma parte de la obra: La no 

contradicción en el juicio 27, la doble negación en el juicio 31, la reducción al 

absurdo en el 28 1 etcétera. Las siguientes reconstrucciones mas o menos 

formales corresponden a las demostraciones en el metalenguaje con que Frege 

acampana los dos juicios del 514. 

(1) ( A -> ( B -> A Axioma 1 

- ( A & - ( B -> A Por definición del 

condicional. 

RAA: - - ( A & - ( B -> A ) ) Hipótesis. 

A & - B -> A ) ) Por doble negación 

A & - - B & ( - A ) l ) Por definición del 

condicional. 

1\ B & - A Por doble negación. 

A & - A & B Por conmutación. 

A & - A & 8 Por asociación. 

(2) e -> B -> A l ) -> ( ( e -> B ) -> ( e -> A ) ) 

- ( ( e -> B -> A l l & - ( ( e -> B ) -> ( e -> A l ) 

definición del condicional 

q.e.d. 

Axioma 2. 

Por 

RAA: - - ! e -> B -> A ) ) & - ( ( e -> B ) -> ( e -> A ) ) ) Hipótesis. 

( ( e -> B -> A ) ) & - ( ( e -> B l -> ( e -> A ) ) ) DN 

( - ( e & - ( D -> A ) ) & - ( ( e -> B ) -> ( e -> A ) l Def .cond. 
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( - C&--(B&-A)))&- e e e -> e l -> e e -> A l ) ) Def .cond. 

( - e & e B&-A) ) & - ( e e -> e l -> e e -> A l l l DN 

( - e & e B & - A) ) ) & - - ( e e ~> e l & - e e -> A l Def cond. 

( - e e & e 8 & - A) ) & ( C -> B & - (C->A))) DN 

( - e & e B & - A) & ( C -> B & - -(C&-A) ) ) Def Cond. 

- e e & e B&-A) ) & ( C -> B )&(C&-A))) DN 

( - ( C&(B&-A) ) & ( ( ( C -> B ) & C) & - A) ) ) Asociación 

(· - ( e & e B & - A) ) & ( ( B&C)&-A ) ) ) HP 

( - e & i B & - A) )&(C&(B&-A) Asociación 

q,e.d. 

§15. Los juicios que aparecen en este parágrafo, son lo primeros que cuentan 

con una prueba formal propiamente dicha. 

1. [ ( e -> B -> A 1 -> ( ( c -> B -> e -> A ) 1 -> { ( B -> A 

-> [ ( C -> B -> A ) ) -> ( ( C -> B -> C -> A ) ) } Caso del 

Juicio l ( Axioma l ) 

2. [ ( e -> ( B -> A l ) -> ( ( c -> B l -> C e -> A ) l 1 Juicio 2 C 

Axioma 2 l 

3. ( B -> A ) -> [ ( c -> ( B -> A ) ) -> ( ( e -> B ) -> ( c -> A ) ) 1 

Modus Ponens de 1 y 2: Juicio 3 

4. < ( B -> A ) -> [ ( c -> ( B ->· A ) ) -> ( ( c -> B ) -> ( e -> A ) ) 1 

} -> < [ ( B -> A 1 -> ( e -> ( B -> A ) ) J -> [ ( B -> A ) -> ( ( c -> B 

) -> C -> A ) l } Caso del Juicio 2 ( Axioma 2 ) 

5. [ ( B -> A -> ( e -> ( B -> A ) ) 1 -> [ ( B -> A ) -> ( ( c -> B ) ·-

> ( C -> A ) l ] Modus Ponens de 4 y 3: Juicio 4 

6. B -> A -> C -> ( B -> A ) ) Caso del Juicio 1 ( Axioma 1 ) 

7. B -> A -> ( C -> B ) -> ( C -> A ) ) Modus Ponens de 5 y 6:· 

Juicio 5 
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8. B -> A ) -> ( D -> B ) -> ( D -> A ) ) Caso del Juicio 5 

9. [ ( B -> A ) -> ( ( O -> B ) -> ( O -> A ) ) ] -> { [ C -> ( B -> A ) ] 

-> [ C -> ( ( D -> B ) -> ( D -> A ) ] } Caso del juicio 5 

10. [ C -> ( B -> A I ] -> [ C -> ( ( O -> B ) -> ( D -> A ) ] Modus 

Ponens de 9 y 10: Juicio 6 

11. [ ( B -> A ) -> ( ( c -> B ) -> ( c -> A ) ) l -> { ( B -> A ) -> [ ( 

D -> ( C -> B ) ) -> ( O -> ( C -> A ) ) ] } Caso del Juicio 6 

12. ( B -> A ) -> [ ( D -> ( C -> B ) ) -> ( D -> ( C -> A ) ) ] Modus 

Ponens de 11 y 7; Juicio 7 

§16. En este paragrafo se introduce un tercer aKioma: el juicio 8. 

( 8 ) [ O -> ( B -> A ) ] -> [ B -> ( O -> A ) ] 

RAA: - [ o -> B -> A -> [ B -> ( o -> A ) J Hipótesis 

o -> ( B -> A & - [ B -> ( o -> A ) J Oef. Cond. 

o -> B -> A ) l & - [ B -> o -> A ) l ON 

- ( o & - B -> A & - B -> o -> A ) J Oef. Cond. 

- ( o & - B -> A & B & - ( o -> A Oef Cond. 

[ - ( o & - B -> A & B ~ - o -> f\ ) J Dt: 

[ - o B - A & B & - ( o -> A Def. Cond. 

[ - o & B & - A ) ) B & - o -> A ) J ON 

[ - o B & - A & B & - - o & - A ) Def.Cond. 

[ - o & B & - A & B & o & - A ) l DN 

[ - o & - A o & B & - A ) 1 Asociación 

q.e.d. 

l. [ ( B -> A ) -> ( ( c -> B ) -> ( c -> A ) ) 1 -> ( c -> B ) -> ( ( B 

-> A ) -> ( C -> A ) ) ] Caso del Juicio B ( Axioma 3 

2. ( B -> A ) -> ( ( C -> B ) -> ( C -> A ) ) Juicio 5 
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3. ( C -> B ) -> ( ( 8 -> A ) -> ( C -> A l ) Modus Ponens de 1 y 2: 

Juicio 9 

4. D -> ( E -> B ) ] -> [ E -> ( D ~> B ) ] Caso del Juicio B ( Axioma 3 ) 

5. [ ( D -> ( E -> B ) ) -> ( E -> ( D -> B l ) ] -> { [ ( E -> ( D -> B ) 

) -> A J -> [ ( D -> ( E -> B ) ) -> A J } Caso del Juicio 9 

6. [ ( E -> ( D -> B ) ) -> A l -> [ ( D -> ( E -> B ) ) -> A l Modus 

Pone ns de 5 y 4: Juicio 10 

7. B -> ( C -> B ) Caso del Juicio 1 ( Axioma 1) 

8. ( B -> '< C -> B ) ) -> [ ( ( C -> B ) -> A ) -> ( B -> A ) l Caso del 

Juicio 9 

10. ( ( C -> B ) -> A ) -> ( B -> A ) Modus Panens de 8 y 7: juicio 11. [ C 

-> ( B -> A ) ] -> [ B -> ( C -> A ) l Caso del Juicio 8 ( Axioma 3 ) 

12. { [ c -> ( B -> A ) l -> [ B -> ( c -> A ) l } -> { [ D -> ( c -> ( B 

-> A l ) l -> [ D -> ( B -> ( C -> A ) l l } Caso del Juicio 5 

13. [ D -> ( c -> ( B -> A ) ) l -> [ D -> ( B -> ( c -> A ) ) l Modus 

Panens de 12 y 11: Juicio 12 

14. { [ D -> ( c -> ( B -> A l l l _, [ o -> ( B -> ( c -> A ) ) l } -> { [ 

D -> ( c -> ( B -> A ) ) l -> [ B -> ( D -> ( c -> A ) ) l } Caso del 

Juicio 12 

15. [ D -> ( c -> ( B -> A ) ) J -> [ B -> ( D -> ( c -> A ) ) J Modus 

Pone ns de 14 y 13: juicio 13 

16. { [ D -> ( c -> ( B ·-> A ) ) l -> [ B -> ( D -> ( c -> A ) ) l } -> { [ 

E -> l. o -> ( c -> ( B -> A l ) l ] -> [ E -> [ B -> ( D -> ( c -> A ) ) "] 

] } Caso del Juicio 5 

17. { E -> [ o -> ( c -> ( B -> A ) ) l } -> { E -> [ B -> ( D -> ( c -> A 

) l 1 } Modus Ponens de 17 y 16: Juicio 14 
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18. { [ E -> [ o -> ( c -> ( B -> A J J l l -> [ E -> [ B -> ( o -> ( c -> 

A ) ) ] ] } -> { [ E -> [ O -> ( C -> ( B -> A ) J ] ] -> [ B -> [ E -> ( O 

-> ( C -> A ) ) l ] } Caso del Juicio 12 

19. E -> [ o -> ( e -> ( B -> A ) ) l l -> [ B -> [ E -> ( o -> ( c -> A 

) ) J Modus Ponens de 18 y 17: Juicio 15 

20. [ o -> ( e -> ( B -> A J ) J -> [ o -> ( B -> ( c -> A J ) J } -> { [ 

E -> [ o -> ( c _., ( B -> A ) J J J -> [ E -> [ o -> ( B -> ( c -> A ) J l 

] } Caso del Juicio 5 

21. E -> [ o -> ( e -> ( B -> A ) ) J J -> [ E -> [ o -> ( B -> ( c -> A 

) ) J Modus Ponens de 20 y 13: Juicio 16 

22. O -> ( C -> ( B -> A J ) ] -> [ C -> ( O -> ( B -> A J ) ] Caaso del 

Juicio 8 ( Axioma 3 ) 

23. { [ o -> ( c -> ( B -> A ) J J -> [ c -> ( o -> ( B -> A J J J } -> { [ 

O -> ( C -> ( B -> A ) ) ] -> [ C -> ( B -> ( O -> A J ) ] } Caso del 

Juicio 16 

24. [ o -> ( c -> ( B -> A ) ) l -> [ e -> ( B -> ( D -> A J ) l Modus 

Ponens de 23 y 22: Juicio 17 

25. ( C -> ( B -> A ) ) -> [ ( O -> C ) -> ( D -> ( B -> A ) ) ] Coso del 

Juicio 5 

26. { ( e -> B -> A ) ) -> [ ( D -> e ) -> ( o -> ( B -> A J ) J } -> { ( 

C -> ( B -> A ) J -> [ ( D -> C J -> ( B -> ( O -> A ) ) ] } Caso del 

Juicio 16 

27. ( C -> ( B -> A ) ) -> [ ( D -> C ) -> ( B -> ( D -> A ) ) J } Modus 

Ponens de 26 y 25: Juicio 18 

28. [ ( e -> B J -> ( ( B -> A ) -> ( e -> A ) ) l -> { [ o -> ( e -> B ) 

] -> [ ( B -> A ) -> ( D -> ( C -> A J ) ] } caso del Juicio 18 
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Ponens de 28 y 3: Juicio 19 
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30. { [ o -> ( c -> B J l -> [ ( B ->. A ) -> ( o -> ( e -> A ) J l } -> { [ 

E -> [ o -> ( c -> B J l l -> [ ( B -> A ) -> [ E ( o -> ( c -> A J J l l 

} Caso del Juicio 18 

31. E -> [ o -> ( c -> B ) 1 l -> [ ( B -> A .> -> [ E ( o -> ( e -> A ) 

J ] ] Modus Ponens de 30 Y 29: Juicio 20 

32. O -> C ) -> [ ( C -> B ) -> ( O -> B l ] Caso del Juicio 9 

33. ( o '-> c J -> [ ( c -> B ) -> ( o -> B J l } -> { ( o -> B ) -> A l 

-> [ ( O -> C ) -> ( ( C -> B ) -> A ) l } Caso del Juicio 19 

34. l ( o -> B l -> A J -> l ( o -> c l -> ( ( c -> B l -> A l J Modus 

Ponens de 33 y 32: Juicio 21 

35. { [ E -> [ o -> ( c -> ( B -> A J J l l -> [ E -> [ o -> ( B -> ( c -> 

A ) l l l } -> { { F -> [ E -> l D -> ( C -> ( B -> A l l 1 ] } -> { F -> [ 

E -> [ O -> ( B -> ( C -> A ) l l ] } } Caso del Juicio 5 

36. { F -> [ E -> [ D -> ( C -> ( B -> A l l ] ] } -> { F -> [ E -> [ O -> 

( B -> ( C -> A ) ) ] l } Modus Ponens de 35 y 23: Juicio 22 

37. o -> ( c -> ( B -> A J J l -> [ ( E -> D ) -> l e -> ( E -> ( B -> A 

J J J J Caso del Juicio 18 

38. { [ D -> ( c -> ( B -> A ) J l -> [ ( E -> o J -> [ c -> ( E -> ( B -> 

A ) J l l } -> { [ o -> ( c -> ( B -> A ) J ) -> [ ( E -> D J -> [ c -> 

B -> ( E -> A ) ) l } caso del Juicio 22 

39. o -> ( c -> ( B -> A J J l -> [ ( E -> o ) -> [ e -> ( B -> ( E -> 'A 

) ) ] Modus Ponens de 38 y 37: Juicio 23 

40. C -> A l -> [ B -> ( C -> A l Caso del Juicio 1 ( Axioma 1 l 

41. { ( e -> A ) -> [ B -> ( c -> A J } -> { ( c -> A J -> [ c -> ( B -> 

A J ] } Caso del Juicio 12 
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42. C -> A ) -> [ C -> ( B -> A ) ] Modus Ponens de 41 y 40: Juicio 24 

43. ( c -> A ) -> [ c -> ( B -> A ) l } -> { [ D -> ( c -> A ) l -> [ D 

-> l C -> ( B -> A ) l l } Caso del J~iclo 5 

44. [ D -> ( C -> A ) ] -> [ D -> [ C -> ( B -> A ) ] ] Modus Ponens 43 y 

42: Juicio 25 

45. A -> ( B -> A ) Juicio 1 ( Axioma 1 ) 

46. [ A -> ( B -> A ) ] -> [ B -> ( A -> A ) ] Caso del Juicio 9 

47. B -> ( A -> A ) Modus Ponens de 46 y 45: Juicio 26 

48. A -> ( B -> A ) ) -> ( A -> A ) Caso del Juicio 26 

49. A-> A ) Modus Ponens de 48 y 47: Juicio 27: No Contradicción. 

§17 

(28) ( 8 -> A ) -> ( - A ~> - B Axioma 4 

- ( B - A -> - A -> - B ) l Def. Cond. 

- ( B & - A -> - - A & B Def. Cond. 

- ( - A -> - ( - A & B ) l DN 

- ( B - A -> - ( B & - A ) l Conmutación 

Caso de Juicio 27: No contradicción 

q.e.d. 

l. B -> A ) -> ( - A -> - B ) Juicio 28: Axioma 4 

2. [ ( B -> A ) -> ( - A -> - B ) l -> [ ( c -> ( B -> A ) ) -> ( c -> ( - . 

A -> - B ) ) J Caso del Juicio 5 

3. ( C -> ( B -> A ) ) -> ( C -> ( - A-> - B ).) Modus Ponens de 2 y 1: 

Juicio 29 

4. [ ( c -> B -> A ) ) -> ( c -> ( - A -> - B ) ) l ··> [ ( B -> ( c -> A 

) ) -> ( C -> ( - A -> - B ) ) ] Caso del Juicio 10 

5. ( B -> ( C -> A ) ) -> ( C -> ( - A -> - B ) ) Modus Ponens de 4 y 3: 

Juicio 30 
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518 

l. - - A -> A Juicio 31: Axioma 5 

2. - - B -> B Caso del Juicio ;n 

3. C C - - B -> B ) -> [ ( ( - B -> A ) -> ( ( - A ) -> ( - - B ) ) ) -> 

( ( - B -> A ) -> ( ( - A ) -> B ) ) ] Caso del Juicio 7 

4. [ ( ( - B -> A ) -> ( ( - A ) -> ( - - B ) ) ) -> ( ( - B -> A ) -> ( ( 

- A ) -> B ) ) ] Modus Ponens de 3 y 2: Juicio 32 

5. ( ( - B ) -> A ) -> - A -> - - B Caso del Juicio 28 ( Axioma 4 l 

6. ( ( - ~ .-> A ) -> ( ( - A ) -> B ) ) Modus Ponens de 4 y 5_ Juicio 33 

7. [ ( ( - B ) -> A ) -> ( - A -> B ) l -> [ ( ( C -> ( ( - B ) -> A ) -> 

C -> ( ( - A ) -> B ) ) ] Caso del Juicio 5 

8 •. ( ( C -> ( ( - B ) -> A ) -> ( C -> ( ( - A ) -> B ) ) Modus Ponens de 

7 y 6: Juicio 34 

9. [ ( ( c -> ( ( - B -> A ) -> ( c -> ( ( - A ) -> B ) ) 1 -> [ ( c -> ( 

( - B ) -> A ) ) ) -> ( ( - A ) -> C -> B ) ) ) Caso del Juicio 12 

10. ( C -> ( ( - B ) -> A ) ) ) -> ( ( - A ) -> ( C -> B ) ) Modus Ponens 

de 9 y 8: Juicio 35 

11. A -> ( ( - B ) -> A ) Caso del Juicio 1 ( Axioma 1 ) 

12. ( A -> ( ( - B ) -> A ) -> ( A -> ( ( - A ) -> B ) ) Caso del Juicio 

34 

13. A -> ( ( - A 

14. c -> < 1 - c 
15. ( c -> 1 1 - c 

Caso del Juicio 9 

-> B ) Modus Ponens de 12 y 11: Juicio 36 

-> B ) ) Caso del Juicio 36 

-> B ) ) -> [ [ ( ( -c ) -> B ) -> A 1 -> ( c -> A ) • 1 

16. [ ( ( -C ) -> B ) -> A ) -> ( C -> A ) Modus Ponens de 15 y 14: Juicio 

37 
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17. ( A -> ( ( - A ) -> 8 ) ] -> ( ( - A ) -> ( A -> B ) ] Caso del Juicio 8 

( Axioma 3 ) 

18. ( - A ) -> ( A -> B ) Modus Ponens de ·17 y 13: Juicio 38 

19. ( ( - A ) -> ( A -> 8 ) ) -> ( ( ( - A ) -> A ) -> ( ( - A ) -> B ) ) 

Caso del Juicio 2 ( Axioma 2 ) 

20. ( ( ( - A ) -> A ) -> ( ( - A ) -> B ) ) Modus Ponens de 19 y 18: 

Juicio 39 

21. [ ( ( -A ) -> A ) ) -> ( ( - A ) -> 8 ) ) ] -> { ( - B ) -> ( ( ( -A ) 

-> A ) l -> A ] } Caso del Juicio 35 

22. ( - B ) -> ( ( ( -A l -> A ) ) -> A J Modus Ponens de 21 y 20: Juicio 

40 

§19. 

( 41 ) [ A -> ( - - A ) J Axioma 6 

l. A -> A Juicio 27 

2. A -> A -> ( - - ( A -> A ) J Caso del Juicio 41 ( Axioma 6 ) 

3. - - ( A -> A ) Juicio 42 

4. - - ( A -> A l J -> ( ( ( -A ) -> A ) ) -> A J Caso del Juicio 40 

S. ( ( -A ) -> A ) ) -> A l Modus Ponens de 4 y 3: Juicio 43 

6. ( ( - A ) -> A ) ) -> A 1 -> ( ( ( - A ) -> c ) -> ( ( e -> A ) -> A ) 

] Caso del Juicio 21 

7. [ ( ( - A ) -> C ) -> ( ( C -> A ) -> A ) ] Modus Ponens de 6 y S: 

Juicio 44 

8. ( ( ( - A ) -> e ) -> ( ( c -> A ) -> A ) l -> { ( ( ( - e ) -> A ) -> ( 

( - A l -> c ) J -> ! ( ( - e l -> A ) -> ( ( c -> A ) -> A ) J } Caso del 

Juicio 5 

9. ! 1 1 - c > -> A > -> 1 < - A > -> e > J -> e < ¡ - e > -> A > -> 1 < c -
> A ) -> A ) J Modus Ponens de 8 y 7: Juicio 45 
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10. ( .C - C -> A ) -> ( ( - A ) -> C ) ) Caso del Juicio 33 

11. ( ( - C ) -> A ) -> ( ( C -> A ) -> A ) Modus Ponens de 10 y 9: Juicio 

46 

12. r e ¡ - c J -> A J -> < ¡ c -> A J -> A J J J -> ¡ e e - c > -> e > -> 

( ( B -> A ) -> ( ( C -> A ) -> A ) ) ] Caso del Juicio 21 

13. [ ( ( - c ) -> B ) -> ( ( B -> A ) -> ( ( e -> A ) -> A ) ) 1 Modus 

Ponens de 12 y 12: Juicio 47 

14. [ ( ( - c ) -> B ) -> ( ( B -> A ) -> ( ( e -> A ) -> A ) ) 1 - > [ [ o 
-> ( ( - e ) -> B ) J -> ( ( B -> A ) -> ( ( e -> A ) -> ( o -> A ) ) ) J 

Caso del Juicio 23 

15. [ o -> ( ( - e ) -> B ) 1 -> ( ( B -> A ) -> ( ( c -> A ) -> ( o -> A 

) ) ) Modus Ponens de 14 y 13: Juicio 48 

16. [ ( ( - c ) -> B ) -> ( ( B -> A ) -> ( ( e -> A ) -> A ) ) l -> [ ( ( 

- C ) -> B ) -> [ ( C -> A ) -> ( ( B -> A ) -> A ) ) ) Caso del Juicio 12 

17. [ ( ( - C ) -> B ) -> [ ( C -> A ) -> ( ( B -> A ) -> A ) ) ) Modus 

Ponens de 16 y 13: Juicio 49 

18. [ ( ( - c ) -> B ) -> [ ( c -> A ) -> ( ( B -> A ) -> A ) l J -> [ ( e 

-> A ) -> ( ( B -> A ) -> { [ ( -c ) -> B J -> A } ) J Caso del Juicio 17 

19. [ ( c -> A ) -> ( ( B -> A ) -> { [ ( -c ) -> B 1 -> A } ) 1 Modus 

Ponens de 18 y 17: Juicio SO 

20. [ ( c -> A ) -> ( ( B -> A ) -> { [ ( -c ) -> B 1 -> A } ) l -> { ( o -
> ( c -> A ) ) -> ( B -> A ) -> [ o -> ( ( ( - c ) -> B ) -> A ) 1 l } 

Caso del Juicio 18 

21. o -> ( e -> A ) ) -> [ ( B -> A ) -> [ o -> ( ( ( - c ) -> B ) -> A 

) ) ) Modus Ponens de 20 y 19: Juicio 51 

Como Frege no distingue entre un cálculo proposicional y otro 

cuantificacional, es diffcil traducir sus formulas de los parágrafos 20· en 
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adelante a una simbologfa estandard como la que he estado utilizando en este 

capftulo. Para ellos, elabore una notación horizontal no estandard que combina 

letras maytlsculas con minúsculas. Por conveniencia, al transcribir las formulas 

de la conceptograffa, he sustituido la a gótica por x y la b gótica por w. Por 

ello, tambián fue necesario sustituir la x minllscula latina por b 1 en las 

fórmulas donde ambas aparec!an ( 522: 1 a 20 ) • También traduje las 

minúsculas latinas que ocupaban el lugar de contenidos judtcables por 

mayúsculas latinas. Esta distinción la htce para facfütar la lectura de las 

formulas traducidas, pero no corresponde a ninguna distinción dentro de la 

conceptograffa de Frege. Estas reconstrucciones también ponen de manifiesto 

de una manera mas clara que dentro de toda expresi6n20, cualquiera de su& 

partes puede tomar el papel de función o el de argumento1 o algunas veces 

tomar uno y otras veces el otro ( §21 ) • 

520 

1. c.: d l -> ( f(c) -> f(d) ) Juicio 52: Axioma 6 

2. [ ( c:; d l -> ( f(c) -> f(d) l J -> [ f(c) -> ( ( c...: d ) -> f(d) ) J 

Caso del Juicio 3 ( Axioma 3 ) 

3. [ f(c) -> ( ( c.= d ) -> f(d) ) 1 Modus Ponens de 2 ~ 1: Juicio 53 

§21 

l. c.: c ) Juicio 54: Axioma 7: Identidad 

2. [ ( c :; c ) -> ( ( c :; d ) -> ( d..=: c ) ) ) Caso del Juicio 53 

3. c =. d -> ( d...=. c ) Modus Ponens de 2 y 1: Juicio 55 

4. e:; d -> ( d..=: c ) ) -> ( ( ( d.= c ) -> ( f(d) -> f(c) ) ) -> ( ( c 

:; d ) -> ( f(d) -> f(c) ) ) ) Caso del Juicio 9 

5. ( ( d:; c ) -> ( f(d) -> f(c) ) ) -> ( ( c...= d ) -> ( f(d) -> f(c) ) ) 

Modus Ponens de 5 y 4: Juicio 56 

6. ( d :; c ) -> ( f(d) -> f(c) ) Caso del Juicio 52 ( Axioma 6 ) 
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§22 

( 58 ) [ { >Jx ) f{x) J -> f(c) donde ~ no ocurre fuera del lugar del 

argumento de f. En otras palabras, x no ocurre dentro de f: Axioma 8 

l. [ ( >Jx ) ( g(a) -> f(a) ) ] -> { ( g(b) -> f(b) l Caso del Juicio 58 

Axioma 8 ) 
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2. { [ ( >Jx l { g(x) -> f(xl l J -> { ( g{b) -> f(b) l ) l -> ( g(b) -> { -

f(b) -> - [ ( Vx ) { g(xl -> f(xl ) J ) ) Caso del Juicio 30 

3. g{b) -:i { - f(b) -> - [ { >Jx ) ( g(x) -> f(x) ) ) } Modus Ponens de 2 y 

1: Juicio 59 

4. [ { >Jx l [ h{x) -> { g(x) -> f{x) l J J -> [ h{b) -> ( g(b) -> f(b) ) ] 

Caso del Juicio 58 ( Axioma 8 l 

5. { [ ( >Jx ) [ h(x) -> ( g(x) -> flxl ) -> [ h{b) -> ( g(b) -> f(b) ) 

} -> { [ { >Jx ) [ h{x) -> ( g(x) -> f(x) J J -> ¡ g(b) -> ( h(b) -> f(b) 

) } Caso del Juicio 12 

6. [ ( >Jx ) [ h{x) -> ( g(x) -> f(x) ) J J -> [ g(b) -> ( h(b) -> f(b) ) ] 

Modus Ponens de 5 y 4: Juicio 60 

7. ( >Jx ) f(X) ] -> f(c) Juicio 58: Axioma 8 

8. ( ( >Jx ) f(x) ) -> f(c) 1 -> [ ( ( ( >Jx ) f(x) ) -> A ) -> ( f(c) -> A 

) J Caso del Juicio 9 

9. ( ( ( >Jx ) f(x) ) -> A ) -> { f(c) -> A ) Modus Ponens de B y 7: Juicio 

61 

10. { [ { Vx ) ( g(x) -> f(x) ) -> ( ( g(b) -> flbl ) } -> { g(b) -> [ [ º( 

Vx l ( g{x) -> f(xl ) J -> f(b) l ) Caso del Juicio 8 ( Axioma 3 ) 

11. g(b) -> [ [ ( Vx ) ( g(x) -> f(x) ) ) -> f(b) l Modus Ponens de 10 y 9: 

Juicio 62 
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12. { g(b) -> [ [ ( \/x ) ( g{x) -> f(x) l J -> f(b) J } -> { g(b) -> { M -> 

[ [ ( \/x ) ( g{x) -> f(x) ) ] -> f{b) ] } } Caso del Juicio 24 

13. g(b) -> { M -> ( [ ( lJx ) ( g(x) -> f(x) ) J -> f{b) J } Modus Ponens 

de 12 y 11: Juicio 63 

14. { g(b) -> [ ( l/x ) ( g(x) -> f(x) l J -> f(b) J } -> { ( h(y) -> g(b) 

) -> [ [ ( \/x ) ( g(x) -> f(X) ) ] -> ( ·h(y) -> f(b) ) ] } Caso del Juicio 18 

15. ( h(y) -> g(b) ) -> [ [ ( \/x ) ( g(x) -> f(x) ) J -> ( h{y) -> f(b) ) 1 

Modus Poneos de 14 y 13: Juicio 64 

16. ( h(b) -> g(b) ) -> [ [ ( \/x ) ( g(x) -> f{x) ) J -> ( h(b) -> f(b) ) J 

Caso del Juicio 64 

17. { ( h{b) -> g(b) ) -> [ [ ( \/x ) ( g(x) -> f(x) l J -> ( h(b) -> f(b) ) 

1 l -> { [ ( \/x ) ( h(x) -> g(xl l J -> [ [ ( \/x l ( g(x) -> f(x) l J -> ( 

h(x) -> f(x) ) ] } Caso del Juicio 61 

18. { [ ( \/x ) ( h(x) -> g(x) l J -> [ [ ( \/x l ( g(x} -> f(x) } J -> ( 

h(x) -> f{x) ) ] } Modus Ponens de 17 y 16: Juicio 65 

19. { [ ( l/x ) ( h(x) -> g(x) ) 1 -> [ [ ( lJx ) ( g(x) -> f(x) ) 1 -> ( 

h(x) -> f(x) ) l } -> { [ ( \/x ) ( g(x) -> f(x) ) -> [ [ ( llx ) ( h(x) -> 

g(x) l J -> ( h(x) -> f(x) ) J } Caso del Juicio B Axioma 3 ) 

20. [ ( \/x ) ( g(x) -> f(x) ) 1 -> [ [ ( \/x l ( h(x) -> g(x) ) ] -> ( h(x) 

-> f(x) ] Modus Ponens de 19 y 18: Juicio 66 

21. ( ( ( \/x ) f(x) l -> f(c) ) -> { [ [ ( ( lJx ) f(x) ) :; B ] -> ( b -> ( ( 

\/x l f(x) ) l 1 -> [ [ l ( \/x l f(x) l :; B 1 -> l B -> f(c) ) J J } Caso del 

Juicio 7 

22. { [ ( ( \/x ) f(x) ) :; B ] -> [ B -> ( ( \/x ) f(x) ) ] } -> { [ ( ( \/x ) 

f(x) ) :; B ] -> ( B -> f(c) l ] } Modus Ponens de 21 y 20: Juicio 67 

23. [ ( ( \/x ) f(x) ) :; B ] -> [ B -> ( ( \/x ) f(x) ) ] Caso del Juicio 57 
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24. [ t ( Vx ) f(x) ) : B ] -> ( B -> fiel ) 1 Modus Ponens de 22 y 23: 

J~icio 68 

2· Una Teorfo General de Secuencias 

Si bien es muy probable que la fuerte impresión de in-inteligibilidad y 

abigarrada oscuridad que nos dio la conceptografla en una primera vista se 

haya suavizado al llegar a la derivación del juicio 68 1 también es muy probable 

que, al entrar· a esta tercera parte del texto, la impresión regrese con mayor 

fuerza aúri, ya que los juicios del 69 en adelante, que Frege util\za para 

demostrar algunas propiedades de las secuencias l como ejemplo de las 

múltiples aplicaciones de su conceptograffa ) , están plagados de extraños 

sfml;Jolos nuevos tales como letras griegas, subscriptos, lineas curvas 1 rectas, 

y dem6.s. Contrario a las pretensiones de claridad y sencillez de acuerdo a las 

cuales Frege dice haber construido su conceptograffa, estos julcios son aún 

mas oscuros y complejos que los de las primeras partes. además de que su 

nueva oscuridad y complejidad es completamente artificial y en muchos de los 

casos innecesaria. 

Le. mayorfa de los simbolos que aparecen por primera vez en esta parte 

de la Concent.oaraffa ~on introducidos a través de la doble barra vertlca1:?1. 

Se supone que esta función sirve para simplificar y abreviar expresiones 

complejas. sin embargo los nuevas sfmbolos que Frege introduce como 

abreviaturas son tanto o mas complejos que las expresiones originales. Para la 

reconstrucción de esos juicios, he sustituido tales sfmbolos por otros mas 

simples, tan sencillos como lo permiten las reglas de la igualdad por 

definición22 . En la mayorfa de los casos, opté por simbolos sencillos en los 

que solo se marcan los lugares para argumentos. Sin embargo, en muchos 

casos estos argumentos eran a su vez funciones, por lo que fue necesario 
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marcar también lugares para los argumentos de éstos. Para ello, utilicé el 

asterisco 11 • 11 y, en los casos En que era necesario marcar otro lugar de 

argumentos, el sfmbolo de adición 11+11 • Por ejemplo, si era necesario introducir 

un símbolo para abreviar una expresión cuyas únicas letras que ocurren libres 

son las letras de funciones f y g. Según las reglas de funcionamiento de la 

doble barra vertkal, en el nuevo sfmbolo las letras funcionales f y g también 

deberfan ocurrir libres, Lo más sencillo serfa asignar un carácter cualquiera 

11 $ 11 para abreviar esta función ( cuyos argumentos son las letras f y g ) asf: 

S(f, g), Sin embargo, una vez que queramos sustituir las letras f y g nada 

deja ver en esta nueva expresión que hablamos de expresiones funcionales. 

Además de que, si queremos sustituirlas por funciones complejas que incluyan 

barras o cuantificadores, será necesario marcar el espacio vacfo que nos 

permite reconocerlas como funciones. Para esto sirven las minúsculas griegas 

de la conceptograffa23 • En las siguientes reconstrucciones, repito, evttare 

estas marcas lo mas postble 1 adoptando versiones sencillas del tipo S(f,g) 

contra las mas complicadas $(f( "), g( +)), y sólo cuando sea necesario marcare 

sus espacios vacfos con asteriscos o con el stgno de la adición. 

§24 

{ ( Vx ) F(x) -> [ ( Vy ) ( f(x,y) -> F(y) ) 1 } ='def &(F,f) 

La expresión &(A,B) ha sido definida para significar que la propiedad A es 

hereditaria en la secuencia-a, es decir que para todo par indistinto de 

exprssiones E y H tales que B(E,H) 1 si A(B}, entonces B(H). 

§25 

l. ( Vx ) F(x) -> [ Vy ) f(x,y) -> F(y) ) } : &(F,f) Juicio 69 

2. { { ( Vx ) F(x) -> ( Vy ( f(x,y) -> F(y) 1 } = &(F,f) } -> { 

&(F,f) -> [ F(a) -> [ ( Vx ) ( f(a,x) -> F(x) ) ] ] } Caso del Juiico 68 
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3. { &(F,f) -> [ F(a) -> [ ( Vx ) ( f(a,x) -> F(x) ) ) 1 } Modus Ponens de 

2 y 1: Juicio 70 

4. { &(F,f) -> F(o) -> [ ( Vx ) ( f(~,x) -> F(x) ) ) ) } -> { [ ( Vx l ( 

f(a,x) -> F(x) ) -> ( f(o,y) -> F(y) l J -> l &(F,fl -> [ F(a) -> ( f(a,y) -> 

F(y) ) 1 1 } Caso del Juicio 19 

5. l ( Vx ) ( f(a,x) -> F(x) ) -> ( f(a,y) -> F(y) ) ) -> l &(F,fl -> l F(a) 

-> ( f(o,y) -> F(y) ) ) 1 Modus Ponens de 4 y 3: Juicio 71 

6. [ ( Vx ) ( f(a,x) -> F(x) l -> ( f(a,y) ->_ F(y) ) J Caso del Juicio 58 

7. [ &(F,f) -> [ F(o) e> ( f(o,y) -> F(y) _) ] ] Modus Ponens de 5 y 6: 

Juicio 72 

B. [ &(F,f) -> [ F(a) -> ( f(a,y) -> F(y) ) ] ] -> [ ( &(F,f) -> F(a) ) -> [ 

&(F,f) -> ( f(a,y) -> F(y) ) ] ) Caso del Juicio 2 

9. [ ( &(F,f) -> F(a) l -> [ &(F,f) -> ( f(a,y) -> F(y) l J 1 Modus Ponens 

de B y 7: Juicio 73 

10. [ &(F,f) -> [ F(a) -> ( f(o,y) -> F(y) l l ) -> [ F(a) -> [ &(F,f) -> ( 

f(a,y) -> F(yj ) 1 1 Caso del Juicio B ( Axioma 3 ) 

11. [ F(a) -> [ &(F,fl -> ( f(n,y) -> F(y) ) J J Modus Ponens de 10 y 7: 

Juicio 74 

12. { { ( Vx l F(x) -> [ ( Vy ) ( f(x,y) -> F(y) ) ] } : &(F,f) } -> ( ( ( 

Vx ) F(x) -> [ ( Vy ) ( f(x,y) -> F(y) ) 1 } -> &(F,f) } Caso del Juicio 52 

( Axioma 6 ) 

13. { { ( Vx l F(x) -> ( ( VY ) ( f(x,y) -> F(y) ) ] } -> &(F,f) } Modus 

Ponens de 12 y 1: Juicio 75 

526 

(76) ( V(P) { &(P,f) -> [ [ ( Vx l ( f(a,x) -> P(x) ) ) -> P(y) l } ) :def 
#(f(a,y)) 

La función #(E(A,B)) está definida para significar que B sigue a A en la 
secuencia-E, es decir, que para toda función P, si del cumplimiento de las dos 
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condiciones, (1) que la propiedad P sea hereditaria en la secuencia-E, Y (2) 
que para toda expresión H tal que E(A1 H) se cumple que P(H), se puede 

inferir que P(Y). 

527 

l. { V(P) { &(P,f) -> ( [ ( \/x ) ( f(a,x) -> P(x) ) l -> P(y) 1 } } _ 

#(f(a,y)) Juicio 76 

2. [ ( V(P) { &(P,f) -> [ [ ( \/x ) ( .f(a,x) -> P(x) ) l -> P(y) l } ) _ 

#(f(a,y)) ] -> { #(f(a,y)) -> { &(F,f) -> ( [ ( Vx ) ( f(a,x) -> F(x) ) ) -> 
F(y) 1 } } Caso del Juicio 68 

3. #(f(a,y)) -> { &(F,f) -> [ ( ( Vx ( f(a,x) -> F(x) ) J -> F(y) l } 

Modus Ponens de 2 y 1: juicio 77 

4. { #(f(a,y)) -> { &(F,f) -> [ [ ( vx ( f(a,x) -> F(x) l J -> f(y) } } 

-> { &(F,f) -> [ [ ( \/x ) ( f(a,x) -> F(x) ) l -> ( #(f(a,y)) -> F(y) ) J } 
Caso del Juicio 17 

S. &(F,fl -> [ [ ( \/x ) ( f(a,x) -> F(x) ) J -> ( #(f(a,y)) -> F(y) ) J 
Modus Pone ns de 4 y 3: juicio .78 

6. { &(F,f) -> [ [ ( \/x ) ( f(a,x) -> F(x) J -> ( #(f(a,y)) -> f{y) ) J } 
-> { &(F,f) -> [ [ ( \/x ) ( f(a,x) -> F(x) ) J -> [ &(F,f) -> ( #(f(a,y)) -> 

F(y) ) ] ] } Caso del Juicio 2 ( Axfoma 2 ) 

7. { &(F,f) -> [ [ ( \/x l ( f(a,x) -> F(x) ) J -> &(F,fl -> ( #(f(a,y)) -> 

F(y) ) ] J } Modus Ponens de 6 y 5: Juicio 79 

8. { &(F,f) -> [ [ ( \/X ) ( f(a,x) -> F(x) ) ] -> &(F,f) -> ( #(f(a,y)) -> 
F(y) ) J J } -> { [ f(a) -> ( &(F,f) -> [ ( vx ) ( f(a,x) -> F(x) ) J ) J -> 
[ f(a) -> ( &(F,f) -> ( #(f(a,y)) -> F(y) ) ) J } caso del Juicio 5 

9, { ( F(a) -> ( &(F,f) -> [ ( \/x ) ( f(a,x) -> F(x) ) J ) J -> [ F(a) -> ( 

&( F, f) -> ( #(f(a,y)) -> F(y) ) ) J } Modus Ponens de 8 y 7: Juicio 80 

10. ( F(a) -> ( &(F,f) -> [ ( \/x ) ( f(a,x) -> F(x) ) J J J Caso del Juicio 

74 

11. F(a) -> ( &(F,f) -> ( #(f(a,y]) -> F(y) ) ) J Modus Ponens de 9 y 10: 

Juicio 81 

12. [ F(a) -> ( &(F,f) -> ( #(f(a,y)) -> f(y) ) ) ] -> { ( A ->F(a) ) -> [ 

&(F,f) -> ( A-> ( #(f(a,y)) -> F(y) ) ) J } Caso del Juicio 18 

13. { ( A -> F(a) ) -> [ &(F,f) -> ( A -> ( #(f(a,y)) -> F(y) ) ) ] } Modus 

Pone ns de 12 y 11: juicio 82 

14. { ( h(a) -> ( ( - h(a) ) -> g(a) ) J -> [ &(F,( ( - h(*) ) -> g(•) )) -> 
( h(a) -> ( #(f(a,y)) -> ( ( - h(y) ) -> g(y) ) ) ) ] } Caso del Juicio 82 
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15. [ h(a) -> ( ( - h(a) 1 -> g(a) ) ] Caso del Juicio 36 

16. [ &(F,( ( - h(*) ) -> g(*) )) -> ( h(a) -> ( #(f(a,y)) -> ( ( - h(y) ) -

> g(y) ) ) ) l Modus Ponens de 14 y 15: Juicio 83 

17. [ F(a) -> ( &(F,fl -> ( #(f(a,y)) e> F(y) ) l l -> [ &(F,f) -> ( F(a) -> 
( #(f(a,y)) -> F(y) ) ) l Caso del Juicio 8 ( Axioma 3 l 

18. [ &(F,f) -> ( F(a) -> ( #(f(a,y)) -> F(y) ) ) ] Modus Ponens de 17 y 

11: Juicio 84 

19. { #(f(a,y)) -> { &(F ,f) -> [ [ ( >Jx l ( f(a,x) -> F(x) l -> F(y) 1}} 

-> { #{f(a,y) J -> [ [ ( >Jx J ( f(a,x) -> F(x) J l -> ( &(F,fl -> F(y) ) 1 } 
Caso del Juicio 12 
20. { #(f(":,YI l -> [ [ ( >Jx ) ( f(a,x) -> F(xl l l -> ( &(F,fl -> F(y) ) 1 } 
Modus Ponéns de 19 y 3: Juicio 85 

21. { #(f(a,y)) -> [ ( ( >Jx ) ( f(a,x) -> F(x) ) l -> ( &(F,f) -> F(y) ) l } 

->' { { ( &(F,f) -> F(y) ) -> ( &(F,f) -> ( f(y,z) -> F(z) l ] } -> 
#(f(a,y)) -> [ ( ( >Jx l ( f(a,x) -> F(x) ) ] -> &(F,f) -> ( f(y,z) -> F(z) 

l } } Caso del Juicio 19 

22. { { ( &(F,f) -> F(y) I -> ( &(F,f) -> ( f(y,z) -> F(z) 1 ] } -> 
#(f(a,y)) -> [ [ ( >Jx J ( f(a,x) -> F(x) l l -> ( &(F,fl -> ( f(y,z) -> F(zl 

J J ] } } Modus Ponens de 21 y 20: Juicio 86 

23. [ ( •<F,f) -> F(y) ) -> [ &(F,fl -> ( f(y,z) -> FíL) ) l l Caso del 
Juicio 73. 

24. { #(f(a,y)) -> [ ( ( >Jx l ( t(a,x) -> Fíx) l ] -> ( ~(F,fl -> { f{y,z) -> 

F(z) ) 1 l } Modus Ponens de 22 y 23: Juicio 87 

25. ( #(f(a,y)) -> [ [ ( >Jx l ( f(a,x} -> F(x) ) l -> &(F,f) -> ( f(y,z) -> 
F(z) l l } -> { f(y,z) -> ( #(f(a,y)) -> ( [ ( >Jx ) ( f(a,x) -> F(x) l ] -> ( 
•<F,f) -> F(z) ) l ] } Caso del Juicio 15 

26. { f(y,z) -> [ #(f(a,y)) -> ( [ ( >Jx ) ( f{a,x) -> F(x) ) ] -> ( &(F,fl -> 

f(z) ) l l } Modus Ponens de 25 y 24: Juicio 88 

528 

l. ( V(P) { &(P,f) -> [ [ { Vx ) ( f(a,x) -> P(x) ) ] -> P(y) l } l.: 

#(f(a,y)) Juicio 76 

2. ( ( >J(P) { &(P,f) -> ( [ ( Vx ) ( f(a,x) -> P(x) ) I -> P(y) l } ) : 

#(f(a,y)) l -> ( ( V(P) { &(P,f) -> [ ( ( Vx ) ( f(a,x) -> P{x) ) l -> P(y) 

l } l -> #(f(a,y)) ] Caso del Juicio 52 ( Axioma 6 ) 

3. ( ( V(P) { &(P,f) -> [ [ ( Vx ) ( f(a,x) -> P(x) ) 1 -> P(y) l } ) -> 

#(f(a,y)) ] Modus Ponens de 2 y 1: Juicio 89 
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4. ( ( V(P) { &(P,f) -> ( ( { Vx ) { f{a,x) -> P(x) l l -> P(y) l } ) -> 
#{f{a,y)) J -> ( { c -> ( V(P) { &(P,f) -> ( ( { Vx ) { f{a,x) -> P(X) ) l -

> P{y) ] } ) ) -> { c -> #(f(a,y)) ) ] Caso del Juicio 5 

5. ( { c -> ( V(P) { &{P,f) -> ( ( ( Vx ) ( f{a,x) -> P(x) ) ]'-> P(y) ] } l 

) -> { c -> #{f(a,y)) ) ] Modus Ponens de 4 y 3: Juicio 90 

6. f(a,y) -> { V{P) { &{P,f) -> ( ( ( Vx l ( f(a,x) -> P{x) l l -> P(y) ] } 

) Caso del Juicio 63 
7. [ { f{a,y) -> { V{P) { &(P,f) -> [ [ { Vx ) { f(a,x) -> P(x) ) ] -> P(y) 

J ) ) l -> ( f(a,y) -> #(f{a,y)) ) ] Caso del juicio 90 

8. ( f{a,y) -> #(f(a,y)) ) Modus Ponens de 7 y 6: Juicio 91 

9. { f(a,y) -> ll(f(a,y)) J -> ( { a=. z ) -> ( f(a,y) -> ll{f{z,y)) ) ] Caso 

del Juicio 53 
10. ( a=. z ) -> { f{a,y) -> ll(f(z,y)) ) ] Juicio 92 

11. { ( VP ) ( ( { Vx l -> f(a,x) -> P(x) l -> ( &(P,f) -> P{y) l ] } -> { { 
VP ) ( &{P,f) -> ( ( ( Vx ) ( f{a,x) -> P{x) ) ) -> P{y) ] ] } Caso del 

Juicio 60 

12. [ ( { ( VP l ( ( ( Vx l -> f(a,x) -> P(x) l -> ( &{P,f) -> P{y) l ] } -

> ( V(P) ( &{P,f) -> ( ( ( Vx ) { f{a,x) -> P(x) ) ] -> P{y) ) } ) ) -> { { 
{ VP ) ( ( ( Vx ) -> f(a,x) -> P{x) l -> { &(P,f) -> P{y) l l } -> #{f(a,y)) 

) l Caso del Juicio 90 

13. ( { ( VP ) ( { { Vx l -> f(a,x) -> P(x) ) -> { &(P,f) -> P(y) } -> 
#(f(a,y)) ) Modus Ponens de 12 y 11: juicio 93 

14. ( { ( VP ) ( ( ( Vx ) -> f{a,x) -> P(x) l -> &(P,f) -> P(z) } -> 
#(f{a,z)) ) Caso del Juicio 93 

15. ( { { VP l ( { { Vx l -> f(a,x) -> P{x) -> &(P, f) -> P{z) l } -> 
#(f(a,z)) ) -> { [ f(y,z) -> ( #{f{a,y)} -> { ( VP [ { ( Vx ) -> f{a,x) -> 
P{x) l -> { &{P,fl -> P(z) l J } J J -> [ f(y,z) -> { #(f{a,y)) -> #(f{a,z)) 

) ) } Caso de Juicio 7 

16. { ( f(y,z) -> ( #{f(a,y)) -> { ( VP ) [ { Vx ) f{a,x) -> P(x) ) -> { 
&(P,f) -> P(z) l l } 1 1 -> [ f{y,z) -> ( ll(f(a,y)) -> #(f(a,z)) ) ) } Modus 

Ponens de 15 Y 14: Juicio 94 

17. { f{y,z) -> ( #{f{a,y)) -> { ( VP) [ { Vx) { f{a,x) -> P(xl ) -> { 
&(P,f) -> P(z) ) ) } ] } Caso del Juicio 88 

18. ( f{y,z) -> { #(f(a,y)) -> #{f(a,z)) ) ) Modus Ponens de 17 y 16: Juicio 

95 
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19. [ f(y,z) -> ( #(f(a,y)) -> #(f(a,z)) ) J -> ( #(f(a,y)) -> ( f(y,z) -> 
#(f(a,z)) ) J Caso del Juicio 8 ( Axioma 3 ) 

105 

20. [ #(f(a,y)) -> ( f(y,z) -> #(f(a,z)) ) J Modus Ponens de 19 y 18: Juicio 

96 

21. >Jx ) [ #(f(a,x) -> [ ( Vw ) ( f(x,w) -> #(f(a,w)) ) J J Caso del juicio 

96 

22. { ( Vx ) [ #(f(a, x) -> [ ( >Jw ) ( f(x,w) -> #(f(a,w)) l J J } -> 
&(#(f(a,*),f)) Caso del Juicio 75 

23. &(#(f(a,*),f)) Modus Ponens de 22 Y 21: Juicio 97 

24. &(#(f(a,*),f)) -> [ #(f(a,y)) -> ( #(f(y,z)) -> #(f(a,z)) ) ] Caso del 

Juicio 84 

25. [ #(f(a,y)) -> ( #(f(y,z)) -> #(f(a,z)) ) ) Modus Ponens de 24 y 23: 

Juicio 98 

529 

(99) [ ( - #(f(a,z)) ) -> ( z:; x l ] -"def %(f(a,z)) 

Donde la función \(E(A,B)) queda definida para signtficar que B pertenece a 
la secuencia-E que empieza en A. En otras palabras, que B es idéntica a A o 
la sigue en la secuencia-E, 
l. [ ( - #(f(a,z)) ) -> ( z :; x ) J .= \(f(a,z)) Juicio 99 

2. { [ ( - #(f(a,z)) l -> ( z:; x ) J..: %(f(a,z)) } -> { [ ( - #(f(a,z)) ) -> 

( z .= x ) J -> %(f(a,z)) } .caso del Juicio 57 

3. { [ ( - #(f(a,z)) l -> ( z:; x ) ] -> \(f(a,z)) } Modus Ponens de 2 y 1: 

Juicio 100 

4. { [ ( - #(f(a,z)) l -> ( z :; x l J -> %(f(a,z)) } -> { [ ( z : x l -> ( 
F(z,v) -> #(f(a,v)) ) l -> [ [ #(f(a,z)) -> ( f(z,v) -> #(f(a,v)) l ] -> ( 
'l;(f(a,z)) -> ( f(z,v) -> #(f(a,b)) ) ) ] } Caso del Juicio 48 

5. { [ ( z =. x ) -> ( F(z,v) -> #(f(a,v)) ) J -> [ [ #(f(a,z)) -> ( f(z,v) -> 
#(f(a,v)) ) ] -> ( 'l;(f(a,z)) -> ( f(z,v) -> #(f(a,b)) ) ) ] } Modus Ponens 

de 4 y 3: Juicio 101 

6. [ #(f(a,z)) -> ( f(Z,V) -> #(f(a,v)) ) ] Caso del Juicio 96 

7. [ ( z: al-> ( f(z,v) -> #(f(a,v)))] Caso del Juicio 92 

8. [ [ #(f(a,z)) -> ( f(z,v) -> #(f(a,v)) l -> ( 'l;(f(a,z)) -> ( f(z,v) -> 
#(f(a,b)) ) ) ] Modus Ponens de 5 y 7 

9. ( 'l;(f(a,z)) -> ( f(z,v) -> #(f(a,b)) ) Modus Ponens de 8 y 7: Juicio 102 

10. ( %(f(a,z)) -> ( f(z,v) -> #(f(a,b)))) -> { l ( z =. x) -> ( x: z) ] -

> [ #(f(a,z)) -> ( ( - #(f(a,z)) ) -> ( x : z } ) ] } Caso del Juicio 19 
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11. ( [ ( z:: x ) -> ( x :: z ) J -> [ #(f(a,z)) -> ( ( - #(f(a,z)) ) -> ( x:: 

z ) ) ) } Modus Ponens de 10 y 9: Juicio 103 

12. [ ( z : x ) -> ( x.: z ) J Caso del Juicio 55 

13. [ #(f(a,z)) -> ( ( - #(f(a,z)) ) -> ( x:: z) ) J Modus Ponens de 12 y 

11: Juicio 104 

530 

l. [ ( - #(f(a,z)) l -> ( z:: x ) J.:: %(f(a,z)) Juicio 99 

2. [ [ ( - #(f(a,zll ) -> ( z:: x ) J.:: %(f(a,z)) J -> [ ( ( - lt(f(a,z)) ) -> 
( z :: x ) ) -> %(f(a,z)) J Caso del Juicio 52 

3. [ ( ( - #(f(a,z)) ) -> ( z: x ) ) -> %(f(a,z)) Modus Ponens de 2 y 1: 

Juicio 105 

4. [ ( ( - #(f(a,zl) -> z : x ) ) -> %(f(a,z)) -> ( #(f(a,z) -> 
%(f(a,z)) ) Caso del Juicio 37 

5. ( #(f(a,z) -> %(f(a,z)) ) Modus Ponens de 4 y 3: juicio 106 

6. ( #(f(z,vl -> %(f(z,v)) ) Caso del Juicio 106 

7. ( #(f(z,v) -> %(f(z,v)) ) -> [ [ 'l¡(f(z,y)) -> ( f(y,v) -> #(f(z,v)l ) J -> 
[ %(f(z,y)) -> ( f(y,v) -> %(f(z,v)) ) J J Caso del Juicio 7 

B. [ [ %(f(z,y)) -> ( f(y,v) -> #(f(z,v)) ) J -> [ %(f(z,y)) -> ( f(y,v) -> 
%(f!z,v)) ) ] J Modus Ponens de 7 y 6: Juicio 107 

9. [ %(f(z,y)) -> ( f(y,v) -> #(f(z,v)) ) ] Caso del Juicio 102 

10. [ %(f(z,y)) -> ( f(y,v) -> %(f(z,v)) ) ] Modus Ponens de 9 y B: Juicio 

lOB 

U. ( 1/x ) [ '!;(f(a,x)) -> ( Vw ) ( f(J<,w) -> %(f(a,w)) ) ) j Caso del 

Juicio 108 

12. ( ( ( vx ) %(f(a,x)) -> [ ( Vy l ( f(x,y) -> 'l;(f(a,y)) ) J } -> 
&(#(f(a,•),f) } Caso del Juicio 75 

13. &(#(f(a,•),f) Modus Ponens de 12 y 11: Juicio 109 

14. &(#(f(a,•),f) -> ( [ ( Vx ) ( f(y,x) -> %(f(a,x)J ) J -> ( #(f(y,m) -> 
%(f(a,m) 1 ) } Caso del Juicio 7B 

15. [ ( Vx ) ( f(y,x) -> %(f(a,x)} ) ) -> ( #(f(y,m) -> %(f(a,m)) ) Modus 

Ponens de 14 y 13: Juicio 110 

16. [ %(f(z,y)) -> ( f(y,v) -> 'l;(f(z,v)) ) J -> [ 'l;(f(z,y)) -> ( f(y,v) -> 
( - #(f(v,z))) -> %(f(z,v)) ) ) ] Caso del Juicio 25 

17. [ %(f(z,y)) -> ( f(y,v) -> ( ( - #(f(v,z))) -> %(f(z,v))))] Modus 

Ponens de 16 y 10: Juicio 111 

Capitulo 4 



18. [ ( ( - #(f(a,z)) ) -> ( z =. a ) ) -> %(f(a,z)) J -> [ ( z =. a ) -> 
\(f(a,z)) ] Caso del Juicio 11 

19. [ ( z =. a ) -> \(f(a,z) l ] Modus Ponens de 18 y 3: Juicio 112 
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20. z : a l -> \(f(a,z)) J -> { [ \(f(z,a)) -> ( ( - #(f(z,a)) ) -> ( z .=. 
a ) ) ] -> [ \(f(z,a)) -> ( ( - #(f(z,a)) ) -> \(f(a,z)) ) 1 } Caso del Juicio 

7 

21. [ \(f(z,a)) -> ( ( - #(f(z,a)) ) -> ( z =. a ) l ] -> [ \(f(z,a)) -> ( ( -
#(f(z,a)) ) -> \(f(a,z)) l ] Modus Ponens de 20 y 19: Juicio 113 

22. [ #(f(z,a) l -> ( ( - #(f(z,a)) l -> ( z =. a ) ) J Caso del Juicio 104 

23. [ \(f(z,a)) -> ( ( - #(f(z,a)) ) -> %(f(a,z)) ) ] Modus Ponens de 22 y 

21: Juic"io 114 

§31 

(115) ( Vu ) ( Vw ) [ f(w,u) -> ( ( Vx ) ( f(w,xl -> ( x =. u 1 1 ) 1 =.def 

l(f) 

Donde la función l(A) queda definida para significar que la función A es de 
· muchos a uno [eindeutlg]. O sea que, para todo par de objetos B y e, si 

A(B,C) entonces C es el único objeto que se relaciona con B a través de la 

función A. 
l. ( Vu ) Yw ) [ f(w,u) -> ( ( Vx ) ( f(w,x) -> ( x =.u ) ) ) J : l(f) 

Juicio 115 

2. [ ( Vu ( Yw l [ f(w,u) -> ( ( Vx ) ( f(w,x) -> ( x : u ) ) ) J : l(f) 

J -> [ l(f) -> ( Vw ) [ f(w,a) -> ( ( Yx ) ( f(w,x) -> ( x =. a ) ) J J 
Caso del Jutcio 68 

3~ [ l(f) -> ( Vw ) [ f(w,a) -> ( Vx l ( f(w,x) -> x : a ) ) J J 
Modus Ponens de 2 y 1: Juicio 116 
4. [ l(f) -> ( Vw ) [ f(w,a) -> ( ( Vx l ( f(w,x) -> x : a l ) J ] -> { 
{ [ ( Yw l [ f(w,a) -> ( ( Yx ) ( f(w,x) -> ( x : a ) ) ) ] l -> [ f(y,a) -> 
( ( Vx l ( f(y,x) -> ( x =.a l ) l 1 } -> { l!f) -> [ f(y,a) -> [ ( Yx ) ( 

f(y, xl -> ( x =. a ) l J 1 } } Caso del Juicio 9 

5. { [ ( Vw ) [ f(w,a) -> ( ( Yx ) ( f(w,x) -> ( x : a ) ) ) ] J -> [ f(y,ij) 

-> ( ( Vx l ( f(y,x) -> ( x =.a ) ) ) J } -> { l(f) -> [ f(y,a) -> [ ( Yx ) 

( f(y,x) -> ( x : a ) ) ] ] } Modus Ponens de 4 y 3: Juicio 117 

6. { [ ( Vw ) [ f(w,a) -> ( ( Yx l ( f(w,x) -> ( x : a ) ) ) ] ] -> [ f(y,a) 

-> ( ( Yx ) ( f(y,x) -> ( x =.a ) ) ) ] } Caso del Juicio 58( Axioma 8 ) 

7. { l!f) -> [ f(y,a) -> [ ( Yx ) ( f(y,x) -> ( x: a ) ) J ] } Modus Ponens 

de 6 y 5: Juicio 118 
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8. { l(f) -> [ f(y,a) -> [ ( \/x ) ( f(y,x) -> ( x :; a ) ) ] ] } -> { { [ 
\/x ) ( f(y,x) -> ( x:; a ) ) ] -> ( f(y,b) -> ( b:; a) ] } -> { l(f) -> [ 
f(y,a) -> ( f(y,b) -> ( b:; a ) ) ] } } Caso del Juicio 19 

9.{ { [ ( \/x ) ( f(y,x) -> ( x:; a ) ) ] -> ·¡ f(y,b) -> ( b :; a ) ) } -> { 
((f) -> [ f(y,a) -> ( f(y,b) -> ( b :; a ) ) ] } } Modus Ponens de 8 Y 7: 

Juicio 119 
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10. { [ ( \/x) ( f(y,x) -> ( x:; a) ) J.-> ( f(y,b) -> ( b:; a))} Caso 

del Juicio 58 ( Axioma 8 ) 

11. { 1 (f) -> f(y,a) -> ( f(y,b) -> b:; a ) ) ] } Modus Ponens de 10 y 

9: juicio 120 

12. { ((f) -> [ f(y,a) -> ( f(y,b) -> b:; a)) ] } -> { 
%(f(a,b))) -> [ ((f) -> [ f(y,a) -> ( F(y,b) -> %(f(a,b)) 

Juicio 20 

b =. ) -> 
] ] } Caso del 

13. ( b:; a) -> %(f(a,b)) ) -> [ llfl -> [ f(y,a) -> ( F(y,b) -> %(f(a,b)) 

] ] Modus Ponens de 12 Y 11: Juicio 121 

14. [ ( b:; a ) -> %(f(a,b)) ] .Caso del Juicio 112 

15. [ ((f) -> [ f(y,a) -> ( F(y,b) -> %(f(a,b)) ) J J Modus Ponens de. 14 y 

13: Juicio 122 

16. [ 1 (f) -> f(y,a) -> \lx ( F(y,x) -> %(f(a,x)) ] ] Caso del Juicio 

122 

17. ((f) -> [ f(y,a) -> ( Vx ( F(y,x) -> %(f(a,x)) ] J -> ( [ ( ( Vx) 

( f(y,x) -> %(f(a,x)) ) l -> ( #(f(y,m) -> #(f(a,m)) l J -> ( ((f) -> ( 
f(y,a) -> ( #(f(y,m)) -> %(f(a,m)) ) J J } Caso del Juicio 19 

18. { [ ( ( Vx ) ( f(Y,J<) -> %(f(a,x)) ) l -> ( #(f(y,m) -> #(f(a,m)) ) ] -> 
( ((f) -> ( f(y,a) -> ( tl(f(y,m)) -> %(f(a,m)) ) ] ] } Modus Ponens de 17 y 

16: Juicio 123 

19. ( ((f) -> ( f(y,a) -> ( tl(f(y,m)) -> %(f(a,m)) ) ] ] Modus Ponens de 18 

y 17: Juicio 124 

20. ( llf) -> ( f(y,a) -> ( #(f(y,m)) -> %(f(a,m)) ) J J -> { [ %(f(a,m)) -> 
( ( - tl(f(a,m)) ) -> %(f(m,a)) ) ] -> [ ((f) -> [ f(y,a) -> ( #(f(y,m)) -> ( 
( - #(f(a,m)) ) -> \(f(m,a)) ) ) ] ] } Caso del Juicio 20 

21. [ %(f(a,m)) -> ( ( - #(f(a,m)) ) -> %(f(m,a)) ) ] -> [ l!f) -> [ f(y,a) -

> ( #(f(y,m)) -> ( - #(f(a,m)) ) -> \(f(m,a)) ) ) J ] Modus Ponens de 20 

y 19: Juicio 125 

22. [ \(f(a,m)) -> ( - #(f(a,m)) ) -> %(f(m,a)) ) ) Caso del Juicio 114 
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23. [ l(fl -> [ f(y,aJ -> ( #(f(y,m)) -> ( - #(f(a,m)) l -> %(f(m,a)) l l 

J Modus Ponens de 22 y 21: Juicio 126 

24. [ l(f) -> [ f(y,a) -> ( #(f(y,m)) -> ( - #(f(a,m)) l -> %(f(m,all l J 
] -> [ l(fl -> [ #(f(y,m)) -> ( f(y,a) .-> ( ( - #(f(a,m)) l -> %(f(m,a)) ) l 

J J Caso del Juicio 12 
25. [ l(fl -> [ #(f(y,m)) -> ( f(y,a) -> ( ( - #(f(a,m)) l -> %(f(m,a)) l l J 
J Modus Pone ns de 24 y 23: Juicio 127 

26. [ l(fl -> [ #(f(y,m)) -> ( f(y,a) -> ( ( - #(f(a,m)) l -> %(f(m,a)) ) ) ] 

] -> { [ #(f{m,y)) -> [ f(y,a) -> ( ( - #(f(a,m)) ) -> 'l;(f(m,a)) ) ] l -> [ 
l(fJ -> [ ( ( - #(f(y,m)) ) -> 'l;(f(m,y)) ) -> f(y,a) -> ( ( - #(f(a,m)) ) -> 
%(f(m,a)) ) J l } Caso del Juicio 51: Juicio 128 

27. { [ #[f(m,y)) -> [. f(y,a) -> ( ( - #(f(a,m) J l -> %(f(m,a)) l l l -> [ 
((f) -> [ ( ( - #(f[y,m)) l -> %(f(m,y)) ) -> ( f(y,a) -> ( ( - #(f(a,m)) ) -

> \(f( m,a)) ) ) ] ] } Modus Ponens de 26 y 25: Juicio 128 

28. [ #(f(m,y)) -> [ f(y,a) -> ( ( - #(f(a;m)) l -> "l¡(f(m,a)) l l 1 Caso del 

Juicio 111 
29. [ l(fl -> [ ( ( - #(f(y,m)) ) -> %(f(m,y)) l -> ( f(y,a) -> ( ( -
#[f(a, m)) ) -> %(f(m,all ] ) ] J Modus Ponens de 27 y 28: Juicio 129 

30. [ l(f) -> [ ( \/x ) ( ( - #(f(y,m)) ) -> %(f(m,y)) ) -> ( llw ) ( f(x,wJ 

-> ( ( - #(f(w,m)) J -> %(f(m,w)) J ) ] J Caso del Juicio 129 

31. ( l(f) -> [ ( \/x ) ( ( - #(f(y,m)) l -> %(f(m,y)) l -> ( \/w l ( f(x,w) 

-> ( ( - #(f(w,m)) ) -> %(f(m,w)) ) l ] } -> { [ [ ( llx ) ( ( - #(f(y,mJl l 

-> %(f(m,y) J ) -> ( \/w ) ( f(x,w) -> ( ( ·• #(f(w,mll ) -> %(f(m,w)) ) ) 1 -

> &(f,( ( - #(f(*,mJ ) -> %(f(m,•)) )) l -> ( l(f) -> &(f,( ( - #(f•,m) J -> 
%(f( m, *)) )) ) } Caso del Juicio 9 

32. { [ [ ( llx ) ( ( - #(f(y,m)) ) -> %(f(m,y)) ) -> ( llw ) ( f(x,w) -> ( ( 

- #(f(w,m)) ) -> %(f(m,w)) J ) J -> &(f,( ( -#(f*,m) ) -> %(f(m,•J) )) ] -> 

( l(f) -> &(f,( ( -#(f(*,m) ) -> %(f(m,•)).)) ) } Modus Ponens de 31 y 30: 

Juicio 130 

33. [ [ ( llx l ( ( - #(f(y,m)) ) -> %(f(m,y)) ) -> ( llw J ( f(x,w) -> ( ;-

#(f(w,m)) ) -> %(f(m,w)) l ) J -> &(f,( ( - #(f(*,m) ) -> %(f(m,•)) )) ] 

Caso del Juicio 75 
34. ( l(f) -> &(f,( ( - #(f(*,m) J -> %(f(m,*)) )) ) Modus Ponens de 32 y 

33: Juicio 131 

35. ( l(fJ -> &(f,( ( -ll(f(*,ml J -> #(f(m,*JJ)) J -> { { &(f,( ( - #(f(*,mJ 

J -> %(f(m,•)) JJ -> [ #(f(a,m)) -> [ #(f(a,yJJ -> ( ( - #(f(y,m)) J -> 
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'!;(f(m,y))) l]} -> { l!f) -> [ #(f(a,m)) -> [ #(f(a,y)) -> ( ( - #(f(y,m)) 

) -> %(f(m,y)) ) l ] } } Caso del Juicio 9 
36. { &(f,( ( - #(f(•,m) ) -> %(f(m,•)) )) -> [ #(f(a,m)) -> [ #(f(a,y)) -> ( 
( - #(f(y,m)) ) -> '!;(f(m,y)) ) l l } -> { l(f) -> [ #(f(a,m)) -> [ #(f(a,y)) 

-> ( ( - #(f(y,m)) ) -> %(f(m,y)) ) ] ] } Modus Ponens de 35 Y 34: Juicio 

132 
37. { &(f,( ( - #(f(•,m) ) -> \(f(m,•)) )) -> [ #(f(a,m)) -> [ #(f(a,y)) -> 
( - #(f(y,m)) ) -> %(f(m,y)J J J J } Caso del Juicio 83 

38. { 1 (f) -> [ #(f(a,m)) -> [ #(f(a,y)) -> ( ( - #(f(y,m)) ) -> \(f(m,y)) ) 

] ] } Modus Ponens de 37 y 36: Juicio 133 
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2' 514 
3' §16 
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9' §05 
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11' §19 

12
• Ibfdem 

1 • §17 l¡. §18 
15. §19 
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17: ~~~ negritas mfas. 
18. V. Capftulo 3: "l Es la conceptograffa una teorfa formal ?• 
19. SS Llamo a esta prueba "sem6ntica" porque parte del significado del 

condicional, no de su funcionamiento formal. 
20, Si tomamos en cuenta la función identidad ( F(a) Q a ), no solo 

expresiones complejas, sino tambián expresiones sencillas, corno una 
simple minúscula latina, se pueden dividir en funct6n y argumento. En 
este senttdo 1 también podemos decir que toda expresión es funcional. 

21. Las mayúsculas góticas, por ejemplo, también aparecen pOr primera vez en 
esta parte y 1 sin embargo, son sfmbolos básicos no introducidos por 
definición. 

22 Sobre las reglas de funclonamlento de la doble barra vertlcal V, Capítulo 
2: Simbologfa ( Sección A.2.II.A.c ) 

23, V. Capftulo 2: Simbo logia, Sección B. Las letras 
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Epílogo 
¿por qué abandona Frege su 

primera conceptografía? 

Una vez publicada la Conceptograffa._ Frege no dej6 de trabajar en su 

proyecto de establecimiento de un lenguaje artificial que reflejara de una 

manera fiel las relaciones conceptuales entre los contenidos de las expresiones. 

Por el contrar\01 siguió trabajando sobre los temas e intuiciones de las cuales 

partió su Primera obra. La mayorfa de sus trabajos posteriores tuvieron como 

fin afinar algunos detalles que Frege crefa no habian quedado completamente 

claros o terminados dentro de la Concept.ograffa_ Otr?s tenían el propósito de 

llevar el análisis formal de la conceptograffa hacia zonas que Frege sabiamente 

habfa preferido evitar dentro de su primera obra 1 como los valores de verdad. 

Como Frege pensaba que estas nuevas investigaciones no debfan ser sino 

accesorias a su primera versión de la conceptografia, sus resultados fueron 

apareciendo asistem6ticamente en pequef'los artfculos durante los diez años que 

siguieron a la publicación de la Conceptograffa._ Sin embargo, Frege pronto !;tt: 

dio cuenta de que, para tener una verstón mas afinada y definitiva de la 

conceptograffa, no bastaba ir simplemente •parchando' los puntos débiles de su 

primera versión, sino que era necesario cambiar el sistema por completo. Pese 

a que el propósito la mayoría de sus trabajos posteriores era solamente 

elucidar en mayor detalle algunos conceptos fundamentales de la ~­

sn:.ª11a_,,. como función, concepto, etcétera, el resultado de tales precisiones 

revolucionó tanto el sistema original, que fue necesario crear uno nuevo, que 

incluyera no solo los logros de la primera conceptografta, sino también las 

conclusiones de sus nuevos trabajos. Esa nueva conceptografia mas acabada es 

la que aparece en Las Leves Fundamentales de Ja Arjtmétjca_l1B93-1903). Este 
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capítulo no pretende presentar los cambios que implanta Frege en su segunda 

conceptograffa, lo que equivaldría a hacer toda una presentación de ese 

sistema { pretensión de una envergadura mucho mayor que la de toda mt 

tesis ) 1 su fin se reduce exclusivamente a dar una revisión rápida pero clara 

de algunos de los desarrollos posteriores a la Conceptograffa _que llevaron a 

Frege a abandonar el sistema formal ahf presentado. 

La crfttca al psicologismo y el formalismo. 

Los pasos intermedios que existen entre la Conceptograffa_y las L™.L_ 

Fundamentales .. '- son tantos y tan variados que es diffcil hacer una 

presentación de ellos sin darles un órden a-posterior; que les de unidad Y 

haga más sencilla su exposición. En este capftulo opte por darle un papel 

central a la critica de Frege al psicologismo y el formalismo. No porque esta 

crítica haya sido el verdadero motor de la evolución del pensamiento filosófico 

de Frege, lo cual es poco probable, sino porque sirve bien como eje para la 

exposición de algunas de las ideas que, en conjunto, llevaron a cabo esta 

evolución. 

Los primeros párrafos de Las Leyes Eyndamentales de Ja AMtmétjca~ 

antes aún de empezar a exponer su nueva conceptograffa, los dedica a tratar 

de exponer de una manera las posiciones en contra de las que se levanta su 

nuevo sistema y las razones por las cuales lo hace. Pese a que Frege ya 

mantenía una posición de rechazo a al redactar la Conceptograffa1.- aún no era 

completamente consciente de la manera en que se podfan evitar ambas 

posiciones. De ahf que algunas de las tesis que Frege sostiene en la 

Conceptografia jlayan sido fácilmente interpretadas como psicologistas o forma­

listas. Frege necesitaba tener una imagen mas clara de estas posiciones para 

poder evitar sus verdaderos núcleos problemáticos, pero no logró esto sino 
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hasta varios ai\os después de la redacción de su Cooceptoqraffa. _Fs entonces 

cuando Frege deja de mantener una actitud ingenua frente al formalismo y el 

psicologismo. Por el contrario, Frege ya sabe entonces que el formalusmo no 

se reduce a decir que los números san signos cuyas caracterfsticas les son 

asignadas Por deflntclones, ni el pstcologtsmo a dec1r que son meras ideas en 

nuestra mente. Frege sabe que ambas posiciones son mucho mas complejas y 

que es imposible evitarlas si no se ubica claramente su núcleo problemático. 

Para Frege, éste se ubica en el uso que ambos sistemas le dan a las 

definicioneS y los pensamientos. Evidentemente existen las definiciones y es 

absurdo pretender hacer Matemáticas o Lógica sin ellas. Sin embargo, Frege 

no acepta que, a través de ellas, se pueda estipular. algún tipo de existencia 

o caracteristica a las cosas. Lo mismo se puede decir con respecto a los 

pensamientos: no es posible negar que al hacer matemáticas !.e piensa1 pero 

tampoco podemos dejar descansar la precisión de la ciencia matemática en los 

puros pensamientos. 

En este sentido, podemos decir Que la lucha emprendida por Frege en 

los años post.añores a 1& publicación de la Conceotograffa _esta dirigida 

completamente hacia su propio sistema. Es la dura lucha de Frege por que su 

sistema lógico no caiga en el psicologismo o el formalismo. Según frege 1 las 

bases del psicologismo y el formalismo son consecuencia de una falta de rigor 

en el seguimiento de los argumentos. Por eso hace Frege tanto hincapié en el 

rigor lógico, porque quiere reforzar su conceptograffa precisamente en 

aquellos lugares donde cree se originan los errores del psicologismo y e1 
formalismo. En contra del formalismo, Frege emprende un análisis muy 

riguroso de las ecuaciones y de la identidad 1 del cual obtiene también su 

mayor arma en contra del psicologismo: la distinción entre sentido ( s;nn ] y 

referencia ( Bedeutung ] • 

Epílogo 



115 

A. Sentido y Referencia. 

Es muy diffcil encontrar una continuidad entre la Cgnceotograffa .JI LWL­

~_sin remitirse a los textos intermedios de Frege como son Funcf6n y 

Concepto, lQué es una Función? y especialmente Sobre el Sentido y la 

Referencia. Serfa también absurdo pretender hacer una exposición total de los 

cambios introducidos en estos artfculos, ya que su complejidad es casi tan 

grande como la tte la propia Conceotograffa'- Sin embargo, sf es necesario 

sef'alar algunas de sus conclusiones y argumentos, especialmente aquellos que 

más fuertemente influyeron en el paso de su primera conceptografia a la de 

Las leyes . • 

l. En primer lugar, voy a presentar la distinción sent;do y referencia que 

introduce Frege en su artfculo clásico Uber Sfnn und Bedeutung. Este articulo 

rompe completamente con la visión de la igualdad que tanta Frege en la 

Conceptografta._ En ~l sostiene Frege que la igualdad no es una relación al 

nivel de los nombres, sino al nivel de los contenidos de esos nombres. 

Contrario a lo que se creerfa por sentido común, no solo ecuaciones de la 

forma 11 a=a 11
1 sino toda ecuación que sea verdadera no hace más que afirmar la 

identidad de un objeto. La distinción entre ecuaciones de 1::. forma "a=a• y 

11 a=b" no es conceptual 1 sino cognitiva. Segi:in Frege, su i:inica diferencia es 

que tienen distinto valor cognitivo. Un enunciado de la forma 11 a=b 11 como "La 

Luna es el único satélite natural de la tierra•1 tiene mayor valor cognitivo que 

un sencillo juicio anal{tico como 11 La luna es la luna 11
1 aún cuando ambos sean 

verdaderos y afirmen la misma propiedad, la identidad, con respecto al mismo 

objeto, la Luna. 

Esta primera premisa de Frege en su argi..1mento a favor de la distinción 

entre Sentido y Referencia parece cierta y evidente, sin embargo, no creo que 

sea asf. La tesis "Los enunciados ºa=a 11 y 11 a=b 11 tienen distinto valor 
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cognitivo" o bien es circular, o bien es vacfa. Si aceptamos que 11 a=a 11 y "a=b 11 

son (formas de) diferentes enunciados, habremos aceptado que "a" y 11 b 11 son 

también diferentes nombres (del mtsm~ objeto, si efectivamente a=b), pero 

¿ qué significa que "a 11 y 11 b" sean diferentes nombres ? 1> No podemos decir 

que 11 a11 y 11 b" son diferentes nombres simplemente cuando son diferentes 

objetos, porque entonces, habrfa casos del enunciado "a=b" con el mismo valor 

cognitivo que el enunciado 11 a=a 11 , por ejemplo: cuando dos signos tienen el 

mismo sentido y el mismo referente. Además, si llevamos este razonamiento a 

su extremo, veremos que no existen casos reales del enunciado 11 a=a". Luego, 

¿ cómo es posible que Frege diga que, en el enunciado verdadero 11 a=b 11
1 

11 a11 

y "b 11 son diferentes, si lo que afirma el enunciado "a=b" es, precisamente 1 

que son iguales. O bien Frege ha caido en una contradicción, o bien usa 

"iguales• Y 11 diferentes 11 en sentidos diferentes. ¿ En qué sentido son 11a 11 y 

11 b11 iguales, y en qué sentido son diferentes ? es la pregunta que pretende 

responder Frege con su distinción entre Sentido y Referencia. 

A partir de Uber Sinn... Frege deja de hablar del contenido de los 

nombres como una untdad indivisible y empieza a distinguir entre lo que él 

llama el Sentido [Sinn] y la Referencia [Bedeutung] de un nombre. Referente 

es aquello que el nombre nombra, es decir, el objeto mismo referido por la 

expresión. Sentido es la propiedad objetival del signo en Ja cual está 

contenido el modo de presentación del referente?? De tal manera, que cada 

sentido ilumina un solo aspecto del referente, siempre y cuando éste exista3. 
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Representen las letras nombres, los vectores sentidos y los cfrculos 

referentes diferentes: 

c/b V }J 9 6b 
fig .1 fig.2 fig.3 fig.4 

b\ a 

i o o 
fig.5 Q fig. 7 fig.B 

Dado que los sentidos y los objetos referidos por tos nombres son 

objetivos4, no necesitan de un. signo que los contenga para existir (figs.6 y 

7). por el contrario, el nombre necesita, por lo menos, tener sentido para ser 

llamado nombres (fig .5). Un nombre sin sentido nombraría su referente de 

ningún modo, lo cual es absurdo (ftg.8). De la misma manera, un nombre con 

más de un sentido serfa un nombre equfvoco, de los que abundan en el 

lenguaje natural, pero no deberfan existir en un lenguaje perfecto6 (figs.3 y 

4). 

El mismo objeto puede ser presentado de varios modos. Varios sentidos 

pueden compartir el mismo referente. Sin embargo, el referente no se agota en 

sus sentidos· 

Un conocimiento completo del referente requerirla 
que fuésemos capaces de decir de inmediato si un 
~~~~Íºalc~~z:r~:~.pjce, Este conocimiento nunca 

Dado que el signo es arbitrario, mientras que referente y sentido no lo son, 

el mismo sentido y referente pueden ser compartidos por diferentes 
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expresiones (figs.l & 2). Como se puede hablar con sentido de cosas que no 

existen, pueden haber nombres con sentido, pero s1n referencia (fig.5). 

2. Frege sabe que una de las cuestiones mas problemáticas de la Filosoffa de 

las matemáticas son las definiciones, por eso es muy reservado en lo que dice 

a su respecto. Se detiene varias veces y en diversos textos a hablar de ellas, 

pero casi siempre es para decir lo mismo: 

. , .ninguna definición es creadora de manera que 
pueda atribuir propiedades a una cosa que no las 

~i~~e,~ ~~";¡~i~iÓn sr~t~~d~~e ª:C~o85s~~b~loi~signar 10 

Man scheint ihm vfelfach eine schBpferische Kraft 
zuzutrauen 1 w:ihrend doch dabei weiter nichts 
geschielt, als dass etwas abgrenzend hervor­
gehoben und m1t einem Namen bezetchnet wird9 . 

El único momento en et que profundiza un poco mas en ellas es cuando 

las introduce como parte de su primera conceptograffa77 . Ahí Frege añade que 

las definiciones, pese a tomar la forma de identidades normales, no son 

juicios, es decir no afirman nada, sino que lo estipulan. No dicen como son 

las cosas, sino como deben ser. Las ecuaciones que aparecen en un definición 

son un tipo muy especial de ecuaciones: Su contenido no es judicable en tanto 

que Ce ellas no se puede derivar nada que no se pueda derivar sin ellas, y 

sin embargo, sf lo es, en tanto puede ser afirmadoll, Solamente una vez que 

las cosas son como deben ser, puede afirmarse que se es lo que antes se 

estipuló que fuera as(. El juicio resultante de la afirmación del contenido de 

una igualdad por definición es siempre un juicio analft;co. Las ~efiniciones no 

pueden ser creadoras, es decir, el objeto que se define debe existir ya, antes 

de la definición, porque debemos poder referirnos a él de alguna manera. 

Aquello que no podemos referir, mucho menos podemos definir. Dado que una 

definición estipula la identidad del referente de dos signos distintos, debemos 

tener como dado el referente de por lo menosl2 uno de ellosl3. 
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B. Concepto y Valor de Verdad: la critica al Psicologismo. 

¿ Por qué son irreconciliables el psicologismo y la conceptograffa Porque los 

pensamientos, en tanto singulares y subjetivos, no se comportan de manera 

conceptual, y por ende 1 no tienen lugar dentro de la conceptograffa. l Por 

qué es necesario rescatar a la primera conceptograffa del psicologismo ? 

Porque en ella hay afirmaciones que, si bien no son ellas misma psicologistas, 

sf pueden fácilmente interpretarse como tales. ¿ Cuales son estas afirma­

ciones ? Principalmente aquellas que se refieren a los conceptos de concepto y 

propos;ción. 

l. Empecemos por el concepto. En la Conceptografta _frege no está claro si los 

conceptos son un tipo de funciones, o si solamente son expresados por ellas. 

A partir de 11 Fundón y Concepto 11
1 queda claro que los conceptos son una 

subclase del conjunto de funciones14. En la Conceptograffa'- Frege entendfa 

por concepto, toda función proveniente de una expresión con contenido 

judicable. En los años posteriores, Frege sigue creyendo que las expresiones 

de los conceptos provienen 1 de alguna manera, de las expresiones de los 

juicios. Sin embargo, deja de pensar que sea esto lo que las defina. En 

"Función y Concepto", Frege redefine al concepto 11en su uso puramente 

lógico1115 como aquella función que toma como valores exclusivamente a la 

verdad y la falsedad. En términos contemporáneos dirfamos que concepto es 

toda función en Cinto] el conjunto de los valores de verdad, es decir, aquella 

función cuyo rango es un subconjunto del conjunto de los calores de verdad. 

Es muy diffcil comparar ambas definiciones ya que parecen estar 

enunciadas en términos completamente distintos. Para comprender mas 

claramente el paso que da Frege de una definición a otra, debemos verlo como 

parte de la introducción que hace Frege de la distinción sentido / referencia a 
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los juicios. Para Frege 1 los valores de verdad son el aspecto objetivo del 

contenido de los juicios, de tal manera que todo contenido judicable toma un 

valor de verdad, ya sea el de lo verdadero o de lo falso. Es por ello que 

ambas definiciones son de alguna manera equivalentes. Solamente que la 

definición presentada en "Función y Concepto" no se ve mediada, como en el 

caso de la primera definición 1 por el nivel de las expresiones. 

2. En tns leyes . ,_como en la Conceptografía. E.rege es de la opinión de que 

las aser:ciones matemáticas ( y en general todos los juicios ) expresan 

pensamientosl6. Sin embargo, después de la Conceptograffa Frege deja de 

llamar a estos pensamientos, como en la lógica clásica, proposiciones. Frege 

sabe que cambios en el nombre no siempre i~plican cambios en el 

significado17 1 de tal manera que este cambio de nombre en si mismo no es 

muy importante, sin embargo también es sintoma de un cambio mas profundo 

que sí lo es, Y no estoy hablando sólo de la introducción de la distinción 

entre sentido y referencia que 1 de cualquier manera, hace explicita Frege al 

segundo parágrafo del texto, sino de otro cambio sustancial, consecuencia de 

éste. 

El primer cambio que notamos entre los simbolos que formaron la primera 

conceptograffa, y los de Las leyes. . aparece en la barra horizontal, 

antiguamente conocida como barra del contenido. Sintácticam~nte no hay 

ninguna diferencia entre la presentada en la Concegtograffa y la de L-ti.._ _ 

~,_. Sin embaroo, Frege cree necesario eliminar su comprometedor 

nombre, y bautizarla con el más neutral de ba,.ra hodzontal. La razón aue da 

es importante aunque, tal vez, insuficiente. La he mencionado párrafos atrás 

dentro de la critica de Frege al psicologismo, pero la repetiré aquf: Según 

Frege, ya no se le puede llamar barra del contenido, porque éste ya no debe 
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considerarse como una unidad, sino que debe dividirse en sentido y 

referencia. 

Ya nos habfa prevenido Frege en la Conc.eptograffa de no confundir 

distinciones al nivel de los significantes con distinciones entre significados. 

Asf como dar un nuevo nombre a algo no significa descubrir algo de él, asf 

tampoco implica descubrir una distinción entre objetos el hacer una diferencia 

entre las expresiones que los nombran. Si tomamos un objeto, al ciue anles 

consideramos como una unidad, los separamos en varias partes y a cada una 

de ellas le damos un nombre, no podemos decir que hemos analizado realmente 

al objeto, ya que no habremos captado ninguna distinción natural que ya 

ex.ístfa en él ni la habremos traducido en una distinción nominal, sino que sólo 

habremos hecho una distinción nominal que por sf misma no tiene significado 

conceptual alguno. Lo mismo sucede cuando Frege habla de la distinción entre 

sentido y referencia como la causa de que dejemos de llamar a la barra 

horizontal barra del contenido: 

. • • FrUhern nannte ich ihn Inhaltsstrich 1 als 
ich noch unter dem Ausdrucke 1beurtheilbarer 
Inhalt1 das zusammenfasste 1 was ich nun 
~~:~~~=~t~~. ~glernL haba als \'Jahrheitswerth 

Nuestra reacción obvia sea: l Y? l Qué hace de la distinción entre sentido y 

referencia no sólo una distinción nominal, sino una de inierencia lógica ? 

¿ Qué de comprometedor tiene el nombre de barra del contenr'do como para que 

sea mejor deshacerse de él ? 

La barra horizontal ya no es un signo que represente un cambio de 

niveles como en la ConceptograHa._ Ahora sólo es un concepto, es decir, una 

función que toma como valores exclusivamente valores de -verdad: La verdad 

para el argumento de la verdad, y la falsedad para el resto de los 

argumentos. Lo que justifica su lugar dentro del nuevo sfmbolo conjunto del 
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juicio. Asf como antes era necesario, para que el contenido a afirmarse en el 

juicio fuera judicable, colocar la barra horizontal inmediatamente después de la 

vertical, ahora lo es para asegurar que lo que se vaya a afirmar sea un 

aserto, es decir, el nombre de un valor de verdad. 

Cómo ya set'lalé en mi análisis de la ConceotoqraftaL... una de las bases en 

las que se sostiene es en el carácter conceptual del contenido judicable. Sin 

embargo, lo que descubrió F1·ege en sus estudio5 s~rnánticos posteriores es 

que esto es falso: el contenido de los juicios no es conceptual •.. por lo menos 

no en su totalidad. La única manera que encontró Frege para rescatar su 

conceptograffa del sin sentido en el que parecfa haber cafdo, era separando 

del contenido aquella parte que sf se comporta conceptuosamente de aquella 

que no, y luego erradicar ésta de la conceptograffa 1 sin negarle existencia ni 

importancia). Con la distinción entre valor de verdad y pensamürnto, Frege 

creyó haber logrado esto último: Los pensamientos son esa parte del contenido 

de las aserciones que es psicológica, subjetiva y, por endeJ no-conceptual y 

Los valores de verdad son la parte objetiva que sf se compo1~ta de manera 

conceptual. Si no fuera si 1 las relaciones entre proposiciones que establece ia 

conceptograffa serian vacfas y artificiales, en otras palabras, el sistema caer1a 

en el formalismo. Si el valor de verdad es el significado de ias proooslci•m~s, 

la lógica no tiene que tratar de pensamientos y caer en el psicologismo. Estas 

intuiciones dieron pie a Frege para la postulación de esos extrarlos entes qce 

son los valores de verdad. 

3. Uno de los cambios importantes que influyó en mayor grado al abandono de 

la primera conceptografía por parte de Frege es la incorporación de los 

valores de verdad. Como señalé en su momento, Frege nunca habla de verdad 

ni falsedad en la Conceptogratta._ Para Frege, tal parece aue la ve1~ctad o 

falsedad de un juicio no tiene la menor importancia conceptual, por eso la 
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conceptografia no se ocupa de ella. Sin ernbargo 1 en los años siguientes, la 

opinión de Frege con respecto a la verdad y la falsedad da un gir"o de ciento 

ochenta grados, ya que Frege empieza a pensar que son precisamente los 

valores de verdad los que dan objetividad a las relaciones de inferencia entre 

los juicios. Independientemente del argumento que da Frege en su artfculo 

Sobre el SetJtido y la Referencia a favor de la existencia de los mismos y su 

carácter de objetos19 , poco dice Frege sobre qué cosa son los valores de 

verdad. La poca información que sobre ellos tenemos se reduce a: a) son 

valores de verdad, b) son dos, y e) los pensamientos falsos son sentidos de 

los nombres de uno y los pensamientos falsos lo son del otro. No hay más20 • 

No tenemos ninguna intuición de ellos, ni podemos referirlos de manera inde­

pendiente a los pensamientos verdaderos, excepto bajo los nombres: El va/ot' 

de verdad de lo que es verdadero y El valor de verdad de lo que es falso. 

Los nombres de La Verdad [ Das Wahre 1 y La Falsedad [ Das Falsche son 

abreviaturas de éstos??. Como abreviaturas, son estipuladas por Frege y, por 

lo tanto, epistémicamente vacias. En otras palabras, además de estos dos 

pares de nombres, toda expres1ón cuyo sentido sea un pensan1i~nlo ve1•cJadero 

o falso, es el nombre de un valor de verdad. Con esta poca información es 

muy dificil reconocer si los valores de verdad se comportan o no de manera 

conceptual, que es el punto que trata de hacer Frege en Sobre el sentido y la 

Referencia. 

4. Concedamos por un momento a Frege que el referente sea la parte 

conceptual del contenido de los juicios. l Es válido extender la tesis hasta 

hacerla abarcar todos los nombres ? Si asf fuera, estaríamos diciendo que el 

referente es la parte conceptual del contenido de los nombres y, por lo tanto, 

la identidad de los objetos como referentes de términos singulares serfa 

conceptual. La identidad de los conceptuosamente indiscernibles se harfa 
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ineludible. Sin embargo 1 Frege nunca hace exp1fcito si, además de los valores 

de verdad, otros referentes se comportan de manera conceptua122. 

A nivel de los juicios y con el desarrollo de la distinción entre sentido y 

referente, la distinción entre significante y significado se convierte en una 

triada: el pensamiento ( el sentido ) , su valor de verdad ( el referente y la 

afirmación que se hace de él el juicio propiamente dicho ) . Como 

consecuencia de ello, al considerar a los juicios en esta nueva conceptografia, 

se deban atender ambos elementos del contenido. Por ejemplo, cuando decimos 

que una expresión es el nombre de una función 1 lo hacemos en función de su 

referente. De la misma manera, cuando decimos que un juicio es particular o 

negativo no estamos dkiendo nada de su referente 1 ya que no hay ta1 cosa 

como verdades generales o falsedades negativas 1 sino pensamientos generales y 

negativos. 

El imperativo, entonces, que domina a Frege al escribir Las leyes . .§S 

el de dejar do hablar de proposiciones como pensamientos y sustituir todo lo 

referente a ellos por referencias a los valores de verdad: Las funciones 

proposicionales se convterten en conceptos, la barra del contenido en barra 

horizontal, etcétera. Sólo así, cree Frege, se pueden mantener él1~jados de ln 

auténtica lógica matemática las fantasmas del psicologismo y el formalismo. No 

estoy implicando con ello, que la única ventaia de esta segunda conceptografia 

con respecto a la primera sea que incluye de una manera clara los resultados 

de la crftica fregeana al formalismo y el psicologismo. Claro que na. Además 

de ser un trabajo claramente anti-formalista y anti-psicologista 1 Las Leyes _ 

Fundamentales de la Arjtmétic~ presenta toda una evolución formal, semántica 

y ontológica con respecto a la Cooceptograffa._ En este capitulo me he reducido 

a esta critica, porque creo que es la que ilustra de una manera mas clara la 

Epílogo 



125 

evolución que se dio en el pensamiento de Frege durante los últimos anos del 

siglo diecinueve. 

~.º~:.:'e18:!~ifS¿!~~ ~~bll~o:á!lJ~:~i-vo ... sin embargo, no es el objeto mismo." 
Frege: ''Sobre el Sent;do y fa denotac;6n" en Tomas Moro Simpson 
(comp.) Semántca Filosóftca_p.8 Siglo XXIJ Buenos Aires 1 1969 

11 
••• el sentido del signo, en el cual está contenido 21 modo de 

presentación 11 • ~- p.8 
"El sentido de un nombre •.• sólo echa luz sobre un aspecto particular del 

4 
referente, suponiendo que tal nombre tenga alguna 11 Qn.....ill. p.5 

5 ' &D~c1f~ :.48 

5' 11 A cada expresión perteneciente a una configuración completa de signos 
deberfa corresponder, ciertamente, un sentido determinado, pero los 

7 
lenguajes naturales no cumplen con esta condición ..• 11 QQ.......tit. p.6 

e' 'J=.~~~fan Pj,
5 

Objeta. tr. al español en ~ p.217 Cfr: Man kann auch 
nicht einem Dinge durch blosse Definition eine Eigenschaft anzaubern, die 
es. nun einmal nicht hat, es sei denn die eine, nun so zu heissen, wie 

9 
man es etwe benannt hat. Dfe Grundgesetze der Arjthmetik _p.Xill 

lO Qll.&l!.. p. XIII 

11: ~;ºt;s~'á~ff~!s24tormas de concebir al contenido judicable, refiérase al 
capftulo 1 11 i Qué es una Conceptograffa ?" 

12 0190: por lo menos un signo, porque evidentemente el referente es el 
mismo. 

~~·. Frege: 11 Funci6n y Concepto" en~. p.226 
Sin embargo, en estos ª"ºs también cambia la definición fregeana de 
función, to que le da todo un nuevo sentido a la identidad entre función 
y concepto. 

i~· Frege: "Sobre Concepto y Objeto" en ~ p.237 

11: q{~"ds~,!et~~f~re:C~~ X~I: Yd:signación no puede bastar para fundar una 
diferencia de lo designado." Frege: 11 Fundón y Concepto• en ~. 
p .216 

18 .l!llil, p. 7 
~~:. En la Ontología de Frege,. objeto es todo lo que no es función. IW!!.L... 

Se podrfa decir que también sabemos que son los valores posibles de los 
conceptos. Pero eso es algo que sabemos de los conceptosJ no de los 
valores de verdad. El concepto se define a partir de Tos valores de 
verdad, no viceversa. Cfr. Función y Concepto. 

21. . •. der ivahrheitswerth des Wahren .•• ich kurz das Wahre nenne. 
Grundesetze. L.. p.7 

22. Por un lado, el hecho de que a todo lo largo de Sobre el senUdo y la 
referenóa no se mencione Jo conceptual como caracterfstica distintiva de 
Ta relación de referencia, nos inclina a creer que ésta se reserva a la 
referencia de Jos juicios. Además de que, si así fu2ra 1 de manera in­
directa se estarla afirmando que los pensamientos, por ser también objetos 
y posibles referentes de términos singulares, deben comportar"se de 
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manera conceptual. Lo que sería abrir una vez más las puertas de la 
lógica al psicologismo. 
Por el otro lado, tampoco debemos olvidar que es el concepto el que 
relaciona a los valores de verdad con los objetos. Un cOncepto es una 
función que 1 pese a tomar cualquier objeto como argumento, sólo toma 
como valores, la verdad y la falsedad. De tal manera que toda relación 
entre un objeto y un valor de verdad es una relación conceptual. Tal vez 
sea en este punto crftico 1 donde cobre mayor importancia la distinción 
fregeana entre las marcas caracterfsticas de un concepto y las 
propiedades de un objeto de la que tanto habla en su introducción. 
Antes de aceptar o rechazar la identidüd de los conceptuosamente in­
discernibles, deberemos preguntarnos antes por si hay propiedades que 
no se correspondan con caracterfsticas de un concepto. Pero 1 reitero, 
ambos son problemas cuya eminencia es ontológica antes que lógica y, 
para los propósitos de este trabajo, es suficiente señalarlos. 
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En 1879, el Cálculo Lógico hizo su primera aparición en la Historia de las 

Ideas. Lejos de ser recibido con bombo y platillo, el nuevo personaje paso un 

buen rato ignorado antes de que se le permitiera ocupar el preponderante 

lugar que ocupa actualmente dentro de la Filosofia y las Matemáticas. El 

histó1·ico primer paso fue una sencilla teorfa formal ex.puesta de un modo 

extra no en un oscuro texto alemán intitulado la Conceotoqraffa ._ 

Al escribirlo, su autor, GottlOb Frege, no pretendfa crear una 

revolución en la historia de la Lógica, sino contar con una buena herramienta 

para sus trabajos en Filosoffa de la Matemática. En el lenguaje ordinario, 

Frege encontró un fuerte conflicto entre la forma de los pensamientos y la 

propia del lenguaje. Según el pensador alemán, este conflicto hace 

practicamente imposible seguir argumentos formales de una manera precisa y 

completa. Este problema se resolveria si la sintaxis de nuestro lenguaje se 

corr~spondiera de manera exacta con la forma lógica. Ya que esto es imposible 

en el lenguaje ordinario, es necesario crear uno artificial que, al contar con 

esta característica, asista al ordinario en esta función. 

La forma lógica de las expresiones se encuentra en lo que Frege llama 

su contenido conceptual. Toda relación conceptual entre las expresiones se 

encuentra en este aspecto del contenido. El contenido conceptual de una 

expresión es determinado por los juicios en los que ella ocurre. Se le llama 

conceptual porque cada uno de estos juicios expresa un concepto que vale 

para el contenido de la expresión. Como toda relación de inferencia entre los 

juicios es o corresponde con una relación conceptual entre ellos ( o alguna de 

sus partes ) , las posibles relaciones de inferencia entre los juicios 1 lo que 

Frege llama el contenido judicable 1 se encuentran definidas también por su 
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contenido conceptual. Lo que Frege trata de hacer es traducir estas relaciones 

conceptuales ya existentes dentro del contenido conceptual de las 

expresiones ) en relaciones sintácticas y crear asf to que él llama una 

conceptograffa: Un lenguaje de fórmulas en el que se cuente con un cálculo 

efectivo para el razonamiento puramente formal. 

Su primer propuesta de conceptograffa aparece expuesta por primera vez 

en su obra de 1879 La Conceptoqraffll,, El lenguaje que Frege presenta ahf 

est6 compuesto por un número denumerable de sfmbolos básicos a partir de los 

cuales se pueden derivar un número arbitrario de sfmbolos derivados. Ambos 

tipos de sfmbolos funcionan en tres niveles de representación. En un primer 

nivel, los sfmbolos obedecen ciertas reglas y pros;>iedades sintácticas, las 

cuales conforman un cálculo lógico tal y como lo entendemos actualmente. En 

un segundo nivel, son capaces de expresar contenidos ajenos a ellos mismos, 

en otras palabras, cuentan con una semántica. En un tercer nivel, estos 

sfmbolos pueden formar juicios, es decir, pueden ser llevados a la acción. 

Como claramente lo indica el titulo de esta tests. Los resultados de mi análisis 

sa centran an el prirn:r nivel de representación. 

Frege clasifica los sfmbolos de su conceptograffa dentro de dos grandes 

grupos. El primer grupo es el de las variables y a él pertenecen de manera 

exclusiva las letras. El segundo grupo es el de los sfmbolos con contenido 

fijo. A él pertenecen los símbolos que permiten el paso de un nivel a otro (la 

barra del contenido, la barra del iufcio y la doble barra de la definición), los 

sfmbolos de operaciones (la negación, el condicional y la igualdad de 

contenido), como los sfmbolos puramente sintácticos (los paréntesis, las comas, 

etc.). Respecto al primer grupo, vale la pena mencionar que Frege copia el 

funcionamiento de sus variables del de las matemáticas. Sus letras incluyen 

variables del lenguaje (minúsculas latinas, góticas y griegas) y del 
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metalenguaje {mayúsculas griegas). Según la clasificación de W.v.o. Quine en 

su Methods of Loqj~ aún cuando son suceptibles de cuantificación 1 las letras 

de Frege son letras esquemAt;cas. Esto quiere decir que no representan 

objetos. Solamente marcan el lugar que deben ocupar otras expresiones 1 las 

cuales sf pueden representar objetos. Es por ello que su cuantificación es 

sustitucional, no objetal. Sus proposiciones universalmente cuantificadas dtcen 

que todos los casos de sustitución de la variable valen, no que una propiedad 

vale para todos los objetos de un universo. Sin embargo, Frege es poco 

consistente con su sistema, ya que pretende apltcar la cuantificación asf 

entendida a campos que la superan, como la arttmética 1 donde la cuantificación 

objetal es evidentemente necesaria. De cualquier manera, la introducción de 

cuantificadores es una de las aportaciones mas importantes de Frege al cálculo 

lógico. 

Son muchas las similitudes existentes entre la primera conceptograffa de 

Frege y las teorfas formales contemporáneas. Es m6s, con solo algunos 

elementos sintácticos presentados por Frege en su ConceptoaraffgL.. podemos 

construir una teorfa formal axiomática primitiva ( Eso es lo ciuc hice en ~1 

tercer capftulo de esta tesis ) • La teorfa que se obtiene cuenta con los 

elementos mfnimos para toda teorfa formal axiomática, es decir, cuenta con un 

conjunto· denumerable y definido de sfmbolos básicos, una definición recursiva 

de wff (fórmula bien formada), un conjunto definido de nueve axiomas, y 

otro, también definido, de tres reglas de inferencia. Esto la hace. la primer 

teorfa formal en la Historia de la Lógica. Un logro que no será digerido por 

las comunidades matemática y filosófica hasta entrado el siguiente siglo. 

Pese a todo esto, Frege atln no era consciente de manera completa de 

toda la fuerza de su cálculo lógico, por ello, las aplicaciones y ejemplos que 

incluye en la Conceptcgraffa ..$On aveces demasiado cor11plejos y oscuros. En la 
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derivación de algunos juicios del pensamiento puro, Frege mezcla 

demostraciones semánticas con pruebas formales. En las pruebas semánticas¡ 

no distingue entre Modus Ponens y Modus Tollens, usa informalmente algunos 

principios que no aparecen formulados sino más adelante en su cadena de 

inferencias y además, usa de una manera demasiado vaga expresiones como 

"significa lo mismo 11 y 11 tiene la misma formaº. 

Frege cuenta con un cálculo lógico primitivo, pero muy poderoso. Sin 

embargo, no sabe aprovecharlo y, al aplicarlo, lo debilita. El momento en el 

cual esto es más evidente es la tercera sección de su Conceotograffa~ Frege 

no se cansa de escribir que su lenguaje formal puede ser un gran instrumento 

para dar claridad y sencillez a ciertos razonamientos formales, lo cual es 

cierto. Sin embargo, al momento que trata de demostrarlo a través de 

aplicaciones en concreto, la hace aparecer artificialmente compleja y oscura. La 

tercera sección de la conceptograffa es hostilment.P. crfptica y tan dificil de 

leer que pierde todo sentido como ejemplo del uso de la conceptograffa. 

Conforme fue desarrollando y perfeccionando algunos elementos de su 

primer lenguaje formal, Frege se fue dando cuenta que no bastaba reformar su 

primer conceptograffa1 sino que era necesario elaborar una nueva teoría formal 

que incorporara los resultados de sus posteriores investigaciones y SL!Perara 

los logros de la primera. En este sentido, uno de los aspectos que más 

importaba a Frege era la crítica al psicologismo y al formalismo, d~s posiciones 

muy fuertes dentro de la· Filosoffa de las Matemáticas de su tiempo. Desde el 

principio, Frege quiso que su teoMa fuera una respuesta en contra de ambcis 

posiciones. Sin embargo, la redacción de la Conceotograffa J'BSUlto demasiado 

vaga en algunos aspectos, tanto que algunas de sus tesis fueron interpretadas 

precisamente como formalistas y psicologistas. Frege necesitaba, entonces, 

reforzar su teorfa en las partes que habfan sugerido esta interpretación. Par~ 
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ellot una de sus más fuertes armas, por no decir una de sus más importantes 

contribuciones a la Filosoffa, fue la distinción entre Sentido (la propiedad 

objetiva del signo, donde está contenido el modo de representación del 

referente) y Referencia (el objeto al que hace referencia el nombre). Esta 

distinción revolucionó por completo varios aspectos de la filosoffa fregeana, 

incluyendo su interpretación de la identidad y 1 por lo tanto, de las 

definiciones. También implicó un gran cambio en la explicación de las 

relac1ones de inferencia entre juicios. El aspecto conceptual del contenido de 

los juicios, lo que Frege solfa llamar el contenido judicable 1 posteriormente lo 

identifica Frege con su valor de verdad, es decir, con la verdad si el juicio 

es verdadero y la falsedad si el jutcio es falso. Para evitar el psicologismo 

Frege tiene que redefinir todo su sistema en función de los valores de 

verdad, ya que son el único aspecto del contenido de los juicios que es 

objetivo y se comporta de manera conceptual. Asf es como desaparecen las 

funciones proposicionales y su teorfa se ve dominada por conceptos, es decir, 

funciones cuyo rango es una subclase del conjunto de los valores de verdad. 

Este paso, de la Conceotograffa _a Las Leyes Fundamentales de la 

~ no es un corte tajante con la primera conceptograffa y el 

surgimiento de todo un nuevo sistema, sino un paso gradual, una evolución. 

Pese a lo que dice el tftulo del Epílogo, Frege no abandona su primera 

conceptograffa, simplemente la reformula enriqueciendo y reforzando algunos 

elementos y abandonando otros. Los elementos que abandona son tanto o mas 

importantes que los otros. Sin embargo, son inconsistentes con la nueva 

formulación del sistema. Entre los elementos que abandona Frege se encuentra 

la teorfa del Juicio, la distinción entre niveles de representación, el contenido 

judicable, etcétera. La mayorfa de los elementos de cálculo sobreviven en ]fil;_ 

~'-y, aun más, en las teorías formales actuales. Es por ello que los 

Conclusiones 



132 

logros de la Conceotoqrafía _en este aspecto parecen ecHpsar al resto de los 

elementos de la obra. Empero, son más los elementos de la primera concepto­

graffa de Frege que siguen siendo rescatables para la Lógica y la Filosofía 

actuales. Al principio de este texto señale el sorprendente olvido en el que 

esta sumergida la Conceptograffa. Con los resultados de mi análisis espero 

halla quedado claro que este olvido es completamente injustificado y que la 

riqueza del texto no se extingue en ser una curiosidad museográfica en la 

Historia de la Lógica y de la Fllosof!a. 

Conclusiones 
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