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PREFACIO:

El arte y la ciencia juegan el papel mas
importante en la vida del hombre. Sus dominios, aparentemente
'aJenos, han sido desde sus origenes un espacic natural para cl
surgimiento de la matematica en sus recorrides por los caminos de
la intuicién, de la magia y de la filosoffa junto a la creacion
artfstica’ hasta los linderos de la ciencia, en donde germinan,

se multiplican y florecen, con la lormalizacién de sus conceptos.

Son dos les tipos de experiencias que unen
a la ciencia y al arte: el rigor y la bellcza, los cuales
constituyen el contenido y la forma de las cxpresiones

intelectuales del espiritu.

En el devenir de la vida cotidiana pueden
“coincidir y, con frecuencia logran conjugarse para satisfacer
generosamente a quienes evocan su apoyo; pero siempre conservan un
espacio propio en donde libremente generan su fortaleza espiritual
y multiplican sus riquezas. Es as{ como la matemdtica ha suscitado
verdaderas revoluciones en el desarrollo de la tecnologfa y en las
leyes del pensamiento, en donde brilla con luz propia por la fuerza

y la belleza de su abstraccion.

La complejidad del mundo actual exige a la
matemdtica, como a todas las clencias y las artes, su participacién
en la tarea de edificar nuevas estructuras para alcanzar horizontes
mas amplios, pero es en las ciencias sociales y particularmente en
la economfa, como lo fuera en la fisica durante los siglos
anteriores, en donde surgen actualmente los retos que debe resolver
la humanidad contemporanea para vivir mejor, arménicamente con la

naturaleza y con sus scmejantes.



PORTADA .
DEDICATORIAS
AGRADEC IMIENTOS.
PREFACIO. ..
SUMARIO.........

INTRODUCCION . it
CAPITULO I. Not'onEs‘
i1 EL EQUILIBRIO. . ..usiicuiii

1.2 EL_.EQUILIBRIO.EN LA MECANICAV
1.2.1 Los pesos y el punto de: apo

1.2.2 Las fuerzas y el momento ss_ta_t
1.2.3 La fuerza resultante.... o

1.2.4 La fuerza oponente......
3 COMO SE RELACIONAN LAS FUERZAS....

1.4 METODOS PARA SUMAR FUERZAS..........0..
5 EL. CENTRO DE GRAVEDAD........
6 LA PALANCA. .\t vt vnrenesaannnsnnnnns L 2e

1.6.1 Las companentes de una fuerza. Su producto.......26

1.6.2 El calculo de la media aritmetica y la media
ponderada
1.7 REPRESENTACION VECTOR1IAL DE LAS FUERZAS...
1.8 LA ECONOMIA Y LA FISICA. IRVING FISHER..........ciuvuinn
1.9 ELL MODELO DE LEONTIEF.............. FE R 3 |
1.10 EDGEWORTH, PARETO, HICKS Y ALLEN..........c...ccv00ai0 035
BIBLIOGRAFIA DEL CAPITULO I........ P < 1 3




CAPITULO I'I. EL EQUILIBRIO EN LA ECONOMIA.

LA REVOLUCION NEWTONIANA Y EL METODO:.

[
(AR

LA FUNCION DEMANDA........... FIESTE
LA FUNCION DE OFERTA............ W
LOS PLANES DE INTERCAMBIO.........
LA FUNCION UTILIDAD. ..... ..., 5.
UTILIDADES EN EL INTERCAMBI1O DE:DO‘S
LA TEORIA DE LA UTILIDAD...
9.1 La utilidad vista desde el calc

NN R
[T-J. - BN B T R

Las curvas de indiferencla.."

2
.3 La maxima utilidad poslble.';;.
4 La utilidad marginal del diner

.6.Los multiplicadores de Lagraﬁgé.....

9
9
9
.9.5.La funcion indice de utilidad..
9 . :
BLIOGRAFIA DEL CAPITULO I1..... 00 iiiieevrinmen v .84

1
CAPITULO 111. EL EQUILIBRIO GENERAL COMPETITIVO.

LA EXISTENCIA DEL EQUILIBRIO ECONOMICO GENERAL..........86
3.2 UNA ECONOMIA WALRASIANA CON PRODUCCION,.................89

3.2.1.SIimulacion de!l ReEgaLCO. ..ottt vte ot runees 092

3.2.2 Los recursos de las unidades familiares.......... 93

3.3 LA FUNCION DEMANDA DE EXCESO O EXCESO DE DEMANDA........95
4 LOS PRECIOS DE EQUILIBRIO............. ST Tee

3.5 LAS MEDIAS PONDERADAS.......0ovovn.s B ORI -

BIBLIOGRAF IA DEL CAPITULO II1., ' : L 107

" CONCLUS1ONES L0 08

APENDICES. . ... . .... . ISR v e 110



* NocIoNES DE EQUILIBRIO

INTRODUCCION.

. El concepto de equilibrio en Economia se ha relacionado
principalmente con el modelo de equilibrio general competitivo de
Leén Walras (1834-~1910) quien desarrollé entre 1870 y 1877 la
teorfa de la utilidad a través de un estudio de lo mds “completo y
riguroso" como lo califica Claudio Napoleonil bajo un enfoque
matemdtico que es representativo de la corriente marginalista en la
que se distinguen tres Escuelas: la de Lausana, a la que pertenece
Walras y Vilfredo Pareto (1835-1910); la Austriaca que incluye a
Carl Menger (1840-1921), Friedrich von Wieser (1851-1926) y a Eugen
von Bohn-Bawerk (1851-1914) y la Escuecla Inglesa identificada con
Alfred Marshall (1842-1924) y Francls Edgeworth (1845-1926),
extendiéndose a Italia con M. Pantaleoni (i857-1924 y E. Barone
(1859-1924); a Estados Unidos con J. B. Clark (1847-1938) e I
Fisher (1867-1947) y en Suecia se desarrollé con Knut Wicksell
(1851-1926) y con G. Cassel (1866-1945).

La intencién del presente trabajo es la de explorar en la
Teoria del Equilibrio Econdmico General Walrasiano a partir de la
obra de Cournot y observar ¢l uso que se hace de la matemdtica para
analizar los fenémenos sociales, principalmente econdmicos, bajo la
hipétesis de que si en el perfodo que abarcan los siglos XVI y XVI
la matemdtica se desarrolld intensamente en relacion con las
ciencias de la naturaleza, es en los siglos XVIII y XIX en los que
‘la creciente complejidad de lag estructuras sociales, polfticas y
econémicas hace necesaria la aplicacion de técnicas en las que la
matemdtica interviene en diversas formas para desarrollar un tipo
de analisis apoyado en la matemdatica dcsarrollada alrcdedor de la
Fisica.

l'Napc)lez:mt, Claudio. Diclonarto de Economia Politica. Ed.
Castilla, Madrid. 1962.1



Nociones DE EquiLIBRIO

Por tratarse de un campo de aplicacién de la matemadtica,
se hace notar una serie de preocupaciones que van desde la critica
sobre la validez de la utilizacién {tanto cualitativa como
cuantitativa), del lenguaje matemdtico en e! andlisis del campo
social, hasta las caracteristicas que requiere la formacién
matemdtica del economista, ya que estos puntos de vista han creado
dos grandes corrientes: Una es la de los que hacen teoria economica
con matematicas y otra la de los que rehuyen hacer uso de la
matemdtica o tratan de evitar hasta el maximo, el verse ligados con
ella.

En el primér caso encontramos opiniones que han
contribuido a hacer mas compleja (y por lo tanto mas rica) la
participaciéon de la matemdatica en el &drea social, no solamente a
través de los métodos cuantitativos que pareceria ser un campo
natural de los numeros en la actividad cconémica, sino en relacién
‘con el anilisis cualitativo, lo que requiere de estructuras légicas
aplicables en las relaciones entre los factores de la cconomfa.
Estos métodos han dado sus frutos en la produccién de modelos
matematicos y estadisticos, pero una aplicacién mdas significativa
es la que se refiere al andlisis en la teoria econdmica y la
economia polftica.

En este aspecto se establece otra gran diferencia entre
quienes utilizan la matemdatica en la perspectiva de un quehacer
cientifico comprometido socialmente y quienes invalidan a la
matemdtica como instrumento de andlisis sobre las teorfas
politicas, ya sea por no estar de acuerde con las variables que se
manejan, o por la discrepancia en la conceptualizacién de esas
variables.

Es de notar en la década de los setentas en nuestro
siglo, la apariciéon de una teorfa social que recoge los fundamentos
econdmicos y politicos del marxismo y que se¢ dié a conocer como
"marxismo analftico" apoyado en una afirmacién atribuida a Marx:
"Una ciencia se desarrolla solamente cuando se ve enriquecida con
el punto de vista que le da el uso de la matemdtica" concepto, que
a todas luces no fué generado por el filésofo alemdn ya que este
-criterio tiene diversas fuentes, pero que ha servido para resaltar
las diferencias fundamentales entre los marxistas analfticos y los
marxistas que interpretan El Capital bajo un punto vista que se
denominé como de “economfa literaria", ya que ¢l aspecto més
importante es el andlisis que se hace de los factores econémicos
que actian como fuerzas soclales susceptibles de ser estudladas
matematicamente para observar sus repercusiones en el orden
politico y econémico.

No obstante que la utilizacién del lenguaje matematico ha
significado un punto de desacuerdo entre los ecconomistas que la

2
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usan y los que no, podemos observar con optimismo que también ha
significado un espacio en el que conviven y polemizan las
ideologias contrapuestas, ya que la economfa matematica del siglo
XX incluye por igual los esfuerzos de economistas y matemdticos de
todas las tendencias sociales y polfticas.

Mas auln, la teoria econémica actual no puede aspirar a
una evolucién sin tomar en cuenta los trabajos de les "marxistas
analfticos", pero también, como herederos de la fuentes
marginalista, fisiébcrata y neo-clasica, se ecncuentran economistas
como P.A. Samuelson, J.R. Hicks, J. Kenneth Arrow, Piero Sraffa,
John M. Keynes, Joan Robinson, J. A, Schumpeter, etc., por
mencionar solamente a algunos de un conjunto ya numeroso de
economistas-matematicos y de matematicos-cconomistas, que han dado
un cauce més profundo y mdas ancho al caudal de la economfa como
ciencia, que aspira en ultimo caso, a mecjorar la vida de los
hombres con el uso mas racional y eficiente de los recursos y de
las relaciones mds equitativas entre los agentes econdémicos y
sociales,

La metodologia seguida en el presente trabajo se plantca
la necesidad de los economistas de observar ¢l origen de la
matemdtica utilizada en las ciencilas sociales, para lo cual, en el
primer capitulo se hace referencla a conceptos fundamentales que sec
relacionan con la fisica y que dieron lugar a la representacién de
‘las fuerzas, al desarrollo del algebra lincal y al de los espacios
vectoriales, instrumentos que se utilizan en los modelos de
Leontief, Sraffa y Von-Neumann con singular éxito para analizar los
problemas de la produccién, haciéndo alusiébn a los trabajos de
Irving Fisher, Edgeworth y Pareto.

En el segundo capftulo se hace un estudic del Cilculo
Diferencial e Integral utilizade por Cournot y Walras en el
desarrollo de las funciones de oferta y demanda, enfatizando los
conceptos de valor de cambio, utilidad y de los precios. En el
tercer capftulo se hace una introduccién del Equilibrio Econémice
General Walrasiano, bajo el enfoque del Teorema del Punto Fijo de
Brouwer, con la demostracién constructiva del mismo debida a Scarf,
con lo cual se pretende dar un acercamiento a la evolucién del
concepto de equilibrio en la cconomia a través de la matematica
desarrollada en la primera mitad del presente siglo. Se evitan, por
el momento, demostraciones mas formales de este teorema que se han
generado recientemente con elementos de topologia diferencial.

Podriamos afirmar que, siendo una tesis de matematica con
un tema de economfa, el objetivo es el de atraer ia atencion de
los profesionales de ambos campos para unir intereses en una tarea
.que seguramente serd benéfica y productiva para todos, basicamente
para los estudiantes que se inician en las dos disciplinas.
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CAPITULO |

Li EL EQUILIBRIO.

La parte de la flsica mds antigua y
mds simple, y que por tanto es considerada
como bdsica para la comprensién de muchas
otras partes de esa clencta, tlene por
objeto el estudio del movimiento y del
equilibrio de las masas, se llama mecdnica.

ERNEST MACH.

(Existe alguna relacién entre la teoria del equilibrio

econdmico y el concepto de equilibrio en la mecdnica?

Antes de responder a esta pregunta debemos observar que
la mecénica se expresa en el lenguaje de la matemdtica para
describir y analizar los fenémenos que estudia, por lo que conviene
atender a otra interrogante: i(Es el lenguaje matemdtico un

instrumento adecuado para el andlisis de la economfa?

Algunos cconomistas han dado a esta pregunta una
respuesta afirmativa, por lo que es necesario abordar el asunto
tratando de establecer las caracteristicas y los elementos del
equilibrioc econémico y los instrumentos matemdticos necesarios para
su estudio. Pero, si bien el cquilibrio en economia, coma lo
describe P. Samuelson (8. p. 8) "se entiende Unicamente como los
valores de las variables determinadas por un conjunto de
condiciones y no los caracteres normativos que se vinculan al
término” al ampliar la definicibn de su "método de estatica

comparativa” concluye que este método constituye una aplicacion
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particular de  uno mds general que consiste en la "practica de la
deduccién cientifica, en el cual se define el comportamiento de un
sistema (probablemente a través del tiempo) en términos de un
conjunto dado dec ecuaciones funcionales y de condiciones

iniciales".

Esta afirmacién nos obliga a profundizar sobre el uso del
Instrumental matematico en el desarrollo de la mecdnica que estudia
los fenémenos bajo dos enfoques: el de la estitica y el de la

dindmica,

Ya en 1902, en el prefacio de su obra fundamental,
Bertrand Russell (1872-1970) aludfa a una de las motivaciones que
tuvo para escribirla, refiriéndose a la filosofia de la dinamica en
la que encontrd una dificultad al observar que ‘“cuando una
partfcula se haya sometida a varias fuerzas, en realidad no tiene
lugar ninguna de las aceleraciones componentes, sino solamente la
aceleracién resuitante, de la que no son parte", scguida de
reflexiones particulares sobre el movimiento absoluto en una teorfa
relativa del espaclo y otros problemas filoséficos del continuo,
pero en cuanto a la dinamica, después de reconocer que su opinién
personal pudiera ser minima, apunta que los problemas de esta
materia eran méas bien de cardcter empirico. Sin cmbargo, los
problemas de la ffsica, como fenémenos que se producen en una
realidad inobjetable, alcanzan soluciones plausibles a través de
una representacién matemdtica “cuando se cuentan los objetos

reales, o cuando se aplican la geometrfa o la dindmica al espacio o

la materia reales, o cuando, de cualquier otro modo, el

razonamiento que se emplea tiene una forma que no depende del que
los objetos a los que se aplica sean justamente esos objetos
particulares, sino solamente a que tienen ciertas propiedades
generales”. [8. p 20]
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Al referirse B. Russell al problema de la comprobacién
‘sobre de si csas propiedades pertenecen o no al espacio real o al
movimiento real, considera que “es un absurdo tratar de explicarlo
por medio de la matematica pura, ya que se trata de una cuestion
empirica que debe investigarse en el laboratoric o en el
observatorio” [7. p. 21], por lo que, tal vez las ciencias sociales
no pudieran disponer de estos recursos en la forma ecn que lo hacen

las ciencias naturales.

Sin duda, los economistas que sc¢ han plantcado esta
dificultad en relacion a los “objetes particulares”, han
descubierto que no es insalvable. Asf, Walras en el afio de 1900 sc
referfa a los cconomistas que "sin saber matematicas o incluso sin
saber exactamente en que consisten las matemdticas ya han decidido
que éstas no pueden servir para elucidar los principlos econémicos"
y anotaba los argumentos esgrimidos por aquellos: “"la iibertad
‘humana nunca podra introducirse en ecuaciones" é "los matemdticos
hacen abstraccién de los roces que lo son todo en las clencias
sociales". A estas afirmaciones Walras responde que "“no podran
impedir que la tearfa de la determinacién de los precios en libre
competencia sea una teorfa matemdtica", asegurando que ya en ese
momento "la economia politica, como la astronomfa y la mecdnica, es

una clencia tanto empfrica como racional”.

"Si la Francia del Siglo XIX, que ha visto nacer esta
nueva ciencla (Economia Politica), la ha ignorado completamente, la
falta se debe a una concepcién de la cultura intelectual, de una
estrechez de miras burguesa, que la divide en dos compartimientos
separados: uno que produce calculistas desprovistos de
conocimientos filoséficos, sociolégicos, histéricos y econdmicos, y
otro donde florecen las letras sin nocién alguna de (las)
‘matematicas.” [10. p. 136].
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Por su parte, Cournot en 1838 [2. p.l17] también se
enfrentdé a las opiniones adversas al uso de las matemdticas en la
economia sefialando una razén fundamental para caracterizar a sus
detractores: "por haberse formado una falsa idea acerca de la
naturaleza de las aplicaciones del andlisis matemidtico a la teorfa
-de la riqueza". Y hace notar que "la obtencién de nimeros no es su
unico objeto, [sine] que también se emplea para encontrar
relaciones entre magnitudes que no pueden evaluarse numericamente
entre "funciones” cuya ley no puede expresarse mediante sfmbolos

matematicos”.

La sugerencia de Cournot para emplear los signos
matemdticos come una forma natural que permitiera discutir
relaciones  entre magnitudes, sefialaba la oposicion de los
economistas cldsicos como Adam Smith (1723-1790) y J. B. Say
{1826-1896) haciendo la observacién de que por su parte David
Ricardo (1772-1823) ya habfa intentado hacer uso de ‘“cdlculos
aritméticos de una prolijidad fatigosa"” de manera que se propone
demostrar en su ensayo que “la solucién de los problemas gencrales
a que da lugar la teorfa de la riqueza, depende escncialmente no
‘del &lgebra elemental, sino de aquella rama del andlisis que ticne
por objeto las funciones arbitrarias, sujetas solamente a
satisfacer ciertas condiciones muy sencillas, (de modo que) las
primeras nociones de cdlculo diferencial e integral bastan para la

comprensién de ese breve tratado" [2. p. 19).

Pero este uso de la matematica por la economfa solamente
plantea una relacién formal de las dos ciencias, puesto que no
considera los aspectos analfticos y formativos del método de las
matemdticas y., ya que el que hacer de la ciencia se considera

inmerso en el marco social de la economfa, se afirma que Ia
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economfa se refleja evidentemente en el origen histérico de la
ciencia, por lo tanto no es extrafio que en un tratado de mecdnica
(me refiero al trabajo de Mach), se enfoque ¢l trabajo cientifico
como una tarea enmarcada en el contexto social y se considere como
un objetivo econémico. En tal condicién se reconoce la categorfa de
la economfa como ciencia y sus contenidos econdmicos son a la vez

objetivos econémicos,

"Al principio toda economia sélo tendié a la satisfaccion
de las necesidades corporales. Para el obrero, y ain mas para el
investigador, ¢l conocimiento de una determinada clase de fenémenos
naturales que se logre de manera md&s breve, mds simple y exija el
‘menor  numero de esfuerzos intelectuales, se convierte, por si
mismo, en un objetivo econémico". [3.p.17]. Este objetivo econdémico
serfa ¢l de obtener una concepcién de los hechos, clara, logica y
facil, siguiendo la aplicacién que la ciencia mnatural hace al
investigar lo que hay de constante en los fen6émenos, cuales son sus

elementos y cudl es la vinculacidén y dependencia mutua entre éstos.

Sobre el cquilibrio como un objetivo econdmico,
observamos que el término ‘"equilibrio" ha significade una
preocupacién fundamental en las ciencias naturales: "Las mas

. antiguas investigaciones mecénicas conocidas, las de los antiguos
griegos, se refleren a la "estatica" es decir, a la ciencia del
equilibrio” [3.p.10] . Es, pues, en la mecdnica en donde sec
encuentra una conceptualizacién formal del estado de equilibrio o
de reposo que relaciona las fuerzas actuantes sobre un cucrpo
‘material, sin embargo, no son las situaciones que se obtienen con
mayor frecuencia, ya que el desequilibrio es la condicién dindmica
de la naturaleza que, estando expuesta a innumerables influencias,

éstas estdn generando constantemente el movimiento.
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Se puede aceptar con Samuelson que "el equilibrio no es
algo definitivamente alcanzado, sino que es algo que si se alcanza
pone de manifiesto ciertas propledades, con lo cual no estamos
observando el aspecto de la estabilidad del equilibrio, sino de las
caracterf{sticas que adquieren las variables en un momento dade y
las causas externas o pardmetros que las modifican, de tal forma
que la econom(a plantea, como la fisica, una evoluciéon de esos

estados de equilibrio bajo un enfoque dindmico.

Al hablar de las ciencias, debemos convenir en que a
pesar de que cada una de ellas tiecne un objeto de estudio
especifico, estos forman parte de un estudio comun, dirigide al
conocimiento sobre la naturaleza y ésta se caracteriza por su
unidad, como lo hace notar Poincaré (6.p.7] y la naturaleza sigue
leyes precisas que sorprenden por la “simplicidad" y belleza de sus
principlos, a pesar de que al hombre le ha costado siglos de
esfuerzos para lograr penctrar en ellos. Por lo tanto, no debe
-extrafiarnos que un fenémeno como el equilibrio que se presenta
cotidianamente y cuyo principio forma parte de ese conjunto de
razonamientos fundamentales, halla servido para identificar un
aspecto de las relaciones entre los agentes econémicos. ya que el
equilibrio se puede entender como una situacién de equidad o de
bienestar al que se llega por el efecto de las fuerzas que, en la
economfa, estarfan representando los Intereses que actuan sobre el

cuerpo social.

Podemos entonces aceptar que el primer paso para

acercarnos al equilibrio econémico, es estudiando cémo, en sus

origenes, se da un acer o con la ani 14si
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1.2 EL EQUILIBRIO EN LA MECANICA.
1.2.1 Los pesos y el punte de apoyo.

Es Arquitas de Taranto (Siglo IV a.c.) un geémetra que
hacfa experimentos en la prehistoria de la mecdnica a quien se
-reconoce como fundador de la teorfa de la polea, pero es Arquimedes
de Siracusa (287-212 a.c.) quien establece dos principios bdsicos
como hipétesis que considera evidentes por sf mismos, en su tratado

"De acquiponderatibus” [3.p. |

a) Pesos iguales, que estdn a igual distancia (del punto

de apoyo) estén en equilibrie.
b) Pesos Iguales, que actuan a distancias desiguales (del

punto de apoyo) no estan en equilibrio, y el peso mids
alejado desciende,

De estas dos hipétesis, deduce el siguiente
TEOREMA:

“Pesos conmensurables estdn equilibrio cuando son

en
inversamente proporcionales a sus distancias (al punto de

apoyo)”.

Salomén Bochner [1.p.175] no concede a los griegos que
hubieran tenido la nocién formal de este equilibrio llamado el
"momento estdtico” en mecdnica, ya que si definimos como P y P' los
pesos, y L y L' las longitudes o distancias al punto de apoyo, se
podfan establecer proporciones del tipo P : P* = L' : L entre
cantidades de la misma clase, pero la igualdad P L =P L' no

10



NOCIONES DE EQUILIBRIO

pod(a verificarse porque no poseian el concepto de nimero real que
representara el producto PL de dos cantidades heterogéneas como
pesos y distancias.

De este problema se ocuparon Leonardo {1452-1519),
Galileo (1542-1624), Simén Stevin (1548-1620), Danlel Bernoulli
{1700-1782), Lagrange (1736-1813), Christian Huygens (1629-1695),
etc,, ¥y como menciona Mach, que tdcitamentc o en forma mds o menos
ocuita, la hipétesis de que "el efecto de un peso a la distancia L
del eje, estd medido por el producto PL llamado el momento
estdtico” es la clave que explica la conexién de todos los hechos
que concluyen con la formalizacién de la palanca y que se define
como “el producto de una fuerza por la perpendicular a su direccién
‘trazada desde un cje". 3. p.30}

1.2,2 Las fuerzas y el momento estitico.

Considerando los tipos de movimiento enunciados por
Galileo, el tornc simple también se rige por el mismo principio, ya
que las circunstancias que determinan el movimiento son, no sélo
los pesos que tienden los hilos, sino también las perpendiculares
trazadas desde el centro de rotacion a las direcciones de esos
hilos, es decir, los productos que representan los momentos
estaticos.

Ahora, es importante rcconocer como se relaclonan esas
fuerzas, cbservando que el principio de la composicién de dos o mas
.de ellas se basa en el TEOREMA DEL PARALELOGRAMO DE LAS FUERZAS,
cuyo principio fué conocido por Stevin, pero fué Newton (1642-1727)
en sus "Principios de Filosofia Natural" y principalmente Plerre
Varignon (1654-1722) quien enuncid este teorcma, como aplicacién de
un teorema geométrico, en un trabajo presentado a la Academia de

Parls, en la forma que sigue:

11
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TEOREMA: S} desde un punto m en el plano (fig l.a) del
paralelogramo, exterior al dngulo formado por los lados p Y a
que contiene la resultante r, se trazan los segmentos normales a

esas direcciones, que llamaremos u, ¥, w, se tiene gue:

pu + qv = rw

La demostracién se sigue de los productos de las
longitudes anotadas que son los lados de tridngulos, cuyas dreas
son la mitad de esos productos. Cuando m se encuentra e¢n el
interior del &ngulo (fig. 1.b), pero a una distancia w de la

diagonal r, la ecuacion es

pu - qv = rw
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Fig. 1.b

Finalmente, si m se encuentra en el Interior del dngulo

‘formado por p y q, (con m sobre la diagonal r) y se trazan las

perpendiculares, nos encontramos con que la distancia de m a r es
igual con cero (fig. l.c)

pu - qv =0
I
r
----l-l-u- v
p q‘\‘
Fig. L.c

Demostraciéon analftica: (Fig.2).

3
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(mafh)x’-

(-i'.{s)
o (a,0)
Fig. 2 :
Por demostrar: |p[lu} + Ja||v] = Ir||w], en donde

P, g, I, u, v, w son vectores en Rz
Sean: M = (o, B); o, B e R; a, b e R,

Ip| = b
jal =v a? + (ma)?

Ir) =va?+ (ma+ )2

ful. ==

ma - 8
[v] = e

vym?Za+ 1

(ma + bla - aB
Iwl =

v (ma + b)? + a®

Sustituyendo, se tiene:

——— ma - 3
ba + Va%+ (ma)? —_ | =
v omi+l

14
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(ma + bla. - aB

=\/a?'-o»(ma-o~b)z e
v (a® + (ma+ b)?

moe - 3

ba'+ av - m? + 1 = (ma + blx - ap

Vm?+t

ba + alme -B) = (ma + bla - afp

ba + ama - a3 = b + ama - a3 LawD,

Daniel Bernoulli opinaba, segin Mach, que "el teorema del
paralelograme de las fuerzas cra una verdad GEOMETRICA
(independientemente  de las fuerzas fisicas que representa) 13.
p.44], sin embargo la composicién de las fuerzas y la composicion
de los movimientos fueron deducidos por Varignon observando que las
fuerzas son proporcionales a los movimientos que ellas producen ¢n

.tlcmpos iguales.
1.2.3 La fuerza resultante.

Si en los paralelogramos anteriores p y q representan las
fuerzas componentes y r la fuerza que sustituye a ambas, que es la
resultante, los productos pu, qv y rw se llaman momentos de esas
fuerzas respecto del punto m, y cuando m estd sobre la resultante,
ambos momentos pu y qv son iguales entre si.

Para Varignon la estitica se funda sobre bases dindmicas,
siendo aquella un caso particular de la dinamica a la que dedica
varios de sus teoremas que forman actualmente la mayorfa de los que
aparecen en los tratados elementales de estatica y que sirvieron
para deducir la ley de la palanca que involucran el principio del
equilibrio.
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1.2.4 La fuerza oponente.

Convengamos en representar las fuerzas por medio de
flechas ancladas en el origen de un plano carteslano. Consideremos
entonces un numero cualquiera de fuerzas [guales que concurren en
el origen, sean tracciones o compresiones, y que forman entre sf

‘dngulos iguales. Sec afirma que estas luerzas estdn en equilibrio.

Veamos el caso para 3 fucrzas iguales que forman entre sf
angulos de 120 . (fig. 3)

Fig. 3

Construimos la resultante OD tomando como componentes a
'0A y OB. Es evidente que esta flecha equilibra a la flecha OC que
es la opuesta en sentido, (tiene la misma direccién y la misma
ma'gnitud), ya que cada flecha es un radio de la circunferencia que
tiene como centro O, que es el punto de aplicacién de todas las
flechas. A esta fuerza 0D se le llama "oponente”.

16
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1.3 COMO SE RELACIONAN LAS FUERZAS.

Si consideramos que tanto Newton y Varignon presentan el
teorema del paralelogramo de las fuerzas como un teorema
experimental, podemos observar que un punto al que se¢ le aplican
dos fuerzas esta sometido a dos movimientos independientes y el
efecto de las fuerzas se reconoce a través de las acelerzu:iones2
que scrdn proporcionales a csas fuerzas, en lo que se comprueba que
la suma de esas dos fuerzas serd igual a su resultante y la
resultante, a su vez, podrd descomponerse sicmpre en dos [uerzas
componentes. Estas dos componentes no son tUnicas, ya que una fuerza
puede ser la suma de cualquier nmimero de fuerzas que cumplan
clertas condiciones, por lo que es conveniente que veamos como se

relacionan las fuerzas:

CASO 1. FUERZAS DE IGUAL MAGNITUD.

l.a) Dos fuerzas iguales P y P', cuyas direcclones son
perpendiculares entre s{ y que actiian en un punto, equivalen a una
resultante R que es la bisectriz del angulo formado por P y P', y
cuya magnitud es la de la diagonal del cuadrado construido con P =

P' como lados. (fig. 5)

2 la aceleracién es una varlacidén de la velocidad en el tlempo. Es
inversamente proporcional a la masa del cuerpo y directamente

proporclonal a la fuerza,
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Fig. 5

Por e! teorema del paralelogramo tanto P como P' podran
descomponerse en la suma de dos fuerzas. Sean estas fuerzas
perpendiculares entre sf, entonces tenemos:

P=q+r
P=q +
a) Por construccién P = P' y P L P’, as{ P y P’ son las diagonales

de los respectivos cuadrados cuyos lados son sus componentes.

lo. Los cuadrados formados por las componentes son iguales.
20. q

q', de igual direccién, pero de sentidos opuestos.

Jo. r = r', de igual direccién y del mismo sentido.

b) Como las fuerzas q y q son de sentidos opucstos, se
equilibran anulandose. Por su parte, r y r" que son del mismo
sentido, se suman, de manera que su suma es R.

c) Dado que r = r’, entonces R=r + r’ = 2r.



NOCIONES DE EQUILIBRIO

1.b) Conservando la igualdad de P y P’, hacemos el angulo A mayor
que 90. Observamos que a medida que A tiende a dos rectos (1807) la
resultante sigue siendo la bisectriz, pero su magnitud decrece, ya
que el paralelogramo tiende a parecerse mis a un rombo cuya
diagonal mayor estd formada por las fuerzas que se anulan y cuya
diagonal menor es la suma de las componentes que actian en el mismo

sentido. (fig. 6)

Fig. 6
1.c) Sea el angulo A menor que un recto, pero mayor que O ; con
P = P'. En este caso las fuerzas componentes que Se oponen y

se’ anulan son cada vez mas pequefias. Por el contrario,las

componentes que se suman se parccen mas a las fuerzas

originales, asi, cuando el angule A = 0, P y P' son dos
fuerzas que actian en ¢! mismo sentido y sus magnitudes se

suman para formar la resultante R = P + P’ = 2P. (fig. 7)
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CASO 2. FUERZAS DESIGUALES.

2.a) Sean dos fuerzas P y P', perpendiculares y de magnitudes
diferentes. (fig. 8)

Fig. 8
Sea como encl caso l.a) P=q+r, P =q +r'59g r.q r

formando dos cuadrados de diferentes medidas.

a) Como q = ¢', con la misma direccién pero con sentidos
opuestos, la fuerza mayor q' no se equllibra con q por lo que su

suma algebraica es: q’

-q=0.

b) Las fuerzas r y r’ son perpendiculares a (q' - q) y se
suman por tener la misma direccién y el mismo sentido. Su
resultante es (r = r'}).

¢) Traslademos (r = r') al punto en que termina (@' - q)
y tendremos R = P = p" representadas por la suma de la suma de sus
componentes: R = [{q' = q) + (r + ')l

OBSERVACIONES:
I, La situacién del caso 2.a) subsiste cuando el dngulo A -

es mayor o menor que 90°.

20



NocloNEs DE EQUILIBRIO

2. Cuando el &ngulo es mayor que dos rectos, pero menor
que cuatro rectos, la situacién de las componentes horizontales se
generaliza y, tanto las fuerzas horizontales como las verticales se
-suman o se restan conforme sean de Igual sentido o de sentidos

opuestos. {fig. 9)

e
v
Al hd
C] 9°
’ '
. v "
. - -
Fig. 9

3. Al punto de aplicacién de la resultante R de un
sistema de fuerzas, se le llama el "“centro de gravedad" del

sistema.
1.4 METODOS PARA SUMAR FUERZAS:

Existen varios métodos para sumar un nuimero arbitrario de
fuerzas representadas en un plano cartesiano, pero tedos ellos

ticnen como base el tcorema del paralelogramo:

METODO 1: Descomponicndo cada fuerza en dos componentes
perpendiculares paralelas a los ejes del plano. (fig. 10)

Cada una de las fucrzas Pi se descompone en qi y ri

conservande las componentes los signos correspondientes a las

21
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direcciones de los ejes del plano, entonces la resultante R sera la
sumatoria de las componentes horizontales mas la sumatoria de las

componentes verticales:
R =7 q, + r

Fig. 10

METODO 2: Trasladando las flechas que representan las fuerzas, una

a continuacién de otra. (fig. 11}

Py

(£}

Fig. 11

22
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Siguiendo estec procedimiento se forma un poligono,
llamado el "Polfgono de fuerzas", cuyos lados son las fuerzas que
queremos sumar, de manera que si seguimos el orden de i, Pi termina
en el punto en que arranca Pi+l, asl sucesivamente hasta n. La
resultante es la fuerza que, partiendo del origen, termina en el
punto en que termina la Gltima flecha del polfgono. Si utilizamos
el tecorema del paralelogramo para dos fuerzas cada vez, se obtiene

exactamente el mismo resultado.

[.5 EL CENTRO DE GRAVEDAD.

Existe una fuerza que es familiar para nosotros en
relacién a los cuerpos. Esta es el “"peso" del cuerpo, que es la

fuerza con la que el cuerpo es atrafdo por la tierra.

Si tomamos en cuenta que un cuerpo estid formado por
partfculas y que cada partfcula tiene un peso, el peso del cuerpo
serd la suma de los pesos de todas sus particulas, y esta fuerza
resuitante estd aplicada en un punto llamado el ‘centro de
gravedad" de! cuerpo. Se pucde decir que ¢l peso de un cuerpo estd
concentrado cn ese punto, en el que actia la fuerza de gravedad de
la tierra, por lo que el pcso de ese cuerpe se representa por la
fuerza con la que es atrafdo hacia la tierra y que actia en ese

punto.

Cabe prcguntar: ¢En dbénde estard situado el centro de

gravedad de un grupo de cuerpos?

Si en una balsa hay muchas personas, el equilibrio de la
balsa depende de la posicién del centro de gravedad comin, es
decir, este centro de gravedad es el punto de aplicacién de la suma
de las fuerzas de gravedad de todos los cuerpos del grupo de

personas que ocupan la balsa.

23
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No obstante  que Arquimedes realizd importantes
descubrimientos, es el "Eureka" la expresién que lo identifica; sin
embargo se cuenta que Arquimedes escribié al rey de Siracusa lo
siguiente: "Si hublera otra tierra, yo pasarfa a ella y moveria la
nuestra®, o también: “"dadme una palanca y un punto de apoyo y
moveré al mundo”,

Este punto de apoyo es el origen desde el cual s¢ mide la
distancia al punto en que sc¢ aplica cada una de las fuerzas.se le
asigha a esa distancia el nombre de "brazo de palanca", cuyo
producto por la magnitud de la fuerza recibe el nombre de "momento
de la fuerza", de manera que el momento estdtico es el equilibrio

de las fuerzas y de sus momentos.

Por el teorema de Arquimedes: "pesos conmensurables estdn
en equilibrio cuando son Inversamente proporcionales a sus
distancias (del punto de apoyo)' concluimos que, ademds del
equilibrio que se establece entrec la resuitante con su oponente, la
segunda condicién necesaria para el reposo o la rotacién uniforme
‘de un cuerpo sélido al que se aplica un sistema de fuerzas, es el

equilibrio de los momentos..
1.6 LA PALANCA.

Teéricamente la palanca idcal es una mdaquina simple que
consiste en una barra rigida en la que pudieramos fijar los puntos
de aplicacion de las fuerzas y el punto de apoyo. Se reconocen tres
géneros de palancas conforme la colocacién de! punto de apoyo A y

las fuerzas llamadas de potencia P y de resistencia R.

24
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ler. Género: P A R ul A R

20. Género: PR A

T
bl
W > —

Jer. Género: R P A

o—>
)
>

—
-

Fig.12

Considerando el plano que contiene la recta que
-representa a la barra, en ¢! primer género ambas fuerzas tienen el
mismo sentido, no asi en las de segundo y tercer géneros, en que

las fuerzas tienen sentidos opuestos.

Si en la palanca de primer género las fuerzas tuvieran
sentidos contrarios darfan lugar a un movimiento de rotacién
alrededor del punto de apoyo y se les identifica como un "par de
fuerzas". El mismo efecto se produce si las fuerzas colocadas a un

mismo lado del punto de apoyo tuvieran el mismo sentido (Fig. 13)

T

A
P |

—n

P R

! !

Fig. 13

>

En tal caso, podemos encontrar una fuerza cuyo momento

sea equivalente a la suma de los momentos,
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1.6.1 Las componentes de una fuerza. Su producto,

. Hemos expresado una fuerza resultante como la suma de dos
fuerzas. A su vez, la fuerza resultante se puede descomponer
siempre como la suma de dos fuerzas (que no son necesariamente
unicas), de manera que estas dos fuerzas pueden ser las que tengan

como direccién la de los ejes cartesianos ortogonales. (Fig. 10).

Sean, entonces, n fuerzas en ¢l plano cartesiano IRZ. Sus
componentes como hemos dicho se identificarin por el nombre de los

ejes X y Y, y su expresién cstard dada como sigue:
PI =%ty

Como ¢stas componentes son ortogonales y les podemos
asignar el nudmero real que corresponde al valor de su longitud
medida sobre el cje correspondiente a partir del origen “0" del
‘plano cartesiano, podemos efectuar su producto Xy es decir, su
momento estdatico. Aqui hemos considerado la X, como el brazo de
palanca de la fuerza y a la y, como el peso o intensidad de la

misma.

Hagamos ahora la suma de los momentos estdticos de las
fuerzas del sistema y el resultado dividamioslo entre la suma de los

pesos o intensidades de las mismas:

L x, _
Loy,

Hemos obtenido el punto C como un producto de nimeros
reales, por lo tanto es un numero real que nos indica el centro de

‘gravedad de nuestro sistema de fuerzas.
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Traslademos el e¢je Y sobre la recta X hasta el valor
obtenide C, con lo que los valores de las componentes y, no .se
habran alterado, pero las componentes X, se veran afectadas por %
C, de manera que necesitamos expresar estos nuevos valores con una
y -
x| (xl+ C

Con lo anterior e! nuevo sistema estard anclado en su
-centro de gravedad en C, con lo que ¥ x'lyl = 0 y por lo tanto, se

encuentra cn equilibrio
1.,6.2 El cdlculo de la media aritmética y la media ponderada.

El calculo del centro de gravedad de la mecanica tiene un
cumulo de aplicaciones (aparentemente sencillas), pero que son de
la mayor relevancia para los fundamentos de la estadfstica, la
programacién, etc. Proponemos cnseguida un ejemplo por demas

simple, pero que seguramente serd atractivo:

Sean los pesos P = 30, R = 20, con AP = 8 y AR = 15,

cuyos productos o momentos son:

MP =30 X 8
MR = 20 X 15

240, y
300

La suma de los productos:

MP + MR = 240 + 300 = 540
y la suma de sus pesos:

P + R= 30+ 20 =50

Si dividimos 540 entre S50, obtendremos 10.8 que sera el
valor C, a partir del cual tomaremos los nuevos brazos de palanca

de ambas fuerzas. Esto es:
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CP =108 -8
CR

2.8
15 - 10.8 = 4.2

[}

Ahora bien, calculando sus nuevos momentos, tendremos:

CPXP= 28X230
CRXR= 42X20

84
84

"

n

Con lo cual los momentos estian en equilibrio. Ademds se
comprucba que el momento de la suma de las dos fuerzas por el brazo

de palanca en el punto de equilibrio es el centro de gravedad del
sistema:

(P+R)XC= 50X 10.8 = 540.
Por tltimo:

(PR x P} ~ {CR X R) = 0,
Si los pesos fueran iguales, tendrfamos:
8P+15P=23P
P+P = 2P
23P /2P = 23/2 =115
Observemos que este valor corresponde al valor medio de 8
y de 15 ya que los pesos son iguales y se cancelan en ambas sumas,
y en el primer caso, cuando las fuerzas (pesos) son diferentes, se
obtiene con este procedimiento el calculo de la media ponderada,

que es un elemento de andlisis sumamente usado en problemas de

diversa fndole, de manera especial en aplicaciones de estadistica.
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1.7 REPRESENTACION VECTORIAL DE LAS FUERZAS.

La representacién vectorial de las fuerzas se le adjudica
a Giusto Bellavitis (1803-1880) quien en 1837 sustituye la notaciéon
PQ del vector con origen en el punto P y final en el punto Q, por
la de Q - P, sin embargo el nombre de VECTOR, (que se deriva del
latin vehere = transportar) fué introducido cn 1845 por Sir Willlam
Rowan Hamilton (1805-1865) que lo represento por una séla letra y
H. G. Grassmann (1809-1877) en 1844 considera el vector camo una
forma geométrica particular de primera especic y la designa con el
nombre de “Streke" que se traduce como “segmento”.

1.8 LA ECONOMIA Y LA FISICA. IRVING FISHER.

Apoyados en ¢l concepto de campo y de espacio vectorial,
Grassman ¢ independientemente el inglés Cayley (1821-1895) hicieron
la exposiciébn sistemdtica de una geometria multidimensional que

permitié a la econom{a representar por medio de vectores los

factores de la produccién y de la d la y desarrollar un andlisis
del comportamiento de los mercados por medio de sistemas
multiecuacionales, siendo Irving Fisher (1867-1947) en su tesis
doctoral presentada en 1892, quien intredujo esta caracterizacién
vectorial de una cconom{a, lo cual se explica facilmente, tomando
en cuenta que su trabajo fué asesorado por el [isico norteamericano
Josiah Willard Gibbs, creador de teorias importantes en

termodindmica.

Para conluir este esbozo del concepto de equilibrio en
economfa y su relacién con el mismo concepte en la mecanica,
anotaremos la comparacién que hizo Fisher de esos dos cuerpos del
conocimiento, en un trabajo publicado por Yale University Press,
New Haven en 1926, con el tftulo "Mathematical Investigations into
the Theory of Value and Prices™ {4.P.224-5]
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MECANICA

Li ECONOMIA

Una partfcula
El espacio

La fuerza

La energfa

El trabajo de energfa ="
fuerza X espacio . FREN

La fucrza es un vector -

Las fuerzas son sumadas como
vectores

El trabajo y
escalares

la energia son

La energia total
como la integral
con respecto a las fuerzas
que la inducen

puede ser

El ecquilibrio estarda en donde
la energfa neta (energfa menos
trabajo) es maxima; 6 donde la
fuerzas de inducciény
resistencia por cada eje sean
iguales

Si la energfa total es
sustraida del trabajo total,
en lugar de viceversa, la
diferencia cs el "potencial"”
y es un minimo.

La fuerza componente por un
eje en equilibrio

La encrgfa cinética
El desplazamiento

La conservacién de la energia

“‘Uniindividuo

: La”‘,i'her;bcader'f a”

La.iiutrlidad ‘marginal o
desutilidad

La‘utilidad.

La“utilidad = utilidad
“marginal X mercaderfas

‘La utilidad marginal es
un vector

Las utllidades marginales
son sumadas como vectores

La desutilidad y la wutilidad

son escalares

total disfrutada
definida por el Individuo es
como la integral con respecto
a las utilidades marginales

La utilidad

El equilibrio estara en donde
la ganancia {uti]idad menos
desutilidad) es maxima; &
donde la utilidad marginal y
la desutilidad marginal por
cada eje sean iguales

Si la wutilidad
sustrafda de la

total es
desutil idad

total, en lugar de viceversa,
la diferencia puede ser
llamada la “pérdida" y es

minima.
El precio de una mercancia
por un eje en equilibrio

El gasto total

La wunidad
mercancfas
La conservacién de la
utilidad mds el gasto.

incrementada de

30




NocloNes DE EquiLIBRIO

Indudablemente esta correlacién de conceptos, que pudiera
entenderse como la bisqueda de un [somorfismo entre dos campos
aparentemente lejanos o fundamentalmente ajenos, ha estado en
continua discusion en la que se han hecho notar los argumentos que
por, por principio, conducen a una acecptacién de clertos elementos
bdsicos y que, en la actualidad han adquirido mayor solidez con las
posibilidades que abre el uso del andlisis vectorial , por lo que
es un estudio abicrto tanto cn las matematicas como en la ffsica,
as{ como en la economfa, en donde se han hecho importantes

aplicaciones con el algebra y la programacién lineales,
1.9 ELL MODELO DE LEONTIEF.

El modelo de Leontief es un mecanismo con algebra lineal
que consta del registro de las necesidades de una economfa para
efectuar !{a produccién y que permite determinar el nivel de la
produccién para satisfacer cada nueva demanda y como.instrumento de
complemento y control de estudios de contabilidad nacional. Su
estructura incluye dos conceptos:

I. Cantidades ffsicas dec los bienes: Scan la matriz de insumos
(qu) que representa la cantidad de la mercancia 1 necesaria para

la produccién del bien Qlla cantidad total de la mercancia 1.
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Caracteristicas:

Las cantidades f(sicas de las mercancias se relacionan

como sigue:
1. (qu) z 0.
n
. ¥q =Q.
3=1 H} ]

q”
1. ? au.r:s ta cantldad del) bien | necesarla para

producir una unldad del blen ] (coeficlentes

técnlcos de la produceldn); (au) =A.

qu = aIJQJ =
Lage = s Lay=t
En cuante a los precios, sea p = (pl. Py e pn) el

vector de los precios de las n mercancias, entonces:

. p (qu) = pQ serd el valer de la produccién que se expresa

con [p(qu)lT.

Utilizando la matriz A, tenemos: Ap = p y Aq = Q, dos
sistemas perfectamente simétricos para los precios y para la

produccion total.

Con estas matrices Leontie[ construye dos modelos, el

cerrado y el abierto, cuyas diferencias son como sigue:

(A-DQ =0
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El modelo cerrado: Contiene n bienes y n cmpresas
(incluyendo los bienes el vector “"trabajo", y las empresas
contienen la columna de la demanda final con idéntico tratamiento
que el de las empresas). La demanda final se considera como una
industria que requiere una serie de insumos y ofrece un output
constituldo por una serie de servicios (trabajo y recursos
productivos) a los que corresponde una remuncracion global {valor
afiadido) que comprende salarios, sucldos, benecficios y rentas.
Formalmente constituyen dos sistemas lineales y homogéneos. Las
soluciones triviales no son de interés ccondémico y las soluciones

positivas exigen que |(A-1}| = 0 y |(A-D|™= 0, i.e.

1. Al menos una columna de la matriz de coeficientes scra
linealmente dependiente de las otras. Ya que sabemos que las
primeras (n-1) columnas corresponden a los coclicientes de
produccién de los procesos productives, no es factible que las n-l
columnas tengan una columna como combinacién lineal de las
restantes. La columna de la demanda final no es un dato técnico y
es la que se da como dependiente de las demads en el sistema
estacionario. Et argumento que la sustenta es el de que la demanda
final no puede ser superior a las posibilidades técnicas de
produccién, pero tampoco puede scr inferior a ellas. Esto dirfa que

la suma de los productos de cada industria seria menor que la suma

de los ir La acumulacién de “stocks" {capacidad productiva

ociosal y/o la suma total de las necesidades del trabajo, inferior
a la fuerza de trabajo disponible (desocupacion). Este argumento se
avala por la condicién de Keynes: El volumen de la demanda final
debe igualar la capacidad productiva del sistema, si se desea

ocupacién plena.
2. La matriz A sc¢ considera una matriz productiva si

existe un vector columna x,_tal que X > AX. De aqui que podamos

obtener un vector ¥ = X - AX > O.
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La interpretacién econémica es la siguiente:
(1), El sistema de¢ precios determina sélo los precios relativos,

pero no su nivel absoluto, r(A-1) = n-1.

(2). El sistema determina las cantidades relativas o proporciones
en las que se han producido los bienes, pero no su njvel
absoluto de produccién. Determina la estructura del sistema
pero no su escala de activacion, sicmpre bajo la hipétesis de
rendimientos a escala constantes.

(3). El trabajo Qh no es una variable ajena al sistema {exdégena).
Si asi fucra, caeriamos en ¢! modelo abierto: n-! renglones de

insumos,

El modelo abierto se expresa por (I-A)JQ = Y con una
matriz A que no es la original, ya que le falta un rengion, de tal

manera que r(A) = n-l. La soluciéon del sistema es (1-A)'y = Q.

OBSERVACION:Como r{i-A) = n-l, entonces existe una solucién no
negativa, como hemos determinado en el sistema.

CARACTERISTICAS:
a). Y= 6, Az 0.
(b) Las soluciones dependen tanto de Y como de A.
@siu-A'=z0 » 0=zo

Es necesario tencr en cuenta que (1-A)™' ¢ {(ul-!\)"} p=1
Estas matrices se analizan a través del teorema de Perrén-Frobenius
en donde se hace notar la importancia del auto-valor maximo de los

sistemas econémicos: ;\m< 1, cuyas caracterristicas tdécnicas deben

‘permitir que la produccién de al menos una mercancia supere las
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necesidades de reemplazamiento del sistema productivo, lo cual

determina las caracteristicas de las matrices.
1.10 EDGEWORTH, PARETO, HICKS Y ALLEN.

Tratandose del estudio de los fendémenos inherentes a la
existencia del hombre, la economia se ha visto también relacionada
con la psicologia cn el estudio del comportamicnto de los
individuos respecto a las preferencias que hacen dec los bienes que
satisfacen sus necesidades. Esta teorfa neocldsica de la utilidad
aparece con Francis Edgeworth (i845-1926), cuyos métodos recogen
las experiencias de los economistas del marginalismo y las teorfas
de la optimalidad construidas en esta misma época, rehaciendo la
conceptualizacion de las relaciones de intercambio y el consumo
bajo una teoria gencral! de la eleccién, que se expresa en un método
Jlustrado con graficas originales y las llamadas ‘“curvas de
indiferencia” como una especic de mapas que permiten observar el
comportamiecnto de los agentes ccondmicos en el mercado. Estas
observaciones se complementan con la teoria de optimalidad debida a
Pareto,

Es alrededor de los afios treinta de nuestro siglo que Sir
John R. Hicks (Premio Nobel 1972), y R.G.D. Allen revolucionaron el
andlisis microeconémico utilizando la curva de indiferencia de
Edgeworth. Hicks publicé en 1939 su libre "Valor y Capital" que
prddujo una amplia aceptacién de la idea, recibiendo un fuerte
impulso en ¢l rescate de la teorfa neocldsica de la utilidad en la
London Scheol of Economics, con el libro de Lord Robbins "Ensayo
sobre la naturaleza y significacion de 1la Ciencia Econémica”
[11.p.54], pero fué hasta 1951 cuando se encuentra una explicacion
completa de la teorfa de la eleccién en términos de relaciones de
orden, ¢n la primera edicién del libro de Kenneth Arrow “Social
Choice and Individual Values".
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CAPITULO 11

2.1 LA REVOLUCION NEWTONIANA Y El. METODO.

Es necesario reconocer la capacidad creadora de Newton en una
época en la que, sdlo con la intuicién que schialaba Descartes y
acicateados por la urgencia de esclarecer un cimulo de Ideas
metafisicas, los hombres del siglo XVIl y XVIII forjaron los
-eslabones que unicron la filosoffa de la ciencia natural con las
matemdticas. Las ciencias de la naturaleza, apoyadas en la
observacién y en el laboratorio, recibieron de manos de Newton y de
Leibniz el instrumento del calculo infinitesimal que desperto
criticas prefiadas de ironfa como la del obispo Berkeley “El
analista, discurso dirigido a los matematicos incrédulos”, que
tuvo el efecto de cstimular !a formalizacién de los conceptos
basicos de la nueva ciencia, como la habfa llamado Galileo.

La ruptura que cstablece esa nueva ciencia con el paradigma
aristotélico se fué gestando durante la edad media y se nutrid con
fos descubrimicntos y con las invenciones de la revolucién
newtoniana y la transformacion de las ideas clentificas. Un
cjemplo: el célculo diferencial es el instrumento que permite a
Urbain  Ledén Joseph Leverrier (1811-1877) predecir en 1846 la
cxistencia del planeta Neptuno y sefialar cual deberfa ser su
posicién en el firmamento, aunque no se contara con un telescopio
capdz de corroborar sus deducciones, ya que el ¢éxito de su
razonamiento se debid, desde luego, al uso de las ecuaciones
difercnciales, pcro, de mancra fundamental, su trabajo se cimenta
en el método que Newton expone en su cuestion 31 de los Principia
Matematica.
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El andlisis nos permite - seciiala Newton - "pasar de los
compuestos a sus ingredientes y de los movimientos a las causas y
de estas causas particulares a las mas generales, hasta que cl

argumento termine en la mas general” (5. p. 31l

Cournot utiliza este método y el calculo diferencial, y hace
notar en la exposicién de las primeras nociones acerca de las
consecuencias del concurso de productores, ciertas relaciones
“bastante curiosas”, haciendo énfasis en que, desde un punto de
vista puramente abstracto, existe una total independencia entre el

andlisis y las aplicaciones empfricas. [6. p. 20].

Siguiendo c¢sta generacion de idecas, es la lectura de las
“Recherches” dc Cournot lo que impulsa a Walras, a los 18 afios, a
dedicarse a la construccion de la economfa politica cientifica, con
Jla cual se propone, como un paso previo a la aplicacién de una
econamia social, ¢l desarrollo del andlisis de la economia politica
pura, proporcionande una solucién al probiema de la distribucién de
la riqueza.

¢Cual es la ventaja de la definicion de riqueza social y de la
clasificacién de sus clementos realizada por Walras? - se pregunta

Julio Segura en "La obra de Walras al cabo de un siglo” [12. p.41].

La principal es: proporcionar un criterio que permite detectar
todos los componentes de lo que hoy dia es el producto nacional, y
el segundo: es el hecho de que todos los componentes de la riqueza

o dad

social son

y ofrecid en mercados que en realidad
operan en forma simultinea, y, por tanto, influyen unos sobre
otros. Se descubre en esta idea la importancia fundamental en el
estudio cientffico de la riqueza soclal, ya que Walras se propone
como objetivo de la economfa politica pura "el analisis sistemitico

de la determi ién de las d das y de las ofertas de todos los
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elementos de la produccién, y la consiguiente determinacién de los
precios de equilibrio”, que  constituyen las  tres  partes

fundamentales de sus "Elementos”.

2.2 LA FORMACION DE 1.0S PRECIOS.

Walras proponc denominar como ‘“precios® cn general a las
relaciones entre valores de cambio, o valores de cambio relativos,
de los bicnes intercambiades en un mercado. El valor de cambio
es la propiedad que tienen ciertas cosas de no ser obtenidas o
cedidas gratuitamente, sino de ser compradas o vendidas, recibidas
o entregadas en proporciones cuantitativas determinadas a cambic de
otras. E! comprador de una cosa es el vendedor de aquella que da a
cambio. El vendedor de una cosa es el comprador de aquella cosa que
recibe a cambio. En otras palabras, todo cambio de dos cosas entre
sf se compone de una doble venta y de una doble compra.
{12.p.18].

Cournot define esta relacion de precios entre varios mercados,
pero Walras nos da un ejemplo para ilustrar esta definicion a
través de un mercado al que concurren dos mercancfas (A y B), las
cuales se relacionan por una ecuacién de intercambio: m va = n vb
en donde m significa la cantidad del blen A que sc intercambia por
n unidades del bien B, llamando va al valor de cambio de la unidad

del blen A y vb al valor de cambio de una unidad del bien B.
De csta manera, los precios pa de A y pv de B se establecen

en términos de A y de B respectivamente, utilizando la ecuacién

precedente para cxpresar los precios en la forma:
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Vo m
Pz ===

Va n

Va n 1
Pu = Vo = 'm =

Por tanto, los precios o las proporciones entre los valores de
cambio de dos mercancias, son iguales a las proporciones inversas

de las cantidades de mercancfas intercambiadas.

Esto quiere decir que los precios (de A en términos de B y de
B en términos de A) son reciprocos cntre si. [12. p. 185].

Pero esta forma de valor estd apoyada en el concepto de “"valor
de cambio” que aparece como un atributo, dentro de las reclaciones
comerciales, que sc asigna a las cosas que son susceptibles de
intercambiarse y que, por ecllo, representan la riqucza (6. p. 23] a
la que Cournot se refiere como una palabra usada con demasiada
ambiguedad, tomando ésto como “"la causa de la oposicién entre las
escuelas de la econom{a, y de la guerra que se hacen los tedricos y
los practicos.” [6. p.25] ya que "se produce upa confusién entre el
valor de cambic de una cosa, con su utilidad.” Por lo tanto,
desarrollando la idea de Cournot, diremos que la riqueza sélo se
concretiza en el intercambio de los objetos a los que se les
atribuye un valor de cambio, los cuales no podrian coincidir en la
cantidad de ese valor de camblio asignado a cada uno de elles, por
lo cual ¢s necesario recurrir a un mecanismo (el momento estatico
de la palanca que hemos tratado en el primer capitulo) para poder
relacionar los valores de cambio de ambas mercancias y definir su
precio.
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2.3 LA TEORIA DEL VALOR DE CAMBIO Y LA LEY DE LA DEMANDA.

Cournot invoca una hipétesis, ( la llama también axioma) para
establecer los fundamentos de la teoria del valor de cambio: "Que
cada hombre intenta extraer el maximo valor posible de sus bienes o

de su trabajo" de la cual deriva la definicién siguiente:

El precio de las cosas estid en razén inversa de la cantidad
ofrecida y en razdn directa de la cantidad demandada". [6. p. 671 y
se pregunta: gQuiere decir que, en caso de que se ponga a la venta
una cantidad doble de un bien, el precio descendera a la mitad?,
por lo tanto habrfa que explicar esta relacién con mayor sencillez
y limitarse a decir que: "el precio estd en razén inversa de la
cantidad ofrecida” y concluye que: Un bien es tanto mis demandado
cuanto menos caro es, con lo cual desplaza su atencién hacia la

demanda como una funcién inversa del precio.

Si convenimos que la demanda D es una funcién particular F(p)
del precio p de cada mercancia, debemos observar que es una funcién
decreciente y estara dependiendo basicamente "del bien de que se
trate, de la naturaleza de los servicios que puede proporcionar 6 de
las satisfacciones que procura, de los hdbitos y costumbres de cada
socicdad, de la riqueza media y de la escala con arreglo a la cual
esta repartida la riqueza®. [6. p. 701

2.4 LA FUNCION DEMANDA.

Sea p el precio medio anual de una mercancia y una funcién
F{p) que designard la media de todas las lunciones quec representan
la demanda en diversas épocas del afio. Sea F(p) continua, definida
en el ortante positivo IR:' ya que los precios son no negativos, por
lo tanto, una nueva funcién pF(p) que expresa el valor total de la

cantidad de mercanclas vendidas anualmente, también seri continua.
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OBSERVACION: Siendo }os precios no negativos, pF(p) = O e F(p) = 0
a/y p = 0.

Ahora bien, siendo la funcién pF(p) continua, debemos pedir
que sea también diferenciable y su derivada (notacion de Lagrange)

‘serda la siguiente:

d p¥F(p)

ap = F(p) +pF'(p) ==—me——- (1)

Observando su comportamicnto, vemos que pF(p) crece cuando p
crece, existe un punto en donde es maximo y lucgo empieza a
decrecer, por lo tanto, cuando pF(p) es maximo, entonces

F(p) + pF'(P) =0 =mmmmmme (2)

Este mdximo estd representado por el drea del rectangulo

bajo la grafica de F(p) cuyos lados son p y F(p), cuando su
producto pF(p) es maximo.

F(p)

F(p) n
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. F(p)
De (1) se obtiene p =— —F—;;-m en donde F'(p) es la pendiente

de la tangente a la curva anb cn el punto a = (p,F(p)), esto es:

np
F'(p) =~ Y
Sustituyendo F(p) y F’(p} np
. PR T m Rt mmmeeees (3)
De lo anterior, podemos conluir que: cuando Op = pt

entonces el drea del rectingulo "OF(p)np" es mdéxima.

Cournot utiliza el criterio de la segunda derivada para
demostrar que se trata de un valor maximo, derivando (1):

d%pF(p)
————= F'(p) + F'(p) =+ p F"{p)
2

dp

[pF(p)] = 2 F'(p) + DF"(p)

Flp)
Sustituyendo ¢l valor de p = ~ :
F'(p)
" F"(p) F(p)
[pF(p)] = 2 F'{p) -~ —
F'(p)

2 (Fm) - Fo F
- @)

F'(p)

OBSERVACION: Teniendo en cuenta el signo esencialmente negativo de
F'(p), la raiz de F(p) + pF’(p) = O corresponderda a un minimo

o a un maximo, dependiendo de que:

2(F°(p)1%- F"(P) F(p) > 6 < O".
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Ya que Cournot hace hincapié en que: "cuando F"(p) es
negativo, o cuando la curva D = F(p) es céncava con respecto al eje
de abcisas, no es posible que haya un minimo, ni mas de un maximo.
En el caso contrario, la existencia de varios minimos y maximos no

se ha demostrado que sea imposible”, hagamos la siguiente

OBSERVACION: Cournot ha partido de definir a F{p) como una funcién
decreciente, convexa y, por supuesto, siempre positiva, de manera
que fuera conforme con la definicidn que se hizoe de la ley de ia

demanda, pero su afirmacién abre la posibilidad de que F{p) no siga
siempre esa ley y entonces no corresponderfa a las caracteristicas
que se le han asignado, pues F“(p) serd negativa sélo cuando F(p)
sca una funcién céncava con la conclusién que obticne respecto a
sus valores extremos. Ademds, no descarta la posibilidad de que
exista una funcién pF{(p) que pasara por varios minimos y maximos,
lo cual estarfa reflejando una demanda que estaria "fucra de la
ley”, le que no ocasiona ningin problema si consideramos Unicamente
su comportamiento "dentro de los limites de oscilacién de p, para

valores crecientes de p" [6. p. 80l

Esta conceptualizacion de la demanda es natural ahora
para los economistas, pero como expresa Mark Blaug respecto a
Cournot: "Para probar la existencia ¥ la unicidad de este maximo,
empled las pruebas familiares del cdlculo: la primera derivada de
la funcién de beneflicio debe igualarse a cero, y la segunda
derivada debec ser negativa .jTodo esto cn 1838! [4. p. 402]

No obstante que la teoria de la demanda de Cournot no se
apoya en el concepto de la utilidad, servirA a Walras para
desarrollar la relacion entre la oferta y la demanda, por lo que cs
conveniente conocer la opinién de Robert B. Ekelund en relacion a
la importancia que tiene la obra de Cournot en el desarrollo

mateméatico de la economia politica:
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"Uno de los grandes logros de Cournot fué haber
descubierto la ley de la demanda (lol de debit). Como la mayoria de
los estudiantes sabe, la ley de la demanda aflrma que la cantidad
demandada es un funcién del preclo, D = F(p). La cantidad demandada
se reflere, por supuesto, a una serle de otras varlables (renta,
riqueza y otras por el estilo), pero se supone que éstas son
constantes cuando se determina la lista de la demanda (ndividual.
Cuando una de las varlables distintas del precio se modifica, se
desplaza toda la curva de demanda, lo que conlleva una variacidn de
la demanda. Un camblo en la cantidad demandada se produce cuando
cambla el preclo, permaneciendo constantes todas las demds
determinantes. Cournot comprendié perfectamente el valor del
andlisls bajo el supuesto de ceteris paribus, es decir,

"permanectendo igual todo lo demds...”

“La ley de la demanda descansa esenclalmente sobre la
poblacidn, la distribucién de la riqueza, el blen general, los
gustos, los hdbitos de consumo de la poblactdn, la multiplicacidn
de los mercados, la extensidn del mercado resultante de las me joras
del transporte. Todas estas condiclones relativas a la demanda
permanecen iguales; sl suponemos que cambian las condliclones de la
produccién (es decir, que los costos aumentan o disminuyen), que
los monopolios se restringen o se suprlmen, que los impuestos
aumentan o se reducen, que la competencia extranjera se prohibe o
se permite), los precios variardn y las correspondientes
varlaciones en la demanda, suponiendo que los preclos de hecho
hayan subldo, servirdn para la construcclén de nuestras tablas
empiricas. Si, por el contrarlo, los preclos camblan porque ha
cambiado la propia ley de la demanda, debido a un cambio en las
causas que ya no tlenen influencia en la produccidn, sino en el
consumo, la construccidn de nuestras tablas serd Imposible, porque
ellas tlenen que mostrar como cambia la demanda en virtud de un

camblo en el preclo y no en virtud de olras causas”.
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Esta aportacién trasciende con amplitud su valor
histérico por la permanencia del andlisis, ya que "es evidenle que
Cournot (dentificaba la ley de la demanda con la concepcldn moderna
de una funclén de demanda; asimismo, su camblo en la “demanda”
corresponde al empleo moderno de un cambio en la “cantidad
demandada”. Este método de andlisis es tan comun en la actualidad
que al tedrico moderno no se le ocurriria expresar ideas comple jas
solo en forma de palabras, pero Cournol Introdujo los
planteamlientos malemdticos y grdflcos cuando la expresion puramenie
verbal era el instrumento del tedrico”.

Puede plantearse una cuestidn adiclonal, enteramente
tegitima: gQué clase de teoria intentaba desarrollar Cournol con
instrumentos matemdticos? gEra la teorfa que €l conslderaba,
quimérica o desconectada de la realidad, como tantos argumentan
respecto a la teoria econdmica en la aclualidad? La respuesla a
estas preguntas revela la naturaleza brillantemente dual de la
aproximacién melodoldgica de Cournot. El consideraba que un
andlisis econdmico tenfa que basarse en la observacién empirica y
en los hechos. Este punto puede ilustrarse volviendo al concepto

innovador de la ley de la demanda de Cournot”.

"Habiendo rechazado la utilidad como fundamenlo de su
funcidn de demanda, Cournot presenté lo que era bdsicamente una
aproximacion empirica de la demanda. El titulo del capitulo sobre
la demanda en el orliginal de las Recherches, "De la lol du debit"
(“Ley de las venlas" en la traduccidn inglesa [N.delT.]) o "De la
tey de la demanda" insinda su planteamtento emplrico, y Cournot dié
entera y explicitamente a su funcidén de demanda una definicion
emplirica. Observé: "La venta, o la demanda (ya que para nosotros
estas dos palabras son sinénimas y no vemos la razén por la que la

teorfa deba considerar una demanda no seguida de una venta) crece
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en general cuando el precio desclende”. El admitia que los precios
y la ley de la demanda podfan fluctuar en el perfodo de un afio, y

definid su curva en relacién con un precio medio anual “p*, siendo

F(p), “la cantldad vendida anualmente en el ambito del pais o del
mercado que se consldera”. De ahi que D = F(p) sea una curva que
relaciona series de datos temporales de ventas y precios a los que

se han reallzado dichas ventas."

"Asi pues, la especificacidn tedrica de la demanda que
lleva a cabo Cournot (continua y con pendiente negativa) se deduce
de su propla observacidn y de simplificaciones y observaclones de

Jlas relactones entre preclo y cantidad.” [9. p. 308-9]

Se sefiala, ademds, que Cournot hizo secrvir este método
para la creacién de numecrosos modelos de comportamiento de la
empresa, basados en la curva de la demanda y, puesto que la teoria
del equilibrio general fija su atencién principalmente cn cl vector
de los precios y en la demanda de exceso relacionada con ese
vector, seguiremos la Iidea de Cournot, de Investigar las leyes con

arreglo a las cuales se establecen los precios.

2.5 LA FUNCION DE OFERTA.

Una practica entre los cconomistas actuales es tratar de
calcular los valores de la demanda y de la oferta de un bien, para
los cuales coinciden las cantidades y los precios, a lo cual se le
llama un ‘"equilibrio del mercade para ese bien". Este resultado,
que se ilustra exhiblendo en el plano cartesianc la interseccion de
las graficas de la funcién de demanda con la de oferta, representa
una imagen sencilla de cémo interpretar matematicamente la nocién
de equilibrio de una economia en la que no se considera a esc bien
relacionado con otros bienes, ya que el precio se considera

absoluto por estar relacionado con el numerario dinero, por le que
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es necesario recordar ahora lo expuesto en cl apartado 2.2 (p.38),
sobre la formacion de los precios a través del intercamblo de dos
bicnes, de tal manera que, al ecstablecerse un intercamblo, Jla

demanda de uno representa la oferta del otro y viceversa.

En consccuencia, al decir que se demanda una cantidad Da
de un bien A al precio pa, se cstd Implicando que, al mismo tiempo
se estd ofreciendo una cantidad Ov del bien B igual al precioc Da*pa
con el cual se realiza el intercambio. Aqui exhibimos la eccuacién

que establece Walras [12. p. 185]:
Ob = Da X pp = =—=——mmm—eeeene (5)
De igual forma, decir que se ofrece la cantidad Qa del
bien A al precio pa, sc estard diciendo que existe una demanda del
bien B, Db al precio pb, que cubrird esa oferta:

Oa =Dbxpb = —————meecscmm—= (6)

De (5) despejamos la demanda de A sustituyendo el precio
de B, que es i/pa, por pb (2.2), y tendremos lo mismo para Du:

Da = Ob X pb = ——————-——mcemon “n

Db = Qa x pa

Walras propone el siguiente enunciado, como un
TEOREMA i: La demanda o la oferta efectivas de una mercancia que se
intercambia con la otra, es igual a la oferta o a la demanda

efectivas de esta Gltima, multiplicada por su precio en términos de

la primera.
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A manera de demostracién, justifica el enunciado de la
siguiente manera: "En efecto, en el fendmeno del inlercamblo en
especie entre dos mercancias, la demanda debe conslderarse como el
fendmeno principal, y la oferta como un fenémeno accesorio. No se
ofrece por ofrecer; se ofrece tan sélo porgue no se puede demandar
-sin ofrecer; la oferta no es mds que la consecuencia de la demanda.
Nos contentaremos consiguientemente por ahora, con la relacion
indirecta entre la oferta y el preclo, y no investigaremos mds

relacion directa que la existente entre demanda y precio."{12.p.1861]

TEOREMA 2: Dadas dos mercancias, la relacién entre la demanda
efectiva de una y su oferta cfectiva, es igual a la relacién entre

la oferta efectiva de la otra y su demanda efectiva. [12.p.187]

La demostracién: multiplicando (S} y (6) 6 (7) y (8), 'y
tomando en cuenta que pa x pb = |, sc obticne:

Da x Db = Oa x Ou O () |

Da Ob

----- (10)
Oa Db

Esta razon inversa de las demandas y de las ofertas de
las dos mercancias es de gran importancia. Por ahora, observemos

! .
que efectos se producen con los valores que podria tomar a:

Da =« Oa
Ov

n

o Do

Suponiendo que « = 1, entonces Da = Oa y Db = Ov, lo que
nos Indica que las cantidades respectivamente demandadas y
ofrecidas de ambas mercancias a los precios relativos pa = l/p y
pv = g, son Iguales; "cada comprador y vendedor encuentra

exactamente su contrapartida en un vendedor o en un comprador y se
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da el equilibrio en el mercado. A los precios de equilibrio 1/ y
H, la cantidad Da = Oa de A se intercambia por la cantidad Ob = Bb

d

de B y, cuando el mercado cierra, los p es de mer ias se

van cada uno por su lado."

Pero lo mdas probable es que « # 1, por lo que tendriamos
que: si « €1 6 « >, entonces Da < Oa y Ob < Db 6 Da > Oa y
Ov > Db. Esto nos obliga a investigar cémo alcanzar el valor dc
a =1 6, lo que es lo mismo, la igualdad entre la oferta y la

demanda de cada una de ambas mercancias.

Obsecrvemos ¢l mercado del maiz y del frijol a manera de

cjemplo: Sca el maiz la mercancia A y sea la mercancia B el frijol.

Si consideramos los valores de cambio de estas mercanclas
en relacidn a la unidad dineraria en uso, podemos establecer los
precios relativos, como sigue: va = 1800; vb = 5000. En esta forma,
la relacién de intercambio se obtienc calculando el precio de A en
términos del preclio de B, al que debe intercamblarse una tonelada
de maiz por una cantidad de frijol, al precio del frijol en

términos del precio del maiz, y que secan cquivalentes.

Da 1500 = Ob 5000
Da = Ov 5000/1800

Entonces, si la demanda de A fuera de la unidad {una
tonclada), la oferta de B deberfa corresponder a 18/50 de tonelada,
es decir: Ob = 360 kgs.; por lo que ahora debemos representar la

demanda de B en términos de A:

Db 5000 = Oa 1800
Db = Oa 1800/5000
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Por o consiguiente: El ecquivalente para el intercambio

de una tonelada de frijol, vendria a ser 50/18 de toneclada de maiz;

Bajo esta relacién, supongamos que el productor de maiz
se presenta en el mercado con 1,000 tonecladas y e! productor de
frijol ofrece 360 toneladas. E! intcrcambio sec produce a los

precios establecidos y el producto del intercambio cs como sigue:

1,000 Ton. de Mafz x 1,800.00 = 1'800,000.00
360 Ton. Frijol x 5,000.c0 = 1'800.000.00

con lo cual, por un lado la oferta del maiz se equipara a la del
frijol y ambas demandas son iguales, y, por e¢i otro, la oferta y la

demanda de cada uno de los productos es la misma.
2.6 LOS PLANES DE INTERCAMBIO.

Se debe entender que todo poseedor de_una mercancia acude
al mercado para cambiar una determinada cantidad de ella contra
cierta cantidad de otra mercancfa, por lo que se podria decir que
existen tantos planes de intercambio como agentes econémicos acuden

al mercado, en forma tal que cada uno cumplird con csta ecuacién:
Dava=0bvb smo—e—meeee (i1

Sc implica entonces que: si se ofrecc la mercancia "v" y

s¢ realiza su venta, s¢ abtendrd a cambio de ella la cantidad da

de la mercancia demandada "»" y, suponicndo que al acudir al

mercado llevaba consigo una cantidad Qv de la mercancia "s", al
retirarse después de realizadas sus operaciones, éstas quedaran

reflejadas en la siguiente ecuacién:

S1



EL EQUILIBRIO EN LA ECONOMIA

Yo =Qb - Ob
= Qb - Da (va/vb)
= Qb ~ Da (pa)

Por lo que la cantidad original Qv se representa como la suma de la
cantidad Yo no vendida del bien ™o" mas la cantidad adquirida del
bien "a" (demanda de "a"), que equivale a la oferta realizada del
bien "w", como dice Walras: "para demandar, es necesario tener qué
of recer™:

Qb = Yo + Da pa  smvem———eeeee (12)

Pero, como los precios de las mercancias no se¢ conocen
hasta acudir al mercado, quiere decir, que la relacion de
intercambio estara determinando los precios y los precios, a su
vez, determinardn el nivel de la demands; por lo que los planes de
intercambio estardn sujetos a esa determinacion, y la demanda que
se genere en cada uno de esos valores dibujara la grafica (Fig.!)
en la que el cje horizontal contiene los precios y ¢l eje vertical

representa la demanda efectiva.

Flpa)
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Como csto mismo sucede con la otra mer fa, es io
observar en términos de nuestro TEOREMAS 1y 2 cémo determinar los
precios para cada una de las mercancias para los cuales, las
cantidades intercambiadas de los bienes representan un equilibrio.
De las ecuaciones {5) y (6) tenemos que Oa = Db X pb y Ob = Da X pa

en donde Duv = Fu{pu) as{ como Da = Fa{pa).

TEOREMA {{a): La demanda (la oferta) efectiva de una mercancia que
se intercambia con la otra, es igual a la oferta { o a la demanda )
efectiva de esta Gltima, multiplicada por su precio en términos de

la primera.

El planteamiento geométrico que propone Walras consiste en
“inscribir en las dos curvas AdAp y BuBp (Fig. 3), dos rectangulos
de bases reciprocas, ODaApa y ODuBpo, tales que la altura del
primero, ODa sea igual al area del segundo, ODv, x Opb, y que,
inversamente, la altura del segundo, ODvw, sea igual al area det

primero, ODa x Opa.

Las bases de los dos rectangulos, Opa y Opu, representardn los
precios de equilibrio, ya que, a dichos precios, la demanda de "a",
representada por la altura ODa, serda igual a la oferta de "a", que
estara representada por el drea ODb x Opy, y la demanda de "b",
represcntada por la altura ODb, serda igual a la oferta de "b",

representada por el area Oda x Opa.
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Ad Bd
Da A
Do B
o pa Ap ) pb Bp v
Fig. 3(a) Fig. 3(b)

El planteamiente geométrico afirma que la altura de cada rectangulo
debe contener la unidad tantas veces en longitud, como la
superficie del otro la contiene en superficie. De lo anterior se
concluye que las bases de ambos rectagulos son inversamente

proporcionales a sus alturas,

bl

Algebrai e, el pr e en hallar las dos rafces

del par de ccuaciones:

Falpa) = Fu{po)pb

recordemos que pa x pv = 1, entonces

Falpa)pa = Fu{pu)

En cuanto a la oferta y a la demanda de cada uno de los bicnes, el

equilibrio se logra cuando existe el precio de equilibrio que hace
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que ambas sc igualen. Por lo tanto, si Da = Oa y Db = Ob, entonces,

del pardgrafo 2.5 (p.41) y de la relacién de los precios, tendremos:

Fa{pa) = Fo{l/pa}(1/pa)
Falpa)pa = Fo(1/pa)

y Folpv) = Fal(l/pu)(1/pb)
Folpu)pb = Fal(l/pb)

en las cuales tenemos expresadas las funciones de oferta y demanda
para los precios correspondientes a cada bien, lo cual se puede
representar geométricamente como funciones en el mismo plano para
cada una de las mercancias (Fig. 4):

Ad Ba
Pa A “
\\ Do B
!
1
i
o pa Ap ) pv  Bp

Fig. 4(a) Fig. 4(b)
Tratandose de una funcién empfrica, pondremos como ejemplo de la

funcion de Demanda para la mercancfa "a" un ejemplo y construiremos
su funcién de Oferta en términos del precio respectivo,
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Sean Fa(pa) = -3(pa} + 9;  =---e--mm [49]
Oa = Fo{pb)pb
Oapa = Fb(pt) = ——cm=mmmmeee (n
C’omarDa =.0a, sugtltuyendo (I en (1D
Folpb) = [-3(pa) + 9] pa
Fulpt) = -3(pa)? + 9(pa) —-mmmmmemm i
Sustituyendo pa por su equivalente I/p»y, tendremos:
Fo{pv) = -:3(l/pb)2 + 9(1/pb)
Para obtener el maximo de (III), diferenciando, tenemos:
F'o(pb) = -6(1/pv) + 9 = O

1/pb = 9/6 = 3/2
K3 pa = 372

con lo cual hemos obtenido los precios de equilibrio para el
intercambio de dos mercancfas con una funcién empirica, de tal modo
que el equilibrio se obtiene conforme a la Ley de la Demanda y la
Oferta, cuya tendencia a crecer o disminuir estd en funcién de los

precios.

Podemos hablar ahora de todos los agentes econdémicos (1)
dispuestos a demandar el bien "a", para los cuales también existird
una grafica particular de la funcién de demanda Fi(pa) respecto de

este bien. Si identificamos la demanda Fi(pa) que se genera para
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cada uno de los niveles de precios, la suma de todas cllas nos dara
la demanda total del bicn "a" para cada valor de pa, la que estard
acotada, obviamente, por Qa, cantidad disponible del bien "a" en el
mercado, Esto es:
n
Falpa) = } Fi(pa) = Qa

Como esto mismo sucede para el poseedor del bien "v',
quien acude al mercado con la cantidad Qv de esta mercancfa, Qb
estarda rcprescntada como la suma de Ouw (es decir, la oferta del
bien "»") y la cantidad Yb de este bien que no ha sido vendida.
Observamos también que Qb serd la cota de la suma de todas las
demandas Fi(pv) del bien "u".

Consideremos ahora las funciones Fi(pk), en donde px
representa el precio de cada uno de los bienes que acuden al
mercade y la 1 nos indica la demanda particular del poseedor de
cualquier otro bjen 1 # &, con lo cual estaremos en condiciones de
abordar el caso general que plantea la Teoria del Equilibrio
Econdmico de Walras para el intercambio de n mercancias en m
mercados y la relacién entre cllas a través de los precios, lo cual
implica una conceptualiacién mdas amplia y profunda de los clementos
econdmicos que no estdn considerados en el presente trabajo, como
1o menciona Walras: ''estamos estudiando el problema del intercambio
en general, y la concepcidén simple y pura de las curvas de

intercambio nos es, suficiente e indispensable” [12. p. 205).

Sin embargo, lo anterior nos obliga a plantearnos un
problema que hemos intufdo en la busqueda del cquilibrio entre la
oferta y la demanda y cuya solucién se considera fundamental para
el andlisis del equilibrio ccondmico, esto es: ¢Cémo construir las
funciones de demanda?
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2.7 LA FUNCION UTILIDAD.

La funcién de la utilidad ya habia sido propuesta por
Danicl Bernoulli (1700-1882) en términos matemiticos, estableciendo
una rclacién entre la cantidad poseida de un bien y la utilidad que
podia representar una unidad adicional de este bien, por medio de

la ecuacidn:
Ulx+1) = U(x) = kK I/X = —mmmmmmmen (14)

Si hacemos un pequefio cambio respecto al incremento de la
variable independiente, tal que, cn lugar dc incrementar } unidad
incrementemos una cantidad h (tan pequefia como se quiera), respecto
al blen, y dividimos la diferencia [U(x+h) - U(x)] entre el
incremento "h", obtendremos un cociente, cuye timite cuando la h
tiende a cero, es la derivada de la funcion U(x) con respecto de x,

de manera que la ecuacidn (11) podria representarse como:

U'(x) = k I/x

integrando ambos términos:
IU'(x)dx =k jl/xdx
Ulx) = k Inlx) + c
cuya constante de integracién podemos ignorar para plantearnos
el probiema de optimizar la funcion U(x) = k In(x), lo cual nos

conduce a un estudio mdés detallado de su importancia dentro de la

economia.
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Hasta ahora hcmos considerado dnicamente la determinacién
de la demanda a través de los precios relativos de cada uno de los
bfcncs bajo un régimen de Intercambio que continta el andlisis de
Cournot, pero Walras recoge cste concepto dec utilidad, fundamental
para el andlisis subsecuente de la ecconomia por la diversidad de
los enfoques bajo los cuales se le ha considerado, y que se debe a
economistas anteriores a Walras, como Jevons, Gossen, Menger y
Marshall, entre los ingleses, y otros mds como Pareto y Dupuit
quien, siendo contempordnco de Cournot no tuvo contacto con él ni
noticias de su obra, abordé el estudio de la utilidad de manera

empirica.

He preferido tener a la mano la deflinicién textual
de Walras para cvitar hacer una interpretacién subjetiva de
ecste concepto, ya que supone: "que existe un patréon de medida de la
intensidad de las neccesidades o de la utilidad intensiva, comiin no
s6lo a unidades similares de una misma especie de riqueza social,
sino también a unidades distintas de tipos diferentes de riqueza”,
haciendo una distincion mas del tipo de la utilidad, para lo cual

es conveniente analizar la Fig. 5.

cantidad
Ban
q"
q
q
o rareté
Las distancias Oq, 0q’, Oq"... representan las cantidades

del bien que el Individuo "I" consumirfa en cierto perfodo de

tiempo, en tanto que Ofr,., qr’, q'r"...representan las utilidades
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intensivas de cada unidad. En cuante a la curva que se origina en
Bra y termina en ¢4 es llamada la curva de utilidad o curva de
idad de las mer {as. {12. p. 218].

i) La utilidad extensiva (OBq,1)es la capacidad que posce
el tipe de riqueza analizado, de satisfacer neccesidades mas o menos
.generalizadas o numerosas. Se consldera simple y absolute ya que la
utilidad extensiva de A no influye mas que en las curvas de demanda
de A y se puede afirmar que: <<siendo la utilidad extensiva, por
definicién, "la cantidad demandada a un precio nulo", es una
magnitud susceptible de medicion>>,

ii) La utilidad intensiva consiste en la capacidad que
posee el tipo de riquecza analizado, de satisfacer necesidades mas o
menos intensas o urgentes segln que persistan, pese a su carestia,
en mayor o menor numero de personas en forma tal, que estén
dispuestas a adquirirla. Gréaficomente se representa por la
inclinacion de las curvas de demanda tante de una como de la otra
mercancia en el proceso de intercambio, ya que estin relacionadas
por los precios relativos de ambas, que influyen en cada una de las
demandas como funciones de los precios. Ademas de los precios,
.debemos considerar la cantidad inicial de ambas mercancias. De esta
manera, la Inclinacién de las curvas de demanda se determina
matemdaticamente como el <<limite del cociente entre la disminucidn
de la d da y el o del precio>

iii) Nos encontramos con otro atributo de la utilidad
definido por Walras como <<utilidad virtual>>, quc significa (para

un mismo individuo) «la suma de las necesidades, tanto intemsivas

como extensivas, respecto a Jas mercancias» y estd representada

por el drea OBq,f3r.1 limitada por los ejes y por la curva f3q,8,1.

60



EL EQUILIBRIO EN LA ECONOMIA

iv) La curva BqiBra  {(que limita la utilidad virtual)
estard representando la "curva de utilidad o de necesidad". En cste
caso, se denomina « curva de utilidad efectiva » como funcién de la

cantidad del bien consumida por nuestre individuo,

Respecto al concepto de rareté que introduce Walras como
un homenaje a su padre a quien sc debe la utilizacion de esta

palabra para significar escasez, veamos cémo se Interpreta.

DEFINICION: Walras denominé como "rareté" a la intensidad de la
Gltima necesidad satisfecha por una cantidad consumida de la
mercancifa, por lo tanto, la curva @rifiq serd la curva de rareté
‘en funcién de la cantidad consumida de B por el mismo individuo. De
esta manera, podemos llamar también a los ejes de las coordenadas

para las funciones de utilidad, eje de cantidades y eje de raretés.

OBSERVACION: Para una cantidad consumida qu, que en la grafica 3(b)
estara representada por la distancia Oqv, la rareté como funcién de
qv se representa por la distancia qbv = Opb. En esta grafica se hace
un cambioc en los ejes (iniciado por Marshall) respccto a las

variables dependiente e independiente.

Las eccuaciones de la wutilidad (u} y de la rareté (r),

quedarédn expresadas en la forma siguiente:

¥(q)

(=4
]

r = ¢lq)
tanto $(q) como ¢(q) son funciones continuas y diferenciables, bajo

determinadas condiciones tipicas en los problemas econdémicos en

relacién con el tipo de mercancia, y su relacién es como sigue:
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q
¥(q) = J ¢l(q)dq
o

o' (q) = ¢(q)

2.8 UTILIDADES EN EL INTERCAMBIO DE DOS BIENES.

Sea el problema: Dadas dos mercancias (A) y (B) y las
curvas de utilidad o necesidad de ambas para cada uno de los
participantes en el intercamblo, as{ como la cantidad inicial

posefda por cada uno de ellos, determinar las curvas de demanda.

Para observar en detalle el comportamiento de la funcion

de cada uno de los participantes, construyamos sus graficas, Fig.6:

cant ldad cant 1dad
q q
Bq.;b b
B
g, 1 y
y B8
da f—p *®
da’ o’
[o] ra,t ar,1 0 pPb I'b,t Bra
rareté
Fig. é(a) Fig. 6(b)
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Una vez establecido lo anterior, si la utilidad extensiva
e intensiva de {A) para ¢l poseedor de la mercancia (B) se
representa  geométricamente por la  curva continua  {@rd-eql) Y
algebraicamente por la ecvacién de dicha curva r = ¢aalq); si la
utilidad extensiva e intensiva de (B), para este individuo, se
’expresa geométricamente por la curva continua Bra-fan y

algebraic e por la ién de dicha curva r = ¢va{q); si, por

otra parte, la cantidad qb, representada por la distancia Ogv, es
la cantidad de (B) posefda inicialmente, nuestro problema ecs: gCual

sera la demanda de (A) para cualquier precio?

Es conveniente Insistir en que las curvas de la Fig. 6
son llamadas también “"curvas de nccesidad”, ya que si el poseedor
del bien (B) guardara para consumirlas en su totalidad las gb
unidades de su mercancia, la suma total de las neccesidades
satisfechas estarfa representada por el &rea OqupBr,l.. Pero esa
situacién anularfa la posibilidad de intercambio, ya que podra
satisfacer una mayor suma de necesidades si consume solamente una

parte de su mercancfa y ¢l excedente lo cambia por una cantidad del

bien (A) que le represente mayor utilidad, por lo que el problema
se reduce a comparar las dreas que representan las necesidades

satisfechas por cada una de las mercancias (A) y {B).

Si, por ejemplo, al precio pa guarda "y" unidades de (B)
re.presentadas en la Fig. 6(b) por Oy y cambia el resto (Ov = quv-y),
representado por yqy, por da unidades de (A) representadas en la
Fig.6(a) por Oda, podra satisfacer la cantidad total de necesidades
representadas por la suma de las areas OyBfra y Odacart, la cual
debera ser mayor que el areca de las necesidades cubiertas por la
cantidad total (gp) del bien (B). Podemos convenir, entonces, que
el intercambio deberd llevarse a cabo cuando la suma de esas dos

arcas sea mdxima, con lo cual sc determinara la demanda de (A) (da)
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Aal precio pa, que estard determinado por la proporcién ecntre las
intensidades ra,0 y reg de las Wltimas necesidades satisfechas por
las cantidades "y" y "da". Dicho de otra forma: que la proporcién
entre las ‘“raretés" después del Intercambio, sea igual al precio
pa, es decir:

ra,l = Pa x 'l
¥ ya que Ob = da x pa, eliminando pa nos queda:

da x ra, = Ob x Th1 == --(18}

Ahora bien, si sustituimos los productos expresados en

(18) por los valores en la gréfica, tendremos las areas:

Oda x dsex = gby x ¥
de lo cual se concluye que:

area Odeear,t > &rca yqupB

Es cvidente, por tanto, que el intercambio de una

cantidad Ob de (B) por una cantidad da de (A) es ventajoso para el
poseedor de (B), ya que si disminuyera la rareté de (A} y aumentara
ta de (B) por otro cambio cualquiera, o viceversa, tendriamos la
desigualdad:

ra,l # pa x 'l

Ya que la oferta de B se ha expresado como la diferencia

entre la cantidad inicial del bien (B) y el excedente conservado

por su pc di después del inter bio nos propondremos ahora, con

las funciones de utilidad y de rareté del pardgrafo 2.8, expresar
las funciones de demanda:
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Sean: Ob = daspa
qb = dapa + (qb =Ob) =—=---em-u (19)
Ua = ®a,{da) y ub = db,1{qv - Ov)

las funciones que representan la cantidad total del bien (B) y las
utilidades ecfectivas de ambos bicnes, de lo cual se concluye que el
objetivo a alcanzar es la maximizacién de esa utilidad efectiva

total, i.e. Por la regla de la cadena, sc ticne:
$*a(daldda + @'balge - Obldlqb ~ Ov) = O «--um (20)

Observemos que estas derivadas (que son las funciones de
raretés como ya se ha visto) son esencialmente decrecientes, por lo
que el maximo buscado se alcanzard cuande la suma algebraica de los
incrementos diferenciales de utilidad, respecto a las cantidades
consumidas de cada uno de los bienes, sea nula ya que, si se supone
que estos incrementos son distintos y de signo opuesto, sera
ventajoso demandar mayor o menor cantidad de la mercancia cuyo
incremento diferencial sea respectivamente mayor o menor, y ofrecer
mayor o menor cantidad de aquella que lo tenga respectivamente

menor o mayor.

De aquf que, la suma algebraica de los productos de los
precios de las mercancfas (en términos de una de cllas) por las
diferenciales de las cantidades consumidas es nula, en virtud de la
ecuacién (19):

padda + dlgb - Ob) = O

y de la ecuacién (20), ya que la relacién entre las funciones de

utilidad y de rareté¢ estan dadas como:
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X

. a %y, 9P .
da,l. = j- Pa,1{q)dq ¥y dby = J ¢nv,1(qldq ——==- (21
o o

se obtilene la derivada como:
$a,1(da) ~ pagb,i(qd —dapa) = 0
¢a,t{da) = pagv,a(qb - dapa}
De aquf se concluye que la raiz de esta ecuacién siempre

corresponde a un maximo, porque siendo las funciones de rareté

decrecientes por definicién, la segunda derivada:
¢'ailda) = p% ¢'v{qb - dapa)
es, por consiguiente, negativa.

En esta forma, la demanda "da" que le proporcionara la
maxima satisfaccién al poseedor del bien (B} estara determinada

simultdneamente por las dos desigualdades:
b 9" (d@—l)pa
[$ ) RPN ¢h'1(q) dq < T,

9" 9,P,

~q-dp

b a’ a

(437 SN ¢u.x(q) dq < L

q,- td_+1)p_
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2.9 LA TEORIA DE LA UTILIDAD,

La primera definicién de utilidad que tuvo curso en la
clencia econémica se debe a Bentham: “Por utilidad se entiende
aquella propledad de un objeto en virtud de la cual éste tlende a
procurar una ventaja, un placer, una cantidad de bien o felicidad,
o lo que es lo mismo, a impedir que se produzca un esfuerzo, un
mal, un daffo a aquello cuyo Interéds se persigue” [10. p. 1547]. No
obstante, otros cconomistas del siglo XIX, como Senior, Jevons y
Pareto cntre ellos, son quienes sintetizan su significado como un
"quid" que se origina de una particular relacién que se establece
entre los objetos y el hombre". Por su parte, Say ya habia dicho
esto mismo de manera mids coloquial: "es la facultad que poseen las

cosas de poder servir al hombre de un modo cualquiera".

Considerando a la utilidad como una magnitud variable, la
primera consccuencia a que da lugar es a laJosibilidad de su
medicién, y la segunda es a la forma de r/nedirla, lo que ha
suscitado divergencias fundamentales en cuanto al concepto mismo.
Pero, de una u otra forma, el problema se sitia en el ambito
matemdtico y, para ser breves, mencionaremos en primer lugar a los
que hacen uso del Cdlculo infinitesimal como . Jevons, Walras,
Marshall, Edgeworth, Fisher, ectc., y enscguida a los que utilizan
términos  simplemente aritméticos entre los que destacan los

economistas de la escuela Austriaca, como Menger y Von Wieser.
2.9.1 La Utilidad vista desde el Célculo infinitesimal.

Como se vié en el paragrafo anterior, en el primer caso
se plantean algunas hip6tesis necesarias: que la utilidad sea una

funcién creciente, continua y derivable cuantas veces se quiera,

es decir, de clase C", correspondiente a la cantidad del bien o de
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los bienes. Sea pues, la funcién de utilidad de un bien que se
utiliza aisladamente y llamémosle el bien "b" , de tal modo que su
funcién de utilidad total U se expresaria:

U = f(b)
y la primera derivada se define como la utilidad marginal:
U = f'(b)
¢Cémo son estas funciones?

Para los valores de b, tales que no se consiga la total
saturacién de la necesidad, la utilidad marginal U' es positiva, cs
siempre decreciente y se anula para los valores que representan la
total satisfaccién de la necesidad, cn tal caso el bien ha dejado
de ser cconémico. S! U' sigue decrecicndo y llega a ser negativa,
entenderiamos que ¢l bien llega a ser perjudicial, por lo tanto

solamente consideraremos a U® positiva.

Si el agente econémico hace uso de varios bienes (bl), u
estard en funcién de las cantidades de todos y cada uno de ellos y

utilizaremos la expresién:
U = f(bl. bz' b, ... bn)

3

En este caso, la utilidad marginal de cada uno de estos

bienes se define como:

g u
f o= m—— [t =1, 20y ) mmmeemmee (23)
'oaw

deblendo ser siempre pasitiva y, ademds:
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a%u
<0; [ =1 20, n)

fe—
' ab ab
3 1

quedando cntendide que la utilidad marginal de un bien debe ser

decreciente en funcién de la cantidad de ese bien.

Tratdndose de dos bienes distintos, sc dice que el bien h
es independiente con respecto del bien k, cuando se verifica:

— =0 e smmanen (25)

i.e. cuando la utilidad de un bien es constante respecto del otro

bien.

Se puede observar de inmediato que ambos bienes son

independientes entre sf, ya que:

2

a*u a*u

abh Bbu abk Bbh

y esto queda generalizado para todo h y para todo k, [con h # k;
1 shz=n 1=k znl con loque, teniendo sus segundas derivadas
mixtas iguales a cero, la funcién U = f(bl, bz. ba' bn). se
puede expresar como:

U ="f (b)) 4% (b)) + ... +7F (b)
1 2 n
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de modo que las utilidades marginales se expresarfan. por - la
derivada de cada una de las funciones particulares:

et
£, °1 (0% v 5 T (b))

De aquf se concluye, como era previsible, que cuando los
bicnes son independientes entre si, la utilidad total del conjunto
de bienes es igual a la suma de las utilidades totales de todos los

bienes, consideradas scparadamente,

Es importante considerar el caso de no independencia
entre dos o mas bienes, i.e.

a'u

— # 0
abh ab,

cuando los dos bienes son dependientes entre si, lo cual en
economfa se interpreta como la definicibn de bienes fungibles o
sustituibles. Si esto sucede para todos los bienes tomados de dos

en dos, se dird simplemente que los bienes son complementarios.,
2.9.2 Las curvas de indiferencia.

Si suponemos la utilidad U en funcién de dos variables
dnicamente, e¢s posible observar grificamente su comportamiento con
la técnica de las curvas de nivel, que son las proyecciones sobre
el plano Oblob2 de las secciones paralelas a dicho plano,

correspondientes a la superficie de utilidad y son llamadas curvas
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de indiferencia, porque las coordenadas de todos los puntos de cada

curva representan combinaciones de los dos bienes, que proporcionan
la misma utilidad. Este concepto se debe a Edgeworth y siguiendo
la misma notacién que hemos utilizado para la utilidad total, se

expresa en la forma siguiente (Fig. 7):

b

en donde TJ] es una constante . Como la relacién funcional para cada
una de las variables representa una funcién implfcita con respecto

a la otra, por lo consiguicnte, cumplen la siguiente relacién:

db2 f

db £

¥ ya que hemos supuesto que las fl son positivas, si el segundo
miembro es necgativo, el primero también lo es, lo que significa que

las curvas de indiferencia ticnen pendiente negativa.
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En cuanto a la relacién entre los bienes representados

por las curvas, es necesario observar sus propiedades:

2

dbz d f

2
d(bl) dl:'l f

De las ecuaciones {23) y (24) sabemos que las derivadas

parciales de primer orden son siempre positivas y las derivadas

-parciales de segundo orden y no mixtas son siempre negativas, por

lo tanto:

-. De.aquf que:
1.- SI los bicnes son independientes:

d.1) Zflz(‘lf2= 2]

de lo que se concluye que (29) es positivo, lo que significa que la
pendiente de la curva decrece en valor absoluto y, por lo tanto,

la
grifica es convexa.
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1I.- Sl los bicnes son complementarios:

d.2) 21']2!“!'2) o}
manteniéndose (29} positivo y, por lo consiguiente también la

‘grafica es convexa.

IIL.- Si los bienes son sustitutivos:

d.3) 2("2[‘1('2 < 0
lo que implica que el signo de (29) queda indeterminado. Lo
anterior significa que la grifica puede ser convexa 6 coéncava. Mas
atn, puede tener Ja posicién limite enlre la convexidad y la
concavidad con respecto al origen, esto es: podrfa reprcsentar una

l{nea recta.

OBSERVACION: Cuando las curvas de indiferencia son céncavas o
rectas, slendo que la grafica cortaria los ¢jes coordenados, los
blenes 6 los servicios que representan podrfan considerarse
idénticos desde el punto de vista econdmico, siempre que fuesen
perfectamente sustitufbles, o sea cuando el sujeto econémico
pudiese conseguir la misma utilidad consumiendo uno u otro. Esto da
lugar a que sc consideren siempre dos bienes realmente distintos,
con lo que las curvas de indiferencia serfan generalmente convexas
y la expresién (29) positiva.

2.9.3 La maxima utilidad posible.
En el analisis econémico se plantea el problema central
de la utilidad en relacién al comportamiento que debe seguir un

consumidor para obtener la maxima utilidad total posible, bajo las

siguientes condiciones:
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Sea un conjunto de n blenes: N = (b1‘ bz'“" bn } ¥y sus
correspondientes precios: p = (pl. Por seer pn); sea una funcién de

utilidad de un individuo:

2

U=1fb,b,.,b)  eeem———e (30)
A ) .n

y sea, finalmente, la renta monetaria de este individuo lo que
constituye su ingreso, con lo que él puede adquirir clerta cantidad

de cada uno de los los bienes disponibles a los precios corrientes:

M=pb +pyv, +.. +pb. --(31)

El problema consiste, entonces, en maximizar U, bajo la
restriccion del ingreso M constante, El método que se utiliza es el
de los multiplicadores de Lagrange y la condicién necesaria para
obtener U méxima es la siguiente:

que se interpreta como la igualdad de las utilidades marginales
ponderadas para todos los bienes, quedando pendiente de resolver el

sistema cuya solucidén es ¢l vector de demanda..

Para el caso particular de dos bicnes, el analisis que
hemos hecho de la expresién (29} se establece por medio de la
matr{z orlada:
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[+] f‘l f2
rl n 12 >0
fy 21 22
cuyo desarrollo es:
_ 2 _ . 2
zrlzr‘rz r“rz 1‘22(‘l >.0

con la interpretacién ccondémica que ya hemos visto,

Para obtener la grafica de esta utilidad mdaxima, en el
caso de dos bienes, es suficiente con expresar la funcién del
ingreso M = plbl + pzbz' como la recta:

Py M
b,===—"=1b + === - (33)
2 p, 1 p,
con la gréifica que sc puede observar en la Fig., 8
bz
Us
UQ
u
3
Y,
U
0 ! b

Fig. 8
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Visto asi, el maximo de U sc obtiene cuando la pendiente
de una Ul cn un punto comdn, es igual a la pendiente de la recta
{31), y si esto sucede, entonces la recta es tangente a la curva de
indiferencia UI en el nivel de mdxima utilidad para un ingreso

determinado representado por M.

Como esta rclacién se establece entre todas y cada una de
las mercancfas, es necesario observar la relacién que se produce
con un bien tomado como base para todos los intercambios, es decir:

el dinero.
2.9.4, La utilidad marginal del dinero.

El dinero visto como un bien, no posee utilidad directa,
sino que procura de manera mediata la utilidad en cuanto puede

servir para la adquisicién de cualquier otro bien.
tCual serfa su relacién con esc otro bien?

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el
dinero solamente puede adquirir un dnico bien Z, cuyo precio P,
estd dado y cuya funcién de utilidad U = [(z) sca conocida. Sea,
pues, M la cantidad de dinero, con lo que se obtienc la cantidad de

z, como sigue:
z=M/ P,

Por lo consiguiente U es funcién de M, y se puede
expresar comoe U = ¢(M), con lo que derivande U, obtenemos:

du du dz du

1
dM dz dM P, dz

n

menmm-(34)
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"Por lo‘tanto: “La utilidad marginal del dinero es igual a
la' utilidad marginal del bien, dividida por el precio de ese bien",
"o, ‘de manera compacta: La utilidad marginal del dinero, respecto a
un blen, es jigual a la utilidad margina! ponderada del bien.

2.9.5. La funcién indice de utilidad.

En diferentes momentos hemos hecho alusién a que la
utilidad es un concepto que ha recibido diversas interprctaciones a
través del tiempo y ain desde su origen, ya que solamente algunos
economistas estuvieron de acuerdo con la hipétesis de su
mensurabilidad. Hasta aquf, nosotros hemos scguido la concepcién de
Edgeworth de las curvas de indiferencia, como curvas de nivel que
se obtienen de la superficic de utilidad, lo cual representa a la

utilidad como una funcion cardinal.

Alternativamente el concepto de utilidad que no puede ser
objeto de medida sino unicamente de comparacién, da origen al
concepto de utilidad como una funcion ordinal, esto es, se pucde
decir que es mayor o mecnor, pero no es posible decir en qué medida
es mayor o menor. Este punto de vista fué adoptado por Pareto en su
Manuel d'Economie Politique y mas adelante por Hicks y Allen.
Pareto llega al concepto de curva de Indiferencia de una manera
directa, observando cual es la combinacién que representa cada uno
de los puntos del plano {en el caso de dos bienes) de tal manera
que a cada combinacién se le puede hacer corresponder un fndice,
que es precisamente ¢l que corresponde a aquella curva de
indiferencia sobre la que se ecncucntra el punto de coordenadas

{x,y), a lo que Pareto llamé funcién fndice de utilidad..

Puesto que a toda combinacién (x,y) corresponde un
determinado fndice de utilidad, el sistema de todos estos indices
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pucde considerarse como una funclén de x e y, quec puede obtencrse
en un ntmero infinito de formas, manteniendo siempre la relacién
entre la cantidad de ambos bienes. Esto cs, estando determinado un
dlagrama de curvas de Indiferencla, sl el sujeto ecconémico posee
una determinada cantidad y de Y y x de X, sl x disminuye en una
determinada cantidad Ax, sc preclsard que y aumente Ay a fin de que
la utilidad se mantenga constante. Hay que observar que la relacién

Ax/Ay estard dependiendo de los valores iniciales de x y de y.

Podemos suponer a Ax y a Ay comeo infinitésimes en cuanto a la
variacién que sufren las cantidades iniclales, por lo que se pueden
representar con los s{mbolos comunes dx y dy, lo cual da lugar a

interpretarlos como una funcién Rix,y)dx + dy = 0, o bien:

dy
—— =" Rxy m—mmmmmee- (35)
dx

que fué llamada por Hicks y Allen: relacién marginal de sustitucién
entre Y y X, observandose que por la forma en quec ha sido definida,
es siempre positiva y que la relacion marginal de sustitucién entre

X y Y se define, consecuentemente, como 1/R.

A partir de esta relacion marginal de sustitucién, que
podemos verla como una funcién diferencial, es posible definir una

funcién (x,y), continua y derivable, tal que:

dy x
Rix,y} = — =
dx ¥
y de manera que integrando obtendrfamos F [ (x,y)] = constante,

como la integral general de la ccuacién diferencial. Siendo esta F
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una funcién arbitraria, podemos suponerla siempre creciente, por lo
‘tanto F'( ). serfa siempre positiva, con lo cual podemos expresar
la funcion {ndice de utilidad "u":

u=F[{xy)]l = e (36)

Es necesario establecer las diferencias entre la funcién
de utilidad U y la funcién (ndice de utilidad u. Esto cs, mientras
U puede medir la utilidad correspondiente a una combinacién (x,y)
de dos bienes como una funcién con valores reales y operar con esos
valores, ya que tienen una representacién cardinal, u sélo puede
establecer una comparacién entre dos de esos {ndices, que sc¢ han
obtenido como clases de un conjunto de valores, cn los que se¢ ha

definide solamente una relacién ordinal.

Analiticamente, podemos  establecer otra  diferencia
sustancial, ya que no obstante de que, tanto U como u, estan
definidas de R" a [R"'l. la grafica de U da lugar a una superficie
en la cual cstd determinada la utllidad de cada punto, en tanto
que la u como funcién {ndice engendra una familia de hiperplanos,
entre los cuales no sc definen los valores individuales de cada
punto como utilidad, sino que estan constituidos por los valores de
la clase a la que corresponde cada punto, es decir: su fndice, ya
que el interés radica Unicamente en su caracteristica comun. E}
diagrama de curvas de nivel es el mismo para todas los hiperplanos,
(tanto como el complejo de curvas de que se ha partido), pero,
puesto que la unica condicidn que se ha exigido a la funcién F,
induce la sucesiéon creciente de los fndices, es indiferente, para
los fines de comparacién de los fndices. elegir una u otra de estas
superficies.

Ya que con esta formuiacién las derivadas parciales de la

funcién no poseen un significado econémico determinado, el
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problema de obtener una utilidad maxima para el agente econdmico se
plantea a través de las utllidades marginales ponderadas, esto es:

la jgualdad entre las relaciones marginales de sustitucién cntre Y
y X y )a relacién entre ¢l precio de X y et de Y.

Rlx, y) = —— = ——— commcereeen (37

En todo caso, alcanzar e! maximo de utilidad significa
alcanzar la curva dc indiferencia de indice maximo, condicionada a

cierta renta, i.e.
Maximizar u = F [ (x,y)],
s.a, M=z pX + pyy.

con lo cual se expresa que no es posible gastar mayor cantidad de

la que se dispone con un ingreso M.
2.9.6. Los Multiplicadores de Lagrange.

Generalizando el problema de la maximizaclén para las
funciones de utilidad U y wu (fndice de utilidad), tenemos que el
método de los multiplicadores de Lagrange, que mencionamos en el

inc'iso 2.9.3 (p3g.68) esuno de los mas utilizados en economfa, as{

n

LibA) = Ulb) - A| Epb - M| -----ommmm- (38)
V=t

Para obtener el punto critico de la funcién de Lagrange

debemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
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3 L(b,a) a u(b)

ab 8 b,
4 L{b,A) n

EBY — I plbl+M=O;_ 1=y
- v=1 il

Observando (39) tenemos un sistema con (n + 1) ecuaciones
y con (n + 1) incégnitas, Si resolvemos ecste sistema, la solucién

- L
serd el vector b= b (px’ Py oo P A) que representa la demanda

2
de todos y cada uno de los bienes en funcién de los precios, como

nos lo habfamos propuesto.

i) Del sistema propuesto podemos obtener otra informacién
despejando A en cualquiera de las primeras n ecuaciones, y quedarfa
en funcién de cada una de las primeras derivadas parciales de U y
del precio respectivo. Como en la expresion (32), en relacién con
el dincro, aqui tendremos la utilidad marginal ponderada de cada

uno de los n bienes:
A= F— 1 = 5,200

1) Diferenciando {30} y (31}, obtenemos:
n

du=yfdy, e (40}
1=1

n
dM =Fpd, - (41)
1=1

8!
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'y como-de (32) tenemos que: f‘ = plh, sustituyendo en (40) nos

queda; .
n

U= 2 Fpdb  —mees (42)
1=t

De aqui que, dividiendo (42) -entre (41), obtenemos:

AT plcll:vl
du 1=1,
dM n

L pdd

entonces A c¢s igual a la derivada de la utilidad del dinero, que
toma ¢! nombre de utilidad marginal del dinero. Se ve, por tanto,
que la utilidad marginal de una cantidad de dinero M es el valor
comin que deben adoptar las utilidades marginales ponderadas de
Jos bienes en cuestidn para que se consiga una utilidad total
maxima condicionada a dicha cantidad M. [10. p. 1555]

Debo expresar que no se ha planteado con mayor amplitud
el problema de la formacién de los precios, sino que, para
facilitar el andlisis de la utilidad y la demanda, se ha seguldo el
enfoque de Walras en relacién con adoptar un bien especifico como
numerario, en esle caso el dinero, bajo la observaciéon de que en el
mercado los n (n-1) precios de n mercancfas en el intercambio se
determinan reduciéndose a (n-1){n-1) precios de las restantes
mercancias entre sf, con lo que se toman como los cocientes. de los
precios de las mismas (en términos del numerario, pero
relativos respecto a cada uno de ellos) conforme a la condicion de
equilibrio general, [12. p. 298] lo cual se rel‘le_]a‘en la relacién
de oferta y demanda, te tal modo que siendo diferentes, el precio

de cada mercancfa en términos del numerario, estarda modificiandose,
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sublendo o bajando, conforme la demanda o la oferta sean superiores
con la tendencia a encontrar un punto de igualacién, concepto

central en la teorfa del equilibrio econémico.
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CAPITULO 111.
3.1 LA EXISTENCIA DEL EQUILIBRIO ECONOMICO GENERAL.

Con todas las limitaciones que se han hecho evidentes en
la tcoria del equilibrio econdémico desarrollada en la segunda mitad
del presente siglo, debemos reconocer el esfuerze acumulado que
recoge los conceptos walrasianos y que asegura la posibilidad de
calcular los precios con los cuales se establece el equilibrio en
una cconomfa de mercado de competencia perfecta. En otras palabras,
se trata de alcanzar un vector de precios en una economia de
mercado, tal que, a partir de un vector Inicial de precios dados,
la oferta y la demanda globales se igualen, de manera que las
acciones desecadas de los agentes ccondmicos sean todas compatibles
y puedan desarrollarse en forma simultdnea,

El principio de competencia perfecta afirma que ninguno
de los agentes econdmicos puede influir sobre los preclios con su

decisién individual.

Inicialmente, es indispensable conocer la Ley de
establecimiento de los precijos de equilibrio:

“Dadas varias mercancias y haciéndose ¢l intercambio con
intervencién del numerario, para que cxista equilibric en el
mercado, o precios estacionarios de todas las mercancfas en
términos del numerario, es necesario y suficiente que a dichos
precios la demanda efectiva de cada mercancia sea igual a su oferta
efectiva, Cuando esta igualdad no se cumple, es preciso, para
alcanzar los precios de equilibrio, un alza en el precio de las
mercanc{as cuya demanda efectiva es mayor que la oferta efectiva, y
una reduccién en el precio de aquellas cuya oferta efectiva es

mayor que la demanda efectiva." [10. p. 302]
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Nuestro probiema, entonces, se reduce a encontrar upa
funcién Z(p), Z : IR:——)IR: continua y derivable, a la que ilamaremos
funcién de exceso de demanda 6 funcién de demanda excedente, tal
que satisfaga algunas condiciones funcionales y la Ley de Walras
que presupone un vector de precios p en un simplejo S, tal que
cumpla la relacién: pZ(p) = 0.

La funcién Z{p) Juega cl papel principal en la teorfa del
cquilibrio econdmico general, por lo que es necesario establecer

sus caracterfsticas econémicas y matematicas.

Definamos un espacio m-dimensional cuyos veclores
representan el conjunto de los precios de los m bienes y servicios
que van a ser demandados por dos tipos de agentes econdmicos: Las

unidades familiares y las empresas.

Debemos hacer una distincion fundamental en este sistema
econdémico, y es la de que cada unidad familiar posee un conjunto
de recursos iniciales "endowment", bienes Wtiles en {a produccién o
el consumo, en donde se incluyen las diversas clases de trabajo o
de mano de obra. En consecuencia, cada unidad familiar tiene un
ingreso derivado de la venta de sus recursos, y con este ingreso,
puede escoger entre todos los conjuntos alternativos de bienes de
consumo cuyo costo, a los precios dados, no supere el ingreso de
la unidad familiar. Asi pues, la demanda de cualquier bien de
consumo estard en funcién de los precios de los bienes de consumo

y de los recursos.

Por su parte, las empresas requieren de recursos que
reciben el nombre de “insumos" para su produccién, en donde el
proceso se considera de rendimientos constantes a escala, lo que se

cntiende como supuesto de coeficientes de produccién fijos, que
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equivale a {gualar la oferta y la demanda en los mercados de
recursos para cada ciclo, cuando los precios satisfacen la
condicién de beneficios iguales a cero para todas las empresas. El
trabajo posterior de Walras, J.B. Clark, Wickstced y otros,
generalizé los supuestos relatives a la produccidon para incluir
métodos alternativos, expresados en una funcién de produccién.

La existencia de un conjunto de' precios de equilibrio se
propone cn base de la igualdad en el numero de precios por
determinar con el nimero de ccuaciones que expresan la igualdad de
la oferta y la demanda en todos los mercados. Ambos son iguales al
nimero de bienes, digamos m. En este cilculo Walras reconocié que
habia dos complicaciones: a) Sélo los precios relativos afectan el
comportamliento de las unidades familiares y las empresas; por lo
tanto, el sistema de eccuaciones tienc solamente m-1 variables, lo
que Walras expresé seleccionando un blen para que sirviera de
"numerario”, mientras que los precios de todos los bienes se¢ median
en relacién con el precio de este numerario. b) El cquilibrio del
presupuesto de cada unidad familiar cntre el ingreso y el valor del
consumo, ¥y la condicidén de bencficio nulo de las empresas, implican
en conjunto lo que ha dado en llamarse la ley de Walras: "El VALOR
-de mercado de la oferta es igual al de la demanda para cualquier
conjunto de precios, no sélo para el conjunto de equilibrio”; lo
que afirma la interdependencia de la oferta y la demanda, que
permite afirmar que sl ambas se igualan en m-1 mercados, la

iguéldad debe exitir también en el mercado m.

Lo anterior cngloba el comportamiento de cada uno de los
agentes econdmicos individuales, l.e : "Si el consumidor no gasta
todo su dinero disponible, entonces le sobra dinero para pagar un
vector que le de mds placer",
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Una consideracién necesaria sobre la idea de Walras, es
la de que no se supone literalmente quec los mercados alcancen el
equilibrio en algin orden definido. Mas bien, se podrfa aceptar la
opinién de Arrow, en cl sentido de que es a través de la historia
como se podria encontrar una forma conveniente de exposicion del
modo en que el sistema de mercado podria resolver en realidad el
sistema de las relaciones de equilibrio; esto es, con un “sistema
dinamico en donde los precios cambien conforme a las fuerzas de la
oferta y la demanda, deblendo suponerse también que los cambios

ocurren cn forma simultinea en los diversos mercados." (1. p. 18]

Debemos reconocer que Walras buscaba un objetivo todavia
mas clevado con su andlisis del equilibrio general: querfa estudiar
lo que ahora se llama estdtica comparativa, esto es: las leyes de
variacién de los precios y cantidades de equilibrio al variar los
datos bdsicos (recursos, condiciones de produccién o funcicnes de
utilidad); sin embargoe, este objetivo no se ha alcanzado

totalmente.
3.2 UNA ECONOMIA WALRASIANA CON PRODUCCION.

Es un modelo matemdtico de produccién, con una matriz de
insumos unitarios y una matriz de capitales fijos unitariocs que
sigue el modelo de Von Newmann, en el que los agentes econdmicos,

(empresas y unidades familiares), se caracterizan:

: 6ol

1tos tecnc

a) Las empresas, por el conjunto de sus ¢

b) Los consumidores, por la utilidad, expresada por funciones de
£

Bernoutli: U(xo. LIS xm) = 20

a‘log (xl+ bl): a,bp> 0; Ta=1

o pseudo funciones de Bernoulli:
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= m, . m =
(U(xo. LI xm) = anl log (xl). a > 0y zja, 1]

Se trata de funciones féciles de manejar , de las que se pueden

obtener primeras aproximaciones de manera sencilla,

Una economf{a Walrasiana con produccién puede entenderse

como un objeto matemético que consta de 7 componentes:
1. Un conjunto finito de bienes y servicios, M = (i, 2, ..., m).

2. Un conjunto finito de consumidores N = {i, 2, ..., N).

(A

. Un conjunto finito de empresas E = {1, 2, ..., M)

B

. Una funcién de utilidad U, tal que para cada consumidor v € N, 3

v
u .,

N v .
5. Un vector de recursos iniciales W~ para cada consumidor v € N,

v v v v
expresado como: W~ = (wo, Wi wm).

6. Un par de matrices de Von Newmann para cada p € E, definidas
como: LM Yy [M“. que representan el conjunto de conocimientos
teenolégicos de cada empresa. Cada una de las empresas ticne un
catdlogo de planes de produccidn que llamaremos por simplicidad ™
que contiene todos los planes (1,V) a los que puede tener acceso,
en donde U = (uo, U e um) es el vector de insumos (demanda de
la empresa) y ¥ = (vo. Vie e vm). ecs el vector que representa
la produccién de p, es decir: su oferta..

7. Una relacién de propicdad entre empresas y consumidores, los que
a su vez, pueden participar de las utilidades de las cmpresas que

v,1

se expresan por un nimero real 6 VvpeEyve N, de tal modo

que se cumplen dos propiedades:
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Lo”"* =20 VYveNyvueE

n
DN
2 g -1 vueEr

OBSERVACION: La parte de empresa p que posee el “"consumidor" v,

es lo que nos define una Economfa Walrasiana con Produccién,

Para esto, debemos contemplar el funcionamiento de las
empresas. Alrededor de ellas se cstablecen tres clementos
béasicos de la tcorfa de la produccién bajo condiciones de

competencia perfecta, los cuales son:

1. Organizacidon en empresas scparadas;

II. La delimitacién de las posibilidades de produccion
de cada empresa, y

1. La clecciéon  entre  estas posibilidades mediante
el principlo de la elevacion al maximo del

beneficlo, sujeto a cada vector de preclos.

Asi, el primer clemento se representa por la componente 3
de nuestra Economi{a Walrasiana de Produccion (EWP) en la que se
consideran M empresas diferentes. El elemento Il nos indica que las
posibilidades de produccién para todas y cada una de las empresas
implica la utilizacién de un conjunto de Insumos para producir uno
o varios productos, para lo cual se determinan las cantidades por
medio de los llamados coeficientes unitarios de la produccién como

elementos de la matriz de coeficientes técnicos o matriz de insumos
unitarios.
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. DEFINICIONES:

1. Llamaremos "actividad" a toda especificacién de posibles

relaciones entre insumos y productos,

2. Llamaremos “conjunto de posibilidades de produccién” 6
“tecnologfas" al conjunto de actividades a disposicion de
las empresas. Esta disponibilidad se refiere a los procesos y
no a los recursos ¢ insumos que ya se suponcn viables, ya
que el conjunto de posibilidades de la produccién ™ descrive
el estado de los conocimicntos de la empresa acerca de la
transformacién que ha de dar a los bienes utilizados como

insumos.

3. "Nivel de desplicgue de una tecnologfa o de una posibilidad de
produccion” es ia cantidad de cada uno de los

productos obtenida respecto a la tecnologia empleada.

La elecclon de los planes de produccién y el nivel de
desplicgue estan considerados en la componente 6 de la EWP en donde
se diferencian los concepto de "utilidad" que sirve para describir
el grado de satisfaccién que reciben los consumidores y para las
empresas utilizamos el término ‘“ganancia” o ‘"beneficio", que
describen el exceso de los valores de sus productos sobre el valor
de lqs insumos. E! supuesto de competencia perfecta implica que
para cada vector de precios dado, cada empresa elige una actividad
que le reditie, por lo menos, la misma cantidad de beneficio que le

darfa cualquier otra actividad posible.
3.2.1 Simulacién del Regateo.

Dado el vector de precios p = (po. I pm). en el
cual cada p, es el precio de la unidad de la mercancla tipo i,
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primero actian las empresas. Sea p € E la que elige entre los
vectores "y" de niveles de despliegue para la produccién, (que ella
conoce) el que maximice su ganancia, lo cual representa un problema
de maximizacién, i.e:

B
Yy
H i o oo H H (T35
W=[%{ 20 ta p-thyHt = po - Ly,
oH
ym
para todo posible} = (yl, Yo oo ym) z 0, sin perder de vista

que cada vector de precios p producirda una respectiva ganancia:

gp) = pt- Lyt = 0.
Esta ganancia llegard a ser maxima si se cumple el objetive de
maximizar (povu L AN pmvm) sa (UV) e ™ y (U,V) es

la tecnologfa en ™ que es la solucion del problema, sin perder de
vista que todos los planes (U,V) dependen de p, i.e:

" _ - - s - - -
gip) = (povu MLAAR I pmvm) (pouo FPU F .t pmum)

3.2.2 Los recursos de las unidades familiares.

Los ingresos de las unidades familiares se consideran en
relacién a los recursos iniciales de que disponen (componente 5:
wY) y a su participacién en el proceso productivo de las ganancias
de las empresas, i.e:

m
P = o+ ,LE.OV'“ & [1" - lv(pl]
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cn donde:

Mp,wW) = <(pow‘; + plw'; ot pmw: )

y la participacién 0 de v, con respecto a la empresa y, es la parte

que le corresponde de la ganancia de cada empresa.

Por otra parte, las unidades familiares juegan un papel
de consumidores en el mercado, en donde pueden encontrar un
.conjuntu Q de “planes de descanso-consumo" A= (xo. Xiv e X ),
de los cuales se deciden por el que les cause mayor satisfaccién y
que sea factible para ellos, de acuerdo con su ingreso. Asfi para
el consumidor v, tenemos:

AV = Uxgy X0 ooy %) & ™| X, + P X+ £D X S )

De acuerdo con su interés, el consumidor se plantea su
problema de optlmizacién de los recursos cue puede obtener dentro
del conjunto de los planes de descanso-cbnSUmo. csto es:

iy v v v v 4
xvsA tal que X 2 X v x € A

Es asi como el consumidor ha definido tanto su oferta

V' como su demanda x”, de tal forma que nos es posible conocer la

w
oferta agregada y la demanda agregada de todos los consumidores. En
la misma forma se conocen las ofertas y las demandas de las
cmbresas, por consiguiente se conoce la oferta y la demanda

agregadas de todo el mercado:

M. N
olp) = X v . Z wY
H= v=t
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3.3 LA FUNCION DEMANDA DE EXCESO O EXCESO DE DEMANDA.

Se ha dicho que la demanda de ecxceso Z es a la
Teorfa del Equilibrio Econdmico General como la ley de gravedad es
a la Mecdnica Cecleste, lo cual podrfa aparecer como un desatino ya
que la teorfa del equilibrio econémico se encuentra ain en una
etapa de afirmacién, pero, guardando las proporciones que da la
perspectiva del tiempo, es conveniente esperar que fructifique la

investigacién en este terreno.

DEFINICIONES:
Sean:

1. Sm < IR:, en el ortante positive de un espacio real que
contiene los vectores de precios p = (pl. Pye vens pm)
p‘t oOVi1=12.,mZ p= 1.

n n

2. Z(p) = L D,(p) - LOp)

1=0 1=0

3,

.
Si Zl(p ) < 0, cntonces p, = 0. Quiere decir que el
bien 1 es un bien libre (dependicndo de las
tecnologias de las empresas o de las preferencias de

los consumidores), i.c: Ol > Dl a un precio nulo.
4. Z‘(p) = Zl(i\p); para una A > O arbitraria.

Hagamos algunas observaciones en relacion de las
implicaciones matemdticas y el significado econémico que estdn
implicitos en estas definiciones: Debemos exigir de la funcién Z
las sigulentes restricciones de suficiencia para que exista una

solucién:
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lo. Que seca continua.

Esta condicién se cumplird en cuanto las funciones de
demanda y oferta, (Dl y Ol) sean continuas, lo cual se ha exigido

implicitamente,
20. Que se cumpla la Ley de Walras,

Considerando un sistema de precios p, tal que la
difercncia entre la demanda agregada Dl(pt. Py ens pm) y su
correspondiente oferta agregada, para todas las 1 = 1,2,um,
sea nula, tendremos un sistema homogénco de (m x m) en donde, por
comodidad, tomaremos las ecuaciones lincales.

30. Que sca homogénea de grado cero.

En este caso, sl la economfa ecstd en equilibrio para p..
(un vector de precios de equilibrio), se sigue que para un vector
Ap-. también estard en cquilibrio. Por lo tanto, todos los
multiplos de p. serdn vectores de precios de equilibrio, con lo que
los precios estardn indeterminados.

Esta situacién nos obliga a observar que los precios que
se han definido no son precios absolutos, sino que estaremos en
todo momento manejando precios relativos sujetos a la definicion
(1), pertenecientes al simplejo Sm. cxpresados en términos del

bien escogido como numerario.
3.4 LOS PRECIOS DE EQUILIBRIO.
Seguiremos un desarrollo en tres ectapas para obtener el

.
vector de los precios de equilibric p, con la aplicacién del

teorema del punto fijo de Brouwer:
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la, Etapa: Transformaremos las funciones Z en funciones F(Z) que

cumplan con las condiclones de aplicacién del teorema de Walras:
Z(p} » F(p)
2a, Etapa: El teorema del punto fijo de Brouwer,

3a. Etapa: Mostrar que el punto fijo de la funcién F(p) es un
.
equilibrio econémico, l.ec: Zl(p ) =0,

la, Etapa:

Sea una funcién fl(p) = Pl + m‘(p) 20V ml(p). con

f(p): IR:‘ - IR':_', con Sm convexo y compacto, para lo cual debemos
definir ml(p) continua, tal que:
ml(p) >0 & Zl(p) >0
m(p) =0 si z"(p) =0
ml(p) = max (0, klZ‘(p)l
t;;n bkl que expresa una relacién de numerario/cantidades, entonces:
fl(p) = p, + max (0, kle(pn
y la funcién vectorial f(p) = ( P+ max (0, klZl(p).

P, + max (0, kZZz(P).

P+ max (0, kmzm(p)),

Siendo Z p= 1, no garantiza que f{p) = Zf(pl) = 1, luego
entonces f(p) ¢ Sm.
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Puedo definir; entonces, otra funcién:

p, + max (0, klZl(p))

Fl(p) =
[Epl + Z max {0, klzl(p))l

2a. Etapa.

DEFINICION 1: Un simpiex es la envoltura convexa de un conjunto

finito de vectores linealmente independientes.

E! simplex fundamental en el espacio n-dimensional es el

conjunto de n vectores y se expresa

Sn={x|x = 0; Z‘nxl =1 }

t=1

podemos verificar que Sn es la cnvoltura convexa de los n vectores

_unitarios e (=12 o
TEOREMA: (Teorema dcl Punto Fijo de Brouwer).
Si  f(x) es una proyeccién continta del simplex
.
fundamental S , en s{ mismo, entonces existe x € Sn tal
que [ (x.) =X .

Propongamos una demostracion constructiva debida a Scarf:

Sea m > n y sea Y un conjunto de m eclementos de vectores

de n dimensiones. (Entenderemos que Y incluye los n vectores ).

Si tomamos un vector cualquiera b = 0, nos interesa la

sigufente solucién fundamental:
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T ywly) = b; wly) 2 0, =-—womemm (1)
veY

OBSERVACIONES:

(i) En Y hay por lo menos un subconjunto, B (una base) de n
vectores linealmente independientes, tal que (i) se cumple con
w(y) = 0 para y € Y - B. Es {acil de observar con B = I.

(i) Sea y’#+ y, tal que y' € [Y -~ B], para alguna basec B. Nos
pregutaremos si 3 B’ tal que y' € B' y todos los elementos de B
menos uno (sea ¥y"), de manera que (1) pueda satisfacerse siempre y
cuando w{y} = O, para todo y € [Y - B’]. Observemos que (B - (y"}]

= [B' - {y)), con {y"} = (B - B’).

DEFINICION 2: Decimos que B' es la insercién de y' en B si B y B’
son ambos conjuntos bases posibles dec (1) y {B - B’} = {y"}

Por la definicion de B, 3 r(y) tal que

y =% yrly)  ememeemeeee (2)
yeB

Sea Q = O un escalar, de manera que podemos reescribir

(1) como:

T ywly) - Qy' + QY = b wm-m-wem—moee a%)
yeB .

Sustituyendo (2) en (1°):
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T ylwly) = Qr(y)) + Qy’ = b womeemeus )
yeB

wly) - Qrly) para y € B

Sca entonces, w(y,Q} = Q para y = y
o en los demds casos.
Supongamos ahora r{y} = 0, V y € B; ahora, si wl(y) = wly, 1},

entonces, (1) se satisfarfa para Q arbitrariamente grande, pero

debemos excluir esta posibilidad ya que el conjunto de soluciones

de (1) estd limitado, de modo que tendremos: r(y) > O para algin

y € B,

. wiy) wiy")

Sea Q = min —=roy = CUToY
yen riy) riy")
riy) >0

Si este mfnimo es Gnico con w(y) > O, entonces haciendo
-
= Q ,y sustituyendo en (1"), obtendremos una soluciébn nueva de
(1):

L yw'i(y)=0b
yeB

con w'ly) = w(y} - -r(y); y € B, wiy') =

Si el minimo no es tunico y/o wi(y) = 0, se dice que hay

degeneracién,

(iii) Para tratar esta degeneracién digamos que e! vector w' es

P . 2 )
lexicograficamente mayor que ¢l vector w", si w

1 2

> wj, cuando
J = min {i| w; # wf). Esto lo denotaremos w' > w"
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Sca ahora que wl(y) tenga (n+l) dimensiones con sus

coordenadas numeradas {0, 1., n), ¥y pr s la ion y

las desigualdades siguientes:

T ywly) = (b,1); con wly) > VyeB. =we--- ()]
yeB

donde B es una base como al principlo.

Si se satisface (3), decimos que B es una base posible y
advertimos que la solucién de {3} contiene como la coordenada

numerada "0" la solucién del problema (1).
Supongamos ahora que y' € [Y - B] y que hay una nueva
base posible B’, como vimos antes: [B - {y"}] = [B' - {y'}). Siendo

asi, existe un vector v tal que:

T ywly) - y'v+yv =

yeB
=T ylwly) ~ vr(¥)] + y'v = (b,])  ———meeeee (3")
yeB
wiy")
asi "‘;m’

Observando que v >L 0, sblo necesitamos demostrar que y

es e! Gnico elemento que hemos eliminado de B, i.c. que:
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EL EQUILIBRIO GENERAL COMPETITIVO-

wiy)
min ==7>7T es unico.
e B riy)

r(y) >0

Si no fuera asf, entonces

wiy") wiy1)

. -
My © Trlyn ¢ nyEY

Para den;ostrar que csto no es posible, tomemos la matriz Woxm
cuyas hileras sean los vectores de n dimensiones 0w(y) formados al
eliminar de w(y) el primer eclemento. Sea [y]B la matriz formada
para y € B. Entonces, por (3), [yln W = 1. Ahora, despejando
w(y") y postmultiplicando ambos miembros de esta nueva ecuacién por
un vector Xk, sin dejar de advertir que Wk = O implica k = 0, {lo
cual implica a su vez que W es no singular), entonces es imposible
que dos hileras de W, por cjemplo: Owiy™) ¥y ow(yl). sean
proporcionales, dado lo cual, e! m{nimo debe scr unico.

Utilizando el algoritmo de H. Scarf, se requiere que
consideremos otro conjunto que escribiremos como Z = {z|z € Y}.
suponiendo que tienec como elementos vectores z de dimensién n. En
este conjunto Z nos Interesan ciertos subconjuntos que tienen la
propiedad de que todos sus elementos se encuentran “cercanos" entre
si. LLamaremos a este conjunto un conjunto primitivo de Z.
Consideremos ahora una proyeccién desde subconjuntos de Z hasta

subcon juntos de Y.

Para esto, supongamos que 3 D < Z, tal que la proyeccién
lleva a D hasta una base B ¢ Y, con B posible para el problema (1).
Supongamos también que puede escogerse D en forma tal que todos sus

elementos, menos uno, sean los mismos que en el conjunto primitivo
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EL EQuiLiBRIO GENERAL COMPETITIVO-

en Z. Podriamos tratar de lograr que ambos conjuntos contengan los
mismos elementos eliminando el elemento que no tenga su equivalente
del conjunto primitivo y encontrando otro que lo sustituya, o
insertando en D el clemento del conjunto primitivo que no se

encuentra en D y climinando, por consiguiente, un elemento de D,

En virtud de la proyeccién, la Gltima operacion implica
el encuentro de una nueva base para ¢l problema (1}; la primera
operacién implica a su vez, el encuentro de un nuevo conjunto
primitivo a partir de un conjunto primitivo dado. Si ocurre que
existe siempre una forma Gnica de ejecuciéon de estas operaciones
(como sabemos que sucede con los cambios de base posibles) y si los
pasos nunca forman un ciclo, podemos demostrar que, finalmente, se

lograrda hacer concordar D con un conjunto primitivo de Z.

Para comprobar como este algoritmo nos conduce a un
teorema del punto fijo, sustiyamos en (1) b = e', donde e' es el
vector hilera de dimenslén n, cuyas componentes son todas iguales a
1. Ademas: Sea Z un subconjunto finito del simplex de dimensién n,
y f(z) una proyeccién continua del simplex en s{ mismo, de un sélo

valor y sea y(z) la proyeccién de Z en Y, mencionada antes, asf:
yiz)=f(z) -z+¢

Aplicando la proyeccién, podemos suponer que cuando el algoritmo
tefminc, tendremos:

T y2w(z) = FIf(2) - z + e'lw(z) = ¢ -——-m- (4)
z€P z€P

donde P es el conjunto primitivo en Z con el que termina el
.

algoritmo.
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EL EQUILIBRI0 GENERAL COMPETITIVO-

Dado que ef(z) = ez = 1, tenemos que e[f(z) ~ z + e'] =n

de modo que premultiplicando (4) por e, obtencmos:

n Ywz)=n
zZ€P

e Fwz) =1 cmememmmeee (5)
2€p

Suponiendo, por ultimo, que los elementos de p estdn tan
"pr\gxlmos" que podemos tomarlos como idénticos bajo la condicién,
que hemos supuesto en todo momento, de que Z sca apropiadamente
denso, la proyeccién se dard de un conjunto convexo y compacto (el
sfmplex fundamental) a otro; entonces, de acuerdo con (S), la
ecuacién (4) se convierte en (z) -~ 2 = 0, que es el punto fijo de

Brouwer.
Ja. Etapa:
Sea la funcién Fl(p) de la primera etapa:

P+ max (0, kIZl(p))

Fl(p) =
[Zpl + £ max (0, kIZl(p))l

L]
P.D. 3 p € Sm, tal que

. -
P, + max (0, klZl(p ))

.
pl

F(p) = — - =
[}:pl + ¥ max (0, klzl(p 1]

Por la Ley de Walras, debe cumplirse: plZ‘(p) =0Vpe Sm.
y para todo F’(p) € Sm que sean vectores de precios de equilibrio.
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EL EquiLiBRIO GENERAL COMPETITIVO:

m » .
Z Z,(p) ¢ (mix (0, k,Z(p ) =0
1=1

-
Si, como hemos diche Zl(p) > O (demanda de exceso

positiva), entonces tendremos que

,Z,(p) + £12Z,(p Hmax (0, k Z (p NI
pZlp) = - r *0
E[pl + max {0, k‘Zl(p N}

W1
Iy

Por lo tanto, para que se cumpla de Ley de Walras serd
necesario que si zl(p) < 0w p= 0O, Pero el vector de precios p no
‘podria tener todas sus componentes jguales a cero, por lo que el
equilibric se alcanzard en el momento en que la funcién de demanda

de exceso Z(p) = 0.
3.5 LAS MEDIAS PONDERADAS.

Para no perder de vista un objetive particular en este
trabajo, como lo es el de tratar de ligar algunos principios que
creemos bdsicos, entre la cconomia, la ffsica y la matematica,
llevemos nuestra atencién al simplejo de los precios en nuestra
economia, cn donde necesariamente tendrd que ublcarse el nuevo
vector de precios después de cada cambio de la demanda de exceso

hasta alcanzar el vector de equilibrio F(p )= ..

T p: + max (0, klZl(p-))

ZF,(93= v N = p:ES
}:lpl+ * max (0, k % sp 1]

m

Esto mismo puede puede expresarse, dado que buscamos una

proyeccion de Sm en s{ mismo, con el vector columna e de dimensién
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EL EquiLiBRIO GENERAL COMPETITIVO-

m, cuyas componcntes son todas iguales a la unidad. Entonces
ip + sm(p)le es, claramente, no negativo. Asf, podemos expresar
la proyeccién T(p), como sigue:

p + M(p)

T(p) = €S

[p + M(plle m

que se trata de una media ponderada por un vector de unos.

La observacién que se nos antoja intercsante y que esta
presente c¢n una parte considerable de los fendmenos econdmicos, es
la que el profesor Enrique Hucda Ojira, de la Facultad de Economia,
ha hecho respecto a los trabajos de Marx, en los que, explicita o
implicitamente, se refiere al estudio de estos fendémenos a través
de los valores medios, como una forma de acercarse a soluciones
congruentes con planteamientos plausibles. Obviamente este enfoque
tiene que ver, en gran medida, con los trabajos cconémicos de
Irving Fisher que estan apoyados en la fisica y que mencionamos al
final del capitulo primero..

Podrfamos concluir a este respecto, que los problemas de
existencia y estabilidad del ecquilibrio econdmico estarfan
relacionados con el ecstudio de las particulas de un cuerpo, (con
alguna connotacién propia como “cuerpo social o econdmico”, tal

como se hace con la mecanica de fluidos en fisica.

Objetivamente se trata de continuar ecn la busqueda que
han iniciado los economistas, los matemdticos y los fisicos, en la
que seguramente se irdn incorporando eclementos scciales y
human{sticos que nos conduzcan, si no se engafia Poincaré, a la
unidad de la cicncia,
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CONCLUSIONES.

1. El universo de los modelos matemdticos que viven en los
espacios multidimensionales ofrecen amplias posibilidades para
representar fendmenos de la mdas diversa indole. El siglo XVIII fué
una época de grandes descubrimientos en la matematica, que
aplicaron en las ciencias de la naturaleza y es palpable que los
intentos por aplicarlos a las ciencias sociales, no fueron
infructuosos, como ecjemplo: La ecstadistica y el calculo diferencial

e integral..

2. Las ciencias sociales actualmente, como la cconomfa, la
demografia, la sociologia, ete., han descublerto ¢l instrumental de
las matemdticas para hacer md&s productivo su trabajo, hacerlo mas
confiable y alcanzar altos niveles de eficiencia con un mejor
aprovechamiento, pero aln no han logrado alcanzar un dominio

adecuado de los principios de la matematica.

3 La preparacién de los cientificos sociales debe incluir, dec
manera formal, las bases matemdticas con un daoble objetivo: lo.
Obtener e! mdximo aprovechamiento de las matematicas en la solucidén
de los problemas especificos de su campo, y 20. Obtener el
beneficio que Ja matematica les ofrece cn la formacién de una
estructura légica y cultural, para seguir mds de cerca el

desarrollo de la ciencia.

4, Aun cuando la matematica de mayor uso en las ciencias sociales
no rebasa los conocimientos basicos del algebra, algebra lincal y
el calculo, para fines de aplicacién cotidlana, es evidente que
formas mas elevadas como el andlisis, la topologia, la teorfa de
nimeros y otras de la matemdtica actual, estdn desarrolldndose no
s6lo en funcién de los problemas de la fisica y de la electrénica,
sino que, en gran medida, estas dreas d;: la matemdtica se estan

adentrando ecn los fenémenos del comportamiento, lo que ha
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ensanchado el campo de la investigacién cn las matematicas.

5. En forma sintética, pero por demds ilustrativa, reproduzco una
expresién de Irving Fisher, cuyos trabajos en la cconomfa y en la
fisica insiste, aln ecsperan quien continde la exploracién de un
campo pleno de inquictantes sorpresas para quienes se atrevan a

seguirlo:

“El mundo de la economia es una regién necbulosa., Los
primeros exploradores usaron una vision simple. Las
matemdticas son la linterna por la que, lo quec antes se
vefa débilmente, aparece ahora firme y claramente
delimitado. Las viejas ilusiones desaparecen. Vemos

mejor, también vemos mas lejos".

Octubre. 1993
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APENDICE 0.

definiclones econdmicas del equilibrio.(%)

EQUILIBRIO: Situacion en la que una entidad cconémica se halla en
reposo; o en la que las fuerzas que actuian sobre una entidad se
encucntran  compensadas de tal manera que no ecxiste ninguna
tendencia al cambio.

EQUILIBRIO DEL CONSUMIDOR: Aquella situacion en la que el
consumidor estd maximizando la utilidad, es decir, ha elegido la

cesta de bienes que, dada la renta y los precios, mejor satisface

sus deseos,

EQUILIBRIO DE UNA EMPRESA: Situacién o nivel de produccion en la
que la empresa estd maximizando su beneficio. Este nivel cstara
sujeto a las restricciones a que pueda tener que hacer frente y,
por tanto, no habra ningin incentivo que lo motive para variar su
nivel de produccién o de precios. En la teoria estandar de la
empresa, esto significa que ésta ha elegido un nivel de produccién
en el que el INGRESO MARGINAL es exactamente Igual al COSTO
MARGINAL y este altimo es creciente.

EQUILIBRIO COMPETITIVO: El equilibrio de l1a oferta y la demanda
en un mercadec o economia caracterizados por la COMPETENCIA
PERFECTA. Dado que los vendedores y los compradores no tienen
ningGn poder para influir en el mercado, el precio variard hasta el

punto en que sca igual al costo marginal y la utilidad marginal.

EQUILIBRIO A CORTO PLAZO Y A LARGO PLAZO: Equilibrios establecidos
en diferentes periodos de tiempo, corto plazo y largo plazo, que,
a su vez, dependen de que el tamafio de la planta sea capadz o no de

ajustarse totalmente.
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EQUILIBRIO MACROECONOMICO: Nivel del PNB en el que la demanda
agregada plancada es igual a la oferta agregada plancada. En el
modelo mas sencillo, la definicién del PNB de equilibrio es:
C+1+G = PNB, donde C es el consumo planeado, | es la cantidad
total que las empresas planean gastar en Inversién y G es el gasto

publico en bienes y servicios.

EQUILIBRIO GENERAL: Situacién de equilibrioc de la economia en su
conjunto, en la que los precios de todos los bienes y servicios son
tales que todos los mercados se encuentran simultdncamente en
equilibrio. Dado que a estos precios los productores desean ofrecer
exactamente la cantidad de bienes que los consumidores descan
comprar, no cxisten presiones que animen a ningin agente de la
economfa a modificar sus acciones. En cambio, el EQUILIBRIO PARCIAL

es una situacién en la que s6lo hay equilibrio en un mercado.
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APENDOCE 00.

CAMPO ESCALAR Y ESPACIO VECTORIAL
CAMPO ESCALAR.
Definicién: Campo es una estructura de nimeros a los que llamaremos
escalares. Esta cstructura a la que se le asigna de manecra general
fa letra C (o la letra F en inglés Field) consiste de un conjunto
de nimeros y un conjunto de propiedades en base a las relaciones
binarias (entre dos eclementos del campo) a través de un operador,
como sigue:

Propicdades del Operador SUMA:

A. CERRADURA DE LA SUMA. Para todo par a y b de escalarcs, cxiste

un escalar (a+b) llamado la suma de a y b,

Sean a, b y c clementos de C, se demuestra que:

A.l La suma es conmutativa: a + b =b + a.

A.2 La suma es asociativa: a + (b + ¢l =(a +b) + ¢

A.3 Existencla del neutro aditivo. Existe un unico escalar llamado
cero, tal que: para todo elemento a del campo C, se cumple: a + O =

a.

A.4 Inverso aditivo o simétrico. Para todo escalar a en el campo

C, existe un unico escalar -a ¢ C, tal que: a + (-a) = O.
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Propiedades de! Operador MULTIPLICACION (producto):

B. CERRADURA DE LA MULTIPLICACION. (Producto de escalares): Para
todo par a y b de escalares, existe un escalar (a + b) llamado el
producto de a por b.

Sean a, b y c clementos de G, sc¢ demuestra que:
B.1 La multiplicacién es conmutativa: a b =1b a.
B.2 La multiplicacién es asociativa: a (b ¢) = (a b) e.

B.3 . Neutro multiplicative. Existe un unico escalar 1, llamado uno,

tal que, para todo escalar a, se cumple: a 1 = a.

B 4. Inverso multiplicativo o recfproco: Para todo escalar a en el

. . - -1
campo existe un unico escalar a ‘o 1/a, tal quea a =1,

C. Propiedad DISTRIBUTIVA: La multiplicacion es distributiva con
respecto a la suma, tambiédn se dice que la multiplicaciéon
distribuye a la suma, ya que el producto de dos escalares se¢ puede

expresar como la suma de dos productos de cscalares:
alb+e¢)= ab + ac,

Si las condiciones A, B y C se cumplen para un conjunto
de ecscalares y para los operadores {+} y (v ), entonces el conjunto
de escalares con las dos operaciones es llamado un Campo. En
particular el campo toma cl nombre del conjunto dec los escalares
que en ¢l intervienen, asi tenemos: @ = campo de los nGmeros
racionales; R = campo de los nimeros reales, y C = campo de los

nGmeros comple jos.

ESPACIO VECTORIAL:
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Definicién:  Un espacio vectorial es un conjunto Vx, cuyos elementos

Hamados vectores, satisfacen las siguientes propicdades:

A.0 CERRADURA DE LA ADICION: Para todo par de vectores x, y en ¥x

existe un vector x+y en ¥x, llamado la suma de X y y.
Sean X, ¥ ¥ z en VX, se demuestra que;

A.l La adicién es conmutativa: X + y = y + X,

A.2 La adicién es asociativa: x + {y + z) = {x + y) + z.

A.3  Existe un unico vector O (llamado el origen) en ¥x,
.para todo vector x, se cumple: x + 0 = x.

tal que

A.4 Para todo vector x en ¥x, existe un unico vector {-x) tal
% + {-x} = 0.

que

B.0 CERRADURA DE LA MULTIPLICACION (producto por un escalar):
Para todo par a y X, tales que a € C y x € V¥x, existe un vector ax
€ VX, llamado el producto del escalar a por el vector x.
Sean a, b € C; %, ¥ € ¥x, se demuestra que:
B.1 La multiplicacién por escalares es asociativa:

a{bx} = (ablx.

B.2 1*x = X para todo vector x € ¥x.

C.t  La multiplicacibn por escalares es distributiva respecto a la
suma de vectores:

alx + y) = ax + ay; y
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C.2  La multiplicacién por vectores es distributiva con respecto a

la suma de escalares:
(a + b} x = ax + bx.

Debemos entender estos axlomas o propiedades de los
campos y de los espacios vectoriales como wuna caracterizacién
conveniente de los objetos que deseamos estudiar, ya que la
relacién entre un espacio vectorial ¥x y un Campo C, se describe
usualmente diciendo que ¥x es un espacio vectorial sobre un campo

C, ejemplos:

1. ESPACIO VECTORIAL REAL. Cuando C es el campo de los nimeros
reales (R).

2. ESPACIO VECTORIAL RACIONAL. Cuando C es el campo de los nimeros

racionales (Q).

3. ESPACIO VECTORIAL COMPLEJO. Cuando C es el campo de los nimeros

complejos (G).

OBSERVACIONES:
1. Los axiomas A definen las condiclones de un grupo abeliano

{conmutativo).

2. Los axiomas B y C describen un grupo que admite escalares como
operadores. Si estos escalares son elementos de un anillo, en lugar
de un campo, el espacio vectorial es llamado un "médulo”.

PRODUCTOS ENTRE VECTORES:

PRODUCTO INTERIO, PRODUCTO ESCALAR O PRODUCTO PUNTO.

Definicién: Sean los vectores x = (X, X,. x"); y = (yl v Yy,

o yn). El producto interior, escalar o punto (x y) es la suma de
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todos los productos de las respectivas componentes de X, y:

n
xy= Lxy,
=1

Ya que se trata de un numero real, se puede decir que es
una funcién cuyo dominio es el conjunto de las parcjas de vectores

de Vn' ¥ el contradominio es el conjunto de los numcros reales.

PROPIEDADES:
i) Xy=yx
i) X(y+2z2)=xy+xc
iii) a(x y} = (ex) y = x (ay)
iv) xx=|x|2 4~ xx=j0l e=x=0
. no w2
De iv) tenemos que: [x| = [lz‘xl] lo cual define

la norma del vector x € \Vn \y nos permite expresar el producto
interior como x y = |x||y|cos 0, siendo 8 el angulo formado por los

vectores X, y.

APLICACIONES:
~-Una aplicacién importante en la mecanica es la expresiéon
del trabajo (W) por este producto vectorial, que se calcula como el

producto de la fuerza por la distancia.

~-Otra aplicaci6én fundamental en el mismo espacio
vectorial es la definicién de ortogonalidad entre dos vectores, que
se expresa como: X y = 0. Esta definicién se complementa con la

expresion sigulente: |x + y| = |x - y] e» xy =0,
-De la definicién del producto interior por medio del

angulo formado por los vectores, podemos despejar el valor del

coseno de @, l.c:
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XY
cos 0 = ————
IX11¥]

PRODUCTOQ VECTORIAL:

Definicién: Por el cdlculo de los determinantes, sc define el
producto vectorial como una funcién cuyo dominio es el conjunto de

parejas en Wn y el contradominio es el conjunto de vectores en Vn.

La regla de correspondencia la expresaremos con un ejemplo

practico: Sean X = (xl. xz, xa); Y = (y‘, yz. yn).vcctorcs en wa,

entonces

ik
XxY= X % %[ =
y ¥,y

1r-2

©

= (xzya- xsyz)l + (xayl- xlya)_] + (xlyz- xzyl)k
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PROPIEDADES:

DXxY=-YxX
i) (X x ¥) X = (XxY¥) Y= 0 i
- 2y502 iz ]2
i) X x ¥] = [|x| Y[ x ¥ ] .

iv) e (X x-Y) = (aX) x Y. L
VXX (Y+2Z)=(XxY)+((Xx2)
vi) |X'x Y| -=-|X| |¥| SEN.0.

La Interpretacién geométrica que podemos dar es la de que
X x Y es un vector perpendicular al plano en que se encuentran X y
Y, por lo tanto, es un vector perpendicular tanto al vector X como
al vector Y. En cuanto a la norma del producto vectorial (sc trata
de un ntimero real) expresa el area del paralelogramo construfdo por
los vectores cuando representamos la suma de ellos. Esta drea
estard cxpresada en unidades de superficie.

Existen t

pr que binan los ya definidos y
que toman el nombre de TRIPLES PRODUCTOS, cuyas propiedades
requieren de un estudio mds amplic y que tienen la mayor

importancia en los espacios de dimensiones mayores.
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