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INTRODUCCION

El desarrollo de nuevos procesos en la industria quimica es cada vez mds complejo y
crecientemente mds costoso. Si la investigacién y el desarrollo del proceso pueden realizarse
con confianza, el diseiio final serd mds exacto, y, por tanto, Ja planta operard mds
econdmicamente. En todas las tacetas de un proyucto de este tipo, la matematica, es el lenguaje
cuantitativo, desempeiia un papel vital. Por 1ante un ¢ntrenamiento en métodos matemdticos es
de suma importancia para los ingenieros quimicos. La presénle tesis se ha escrito teniendo
presentes esas ideas, la intencidn es presentar los métodos numéricos en una forma adecuada a
un ingeniero mds que a un matemdtico.  Para un matemitico una prueba elegante es un fin en
si misma, pero para el ingeniero guimico es meramente un medio para un fin. Por consiguiente,
esta tesis muesira algunas deducciones. para dar sustento a las técnicas numéricas presentadas
y asi mismo dar confianza a quien las utilice para la solucidn de problemas de Engenieria.
Ademds, se muestran las técnicas mds Utiles de entre la amplia variedad de técnicas matemdticas

disponibles.

Uno de los propositos es inducir a los ingenicros” quimicos a utilizar cada vez mds los

métodos numericos en la solucidn de sus problemis.
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- El'contenido se desarrolla de actterdo el siguiente esquema:

En el capitulo 1, Generalidades, exponemas la’ for

ios tipos de modelos aplicados a 1a Ingenieria Quimica.

En el eapitwlo {I, Interpolacion. sc exponen gencmlidndes sobre ‘los. mélodos de

interpolacidn y abordamos el tema del trazador cibico.,

El capitulo 11, E ion algebraica no lineal, nos introduce en el tratamiento de

problemas no lineales. En &1 se revisan las principales i€cnicas para hallar raices de una

ecuacidn na lineal.

El capitulo IV, Integracion, desarrolla los métodos para la evaluacidn numérica de la
- integral de una funcidn sobre el intervalo en 1érminos de diferencias calculadas con un

- incremento fijo.

El capitufo V. Ecuacion diferencial ordinaria. se dedica a los métodos de resolucidn de
una ecuacion diferencial; tales métodos serdn Ia familia de fos Runge-Kutta, los métodos

multipaso, y los métodos predictores-correciores.



'En el capitule VI, Sistemas de ecuaciones algebraicas, se exponen generalidades sobre
los métodos de resolucion de matrices tanto directos como iterativos. De los primeros
nos dedicaremos a los métodos de Gauss y de los segundos revisaremos los mélodos de

Jacobj y Gauss-Seidel.

ﬁl eapitulo VI, Ajuste de datos, nos introduce al tema del tratamiento de datos asf como
a la manera de representarios .mediante. ecuaciones. o -polinomios, tocando también

wcnicas estadisticas.

Por tltimo el capitulo VI, Concliisiones: es-un breve anglisis, y recomendacidn sobre

las técnicas numéricas y su aplicacion en_Ingenieria Quimica.

Junto con la descripcion de los métodos se recogen, en todos los capitulos, algoritmos
y programas que los mucstran. En la mayoria de los casos no se han optimizado al mdximo los
algoritmos y programas (en lo que a operaciones y requerimiento de memoria se refiere), para

proporcionar un mejor seguimiento de los mismos. Remitiendo al lector interesado a adaptar

y optimizar los metodos aqui pr ados a sus necesidades y ademds a consultar la bibliografia

anexa para Mayor comprension de estos temas.
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OBJETIVOS

Los métodos numéricos han ido tomando una crecienie importancia para el ingeniero qufmico.
Actualmente la Jiteratura profesional wiliza en su lenguaje comun transformaciones, vectores,
métodos de diferencias finitas, cic. para resolver un problema. La Ingenieria ha encontrado
técnicas modernas, las cuales son herramientas invaluables en el andlisis de una gran variedad
de situaciones. Actualmente en la Quimica y en procesos indusiriales se tiende a dar un
creciente énfasis a sisiemas de control automatico, simutacién de procesos, diseio de equipo mds
eficiente, ete. Estos progresos dependen directamente de la aplicacion de procedimientos
numéricos que apoyados en el desarrolio tecnoldgico computacional, dan respucsias ripidas y

confiables a una gran diversidad de problemas.

El propdésito de esta tesis es, en primer lugar, consolidar el conocimiento que se tiene de
los métodos numéricos adquirido durante la carrera: en segundo lugar, ofrecer estas técnicas en
forma adecuada para que puedan ser aplicadas rdpidamente a los problemas que se presenten
tanto para el estudiante como para el profesionista de la Ingenieria Quimica; y tercero, presentar
los méiodos esenciales para resolver los problemas de Ingenieria y del drea cientifica

apoydndonos en el uso de una computadora.

Estos procedimientos estin presentados con el objetivo de simplificar la comprensién de

dichas técnicas, integrando una teoria adecuada en las etapas intermedias, que conduzcan a la



utilizacién de estos métodos numérices en un equipo de edmputo. De esta manera el lector, ya
sea estudiante o profesionista, podrd pueda apreciar e! polencial de los métodos numéricos como

herramienta en el drea de Ingenieria, sustentada en el empleo de una computadora.

Para lograr estos propdsilos, las consideraciones tedricas se compiementan con la
formulacidn de programas codificados a partir de diagramas de flujo, en lenguaje Pascal (Turbo

Paseal).

El material cubicrto se ubica dentro de seis g‘r.:;ndés categorfas:
Interpolacidn,
Ecuaciones algebraicas no lineales,
Integracidn,
Ecuaciones diferenciales.
Sistemas de Ecuaciones,

Ajuste de datos,






CAPITULO I

GENERALIDADES




GENERALIDADES

Los métodos numéricos, forman parte de una gran drea de'la’Matemdtica, denominada andlisis

numérico: estos han tomadoe un gran auge con el avance tecnolég o de las comp

Los métodos numéricos generan soluciones tan‘aproximadas como se deseen y que

puedan ser controladas segiin el tipo de.aplicacion, =

P;;ra una gran variedad de aplicaciones. el conocer el valor exaclo de una cantidad suele
ser innecesario. En cuestiones técnicas, por ejemplo, fa cantidad buscada sirve normalmente
para determinar las dimensiones u otros pardmetros de un articulo manufacturado. Una gran
cantidad de procesos de fabricacion se basa en métodos aproximados, por lo que los cdlculos
1écnices cuya exactitud sobrepase las "olerancias” permitidas, evidentemente carecerdn de valar,
Las férmulas y soluciones exactas podran ser reemplazadas por otras aproximadas, con tal de

que éstas scan tan fieles a las originales que el error cometido no sobrepase ciertos limites.

De manera general el anidlisis o cdlculo numérico actual puede entenderse como la rama
de las matemdticas oriemada hacia 1a bdsqueda de algoritmos procesados por computadora. La
elaboracion de algoritmos exige, en primer lugar, un conocimiento profundo de las propiedades
de las entidades matemillicas que queremos caleulars ¥ es necesario conlrolar que el proceso en

ta compuladora d¢ soluciones correspondientes a los resultados esperados.
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La computadora es, en efecto, un instrumento imperfecto q{m puede introducic ecror en
los ¢dlculos, denominado “error de redondeo”. -La acumulacidn de estos puede, en ciertos casos,
falsear grandemente !os resultados,

Ex

a conti ion, con mis detlle los requisitos para un métedo de cdlculo.
El mids simple y fundamental de estos requisitos ¢s Ia posibilidad de hallar la cantidad deseada
conun grado prefijado de exactitud. La exactitud requerida varia mucho de un problema a otro.
Para ciertos cdlculos técnicos dos o tres cifras decimales serdn suficientes. La mayoria de los
célculos de Ingenieria se efectian con tres o cuatro cifras decimales. Pero la exactitud que se
necesita en los cdlculos cientificos es mucho mayor. En general, la necesidad de exactitud ha

ido aumentando con el transcurso del tiempo.

Particularmente importantes, son los métodos de aproximacidn y procesos que permiten
obtener resultados con tania exactitud como se desee. Tales mélodos se denominan métodos de

convergencia y se utilizan con mucha frecuencia.

Después de indicar cémo funcionan los métodos de aproximacion, el primer problema
que se plantea es el de establecer la convergencia de las aproximaciones a la solucién y, si el
método no siempre es convergente, seiialar las condiciones bajo las cuales lo es. Una vez
establecida la convergencia, surge el problema mds dificil y swiil: estimar la rapidez de

convergencia, s decir, con qué rapidez converge ¢l método a la solucidn, Tedricamente, todo

11



método convergente garantiza Ja posibilidad de hatlar li solucion con cualquier grado deseado
de exactitud si elegimos un grado de aproximacicn suficiente. Pero, por regla general, a medida
que s¢ avanza en los cdlculos, mds complicado es calcular la aproximacion, Asf, si el método
converge lentamente hacia la solucidn. entonces obtener fa exactitud necesaria puede llegar a

exigir cdlculos enormes.

La converpenciz insuticientemente ripida es uno de los criterios por los que se juzga la
desventaja de un método dado. Pero cste criterio no es, nawralmente, el dnico y, al comparar
distintes métodos, debeimos considerar otros muchos aspectos, en particular ¢l de la conveniencia

de efectuar los cdlculos por pulad Eatre dos métodos a veces se prefiere utilizar aquel

cuya convergencia ts algo mis lenta, pero los cilculos son mis fdciles de efectar en una

computadora.

Las necesidades de cdiculo prictico imponen a los métodos de aproximacidn otro
requisito general que se debe tener en cuenta debido a su gran importancia, Se trata de la
estabilidad del proceso de cdleulo. En esencin consiste en lo siguiente: cada método de
aproximacidn conduce a un esquema de cilculo, y resulta que, para obtener todos Jos resultados
numéricos requeridos, debemos efectuar una larga serie de pasos de acuerdo con el esquema.
En cada paso et cdlculo no se efecida con exactited sino solamente con un nimero determinado
de cifras significativas y asi, en cada paso, cometemos un pequeiio error.  Todos estos errores

influirdn en los resultados linales.



El esquema de cdiculo adopiado puede resultar a veces muy poco satisfactorio, en el
- sentido de que los pequedos errores coinctidos al principio van adquiriendo mayor influencia
- conforme se van efeciuando los cdleulos sucesivos, llegande a preducir al final uma gran

desviacidn respecto.a los valores exactos.

PLANTEAMIENTO MATEMATICO

Casi todas las ciencias aplicadas se basan en |a realizacién de experi yen lainterp

de los resultados de los mismos. Esto puede hacerse cuantitativamente, cfectuando medidas

sdol Titati

o v

precisas de las varinbles del sistema, analizindolas y correlacic
investigando el comporiamiento general del sistema en funcion de las variables que influyen
entre si.  Siempre es preferible el primer métudo; si se intenta realizar una investigacidn
cuantitativa, es conveniente inducir los principios matemdticos cuanto antes, ya que pueden
influir en el desarrolle de la investigacion. Esto se consigue buscande un modelo matemdtico

idealizado del sistema.

La sepunda ctapa consiste en la recopilacion de toda la informacién fisica relevante, bajo
1z forma de leyes de conservacion o ecuaciones de velocidad. Las leyes de conservacidn en
Ingenieria son los balances de materia y de energia; mientras que las ecuaciones de velocidad
expresan la relacion entre el gasto y la fuerza impulsora en los campos de circulacidn de fluidos,
Ia transmisién de calor ¥ transferencia de masi.  Esias leyes y ecuaciones se aplican entonces

al modelo, ¥ el resuitado serd una ecuacion matenitica que describird al sistema.
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El tipo de ecuacién que representa al modelo (algebraica; diferencial, de diferencias

finitas, etc.} depender:i-tanto del sistena que se investiga como del modelo elegido. Para un

sistema particular, Ja complejidad de la ecuacion obtenida dependerd de la complejidad del
modelo seleccionado. Se aplican emtonces a esa ecuacidn las téenicas numéricas apropiadas y
se obtiene un resultado. Este resultado deberd interpretarse posterionmente de acuerdo al modelo

original, con el objeto de que tenga significado fisico,

ERRORLS

E! andlisis del error en un resultado numérico es fundamental para cualquier cdleulo, sea hecho
a mano o mediante una compuadora. Loy datos de entrada rara vez son exaclos, ya que 2
menudo se basan en experimentos o en estimaciones; los procesos numéricos, a su vez,
intreducen errores de varios tipos. Dependiendo de la fuente que los produzca, existen varios

tipos de errores. Los errores bidsicos en los que s¢ incurre son:

Inherentes

Son errores que existen en los valores de los datos. originados por incertidumbre en las
mediciones, a causa de equivocaciones en la leclura o por la naturaleza necesariamente
aproximada de la lectura de cantidades que no pucden representarse exactamente con el nimero

de digitos necesario para trabajar,
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. - Estos son ocasionados por el método numérico en sf, el nombre surge porque muchos de
-los métodos son comparados con la serie de Taylor truncada. - En general, al realizar cdlculos
_utilizando series con un nimero infinito de términos, se tiene que omitir parte de ¢stos para

realizar las opemciones, con lo cual introduce un error causado por 1os términos truncados.

Redondeo

Todos los dispositivos de cilculo representan ndmeros con alguna imprecisidn, En las
computadoras las cantidades numéricas se manejan comno nimeros de punto flotante con una
magnitud de palabra fija. De abi 1a imposibilidad de mancjar en operaciones aritméticas todos
los digitos res'ulmmcs que involucran estas operaciones, en este caso ¢l resultado se redondea

al nimero midximo de digitos de los que se dispone.

Existen otros tlipos de error, como el error de propagacion que es consecuencia de uno
o varios de los anteriores al presentarse en procesos sucesivos de cdlculo.

La medicion del error generado se puede cuantificar mediante ¢f error absoluto o el error
relativo, El error absolwto se deline como el valor absoluto de la diferencia entre un valor

cualquiera x y el valor estimado de ésie representado por x,.

£



el error relativo se define come ¢! valor absoluto del cuciente de la diferencia entre un valor

cualquiera de x'y el valor estimado de éste dividido entre el valor de x y expresado en porcienta.

« 100

ESTABIIDAD

Los errores provenientes de cualquier fuente se propagan de diferentes formas, algunos crecerdn
poco y por lo tanto no afectardn en torma signilicativa la exactitud de €1 resultado, otros pucden

crecer tanto que invaliden completamente los resultados.
NVERGENCIA

El cdleulo y generalmente el andlisis estin basados en este concepto. Asi, la derivada, la
integral y la continuidad se definen en términos de sucesiones convergentes. - En Ingenieria no
se requiere de resultados numéricos exactos, sing mds bien de una aproximacidn a la respuesta
hasta un cierto nimero de cifras decimales o hasta ¢star dentro de una tolerancia. En muchos
métodas numéricos se prodicen sucesiones de valores, esto es, soluciones aproximadas que
convergen a la solucion, si para todo ¢ > O existe ua entero m tal que para todo n > m; se
cumple que
Ia-x,] <¢

entonces la solucién converge a 1a respuesta y pudremos obtener a x con cualquier exactitud.

16



Un algoritmo es una lista de instrucciones paso por paso para llevar a cabo algun proceso. Una
‘éenica de laboratorio serfa un ejemplo de algositno: 1a sintesis de algiin compuesto atn cuando
es un proceso mds complicado, puede subdividirse en pasos sencillos y comprensibles para

alguien con experiencia en Quimica y también seria un ¢jemplo de algoritmo.

En la misma forma, los algoritmos ejecutadus por una compuladora preden combinar,
en un cdlculo matemdtico complicado, millones de pasos elementales, tales como adiciones y
substracciones.  Una computadora puede también, mediante ¢l uso de algoritmos adecuados,
conl-rolnr un proceso de tnanufactura o coordinar las reservaciones de una linea aérea en todo
el mundo. Los algoritmos para procesos a gran escala son mds complicados, pero estdn

construidos a base de elementos mis sencillos.
DIAGRAMA T ELUO

Tal vez la téenica de representacidn de algoritinos mds popular sea el empleo de diagramas de
fiujo. Estos diagramas ilustran el flujo de datos e informacién asi como el manejo de éstos
mediante simbolos interconectados con lineas. La combinacion de simbolos y lineas representa
1a 16gica del programa. En la siguiente pdgina se muestran los simbolos mds comuinmente

utilizados en diagramas de flujo.

17
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Los sfmbolos indican el tipo de operacidn que se va'a  realizar.y Ja secuencia de la

operacién que deba realizarse.

- Un rectdngulo significa algin lipo de procedimiento.. El proceso podefa ser tan especifico
como “calcular Ia calificacion promedio de un individuo® o tan general como "preparar
la programacidn croneldgica de clases para ¢l semestre®.

- El trapezoide representa un proceso de entrada que denota cualquier tipo de ali idn

de datos al programa.

- El rombo marca ¢l punie donde debe realizanse alguna decision. Con base en esta
decisidn la secuencia de ejecucion seguird hacia un conjunto de operaciones.

- Terminal, cada diagrama de Hujo debe empezar y terminar con un simbolo de este tipo.

- Un circulo pequeio, es un conector de hoja dentro de la misma pdgina y se emplea para
cortar y despuds enlazar lineas de flujo en la misma pdgina.

- Conector de pigina o fuera de pilgina ¢s un simbolo pentagonal, ¢ste realiza una funcidn
semejante al anterior cuando las lineas de lujo deben extenderse de una pdgina a otra,

- Proceso predefinido. se representa mediante un rectingulo con lineas verticales
adicionales, identifica a aquellos procesos que son estindar. Por lo general estos
procesos se definen en alguna otra parte, generaimente en aigin diagrama de flujo
separado.

- Salida a impresora indica que el contenido seri desplegado en la impresora o en el

monitor,



Exisien ademés.ouos}‘sf.mb'olusrmz(sy especificos: pira diferentes tareas.” Todos estas figuras
representan’ Ia §6gica del programa: ~‘El"&_ingmm:\ de flio en sf es un esquema que representa

a un algoritmo,

PROGRAMACION

Un programa es un conjunio de actividades codificadas en algin ienguaje de programacion que
corresponden a la realizacidn de una tarea. En el contexto de la programacion. el dar solucién
a un problema involucra varias etapas. cada una de las cuales tiene sus propios aspectos y

dificultades. Estas ctapas son:

Definicidn det problema.

Proposicién de una solucion.
Definicion de requerimiento de datos.
Desarrollo dei algoriemo.
Caodificacion del algoritmo.
Evalvacion del resuliados.
Documentacion del progrima.

Mantenimiento.

20



Et:advenimiento de las computadoras en_lds décadas de los 40's y Jos 50 fue debido a los
grandes esfuerzos de ciemtificos que requerian dar solucidn a problemas precisando un aito grado
de exactitud en la solucidn. Asi, para el uso de Ia compuiadora, el cientifico ticne que expresar
sus modelos mateméticos y soluciones en forma numdrica. La rama la Matemdtica que se ocupa

de esto es el andlisis nuindrico y de éste obtenemos los métodos numdricos.

Un méiado numérico s una expresion matemitica de una solucion que produce una
respuesta numérica. Un matemdtico, por lo general, maneja expresiones matemdticas y también
produce respuestas de ese tipo, no asi el ingeniero a quién le interesa obtener resultados
numéricos con el in de analizarlos para encontrar las relaciones existentes entre las variables

estudiadas.
Las técnicas matemdticas pueden ser expresadas numéricamente incluyendo:

Diterenciacion,

lntegracion,

Localizacion de raices de ecuaciones,
Solucion de ecuaciones diferenciales,

Solucion de ecuaciones simultineas,

21



Ajuste de curvas e interpolacion;

Ly Lii\ncjn de T

hétodos nitméricos feside en que estos se aplican también donde

L importancia de |

.- 1a respuesta analftica es diffcil de encoitrar.:




CAPITULO II
INTERPOLACION




INTERPOLACION

F el ingeniero tiene que enfrentarse con un conjunto de datos que relacionan dos
variables, tales como la presion y temperatura que reinan en el interior de un recipiente. La
presion es una funcion desconocida de la lemperatura, y se desea calcular la presion
correspondiente a cierta temperatura dentro o fuera de los limites de los datos disponibles. El
procedimiento matemitico s¢ denomina interpolacian, cuando la presidn que se desea conocer

estd dentro de fos limites de los datos extremos: mientras gue, si el punto cae fuera del intervalo

de los datos, el procedimiento matenxitico se denomina extrapolacion.

La interpolacion y la extrapolacidn se basan en fa suposicién de que la relacidn funcional
entre las dos variables es continua en el intervalo de la variable independiente que se considera.
Por tanto para interpolar o extrapolar, el ingeniero debe obtener esta relacion funcional u otra
relacién aproximada, para ¢tio debe considerarse la wendencia de los datos desde ¢l punto de
vista de los resultados experimentales y del anilisis matemitico. Por ejemplo. ¢l ingenicro
quimico debe estar familiarizado con la forma general de una curva presién de
vapor-temperatura, y €on su situacion en un grdfico A partir de datos experimentales, El
matemdtico es capaz de asighar una gcuacion aproximada a esa curva, y entonces la interpolacidn

no tiene ninguna complicacion.
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Habitualmente los datos experir les se correlaci i un | io, y el
grado del polinomio puede estimarse preparando una tabla de diferencias a pantir de los datos
recogidos. La columna de diferencias que dd un valor aproximadamente constante proporciona

el grado del polinomio al que pueden ajustarse los datos por seleccion de las constantes,



NTERPOLACION DE LAGRANGE

Como se ha visto, se puede aproximar el comportamiento de una serie de datos mediante una
funcién o polinamio de aproximacién. Afuy frecuentemente, los intervalos de la variable
independiente en Jos datos disponibles son desiguales, lo que elimina fa posibilidad de utilizar
una tabla de diferencias. Ademds, en la vida real no siempre se puede obtener un muestreo de
datos muy estricio debido a que en algunos casos es excesivamente costoso mantener el control,
en otros debido a que en el experimento realizado tenemos que desechar ciertas lecturas que no

garanticen apego a ia realidad o bien que se sospeche de algiin sesgo.

La formula de Lagrange para el polinomio de interpolacidn esta dado por

n
Poix) = ¥ L) £Ux,)
"0
donde L(x) ¢s la funcidli multiplicadora de Lagrange

SRR XD e (KX (X=%0, ) e (X -X0)

L S BT R TR T (R X, )

"

de otra manera S SRt

LX) = 1‘1(‘:’_";) £50,1,:00m

cada valor funcional f(x,) esta wultiplicado por ¢ polinomio L,(x) un polinomio de grado n en

x {ya que existen factores (x-x,)}.
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La féﬁﬁula de Lagrange se puede obtener direciamente a partir del polinomio de Newton

de grado equivalente escribiendo primeramenie los cocientes incrementales en forma simétrica.

Consideremos por ejemplo €1 poli io en coeficientes incr de segundo grado.

) £(x) = P(X).+ R,(x) .
Py(x) = £lx,] - (X -X,) (X570, (e=x,) (¥-3,) [%, %,/ %,]

substituyendo las formas simétricas de los coci i les equivalentes se deduce

Uxie,) ek o
(¥1-%,) (F1-X) .F(xﬁ

ey (x =¥,
Lenilen)

(X5-%,) (X3= X,

s . 1 N
T Py(x) = LR LX)



Algoritmo
Para interpolar-algin valor a mrlir de unuablade datos:

Entrada 1 niimero dé datos, m grado del pulinomio;

x,, fix;) valor.iésimo del argumento y de Ia fungidn,

-7 x valor a interpolar;

Salid; -x:valor.a.interpolar,: f(x) aproximicion’ interpolida,

Paso 17+ para‘i , n=1-hacer 2

Paso 5 Salida (x.-11x)), Térmi
Paso 6 = Salida (Dalos. fuera de raligc) "

Terminar.
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Progmm Inlemolacion_de_Lapranpe:
uses Criy .
var g, iy j. 0. m. 1, mensqje @ Integer;

Inter, producto, xi': reut

X, §x: array|1..20] of resl;

€ :char

mensuje 1= 0
Inter.:= 0;
producto t = {3

xi o N
c = chue(d)
end:

procedure Cuptura;
bayin
cleser;
gotox¥{28 2w rie("INTERPOLACION DE LAGRANGE'):
potoxy(22.4) tet"interpolacion con espacios vanubles.');
patox y(29,6);writc{*Sumnntre lo siywente
potoxy(29. 8 :wretel " Niimero de datus: n =
ptoxy(§i.8hrcadin);
foriz=1tando
begin
gotoxy(24.9 +1pwnie(*a”
potoxyf48.0 < yvntefn ",
end:
gaton y(25.21 pwrne(” Vidur de x o mtemobir x
potox(2 124 watel Presone cunluier el
forir= 1 wndo
begin
gotoxy(30,9 +iYirendi<fil):
patox5(56,9 +i)read{fxji]x
end;
potoxy(54.21 iread(xi);
gotoxy(60.24)c 1= readkey:
end:

TEh

et

h
o continuar’),

at
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procedure Lugrunye:;

* procedure Interpol
begin

fori:= tiondo

begin .

producto s |7

for Fondo -

fj <> ithen:

producto : =" producto (X
inter 1= inler s -Fx{i] = prod
end: PO

mensaje w1y B
end; EARE

LibAlipin:

begin st =
forvzm §ondu o g
ek > = xlil)ind (i < = xlAf) or 77
{(xi < = xiliund (30 > = x| ien Interpolucian
: . <he mensije = 2
end;

prosedure Resultida;
begin
if mensage = | then
bepin
rotoxy(},21
goroxy(34,2
Lotoxy (2
en
else
begin
gotoxy( 1.2 itrenl;
rotoxy(34. 21 whtel Interpalaciin®y;
Petoxy{25,220wntel” Dato o interpular fuers de rango®);
end:
potoxy160,24p6 i = redkey ;
end:

iclreot;
nite("Interpaluciiin®y; . .
write (" = a3:8,° Hix) =* Inter:$:8);

begin
Imacializa
Captura;
Laprang,
Resultado:
end,




INTERPOLACION CUBICA POR SEGMENTOS

En lugar- de utilizar un- s6lo polinomio de alto grade que represente a una funcién sobre un
intervalo, pademos emplear polinomios conjuntados, cada uno de ellos de bajo grado. Por
ejemplo seginentos de linea, en donde cada uno de ellos corresponde a los datos proporcionados
sobre un subintervalo. Tal aproximacion es continua pero tiene una primera derivada con

discontinuidades en los extremos del intervalo, como se ve en la gridfica I de la pdgina 35.

Consideremos ahora un mdtodo en el que s¢ construyen segmentos ciibicos de tal manera
que las esquinas se redondean, siendo continuas fanto Ja primera como la segunda derivada de
la aproximacidn., Los polinomios de alto grado tienen caracteristicas oscilatorias,  Uno de
grado n puede tener tantos como n-! puntos de retorno.  Cuando un polinomio de tales
caracteristicas representd con precision una fwiciwon  dada, eflo suele ser por una oscilacién
regresiva y progresiva a través de Ia funcion. Esio tiene efectos colaterales indeseables, por
ejemplo una pobre aproximacin de la derivada, por mencionar sélo uno. La aproximacidn por
interpolacion por sepimentos que se obtendrd ahora. evita dichas oscilaciones porque estd
campuesta de segmentos de bajo grado.

Dado un intervalo {a,b} = ! dividido ¢n n subintervalos por los puntos x, = a, X;, Xz,
.cey X, = b, un segmento ctibico se ajustard a cada subintervalo, tomando valores especificos de

y, en los puntos X,, con la primera y segunda derivadas en subintervalos adyacentes que
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convergen en el valor con la unidn. Los puntas x, a x,, se llaman nodos, o nudos de la

interpolacién por segmentos, esto se iuestra en {a grifica !l de la siguiente pdgina.

Resumiendo, la interpolacion por segmentos es una aplicacion sofisticada de la
interpolacién, ya que en lugar de emplear un s6lo polinontio de aproximacidn, se emplean varios
pelinomios unidos, debido a que se crea un polinomio de bajo grado entre cada uno de los
intervalos de la muestra, ademds de que se reducen los picos. Otra ventaja es que al emplear
polinomios de bajo grado evitamos posibles oscilaciones que ocurririan con polinomios de alto

grado.
Como todos los casos de aproximacion polinomial, una vez que tenemos la aproximacidn

adecuada, podemos derivarla, integrarla, evaluarla, conecer sw comportamiento, obtener sus

rafces y en general emplearla para hacer cualquier tipo de operaciones que requiramos.
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Algoritmo: .

Construceidn del trazador ctibico TC para a.fiineion

< X, que sa:isface'TCV'(x,,

Entradn u', (x,'.

- Salida =

b__Pnsn 1.

L = 2X,,: X, INTE, " g~

u, = INTEJL,
z, = (a, - INTE,;"z,,)'L,
Paso 7 C, =(a, - INTE., = 2,0 / UNTE,, "42- g h

Paso 8 parai =n-l, ..., |
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CPaso 10

Paso 11 = Salida (para i =
DD, DI
e e PR =

Termina,
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Program Interpoludur_Cubico, _por_S:gm:nlor’;:
uses crt;

{s1-) ¢
{SR+}°

const TamAmr = 50;
. ErrES @ boolean = tulser
1ype vectar = array|Q.. TamArr] of real;
var NumPunts, NumPusinter @ integer;
DerivFl, DenvFD : real;
Coetl. Coefl, Cocl2, Coef3, DataX, DutoY : vector;
Xlnter, Yinter : vector:
Error, Pumtally : byte:
ArchSal : texn;
Cont ; char:

procedure TrazaderScp(NumPunts @ ateyer;
var DatoX, Dato¥  : vector; R
DerivFl, DerwvFD : real: NumbPrslnier @ inteper:

var Xlater, Cael0, Cuefl, Coel2, Cuctd, Yluter : vector;

var Error : byte);
{SR+}
const CasiCero = 1E-DIS;
type coelicients = record
A, 8, C, D vestar
ensh;
var Intervalo: vector:
Trazador : cocticiente:

Culeulal vatos{Numbunts @ iteger:
vur DatoX, Ineervalo @ vector;
vur Eror: hyte);
var Indice : inleyer:
begin
Error := 0;
for Indice := | to NumPunts - 1 do
begin
IntervalofIntice] . = DatoX{Indice+ 1] - DatoX|indice]:
if ABS(Intervalofindice]) < CusiCero then
Erzor:= 13
if Intervalo]Indice] < 0 then
Error ;= 2
end;
end;

procedure CalvulaCoslicientes(NumPunts : integes:
var DaduX, DaioY, Intervalo ¢ vector;
DenvFl, DenviD -
var Trazador : coelicient




procedure CulcllluAs(NumPuhl z
“var Trazadur s coeliciente);

- var s
Indice ! inteper;

bepin.* - BN
for Indics i NumPunis do

Trazador. AfIndice) 2 Duso Y Indivel;
end; Sl - -

procedure CalouluCs{NumPunts 2 inteyer:
viar DutoX, Intervalu @ vector:
- DervFl, DerivFD 1 reuls var Trazados @ cocliiente);
var Alla, L, Mu, Z : vector:
Indice § integer:
begin
with Trazador do
begin
Al 1] t= 3%(A12) - AL}/ Intervalof 1] - 3 % DerivFl
AlGNumPunis] := 3 * DerivFD - 3
* (AINemPunts] - AlNumPunts < 1))
4 otervulo] NumPunts - {];
for Indice := 2 1w NumPunis - | du
AlfalIndice] := 3 = ((Allndice+ 1] = Intervaloflndice-f |y
- (Alladice] * (DatoXfindice + 1]
= DatoX{Indsce-1 )}
+ (Aflndice-1] = Intervala] Indice |1y
i (Intervalo] indie- 11
= Intervilopindice]y;
Li] o= 2 = Intervalol1]:
Mu(l]:= 0.5:
ZI o= Al L
for Indice 1= 2 to NumPunts - | dy
begin
Liindice} := 2 * (DatwX{indice= 1] - DitoX]|indpee-1]) -
Intervidoindice- 1§ = Muflndice-§]:
Mullodee] 1= Intervatoltndice | / Lindic
Z{indice] : = (Altafindice] - IntervalulIndice-1)
* Zitndice-1)) 7 Lilndicel:

end;

C{NumPunts] : = {Alfa[NumPunty| -
Intervalof NumPunts - 11 = Z|NuniPunts - 1)
1 Untervida|NumPunts - 1]
* (2-MuNumPunts - 1]}):

for Indice : = NumPunts « | downta | do

Clindice] : = Z[Iadwe] - Mujlndice] = Clindwe+ 1 );
end;
end;

integer: vur DuoY.s vector;
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procedure CaleuliDs(NumPunts ¢ integer: var interval 1 ve:_ldr:
var Trazador @ cochicienie),
var Indice : imeger;
hepin
with Trazador do
for Indice 1= NumPunts - | downto | do

begin
Bllndice] ;= (Allndice+ 1] - Alladice]}
# IntervutalIndicel - IntervatolIndice}
*(Citndice+ I} + 2 * Clindice]) 1 33
DilIndice] : = (ClIndice+ 1| ~ Cf Indicel)
7 ¢3 * Intervalofindice[ )
end;
end;
begin
CuleulsAstNumPunts, DataY. Trazadory:
CaleulaCs(NumPunts, DatoX, Intervihr. DerivFl,
DenvFD, Trazador);
CalewlaDal NumPunts. Iimervalo, Trazador):
end;
procedure InterpoliciontNumPunts @ integer: var DatoX @ vectar:
var Trazwor @ coeliciente; NumPislnter @ uusger;
var Xinter, Yinter : vector);
var Indice, Ubicacton, Term © integer;

Xoioreal
begin
for Indice 1= | 0 NumPhinter do
heyin
Uhicacion := 11
for Term = | to NumPunts - | dJu

if XloterfIndice) > DutoX| Term} then

Utncacion @ = Term:
X = Xinter[Indice] - DatoX[Ubicucion;

with Trazmdur du
Yintedbndice| = (DIUMz X = CN =X
+ BlUlicavion]) = X = AfUicacionfs
end:
end: .
begin
Error 1= 0;
if NumPunts < 2 then
Error 1= 1
else

Caleulalntervalos{NumPunts, DatrX, Intervalo, Error);
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if Error = O then
begin
CulculuCoeticientestNumPunts, DawX, DatoY, ln!:rv.xln.
DertivFl, DervFD, Truzadur);

Imtempolacion{NumPitnts, DatoX, Trazadar, Nun Phlm:r. e

Xinter. Yinter),
end;
Coefl = Tramdor. A:
Coetl 1= Truzador, B
Coef 1= Trazado
Coetd 1= Trazador. D
2,04

procedure Desplieguter:

bepin
Writeln{ArchSul, *
Write(ArchSal, *
LowVidew;
Wate(ArchSal, "ERROR N
HighVideu;
Wniteln{ArchSal
Writein{ ArchSal, *
Writein(ArchSul);

end;

procedure RevisiES;
const Bell = #7;

ype Prompt = sting (505
var 10coede 5 integers

procedure Errar(Mag = Prompi):
begin

Wrueln:

Wrateln(Bell. Msy):

Wniteln;
end:

bepin

[Ocade 1= [Omesult:

ErES = 10cude < > 0;

if EtrES then

cuse 10code ul

501 : Error(’Anchive nu exintente'),
$02 : Error(*Archivo no abictto para enerid:
$03 : Ervor("Arcluve o abierto p.
%04 : Error"Archive ao abierton ‘)
$10 : Error{"Error en el tormato nuniéneo.’);
£22 : Error("Astgmion a archivos estindar no permindu.')
591 : Brvor('Bisqueda después del tin de areluve.'):
$99 ; Error('Fin de archive inesperadin.* )3
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SFO ¢ Ecror{"Error escritura en disco.”);
SFU ¢ Error(Directonio llenwn ")
$F3 : Ecrorl'Revise FILES=20 en ol CONFIG.SYS.'): |
else .
begin -
Writeln:
Writeln{Bell):
Writeln( ‘Mensyje de error indetinido = *, 10code, ')
Writeln:
end:
end;
end;

procedure Encubezadn;
bepgin
Clrser;
. Gotoay{26.31:Wnte{ " TRAZADOR CUBICO POR SEGMENTOS').
Goloxy(25,6):Write{'Suministre lus Stpuentes datus');
end;

procedure OFtenarchSutidaivar ArchSil : text);
var NombreArch © string|255);
C : char:
begin
Clrser:
Encabezado:
Gotoxy (20,6): Wit Salida dicects & uno de has sipuientes: *);

Gotoxy(2}.24): Wnic(* Presione cualyuier techa para vontinuar'):
repeat
Gotoxy(44,20):RendIn(C);
C = UpCus(Ch
untif(Cin {"P*, "I A i
cuse C of
P begin
NambreArch ;= "CON';
Pantalla = I
end;
NombreArch 1= 'PRRN"

repeal
Encabezuwlo;
C:= 5%
Gotoxy(14,9):Wntef ‘Enserte el nombre del archive'),
Gotoxy (A, 11 Wete( Nambre: *)
Gotoxy(21.24n
Write{*Prestone cualquicr techt pans continuar®);




Gotoxy(40,1 E);ReudinfNomhreArch);
Assiyn{ArchSul, NumbreArch):
Rext(ArchSal)y
i 10¢esult = O then
bepin
Close(ArchSil )
Gotosy(29. 15 Wate(* Este arclive yur existe.*l
Gotoxy(28, 183 Wnite{'Subreesenbir (sin): |_F'):
Gutory(51, 185 Read(Cli
C = UpCuse(C):

end;
it C = 'S then
begin
RewrntelArchSul);
RevinaES:
end;
until((€ = S$"rund notEnES):
end;
end;
Assipn{ArchSul. NombreArch
Rewrnite{ArchSal):
end;

procedure Inickahiza{var CoctD, Coefl, Cuet, Cocld : veutor:
vur DaloX, DY @ vector;
var DenvFl, DenvFD : realy
var NumPunis, NumPisintes: inteyer:
var Xinter, Yinter : vecton vas Esror @ hyie):

hegin
FiliChar(Coe!0. S1zeONCoelD). Oy
FillChar(Cuetl, SizeOi(Cuxt !},
FillChar(Cael2, SizeONCoei2).
FillChar(Coe!3, SizeOHCoe13). O);
FillChar{DutoX, Si1z¢OiDateX), Ok
FillChar(Dato¥ . Si1ze0K DutoY ), 032
FillChar(XInter, S1zeOl(Xlnter), O)
FilkChar(Y Inter, S1z=ON Yinter}, 0);
Puntalla =
NumPunts
NumPsinter
DerivFl 1= 0;
DeeivFD = 0:
Error := ;
Writeln:

end;
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procedure Cuptura{var NumPunis ¢ inleger; . ’
var DatoX, DatoY : veclort - N g
var DenvFl, DerivFD !t real; i
var NumPislater : integer:
var Xlater ; veclory E -
var C ¢ char; - S

procedurs Ohten?VecsDeTecludoivar NumPunis t inteyp
var DatoX. DatoY : vector):
var Term : inleger:
begin
NumPunty i = 0;
Writeln:
repent . B ERRRR
Gotoxy (25 10 Wrnite( Nibinera de puntos (0-7; TamArs:') o = °)
Reudin(NumPuats); - -
RevisaES:
until {{NumPunts > = 0) und (NumPunts < = TaunArr) and not ErrES):
tor Term = | W NumPunis do
epin
Gonoxy(28, || = TermyWrte* X" Term,'| = ")
Golany(45,1 | + TermkWate("Y[ " Term,'{ = ")
end:
Gotoxy{21.241:Watef ‘Presivne cuadiiuer tevl pira continear’);
tor Teem = | o NumbPunta du
repeal
Cotnxy (33, 11+ Term)iReadt DatuX| Tennl)
Gotowy (53,11 ~ Termp:Rewd Dato ¥ Term|):
RevisaES;
unul nat ErrES;
Gotoxy{60.24y:.Cont : = readkey:
end;

procedure Obtent VeeDeTeckwlotvar NumPislnier @ iteyer;
var Xlater @ vectory;
var Term @ intepert
beyn
NumPislnter :
repeat
Gutoxyt 1.8):Clreol:
Gulugy (25,85 Weitet ' Niimero de puntos (0= TamA nn & ')
Gotoxy(55.8): ReadlntNumPrsinter:
RevisaESy
until{(NumPulnter > = 0) and (NumPtslnter < = TamiArr) and nal EcrES);
Writeln:
for Term 2= 1w Numfiinter do
beein
Gotoxy(33,10 +Tenmy; Write{'Pumo * Term.
end;

o




Gotoxy(21,24):Write(' Presione cuslguizr tecla para confinuar’ )i
for Term := 1 10 NumPuslnter do
fepeat
Gotoxy(43. 10+ TermiReadint Niner Term ()
RevisaES:
until not EnES,
Gotaxy(60,24);Cont : = reiudkeys
end;
begin
Encabezado:
Obten2VeesDeTecludotNumPunis, DatoX, DatoY):
Encabezado;
Gotoxy{ 10.1 1n:Wnte(' Desivada de la funcidn:'):
Gutoxy(25,151:Wnte("En =l punto Hnal izguerdo
Gotexy(235. 185 WrietEn ¢f puato aal derecho:
Golaxy{21,24):
Weite(*Presione cuabjuier teela pasn conumar’y:
repeit
Gotuny(S4. 150 ReudintDenvFly;
RevisaES:
until nut ErrES;
repeut
Gotoxy{34, 1BLRendlni DenvFD);
RevisaES:
untl nat ErrES:
Gotoxy(60,245,Cunt == reudkeys
Encabezads
Gotoxy (11,8 Wrte{"Entrada de puntos it Enterpalad® ),
Obtent VeeDeTectidot NumPrsdnser, Xlnter);
ObrenArchSuhidut ArchSul);
end;

procedure Resultadus{NumPunts . inleger:
var DatoX, DatoY : vecton
Derivfl, DerwvFD  : real:
vur Coef®, Coufl, Coel2, Cuoel3 © vevtor:
NumPiliater ; ieger;
var Xinter, Ylater : vector: Error @ bytedi
var Indice 5 inte

procedure Titulo:
begin
Clrser;
Writeln(ArchSalj:
WritelntArchSat),
Gotoxy(1.2):
WritelntArchSal." 124 INTERPOLADOR CUBICO POR SEGMENTOS"):
Writeln{ArchSal):
Gutoxy(21,24 1 W rite(* Presione cualquier tecle pars contimsar®):
end:




S0

begin
Writeln{ ArchSal);
Writeln(ArchSal);
Titulo; '
Gotoxy(1.5% Wrilcln{ArchSal, * ":37.°"DATOS'):
Writeln(ArchSal): -
Writeln{ ArchSul):
Gotoxy( 1.7y
Writelpt ArchSal.* *:18. ' Dato :
for Indice 1= 1 to NumPuats Jo
bewin T
Gotoxy(1.8 ~Indive) \an:lnc/\nhs
DatoX{ Indice: 1
DatoY]Indicef 5

end;
Writelnt ArchSal); .
Gotox g 110+ Indice s Weneln( ArchSal 5.t Derivida en X = (Y
DateX[1].") : ".DerivFiy
Gotoxy( 1.2+ Indice )i Wrielnt Aich S 5. Derivada en X = .
DataXfNumPunts| “DenvFD):

Writeln(ArchSul):
if Error > = 1 then
DespliegaErr:
{if Puntalli = 1 then Gutoxy(60,245Cunt ¢ = reudhey:}
case Errar ol
0! begin
Titulo:
Westelat ArchSaly:
Gony (.81 Wniteln{Arch:

), “Seynientr”. " (0,
137G, "
213.°Coed3"),
lur Indice 1o 1 10 NumPunts | do
beam
Gutax3 (4.9 + lndice)z
WritelngArchSul. ladice @ 3
‘. Cuel0] Indicel: 15740,

=

end:
Writetnf ArchSal);
{of Pamtallis = 1 then Gatuxp(60.24):Cont 1 = readkeyi}
Titko:
WritelniArchSal);
Gutony(h A1 Wnitelt ArchSal,* "33 "RESULTADOS )2
Whteln{ArchSaly: .
Gony(1,73:Wrieln(ArchSak” "3, Puntas interpolados');
Writelni ArchSal):
Getony( 1,10,
Writcla(ArchSal

23, CPantos:, T TN P E,TY R




for Indice ;
begin e
Gotoxy(i, 117+ Indic
“=0 Writeln(ArchSal,* %122, Y Iadiceids 5 ')
P ‘ XinterfIndice| : 15:710. * '
Yiniter]Indice] : 15 ¢ 108

i e thPlsIrﬁer Jo

endi ! -
L{if Pantalla = | then Gotoxyt60.24):Cont ;= seadkeys}
ends - .
+ begin- -
Tilo;
Gotoxy{25,15);
Writeln{ArchSal, "Los puntos X delien ser unicos.'): -
Gotoxy(60,24);Cunt 1= reudkey:
end;
: bepin
Titubo;
Gutony(28,15):
WritelntArchSul. Loy puntos X deben Hevar'):
Gortony(28,17);
Weiteln{ArchSal. un incremento sevaencid *);
Gotoxy(60.24):Catl t = roidhey:
end;
3¢ bepin
Thulo:
Gotary(18.15);
Weiteln{ArchSul. "Esos deben ser fus dos tilitmas puntos.*)s
Gotoxy{60,24),Cont 1@ readkey:
end;

[

end:
end:

begin
Inicializa{CoelQ, Caell, Cucet2, Coet3.
DatuX. DutaY, DenivFl DernvFD,
NumPunts, NumPesinter, Ximer, Yiner, Error);
Captura{NumPunts, DatoX, DatoY, DenvFl, DenvFD,
NumbisInter, Xinter);
TrazadorSegtNumPunts, DatoX, DutaV, DenvFl. DenvFD.
NumPisinter, Xlnter, Coel0. Caetl. Cuel2,
Coefd, Yinter, Errory
ResultadostNumPusta, DatwX, DatoY. Denvll, DenvFD.
CuelD. Coctl, Coct2, Cucld, NumPilnter.
Xinter, Yinter, Errork
Close{ ArchSul);
<ad.
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INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES

En la presente técnica consideraremos la aproximacion de Ia funcidn I = fix,y). Panicndo de
un tabla bidimensional de valores de { {x,y) de amailo m=n, para todas I:_:s combinaciones
posibles de los m datos de x y los n datos de y, donde e} rengldn corresponderd a x; y Ia
columna a y;. Por tanto para eada pareja arbitraria x e y el problema trata de una interpolacidn

dentro de una tabla para localizar una aproximacion de fix,y).

El procedimiento se realiza en tres pasos que:consisten en;

Al l'merpolacirin linei para’ s a trvés'de Fx.y) ¥ f(x,.,.5).

B. Interpolacion lineal para y.entre 15,500 ) ¥ (X 01.¥,00)-

C. Interpolacian lincal entre os valures obienidos en el paso A y ¢l paso B,

obtenicndo de esta manera Ja aproximacion de f(x.y).
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Algoritmo

Para encontrar un valor interpolado dada una tabla de datos en’dos dimensiones.

Entrnda i :nx) ny niimero de datos tanto para- X como par y,.
: Xi ¥; ((x,.y,) valores de los datos, ’

_ X, y valores a interpolar.

Salida - - X, y, f(x,y) valor interpolado, Datos fuera de rango.
Paso 1- ~parai = 1,70, n-1 hacer 2 ’
Paso 2 Si(x=xi., yx=X,y (x2x, ¥y x<x,,,) enlonces Pasp 3

sino Paso 10
Paso 3 =i
Paso 4 parai = I, ..., n-1 hacer 5

Paso § Si(yay. Y ysy,y (Y2y'y ysy,.,) entonces Paso 6

:sino Paso 10 -

Paso 6
Paso 7 -

L& Yagia)
X

(X~Xgy)

- 8K Vo) = B (R d Vagiy)

Paso 9

FUX, Voyei) mEUX, ¥u)

flx,y) = £(x, ¥y = =
’ Xepoy = Xyr

(y=Y:1)

Paso 8 Salida (x, y, (x.y}), Terminar.

Paso 9 Salida (Datos fuera de rango), Terminar.
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_HOJAL OED

- INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES




HOJA 2 BE )

d2 .1




o

HOJA 3 DE )

DATOS FUERA
DE RAMGO

'Y

13100, 43) = £(58,30)
Mo 11 ,) ¢ ————— X l”)
Xpier T Xy :
Y
- U101, 3301) = FUITL U0 1) )
12 0 RN @ i N(x - X, )
H - X
e Kt
. h
oy «n LI LUV
- T -
. '11-! h 'J.! o
>y




ion_en_dos_di

.2 m:ku: H inl:p

fxy:=0;
Mensaje = 0:
cforitm 1020 do
bepin
Alif = 0y
forj t= 1 040 do
begin
il := 0:
fligh:= &
end
end:
c 1= char(0):
end:

procedure Cuptura;

bagin
clrser:
gotaxy(24,5)iwrite"INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES');
EOtoxy(25, B write{*Suministre lus sivwientes Suos');
gotoxy(27,13p:wnite{"Niimero de renglones: 1 = ')
gotaxy(27. 16 wnie( Nimer de volumnas: ¢ = *):
gotoxy(21.24wnte("Presione cualguicr techs parn continnar'y;
gotoxy(32. 1 3xreading):
gotoxy(52, 16y readiney;
gotoxy{60,241:0 2 = readkey:
clser;
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gotoxy(24.2):wnte(*INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES' ).
fotox (25 . S)avrite("Sumimsire los sighientes dutoy’ ),
Boloxy(25 . 5);wntet" VARIABLE FUNCION");
gotoxy(10.6):wnte("INDEPENDIENTE DEPENDIENTE " f {x.5)'h
fori:= 1 tonrdo
begin
potoxy(10.7 +idwnited"x|"i,") = "k
potoxy(18.7=idread(xfif);
end;
forj:= l toncdo
begm
potoxy (32,7 +jYowrited 'y '\, = 'k
2o10x¥(39. 7+ )ireadix(ih:
end;
Jorai= 1 tunedu
lory = 1 wne do
bepn
vatoxy(52.7 +jhwnte('l}
Latoxy(62.7 + jhread(tLj])
end;
cleser:
gotaxy(25,5)wnte"INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES')
gotoxy(29.8):wntel Swninustre o siguiente’);
gotoxy(3 1. 1 1iwnite" Datos a interpulsr”):
gotoxy(17.130writel’x = °);
potoxy(d3. 13 kwntel’y = ")
gotoxy(21,24 wrie( Prestone ciadejuier teela par ;nnlmmr Hi
goroxy(21, 13 prcadimy;
patoxyt37.13 preadiyi)
end;

RS

procedure Pruceso)

Gi) o+ el Ll - i
FOxlin= 11« xlis]) ¥ = (xexfiily:
2= Mig+1+ (u+hiielf-
LTS ER T PR R PESY /TN
fxy o=t CH2= W) /iyl 1= sLinh ) = s
endi

liidi~ 1)

procedure Interpolaciondy;

bepin

repeat
= | toarl do

irx > = xlih) und txi < = s|i+ )3 ar
{(xi <= x{if) und (x1 > = x|i+ 1{}) then
bewn
e iz



rnrj:- 1 10 ne-1 do
ifllyi > = ylil and (yi < = )l|+|I)H-r
(UI < )Lll)unu (yu >m )[,-tl]))lheu

until mensuje <> 0;
end;

procedure Resultudo;
begin
if mensaje = 1 then
begin
poteny(l, IThelreol;
gomxy(:u,11):\vrue('Imemulucis‘m‘):
gotoxy(12,19)
write("x = ' ai:5:8, y = ' yi: 8:8, M, ))-
end
elne
hegin
rotoxy(1,17)elreol:

gotoxy(30, 17 ywrite ("l Dt inerpolar Iucm de rangatyytis )

wnd;
Lotoxy(60.24):¢ : & reudkey;
end;

hegin
Inicinlizay
Capluru;
Interpalacion2y;
Resultado;

end.
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CAPITULO III

ECUACIONES ALGEBRAICAS
NO LINEALES




ECUACION ALGEBRAICA NO LINEAL

Este tipo de ecuaciones incluye una gran diversidad de ecuaciones que surgen det andlisis de
procesos Fisicos y/o Qufmicos cuya estructura es muy diversa, desde formas polinomiales
con polencias de la incégnita difercntes de uno hasta la inclusion de funciones logaritmicas,
exponenciales, trigonométricas o reciprocas las cuales normalmente no pueden resolverse

analiticamente y es nccesario ¢l uso de algin mérodo numérico,

La técnicas numéricas para resoiver una ecuacién algebraica no lineal se basan en la
biisqueda de una raiz de una funcign, es decir, la ecuacion que estd representada por alguna
estructura de Ia forma

8lx) =¢
siendo ¢ una constante, se modifica para presentaria como
fix) =g(x)-c =0
de tal manera que el objetivo sea buscar un valor de x para el cual f(x) o g(x)-c sea cero,

el cual, por definicidn es una raiz de la funcidn f(x).r

Con esta reestructuracion se pretende utilizar algoritmos con los que se estime el valor de
una rafz de la funcicn.
En procesos Fisicos y/o Quimicos, Ia raices que se buscan por lo peneral son rafces

reales y en este capitulo presentaremos las técnicas tundamentales para ia evaluacion de éstas,
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SERIE DE TAYLOR

o 1 lique la“ derivada f"*"(x) exista para

Siendo f una funcién y n - un-entero :posit

cada x en un intervalo L. Si a yb son valores distintosien 1, entonces hay un nimero z cntre

a y b tal que

Ay s
a) T {b-a)?. ..
PR e
{(n+1)! (b-ayin

. parn* obtener ‘unn expresion finila y evaluable utilizaremos

_ como se ve esta serie es”iifi

el término residuo,” R,. ‘es’cual -estd dado por la férmula

o L)y vne
R, = T {b-a)"

R, depende dea, b yn.
Este tcorema e¢s la base para el desarrollo de algoritmos orientados a la bisqueda de

raices y que utilizan derivadas como parle de la estrategia de localizacién. Un  método

representalivo  de esla estrategia es el Newton-Raphson,
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METODO DE NEWTON-RAPHSON

El presente método es uno de tos mds ampliamente  utitizados para calcular una rafz de la

funcion f(x), un valor de x tal que f(x) sea igual 4 cero. con lo cual esiaremos resolvienda la

ecuacién f(x) = 0.

l.-  Expanda linealméh(evlﬁ
Koot

2.- Aplique fa{c

Expansidﬁ :

- = T+ T =

Condicion x es fafz, {(x),= 0

0= Htx) 1" (x)-

rearreglando:

Este algoritmo no dd directamente ki solucion porgue 1(x} es no lineal y realmente no

corresponde a la linea a la que se estd aproximando por expansion.
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La expansién estd suministrando una estructura lineal que supuestamente representa a f(x) en
tomo a x,, esto podria ser cierto si x esiuviese muy cerca del valor de la .rafz, de 1al
manera que fa diferencia (x-x,) tendiese a cero y en consecuencia, los demis 1érminos de lIa serie
que estdn incluidos en el error de truncaciGn contendrian términos (x-%)% (x-%,), elc. serian
pricticamente cero y se estarin garantizando que f(x) se comporte como linea recta en el

intervalo [x,x.].

Dado que, por lo general, el error de truncacion no es cero  porque X, no estd préxima a
un valor de la raiz, ¢l método tan solo penera una estrategia de prediccidn-correccion que debe
aplicarse iterativamente.

La representacién grdrica del mélodo de Newton-Raphson esta en la siguiente pdgina.

La expansion lineal indica que f(x) estd representada por una Ifnea recta que pasa por el

punte (x,.f(x,)). cuya pendiente es i"(x).
f(x) = M{x,) + "{x) ™ (x-x,). corresponde a la linea:
f(x) = fix) ~ x, " I"(x,) + F(xg) " x,

f{x) = a, + mx

Donde m es la pendiente: m = *(x,) y a, es la ordenada al origen : a, = f(x,) - x, * F(x,).
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- METODO DE NEWTON

L20



Sobre esta linea deberd buscarse el valor de x para el cual I(x) es cero, dado que la linea
1O representa correctamente a la funcidn debido al error de truncacion, este valor de x tan sélo
es aceptado como un nuevo punto base x,, hasta que se cumpla que el valor de f(x,) esté dentro

del margen de aceplacion.

Algoritmo:
Encontrar una solucién de fix) = 0 dada la aproximacién inicial x,!
Entrada: X, aproximacion inicial o punto base de Ia expansion.  p Ia tolerancia.
Salida; X, solucion aproximada, mensaje no converge.
Pasa !  Parai = |, ..., nrealizar pasos 2,34
Paso 2 Si | fix,) | < pentonces Salida {x,) Termina
Paso 3 Si f"(x,) = U entonces x, = x, + P

Paso 4 x, = X, - [(x)/17(x)

Paso 5 Salida (No converge)

Termina,

siendo p la tolerancia o margen de error, f(x,), 1"(x,) 1d evaluacidn de la funcidn y la derivada

en el punto correspondiente.
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METODO DE NEWTON-RAPHSON

WO CONVERGE




program M:(odn_N:wxbn_Ruphwn:
_uses Cri; :

var I's Integers.
= XS pealy

< C +'Char=iis
Funetion F(X 1 reul) ¢ renl: .
begin

Form XoX 4 4%X -2
end;

function DF(X = real) ¢ real;
begin

DF ;= 2°N +'4
end:

procedure toivializi:
bepin

(R

tr= O

x:m 01

¢ = chur(0}
end:

procedure Capturatt, X : real);

begin
clescrs
gotoxy(30.5),wnteMETODO NEWTON-RAPHSON');
guioxy(23,8)iwnted Funciin 4 eval Flx} = x72 +dx 2')
gatax y(24. 10)wrinet Seministre Jus sguientes distos $°)2
gotoxy(30. 14 write ‘Valor micual (Xoy = ")
2o10xy(30.17wntel Taletane o= p
potoxy (20,24 pwrite Prestone cuadywier tecli pare continuars’ ),
gortaxy(S b dnread(Xy;
rotoxy(51, 17 rend(ny,
gotexy(60.24h:¢ 1 = readkeys

end:

procedure Reaultiadoti @ Integers X: realh

begin
clrsers
gotoxy(30.5)wnie('METODO NEWTON-RAPHSON' ),
gotoxy(23.8nwnted Funcain evaduada Fixy = x*2 +dx -2°);
gorox (18,123 wrnel’Lu ruiz ohienidi es x = °.X);
gotoxy(3 1, 14)writel ‘von 0.7 teraciones'):
#otoxy(20.24pwritel Presione cuihjuier tecld s contnar:® )
£0toxy(60.24);c 1 = readke;
exat;

end;
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procsdure NoConverpeli @ Integer; X
var N ¢ integer:

begin

<lrscr
gotoxy(30.5):write{'METODO NEWTON-RAPHSON');
gotoxy(24.8);write("Funuinn evaluada F(x) = cosx » 3')
potoxy(15.12nweie("El métado no vonveree en '0)

HCIUH

eragivnes dundo x =" x);

gotoxy (10, 141 sweite("pura la tolerancia requenda, pars solucionar’);
potaxy (54, 14 wnle el sumenie 'y

rotoxy(21
guluxy (60,2
end;

ratet“Presione cuulywmer tecla pi

comtinuar®);
= readkey:

procedure Newtonli @ Inteper: L X2 geal):
begin
while ABS(F(N)} > 1 do
begin -

suce(i)
it DE(X) = O then

Ni= XN +1;
Xi= N -FIXEDFIXE
iti > e 100 then

bemin
NuConverge(ra);
exitz
endi
end;
Resultadofi. X):
end;
Bevin
Iniciatiza;

Capturaft, X):
Newtoni, t. X%

end.




EXi’ANSION MEDIANTE: POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON

Polinomio Fundamental de Newton :

Si f(x) es una funcidn continua en el interyalo linito {a.b], entonces para cada ¢ > .0, habra

un polinomic P(x} tal que S PR < e

para toda x en el intervalo dado.

RS

CPx) = £lx]
- SRRt N
Ralx) = (x-x5h (

X ETFOR AR I
U =R X =X Y E X - Ky s

“donde "

tlamadas diferencias divididas.

Esta expansion ha generado una seric de alporitmos. a continuacién se presentan los mds

importantes.
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METODO DE LA SECANTE

: EI mélodo de Ia secanle es oln de Ias técnicas para calctifar un valor de x tal que f{x} sea cero.

~S| se expmde llnewlmemc al f(x) mednmu el pullnolmu fundamental de Newton, se obtiene la

=2 31gu1enle ec_uaqéu

Esta ecuacién fi:prcsemn a ‘In’l'uucidn'éumu si fuese 1a Ifnea recta que pasa por los puntos

(x,..f(x..)), (x.,l(‘.)). ) dcmr o5 Lt curvasreal, la cual pasa por los punios

mcncmnndos

Dado que estamos buscando. un v:lluf [ quc xtx) sei cero, consideramos que esta

expansion es representativa de la luncuﬁu hasl.\ l pumu en qu: #s1a vale cero, por lo tanto, de

1a ecuacidn anterior se obtiene :

0= fix,) + fTx.%] ™ X -x)

Ia--cual se rearregla - para obtener:

Dado que 12 linea no corresponde exactamente a la funcién, este nuevo valor de x podrd
no ser la raiz buscada ¥ tan sdlo es una aproximacién. eatonces este nuevo vator s¢ considera

como 1a siguiente aproximacion. En ka pdgim 74 esti ln representacion grifica de este método.



Algoritmo:

Encontrar una solucion de fix) =

supuestos):

Entrada:  x,, x, aproximacioncs iniciales y-1 |

Salida:  x solucion aproximad il
Paso 1 parai = 1. ...

Paso 2

Paso 3 Si | f(x) |.
Paso 4%, = X1y = X ir A Pasp,

Pasa 5 - Salidu (Nu converge) :

‘Termina.

siendo 1 Ia tolerancia,” f(x). ”t‘(x'.r)r.mi'(;:,) _|'n”'c aluacion de la Funcidn en. los puntos

correspondientes.
Este método converge si los valores x, v X, esttn muy cerca de 1a rafz, aunque en la

mayoria de los casos, la falta de informacion sobre on valor aproximado de la raiz y la

complejidad del modelo hace divergente al métudo,
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Program Relln d: . Sccnnl:, :
Uses est; o

© Ch:u.

tunetion F(X :
bepin
m x-x 3 4-x

énd-

pmcedure Inicializa;
begin
ii=0; i . PR T
jrm O | )
tr= O
XO:= 0;

L Xlzw 0

¢ 1= charO);
end;

procedure Cupluravar .X0.X1: real):

begin
clrscry
potexy(30.5kwrite’ METODO DE LA SECANTE'):
potoxy(23. 8 wntel Funciin & eviluar Fix) = 273 «dx -2y
roroxy( 24, 12)weteC Suministre Jos valores inciales:");
gotoxy(23, 15 wrne("X|0f = ),
vurox (47, 05wt X 1] = )
rotoxy (33, 1 7)awnted tolszincm = )
gotoxy(20,24) iwnitel ‘Presire cualquier tecls pass continaar:*);
ro1oxy(32,15)red X0);
FUIOAY(S, 15) et X 1);
potoxy(45,17)iread(t);
gowxy(60,24).0 1 = readkey;

end;

procedure Reswltidon: @ Integer; X: real):

bexin
clesary s RIS - -+
gatoay (30,50 ntct' METODO DE LA SECANTE'S. '
gotoxy(23, Bpwntet Funcidin evaluada Fix) = 1"' R N
gotoxy (18, 12)wrtet” L.ur.uz uhlemda es x o= L)
rotoxy(3 1. 1 write('con g, iteraciones');
goroxyt20.24)write( 'Presione cualquier tecl para continuar:®);
potoxy(60.24) e : = readhey:

end:



procedure NuCotivergels @ lateger; X ¢ real)t

var N 5 inteyer:

bepin

elrsers

potoxy(30,5):weite('METODO DE LA SECANTE )
potoxy( 24, Bhwntel Funaon evaluada FIn) 2 coss - 3R
poroa¥( 15,123 wntet"El método na converge en “ 0" ilesiacion
Xy (10, L) wited "pard L tlezinein reques i, pana ~olicnemi
gotoxy(34, l4pnntel” esti aumente <l'):

Lotox ¥ 10, [63:writeC nimess de leracivies i ton
roroxy (39,16 wnite(” una rnz con miyor wlerinwia’y,

Oty (21,24 Rwnte " Presinne cualyuier tevhs pars continuar’)s’
cotoxylb0.24p:¢ 1= readhey:

emnds

HIRTRY HETRTTIAY
)

procedure Scotate(iante;
VAP PN tey

beyin .
repail '
irei b
X = (XO*FIX 11 - XI*F(NODAFIND - FENu,
W ABSIFENY) > ¢ then
begin
Xi

end; o
it > = 100 then
heyin
NoCunverye{l.x):
I

end;
=i
unnid ABSIFIX)) < @
end; )

bepan
Inicializs
Capturatt. X0.X 1
Secunte(1,1, X0
Resubtadofy X)
end.
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METODO REGULA-FALSI (POSICIGN FALSA)

Una mejora del anterior mélodo estd representady por. el método de.Regula Falsi, el cual como

estrategia de aproximacion utiliza ‘el méiodo de 1a"secante; modificdndolo en ‘8t “eril

reemplazos de x, y X,.

Una vez evaluado el valor de x, se verilica en cudl de 105 intervalds [xo,x].y [X,x,] estd
contenida una rafz de fi(x). Esta verificacidn se lleva a cabo aplicando et Teorema de existencia

de rafz de una fundisn continua dentro de un cierto intérvalo:
Teorema de existencio de raiz:

Sea x una raiz de la funcidn 1(x} y a un valor de x, ademds de que la funcidn sea continua.

Si f(a) = 0 se dice que ¢! valor a ¢s una raiz de la funcion.

La aplicacidn de este teorema nos conduce a veriticar si el prdducm de f(x)"f(x,) es menor
que cero, si este es el caso entonces en el intervalo [x,.x] existe un punto tal que f(x) es cero
¥ en consecuencia x, ¢s un punto adecuado para conservarlo, por lo que se reemplaza el valor

de x,, si no es €ste ¢l caso entonces se reemplaza , por x.

La representacion grifica del mélodo se encuentra en Ja siguiente pigina.
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Algoritmo:

Encontrar una solucidn de 1(x) = 0. dadas las

Eateada: x,, x, aproximaciones iniciale

Salida:  x solucion aproximada, nd converps
Paso 1 parai = l....nhacer -
Paso 2

Paso’3 Si| x|

Paso 4 ?

sing x| =

Ko edca Paso 2
Paso 5 . Salid 1 { No ‘converge)

Terminar.




METODO DE REGULA-FALS]
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Program Mclndg_ué‘_Iu_chuI:l_’fuls
uses onty : v '

V:rml:

var X0, X1,
i tinteper;
< 3 char;
Solucion : boolan:

function F(X :'real) : real:
bepin .

Fim XX + 4%% - 2;
end:

procedure Iniciuhiza:
begin

ir=0;

e O

Xim O

X0 := 0;

Xl=0;

© ;= char(0);

Solucion : = Fulsel
end;

procedure Captura:

begin
clrser,
poloxy(32.5wntet METODOD REGULA FALS!').
2otoxy(23.8)whtel' Funcsdn s evaluar Fra) = %2 +48 -2°)
gotoxy(24., 10 awnite Summnistre los siguientes datus =)
gotoxy(30.1a iwrile(" Valor mivl {Xu) = °
£otoxy(30. 6 wate(” Valor imacid (X)) = ');
gotoxy(10. 18 pwniel "Tolerancia (1) = ')
LOlOX¥(20,24d )iwred "Prestone cualyuier tecly s contintar: ');
gotaxy(51. 14rread(XO)
gotoxy(S116)reand(X 15
potoayts A 8 nread(Th:

L polexy(e0. 24 i = readheys

end;

procedure Regula
begin
repeat
s oauce(l):
X 1= (XO*F(X1) - XI*F(XODAF(X 1y« F(XOW:
1f ABSIFIND < T then Sulucwn i= trig;
o FINWFIXO) > O then XO:= X
elve X1 = X1
untl Solusm = fruc
ends




procedure Resultada:
begin
elrser:
gotoxy(32.5);write(*"METODO REGULA FALSI'):
gotaxy (23 Brwriel"Fungion evaluida F(x) = 2°2 +dx -2');
gotoxy( 18,120 write(’ Lat ruiz oblenidt ex % = ° X}
RHOXY(IL, 14 wile('cun " ierciones’);
gotoxy(20.24)
gotoxy{(60,24)i¢ 1= readkeys
end;

begin
Inicialian
Cuptur:
Repula:
Resultado:
end.

te(' Presione cuahjuier teela purs continuare: 'y
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. METODO DE WENGSTEIN,

_Est€ método trati de evitar el error de redorideo modifica la definicidn de la funcidn

- tratando de"giie posea Valores alios..

Sea f(x} 1a funcidn a Ia cual se desen evaluar.ina ralz; es ducir, encontrar un yalor de x tal

que-f(x) sea cero,- S e

Defina g(x) = (x) + x. Si x es raiz, g(x) serd igual a x dado que f(x) es cero. Expandiendo

linealmente a g(x) con el pelinoinio fundamental de Newton:

glx) = g + gl (x -\
representa una linea que pasa por los puntos (X.248,)0). {x,,8(x,)).. Sobre esta linea habrd un

punto tal que g{x) sea igual a x y serd éste el valor propuesto para ia rafz.

Aplicando la condicidn: Si x es raiz g(x) = x se obtiene: s R
x = g{x.) + glx.x ] " (x-x)

rearreglando esta ecuacion :

U X gtx) =x; e g(x,)
T Ogix) —gtx,) s X, - X,
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Este valor de % serd la micva aproximiacicn para |

rafz. En o siguiente pigina se muestra

la representacién dei_ mélodo.

Algoritimo:
Para encontrar una solucidn de g(x)r

¥y X, (supeestas),

Enfrada:  x,. X, aproximaciones inicialés . 1a tolerancia’l,
Salida:  x, solucidn aproximada, no converge,

Paso 1 parai = 1. ..., nhacer pasos 2,2

Paso 2

Pase d  Si | f(x] < temonces Salida (v Terminar, Paso 4 x, = X% =
%, e ir al Paso 2
Paso 5 Salida (No vonverge)

Terminar,
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Program Metodo_de_Wengstein:
usas Cri

var X0, X1, 12 real:
i ¢ Integer;
¢ : char;
mensije ¢ hyte;

function G(x : rzul)': reals
begin -

G = Exp(eX):
end; B

function F(x i
bepin R
F:= Expl:X) - Xu- -
Cendi : -
procedure Inieinlizi;
begin i

menssje 1= U:
c t= char(0);
end;

pracedure Capluri
bepin
clrser;
gotoxy{32,3xwnte ' METODO WENGSTEIN'R
£OIOXY(26.6writel Funaion evaluada: Expt-X) - X°):
2otox¥(25.9nwnieC Sununistee los sigsicntes datis’ g
potoxy (32, 12k wntet Vulor de NO = °);
potoxy(32. 4hwre(" Valur de X1 = "),
gotoxy (32 tonwniel Toleruno t = )
gotoxy (2. 24hwntel’ continuar presivne cualquier lecls®);
gotoxy(47, F2 readt XO),
potoxy (37,430 eadiX 1);
gutonyi40, Fokreadit):
potoxy(060.24):c: = readkey:
end;

procedure Wengatemn;
hegin
fori:= 1t 100 do
begin
X0 ;= (Xi*G(X0) « X0“G(X 1)) £ (X 1-X0} - O(N1) + GX0))



il ABS(F(NO}). < T then
: hepin
Mensije §= 02 T

- gotoxy(33,
endii
end; ol

procedure Resultudo: -
* begin : .
if mensaje = | then -
“hegin T T o
LOl0X (28, 19avrite{"Ruizes: & = ' X0:6; 10}
patoxy(32.2 Dwriteg ‘en *,is" deracivnes.");
end
shie
begin
EOloxy(25, 19)erite] "No converpe en: 100 iteructones');

swnitel Purs continuar presione cuadyuier teshic);
EOOxy(60,24):¢: = readkey:
end;

begin
Ieraliza;
Captueus;
Wenpstein:
Resultado;
end.
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METODO DE MULLER

correspondiente.

LRy =ik

igualando f(x) a cero s
0 = 10G) + TN JER) + T8I (R XX,

Supuestos 10§ puntos x,,, X,, X,, esta tiltima ecuacién seri wna ecuacidn de segundo grado con
respecto a x.  La cual puede ser resuelta pama evaluar dos posibles valores, de estos dos se
seleccionard el que implique menor error de redondeo. considerando que se estd aplicando el

método para encontrar uni raiz real.
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Algoritmo:

Entrada:  x,. X, %, apri
Salida: . solucidn aproximada:

Paso I para'i =1, [li}hv‘lcc”

Paso 2/ "0 EF

Paso 3 D = B?.4a

Paso 4 Si D.<0 éntoin

Paso’s x =

-B ;jvb]/?(\ ’
Paso 6 Si | fix) ) <t ;I;IOIIL'QS: _Sul;d;l l\) Terntinar.,
Paso 7 Si | 1tx) | > | x| vcn’luncés

Si Jatx ] > x| oemonees 8y = 8, Paso 1
Paso 8 Si | fixy) | > | fix,) | entonees v = x, Paso o
sinu A, = x. Paso 1

Paso 9 Salida (No converge)

Terminar,
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~ uSes ort;

- function fx r‘=u|)7: teuls

l?wgum} ,hi:xudgi_de_h! uller

var Al A2, A B
< Solucion : byle;

i 0 ¢ infeger;
. 'cont ¢ chug;

beg K

ﬁr_r;:edurt Iﬁiciuliu:
begin . g

Solucion = 0;
end;

procedure Captura;

begin
elrscry
eotoxy(33.5 5 wite"METODO DE MULLER');
gotaay (23,8 )w el Funcion a cvaliar Fix) = a2y
gotony( 24, 10k nted"Suministre Jos sizentes datos &'y,
rotoay(30. PInwrtied Vator ima (Xo)
gatony{ 30, 15 pwrne( Valar imaad (N 1) =
oy 30, 17)awrite Valor il (X2) = )
gotoxy(30,20nwnite("Tulerancie (1) = ')
Foroxy(20, 24 wnite( "Presione cualyurer tecls mara continuar:*);
gotoxy(5 1, 130 readt X0
potoxy(S 1 15nread(X1):
gotoxy(5 1.1 Tyiread()
gotoxy(5 1, 20preadiT):
gotoxy(60,. 24kcont = peadkey)

end:




4
erleln(l)‘
Al 1w (X)) - UNOR} 7 (X1

A= {IIX2) - (X1 7 (X2-X

A e (A2 AN (X2 - XO)

B i= AL-(XI + XO)*A

C.tm [{X0) - XD*AL « X1*X0%A:

D= B*B < =A*C:

if D < 0 \hen Captuns;

X i= (B - sqr(D)) 1 2*A;

il ABS(HX)) < 1¢c-5 then exn:

i (ABSI(X1 )y > ABS(F(NZM or
(ABS(I(X11) > ABS{HNUN then X1 1=\

it (ABS(X2)) > ABS(f(X0))} then N2 t= v

elhe XU =\

end;
end;

procedure Resultado:
bhegin
chrser;
goloxy(32.5wriuel 'METODO DE MULLER');
gotoxy(23, Bpwrite("Funcidn evaluads F(x) = x°2 +4x 2%
gotoxy (18,1 ot La raiz ahtenidies X = 'kl
rite(con "4, teraciones' s
rete(*Presione cuakquier tevla purn contnuar:');
peont 1= readhey:

begin
Inicializas
Captueas
Muller:
Resultado;
end.
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SUBSTITUCION - DIRECTA -

El método de la substitucién directa, punto fijo q iteracién funcional como también se le conace,
se usa para obtener ln solucidn de unn” ecuicivn ftx) = 0, comienza con un estimado e

iterativamente mejora esta aproximacion hasta que se obtiene precision requerida,

Para algunas ecuaciones, puede ser. dificil el encontrar un intervalo base, en estas
circunstancias, es conveniente usar un método en el cual no se requiera ninguna informacidn

inicial. La iteracidn de punto itjo cumple este reguerimiento.

Encontrar una raiz de una ecuacion f es equivalente a encontrar un punto fijo de una

ecuacidn g. Asumimos que la ecuacidn f(x) = 0 puede ser rearreglada como

X = g{x)

Asf, a alguna solucidn de esta ecuacion se le Hana punio fijo de la ecuacion g. Una

iteracidn obvia para probar el cdlculo de puntos fijos es
Noo 2 glx,), n=0,1,2, ...

el valor de x, es elegido arbitrariamente y la posibilidad esta en que la secuencia x,, X5, Xy, +ovy
converja a un nimero & el cual automidticamente sitisfaga a x = gix). Por otra parte, aunque

x = g(x) es un arreglo de ftx) = 0, « serii una raiz de la ecuacion.
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En general, hay muchas diferentes maneras de rearreglar f(x} = 0 a la forma x = g(x).

Sin embargo, solamente alguna de estas serd idénea para originar iteraciones que tengan €xito.

~ Algoritmo

Encontrar una solucién a x = g(x) dada la aproximacicn inicial x,, con g(x) = x - f(x):

Entrada X, aproximacion inicial
Salida % solucién aproximada
Paso 1 parad = |, ..., nhacer 2, 3y 4

Paso 2 x = g(x)

Paso 3 Si [a-x,| < tenlonces Sulidu (x). Terminar,

Paso 4 x, = x .
Paso § 7 Salida (No converge)

Terminar,
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program Melodé_de_Susliluciun_Dire:lu:-
uses Criy -

var X0, x, t7 reali -
ictInteger; T 7
- ..ct'chars 3
77 mensaje + hytes

function F(x + real) ? real;
begin - c

end;

procedure Captura:

beyin
clrser;
gotoxy(31.5);write("SUSTITUCION DIRECTA'):
£o1oxy(26,7write*Funcicn evalunda: Expt-X} - X'%
golaxy(25, 10 write("Sumnistre los sipurentes datos');
goloxy(29, 14 hwrite!" Valor imicaal: x = °);
gotoxy(32.16kwniet Tolerancia: ¢ = *);

gotoxy(21.24)wntel Pura continuar presione ctalyuier tecls'y:

gotas y(49, 14)ireadi X0x;

gotoxy{48.iGpseadil):
gotaxy(60,24):¢: = readhey:
end;

procedure PuntoFija;
begin

vin
gotoxyt33, 1I9writei Provesundo ,..'):
x = f{X0):

1 ABS(x - X0) < T then

begin
mensaye 1= by
ex;
end:
X0:= x;
el

end:
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procedure Resultudn:
beyin
if mensaje = | then
bepin
potoxv(28, 19);wrie( ‘Ruizes: x = *yx:6:10);
© gotoay(32.21weate{en L5 ilecidies. ')
end
ehe
hepin
poloxy(25, 18)wric"No converge en: 100 iteraciones”); ™
end; .
gotony (21,24 write("Par coninur presine cinhjuser teela');
EHoRy(G0.24)ic: = reudhey;
end:

Resultad
end,



‘METODO DE LA BISECCION

Este método también se denomina mélodo de Bolzano, o bisqueda binaria. Y se presenta asf:
dada vna funcién continua de una variable real x. ia cual tiene un valor negativoen x = ay un
valor positivo en x = b. entonces sabemos que existe un punto entre a y b donde la funcién
toma un vator de cero. Si bisectamos el intervaly y tevisainos en este punto si 1a funcién es
positiva o negativa, entonces habremos encontrado un subintervalo en ¢l gue hay un cambio de
signo (subintervalo en ¢l cual existe una raiz). Al repetir el procese de biseccidn, podremos

acercarnos arbitrariamenic a el cero.

Después de cada paso en el intervalo en donde se sitda el cero es dividido a la mitad,
diez iteraciones pueden reducir el intervalo en un factor de mil; veinte pasos en un milldn; etc.
Este método, el cual asume solamente continuidad y Ia capacidad para evaluar la funcién en

cualquier punto. ¢s bastante efectivo,
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Algoritmo:

Encontrar una solucidn de f(x) = 0,"dada la funcidn conﬁnua_f»en el iriierv:ilq_[x.,. 'x.] )
donde f(x,) ¥ f(x,) tienen signos opuestos:

Entrada: X, Xy EXtTemos del intervalo,

Salida: x solucion aproximada, mensaje no converge. ,‘ " - T
Paso 1 Si f(x,)*l(x,) > O entonces Entrad:a :
Paso 2 parai = 1. ..., nrealizar pasos 3, 4 y 5.

Paso 3 % = {x, + x;}/ 2
Paso 4 Si | ftx) | < t entances Salida (x), Termina,
Paso 5 Si f(x)"f(x,) > O entonces x, = », ¢ ir al paso 2.
sino i, = x, ¢ iral paso 2.
Pasa 6 Salida (No converge)

Terntingr.

" siendo t la tolerancia, f(x), f{x,) 1a evaluacidn de la funcidn en los puntos correspondientes.
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program Metodo_de_lu_Biseccion;,
uses Crt;

var X, X0.X 1.8 5 real;
i: Integer;
< : Char: .
Sulugion : boolean;

funciion F(X : real) : real;
begin

Fi= X*X + 3*X -2
cnd;

procedure Inictuhiza;
begin

it=0;

tim O

Ni=0

X0:= 0;

Xli= O

Salucion := Fubwe;
ends

procedure Biseccian:
beyin
repeat
is= sucetih
X = (X0 ~ NIYX2:
B ABS(F(X)) < tthen Selucion ;= true;
if FIX)*F(X0) > O then X0 : = X
chse X1 2= X:
unhil Solucion = iru;
end;

procedure Capturi:

procedure Cup_Desc;

beyin
BOIOXYES E16)rendiX 1):
EOlOXy(5 ), 1 8 iread(th

gotoxy(60.24 ) 1= readke,

1f FIX1)™F(X0) < O then Biseccivn
else Cap_Dews

end;

begnn
clesers
poioxy(30.5nwntet " METODO DE LA BISECCION'):
gotox y(23,8 pwnie(" Funcitn a evibuar Fix) = 22 »dx -
goloxy(24.10; '8 o tes dutos 2 °):
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gotoxy(30, 143 wratel"Valor inicinl (Xo) =
010xy(30,16); write(* Valor inicul (X1) = °
potoxy(3G 18 wriel Toleruneia (1} = °);, - ¢
gotoxy(20,24); write{'Presione cualiquer tecla r-.trn mnlmu.ur
gotoy(51, 14 )rend (X0
Cap_Dese:

end;

procedure Resultudos soming
begin - 3
clrer;

gotaxy(23. K write{ anuun evalu; (\; =at
gutoxy{ 18,121 weite( La tuiz ublepida es A =7
gotoxy (31 141wnte('con Hepniones” .
rotoxy (20,24 wrne("Presionc Lll-ll([lllﬂ’ ey
gotoay(b0, 24y 1 = reudhey;

end; N

begin
tmcializa;
Caplura;
Bisezciun:
Reatiltuder;
enu.




METODO DE HOOKE-JEEVES

El presente método es ora técnica de bisqueda direeta, el método parte de una aproximacion
© punto inicial x, de Ia funcidn f(x}, se incrementa este valor, a continuacidn se evalua en f{x)
y se escope aquel que hace menor el valor de la funcién de entre x,, x, + Ax ¥ X, + 24x para
tomarlo como 1a siguiente estimacion, esto es el nétodo consta de exploraciones para encontrar

el valor mds idoneo y después tomarlo para realizar la siguiente estimacion.

Algaritmo:
Encontrar una solucién de f(x) = 0, dada la aproximacién inicial x, y un incremento A,
Entrada: x, aproximacion inicial, 4, incremento y Ia tolerancia ¢

Salida:  x, solucin aproximada, mensaje no converge.

Paso 1 Si | fix) | < temonces Salidn (x,), Terminar,
Paso 2 X = X, + A
Paso 3 Si [ (x| > | f(x)} entonces

X = X, - 24,
Si [fixy] > |f(x) | enonces A, = A /2
Si 4, > tentonces paso 2.

sino paso 8.

Paso 7 x, = x,, eiral paso .
Paso 8 Salida (No converge)
Terminar.

siendo t la tolerancia, f(x,), f{x,) la evaluacidn de la funcidn en los puntos correspondientes y

4, el incremento.
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METODO DE HOOKE-JEEVES
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"solucion 2 boolean;

. function F(X': real) * real; -
begin e -

Fim XX + 458N -2

- end;

procedure Inicinliz:

inc:= O3
Solucion := false;
¢ o= Char(0);
endy

prosedure Captura;
beyin

clser;
gotoxy(30.5)wnte("METQDO DE HOOKE-JEEVES™);
gotory(23.8rwrilel Funciona evuluar Fix) = x°2 +3x -2')
010Xy {24, 100 wnite(’ Sumanistre fos sivurentes ditos )
gotoxy(30, 14 pwnte(" Valur snicial (Xo) = *);

potoxy(30, 16):witke “Incrementa  (da) = )
potoxy (30,18 wntel Takesancia (1) =
gutoxy (20,24 ) whtet' Presione cualquier tecla para continuar:*);
gotoxy {51, 14)reacl( XO)

readkey:

procedure Hooke_leeves:
beyin
Tepeat
FEC NI
X1 im X0 +one:
iff ABS(F(XID < ABS(F(XO)) then
bevin
X0:= XI:
it ubs(F(X0} < T then Soluc
potoxy(33,21 pwete( Provesandy .
end




1o

else . 2
begin : -
Xi.rm XO-2#INC;. - -
i ABS(F(XI)) < ABS(F(XO)] lhcn .

TUINC e INCI"
1 (Soluion = trie) then
hegin
i INC < = JE-7 then
hepin
elrser;
yotony{15,20;
write{' No converge <l método, se "%
yotoxy (41,200
write{ ‘realizaron “0," ersciones’y;
paloxy(60,24);
v = readkey;
Sulucion 1= lalse:
e
end:
cnd
else
Hooke_Jeeves:
end
end;
until Solucion < > talse:
end;
procedure Resuliads;
begin
clrser;
goloxy{30. 51w et ‘NNETODO DE HOOKE-JEEVES'):
patoxy {23, 8hwrileC Funcion evaluuda Fix) = 82 «dy 2');
potoxy (18, 12 writel Lu raiz ubtenida es » = " X0):
gutoxy {31, T4 hwrne{ con 4. itericiona’);
potoxy (20,24 pwrie(* Presaone cualyuer tecln para contimuars )
gotoxy(60,24):c ;= readkey:

ends

beyin
nicinliza:
Cuptury;
Hooke_Jeeves:
Resubtadi;

end,



'ECUACION CUADRATICA -

_Las rafees de una ecuacion cuadritica-ax? * bx +7¢ <10 pueden‘ser-cvaluadas con a formula

genenal de la ecuacidn cuadrdtica.

Ia cual es probablemente la mejor manera de evaluar ralces complejas.  Sin embargo, este no
siempre es el mejor medio para determinar valores numéricos de las rafces cuando estas son

reales, particularmente si la relacidn de las raices es grande (b7 - dac).

Un mélodo mids prictico en muchos casos es un proceso iterativo basado en el uso de las

relaciones
[~
. HXy = oo {1)

donde x, ¥ x; son las dos rafces, Six; es la raiz de mayor mddulo, entonces las aproximaciones

sucesivas a la rafz pueden ser evaluadas wiilizando la férmula
X, = -g - X, Xy = =X, (2)

alternativamenta, iniciando con la aproximacién x, = 0 si no hay otra disponible.
- Este proceso. aiin cuando es de primer orden, puede ser incluido facilmente cuando

b?> > 4ac. csta converge lan rdpidamente, que es innecesario depurarla mds. Si b? no es



Algoritmo
Encontrar una sO[iICIOI‘! de

la ecuacion cuadratica:

Entrada
Salida
Paso 1

Paso 2

Paso 3

112

JKpe by FNTCes roales

| ‘praceso de segundo orden

D=b"»-1’ncv'r‘

2 = (+b~VD)/2a, paso 3
sino ‘

'i'nnmr A =021

Tonmar =0 ]d] )/i:|

Salida {x,, x; 0 X, £ X))

Terminar,



ECUACION CUADRATICA




Program Ecuacion_cusdratica;
uses Cri;
vir A.B.C.D.XLX2ZNLXR : realt
<o ; Chary
begin
elrser;

otoxy(22, 3 write(' RESOLUCION DE ECUACIONES CUADRATICAS ).

Botany(20,6): WRITE( Suuunmrml valar de lox cucticientes;®);
gotoxy(35. 10 wnte'A = ');
Loroxy(15,12)wnic('B
gotoxy(35. 14nwne(‘C = °).
cotoxy(d0,10)readin(A):
gotoxy(40,12 ) readln(By;
potox y(40,14);readIn(C),
D = B*B - 47A~C;
if D >= 0then
begin
Xl:=(-B ~ SQRT(D)} / (2*A);
X2 = {-B - SQRT(D)) / (2*A):
peoxy (33, I8Rwrie( " RAICES REALES');
LOLOXY(25. 200w riteC" 1 * rufzs x = " N1);
poloxy (25,22 kwrite("2? rain: x = . N2);
wnd -
else e
hegin N
Xl := SQRTIABS(D)/2:
XR:= -Bi2*A):
potoxy(32, 18y write"RAICES COMPLEJAS'):
if D > 0 then
beyin o
potaay(15,205wnte("* miz x = "N
gotoxyt15.22pwhite("2 faiz x = X
end
tlse
begin
Xl:= ABSIXI)
gotoxyl 15,20pawrite(’ 19 raiz £ = " XR
votoxy{15.22pwnte(*2* iz x =
end;
endi
#otoxy(21. 4 wnitel Presione cualyuier’ m.l.a pars conbinui ).
2otoxy(60,24)ica 1= reindkey:
end,




ECUACION CUBICA

Una ecuacion cuibica con coeficientes reales tiens por lo menos una raiz real, es decir, x,; si ésta
estd determinada. la division del ctibico por tx -x,) da una ecuacién cuadrdtica la cual puede ser
resuelta por la férnuila general de la ecuncion cuadrdtica o por iteracidn. Para la determinacidn

de la o las raices reales, pueden utilizarse los métodos previos,

También existen métodos especiales disponibles. los enales dependen de la reduccidn de

la ecuacion ciibica a una rorma estindar.

Un método debido a Tartaglia-Cardano es ¢l siguiente. Teniendo 1a ecuacidn cibica:

ax' + 3bx! < dex + d =0 (1)

téndrd tres rafces, §a Suma de 1as cuales valdrd (-3b7a): haciendo €l cambio de variable:

z=x-2 2)
o -1 :

se obtiene la ecuacidn
z' +3Hz -G =0 (3}
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a- %c F el camy -

(7)

1a'ecuacidn determina seis valores para u, y puesto que uv =-H se determinan seis valores para
v. Por consiguiente. In ecuacion (4) parece dar seis raices a la cibica (3). Sin embargo, sdlo
hay tres valores distintos de z, debido a gue cada par de valores de u y de v, dan dos valores
iguales: u+v, v4u. La ecuacion (2). transtorina los valores de 2 en los correspondientes de x,

que satisfacen a la ecuncidn (1).

En general, si la funcidn cdbica (1) tiene tres rafces reales, G? + 4H* < 0, y la ecuacién

(6) tiene raices complejas.
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i La mfz de la ecuwcnén cubnca (7) se evalm IIlEjOr en este caso en el diagrama de Argand.
Cu:mdo la ccuacnén cublm ucnu sdlo una raiz-real, la ecuacién (6) tendrd siempre raices reales.

“Por consnguxeme. esel mélcdo mds uui pnm ‘encontrar una rafz real inica de uma ccuacidn

cibica,

Algoritmo:
Encontrar las raices de f(x) = x' + ‘Ax' + Bx + C, dados los coeficientes A, B, C, de
la ecuacidn cubica,

Entrada: A, B, C, cochmentes dc a’‘ecuacion ciibica.:’

Salida: Xy, x.. Xy r-uces re‘\le
Paso 1 : :Hacer bl

Hacer -

2 bl

“Hacer Q

Hacer D = R + Q'
Paso 2 8§i D <0 entonces paso 3
‘ sinw paso 4

Paso 3 Hacer .

sign =y D +R

Hacer 8 = TG(R,D)
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- = l?céxlim ‘d;sde,

stno piso -

P}lsqf-i.t Hacer X2

Past'4.2 Si

X3 = 42 - Viw

metodo = J.eirapaso5 ;-

a0 4.22 Hacer X2 = -ad/2

Xi=V|w|/2

metodo = 4, e ir a paso 5




FUNCIONES

T2 Caleula el valor de Iy taigente (La_razdn de esta funcién estriba en el error que tiene

fa funcidn que provee Turbe Pascal al evaluar un dingulo que esta en el tercer y cuarto

cuadrante).
Paso 1 Si R = 0 cntonces paso 2
Sino paso 3
Paso 2 Sivd <0 entonces TG = =/2, e ir & pisv
sino Imprime error angulo no delinido, paso 4
Paso 3 Si v/d =0 entonces paso 3.

sino paso 3.2
Paso 3.1 Si R>0 entonces TG = 0. ¢ ira paso 4
SiNO TG = 7. e ira pso 4

Paso 3.2 Hacer M = ARCTANMV | D | /R
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{Pnso l:'Si,SlGN © entonces Rc’

“Paso 2 Hatér s ="
) ‘Si SIGN < O enlonces s 'é'-l ; :
Hacer Re.= s"Exp(Ln | SIGN | }¥3. ¢ ira paso 3

Paso 3 Regresa,



" METODO DE CARDANO-TARTAGLIA

—
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Program Metoda_de_Carduns_Tustaglia; ©
Louses oty il .t ) )
- var iy k. metodo s byte;

o e chary S
al, 32, a3, 14,45, 06 reals
b, b2, b3, D, dl, 42 : real;
X1,/X2. X3.p, Q. R, w:real;
x, tetn, siyn ; real;
:arnty]§..3) of real;
procedure Inicializs:
begin- 7"

Bl
o3 do
flif = O:

ead;

function Regsign : read) @ real;
var s ¢ inteper;

beyin

ifsign = O then Re:= 0
elsc
begin
si=]:
n < Othen s ta -]
s*exptin(uhs(sign))/3);
end:



126

 function TR, D :real) : feals
. var m ;. geal; -

_begin e
TR = 0 then
begin
if sqeigabs(D) > O then Ty 1= pa/2
- else
it seiubs(D)) < O then Ty: = 3+pis2
else
bepin
puloxy (30,15 .wnte "Errar: @ no delinida');
gotoxy{17.17pwrite( Presionu cualyguier tecl
oty ($ L7 Rwritel” para salin del progrin®);
¢ 1= rendkeys
halt
end;
exity
end;
it sqritabs{DN =0 then
beyin

ifR > 0then =0
else 1 i= p;
exits
end;
m = arctandsri{abs(DIR):
ifm = 0 then
ol syri{absf DY <0 then ni: s mepi
else hegin
it sprtGbs(D)) > 0 then mz =i
ele = 2opiem;

end;
procedure Cirdanu_Tartaglia;
begin
bli=al/3:
h2:=u2/3:
bl:=ad;
Re=-0,5"(h3-3*b2*bl +2=h1=hl~hi)
Q:=b2-bl*hl:
D:aR*R+Q*Q*Q:

ifD < Uithen
begin
mgn:=sgatabs(D)+ R*R)
t Te(R.Dy:

tor k: =01t 2 do
hegin
I+ 1} = 2*Regsign)=cusitetn +k*3=p/3)-h 13
metodo 1= 12
ead;




= Re(R +5qri{D))
+ Re(R-syri(D)}-bl;

abadohl+XI1; -
aSrmadeX i+ 3ob2;
ubrmauS*X |1 +hl:
bepin
wem{ud*ud-3*us);
ifw =0 then -
begin
X2t adis
X3:= .
metoda := 23
end .
else
hegin
Ww > 0then
beyin
N2 i= ad24metiw);
X3 1= aad/2engraiwe);
metodo 2= 3
netodo 1= 4;
end
end ) - * -
end
s
end;
procedure Captura;
begin
texteotur( 10)teathack groundis ),
elrser;

potexy(27. 2 writeln("Metodo de Cardano Tartay
potoxy(15,5);

writeln(*Solucion de la ccuacidn cibica: A*3 + AR*2 + Bx + C)
gotoxy(20,7);

writeln('Suministre los coeficientes de lu couavion™y;

gotoxy(30, 10hwnteln"A = °);
potoxy(40, I0kwriteln('B = ")
Eotoxy(30. 10kwritedn(*C = ")
gatoxy(21.24 In{*Presione
potaxy(34, 10yres
votoxy(44, 10} readia?):

tevla pars )
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pnloxy(id 10);readinld);
end.

procedure Resultudo;
bepin
gulory(22,13);writeln (*Las ices u.l: I.
¢case mctudo of
1: begin
mr it= 1rolddo

gulm)‘(n.lsfi);wnl:ln(‘h
wnd:
end;
23ibegin
pgoloay(33, lﬁ) writeln{® )\lll &' X
gotony(33, 1 7 hwntedn(* X2 =N
gotoxy(33. 18 writedn(*X{3] =* X3);
ends
4 : hepin
gotaxy(33. 16 weite' N1} =".X1):
gotoxy(23. 17 wnte’X|2) =7, X2," .lllhl\J),
gotoxy(23. 1 8)iwate(*X13) ='.X2
end:
end:
Eatoxy{60,24):c : = reidhey:
end;

begin
Inicializ
Caupiurs,
Capdano_Tartagling
Resultado;

end.




DIVISION SINTETICA

Cuando f(x) es un polinomio de grado n,"1al qu_e‘ln solucisn es una ecuacién algebraica, los

métodos anteriores pueden sistematizarse. ttilizando Ia division sintética.

Frecuenlemenle s¢ tiene que dividir un polinomio entre un binomio de la forma x - a.

Revisando cuidad ¢! procedimi para realizar cada una de esas divisiones, puede

verse que es posible hacer simplificaciones hasta Ilegar a la division sintética.

Sea

Vel - A

Q(x) = Ax" - AxY - 4, 1% T A

el cociente y R el residuo que resulta de dividir el polinomio

P(x} =a,x"«ax" raxls ... ~a x-a,

entre el binomio (x-0)Q(x) + R. O sen

a,x" + ax"! + ax"? . .., . a,,x +aAx" .
(A ~ad,)x' « (A -ad) ¥« ..~ (A -af)x ~ (R +a3,,)

como los polinomios de ambos miembros son idénticus, los coeficientes de ias mismas potencias
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= au X B

Fapoeiad

“ay - aA,
ey = Gaey v a8,
R = a, - a4

que son los coeficientes del polinamio cociente y el residuo buscados. Para determinar éstos

usando las férmulas anteriores. s¢ pueden rearreglar los cileulos en la siguiente forma

al a, a & ... &, a
aA, aA, ..., aa ., ai,,
A, A A& .. A IRT
_1..0. En el rengldn, colocar todos los coelicientes de P(x) en forma descendente por las

- potencias de x. incluyendo los que valen cero,
2. Fuera, en la primera linea a la derecha de los coeficientes, escribir ¢l valor de a, el
djvisor > >sintético> > §i lu division es entre x-a.
3 Bijese al'lcrccr renglon ¢l coeficiente dominante a, que es igual a A,.
4. Multipliquese a por A_: escribir €l producto aA, en [ segunda linea, abajo de a,

stimense con &, ¥y escribase la suma de aA, + g, en la tercera linca bajo de a,.
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5. Muliiplfquese la suma del paso 4 por a, escribase el producto en la segunda linea bajo
de a, simesc con @, y escribase a swma en ia tercera linea debajo de a,.
6. Repitase el proceso del paso 5 hasta que haya sumado un producto al término constante

Los primeros n ntimeros de la tercera linea son los coeficientes del cociente, que es un

po[_inomiu de grado n-1, y el \iltime mimero de li tercera tinca es el residuo de f(a).

Algoritmo:

' Reduccidn de! grado de un polinomio pex) dada una aproximacién a una de sus raices Z
y los coeficientes del polinomio:
Entrada: n grado del polinomio, Z aproximacion a la raiz

a, coeficientes del polinomio

Salida: b, residuo
Paso 1 b, = a, '
Paso 2 parai = 1, ..., n: hacer 3

Paso 3 b, = a, + b2
Paso 4 Salida (b,)

Terminar,
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Program Division_sintetica;
uses Crt;
var z ! real;
N ¢ integen;
A.B : array |1..10] of reak:
¢ char

procedure Inicializa:
begin

z:im0;

N:=0;

Ii=0;

¢ :e= char{0);
end;

procedure Capturis;
begin
clrser;
gotoxy(10,3);write{'DIVISION SINTETICA"):
gotoxy(25,5):write("Sumimistre [us siguienies datn’)
gotoxy(21,8)swrite( " Aproximacton idivisor sinténvo) Xae = *);
gotoxy(22, 100 wrile(' Nimere de tdrminus del polinomio N = '),
gotoxy(59,B):readlz);
gotoxy(59,10); read(n):
forit= 1 toN do
bepin
gotoxy(31,10 +1*2writel'Cocliciente A'\i-)." = ')
LOloxy(49. 10 + i*2)read{Ali]):
end;
gotoxy(2} 24k wnitel’ Presune cualyuier tecls pars continuar’);
gotoxy(60,24k¢ 1 = readkey:
end;

procedure Dhvsintetica,
begin
B[] = Afl]:
fori:= 2twndo
begin
Blif 1= Ali] + B[i-1]*z:
end:
gotaxy(27, 22 write(*Residuo = *,Bla]y
gotoxy(21.24)iwrite( Presione Ciealquier lecly puara conlinuar');
gotoxy{60.24)ic i = readkey:
end;

begin
Inicializa;
Captura;
Divsinletica;
end.
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CAPITULO 1V
INTEGRACION




INTEGRACION NUMERICA

Algunas veces es necesario realizar un cilculo que hnplica una integracién. Por ejemplo, el

gasto volumétrico de un gas a través de un ducto puede determinarse a partir de la distribucidn

de velocidades lincales i la evaluacién de la integral correspondiente. El valor medio
de una cantidad particular, se obtiene frecuentemente mediante integracion. Por ejemplo, pucde
determinarse una temperatura superficial media integrando la distribucion superficial de

temperaturas y dividiendo entre el area.

Una manera de integrar un conjuito de datus es encontrar una ecuacion empirica para
los puntos, utilizando uno de los métodos de ajuste de datos, y entonces integrar la ecuacién

analiticamente.

NOTA: La funcién a integrar se incluye como otra linea de programa en la seccidn de
declaraciones, para integrar cualquier otra funcidn diferente bastard con substiirla en dicha

linca.
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y aproximando el drea de cada subintervalo mediante un trapecio, el cual se forma reemplazando

la curva por su lnea secante, trazada entre los puntos base. Entonces para evaluar

o

jf(x)dx

nos basamos en la aproximacion de fix) en x, = a y x, = b por una linea recta, esto

corresponde a un polinomio de primer grado. Ahora, una linea recta puede ser representada

como

flx) = £lay » I“’L 2(‘5)(x~a)

considerando tridngulos semejantes. El drea bnjo fa linca recta es una aproximacidn de la

integral de f(x) entre los limites a y b.
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DEL TRAPECIO

| H(X)
£(X1) -
’ PHX)

10



""‘»h‘.
feior i » 20

 del trapecio.

- Algoritmo”

Lth)fta) ( ayjas

Aproxi'mnr la integral 1 = {*, f(x)dx dados el limite inferior a y el limite superior b de

la integral y n niimero de subintervalos en que se divide el rango completo:

Entrada: Xos X, limites inferior y superior, n nimero de subintervalos.

Salida: Area aproximacion a la integral,
Paso 1 h = (x, - x)/(n-1)
Paso 2 aren = {H(x,) - f(x M2

Paso 3 parai = 1, ..., n-1 hacer
Hacer x, = x, + h

area = area + f(x,)

Paso 4 area = area " h
Paso 5 Salida (area)
Terminar,

1319



REGLA DEL TRAPECIO

R}« ra )

INTEGRAL
Ao

@)



Program Reglu_del_Trtpecio:
uses 6113

vara, h, 20, an : real:
ivn i bytes
e 1 char;

function I{x : real) @ realy
bepin

fi= sqrix) + 4°x -2{
end;

procedure Inici
begin
arem 00
hi=0;
IR N o
n:=0;
c t= char(0);

procedure Caplura;

begin
clrscr:
Gotoay (31,25 Wrie’REGLA DEL TRAPECIO™):
rotaxyl25.4 kwnte"Funcion i imtegrar 177 = 4y
Gotory(25.5): Writed'Sumimisire los aigisentes datoy’);
Gotoxy(30,8):Write{'LImite inferior n = °g
Gotaxy(30,10):Write"Limite superiur b = °);
Gotoxy(27.13):Write"Numeru de Intervalas n = °);

Gotaxy(21,24):Write{ ' Presione cualyuier teclis para continuar®);

Gotoxy{50,8);Reudin(x0n

Gotoay (50, 13 Readin{xnl;

Gotony(52.13);Readin{n):

Gatoxy(60,24): ;= readkey:
endi

procedure Trapecur
begin
h:e= txn-20) f o
Atz (fxn) + 012
forit= lion-ldo
begin
20 := 50 + W
wi=u - KO
end:
wim u*h;
end;

21}
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procedure Resultado:

begin
Gotoxy(35.16):Writeln('RESULTADO'):

1n:1n
Gotoxy(21.2-4):Write("Presione cuabyuier tevla para continuar’);
Gotoxy(60.24):C : = readkey:

emd:

begin
Inicilizs;
Cuptura;
Trupecing
Resultado;
end.



REGLA DE SIMPSON DE 1/3

Consideraremos ahoera una de las téenicas de integracion numérica mds ampliamente conocidas
y usadas, la regla de Simpson, de manera similar a 1a regla del trapecio, divide el intervalo total
en intervalos menores y se aproxima el drea de cada intervalo, la diferccia entre estos dos
métodos es que hace pasar una paribola por las tres ordenadas de dos intervalos adyacentes.
Se esperaria que, dado que la regla del trapecio es exacta para polinomios de primer grado, la
regla de Simpson fuera exacta para polinomios de segundo grado o menor; en la realidad se
obtiene el sorprendente resaltado de gue la regln de Simpson es exacta para polinomios de grado
tres 0 menor. Por lo tante, su alta precisién, en comparacién con el esfuerzo que requiere y
dade que su férmula no es mds complicada que la de In regla del trapecio, explican la amplia

difusidn del método.
Como ya se menciond. el métocto consiste ¢ conectar grupos sucesivos de tres puntos
sobre la curva medianie pardbolas de segundo grado. después sumar las dreas bajo las pardbolas

para obtener el drea aproximada bajo la curva,

El uso de este méiodo requiere que el nimero de subintervalos sea par, ya que la

integracion se hace tomando dos subintervabos cada vez.
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Algoritmo

Aproximar la integral I = f* f(x)dx dacos tanto el Ifmite inferior como el superior de

la integral y n ntimero de subintervalos en que se divide el intervalo:

Entrada
Salidn
Paso |
Paso 2

Paso 3

- Paso 4

Paso 5

144

mientras i

Xos X, limiles inferior y superior, n nimero de subintervalos.
Area aproximacidn.a la integral,
Si el modulo 2 de & = Oentances n = n + .1

h = {x, - x)n-1)

4 +h) + T(xa+2h)

. area = area * h/3

Salida (nréa)

Terminar.
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Progemm Regla_de_Simpson_de_un_tercing
uses ort; R
varu b, Ar, hon:

is i me m oz intepel

m. = 0;
¢ 1= char(0);
end:

funcuon FEX 2 geal) @ real:
yin

Fim x®x+de.2;

end;

procedure Captura:

begin

cleser:

putoxy{28,3)iwritet’REGLA DE SIMPSON DE 1/3'):
FoOloxy(25.6):writet " Funaidn i anteprir x°2 ~ 4x - 2')
LOIoXY(25,9)w et Sumimistee los aicuientes dann )
poloxy(29. 12y wntel Valor il w = ')
potoxy(29. I4nwote("Valor final: b = ‘L

putoxy (50,121 readtul;

rotoxy (50, 14)remlth);

potoxy (12,16 write* Nitmeso de puntus en el atend [,
gotoxy(21. 2 wntel " Presnmne cuukys tevlu pary
roloxy(69.10)reading;

poloxy(60.24)¢ = readkey:

end:

5,35, e e )

procedure Sunpsont3;
beyin
ifnmod2 =0thenn:en+ 15
hi= (b - a)in-Iy
while g € = n-2do
begin
Ar = At + Fra) = 4*Fla+h) + Fa+2%)

Ar = Ar = (W3}
endds
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prucedure Resuliado:

beyin

gotoxy(30,20)writel *Aren = “iA:10:6)

potoxy(21. 2 writel Presione cunlyuier. kel pars continuar” ). B
pOtoxy{60.24)5¢ 1 = reimlheyi

end;

beytin
Inicializn
Cuptura;
SimpsonlJ:
Resultadin
enl.



REGLA SINMPSON DE 3/8

Otro mélodo de integracion es la regla de Simpson de 3/8. Este mélodo consiste en obtener el

4rea bajo la curva comenid en tres subintervalos co ivos y do después éstas dreas
para determinar ¢l drea total. - EI mecanismo wilizado en la regla de los tres octavos €s similar
al de un tercio, exceplo porque se determini ¢l drea bajo una curva de tercer grado que conecta
cuatro puntos sobre una curva dada.  Este mdtedo se utiliza cuando el ndmero de puntos
tabulados excede en uno a un multiplo de tres mientras que la repla de un tercio requicre que
el intervalo sea dividido en un atimero par de subintervalos.  Frecueniemente se combinan
ambos métodos, aplicando la regla de un tercio sobre el nimero de subintervalos menos tres,
y completando Ia integracion con ka regla de tres octavos sobre 1os tres subintervalos restantes.
Un méiado alternativo para un nimero impar de subinlervalos, consisic en integrar une de ellos

mediante la regla del wrapecio aunque ki precision ebtenida es algo menor,
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Algoritmo:

Aproximar la integral 1 = { f{x)dx dados tanto el Ifmite inferior como el superior de -

Ja integral y n niimero de subintervalos en que se divide el intervalo: .
Entrada: Xqe X, llmiites inferior y superior,- n nimera de subigiery len's.
Salida:  ~  Area aproximaci@: a laintegral.. : ’
Paso 1 Si el médulo 3 de n-1 no »esr 0 c,m’j’!.‘,c"syi-"e, nuevamente
Paso 2 h = (x,- x,Mn-1) .0 :
-Paso 3 mientras i*<.n-3 realiza =

area + fix) + 3MnENY

Paso

. Paso S L7 Salida Grea) L T

Terminar. .
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" Program Replu_tle_Simpson_de_tres_octuvis,
uses’ crt; B
var u, b, Ar, hy 23 real;
ko, meinteger:

function FIX : real) : re;
begin .

Fomxox + 421 .2
end;

procedure Capturs;

procedure Inter:
begin
utaxyt69. ) 6) remdintnd;
ni=n o+
ke=n-1
ik mod 3 <> 0thep
breyin
eotoxy(69.16):clrcol;
gotaxy (18,185 Textcolur(0):reubackpround 73
potoxy{ 18,18 write(’ E1 ptimera de intervalos debe ser multiplo de 3.
gotoxyt85. 18 KTexicolor(7 ktextbuck pround(Uy;
potoxy(60.24)ic 1= readkey:
votoxy (1, 18):Clrenl:
Inter;
end:
end;

hegin

clrsers

gotoay(28. 3w e 'REGLA DE SIMNPSON DE J/§7);
gotoxy{25.6 wnitel ' Funciin s integrar x72 + 4x - 2°)
gonnxy (259 ntct Sununistre lox sipuientes datus’);
EaAy(29, 125 wrtel " Valop ncial: o = *)




gotoxy(29,14)iwrite(" Valor final: b= ‘).
gotoxy(12,16);

write(*Nimero de puntos en el mlerv.llul X H

gotoxy(21,24);write(*Presione cunlqulcr teciu
gotoxy(50, 12)rend(n); -
Lotoxy(50, 14)rend(hy;

Inter;

potoxy(60,243;c : = readkey;

end:

procedure Simpson3§;
beyin
his (b-win.1p
whilei < n-3do
heyin
Ar:= Ar + F(xu + J‘F(.mll) - J‘Fln—"‘h)
@i

(LI 1

end;
Ar = Art(38)*h;
entd:

procedine Resultach;

hegin

poloxy(31.20Kwritel " Area = " Ar: I3
potoxy(24 . 24)writef ‘Presione cualyuier l<LI.A i
goloxy(60.24)¢ i = readkey;

end:

begin

Inicralizs:

Captura:

Simpson3g; - P
Resultado: .
end.
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- METODO DE ROMBERG

Estc mélodo tiene aplicaciones muy variadas debido a que auna a la extrapolacion de

Richardson, la regla del trapecio. La regla extendida del trapecio es de uso sencillo para un gran

mimero de funciones. obteniendo una alta precision. Asi, la regla del trapecio extendida se

utilizard para aproximar Ia integral

&
ff(x)dx

utilizando m subintervalos puede ser escrita’ como

b - B
Jf(x)d.\' - g[:(’a)fjf(b

donde a < p < b, h = (b-alm y5

obtendremos las aproximaciones preliminares con ny =1 m; =2, my"=4,.,,m, =

n enierg y positive,
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_substituyendo en la regla del trapecio, obtenemos

Jf(xjd:é, ;:‘)’

" Denominaido Ry, a I

y'en forma general, "

Ll

R, = 3 R ;hl-lz:"

Para acelerar ¢l proceso se aplica Ja téenica de extrapolacidn de Richardson, si 1a funcidn
es continuamente diferenciable cuatro veces en el intervalo [a,b], entonces la regla del trapecio

puede ser escrita en la forma

b

Jf(x)dx E

¥y
_2.‘ f(a) - £(b) - zl Y fta - ihy)

b - a
720

? - r
%[r-cb) LI LS

paracadak = 1,2, ....n yalguua dea < p < b
Con lo cual podemos eliminar vl término h', combinando fas ecuaciones, para obtener

una formula ia cual es I aproximacidn dada por li regla compuesta de Simpson con h = h,.

.
iR,
Jf(x)d'x - 2R T T

para cada k = 2, 3, ..., n y aplicamos a extrapolacidn a estos valores. En gencral, si f es
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para cada'i-=

Algorilmu:

Para aproximar Lo integral 1=

limite interior como el superior de_la integral y

intervalo:

Entrada:
Salidat

Paso t

156

a
2

a, b limites inferior y superior, n mimero de subimervalos.

R, aproxumacion a la integral.

h

L3

aTh

jex i dados tanto el

wimero de subintervalos en que se divide el



. 'quo 2 o 'R. i= bt - fby/ar

Pase 5 para j

Pasu 6
Paso 7

Paso 8 paraj =

R = Ry,

Paso 9. .- Salida {par i

[
Red
|

Terminar.

157



HOJA | DE 2

{reasiovis]-

e

1
=t )

ST
SRy

i l(‘l * (h.m

h

METODO DE ROMBERG




HOJA 2 OE -2




160

S Emgm:n' Inte;

pracion,

uses Crig
const.t = 1E-10)

Integmul i= 00
Dosalsmenon? 1= 00
Custeoxlmymenos| 1= 0;
mensaje te O
« 1= char(U):
for 1 i= 1102 de

for j i= 110 30 do

Riij)e= O:
end;

procedure Cupturi:
heyrin
repeat:
ciner;
gotoxy129,35mee INTEGRACION DE ROMBERG s
gotoxy (25,7 wvret Fuoviin i intey X
potaxy(25, 12Ewnted Suminsire ks sf
potaxy(22, 16)awrite( ‘Linute anterior de inteyrucs
gotoxy (22, 18w ite("Limnte superior de ey
gotoxy(21.23);writeC Presione cualpuicr tedla pan
potoxy(58, 16)ireudiu):
potoxy58, 18 reudib)
poloxy 60,290 1= readheys
Wa = bthen
Begin
potoay (17,130 wriet Lo Hinmites Je integricicn dehen ser liferentes’s;
end;

sentiar)




untila <> bh;

<lrsers

roloxy(29.5 ) write{'INTEGRACION DE ROMBERG'):

potoxy(35,12) Texthack g round( 73 Textealoruy

rotoxy(35,12)write("En Proceso’
26toxy(45, 12): Texthackground{0): Texteuior{ 7
gotoxy(32,24 pwritel "Espere ur niomiento’):

end;

procedure Inicio:

begin
ire :
dosalaimenin? =13
ie b
Rl B2)*(F(u) «~ F(hg
eml;

procedure Trapecio;
war sigmie 2 real:
beyin
sipma 1= 0;
tor k i= 1 to dusabimenos? do
beyin
stpmz te sigmy + Fla + (k-0.5)~ h)i
end;
RI2, 1) s= (R]).1] + h=sigma)/d;
end;

provedure Richundson:

treyin
Cuatraalannenint 1= 1
fory:m= 20 do

begin
Cuatroslaimenus] @ = Custroslajmenusl = 40
RI[2,j] : = {Cuatroalaygmenast*R{2,)-1] - RILj-1]
HCuwtrmtamznost - 1;
end:
end;

proceduse Rambery:
begin
Inicier.
tor 2= 2 10 50 do
begin
Trapecion
dosaliimenus2
Richardson;

i= dusilaimenos? = 20
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-lkluidn

e
:I'(ABS(R[ZJI - RIZ,;-\\-II)) < = then ™

Rllul d RIZ.JI.
end: 3.
“endy i

endy

_ procediire’ Resultado;

begin
clrser:
if mensuje = | then

hegin
votoxy29.5):wnteCINTEGRACION DE ROMBERG'):
cotox§{27,8)wnte(* Funeion gvitada; Ln 37,
Fton 24 12 w ete " Entre los Himites de imtegracion’):
goiox¥(30, Hnwantelinfenor & =
gotoxd 30 16 avrited superian b =
rotx ¥ 20,.20nwnterEL valor de by mler.'rll ENE I
£atox (21245 nted Presione vualyuier tevla para continuae’y;
Fotoxyt60. 2400 1 = readhey:

end

clse

begin
£otx¥(29.5 haw e INTEGRACION DE ROMBERG' )
potoxy27, 8% write("Fuacion evaluada: L 137.2°
vataxy (24, 2kwntel'Entre lus Houtes de integraceon’):
gotow 308w e micnor a & Cacdid)
gy IORwRteCaupenar b= bididy
gotoxyE 16,20 wnte( Bl métado na converge ¢n 50 geracionss’ )
peton ¥ 21, 240w nied  Presione cualgiser tecla para continuar’y;
OO0, s = readhey:

end;

ends

begin
Intemhizin
Captura:
Ramber;
Resultadu;
end.




CUADRATURA GAUSSIANA

Este método hace use de un polinamio imerpoianie en lugar de evaluar la funcién en
alpunos puntos. Se utiliza si f(x) puede evahiirse en cualquir punto. Dicho polinomio de
interpolacidn hace uso de los pardmerros listados en la tabla 1. El ndmero de pardmetros

dependerd del mimero de términos de la idrmula.  Por ejemplo, una férmula de tres términos

contendrd sets parimetres, tos tres valores de x alora d idos y tres ponderaci esto

corresponde a un polinomio de interpulacion de grado 5.

En el caso de la formula de dos érminos los cualro pardmetros se determinan a

continuacidn

\ ‘
J’f(:) sarf(t,) - bf(ty)

A

mediante el método de coeficientes indeterminados determinamos la férmula de integracion. Se
utiliza el intervalo simétrico de imegracian para simplificar los cilculos, ¥ denominaremos t a
la variable. La férmula serd valida para cualquier polinuimio de grado tres; por tanto, cumplird

i

£(t) = £, £(t) =

£(t) = & para f(t) =1
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Se satisface I ecuacidn anterior bijo cualesquiera de las siguientes condiciones: b=0,

=0, 4=t 6 {L=-1. Solo s, Lltima posibilidad es satistactoria. Las otras no son validas ¢
bien reducen la férmula a un solo término, de manera que se escoge 1,=-,. Entonces se

encuentra que

as=b=1

£ o= - .:==\.3—; = 0,08771

: ff(c) = £{-0.5773) + £{0.5773)
-1

suponiendo que los limites de integracién son de x, a x,, y no de -1 a 1. Para poder utilizar los
pardmetros tabulados para la cuadratura, se debe cambiar el intervalo de integracion a (-1.1)
haciendo un cambio de variable que esté relaciomado linealmente de acuerdo con Ja tabla de la

siguiente
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de manera que-

entonces

Parimetres de las farmulas gaussianas

Tabla X
PUNTCS 2 PONDERACION VALIDG
HASTA GRADO

3

2 £0,.5773502692 1 k]

3 +0.7745966692 0.5585555556 5
0.0000000000 0.8888888889

4 £0,8611363116¢ 0.3478548451 7
*0.3199810436 0.6%21451549

5 +0.9061790459 0.2362268851 9
*0.5384693101 0.4786286705
©.0000000000 0.5688888889
3 +0 . 9334AQ5147 0, 17112346724
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Para obtener los pardmetros de Ias férmulus ganssianas de orden mayor, se debe resotver
¢l conjunto de ecuaciones que resulta de escribir la definicidn de f(t), como una sucesién de
polinomios, En este caso se empled 1a teoria de polinomios orntagonales; los valores de t que

salistacen las ecuaciones, son las raices de los polinomios de Legendre.

Algoritmo:

Para aproximar Ia integral I = |, f(x)dx dados tanto &)

limite inferior como el superior de Ia integral y O ¢l orden dei méiodo. Los pardmetros de las

férmulas se almacenardn dentro del programa:

Entrada: a. b limites inferior ¥ superior, O mimero de subintervalos.

Salida: area aproximacion a la integral.
Paso 1 En caso de O asignar los pardmetros correspondientes a ¢l orden del método.
Paso 2 parai = |, ..., 0 hacer
X+ N X, - X
%, = Fa 0, sy
H 2 2 +

Area = Area + K, = f(x)
Paso 3 Area = ATEUX, - X,)
Paso 4 Salicda(Aren)

Tenuinar,
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METODO DE GAUSS GENERALIZADO

IHTEGRAL:

u,.
-
- -
l v
. e = lvOi
.
. :
; _.‘ : 7
Py " i
- M
.
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= procedine Inicializii

Progmm Guuss_Generalizado;
uses Crt; . !
var x_: array[0..15] of real:
K..u tarmyl1..5} of real;
Xf, Az real; .
g i integer;
¢t char;

* beyin
o Xfim 0

A L

‘nie;
_i¢ tmehur(0)
end;

function F(X :_real) & reals
begin

CF = XeX - deN -2
end:

procedure Cupturs:

begin
elrser;
potoxy(28.4)iwntel"METQODO GAUSS GENERALIZADO'):
sotoxy(21,7
write{ "Funcuin u integrr: F(x) = 2% + dx - 2%);
otox¥(26, 10 wnite("Suministre [os siptiichles daton’)
eotoxy(29, 12 awvnte " Valor intcds o = °)
BO0xY(29. 14 wnte(* Valor Fi h= )
2otaxy {29, 10)wntel" Orden del méuxdo: n =
gotoxy (211 winlel Presione cuahijuier tecla
ro10x¥(51, ) 2realtx |01
votoxy(5 1. 14 read( XF):

end;

paes continttar’ )

procedure GausnGen,
bewin
rotoxy(51.46)readta);
af notftn > = k) and (n < =3)) then GaussGen:
potoxyte0. 24 ke 1= remdkeys
case n of
1: begin
K1) o= tzalt) = 0
end:
2: b

K1) = 0.5: u|t] ;=2 -SQRT(1/3):
k{2]:= 0.5: w2} := SQRT(H3):
end;



3: hegin
k(] 2= 5/18; |} 1= -SQRT(3/5);
k{2 rm 909 : uf2) 1= 0;

K[3) = 508 u)3) r = sonm/s;.
end;

A:-begin 3 :

MAle 0.1739: u{1] 1= -0.561 13
ki2):= 0320105 wl2) i= -0.33;
kI3 e= 0.1739: 3] 1= 0342
k(@) := 0.3200: ujdf ;= 0.B211:~

end;’ :

5: hegin - sl
K1) 0.118403; u]i] 7= -0.900180:
K12} := 0.2393)14; 4f2] 1 = -0.53840%:
k(3] 1= 0.284343: 0|3] = O
K41 i='0.23931% (4] 3= 0.538469;
KI5) = 0.118463; ul5| := 0.906180:

end;
wady
foritw ! wndo
begin
Xl t= gx]0] « N1¥2 + (N1 - A[0p2)=ulil:

A= A = kli]*Fixliln
ends
A= A~ (NU-s[0)); .
potoxy(20,20);writet EL valur de Limtegml e S A5 IU)
galm y(21,24 kwinet Prevone ualyuisr tels pasa continuar');
gotoxy{60.24 )it = readhey:
end:

begin
Inwciatizn;
Capiura;

... GuussGen;

end.
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CAPITULO V

ECUACIONES
DIFERENCIALES

ORDINARIAS




ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

El comportamiento de muchos procesos tisicos. particularmente los dependientes del tiempo
{no estacinarios), pueden representarae por medio de ecuaciones diferenciales ordinaras. Los
métodos de solucidn de estas ecuaciones son por tanto de gran importancia para ingenieros y
cientificos, Aunque las soluciones analiticas de algunas ecuaciones diferenciales importantes son
conacidas, un nimero todavia mayor de ellas no pueden ser resueltas analiticamente,
Afortunadamente, en general se puede encontrar la solucion numérica de estas dltimas. Eb
presente capitulo describe los procesos mis importantes de cilculo de ecuaciones diferenciales

ordinarias.

En aplicaciones particulares frecuentemente se requiere de una solucion tabulada de una
ecuacién diferencial sobre un intervato dudo, Si encontramos una férmula explicita para la
solucién, podremos utilizarla haciendo uso de tblas trigonométricas 6 logaritmicas para obtener
fa solucicn tabuiada. $i la solucién es conocida en forma de serie, ella por si misma es una

forma explicita de 1a cual Ia solucién puede ser calculada para alguna aproximacion deseada.

Si no se ha encontrado una férmula explicita, podremos considerar a la ecuacion
diferencial como Ta férmula que nos permita calcular fa solucién.  Una manera de obtener esto
seria aplicar el método de integracion por partes. En este capitulo como se menciono antes

describiremos varios procedimientos alternatives al ya mencionado, Ain cuando se disponga
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de una serie, los métodos pueden darnos It aproximicion deseada con un ahorro considerable
de trabajo, el uso de estos es mucho mds sencillo que ¢l de una férmula explicita para llegar

solucidn.

NOTA: La ecuacién diferencial a evaluar seri integrada a cuerpo del programa como una
funcién < f(x.y) > en lodos los programas en In seeeion de declaraciones y se subslituird cada

vez que se desce evaluar otra ecuacion diferencial diferente.
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. METODO DE.TAYLOR '

¥y X Ex )y amko)
o RS R e R
IR O OSSO SO 2 A
o~ Y'Ux,) )
Yoo m X 2gr=h

Py

una serie de potencias en X gue converge sobre algiin rango x, < x< x.. Planteado de esta forma
se enfatiza el uso de derivadas totales respeclo @ v, Ahara con Ia condicidn inicial
YIXD =y
y de la ecuacién diferencial misma
yixD = )

substituyendo estos valores de yixJ y ¥'Ix) e li serie de Taylor, obtenemos los primeros
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"~ términos de la serie solucidn, - A contintiacion, diferenciando la ecuacidn ordinaria, podemos

- obtener

i dy
gl g

resulta

Donde los subindices denotan las derivadas parciales toiales. De manera similar,
substituyendo este valor de y*'(x) en la serie de Taylor. obtendremos el tercer término de 1a serie

solucién. Procediendo de la misma manera, diterenciando sucesivamente para obrener

d'y d'y dry
ax' ' axt’ T

se obtienen los valores

YR YOG YR e

Substituyenda estos valores en Ia serie de Taylor, podemos obtener el cuarto y sus demds
términos de la serie solucidn, los cuales se substituyen para dar una expansion en serie, en x,

y evaluar la solucién de un paso, h, a partir de un punto dado x.
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Algunos inconvenientes de esta téenica son:

punto en que serdn evaluadas,




METODO DE EULER

Una de las téenicas mds simples para -aproximar solgléion:s,dc g}:qncxones diférenciales es

conocida como métedo de Euler o métado de 1

Si h es un incremento positivo sobire ¢ eje » entonces. como se ve en la figura de la
préxima pAgina, pademos encontrar un puilto tx,.¥,) = (x, + h, y,) sobre la tangente en {x,,

Yo @ la curva solucion descunacidi.

De la ecuacion de una recta que pasa por un punto dado se tienc

" desarrollando, obtenemos
Yo = yo t by,
en donde y', + f(x.y.), lo substituimos en fa ecuacion anterior obteniendo

L sy
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. METODO DE EULER
Vfr(x) B -

B8 . -

CURVA
(X1, Y(X1): - 7 SOLUGION
T treon
('XO,_Y't)::)"f S ‘



en general

h. Usﬁalmcnte

. Consideraremos

diferencial de primer orden con y(x) como solucion Gnica
Sy E )
a‘el sepundo término, ¥ teaiendo h=(x.., = x,).

LYK = yIxD F hyt(x,)

y puéslo que y(xJ salisface'a Ia ecuacidn diferencial
C¥(x,) = ving) R X )
Ahora substitinos y, = y(x,) pari Eadu i=12...n dondé Y. =«

Yaer = Yo+ BEKLY).
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Algorit'mo:

: imar.ta ;6lllcidn del prablema de vaior inicial
SOyt EALY), XSS X Y = Y1)
-k.. y, puntos extremos, ¥, condicion inicial, vf variable de c'ori'trol,ri némero”

Yeri Xa solucidn aproximada.

‘Si‘disponemos de &;-emonces

Faso 2.7 & dispo emos de

“7iPaso’2.17 Leey,

« Paso 2.2 he= (xy,)n.

Paso 2.3 parai =0, ... n-1

ey syl

%11 = % + Wits,y), Puse 3
Paso 3 Salida (para i =0, ..., n-1, x 0 ¥

Terntinar,
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"Program Metodo_de_ Eul:r.
tses Crt;
var X,.Y, G rurmy[0.; |5| of real:
Xf. Y b2 seal;
i n't integer: 7
3 ‘charg
= Op ¥ byte:

l'u'n'riinn Fix,
beyin :

Fima® "‘x i
endi

al) 3 reals

pmcu;lur: Iniciuliza; S -
bepin
Xl O

Op = U;
© 1= char(0%
nd;

procedure Cupluea;

begin
cleser:
goiuny(33, iwrite("METODO EULER™);
potoxy(17.6)
wrttel Ecuncl S0 diterencial w ew
rotoay(26.9)wvntet Suministte los sigmienies Jatus’):
poxy (30,1 1iwrted" Vidor snwal;
gotoxy(30, 13wnte( Valor ymicial
gotuxy(24. IShwnte{"N-mero de subintervalon: n = )
wotony (18, 1850
writef' Vador final disponible de la ecvac = n diterencaal’ ),
goxy (37.2000write" - XI')
gotoxy(37.22)wvntel"2.- Y1)
gotoxy (3524 wrnel Operan [0
rorxy(S1 1 ireadixfOh:
wotox¥ (31,1 vy 04y
sotoxy{83, 1 Shrealtng

end;

proveduse OPXI
hepin
hoi= (Xt - XI0)/n:
tori = Qron-l Jdo
begin
i+ i]:= afil + b

Fiayrax =230
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i} ylil);‘h'.

b 7RG S

end;

pwmhm Euleri .
bepin
BOtony(43,2d)iremd (Op): E .
itnat{Op < = 2, 0r (Op > = 1)) then Euler;
forit= 1 to3do
begin
potoxy ({18~ 2hlreoly
end;
case Op of
T:hein
gotexy(31.2
putoxy(S
oty (20,.24);
weite( Prestune cuulyier techs para continuar®):
otoxy (60,240 1 = readkey:
OPXL:
end:
Dbepin
ratouy 31, 220wrtte"Vader finah: Y1 = )
FOtoxy (30,22 hreadl Y1):
polox¥(20,24):
witet Presione  caslyuier teck,
2OOXY (60,240 1= readhey;
oPYi:
end;
endy
end;

Ywritet*Valor final: Xf = *)
iRy

Fi ContGear' 3

procedure resultado.
bewin
cleser:
gotwny3 I wre ' METODO EULER ).
wotoxyt17,5);
wrilet "Ecticr <o dilerencial evaluadi: Frx.y) = 5 +2x9" 0
wotoxyti 37y
writer'vn el mtervalo x[0):5:5,° <= v < = " NESS)



Lotoxy(52.7);
write(' con h = * h:5:5)
ifn <= 7 then
begin
fori:= Otondo
bepin
puloxy (23,9 +i*2)
wrile("Punto P*.i.
end:
gatoxy(20,24); :
writel " Presinne cualfjuier te mu ..unun i
putoxy(60,24)ic 1= readke; i !
end
ehe
bepin
forii= 0w 7 do
hegin
01X y(23,9 +i
write(*Punto P
end;
gHoxy(20,24);
wrile{ "Presione vunhjuicr teeht para CHintin
PoIONy(60.24)i¢ 1m0 rendkey;
foris= 0 7 do
begin
potaxy{20.9 < 1*2icleenly
end:
fon = §tondu
hein
goloxy(23,7+ (i T3y,
wrile{CPunta P, = (L[58, L TLvh B
end;
potoxy (20 24y
write( Presione culyuser techs par vantinugs *):
gotaxy {00,245 1= reudkey:
end:
end:

= fifSE L

= (".x]if:5:

bemn
etz
Capturi;
Euler;
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METODO DE EULER MODIFICADO |

- Este método tiene una mayor exactitud que el indtodo de Eulér de un paso, el cual provoca
errores de truncacién debido a-que se utiliza1a ‘derivada de la curva aplicada. en cierto modo,
delante de donde se estd realizando el cdlculo; Este método, Namado de Euler modificado o
Euler-Gauss, da un'método de calculo mid§ econdmico’y mas prictico,

Este método es.un método predictor corrector: dados dos puntos (X, Yoq) ¥ (Xn, ¥u)

predecimos el valor del siguienie ﬁunlu aplicando la férmula del punto medio a

lo cual nos da’: "
N R L

donde z,,,serd el valor predicho de 'y, ,,. Evidentemente wtilizanda la iinea angente en la mitad
del doble intervalo como guia para movernos paralelamente a estd.  Utilizando el valor
pronosticado, despuds caleulamys la pendiente en €l punto predicho.

Z'ay = (X0 Pyl
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¥ aplicanido la regla del trapecio a

lo qLic da ! ,

- e . Bl .
Yot = ¥a * —Z'(Zun - }'n),-
_como valor correpido y,,,. Aqui usamos el promedio de las pendientes en los extremos de los
intervalos de integracién, como la pendiente promedio en el intervalo. En otras palabras en este

método el "predictor” es el mélodo de Euler. E “corrector” es obtenido con la regla del

trapecio, obteniende ¢l procedimiento  general,
X, =X, -h
2 % Y. - hflx,, ¥,
Voor = Yo m Bty - £ix 2]
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- . -Algoritmo:
: ; "Para apr;xi:uar i:\r solicion del problema de valor inicial
- Y=L xS N ) 7
"\me‘ndn:' 'x',..r'x',. Y7 DUntos extremos. ¥, condicién ihiﬁia!. ivf_'v"a}ikébléide cur{l:i'ql; n nﬁrmer%)'

4 de siibintervalosy T s

Salida =3 y i, solucidnj’aproxih\.ﬂdn.i

Paso’l” ©

A3 a2

¥+ G.I\Ii; Paso J"i“,:

Paso2 - Si:dxsbonémog d;z i
l’nsp Z.i Lee y, -
Paso 2,2 h = (x,y,)/n
Paso 2.3 - para i =05 n-lo
)'.u = ": + h
G, = (f(x,y, + fx,y)h) + f(x"y,‘.))/z.
X = X, + Gh, Paso 3
Paso 3 Salida (para i =0, ....0-1,x, 0¥)

Terminar.
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Program Metude_de | Eulcr Guu\» o_ Eulu mudnmulu.
uses Crty B
Covar X, Y. G K nereyl0: ISI of mll

5 I

o ' chur(0):
end;

procedure Captura:

begin
clrser:
rotoxy(31.3)write'METODO EULER-GAUSS ).
gotoxy(17,6);writet ‘Eeuavrdn diterencin] & evaluar: Flag) = x + 2xy');
BOloxy(26, 9% write Sununistre {05 sigulentes Jatos'),
Lo10xy(30.1 1w ritel " Valor in: i
gotoxy(30,13xwrite(* Valor macial:
voton Y241 5 kw nitel’ Nomero de \uhmler\.nlm nea 'k
gotaxy(18.15),
write(*Valor tinul drspamible de k ecacion did "y
Eotoxy {37,200 write("}
Eotary(37.225 “h
pouny{15.24); \\nl:('opu‘ln[_l 7
voloxy(S1.] Ireadtaf0)y
rotoxy(S L 3nread( X001
potoxyt53.15kreadng:

ends

procedure OPX§;

begin
G[O] 1= Fx{0).pJub,

= (X1« N[0}y
for 4 := 0 on-t do
hegmn
el o= il = ke
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end

Glil 2= (Fixlilyiil) + F(l[nll‘yhl*F(xlrl yl:j)-hun
yll+ll = )lll + Glll
ez

procedure OPYI:
begin
GO} :="1 7 F{x[0)y)O);"
h 1= (X MOI)In:
foz i 1= 0t n-l

1y ll} + Ful:l Fl\hl
Hertf:= llll * Ghl‘h“.

ends

end;

procsdure EulerGuuss: e e
begin
gotoxy(43.24)read(Op);
itnot{Op < = 2) or (Op > = ‘1)) then Eul:leh;.
foriz= |10 do
hegn
potoxy(i, 18 +i*2)lrenl;
eml:
case Op ot
Vihewin ,
potoxy{31. 225 nvnlet " Valur fimds Nt = g
gotaxyt 50, read(Xt)
potuxy(20,24y; *Presione
rotoxy(60,24);c r= readkey:
orxr,
end;
2:begin
potxy(31,225wnitel "Valor final: Y= '}
01Xy {50, 22 e YIY:
potoy (0. 24 nte(Presione cualguier tecli pane continuar®);
potoxy(60, 2 ke 1= geadhey;
oPYT:
endi
end;
endt

Kyuier tecle pant continue);

procedure resultado;

begin
vlrsers
potoxy(I1.33wnte("METODO CULER-GAUSS®
potoxy( 1 7.50wnted Ecusacn diterencil evaluada: Fivy) = x = 2xy'h
potox¥(12.70wniteC en el intervaly "0ES:S," < = x <= " XEFScon h =7,




x!n<-7lh=n PR o ¥ '

wmxy(ZO.!-t). fite(* Presiane cuulqu
3 $010xy (60,24 )ic = v reudkey;
Loend
else
bepin
fori:= 0t 7do
begin
potoxy (23,9 +i
endi
potux Y20, 24w et Prestone caadyiner et
potaxyio0.24)w 1 = readkeys
torici= 0to 7o
begin
potoxy(20,9 +i=2)iclreol;
emd:
foryve= Blondy
hegin

write("Punto P*.0." = ("}

1518, -t yli):58,

i continuar');-

endi
gotox (20,
rotoxy(60,24)
end;
end;

rite("Presidac ux.nlqumrml.n para_continuar’ ).
o readkey:

beyin
[nwializa;
Cuapturu;
EulerGaninsg
Renulundo:
end.

potony (3.7 +1i-M 2hwrnteC Punto P30 = {*x[i]:5:8,° , .)III 5:8,")7):
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METODOQ DEL PUNTO MEDIO

Ei método de Euler moditicado es referido conio un méxéq de ia exprcéidn de

aproximacidn para la siguiente integral

yix,.) -¥(x,,) =

involucrando g(x,.,).. La férmula de c.uadmlvum nsuéiada :s‘ cerrada en este caso. Si'tal no es
¢l caso, entonces tenemos un método abierio, Por esto el mdtodo dé Euler el cual esta basado
en la regla del rect:inéulu, liene una formula de cuadratura abierta, esto es un método abierto,
Otro mélodo abierto esta basado en le regla del punto medio de integracion, teniendo la

expansion anterior podemos representar la integrai por

[gerae =2ang(x,) - 2hs(x,.¥(x,))

¥
.

_ la férmula para el.método dei punto medio
Yoot = Vauy » 200(x,, 9,0, N =1,2, ...
Evidentemente con esta férmula no podemos encontrar . Uno debe, sin embargo,
determinar y, por medio de otro procedimiente diferente @l como ¢l métedo de Euler o el
método de Euler modificado.
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El método de! punto medio es mis sencille de aplicar que el método de Euler pero tiene
las siguientes desventajas: primero, el error de la cuadratura, mientras que el del mismo erden
en b, es cuatro veces mis grande; segundo un procedimiento especial de inicio es requerido;

tercero, el método frecuentemente sufre inestabilidad numérica,

En la gréfica de Ia siguiente pdzina se muestra el error para el caso en que h <0 cuando
scr utiliza el método de Euler o punio pendiente.  Para cualquier solucidn que crece
exponencialimente, Ia solucion ealculada siempre se acerca lentamente detrds de la solucién

v.cin;:m. Estoes Ib que trata de evitar este mélode, donde la derivada usada es 1a correspondiente

. al_punto medio enire las dos abscisas,

Algoritmo:
Para aproximar la solucion del problema de valor inicial
YAy, LSS X, Y=y
- Entrada: X,. X, puntos extremos, y, condicion inicial. n nimero de subintervalos.
Salida: f(x,
Puso 1 h

solucion aproximada.

X - XM
Paso 2 parai = 0, ... n-1
k, = 1(x,y,)
Ky = flx, + W2y, + hk/D)
Yoo = ¥k ki
X=X +h
Paso 3 Salida (para it =0. ..., n-1, ftx,,y))

Terminar.
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PUNTO MEDIO
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METODO DEL PUNTO MEDIO
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Progrum Punto, Medm.

uses Criz

var x, y umn)'lﬂ..lil of reat;
xf, hi K1, K2 ¢
L oniinleyern
€2 chur

function F(x. ¥irealy :oreal;
begin
Fimx e z'x-.y.

ni=0;
CREEHIGH

end;

procedure Capturi

begin
clrser;
gotowy(28,5pwntet’ METODO DEL PUNTO MEDIO')
gotoxy(17.8):
write{"Ecuncnin tklerencial i evaluar: Flay) = 3 =
potoxy{26, Ll pwritet"Sununistre los s ghienics d
Potoxy(30, 14)writel " Vilor isel: Xo =*
gatony(30,10:wntet " Valor micial: Yo =
pormy(30 By wntet " Valur linal: - X1 =
Forony(24.200writet "Niiinerty de sulimtesvalos: n = *);
pormay (51 b hread (x04):
gotoxy (31, 16)readiy|O]);
roroxy(51. 1B ireadi X1
retoxy(53,20)ireadink:
gotoxy(20.2)writed "Presione cuatyuier tecls
Po10xy (00,24 1= rendkey:

end;

procedure PuntoMedio:

heyin
hie (Xt - O]

Uton-l o

K= Fislilylils
K2 = Fishi=hi2,y]i]~hi2=Kip
ylivllz= yii] = K2*h
i+t = ali] + hs
end:
end;



procedure Resuliada;

begin -
-clrseri
potoxy{28.3x:wnic('METODO DEL PUNTO MEDIO* ).
T potoxy{17,5
write{"Een
potoxy{13.7) .
»\rne( en el mtervaln *x[01:5:5," <= » <= " XES:5,

Yeon h = 'hi5:5);

ifn <= 7 then

n diferenciul eviduidi. Fixyy= 8 +2xy

begin i
Forit= Otondo
bhegin
£0LRY(23,9+125 E
write("Punta P00 = ("xli):5:8," . *3{i]:3:8.7")
end:

gotoxy {20,245
write{'Presione cualiner tecls para contintar’ )
LOI0xy(60.24)w <= readkeyt
end
else
begin
forii= 0w 7Tdo
beyin
putoxy(23,9+172); o
while{"Punte P, = (a]i]:5:8.7, Nyli:5:8.) )
end;
petoxy(20,24);
write{"Presione cllahpuie? tecla pafi continue' )
rOxy(60.24%¢ 1= readkey:
fopize O 7do
beyin
© e pedaxy 209 417 2Rclrenl;
end:
for1:= Swnds
berin

pUNy(23.7+ 1i-1)*25
wnte{"Punta P = (i3580, oSS
end;
poroxy(20.24)

wnle(" Presume  citalguer tecl para continuw
SOUMY(00.24):¢ 1 = rendhey:

FuptoMedio;
Resultndo:
end.



METODO DE HEUN -

Métodode Heun o métoda de Eulér mejorado, se tiliza cuando se requiere de una aproxi

- con, gran’ precision”a la solucidn de un ecuacion’ diferencial ordinaria.

Este método calcula dos derivadas en el intervalo, una en el punto inicial y otra en el
: punln ftnal, para luego promediarse obteniendo una aproximacion mejorada de la pendiente en

el intervalo completo.  Esto se muestra en la grifica de ta siguiente pidgina.

Usamos ¢l método de Euler para deternvinar et punto X, ., ¥,,+0y',, que esta en la linea
L, del esquema. En este punto calculamos Ia pendiente de la ¢urva, 10 que nos lleva a la Ifnea
L,. Promediamos las dos pendientes y abtenemnos la linea de trazos. Finalmente, dibujamos una
linea L, paratela a L, ¥ que pasa por ¢ punto x,.,v,,. El punio en que esta linea intersecta ala
ordenada levantadii en x = x,., = X,,., S¢ considera el punto x,..,.¥..,. La pendienie de la

iinca L, que es también la de la linea L. es

Ui vur ) = 3[e0x, v« L0808 y-byn)]

en donde

Yo = L%y Yl
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METODO DE HEUN

Xm+h,Ym+hY'm
Ly - L

. Lz - ?' °

Xmel,Ymel . L
[ :

P (Xm Ym)

Xm Xm+1" -



La-ecuacion de: L es entonces

: y,='ya,‘-i(x-x,y)'::(.\',n.y.,h)
asf que

S ¥mii = Yat hO(K, Yo )

- Las'dos viltimas"ecuaciones definen ¢l mélodo de Heun. Este método tiene un esquema

predictor-corrector que queda de Iy siguiente manera al rearreglar Jas ecuaciones amteriores
Predicior
Vi = yiv L%, ¥ 0h
“'Cotreclor

Yia. =W 'g[:(x,: ¥ L OXy yia )]
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Algoritmo:

Para éprpximaf Ia salucién del problema de valor inicial -

o )

o Entradais s Xay Xy pUNlos extremos,:

Salida: iy sél(xci(.iyl apio;ium@h\{ .

" Paso’l (X Al,'x,,')'[n'

0y

Yoo
) . ’X.;|‘= X +:h. :
Paso 3 Salidn {para | =0, oo, 01, ftay) )7

Terminar.

yg condicion inicial ;. n. mimero de subintervalos.: -



METODO DE HEUN
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Programi Mcmdu de Heuu

¢ = churton:
end;

proceduse Captury;
bepn
clrser
potoxy(33,3)wenne’METODO DE HEUN')
vetony(17,8):
wriie("Ecticnin diterencaal & evaluar: Fiyy) = x =
© potoxy(20, Hweite"Suminisire oy sigimientes duton';
potoxy (30, 1d)nwrne" Valor nicid: X
gotaxy(30. 16 wnitet" Valor inic
gotoxy{30.18):wnte(*Valor tins
potoxy(25,20) watel Niimera de sllhmlcr\.nlm. no= "y
potaxy (51,34 Lread(x[O)):
gotoxy (5L A6 real(y [0
LOtOxY{3 ). 18 ) rend( X1
Lolany{53, 20 1cad{n);
ptoay(20,24);
write( Presione cuakquier tecls parn costimar’y;
rotoxy (60,24)¢ i = readhey;
end;

procedure Heun:
bepin
his (XY - X0
tori= O tan-l do
beyin
Kb = Fishilyhi:
K2 := Frafa]« 2~hy 3 phib+2-hmk1p3);
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B .
yli+l]:= y||| - (K144 + (J-k"lf-l)'h' .
Alit 1= alil =+ hi g

end; -

end:

procedure Resultado;
begin
clrscr;
vetoxy(33. 3 write’ METODO DE HEU'\'
gutony(17.5)iwnitel Ecucicn diferencil evaluida:
gotony(13.7write( 'en <l tntery
itn <w 7lien "
begin N
fori:=0tun o
begin
Botony(23,9+iv2); \\nl:( Pumnl’
end;
rotoxy{20,248): write( "Presine i itier tev
2otexy(60,24)i¢ 1w readkey; .
eml
clse
heyin
fori:m 0t 7do
hegin
potoxy (23,9 = "25write( " Punto P,
end,
$ols 520,24 )w rll:( Presione ctalquicr, tevh pitra wnlmlm
LOl0ay (60,240 = yeudkeyy” N
fory = G 7 do
begin
2otnxy{20,9 + "2 elreal:
end;
tori= B tonde
hegin '
2oty (23,7~ TP Lwnte Punto PPy e (CoBikS:8C, yliRSECY )

ntet"Presione cialyiner tecke para cuntinuar');
readlicy.

Resulueley,
end,



METODO DE RUNGE-KUTTA . : U -

La soluci6n de una ecuacién diferencial por desarrollo directo de Taylor de la funcién objeto no
es en general un méodo prdctice si se lienen derivadas de orden mayor que uno.
Afortunadamente, es posible deducir algoritmos de paso sencillo que incluyen sélo cdlculos de
derivadas de primer orden, pero que a su vez producen resultados equivalentes en exactitud a
las férmulas de Taylor de orden superior. Estos algoritimos son fos llamados métodos de Runge-
Kutta. Las aproximaciones de segundo, tercer y cuarto orden {es decir, aproximaciones con
exactitud equivalente al desarrolio de Taylor de y(x} que contenga términos en h?, k’, h'
respectivamente) requicren el cdlculo de I(x.y) en dos, tres y cuatro puntos, respectivamente,
de x en el intervalo x, < x <x,.,. Los mélodos de orden m, siendo m mayor a cuatro, exigen

cdlcutos de las derivadas en mds de m punios.

Todos los método de Runge-Kuura tienen aigoriunos de la forma

L =y, + holx.y.h)

donde ¢ es la funcion incremento o, mds ficilinente, una aproximacian de f(x,y} en el intervalo

x; € = x <= x,,; convenientemente elegida.
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'METODO DE RUNGE-KUTTA DE SEGUNDO ORDEN -

. .-Siendo ¢ una medidaponderada:de dos valores K1 y k2 de 14 derivada en el intervalo's, <=

20

KIos ffxay) e )

SRR SR+ ph Ly, PR

k2. ="f(x; + ph , y, + ghk))

donde a,. b, n, p son coeficientes para que el mitodo de Runge-Kutta reproduzea la serie de
;Faylor hasia el término h*. - Desarrollamos en primer lugar K2 en serie de Taylor de dos
variables, despreciando 1ériminos ciyo exponente h es mayor gte uno:

k2 = I(x; + pho, oy, + ghftx,y))

K2 = fox,y) + phliax,y) + ghftx, v (x.y) + O(hY) (2)

De ias expresiones anteriores (1) y (2) obienemos
Yoor = ¥, + hlaftx.y) + bi(x.y)]

+ Wbpux,.y) + bpf(x,.y)h(x,. y)] + OthY)  (3)



desarrollando para la funcion y(x) en-x; por |iiedio qc la 's:rie de Taylor',

y(X*h) =y(.\'...) = y(xf) ~hf(xuy(x,))

Bty By e, T Een xyT

p

do Ia regla de difi Jacidn de funci implicitas

af_Tar df dy
g% i dx. 3y dx

la derivada viene dada por
£xy(x)) = fixay(x)) + L%, YOI,y (%))
ahora igualanios potencias de h en (3) y (4). Suponemos y,=y(x,). ¢ igualando los coeficientes
de h? se oblendrd para todas las funciones (x,y) gue cumplan con las condiciones necesarias de
diferenciabilidad, a + b = 1 y bp. = 4. Por tanto
=1-b
p=q =142
Este sistemia tiene tres ecuaciones y cuaro incdgnitas y, por tanto ¢s indeterminado, Sin
embargo el coeficiente b se puede escoger convenientemente, los valores que se suclen tomarse

sonb=1t%yb=1.

Enelprimercasob = %, a =", p = q = I, Ia ecuacién (0) resubia
P P=4q

Yoot = ¥+ ANxy) + K+ by, o+ ik, Y )0 (5)

Este algoritng de pase sencillo st conece con ¢l nombre de Euler mejorade o método
de Heun,

209



(6)

este otrd algoritmo s conace con el nombre de nidtodo mejorado’ del poligono o método de

‘ - Euler, modiiiﬁ@n@. _.En ggle :méx'osﬁoisé’- lili!iia nuevnmcnlé el mélodo de Euler dos veces
succsivag. obteniendo una apruxilimcidu v, + (hlﬁ)f(x_,y,) en el punlc; medio de x, + h/2, A
* continuacion fa ecuacion (6} caleula ¢l valor de fixy) para x = x, + h/2, y =y, + (h/2)f(x,y),
y utiliza este valor medio de.la derivada ‘para la towlidad del intervalo (mélode del punto

medio).
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METODO DE RUNGE-KUTTA DE TERCER ORDEN

La funcidn incremento para el método de tercer orden es
& =akl + bk2 + ck3 - -

siendo k1, k2 y K3 aproximaciones a la derivada en varios puntos del intervalo de integracion

[%i1 Xis3): - En este caso se tiene

ki = f{x,.y)
k2 = [(x, + ph. y, + phk))
K3 = f(x, + kh, y, + shk2 + (r-shhk])
Los algoritmos de Ruge-Kutta de tercer orden vienen dados por

¥or = ¥, + hakl + bBR2 + k)

El cdiculo de los caelicientes a, b, ¢, p, r ¥ s se realizan desarrollando k2 y k3 sobre
(x,,v,) en seric de Taylor como funcidn de dos variables. A continuacidn se desarrolla la funcion
objeto y(x) tambidn en serie de Taylor como anteriormente, y se igualan los coeficientes de las
potencias de h hasta ', obteniendo una formula con error de truncamiento total de k. Los

detalles son esencialmente los mismo que para ¢l desarrollo de los métodos de segundo orden

n



- Nuevamente aparecen menos ecuiacione}

7 Dos de 4Io's_ oeficiente:

.. valores elegid

Note que si' f(x.y) es funcidn

de Simpson.
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Algoritmo (Runge-Kutta 3er. orden y 5 constantes)
Para aproximar |a solucion del problema de valor inicial

Yoy St E x5 =y

Entrada: Xo» ¥¢ PUMOS eXIremos, y, condicidn inicial; n ndmero de subintervalos,

Salida: f(x,,y,) solucién aproximada,
Paso 1 h = (x;-xJ/n
Pase 2 parai =0,.... n|

Kt = fx.y

Paso 3 énlidn {para

Tecminar.
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METODO DE RUNGE-KUTTA 3" ORDEN Y 5 CONSTANTES

K, e LY

l

- 1 1
Ry ® FEX « =h.¥, = =hk,)
] [ R

|
i
|
]
1
1
i
1
i
'
]
'
i
1
'
1
'
)
'
1
'
i T
'
|
|
|
1
|
]
3
1
b
!
|
|
'
1
'
1
1
1
'
i
|
1

f 3 3
LIEIRNAT AR B SR IV |
) [

|

1

h
oo ®YiT SOk, e k) 1

6 o




et ehary C

function F(x,) s renl)
begin: .

Fim x 4720y
el

r:vocedure Inicializa:

emd;

procedure Caplura;
beyin
clrser;
rotoay(31.3nwntet' METODO RUNGE-KUTTA');
Suwnte(*der arden ¥ 3 vansantes’):

won diterencral o evaluar; Fix,y) = x = ’x) H
rile( Summulrr fos \l).llllflllc\ dtosT )
ritef "V g

potoxy(
Foroxy(30, l
poroxy (30,1
porony(30,
'ulnx)("'l 20 wratel "Nimer de un.mumlm w="p

whte(” Prc\lun: cudguier tech para continiar’ )
gotoxy (31, I readtU) 5
potoay(S1A6)read(y Q1)
gotoxyt5 b IBrreadt X
rotoxy{33.,
gotoxy(60,2
end;
procedurs RK35:
bepin
o= (XT- xj0len:
tor o= Uton-t doe
bhegin
K= Fiaj o yhik
k2 := F(xpi] = Q.3=h , y[il = US=h=k1);
K3 i= FOQ = 0.75°K .\l » 0.75°h~k2n
s+ r= shil = h*{(2/91°K) + 13/91*h2 -~ (4:9pk3);
it = sh) +
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procedure resultuadu:

goloxy(31.2)write(*METODO RU?\GEKU'ITA'),
potoxy(29.3):wnte( "3er urden ¥ 5 uxmmnl: %

poroxy(13.7:
write("en el intervil
‘eonh = "
iWn <= 7 then
begin
for ¢ ="0 1o n do
bepin
pOrNy(23,9+32);
wrrle("Punto P, = (Cafilsess ., v,
end; .
potoxy(20,24): -
write(*Prestone  cuslguier tecls pars continuar® [
voloxy (60,2430 0= jeadkey;”
end
ehe
begin
foriz= Uw 7 du
hegin
potuxy 23,9+ i
write{ Punto P
el
golox} {20,243
wrttef "Presione cualypuizer tecla para continu 'y
potnxyt60.24): 1= reudkey
tori= G 7 do
leyen
wokm ¥ 20,9+ =2)chreul,
end.

= CaxhiBEBS Lyl BSYE

fot o

b

,,nlnur‘ -7y,
writel Panto P70, = (Cxh): 3080, Ly
ends
penoxy(20,24);
wrilef'Presione eualijuier tecls pars continuar® ) :
patoxy (60,2420 1= readkey: P RS S e
end; o
end;

hegin
Inicibizie
Cuplura:
RK35:
Resultudir
end.



Algoritmo. - (Runge-Kutta 3er. orden y 6 pavilnetros)
Para épro.n’mar Ia solucidn del problema de valor inicial

y' = 1Ly X, S 1S X Yo =y(X)

ﬁnlmdn: Xay X PUNIOS eXLIEMLS, y, condicion inicial, n nimero de subin'(eljvalus.
Salida: . fi(x,y,) solucidn aproximada.

Pxiso 1. o h= {x, -, )n -

Paso 2 - para i = 0,eui el

LAt A

(o 02
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METODO DE RUNGE-KUTTA 3" ORDEN Y 6 PARAMETROS

- H Pl
< T
£ .
—Fr "
< ~
- . H =
“ - N ¥
= - -
A = . .
o oix = A
] H -
) S ot T~ l—n > <
. . g &7
R - . .
= * -
- = - >
= "
. 4
Fy =
- >
H -




L e peha

"_'=nd:'»r

= pirocedure Tnieinh

L0 inteyer

function Fex,
hegin ;
SFomoC e ety

end:
prucedure Captittis

" begin

cleer:
rotony(31. Inv e’ METODO RUNGE-RUTTA'R:
BOLOXH 28, IwTite(" Jer onden ¥ 6 pazimcinn’ )

gotoxy(17.8
write(‘Ec.
rotxy(20,§

n Jiterer evaluars Fingy) = 2%
e Sininidee fos sttbeiles datox’):
rile(' Vidos il Xa
nte"Valorimerat: Y
raatef " Valur fin Xt ="

7. swrtet "Niimieru de snctementos: 1= g

cltalgier tecls prari contanuat )
Sotoxy(51. 14,
potaxy(31.1
gotoaxt51.1
patony{34,2
Lotonyt60,2:
end;

= readhey:

prucedute RK 362
beem
hz= (XI' = x}O|¥n;
tor1:= 0 ton-ldo
begin
ki Ftsbil . vt
K2 = F(afif » 0.5%h . 3\l = O.5=h*kI):
K3 :a Fixlil = byl + 2*h*K2 - hek1);
ylvetp = yh] = theO)sk) = 4=K2 + L35
xli+l]:= 3] - h:
end:
end;
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procedure resultutlo;
begin
clrser,
goloxy(31,2x
goroxy(28,3
Eotoxy(17,3) 1 T
write( Ectacidn diterencinl evaliada: Fix.y) = a =2
gotoxy(13,7); g - T
write('en clntervalu ' 510]:5:5," " €= x < =

te('METODO RUNGE-KUTTA'L
nite(*Jer inden ¥ 6 parimetns’l

Teonh = h

ifn <= 7 then
begin
fori:= 0Owndae
beyin
Lotoxy(23,9+i2)
white(" Punto P*0.7 = 0]l 58" L
end; -
potoxy 20,24y -
write( ‘Presime cualgier tecki
poloxy(60.34)50 ¢ = readkeys
end
ebse
beyin
forii= 0w7do
begin
potoxy(21.9 - "2} :
write('Punto PP = (aliBS80 L i)

%

*XES:S;

| Enminar )

end:

wotoxy(20,243;

writel Presione cualyuier tel
HOD.MEy s = rendheys
s0m7da

Pani conkente):

far i = 8 wnde
hegin

Lol {237+ (1-7)"2);

wrtet Punto P = Caalil:5:8.0 L0

ends
ptax (20,24
writet Presione cualijuier techa pars soimtingar’);
patuxy(60.2d ke ¢ = prudkeys
end:

end;

bepin
Imcializs;

Resultudo:
enl.



“Todas las frmulas

donde k1, k2. k3'y k4 san valores dit catewlados en ¢l intervalo x; < =

X <= X Se utitizan distinio: Se atribuye a Kuua el siguiente:

k3 = f(x_‘o‘ %hf ) -'y o
SRR L

Observe gue nuevamente se reduce a la tegla de Stmpson en caso de que f(x,y) sea

dnicamente funcidn de x_
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Algoritmo:

Para aproxim

Entrada:

: Salida

" Pasol

Paso 2

Paso 3
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METODO DE RUNGE-KUTTA 4° ORDEN Y 7 CONSTANTES
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E nrnc:dure Iniciuli

Pm;mm Metodo_Runpe_Kutta, 40 nrd:n
uses Crt;
var X, Y ¢ urruy[0..15] of rend;
Xl.h K1, K2, k3, kd 3 reals
BLERLIENE AN
c char:

onstantes;

Funetion Fix, ¥ realt 3 reuls
bepin . o

Fomx +i2ny ).' E
end;

procedure Captura:
bepin
clmer:
potoxy( . 3w’ METODO RUNGE-KUTTA™ )
L10xY(29.5 wrie('do orden v 7 constantes’);
gatoxy( 1.6
wn(e( Ecuacinn dl!el:nuul aevaluare: Fixy) = x + "x\ %

gu!my(JD. 142

patoy27

PoLRYy,

weite ‘Presione cualyuier teelas pura connuar' s
potoxy (51, ) iread (O] )

potoxyt5 1, 16)ireudty[0])
gotoxy(51,t .nd(\l)
gotoxy(54.2
Lorox3{60, 2,

end:

procedure RR47:
begin

(X - JONin:
forii= 0urn-l do
heym
K1 := Fapl, yhin
LZ t= Fafil = 0.5% . y[if = Q.5"h=ki):
r= Fiahil + 0.5, y[i) = 0.5"h"h2K;
H = Fiafif + b, ¥[i] + h*k3)
yhi+ = yli} = (i)l + "L" + 27Kk3 « K9y




N xl|+||--:lx|+h .
Tend; R
end; . B Lo - E

procedites resnltucdos”
hegin
clrser; N -
gotary(31.2)iwnie{*"METODO RUNGE-RUTTA")
wrile{ 'do arden y 7 constites” i

win diferencial evilumlas F(x.y) B 25y'R
gotoxy{13.7): T T
wntet'en el intervaly *,x[0]:5:5." < ='x <a
con h = ' hi5:3)
ifn <= 7 then
hegin
toris=Qwndo
hegin
potoxy(23.9 %2y
write(*Punto P*A." = (xfi]:3:8.7 . "y
end:;
venuxy{20,24),
write{ Presime ¢,
raoay(60.24)
en
elxe
bepin
fori:i= 0w 7 dn
hepin
gotuxy(21.9+
write("Punto P,

LA

et tecls para contimiar’ )
windkey:

= (Cx[i):5:8.0, Lylil58.Y )

enddy
roloxy(20,24):
writel Prescone cualicr tecks pasin connuin
potoayt60.24)e 1 = readkey:
turt = Ot 7 du ERRERE
heyin

pHoxy(20.9 4+ =2 pelrent:

fori:= Bwndo
hegin
HOWRY(33.7
writet"Punto P°
ends
putoxy(20.24);
write(' Presione  cuabquier tecla para continuar®);
EOIXyIGU,24)¢ s = readkey;
end;
end:

= Calilisss Ly

herin
Imicialaza
Cnpumn.

R=~uh.|du;
end.



METODO DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN Y DIEZ
CONSTANTES '

Otro.de los métodos afribuidos a Kuitta es5: 7 7

3k2+3k3 v k4

(¥yy
RTED 3
2 ._3hk1)

ka'= f{x, s h -y, > hK1 - hkz + hk3)

k3 E r(}c',‘} 2ny 9T 1hka e oz

de igual manera este también se reducir a la regla de Simpson si f(x,y) es funcién tinicamente

de k.
Algoritmoy
Para aproximar 1a solteion dei problema de valor inicial
y =Ly XSS N Yy, = YR

Entrada: X4, X puntos extremos. y, condicion inicial, n nimero de subintervalos.
Salida: fix,.y)} solucion aproximada.
Paso ! h = (x - x¥n
Paso 2 parai = 0. .., n-l

Kb = f(x.y)

K2 = f(x, + W3,y + hk1/3)

k3 = f(x, + 2n/3 .y, - hK1/3 + hk2)

k4 = f(x, + .y, + 1Kl - hk2 + hk3)

Y. y, + bkl + 3k2 + 3k3 + kd)/8

X =x +h
Paso 3 Salida (para i =0, ..., n-1, fixy))

Teratinar.
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METODO DE RUNGE-KUTTA 4° ORDEN Y 10 CONSTANTES

@.(})

2z '
Ky = FEK, + ShY, = -hh, s bhy)
3 t ) H ) L3

:

*h.Y, *hK, = Rk, ¢ bk}

koo flx,

© O



ngrnm Metodo, _Runy _kun« 0 urd:n K ummnl:s.

uses Criz” . S g

var XY ¢
Xf. h,

nml.\lo 15) ot reit
3ok ml

h =l
© = chan(O)
endi

procedure Caplur:

begin
elrser:
golaxy (30,350 n("METODO RUNGE-KUTTA'K
rotox3{29, 5wntet ™o arden 3 10 cointinies );
yorony(17,8
writel Ecugenin deiferencral aoevalar: Foyy) = v - Jduwn
Lotoxy(26.0 1 pwriel Sanunintie los \lbumm:\ duatn'ly
wotox ¥ (30, 14 nted* YVidor inee;
potoay(30, 16)wne(* Valar im
rotoxy(30.18):wnite(" Valor rin: 4
gotoxy127,20wnted"Niinero de incrementos: n o= ')
gotoxy(20,24):
witel"Presione cualyuier teche para contingar’);
petoxy(3 1 4 preadiaj0n
poloxytS1, 16)readty [0
patoxs (s 18y reandiX1);
potoxy €34 20 kreading:
eutox (60,2450 s = teadhey:

ehd,

procediure RRA10:
heym
h

{XF - xjupin:
= 0tan-f du

n
Ki = Ftxial . ¥an

3 re Foxhi ~ 003, it = thehipdg
K3 s Fiafr] = (%3, 3ji] - th=k1)73 » bR2)
k3 = Fiafil « hoali] = h*k) « L2 + L3))
view )= 3 lil = (hB)Mkt = 37R2 « 373~ kdp




Coxlit] = ox)i] # b

nite{"METODO. RUNGE-KUTTA:

gotoxy(29,3)swrite(’duurden y 10 wml.xmm‘r.

gotoxy(17.5);

write( ‘Ecuacion diterencial evalusdat Fl ».y) =E 2xy )w

mey(lJ 7 f

wnu( ‘en el intervido *x|0):5:3. <’ x <= LR85
“con b om h:5:5) . RN

ifn <= 7 then

= 0 wndo

begin
golany(23.9 -2 : o
wetet Panta PTas = Coxfil5:i8.0, 580

end: sl
sy {20,240

witeU Presiuse cualiuier teel pars cuntanuiar’)s

EOlos 60,24 1= rrudhey;
end

else
begin
toriis O T do
hepin
poluny (33.9.+4~2);
write("Punto P
end;
poloxy(20.24):
write{*Presione cialgurer tecke pats conimar 'y
2OL0A{60,24)¢ = rendkey:
tor1 1= 0w 7do
begin
Lotoxy(20.9 + i=2).ctreolk;
end;
forii= Stondo
begin
EOtoNa {237+ (7))
writeC Punto Pt o= CalilisEs L Lyl ks YR
end:
porox) (20,241
wiitel 'Prevone eualyner Fecla pata contina’ b
palosy(oU, M s = reindkey:
=nd;
end;

= a8 Ty

bepin

Resultado;
end.
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METODOS MULTIPASO

Los.n.u;wdos de tipo Ruge-Kuua (los cuales incluyen los métodoes de Euler, Euler mejorado y
Euler moi!iﬁc:ido como caso especial).  Se llaman méodos de un paso debido a que la
aproximacion involucra solo la informacion del iltimo paso calcufado. Con esto clios tiene la
capacidad de realizar la siguiente fase con un tamaio de paso diferenie, y son ideales para iniciar
la solucion en donde solo se dispone de las condiciones iniciales.  Sin embargo, durante la
ejecucion del méodo ha comenzado, fr informacion adictonal disponible acerca de la funcidn
{y sus derivadas), no se retiene pars usarly directamente en aproximaciones futuras.
Consecuentemente, toda la informacion utilizada por estos mélodos se obtiene dentro del
intervalo en el cual se esta aproximando la solucion, Un método de pasos multiples o multipaso
es aqguel que toma vemaja de este hecho, haciendo uso de la informacion acerca de la
aproximacion en mis de un punio para determinar las siguientes aproximaciones.  Es decir, se
apoya en varios puntos anteriores para evitluar ¢ pumto siguiente.  Estos puntos anteriores se

pueden calcular con los mélodes de ui piso, ya scan oy méodos de Euler o los de Runge-Kutta.
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METODOS MULTIPASO DE INTEGRACION ABIERTA

Se desarrollan ulilizando el polinomio fundamental de Newton, con diferencias finitas sin dividir
hacia atrds para expander la funcion f(x.y): como se vera posteriormente las diferencias sin
dividir hacia atrds no afectan el intervalo [x.. x..j1 y por eso se les denomina métodos de

integracion abierta.

NOTA: Los algoritmos de los méiodos de Adams-Bashforth de 2, 3, 4 y 5 pasos, se

integraron en un solo algoritma, y por lo lanto s¢ presenta un sélo programa para estos métodos.



METODO DE ADAMS-BASHFOR'TII DE DOS PASOS

Para la derivacidn de los métodos multipaso utilizaremos [a ecuacidn diferencial
¥y o= Ny

- en el intervalo [x.. x;.,] integrando esta cuacion direrencial tendremos

Iydx - ‘]‘rp‘,y(.\'))dx

. 0 5ea

.rg\",\y(.\'))dx:' : (1)

Pam re_alizhl? A ),nh‘nr'il s yiag) pur‘un polinumio que interpoia

. ;Ulilizandu Ia notacidn,

f(x,y(x}) en Jos-mo+ | pl}ulés Xor ¥a

i = i, (00)

.. podemos* utilizar ¢l polinomio de’ Newton “de dliferencias bacia atrds de prado m para este

P (x) = ;j (-1)‘“{5) atf,.,
s - x,

Sl

”
FAM



Inscrtando esto en (1) y. oby ervando:que d, = hds, obtenemos

syv.ong, - Be o Be

LB gf.... - =L
cyee et v 3t v)

““este algoritmo requiere conocer 05 Punios (X,y.}, ¥ (X,¥,) para obtener el sigUicnlely asf
sucesivamente, ya que el primero de estos dos no esta dado, como se menciond antes, el

segundo punto puede calcularse con algin méiode de un paso.



'METODO DE ADAMS BASHFORTH DE TRES PASOS

desarroliando

Vot = Yoo D [zmx..y..) - 16f(a....y...1 V5K Ya)]

El método necesita de tres puntos para inickar la aproxc idn, uno de c ido, (%Y.

y los dos siguientes {x,.y,) ¥ (X, ¥} calculados por alguno de fos mélodos de Euler o Runge-

Kutta.
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METODO DE ADAMS-BASHFORTH DE CUATRO PASOS

Se obtiene como los anteriores considerando la ecuacion (3) del método de Adams-Bashfoth de
dos pasos pero empleando un rmino miis gue ea ¢l método anterior, De esta manera, nuestra
ecuacion toma la forma siguienle
Yoo = Ya t Al + 1+ 1AM, + 1A
Ahora substituimos los valores de las y’s v en lugar de las diferencias sus ordenadas

correspondientes, obieniendo

desarrollando

agrupardo

esto :S
- h "
Vout T Yo o 5x[SBL(XL Y - 590N, yL)
S 3TL(X Ly Yead - AN V)]

Como en los méiados previos la mecinica es In misina, dado un punto {x,,Y,) calculamos
los tres restantes, con algtn método de un paso v con los cuatro puntos de apoyo resolvemas

sucesivamente hasta obtener Ia aproximacidn o la solucidn,
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M!:ZT(’)DO DE ADAMNIS BASHTFORTI! DE CINCO PASOS

Y A

a-l.

251

Blir, -ar,, - 68, - 48,0 -'.-l)]

desarrollando;, y reagrupando, obrenemos

Vit = ¥t 72011901“&-}«.) - 277X, ¥ony)
- 2616(X,.,, Vouy) = 12T4L(X, 0 Vo)) = 251L(%, 40 Vaua)]
que es la ecuacion de recursividad del método de Adams-Bashtorth de cinco pasos. De manera
similar- o los -~ méjodos. se necesita wn pumo inicial conocido y cuatro calculados para

posteriormente trabajar sucesivamente obtenienrdo la aproximacion final a Ja solucién.



Algoritmo: (Métodos de Admns-Bashlorti 2, 3, 4 )5 pnsos)'

Para aproximar la solucién del pruhlcmi\ te-valor iniciat

yUE fy), Ok SIS X,
Entrada ~° .x,, X, ';illnics extremos, y‘.'_cm‘lmq

mimero de pasos,- 777

Salida
I’n\sn 1

..Paso 2

solucion aproxina
h.=.(x - x;,l/nf i,

o para.j =0,

7

. Paso 5 ‘ para i;% ap-l...n. n-l B
TG = 2y - 161 + Sy, 12
TPaso 6 pamaiswpelmt B

G, = (551(x,,y,) + 390(x,5,5,4) + 37x,2.¥,2)
- Oy )M 24
Pasa 7 parai =np-l, ..., n-1
G, = (19011(x,.y,) - 2774H(x,,.%,,) + 26160(X,1.y,1) - 127404y,
25110y, )
Paso 8 para i =np-1.....0n-|
Yoo =¥, + Gh
X =8+ h

Paso 9 Salida (para i = 0, ..., n-1, Fix,.y,) ) Terminar,

237



4 Y 5 PASOS

3.

METQDOS DE ADAMS BASHFORTH DE 2,

HOJA 1 DE 4

Ly sk

x
]
1
vI
1
RRTU 1)

: : fe :
= - b .
K i
: :
. .
i
o " . -
- z : <
T = 3 g :
: : ;
o o F R B st
. .
. . b4
= - . v
. :
. K
:
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'
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HOJA 3 DE 4
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1T LY e
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HOJA 4 DE 4
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pase i = 0;
€ 2= chur{0):
end;

procedure Capturi;

begin
clrsery
poroxy(30.3nwrnel ' METODO ADAMS-BASHFORT ')
gotoxy{ 755w enet " Ecuiaon didezenvial aluw; FOLY) & x = 2xy°'k
gotoxy{26. 83w ntel " Sumimistre fus 1 os datas'lL
pOLoxy (30, Fwridet Valorimed: No =)
petoay(30. 1) w e SUNUITYRIE TR
potoxy (30,15 pwtited Value hind: Nt ="
petoxy(27.17)awiie! “Niimero de intervalos o =)
go1oxy(20,20pwritet ‘El nimera de pisus debe etor entre 2y §°);
LOtoxy(29.221wntel"Nimens de pason: p =")
rotoxy(20.24wnie{ " Presone cuadqguter teeli pant conunuie');
gotoxy(50,1 bzreadtx {0}
goioxy (55, 131teadty|O)):
LOLOXY(S LIS hreadtXH:
gotoxy(33 0 Tireading;

end;




function Gipasu
bepin

case paso of I

2: G t= Fali=1 Lyl 1))+ 3=Fixithylil)ir

3: G = (23°FSLLY (D - 16=FOxfi= by lisi )+ 5°F(

4: G i (S54FGalilylil) - 594F0i-) yhiel 1+ 372t

5: G sm (1901 FO[1], 311022774 ~F( L.ylisi ]y +-261

L ateger): reald

24 -
3Lyliah = -

+ 25 FF(x|i-df,¥[i-31))/220%

end;
xnd:

procedute CalculaX Y
beyin
far i 1@ O to paseed do
bevin L T e
ki o= Fosfils odiln ) IR P
a1+ 1) = afsf = b : : - .
yliwel] = yfi]=(h"k1)72;
K2 1= Fealiv 1l 3+ 1))
yli+1) v ol +thv k)2,
k3 := Foxlie H . 3= b))
ali+ )= xpil+h:
yli+1] = yi]-h"k3
kd := Feslo~ bt ytie 1)) - 3
sliel)om 3o = thiad=(h] — 2Kk < 2-Kk3° 7 kdy;
end:
for v i= s ko -} o
begin
ylvw b= 30} = Gipasa,)=h:
xfi+ 1= x[i] + h:
end:
end;

procediire AB235:
begin - R T
goraxy (31,22 ) read{ pasu ks
HAob{{ase > = 2) and tpase < = 31 then
hegin
yotoxy(20,20): teucalosUtexthackyround{ 7
2otoxy{20. 20 wrrtel "Bl mimera de pasos debe estir entre 2 y 5°);
LOOXy (20,200 textenlon Titexibachgroundd®);
Al2343:
ends
Lotoxy(60,24) 1= resdhey;
hoi= (X! - x[Ulpin:
CaleulaXy:
ond;
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procedure resul tudig
hegin
clrscr;
gotox¥(30,3 :wntet" METODO ADAMS-BASHFORT):
ROIRY(3S A hwrite(* De “pasa.” pasos’); SR
gowxy(17,8)weitel’ Ecuacitn diferenciul 3 F(l.)] - x"# 2xy
gnux)(li Triwntet en el intervalo *aJ0):5:5.) < - x <l Xt
‘oun h o= ¢
ifn €= 7then
berm
torii= 0 ton do
bepin
Lotexy(23,9 w1 2)writel Puiie I
end;
potoxy(20, 23 write( Prestune cuabg
F1oxy(00. 24w 1= readkey:
ead
el
begin
foriis 01 7 do
hegin el
i.ulmy(ﬂ.gﬂ'!):nmg(‘i’unu-l’
end;
poloxy(20,24 iwntef Presone Vi Illil
pOWRFI60.24 )i 1= readheys
tori:= 0t 7 du
beyin
£alux (20,9 + i=yiclreul:
end:
forii= 8 wndu
begin
ROONYETI T+ (-7 2wrnet Punto [0, = xli
end; £
BOUMM20,23 ) ptel Prestime cliahjuier tevls pary unnunu.lr _l:‘
plxyO0. 24 ) o= redheyt
end;
endt

Resultado:
end,



METODOS MULTIPASO DE INTEGRACION CERRADA

Eslos métodos de umgncnon 1ambien uuhz.\n l.\s diferencias finitas sin dividir hacia ards pero
con_la salvedad ﬂL quc se Lnilnn mclmu i |mrur del punto (%42 Yuer) lndwnndo que la
obl:ncldn dc Ynei ESEL CH luncndn del pumo e Vun) que es desconocido, debido a esto se les

Nama métodos de nnc“racmn cerrada.

NOTA: El algortitme del métoido de Adams-Moulton se presenta junto con el del método de

Milne de 4" y & grado, y de li misma muera ¢l programa abarca a los tres métodos,



METODO DE ADAMS-MOULTON DE DOS PASOS

: )_(,.)/ hes.:-

ablenemos

.A

(.

- donde

los primeros valores de 3°, son

. R § N | R . _ 39
Y=l = 3 T = N 530 T 530

para el método de dos pasos. emplearemos 1 ecuacidn (1), tomando en cugnta hasta e} tercer
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término, tenemos

;- substituimos  los-

: reagr:upando i

T aRE AL E N ETIE SR e CORPE ) I

Esta ecuacidn representa el método de Adams-Moudton de dos pasos.

Debido a que dusconocemos ¥, estos mdéwdos no se utikizan directamente, si no que
deberdn ir acompadados de otro, el cual iri prediciendo los valores de y,,,, para que cste

método vaya corrigiendo los valores de y,_ (.

247



METODO DE ADAMS-MOULTON DE TRES PASOS

Como se reahzo cou el L |odo de A(hmyl\luulwn de dus pasos, empleamos 1a‘ecuacion (1) de

dicho mélodo lom.mdu en cuenta husm el unr(u wrmino pnn obxencr una ecuamdn de Ia forma.

B G V) S ey Vi)

Esta tiltimi expresion representa a este nwdwdo. “Dicha expresidn debe ir acompaiada

de otra ecuacion que prediga valores ya gue éste método se utiliza Unicamente como corrector.
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METODO DE ADAMS-MOULTON DE CUATRO PASOS

Yo = ¥u - 55251, - 646f, - 2641, - 106f, ; - 191, ]

ahora inter i por ordenad:

oo = Yo m =HSIRSIE (N, y,0) - BAGE(X,,Y.)

= 264L(X, Yyy) 7 106£(X, s Yaur) = 195 (X1 Yauy)]

para oblener el algoritmo de cuatro pasos para ¢l mdéiodo de Adams-Moulion. Esta es
claramente una férmula correctora de tipo cerrado ya que £, = 1{x,,,,¥,.,) incluye la cantidad

desconocida y,.,. Debe por consiguiente resolverse por iteracicn.
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RIETODOS PREDICTORES CORRECTORES

. Una caracleristica de Tos métodos de, Runge-Kulta consiste en que para obtener ¢l siguiente
PUMO, Xpyie¥me . UsAMOS la informacicn suministrada _por x,,y,, pefo- no par los puntos
precedentes. En los métodos mtiltipaso tenemos gue evaluar la funcién en uno o més puntos
adicionales. Esto no es tan razonzble, puvs despuds de varios pasos del proceso de integracion
disponemos de informacion adicional sin ninguna valuacign de funciones, ya que se conoce el
valor de y en los puntos previos. El hecho de que los métodos de un paso no utilizan esta
informacion los margind un poco. ”Sin'.cnfbnrgu {us métados siguientes no pueden iniciar por
si solos (p. ¢j. mdtados de intepracion cerradin).  Yao que requicren utilizar algunos puntos
previos. Por lo anterior, se ﬁucdc usar algin méwdo de paso sencillo para iniciar el proceso,

Esto nes Meva a una combinacidn de métodos.

Estas métodos, de los que existen muchas varignies, se denominan métodos predictores-
correctores,  Esto indica que primero * predecimos” un valor de y,..,. Despuds usamos una
férmula diferente para "corregir” este valor.  Podremos wtilizar esta Gitima formula para
“recorregir” el valor de y,..,. Este proceso pi:ctlc iterarse hasta cumplir con algin criterio y

finalizar.



METODO DE MILNE DE CUARTO GRADO Y SEXTO GRADO

El método de Milne es un método de pasos miiltiples. gue primero pronostica un valor para y,.,.
extrapolando los valores de la derivada.  Dirlere del de Adams en que corrige el valor predicho
antes de pasar al siguicnte paso. Los valores yue se requieren para el inicio se pueden calcular
mediante el método de Runge-Kutta, posiblemiente por la serie de Taylor. En ¢l método de
Milne, se supone que pira ¢l inicio se conocen cuatro prntos equidistanies gue somn X, Xa.q Xa.1

Xe3. St pucden emplear las formulas de cuadratura para integrar de la siguiente manera

dy
gy = fey)

i v e

de manera que ¢l predictor serd

Yoot = ¥uer * 4—;’(2-& S o 2f,0)

Se integra Ia funcion 1tx,y) reemplazindola con un polinomio de interpolacion cuadratica
que se ajuste a los tres puntos, en donde x = . X, ¥ X, Note que se extrapola en la
integracion por un panet Lanto a la izquierda como a la derecha de 1a region de ajuste. Con este
valor de y,., se puede calcular f,,, con una precision razonable,  La formula anterior es la
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En_la ecuacion correclora el p'ulin(ﬁuid Pno c:hiilr.‘rnl.ico al-de la ecuacién predictora,

-- debido a quc‘ N0 ajusta en loy n;ixmus tres puntos, en la funcion correctora el polinomio se ajusti
€M X,u1s Xge X5 ESIO5 cambios son debidos it que nu se extrapoly e polinomio;, f,., se calcula
utilizando y,,, para la yormula predictora. La formula de integracion es la ya conecida regla
de Simpson de un tercie, ya que se integra un polinomio cuadritico sobre dos paneles dentro de

la regidn de ajuste.

Y la férmuia para ¢l método de Milae de 6" es la siguiente

Vil = Yout S0, y.) - 14LTGY)

e 26E0y Y,n) 5 LALGN, L V) S LML Y T
Vo= vl < 2L L va) - 32y

TR Y]

S Q280X y,) c320(% LY,
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METODO DE ADAMS MOULTON O ADAMS MODIFICADO

Un método predicior conveniente para usarlo con el métado de Adams-Moulton de cuatro pasos
© cuarto orden es la férmula de Adams-Bashforth de cuatro pasos. En este caso el predictor es
del mismo orden que el corrector. Si se escoge un tamaio apropiado de paso, h, entonces la
aplicacién del corrector conducird a una mejora significativa en la precision.  Para la ecuacién
diferencial y* = f(x,y) con b fijo y x, x, + nh y con (x,.5). (x;.00), (3s,03), (xs,[3) dados, para
cadan = 3, 4, ,..fijo;

caleula los siguienles pasos

Ly = E(X i Y}

Yoot = Yo ® %(_W(x YAy 1L, - 5L, - 1)

Vi m Vv ge(SSIIEB9L < 37E, - 02,

con ko= i Qs o et

Este algoritmo produce una precision mejorada, la férmula correctora también nos puede
dar un estimado del error, que puede usarse para decidir si el paso h es adecuado para la

precision requerida, tomando como criterio de convergencia el error relativo.

Un método que no tiene el mismo problema de inestabilidad, pero que tiene la misma
eficiencia, es el método de Adams-Moulton o Adams modificado.  Este también supone un
conjunto de valores iniciales ya calculados por aiguna otra téenica.  Aqui se considera un
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hasta x,; y se-integra sobre un solo paso de

pelinomio ciibico a través de cuatro ptitos, . detx,

x, hasta x..,,.

La férmula de integracion se obtiene cscril:rtievl;tlo a P(x} €OMo thi bpalinomio interpolante
de retroceso de Newton-Gregory (ajustando enr Xoe Xate X, X,) € integrando.  Utilizando la
ecuacidn anterior como "predictor”, se caleula ¢} valor correcto de f,,,. Si ahora se aproxima
a f(x,y) como un polinomio ciibico gue se yusta ¢n el intervado de x,, basta x,.., y se integra
de x, hasta x,.,, no se estard extrapolando al pulinomio, teniende un I¢rmino con menor error.

El resultado es

1 1 . 1
Voo - va s hl, - dar o Lae o L)

Yust =¥ " '%(9f.41 S19F, S BL, <+ £,L)
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Algoritmo:  (Métodos Predictores Correctores Adams-Moulton, Milne de 4° y 6°)

Para aproximar fa solucion del problema de valor inicial

y'o= Ly X, E15X,

Yo = ¥iX,)

Entrada X, X, puntos extremos, y, condicion inicial, n. nimero de subintervalos y m

método a emplear.
Salida fix,,y,) solucidn aproximada.

Paso 1. h = (%~ xM/n

Paso 2 En caso OF igual a 1 hacer 2.1.°2 hacer 2,27°3 hacer 2,37

2.4: OP.= 3, 1P =

2.2; OP'= 5.IP

U 2.3:.0n = 40P

Pnspﬁ'pargi =0/, OF

2Ly bkl
ftx, + /2 3y, = hk22)

CERE = b g

DXy =X+ D
Paso 3 En caso de m, .| Paso 4, 2 Paso 5, 3 Paso 6
Paso 4" parai = OP ..., -1

x

=x+h
Yoot = Yo + MPOP.1=h
Yer = Yao + MCWOP.D=n

Paso 5 Salidapara i = O. ..., n, f(x,y)

Terminar. ontinua en Iy steniente

¥ k)t 2R2 42K F KA -

duin;
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Se tomard una funcion BpIPOP 1) para las wcuaciones predictoras 'y para las ccuaciones

correcteras otra funcién [lamada DIC(O1% T}

FUNCION MPOP,D

Paso A En caso de OF iguala 3 paso:B. Srﬁaso"(f. d.paso Do .

B: MP = J(El'(x_,y,)-; l"(x,:,,y
C: MP = 3_(| 1y =1L,




METODOS 'PREDICTORES CORRECTORES: ADAMS-MOULTON

MILNE_4° GRADO
MILNE 6° GRADO

Bl

oP

oF = 3
IR ) m——
It

oF = §
IF = § f——
=

o - 4
I -0
icee




HOJA 2 DE 3

gerareenmmran

’ Yo ® Y, . v WPLOP.T) * n‘I

| Yo Y, KClor.D) -n—l

1)

K, ® f0K ¢ RY, oK)

LY

2,
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Progrum Mamdm th:mm\ Cnrrecmm-
uses Crt;. -
vur N, Y nrm)lo..lsl n! [{
Xf,
i.m, n. tp.
€ : chars
Qp : byl

funciion Fix. 9
beyin B

Op:= 0:
¢ 1= chariO);
end:

procedure Daton:

hegin
clrser;

I lux)(’i Grwntef' METODOS PREDICTORES CORRECTORES )
gotny(i7.8);
writel"Ecuacitin diterenvial u evalua
gotoxy(26. 1 1 :wntel Sununitee los
£oloxy (30, 13 pswnite("Valor i
230 O s niteC Valor insy
gy 018 pwritel V. t
Peoty(27. 20 writet " Niimero de intervaly
LHox 120,24 pwnitel Presione wualyiner weala p.u.» veniinwar);
patox {5 1L 14 kreadta O]
petox S 1L 16 enlts |01
patov 3, 18 pread{X 1)
putoxy{53.20 keeading;

PHOY20. 24 0 nte Presiane . cualyuier teka para conbimuia™);
Folony{60,24)
end:

RN = v = 20
Lentes dutos'p

procedure Revivag
beyin
EON VAL 22 kel Op)



|l‘no|((0p >- ; ung (On <- 3))>u|’=n‘

- begin 3 e
e uluxyl’m 20)siextcnli ground(7): ; 5
gotaxy( 19,2 Ol.wm=( Luupmin |I=l m:ludu d:h nmr =mr~: I ¥3" ).
0.20 "

g ulu % yl

procedure Capturs;

begin
clrsery
gorxy(25, Inwenst 'METODQS PREDICTORES CORRECTORES');
gotosyl 12 3kwrtel " Conacion diterena Fivy) = x = 2xp™%
goloxy (20, 8 writel " Sununitie lus
Lory30. 12w ntet Dilne de 4
EFOrony30, 4ewritet ™ 1itne de 6% urden’):
gotony 30 10 wnite(*3, - Adiomn - Mouliun®);
gotoay{19.205wnitel "La apaia del metodu debe estar entre 1y 3');
rotoxy(3s awttte("Opeadn | _)
Lumxy(ZO..J) wikel Presione viahqier tevla pasa voniinuar' ),
Revis

end:

funchian MP(Qp. 1 integer): real:
viar nm read:
bepin
case Op ot
3 MP o (2 FOhily bl s Fishel 1o i b = 2°Fixi=2Lyli-21:
3 MP o= (3O Foally B D-140Fud s By =1y = 26%Fixii-2]yli-2]-19*Fisi-3Lyli-3))
- L*Fib-dLyh~ Dk
a1 MP & (S5*F(x[ilylil39°F tx{i- [¥1i=13 = 3T 2Ly (8219 Fix{i-3],31i-310)/24;
end;
end:

funcuon MC(Op, &2 inteyery: el
begin
cine Op ot
3: MC o= (Fishi~ Lah=1h = 34Fish
51 MC 1= (2057 Fixhie 3hive Vi) +3
+ T=Fale-3lLyh-3hn
4 MC t= 9=Fish= 1Ly 1y = 19=Fixlilyblr - 32Fixhi-V Lyl + Fix{i-2lyli-210)/243
end;
<nd;

- Fodelhyf-
Dy e+ 12°FaliskLyhiet D+ 32=Fixli-2Lyli-2h
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. procedure MPC: : o
“begin ¢

procedure ColcutaXY;
begin .
for i :=:010 Op-b.do i
begin R, Ll
k) smCReRlil plilg i .
Fixitl+hi2 , ylil+thek ty2y:

Fixli + 2 ylil+ (h*k2)72),

FEx{il+h . ylil+hekd:

Y= (WO)Sk) = 27k2 = 2%k .~ Rdh
-

xli+ e x)if 2h: o
yli+ 1] i="yli-ip] + MP(Op,
ylie 1= yli-e]:+= MC(Op,iy=h:

b= (N k[OD/;
case Op ot
15 beyin .

loiml;
CaleulaNy;
" etrserigatony (23, 3);
potox¥(32.wnte("Milne de 3¢ urden’):
end:

‘fll:( "METODOS PREDICTORES CORRECTORES');

CalculaX Y
clrsepigutoxy(25, 3write{ *METODOS PREDICTORES CORRECTORES');

gotox s I2Ahentel Milne de 69 urden').
end:
3; begin

CuleulaXy
clrerigot
rotny 3240w
end:
end:
and;

xy125,3);wnie("METQDOS PREDICTORES CORRECTORES"):
et Adams - Maultn’):




- procedure resulado; i

- Begin R
gotoxy(17.5) te(" Evuucidn diferencinl '|I|md.|.
gotoxy(13,7xwvritelenel linterv lr x]0]:5:5, < =
AfnTCw T then Tl : :
begin '
for is='0 to'n do
bepin .
bumx,(zj 9+|~2).unl=( Pt P =
voends K
2. potoxy(20,24 \mict Prexione. u uliuier|
goloxy(60,24 . !
Tepd T

(x.)) =X+ ny
1LXI:5:

: hcgm -
forii= 0w 7 du
begin

yoluxy(23,9 +i2):

(CPunio Pt = (Cafifis:8.

potoxy (20,9 + 1*2piclhreal;
end: '
fori:= 8tondu
begin - N
ptony{23,7 + 0.1y 2write"Punio P 3 = .xhl 5
end: - :
POy (20,23 waite( " Presions nmhuu:r l:d.n p.ml mnllnu.nr
yotaxy(60. 4% 1 = rendkeys
end;
end;

hegin
Inicinliza
Cuplieras
MPC;
Resultudo;
end.
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ECUACI ONES DII‘ERENC IAL

_PROBLEMAS DE, VALOR DE -

I‘RONTERA

reselver ecuaciones diferenciales de primer

‘ordefi ;::los; @ualei debe ulal - p’riricipio de la integracién.

Consid Mos - ora ¢ it i es de ordLn superwr a wno, en jas que sc

A ‘este tipo de problemas se les conuce como problemas de vilores de frontera. Su
solucidn numdrica es muls dificil que fi de los problemis con condiciones iniciales, ya que la

solucién debe satisfacer a ambas condiciongs.



METODO DE DIFERENCIAS FINITAS LINEALES

El presente resullado se utiliza para resobver ecugciones diferenciales de cualquier orden ¢on
condiciones iniciales v con condiciones de fromerit, Consiste en dividir el intervalo de solucion
en n subintervalos. a cada uno de los puntos que definen cada subintervalo se les Hama punto
- pivote. A continuacion se substituyen las derivadas de la ecuacion diferencial por férmulas de

derivacidn numérica, todas ellas con el mismo orden de error.

La ecuacion de diferencias finitas gue resnin, se puede aplicar en forma recursiva para
cada uno de los puntos pivoie que forman el intervalo solucion, resolviéndose en términos de

la solucién previamente obtenida con el mismo procedimiento en los punios pivole anteriores.

El error que s¢ comete al utilizar este oxwdlodo depende del error en las férmulas de
derivacidn que se utilicen.  Para una ecuacion diferencral de cualquier orden pero lineal, el
procedimiento anterior se puede modificar de tal mode que se obtenga un sistema de ecuaciones
algebraicas simulidneas en lugar de suponer valores de las ordenadas.

Entonces la solucion de un problema ondinario linedl de valores de frontera por

diferencias finitas reduce 1o integracidn de la ecuucion diferencial a la evaluacion de las raices

eas simultineas. Estay rafces son fos valores de [a solucidn

de un sistema de ecunciones algebr

requerida en los punos pivole de su intervalo de definivion.



SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Las ecuaciones diferenciales ordinarias involueran una tuncidn d ida. Consec ne,

en cada pase hemos resuclto una ecuiacion diferencial ta cual involucra una funcién desconocida.

nes ¥ weneralizaciones, uno estd interesado en el

Por-muchas razones, incluyendo aplica
estudio de n ecuacionys diferenciales con.n: funciongs désconocidas donde n es un entero mayor

o igual a dos.

Tales sistemay aparecen de nunera natural en problemas que involucran varias variables
dependientes, cada una de las cuales es una tuncidn de uia sola variuble independiente. Muchos
sistemas fisicos © bioldgicos importames nvolucran, como se menciono antes, variables
interrelacionadas; por ejemplo: 1as magnitudes de corrientes y voltajes en diferentes ramales de
un circuito eléetrico. la posicion de tas madkas en una red fuente, y la concentracion de solutos
en varias células de un organismo.  En algunos casos. uno puede aproximar las leyes que

gobiernan el compormiento de estos sistenns mediante un modelo diferencial lineal. Esto es,

un modelo ¢l cunl asume que 1a rapidez del crecionento de cada, x°, de cada variable, x,, €5 una

combinacidn lineal de tas otray variables

XS Ky o X,

donde a,, i,j = 1. ....n son dos operadores diferenciales lineales definidos en un intervale; x,,
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.40 X, 500 funciones desconocidas de I variable independiente y n es'el nimero de variables en
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METODO DE,EUII.'.i‘E_R :

Los.nétodos de Taylor, Euler; Runge-Rutia, etc:, también pueden ser aplicados a problemas de
valor inicial para un sistema de’ ecuaciones diterencinles de. primer orden, Para esto
consideraremos un sistenmn con dos funciones desconocidas, ¢xcepto ¢n los métodos aplicados

a sistemas con cualquier mimero de funciones desconocidas,

-De esta manera, consideraremos el problemit de valor inicial

K= Ky

[$3]

LAY

X)) = y =y, - )

En este sislema X y ¥ son 1as funciones desconocidas 'y t es la variable independiente.
Para una solucién numerica del problema de valor inicial (13 y (A enel intervalol, <=1 <=
b, pensando en un conjunto de puntos {(1, A, y" i = O donde ,=b y x,, y, son aproximaciones

a la solucion del sistema (1) cuando | = Asumivndo que AL es la misma para wodas las i; de

modo que, Al = = tb - L)o.

Para el problema de valor inicial (1) - (2). E! método de Euler queda como sigue:

[}
3

X=Xy R NG Xgo v, i

yo=ya F hiea oy i=1020an
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MLTODO DE TAYLOR

Ahora consideraremos ¢l ‘méodo’ de - Taylo as”formulas” del

método son bastantle complicudas’ en géner

HEFRIBN|

complejidad en los edlculus,

.1a setie de Taylor.de. orden-do

}_ GE

X2 X, se(tixy)

af, TN QE h?
- - B XYL -,-,7'(;. VKLY t,,x..m]-z-

s
I3

S Xy
: .

dar, :
--a;:(t,,x,,y,rf,(:,,x,. =

VRV, . :
vikiz W(t,,x”y,)-( t,,X,,y,)]
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METODO DE RUNGE - KUTTA

is esmas seacilla. - Por ejemplo,

@, =L XY
B, = HEC(E VXY, ) .
AN

o hefe s 3hon - day - 6)
By s nefe < gn s gayy o m)

a, =hL(t, ~h X - 20,7 ey, - 28y - f))
B s heft, - h,x, - 200,y + 28 - B)

X0 5.%) > oy 40, » &)

By =48, - B)

alr ol

E AT i

La generalizicion para sistemas con e nétudo de Runge-Kutla de cuarto orden se obtiene

de manera similar.
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CAPITULO VI

SISTEMAS DE ECUACIONES

ALGEBRAICAS




SISTEMAS DE ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES

En el drea de Ingenicria asi como en algunas otras, frecuer enc 05 prob que

involucran la resolucidn de sistemas de ccuaciones lineales, ya sea porque provienen
directamente de Ia formulacion del problema: en muchos casos es una estrategia o parte del
ataque de otro tipo de proeblema. Estos problemas se presentan en dreas como transferencia de
calor, transferencin de masa, andlisis de circuitos eléctricos, ete, El objetivo es solucionar
sistemas de n ccuaciones lineales simultdneas con n incdgnitas

a

Ya,x, 1=1,2,....n

sl

La ecuncion anterior escrila en forma mairicial s la siguiente -
Ax = b

donde A = [a, ) es la matriz de coeficientes X = (X, ..., X} ¥

- b'(by, .... by} con la T denotando la traspuesta,
Las matrices que se presentan generaimente en la prictica quedan en una de Ias siguientes

categorias:

- Cubiertas pere no grandes. Cubierta dengta tener pocos efementos que valgan
cero y no grandes denota matrices de orden menor a 30. Tales matrices se
presentan en una amplia variedad de problemas en Estadistica, Fisica e Ingenieria,

elc.



- Dispersas y quizd muy grandes. En contrasie con las anteriores estas matrices
tienen pocos elementos diferentes de cero.  En muchos ¢asos. estos elementos
quedan cerca o sobre Ja diagonal principal. Muy grandes significa un orden de
100 o mayor. Tales malrices se originan normabiiente en la solucién numérica

de ecuaciones diferenciales parciules.

Bdsicamente son los diferentes caracteres (cubiertas y dispersas) de las matrices lo que
hace que los métodos directos sean generalmente superiores para la primera categoria, mientras
que los mérodos iterativos sean usados con mayor frecuencia para problemas de la segunda
categoria. Sin embargo, se enfatiza que no existen reglas precisas en este sentido.  Es poco
recomiendable el uso de métodos iterativos para malrices cubiertas de bajo orden, no obstanie,

se utilizan métodos <lirectos, avin para matrices dispersas grandes,



- METODOSITERATIVOS O SUBSTITUCION DIRECTA

Muchos prablemas en la prictica requieten du la solucion de grandes sistemas de ecuaciones
lineales, teniendo en mayor propurcion coeficienies cero en esos sistemas.  Esta clase de
sistemas se preseman con frecuencia en la solucion de problemas que tmplican ecuaciones
diferenciales parciales 0 en la sohucion de problemas de valores en Ja frontera, y el objetivo es

obtener tales soluciones, esto motiva Ia investigacion de estos méiados,

Un método iteralivo para resolver un sisteni de ecuaciones lineales Ax = b de orden n
empieza con una aproximacion inicial x*'a ia solucidn x, y genera una sucesion de vectores que
converge a x. La mayoria de estos mélodos convierten ¢f sistema Ax = b en uno equivalente
de la forma x = Tx + c. Habiendo elegido ¢! vector inicial x*. La sucesidn de vectores de

soluciones aproximadas se genera calculando

JTTR

La idea bisica que encierran los mdtodos iterativos es, en esencia, la misma que )a de
la iteracidn de punto fijo. Estas téenicas se emplean rara vez para resolver sistemas pequeiios
pues presentan gran desventaja respecto a los mdtodos directos en lo que se refiere al tiempo
requerido para obtener una aproaimacion con b suliciente precision, no asf para sistemas

grandes como se nienciond anteriormente,
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METODO DE JACOBI

Las- fdrmulas ‘de -iteracidn o-‘récursidn par el méiodo “de Jacobi implican un
reordenamiento mediante el cual estas férmulas puedan calcular un nuevo valor para cada

ecuacién. La manera nuis ffcil es despejar por ejemplo s, de la primera ecuacidn obteniendo

by ~apx, -8y ¥ -~ ... -a,X,

X, =
<y
ay

que conduce a la ecuucion de recursién

"

xll-l: = bl - dy .V‘.“ T an “:"" I
! all
en general, para x, puede obtenerse la ecuacion de iteracion
1 it Iy wy
iy bmasxt - e A e,
! =

a

esla ecuacion puede generar una secuencia de aproximaciones gue converja a la solucién exacta

del sistema de ecuaciones lineales, iniciando con una aproximacion arbitraria (x,% X° X,° ...,
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: AIgor’ﬁmn_ o

Para resolver Ax

= b con wia aproximacion inicial dada x™.

Entrada: Orden del sistema n;

Los elementos a,, de la matriz AL

Las componenies b, del término no homogéneo b

Los elementos x¥, de Ia aproximacion inicial x*,

a,. b, xo, dentrode | i = n.

Salida: La solucion aproximada x,. ..., X,.

Paso 1 Parai =

t. ... onrealizar

Paso 2 Tomar xc, = 0



Paso 7

Salida (para i

Terminar.

1, 50,00 hacer

Xc,

‘regresar a Entrada

=1, .0z lmprimie ae,b
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METODO DE JACOBI




HOJA 2 bE2

Fin
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T vur w3 arrey] 153

Program hlel(‘du;dé_ ‘_
ures Cotg s
comt P = le-l

“rxady xe: ueny]10.30] ot e
4

inteye

€ 1= chartoy;
end:

procedurd Cuplufa;
beyin
eleer:
putoxy (32, 3nwnet' METODO DE JACQBI™ )
polony( 18,5 kwntel’ Resuluvicn de sistemins de seimciones lineabes):
potoxy (29, 8 write Orden del sivlemiz n = 'R
potoayt32.8reading; ~
z:= (80 - n~10172 - 27(n-1);
¥ r= trunizk
forv = 1 tundae
lor)i= 1 tua«ldo
beyin
potoxy(y + 122460300 -1 2w niteC A =
end:
Rar = 1 endo
ory:= Lton+1ldo
beyin
gotony(y+ 12°0-1) + 6,10 =+ i"2hreudtal i.i:
end:
potoxy (20,10~ 072 + Jpiwrited Sumninistre valites sifirests pars vl
tori:= liande
begin
POIOXAY = 1200 1+ 0, 10 =072 =S wnteC X 0" = TR
end;
tori = Lo de
bewin
gotonyty + E2%(- D+ 111002 Shreadixi]):
endi
dimx:

%




guluxy(ZO 24) \vnlr('Pr:smnr r.uulqux:r lm.lu p.mn conlmuur
5:)!0xy(60.‘.’4 i r=:nlk=y.
end; B 5

procedure Jacobi:

begin i B
for i t=. ) to nil’;
hepin § =
xcli)zm 0,

Lo fann do

end;

provedune Resulbtados
hepin
cleser:
potoxy (32, 3kwnict"METODO DE JACOB)' )
rotoxy( 18,3 pw e (" Resalucion de sistenti de evisviones lineales');
potony (29, 7pwnitet "Onden del sistennz 1= ‘onn .
z:i= (80 - n=10}/2 - 2%n-});
¥ s otrunez)
fors:= 1 tan do
forj:= lwn+1do
bheyin
potoxyly + 127(j-1)-3.7 + #2353 wm:l'Al
end;
tori:= lwndo
tor = D+l da
begin
OLOXyLy ~ 1270+ 6.7 41" 2wnledafi, L 2:08
emd:
EOIONY (26,7 + 02+ 3w e valores supieatos i vadu A
furi:= 1 tondo
hegin
COtoxy((y-n)+ 122(i-1 )+ 6.7 =n*2 + Spawritel "X 1" = )
end;
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foriie= ttondo N
bepin . <
gotaxy({yon) + 12%(i= 13+ 11,7 +n"2 + 53
end; : L
Boroxy(27.7 4 n*2+ T iwritel "L subiicin del sistem:
forit= g do ™ ) Do
bepin -

POIOXYH{y-n}=17%(i-1).7 + n*2~0j

endi . il
potoxy(20.24);write( ' Presione - cualjujer b
gotxy(60.24) t = reudkey: )
end; T

ritel "X

beyin
Inicializa;
Cupturs:
Jucobi:
Resultido;
end. .




"METODO DE GAUSS - SEIDEL

Este méiodo iterativo sirve para resolver sistemas de ecuaciones lineales algebraicas, es una
modificacion del método de Jacobi. " Al.igual que otros métodos, ésie aprovecha toda la

informacién disponible ya que al emplear la ecuacion de iteracién

oY) “ [y W
gien o Dimay X e ca X A X -8, X
.
a

para calcular una nueva x," ", ya se han calcutado los valores de x,*”", x,*~", ..., x.,**". Por

tanio, para emplear esta informacion. se puede modificar 1a ecuacidn de iteracidn. obteniendo

- 1a nueva ecuacion de iteracion

b, - a, %t e L - A, XY -

paraiiguala 1,2, 3, ....n.

Esta ecuacion s¢ conoce como ieracion de Gauss-Seidel. Al tomar ei valor de uno el
contador i, el lado derecho s6lo tendri térmiinos con exponente (k) y cuando i = n, sélo
términos con exponente {k+1). Duranic el proceso, las operaciones sobre la matriz de
.coeficientes se realizan por renglones v para cada uno de ellos involucramos un elemento de b,
requiriéndose varios clementos de x. siendo éste el caso tanto para los métodos iterativos como
para la eliminacion gausiana.

En la mayoria de los casos, ¢f método de Gauss-Seidel converge con mayor rapidez que

el método de Jacobi.



Algprhmo
: Pa;':\ resolver Ax = b con una aproximacion inicial dada );‘°’.
Entrada: Orden del sistema n;
Los elementos a,, de Ia matriz A;
Las componentes b, del término no homogéneo b
Los elementos x¥, de la aproximacion inicial x'',
. A by X deptro de 1 £ 10 2 0
Salida: La solucion aproximada A, ..., X,.
Paso 1 Parai = 1, ..., nrealizar
Pase 2 Tomar suma = 0
Paso 3 Para j = 1, ..., 0 realizar
Sij =1 enwonces pisu 3

Tomitr suma = sumi + A%

Paso 4 Tomar

xec, =
Paso 5 Si fsuma-x} < le5enwoncesin =0
Paso 6 Siin <> Qentonees n = U

regresar a Kntrada
Paso 7 Salida (parai = 1, ..., n: lmprimir xc,)

Termimr.



METODO DE GAUSS-SEIDEL

HBJA | DE 2

i-dﬁ@?v%



WOJA 2 DE 2

o)

feneal

1L

SUMA »




Fm;r&lm M:nulo de Guu» Seidel;

-const' Prm le-lO
svar a arrayi..30,1. .30|nl el
s Ja urrn)ll 0]

= g

yor=0;

¢ 1o chirQ);
ends

) [::;.Nedu'c Captoraz
mo-
*elesers
oluxy(29.3)wnte’ METODQ DE GAUSS-SEIDEL"):
goraxy{ 18,5 pwritet Resolucivn de sistenias de evuvivones Ilntﬂlgh y.
eotoxy (29, 8wnte(*Onden del sitemz 1w ')
gotoxy(52,Exrcading;
2= (50 - n"l0M2 - 27010
¥ o= trunvizk
Inpize= [ undan
tor) = L wn=ldo
heyin
potaxyly = 12701300+ i< Al
en
forjc= | wndo
tarj = lwoa+| du

yin
wotanyly + 1271+ 610 4142
end;
Lo Y2010+ 172+ i ntet " Suntimstee s ubites suptiestos pars cuda x2°);
fori = Lwado
begin
POIRY(y + 1270 = 0,10+ 0=2 - Fhwmiet' N0 =
end:
tor
bepin
Eoloxy 0y + 12%0-1) = DL A0+ 0= 2+ Sy readishihs
end;
di=
rotoxy(20.23kwnte{" Presone cualywes tecla pats contintar’):
otoxy(60,24k 1= readkey:
end:

el

Lwoanda

rrm.:dun: GauwSewel:
hegin
tor o= oo du



_beyin . : . -
sumy i= O -
kiji= 1 wndo
1€ > then surma = st i EsnA
suma = afin s U - siuma) 4 afials
+ i nOHABS(sunt « x[il) < P) thenent=s (7
xl:] tesumay

uzn = | then

Guu\\Sn\hl'
e
end:

procedure Restiltiada:

hein

~ctesers S PR
poroxy(29.3nwnne"METODO DE GAUSS- SEIDEL'}. v
potm¥(18, 3% wnte( Resaluciin de sisteinin de vtlivioney lm:ulcn ).
L_umn('") Tiwnte Orden del sisteima: n = .n).

2= (80~ n=10)/2 - 24(n-d);
y o= trune(zl;
fori:= 1 tondu

for ILwn=+1de
bL

Inr- te [ londe
for lwn=1de

n
toxaty + 1290 1) + 6,7 w12 pwenetal ),

plltu)(’b 7 =02+ Inwntel valures ~u|me~ln~ [EIIRETNE 3 B
toric= liwndu
heytn
umu\\(() ny+12%i-1)+6. 7+n"’f5).\vul=l >

forii= tlun do
beyin
poroxy((y-n}+1270-13+ 1.7+ ™2+ S pwrite(d]o]):.
end:

Ry (27,7 = 12 = Thwritel " La soluaon del sistoma es:’)y
tor 1 1= 1 o ndo
hegin
gotd{(yenk+ 177010 T =02 = 9pnnte"N
end:
pooxy(20.23kwntel Presone cuakyuier tecks pins vontinuar®):
woton3{60.24bic = readkey:
end;

ot ah]de)

hepin
Incraliza:
Captuipa;
GaussSadel:
Resultades;
end.



Las métodos directos involucrai alguna variacion al procedimiénio dé la eliminacién gaussiana.

Estos métodos, al realizarse ¢l proceso sin redondenr- resultados &;lé’cu'alquicr operacion, nos
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ELIMINACION GAUSSIANA " = oo i

nte rearreplos 'y combinaciones lineales

Ryeolay e, iay

‘a,, LT
Ryt '|ay ay & 700 &) an
. "R, t &, &, a4, DRI T T

formada por los coericientes de fa matriz y adenyis ios elementos de b que son los elementos
ey Para cada i = 1, 2, ..., n. Distinguiremos el renglon con el subindice i yconiajala
columna.

Siempre que a, < > 0, s¢ realiza lo siguiente:

- Dividir R, por a, para que ¢l nuevo elemento a, valga uno.

- Ahora multiplicamos el nuevo R, pora,, | . y lo restamos a R,.,.



- Nuevamenle multiplicames R, por a,,5, v 10 restamos a R,.7, esto se repite hasta R,

- Para eliminar los coeficientes de x, en cada uno  de esios renglones.

La matriz resultante serd

R« |ay a, ay, IR I I T
Ry |0 ay ay cees By | A
Rn 0 G o 0 ann : anntl

‘Esta matriz_representa un sistema lineal con el mismo conjunto de soluciones que el sistema
original. -La matriz obtenida asi, es una matriz triangular, 1a cual se puede resolver mediante

1a substitucidn hacia atrds. Resolviendo para R,

a

a

X, =

y para las demis R,

para iigual n-1, -2, n-3 L

Algoritmo
Para resolver el sistema lineal de n x n
Entrada: Orden del sistema n;
Los elementos i, , de la matriz awmentada A donde 1 <i<n

yl<j<nsls

291



e fa aproximacicn ini

“realizar. .

,P:\m] ='n+l.f ...l decrementado en | hacer ..

A= AL AL AL
Paso 7 Tamar X, = Ay / A
Paso 8 Para k = n-1, ..., | decrementado en 1 realizar
Paraj = k+1, .., n hacer
Tomarx, = x, + A, " x,i
Tomar x, = A_,,, - x,

Paso 9 Salida (para i = 1, ..., n; [Imprimir xc,)

Terminar,

=]
0
=



METODO DE LA ELIMINACION GAUSSIANA

HOJA | DE )

gl



HOJA 2 DE'Y

OO




HOJA 3 DE )




Program M=lodn_d=_EIiminlcinn_Guus;iun’;r.
uses Crty 0 %0 ) N . .

pracedure Capturn:
begm
cheser:
potoxy¥(30.3writeELIMINACION GAUSSIANA'Y

gotony (23,8 writeC" Orden el sstenia: n = ")
poroxy(32.8)isend(n}:
= {80 - a=10)2 - 2min-1);

pooayty = 12°0- -2 00+ 12k wnte( Al
end:
far = Twado
farji= 1ton=1dao
heyin
gotoay(y + 124G 1) T 6,10~ =2 pacadiabily
end; ’
bieu

potoay(20,24)writef *Presione cualyuier tecla para continar'
patoxy(60,24)¢ 1= readkey;
end:
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procedure Progess
bqln

iforjre n-(-l duwmo k du

fur_| “a+l diwnto k do
begin

nlml =0

1Sl

procedure Imerucmhm :
begin:

dorjie N windo
|lu1)k|<> 0 then |

begin
Wi <>k l||=ll
hegin
=X wneido
AA = aljal
= afkal.
= AA
PrOcesa;
end
el
procesy
endt
end;

proceiure ElmGatissina;

begin
tark := } ton-l da
bepin
Intereambie;
end:
xin) := aln.n+ 1)/ alnan):
for k 1= n-1 downie | do
bepin
forj:= k+1tndo
begin
AfkEz= alk] =+ alhgl*sl):
end;
ki i= afhao~ 1 - alkl
end;
ent;

297



298

procedure Resultidoy

begin
slrser; -
goroxy (30, it ELIMINACION GAUSSIANA'L
gotoxy(18. rite{*Resolucidn de siatenus de wemiciones lineates' ). -
Lotoxy(29,

rwrite{*Orden del sistema: n = 1)
zi= (80 - n*10¥2 « 2%(ne1); B
¥ o= ming(zy
forii= 1 wndo
forj:m { 1p+}do

begin
sotoxy(y+ 12*(j-11-3, 7-v-|"‘).\\r|l=( AI s
end: «
for i Fondo
farj:= | ton+1do
begin B
gotoxy(y + 12°(-1)+ 6,7 +i
end:
if mensaje = | then
hegin

FoRy(25, 7*n"’*}).wnlc( Selmm il
end
clse
begin
zotaxy(27.7 +n*2 + 7 ;writel L.umlmnin
tor i :m )1topdo i

'n)+|7'(|-l) T+n*2+9)
= " &lif3i6)

eotoxy(20,2-4)write Presione cimalyiner tecln p.u 'gnnnnuur l. o

rotoxy (00,24
end;

te oadhey;

ElimGaussiuni,
Resulindo:
end,




I\'I!iTODO DE GAUSS - JORDAN o DIAGONALIZACION

Este método constituye una varincion del método de la eliminacion gaussiana. El procedimiento
trabaja sobre todas [as ecuaciones restanies en eb momento de eliminar iz incognita, o sea, tanto
las anteriores como las posteriores a la ecuacion pivate.  En el método anterior R, se empled
para Ia eliminar x, de 1odas las ecuaciones bajo ella y sucesivamente con las demds R, En el
presente método R, tambicn se wutilizard pura eliminar x; de Ry. En el paso siguiente, R, serd
la ecuacién pivote, eliminando x, tanto de R, ¥ &, vomo de las situadas bajo ella. Eliminando

asi el empleo de Ix substinieion hacia atnis. ¥ obieniendo fa matriz diagonal del sistema de

ecuaciones lineales con la solucidn explicitiunente dada,

R S
ay dp 4, @1 8
'

!

2y  dy dn =1

[}
ree @, 0 A

el procedimiento consta de una sola fuse progresivi que se aplica a la misma matriz ampliada,

teniéndose tanias transformaciones como ecuaciones.  En cada ciapa se transforma a una

299



columna de-|;

< .-300



Algoritmo;

Para resolver el sisiema lineal de.n x

Entradai”  Orden del itslqm:rn;

) umeniada’A donde yl<j<n+l;:
7 Snliq:n:i : : 3 : ' : : : ’
Pusp 1 ) Fa}a k
Pase 2 res
enléliic#:k lei]tlx;(ﬁiakriz sing.ul:\r).
S ’A i o Teiminar,
Paso 3 M,Sij <-'>—k:c::1416u‘c'es - )
Para’i = k. ..., n+) realizar
U AA = AL '
AL F A,
AL = AA
T Paso 4 Paraj = n+ 100N LléC!cll\§||llltlu en’ 1 hicer -
A= A A
Pase 5 Parai = ..., o realizar
Sii <> Kk enonces
Paraj = n+1, ..., k decrementado en | hacer
AL T A LA A,
Paso 6 Salida (para i = 1, ..., n: Imprinir xc,)
Terminar,
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METODO DE GAUSS-JORDAN

HOJA ¥ DL )

_wﬁ-

Dol o




HOJA 2 OE D

!

Semrsncensen

ES UNA MATRIZ
SINEULAR



WaJA 3 DE 3




‘ngum Memdu Gnu\» Jnul.m . -
ey Cri;: 7, ;

< 1= chan(On - -

fori s t 30 da
beyin
x|i)i= 0
end;
end;

provedure Cuptur:
hepin - :
cleser;
potoxy (3. 3wntel "GAUSS - JORDAN'):
goloxy(18.5wntel "Resoluciin de svisteimis de eciwiomes ilntnl:\ )
m.m,(zo SrwntelOrden del sintemuz 0 = °);
potoxyt32.8iireading:
Zz 1= (80 - =102 - 2=tn-ln
¥ = tundizy
fori:z 1 wnda
foryi= lwa=1do

hegn
LNy = 12501300 = 2 kwrite AL
<nd;
tor g t= tton do
tar):= liwwn+| do
hzgin
FOloRN e 1250 1)+ 6,10+ 1D peadad i D
end:
b
potoxy (20024 el "Presione cualysiet tecls pate contntar')s
rotuay (00,24 1eudhey

end:
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proc-:dur: lee

_end:

provedure GaussJovdan:
begin
for k :e= 1 on do
beyin
Intercambur
end;
end;

procedure Resltidu;
bemin
clrser:
cotoxy(33.3nwnse ‘GAUSS - JORDAN'




gotoxy{}8,5);
writel"Resolucion de sistentax de ect
* gotoxy(29,7y:wrntet‘Onden det sistem:
0 = e 1OMY- 2:ue1)i.

iomes linealos');
no= )

gnmx,(‘ﬂ 7-n“" 7
Sorit=] mndu 2
Lhepin: i

wlm)((

I)7+n"-01,
A|| RIEHAH

rutel Presione stlguer It\.ll]!lrl Continwir ')
reidkey: :

GawsaJordin:
Resultudo:
end.
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MATRIZ TRIDIAGONAL

Sistemas de ecuaciones de la_forma especial siguient ndo A fgual "

ejcmplfﬁcda Ja matriz d ndo p ¥ . como enteros, siendo | < p, g < n,

4ccn 1a propxcdnd dc qne 0. slemprc quei+p<=q6j+ q <= i. Elancho de banda

'scra dndn por.w xvslcn (Im casus particulares de estas marrices, cuando:
pygigual ol we=]

pyQigml ad wo=7

en el primer caso el ancho de banda detine a la matriz tridiagonal utilizada en varias aplicaciones

" como los trazadores cibicos y el segundo utilizado para la resolucion de problemas de valor en

la frontera.

La ocurrencia de Ja matriz tridiagonal es trecuente en la prictica, para su solucidn
usaremos el midtodo de la reduccidn de Crout, el acual mantiene {a propiedad de que los

elementos diferentes de cero esinairedeclor de La diagonal principal. Los algoritmos de
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factorizacion se simpliﬁcnn'pnh la c:ix\li;la(!_ de eleniemtos cero factorizando la matriz tridiagonal,

en
0 P
L= . cee .
Ll ... D L. e Upa
°© . 0 Lowa En : o . 0 u 1

En virud del hecho que los elementos tantv sobre comoe bajo de la dizgonal no son cero,
es [dcilmente verificable ln correspondencia entre los elementos de la matriz A y los

carrespondientes elementos de la miatriz L y U, tomando una forma simplificada

3= L,
a0 =L (L=2,3, «...n1);
a,=L, . U, ~L, (i=2,3, ...,n1};
a., =L,U,., (d=1,2, «ee,n ).

para solucionar este sistema de ecuaciones, encontramos los términos diferentes de cero fuera
de la diagonal de L con la segunda ecuacion, para después obtener alternadamente los elementos

restantes en U y L con las dos tltimas ecuaciones. Jas cuales se al in ¢n los

correspondientes de 1a matriz original A
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Algaritmo:

Para resolver e! sistema lineal de n x n, el cual se supone liene solucidn tnica.

Eutrada:
Salida:
Paso |
Paso 2

Paso 3

Pase 4

Paso 5

Paso 6

310

El nimero de ecuaciones n; los elementos de la marriz aumentada A.
La solucidn x,, ..., X,

Tomar 8,

bl
Tomar v, = d,; /8,

Parai = 2,..., o hacer

B, =b;.5 a:.c:. . F,____d,-a,--'l,.:
ERgY 4

Tomar x,, =1,

Parai = n-1,:.:,1 4ecren1erilndo en )

. o coex,,

P R BT T1 |
: 1

Snl'uh’x»(pnr:l i=:1, xi: Linprimir .\.)- .

Terminar, .
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Program’ Muriz_Tridigonal
uses erty o Y (I

“endi B : B
- praceduje Cuplira:
begin
ehrsce
goroxy(31.21wnte’ MATRIZ TRIDIAGONA
Eotoxy(25, Spwnite " Sumingstre los sigientes dalos');
Lotoxy(27.7wnted " Nimero de ecttiionest n = it
gotoxy(3I 19w et Matng Tradi H
gotoxy33. el nn
col = B0
potoxytvol T nweded W,
patoryicol = 10, LT wntel '
gotoxyeol =40, 1 Ewned'dj”
for ii= 2 to n-| Jdo
beyin
rotoxyieol = b0 =awrel"al 0 )
gotoryfeal = pa 10,40~ pwnite( ‘b
potoxyivol + =20, [0-nwrie! "¢l
rotoxyleol = 40, 10~ wnteCdE e
s g lus
end:
potovyteol = 20,10 = npwntet W on
zowny{vel = W, 10~ apwraeCh| 0
gutoxyfeut =40, 10+ npwrtel 'dl" 0 'y
gotoay(eal + 5.0 ircad(b 1),
gotoxytent = 15, U remhicf 1)
gotoxytenl =43, 11 preadid] )
Jim &
furi:= 2ton-l dao
heyin
gotoxyienl =~ 3,10+ U
gotmayteolb~ = 15, 10 = preadtbifn
potoxyivol v |+ 23, [0=1Ereadichiy
potoys (ol =45, 10+ readtd] i 3:
= -l

end;
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EIE]

_ beyin

potoxy(cal+25.10+nprendinln] )

gotoxy(cal + 35,10+ n)eud(blnfi

gotuxy(eel+45, 10+ s)irendidng):

utoxy(23,24)swritel " Par continuar pmume \u.ulqum techst )'

potoxy(60.24); ons s = mull,c).
end;

proceduce Ma |Ir|lTr|d|.iynmd
begin
betal 1) 2= b1}
i 11| J I|/|.=|.||l|<
Storizm 2R d
begin
e HE hlal <
ramah| lulhi - ulil‘
end:

end;
end:

procedute Resultud

trr e 1tunde
begin :
POXY{25, 12 +n=inwnitels| .,
end;
eO1oXyI60. 24 jicunt 2 = readhey:
end:

begin
Inwmhiz

Rexsultada;
end.



| SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES '

En esta seccion se verin de los métodos para solucionar sistemas de- ecuaciones no lineales

(algebraicas o trascendenies), D_iChqsi sistenas “surgen Teciientemente ed la priciica.” Las

técnicas que se verdn son seneralizaciones de algunos de los métodos aplicades a 1a solucion de

una sola ecuacidn no lineal,

Estos métodos son en principio, aplicacionds a sistemas de n ecuaciones con n incognitas.

X Xy e x) =0 k=12, ..,n
en el caso que n = 2 tendremos un sistemaerle dus ecuaciones y dos incdgnitas
¥ = a1
la generalizacién a n ecuaciones y n incdgnitas deberd ser directa una vez que han sido captadas
las ideas fundamentales. Ahora. asuiniendo la solucion al sistema anterior en forma vectorial

tendremos

. _ f,(x,..m)]
o = [f:(xi,x;)

La solucion del sistemit se pucde considerar como un procese de dos pasos: primero
encontrar las curvas solucion en el plino (xan. 7 = (Ix.x) ¥ 2; = Gix.%;) ¥ segundo

encontrar los pumtos de interseccion de estas curvais solucion en el plano (x;,x;).
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.-En principio. el méiodo de Muller y los métodos de Newton de alto orden extendidos son

buenos, pero la cantidad de trabajo a desarrollar se incrementa ripidamente con el nimero de

ecuaciones 'y por eslo su uso se hace limitado.

Los principales mélodos para sistemas de ecuaciones no lineales estdn basados en modelos

lineales tales como el método de Newton-Raphson o el método de la secante.
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METODO DE NEWTON

Consideraremos el problema de la solucidn de sisiemas de ecuaciones, de manera similar a el
método de Newton-Raphson para una ecuacion. *Hay mds de una manera de ver y derivar el
método de Newton-Raphson para resolver un’sistemu de ecuaciones no lineales.  Aqui,

comenzaremos una derivacion analitica, y entonces daremos una perspectiva geométrica,

Aplicamos el teorema de Taylor para: funciones de dos variables para cada una de las

ecuaciones f(x,, x;) = U. expandienco f{w) alrcdcdbr, de x,tparai = 1,2

S : ar, (x,}
0 = fifa) = £,(%,) (o, & ("Az:x:.u) —:ng—"
PR ST L
- %[zn,-x....) - le EAGE

con { en el segmento de linen.entre X,y o lgsflérn{ihos de.segundo orden,

obtendreimos {a siguiente aproximacion

f, (%) L, (x,)
0= £(x,) ~ (a,x) ldx.‘ (o -X0) ldx, -

] etk i af, (%)
0 = Li(x) = (&, x,) —ox, (@y=X20) 0X,

en forma matricial

o= L(x) - F(x,}{a-x,)
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con F(x,) come la matriz de jacobiana'de I dada @ofnu, SR

La aproximac on x1 debe ser ' mejoramicito de x,."x. es escogida lo suficientemente

cercana a a.- Eslo nos lleva al

método iterative : S e .

X, sE P £(%), onz0

Este es el método de Newton para resolver ¢f sistema no lineal f(x) = 0.

Actualmente en la prictica no se obtiene k1 mauriz inversa de f(x), particularmente para
sistemas de mds de dos ccuaciones.  En cambio, resolveremios un sistema tineal con un término
dc correccidn pari x,

fx) 6oy = -fx,)
hY

el = N T Sy

Esto es mds eficiente en tiempo de cilenlo. requiriendo tantas operaciones como unas tres

inversiones de f{x,).
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la dérivacién g'o'mérlric"n para’ iEyS’IEinélD(jl‘!yQS analoga al méiodo de Newton-Raphson,

La grdfica en el‘espacio de la ecuacion. E

g : - : : ar (x ¥ : ar (x,
) o) S e, SR s p,n)

: es .un;plauo que es angente.a la grifica-de 2 = (x,.x,) en'el punto x, para i = 1, 2. Six, es
cercano a a, entonces estos planos tangentes deben ser buenas aproximaciones a las superficies
asociadas de z= [(x,.xy). paria X = (X;,X,) cercana i a. Entonces 1a interseccidn de las curvas
cero de fos planos tangentes z = P (x,8;) deben ser unit buena aproximacion a la interseccidn
correspondiente « de las curvas cero de Jas superficies originales 2 = f[(x,.x;). Esto resulta en
la declaracion de la expansion de Taylor hasta ¢l segundo 1énmino de Jas dos ecuaciones no

lincales. La interseccion de Ias curvas cero de 2 = (x,,%5), es i = 1, 2, es el punto x,.
A2 1
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METODO DE LA SECANTE

El mélodo de fa secante para alswmd: cie e«. uaciunes se oblieng por una extension directa de la

idea de una ectncldn - i unbargn. leu no oy l.u\ ficil-como para representario en formulas,

S0 cn pnldbms. En-el k-dstimo paso de iteracidn habremos

y dc ml mancn dcac ibi inos.

: guardado X x‘... PN P'lr.LCn("l Tuncion £(x) determinamos el plano que interpola fi(x)

en fi{x,;) paraj 1.3, Soh s ast-los B plings son ealeulidos para un modelo de n componentes

C-de ,f(x)','c:ld;kplnnorrequiﬁerc'In'soluc‘u}u de n+ 1 ecuaciones lineales con n++1 variables.
Entonces se résuelve el sistema fineal de 1 x 1 obienidu al colocar estas funciones lincales
iguales a cero simultineamente, esto.es, se localiza ddénde se intersectan los planos
simultineamente en cero. La solucion de este sistema es L siguiente iteracion x,.,. Tamo este
método como ¢! de Newton-Raphson requivren resulver n ecuaciones en el dliimo paso de cada
iteracidn.  Esto significa una gran cantidad ke trbaju, pero esto es inherente utilizando ¢l

modelo lineal,



CAPITULO VII

AJUSTE

DE DATOS




AJUSTE DE DATOS

El andlisis de muchos problemas en ingenieria quimica consiste en la wiilizacidn de datos
experimentales para veriticar teorias o desarrollar 1ormulas empiricas. Con frecuencia algunos
de los datos puntuales son imexactos y deben encontrarse métedos que permitan elegir

informacién adecuada con razonable certeza,

Se puede adelantar mucho en el anilisis de los resultados o datos representindoios

grdficamenie, eligiendo las coordenadas adecuadas ¢ inspecciondndolos visualmente.

Los resultados experimentales pueden utilizarse ambién para determinar un valor medio
de una variable, o un conjunto de datos puede integrarse para encontrar un valor total. La
determinacion de una velocidad media a través de uni seccion transversal de un tubo o pieza de
una instalacion seria un ejemplo de! primer caso: v lu prediccion de una composicién acumulada
a pariir de un conjunto de valores de composiciones puntuales seria un ¢jemplo del segundo

€aso.
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POLINOMIO DE INTERPOLACION: - :

La interpolacion polinomial se usa cuando los datos san exactos. Suponiendo que los valores
de x, en un conjunto de datos {x,.3) dado. donde | = VI. 2, 3. ... n. posiblemente equidistantes
o espaciados en donde la interpalacion lineal no tiene la aproximacion suriciente para nuestros
propdsitos. En tales casos tomamos en cuenta una herramienta bdsica para encontrar férmulas,
este método es el de coeticientes indeterminados.  Este supone Ja forma de la respuesta, y las
condiciones en la férmula determinan ki forma de los coelicientes arbitrarios, es decir, determina
un polinomio que pase por los puntos dados. Por ¢jemplo. dados n+1 puntos (x,.y), i = 1, 2,
.... i+ podemos accesar un polinomio de grado n
"
PIRY =3, « X - &Rt v .. e A X8 ¥ oa K

k=0
para los demds datoes {la forma del polinomio tiene n+ | coeficientes para ser determinados por
las n+1 condiciones) la condicion de que el pulinomio P,(x} pase por ¢l conjunto de puntos
(x,y,) es

¥, = B, =)":a. b, o i=1,2, ..., 01
payd

las n+1 ecuaciones determinaran a los coeficientes a,.

El determinante de fas n+1 ecuaciones originado al evaluar en cada punto ¢l polinomio
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de grado n ¢ igualar este resultado al de |a: funcidn dada para:este.punto, se conoce como

determinante de Vandermonde

teniendo en cuenta que el determinante no podri ser cero si X, < >x para i <> j; a partir de
esto, siempre podremos resolver para ¢l i v wndremos uni solucion a el problema de
interpolacidn para polinomios.

Si resolvemos para el &, usando determinantes, substituimos el resultado en el polinomio

y finalmente rearregiamos adecuadamente, obtendremos

y 1 X xi ves X!
Y, 1 X X3 P * |l .
Y. 1 .- Xy

Podemos ver directamente que ésta es la solucidn, expandiendo a los elementos del
renglén superior, se (rata obviamente un polinomio de grado n. Si x e ¥ toman os valores de
x, e y,, entonces dos renglones deben ser idénticos, ¥y de aqui que of determinante deberd ser

cero. Esta observacion muestra gue el polinomio pasa a traves de los puntos dados.
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Algoritmo:

Para. evaluar los coeficientes del. polinomio: de interpolacidn P _en los (n+1) puntos

dIStinos Xgi vove-X, Para‘a I'unci;dn [

Entrada; Mo‘dcloldcl 'pdl‘in'dmié

i,X;

LI TETNE I N

nimere de datos n: datos &, & x,, dependiendo del modelo,

Salida: Los coeficientes del polinomio.
- Paso 1 Sim = 1 entonces realizar paso 2 si no, pase 3
- Paso 2 Parai = 1. ...om

Paraj = |, ....nn

Tomir A, = 2!

Tomar a, ., = ¥,

Paso 3 Parai = |, ....n o . . [

Paraj =2

Tomar A, = X4,
Tomar a,, = |

Tomar a,,., = ¥,

Paso 4 Resolver sistema con Gauss-Jordan
Paso 5 Salida (Para i = 1, ..., n+ 13 Imprintir a,,..)
Termimur,
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begin
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end:
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procedire’ Intercambr;

beyin
torj:a kendo
it uljk|-< >0 then
heym - o
it <> L theny
e .
o ko= | odo
Iy .
N A
alali=
ulk
end;
PuesaGiy
cend
el o -
) PG,
end
emdi

procedure Gausondan:
begin
far k:= {ondo
hegin
Intercimbie:

function xetarg @ reuls pot @ integer) @ reul:
vur v i orealy
sign D mteger:
hepin !
itpot m Uthen v 1= |
wlre
itarg > U then v z= Expipor~h
wlve
g

= -l
1t nddiabsipein) then R -
VR g Expipalmlinadneane sy
chve
v r= Exptpor=latibstarg bz

end;
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end:

procedire BrovesnA;
begin
Fori = 1 un e
hegin
Forgi= 1o ndu
= el X[thi-1):
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- abnil = alilak
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begin
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end:

LO10XY{60. 240 i = sendhey
end:

bezin
Cupturu:
Provesa:
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331



POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON

7

divididas en orden’ ascendente, y €ntonces resolver para y en pasos sucesivos hasta que se

encuentren tantos 1Erminos como

F(x,)

tomando la definicidn

e i ’
£lx, x,) -"—(r-;‘-—_-—f—:-{i‘—’—?-, xorx,

en la que T[i.'x,,} “se’ denomina -primer cociente incremental finito o finito de primer orden

respecto de los argumentos x, .

Con el fin de permitir aproximaciones anilogas para derivadas de oreden superior, el

concepto de cociente incremental s¢ amplia de Ja forma indicada en la siguiente abla

U
o
(%1



ORDEN DIFERENCIA

0 HEN fix,)
1 £I%,,%,} £lx) - £(x,]
__-;I___. " -—
2 Eix0 %, %] fIx,, %] = £1%.,x,)
""" . T
n E{R, oany %] £02, oo, X1 = £[%,, .., %]
X“ _:. x, T

Definiendo al cociente incremental de orden n como:

FlX, ovrs %) =Z__'_“ﬁ.).___

e n tx, - x;1

Donde fos n+1 puntos base esten definidoy coma sigue:

=
A=Ay
X = I18,)
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D txs xx) Elxs, %0 %,) ~
I +Rlx)

aproximacion.

Algoritmo:
Para obtener los coeficientes de diferencii dividida del polinomio de interpolacién Pen

los (n+1) puntos distintos x,. .... X, para i fuacion 2

Entrada; nimere de puntos n: los valores de s, 4. X,y de i), oo fix).
Salida: Los coeticienies del pulinminiv inerpolante f,o.
Paso | Para i = 0 hacer

‘Tomar f,, = {(x)
Paso 2 Parak = |, ....n=l realizar . ... ER -

Parai = 0, ... n-k-1 hacer

Piso 3 Salida para i = 0, ..., a-1: hoprimir £,)

Terminar,
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Program Pulinamic_Fund:
uses etz L i

Ve Xq bx: nrmy 10,.201 of renl;
-+ Ft ey [0.,20,0,,20F of real;

Cforiielo
begin:

LT il 0
el

procedure Captura:

beyin
cleser:
potony{ 23 4 wnte’ POLINOMIOQ FUNDAMENTAL DE NEWTON');
rotaxy{25. 7 pwniter Sumioiire loa myhentes datos'y
goroax (2910 wntet Nimeto de Jdwtiss: n = 'k
gutoxy (3 L0y reindtn);
gotoxy (212 nwntef ‘Presone cuabyuier tecky pana continuar');
polous{ 2E6U)e: = reihey s
clawr
yatoxy( 1, 10)cleenl;
2OI0ay{ 25 2ha nter Sunimite los sigurentes datus’y;
gotoxs{ I dEwme’y 1y
tory = Uton-l du

1oxy (30,6 = ireubiaf 1))
poroxy(d3.6 ~ ireadadsliy
end;
potoasf 21,20 wrne( Presone cunlguier tecli s continuar’);
rolosy (21,000 = readheys
end:

procedure PFNC
begin
cleser
fon 1= U Al do
HO.i := nlil:
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MINIMOS CUADRADOS NO LINEALES

El métado de minimos cuadrados es uiilizido en sitaciones. donde hay muchos méds datos

disponibles o condiciones a satistacer gue:parimetros a- ajustar.  En la aproximacién por

minimos cuadrados se utilizan con mis frecuencia polinomios que modelos lineales, ain cuando

en ocasiones alguna famikia de rectas” puidd daruna buena aproximeisn.

intentamos cuantificar alguna’ cantidad x v renlizar m medidas .

En ¢l grdfico-de'ln ;ig\lic(ll'e:pﬂgnlln no’s¢ observa a x, solamente las

errores de medicién ¢, qslb es, ‘nosuirqs vemos:

=2 n

+ viendo a'e, como "raido”. y'a x como &l Valor verdadero,

En la prictica

medidas x; con

El principio de la condicion de los minimos cuadrados consiste en el mejor estimado de

x siendo ese nimero ¢} que minimiza a suma de los cundrados de las desviaciones de ¢l dato

-ealeulado respecto al dato real.

f(x) =

L - L )

minimiza



MINIMOS CUADRADOS NO LINEALES

Y



- En el ‘andl

inal, la-atilidad de-esiepolinomio’ depende-qué tan'diil sea el resuliado

oplcniddien':ia' ﬁﬁélicﬁ‘y‘ quE tan_ficilmente piicd._

vicion de que el promedio es el -mejor estimado.

El scleccinn;vr ¢l promedio como ¢l ﬁlepr \;llur ¢s muy comun en la prdctica en muchas
situaciones. No obstante. es inapropiado en algunis otras.  Probablemente 1a mayor falla con
este ‘método es que una medicion sencilla- muy . maliy puede distorcionar grandemente los
resultados, ya que ab elevar fas desviaciones al cuadrado. dicha medicion nos dard un termino
que tendrd una parte dominante,  Por'ello debe tenerse mucho cuidado al utilizar este métoda,

siempre se deberd revisar si alguna o algunas mediciones se disparan.

Cuando ¢l nimero de puntos. es ng:lmle.,el pulinomio de grado n se podrd representar
como
y=a,+ X+ ...+ X"
v el represeniar los datos exactamente por esie polinomio. no solamente resulta laborioso y
puede ser infruciuosy para dlos experimeniules que contienen invariablemente errores siendo
mis sensible al tratar de represemar fos datos aprovimiiunente por alguna funcion y=f(x), ia

cual conticne pocos parimetros, estos pardmetros pueden entonces ser determinados de modo
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que fa curva y = f{x) adecie los datos “de la mejor manera posibie”: el criterio en cuando a que

constituye “la mejor manera posible” es arbitrario.
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MINIMOS CUADRADOS LINEALES

Este método us un caso especial del” método_de ‘minimos. cuadrados ya que 1o que busca es

encontrar una ifnea recta o mejor dicho:la recta . que-mejor se aproxime a los datos, entonces
tenemos
pah un conjunto de datos X,y

minimizar la funcion de dos variables

E_(a?bx,-y,)"

para minimizar, aplicamos e) método de. ¢ileuio

Mcaa.'b) = 2Y (a-bx,-y,) = 0

]
df(a,b) _ Che v s
S 2¥ ta-bx,-y)x =0

dividimos por-un factor de 2. ¥ reescribivido, sbitenemos

ay ~ by x, =Yy,
ay x - by Xl =Y x, ¥

ilmente pary 1os pasimetros a y b, De esta manera obtenemos la

esta ecudcion se resuehve

linea recta de minimos cowdrados para los datos.

[}
'
19



Algoritmo:

. .Para cvaltiar los’ cou|

Salida:

Paso 1

Paso 4

Paso 5

Los coeficientes del pulinomiﬁr
Sim = | cntonces realizar Paso 2 sino. fnsd}_
Paso 2 Parai= L..n :
Paraj =1, .,.n
Tomiar A, = [
Tomar a,,.., =.v, -
Paso 3 Parai = 1,
Paraj =2, ...n
Tomar A, =\,
Tomar a,, = |;
Tomar a,,., =y,
Resolver sistema con Gauss-fordan
Sulida (Para i = [, ... n+ 1 toprimir &,,. )

Terminar,
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- Prgium Mimisnuos. Cusdrada’s pari; Modelin, L
uses.Crt;- 7507 :

con’ Ordenieds al angen’:

; -urney:10,:20.0..20 ot
¥ suemy | 1.230] ol req

el 224: : o : <
T e Tipa : e

provedure Tincihiza:

o .

en
O et 0
Op =t
AA 1w O
(LT
Uy
cha{Q)
11020 du
bepin
T [1 5L 1
- Ml = b
end:

1 20
bt Ul

procedure Deswion:
begin
gotoay (4. 23 e Tapu:
W{Tipe > "yor (Tips < “Fythen
hegan
oty 28 21 TextwolortOn Texthackynmnd( 75
2oty 2520 RwiiecC Lt openn dihe ser
Loy 60,2 extvolor 75 Teatha,
oty (=34, 23 pneadt Tipag;
Destewm:
end
el
hepin
W tipo = 1" then Op
i upu = "2 then Op
end:
enl;
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procedure Captitra:
hepin
clmr.

'nulx)(]] ! \\m:( Tmude modedaz’);
Sptox H27 03w nre” I,- Con bedemadi ul s
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ity = | thew

beym
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PNy (04,9
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beyin
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g
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DUERER RUE
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eml;
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POl 25, wntet MININOS CLADRADUS MUDELO LINEAL'R

FOIOWI26. 20 ke l\h!drhl Lihetsajeh:

otony {2040 nte Matnz ampliada el sistenia de ectnnmes');
end,




procedute’ Proveso: ;
begin - Lt :
Lt fisTne ) sll)!ylllu hdae

n - 3
< >0k then s
begin

end;.

priedure Intescamhio;
beyin L RS .
for jt= Kiondo .
ialrk} €> O'then

hepin SRR
Uit €S K then
E - hepin
forvi= huns o
hegin )
AA
.
alk
el
Plines,
&N
wlse
Proses:
end;
emd: - -
procedure GatissJondan;
begis
fork =1 wndo
begin
Intecambio:
end
end;

privedure Mo Cuntrados;
ein
mi= v
wep <> 0 then
begn

=4 ende
lor o= 2ep do

Ml = ali-dal “albal,
il
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procedine Restiluha
Fin
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torya= il do
begin :
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Iegen

golny (- n.ho |"-n »\m:( WLk
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foroze |3 dy

teyin . :
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Loy (20 24pwniet Presione virlgines ml.n pari R ”
gy (00,240 1= rentheys
end,

Captuny;
MangnosCuindiadus:
Resultadar,

end.




POLINOMIOS ORTOGONALES

Se consid?m el mélodo de minimos cuadrados para ajistar un conjunio de datos, también existe
el preblema para aproximar tunciones. Consideraremos el segundo caso cuando la aproximacion
de minimos cuadrados es llevada a cabo subre wn intervalo [a.b)]. * E intentamos primero
construir un conjunto de polinomios Pyx), v L. Py(x) tal que cada uno de ellos sea
ortogonal a todos loy demits en el conjumo sobre {a.b] relivivo a la funcion peso especificada
w(x) la cual es no negativa en el intervalo. Esto es conveniente para formular que P,(x) es un
polinomio de grado n. ‘EI problema se podrid resolver, en particular, si considerambs un

polinomio de grado inferior a n entonces P (2 es un polinomio de grado n.

i
ll/(x)P"(.\'))"(.\')d.\' =0 [E8]

donde k > n, ademds wix) = > 0y ya que yu e un polinomio arbitrario ortegonal a todos los

demds que son representados por Po(x), puede ser eserito COMo una suma de yo, ¥y, ... ¥, €00

r>k. De acuerdo @ 13 necesidad de expresarlo dy una mejor forma, integramos por partes n
veces, wilizando e} factor y,**=0. Para este proposita presentamos ta siguiente notacidn

d* U, (x) (21

P =
w(x)P, (x) T



de este modo adquiere’ T forina -

{5}

er (3)'pc.1r alrgul\os valores de
oy '
=U(fa) =U,(a) = ... =0y ""a) =0 ) y (1)

SULR) = U(bY = ... = U (D)
" De égte modo si, para cada entero n, y (7) podemos obtener una solucién de (5) la cual
satisfaga (6) v (7). el endstmo miembro det conjunto requerido de funciones esta dado por (4).
La homogeneidiad tle estas condiciunea, sirve @ fin de que cada solucidn pueda contener

una constanie multiplicativa arbitraria, 8¢ sabe que ¢l problema asi formulado realiza
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efectivamente la posesidn. de una solucisn (no terminal); igual culalldoéqu b son infinitas, bajo

la suposicion que wix) = >0 en el intervalo v que S

existe para todos los valg

(8)
t9)
- “T(10)
Iw?f ax
donde
J'up;‘ dx (11)

a pesar de que ¢l numerador en (1U) depande de 1. ¢l denominador «, es independicnte de f y

puede ser determinado de una vez, ¥ para todos.
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si escribimos
(12)

“de rﬁodq tal'gite

y por lo tanto si

[,,‘(})é.'_(x;xla.\- c0,ir0, 1, i n-1 (13) -

lo cual es equivaleme a (1), podemos deducir que

[ St K
1, = 4, Ix" w(x)P,(x)dx = A, J’){" U (x)dx

Mediante inegracién por partes n veces ¥ haciendo uso de (6) y (7), esta relacién tiene

la forma convenieme

" "

v, = [u(x)pj(x)ax = (-1)" nly, [U,(X)dx T (14)

donde A, us el coaticiente de ¥ en Pa).
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Se advierte que el problema especificado por :(8) y.(9) puede ser generalizado de la

amenie 10 piieda ser aproximade satisfactoriamente

siguiente manera. -Puede ser que f(x) sé:gci’l

sobre [a.b) por un pofinontio de b‘:yju gr.jd o pkxedd:éncontrarse una cierta funcida, v(x),
conocida tal que la relacidn fix)/v(%) pueds

determinamos los coeficientes del polin

(15)
de modo que.
© 118)
la ortogonalidad de lus polinomios relativa a w nos conduce al resuliado
5 :iji{;’,ﬂdx’ 7
S Evb

Esto es. ver que (16) es equivalente al resubtado de minimizar el cuadrado del error (f-
vy)': con la funcion ponderande w/vi, Frecucnteniente se selecciona wix) = v(x) con buenos

resultados,
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SUAlgoritmos .
. Para determinar los coeficientes i, ... a, ¢ek polinomiv de minimos cuadrados de grado

m, dado in conjunty de n+1 valores (X, 100 oy (Nal00D0 ©

-7 Entrada: mimero de pares de daios n:

dalos x; ¢ v

Salida: Los cdcﬁcicmr.‘s del pe

Paso 1. -~ Pami L realizar

Tomar P,

‘Pase 2
. Paso.3’

Paso'd :

SRRty fi‘unﬁr_-y; SUIRAIS) s Ni=0

: l;;lrn i = I."“..n reitlizar )

. » Tomar acum = i\;.'lllll NP P,
Tomar s1 = sl + 1, ,, o

Tomar 8, = acum‘sl:

Para i, ....o0 hacer

Tomar P, = (x - 5,05 ,, - 60~ Py,
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Paso 9

 Tomar st = 0
: Paraj =.0. ... m hacer

sl =5l + D, +p,

Tomar acum = acum + (y, - s1)°

Sulida (Para k = 0. ... ¢ lmpﬁnlir D,)

Ternsinas,
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Peogram Minimis Cundrd Poli O

var i), K, mon e Integer: : B A
sumit, §)§ reali .
Gamma, Diefia, Duavy : wrmy
P 2 wrray 0, 10.1..20) o rea
i char;

* procedure Incmbizaz
bepin
im0

Shi= O

© = char(Or
tari= | 1020 do
hegin
Gumnufi] c= O;
Deltals] := s
Dlif =0
A =

= U

Ot 10 du
forjis w20 de
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CONCLUSIONES

La presente tesis inicia con una introduceion bieve sobne varios temas que son fundamentales

para una mejor comprension de fos méiados numdricos.

Para conformar este trabajo se considerd li necesidad de implementar écnicas numéricas
que nos ayudarin a reselver los problesay que'se presentan tanto durante la carrera, como en
el gjercicio profesional ¢k la Ingenieria Quinticu, de ticuerdo 3 esto se seleccionaron las técnicas

mds 1tiles para nuesiros requerimientos,

En el proceso de programacion ) eadificacidn es de suma importancia seguir una
metodologia, parienddo de wna base tedricy gue nus dé soporte pard la creacidn de un algoritmo
6 secuencia 16gica para realizar el proveso y su represeniacion en lenguaje simbolico {(diagrama
de flujo), los cuales nos permiten coditicar el programa en cualquier lenguaje de programacion,

dando a estos elementos mayor relevancia por su dinamismo,
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siguientes criterios: ™

© Convergenchi: Segurichid ¥ ek pard encunizar Ia raiz.

Rapidez: - <" i ‘El-mendr HnEro o il-;'mcinlles. reduciendo el tiempo de proceso.
Toleranciaz . Asignar el valor adecuado tl yue la aproximacidn a la raiz esté dentro de
‘ Fa precision deseada.
Funcidn: Que sea reducible w cero ¥y pueda reescribirse  mediante
manipufaciones alucbraicas.
Estabilidad:  La no acumulaciin y propagacion del error dentro del proceso.

La convergencia v rapidez se ven areciaday por virios aspectos:

La tolerancia. generalmente cuanda datie o muy pegueiia se refleja en un gran nimero

de iteraciones para encontrar Ky aproximagion a ki solucian, lo cual nos dard un mayor tiempo

de proceso. Por otro lado una olerancia grande podrin hucernos pasar cerca de la rafz y seguir

de frente, es decir gue el método dive

La lentituel propia del método en cuanio a op=racivies gue se tengan que realizar, aunque
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sf converja-a’la solucidi,

< Queel método sea deficieme.

_del.-método. | -

inalizar sugiriendo una o mds téenicas

roblemas Telacionados con esa drea,

Interpulacion de Lagrange,

Interpolacion en dos variables.

Interpolacién cuibica por segmentos.

Para el tema de resolucidn de ecuaciones aigebraicas no lineales se toman en cuenta los
aspectos anteriormente expuestos.  De este modu sugiero ¢l método de Newton con 1a salvedad

de que la derivada de fa fuacion no sea compleja.

En cuanto a integricidn recomiendo eb método de Romberg, aungue requicre un poco mds

de tiempo, pero es wids exacto.
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Para resolver |

métodos;

ce’necesaria la distincidn entre

. den‘mayér'é 30); para las

Por otro 1ado ¢n sislemas de ccuacione

Newton-Raphson haciendo ka misma adverten

Y para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias ¢f método de Runge - Kutta de 4°

orden y 7 constanies,

En el capitulo de ajuste e datos se esponen téenicas para ubiener los coeficientes de una
ecuacitn que aproxima a una funcion representinta por datos, en este tema aconsejo el método
del polinomio de interpolacion y ¢l método de minimos cuadrados para modelos de polinomios

ortogonales.
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“.-.Es imporiante notar que tambitn s pueden obiener mejores resultados al implementar
dos o mds métodos, como en alginas de las tenicas presentadas (Método de Romberg, Métodos
multipaso, Métodoy prediciores-correciores).

La codificacian 1a desarrollo en base 21 |as cualid ades del lenguaje Pascal {Turbo Pascal):

-7 ‘Transparencia; pucs permite escribir'prog‘r.ui 16t mente claros en su propdsito; Seguridad,

por la facilidad en k1 deteccion de erroresy’y i, por 1a estructura de su diseo.

Finalmente en la seleceion de’ ¢l mdtodo”jira I resolicion de problemas a través de

microprocesadores. se liene que 1omar. e ctivn fenids de lo anterior, las caracter{sticas del
prablema y el tiempo de proceso pues est iéenica puede ser usada varias veces por el programa
principal incrementado el tiempo totat de ejecucion,

Asi pues, creo que este (rbajo resulta de pran valia tanto para los estudiantes como para

los profesionales de ia Ingenieria Quimica.
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