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INTRODUGCION ¢

.+ En  ocasiones al observar fent aleatorios es contar con un método
“que ?yude a decidir si el fendémeno bajo estudio tiene cierta regularidad en el sentido de que

sea posible asociarle alguna distribucién de probabilidad conocida.

Uno de los pr 13 en inf i es el de pruebas de

hipétesis; en particular aquelios en ias que no solo se desconoce uno o varios paramelros de

la. distri én de pi i sino la dislribucién misma. En esle caso se liene un
problema de "Bondad de Ajuste” y es usual tomar a la familia de distribuciones como la
famila de todas las distribuciones continuas o de todas las discretas.

Hasta el momento, gran parle de los mélodos para probar Bondad de Ajuste han

sido desarrollade para el casc en que la familia p ica de distri es una

subfamilia de las continuas, y en el caso discreto no existen resultados analogos al anterior ~
en igual nimero.

Los métodos utilizados para Bondad de Ajuste en el caso discrelo, son pocos y en

h

casos req 1 de agr i de los valores en clases arhilrarias como el caso

de la Ji-cuadrada de Pearson, Ei uso de la Ji- cuadrada "necesita" agrupar los valores de!

recorrido en celdas para que la apre i istribucional da sea y ésto
representa clerta desventaja, aun asi ha llegado a ser una de las mas ulilizadas en la
estadistica aplicada.

Dentro del caso discreto, se cuenta también con la version Kolmogorov-Smirnov
aportada en Pellit y Stephens (1977) que requiere que el agrupamiento produzca clases

equiprobables, ademds esta prueba no es I lante ante posil reagrupar

Ri se tiene la prop aportada en Kocherlakota y Kocherlakota (1986) y

extendida en Rueda ef al (1891) con base en Ja funcidn generatriz de probabilidad empirica;

no obstante el caso discreto esta poco estudiado.



: ) El problema Hé bondad dé ajuste se puede ver como un probl de
: prﬁé}ﬁ cié‘hipé;les{is, 'y p’arzri e‘ste ultimo se cuenta con un criterio de rechazo clasico conocido
como método de Razén de Verosimilitudes Generalizadas (Likelihood Ratio). En el caso
. cdﬂlihuo ei uso del cociente de verosimilitudes conduce a una Indeterminacién (el
< 'dendinihédor es infinito, pues, el supremo sobre la alternativa es infinito), pero en el caso
discreio el cociente de verasimilitudes si esta definido, aunque ha sido empleado Gnicamente
pa}a una distribucién discreta con soporte finito y suponiendo observados todos los valores
del recorrido.

En el presente trabajo se analiza el caso discreto y se discute el uso del criterio de

Razén de Verosimilitudes Generalizadas. Se proponen dos p
de ‘este criterio, {a primera es llamada KL, con base en el Cociente de Verosimilitudes
Generalizadas y la Divergencia Logaritmica Kullback-Liebler, y la segunda denotada por C,
que es una combinaclon via Bonferroni de K7 y otra estadistica llamada S que es la suma
de probabilidades del recorrido observado, dando igual peso a ambas. Ademds, se comparan

con los rep previ en O' Reilly £.J.(1991) para un

los p
estudio para el caso Poisson.

El caracter de este analisis es de naturaleza exploratoria, donde la exactitud de los
niveles de significancia son reportados por medio de simulaciones Monte Carlo ejemplificado

para el caso Polsson unicamente, aunque el pr i > se puede a otras

distribuciones discretas.
Para el presente trabajo, fue necesaric un equipo de computacidn (486/33) y el uso
del lenguaje de programacion FORTRAN 77 ver. 3.2, utilizando cierlas rutinas de! paquete

istico IMSL. Se p material deri de los m i preliminares

y en clerta forma, en la aponacién final, los resultados resumidos en tablas de las

{aci jecut por los prog




‘1. GENERALIDADES SOBRE LA INFERENCIA ESTADISTICA

: 11 Gonceptos Preliminares

& -Parece una preocupacién natural del hombre la bisqueda de mejores explicaciones

al p de fend de I impr l [ lo reducir esta

incertidumbre y sus efectos, y de ser posible, predicci relati
Como una al de fe calificados de aleatorios surgieron

los modelos probabillsticos; ante un fendmeno de esta naturaleza a lo mas que se puede

asplrares a el modelo pri que lo representa.

Se podria decir que la inferencia estadistica estudia algunos aspectos de los

fendmenos probabilisticos. Sifa ley probabilistica que rep ta a cierto 6 10 all
es ida, la no tlene cabida alguna; ésta se uliliza sélo cuando la
ley p illstica bajo ideraclén es total o parcialmente desconocida. El grado de

desconocimineto de una ley probabilistica se va reduciendo mediante un proceso de
observacién e inferencia que concluye con un modelo mas preciso.

Asociado a fenémenos aleatorios existe la nocién de variable aleatoria que no es otra
cosa que una transformacion a la escala real del resultado aleatorio {(evento). Dado un
conjunto £ , una o-Algebra A de subconjuntos de € , y una medida de probabilidad P

sobre A , de pr idad y denotado por (Q,A,P) , una variable

aleatoria X es una funcién con dominio en Q y contradominio en los reales. La funcién X()

debe ser tal que el conjunte A, = { 1&1 X(w)sr) pertenece a A para todo namero real .



Una aleatoria d X sobre un espacio de probab (Q, A, P) es una

* funcién con dominio en 2 y con en’un conj finito a lo mds numerable de

-.numeros .reales. Una variable aleatoria continua X sobre un espacio de probabitidad

(Q,A,P) es una funcién con dominio en £ y con contradominio igual a uno o m4s

"intervalos de a recta real.

Por construccién el valor que toma una variable al es de t

P P

aspirar sol, +.4'a conocer las probabliidades con las que tomard

" clertos valores,

Observe que una variable aleatoria X Induce un espacio de probabilidad en el

to de los nu reales, Al con variables se puede al

espaclo de probabilidad inducido sin necesidad de referirse al fenémeno aleatorio que dié
lugar a la variable aleatoria. Una variable aleatoria queda completamente especificada si se
da por una parte, la coleccién de los valores que puede tomar, y por la otra las
probabilidades respectivas. La ley probabilistica asociada a una variable aleatoria se conoce
como su distribucion,

La funcién de distribucién de una variable aleatoria X', denotada por G() es
definida como aquella funcion con dominio en los reales y contradominio en el intervalo [0,1),
que salisface ; Fx(x) = I’[X < x] =P{w] X(w) < x} para todo nimero real x.

Desde el punto de vista probabilistico el objeto deja de ser un fenémeno aleatorio y
se convierte en la variable aleatoria X en si, concentrandose en su distribucién. Si X es
una variable aleatoria discreta entonces su correspondiente funcién de distribucién E‘() es

discreta (/7 escalonada); si X es unpa variable aleatoria continua entonces su

correspondiente funcién de distribucién Fx(') es (F



0o f(x) 20 paratodo x R

[ rde=t

b
i Plasx<b)= Lf(x) dx para cualesquiera @ y b .
A f(x) se le conoce como la funcién de densidad de probabllidad de X

El conjunto de posibles valores que puede tomar una variable aleatoria X es el

soporte de X esto es, el saporte de f (x,0) denotado par SP(f) es definido como :

SP{f)={ x| f(x;8)>0 paraalgin B ® )
Si se conoce F(x)V x € N, se conoce la ley que goblema a X, por lo que en

este caso no hay cabida para la estadistica asi que requerimos de cierto grado de

de . Sup que la distribuclén F es parclaimente desconoclida

q a decir que p a una cierta clase o familia de funclones de distribucién. Tal

es el caso de la familia paramétrica { F(- ;9)| 0 €0) que equivale a decir que se conoce

F(-;0) en cuanto a su forma pero se 2 o) valor del pard 08,

El problema de inferencia se con dos ingr més: contar con
observaciones {muestra) de /' y el segundo con la pregunta que Interesa contestar sobre

F.



Supéngase que de /7 pueden 1 obser

Xi,..., X, que se dicen ser i di e
segin ia ley /7, de la cual sélo se sabe que pertenece a una clerta familia de funciones de
distribucién. Con base en X=(X,,...,X,) el problema a resolver puede ser muy variado
dependiendo de la pregunta que se haga sobre /.

Las preguntas tlpicas que se hacen en un contexto inferencial tienen que ver con

pi de hi y bondad de ajuste, este Gltimo es el tema de estudio en el

presente trabajo.



1.2 Estimacién

La estimacién proporciona una "aproximacién” sobre el valor desconocido de alguna
caracteristica T(F) de la distribucién F, de la cual stlo se sabe que F € [ , donde '
denota a alguna familia de distribuciones; misma que puede ser de distribuciones discretas o
continuas. Si ta familia es paramétrica, la caracteristica t(F) es una funcién de @, el
parametro desconocido.

Existen dos formas de llevar a cabo la estimaclén : puniualmente, utilizando la
informacién de la muestra para oblener un sélo punto que estime la caracteristica; y

estimacién por intervalo que utiliza un intervalo para obtener dos nimeros que se supone

acotan a la caracteristica de interés, En cada caso la esti i6n se hace un
estimador, que es una regla que establece cémo calcular el valor estimado con base en los
datos de la muestra,

Como los estimadores pueden ser muchos, serdn de interés aquellos que sean "los
mejores” y como caracteristicas deseables en un estimador se pide por efemplo el
"insesgamiento” y varianza minima. Con base en X ={.X;,..., X, ) se obtiene 3(F) que es
una funcién de la muestra Xy es por tanto una cantidad aleatoria, por lo due estd sujeta a

una ey probabilistica, En el caso del estimador por intervalo, seria conveniente que contara

con dos prop 3 ala istica ¥ que sea
estrecho. Los estimadores por inlervalo se llaman comumente intervalos de confianza. La

probabilidad de que un intervalo de confianza (cuyos extremos son alealorios; o sea antes de

haber observado la ) al t , se conoce como coeficiente de

confianza 1-¢t. .



1.3 Prﬁebas de Hipétesis

Otro problema en inferencia es el de p de 1 una hipé

es una afirmacién con resp a alguna istica ida de F , esta afirmacién
puede involucrar ya sea algin pardmetro o alguna forma funcional de la distdbucién no
conocida de interés <.

En forma general el problema de prueba de hipétesi: en prop con

base en X:(X,,...,X") un esq o regla de 6n para rech o no rech la

aseveracion GFD .Si F' esuna familia paramétrica, en cuyo caso

F = (F(-0)0e0}, F,={F(-0)8e06,}
F - F,=(F(,0)pc0-0,)

con © el espacio paramétrico y ©, < ©. A la hipstesis /f,: I € [, se le conoce como

hipétesis nul.;a,r y ala hipbtesis H,:Fe ' - ) coma la hipttesls alternativa.

Dependiendo de las cardi de F'y J — [, las hipstesis pueden ser simples o

compuestas.

Las partes de una prueba estadistica son la esladistica de prueba (funcién de la
muestra) y la regién de rechazo que especifica fos valores de la estadlislica de prueba para
los cuales se rechazaria la hipélesis nula. La determinacién de una regi6n de rechazo
adecuada para una prueba estadistica es un problema Interesante que requiere de especiat
atencion. Notese que para cualquler regidn de rechazo fija se pueden cometer dos tipos de

errores al llegar a una decisién: se puede decidir rechazar la hipétesis nula siendo la

is nula fa ( error tipo 1) o se puede decidir no rechazar |3 hipdtesis

nula siendo la hipdtesis alternativa la verdadera (error tipo 11).



o La prababilidad de un error tipo 1 se denola con « , la probabilidad de un e’;rbr tipo 11
" con. ﬂ.by”aml:m:s ‘broporcionan una manera practica para medir 1a bondad de fina. prueba. El

numero o« suele nivel de con la prueba, y mide de alguna

- manera, el riesgo que se corre por un rechazo incorrecto de la hipétesis nula. A pesar de ser

valores p para o , su eleccitn para aplicario en analisis practicos es
algo arbitrario.
Una vez observada la estadistica de prueba es posible, de manera alternativa al uso

de! o, determinar el valor p (p value), es decir el nivel de significancia alcanzado por fa

prueba para ese valor observado de la istica. Esta i es una Que
representa el minimo valor de oo para el cual se rechaza la hipdtesis nula con esa muestra

particular. Su uso es muy socorrido en la estadistica aplicada y se menciona aqui por

p pera en lo se utliiza la nocién del e y el .
Un concepto relacionado para evaluar el funcionamiento de una prueba se denomina

potencia de la prueba, que es 1a probabilidad de que la prueba rechace correctamente la

nula, midi fa capacidad de ésta para sila nula es falsa. La

potencia de la prueba y la probabilidad del error tipo 11 se relacionan entre si

potencia=1-B

En la mayoria de los casos no existe idad sobre sila tomada

H, o no rechazar f, ) es acertada, por lo que la teorla busca métodos para elaborar los

esquemas de decision que en promedio sean . uno de los mas ulilizados

es el de Razén de Verosimililudes Generalizadas.



=7 Considerd |

~ donde 0 €O,

denotada por ° L(B,

el criterio de di

: s'.‘P 8, L(e;;lf)

A= :
Sup o Lie,.fi :

es pequeiia en comparacion con K, una clerta que depende de o, fio del

error tipo I).

Observe que A es una funcién de X, k(x,,...x,,). Cuando las observaciones son

r poOr sus cor I ias .X|,...,X . entonces se escribe

Apor A;estoes, A= A(X,,...,X,,). En realidad A es una estadistica, o sea una funcién

de la muestra.

Observe que: es eq tomar en el inador al Supremo bajo /7,

ya que para A que satisface necesariamente que 0 <X <1; los valores "criticos” son cuando

es pequeiio y en ese caso el der i puede ser do indisti como el

!X denota Ja Razén de Verosimilitudes Generalizadas.
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Supremo sobre H, .0 sobre-H L H;; ya que e} dennmlhédor no puede Ser mas pequefic
que el numerador s{ A <1.

.. En el Coclente de Verosimilitudes para el problema Simple vs. Simple, et numerador

de A es la verosimilitud en F; y el denominador de A es la verosimilitud en #,; de manera

- que se rechazaré H, cuando la verosimilitud bajo //, es pequedia comparada con la

b es C to, el y el denominador son

verosimilitud bajo H,. Si el p

imilitudes g izadas; de hecho el numerador es la verosimilitud maxima bajo H, .y

st es alcanzable se obtiene cuanda B,” es el estimador méaximo verosimil bajo H,.

Para ia mayoria de los problemas, este método praduce !a mejor prueba posible en

el sentido de la p D el método no siempre genera una estadl(stica
de prueba con una distribucidon de probabilidad conocida, sin embargo, si el tamatiio de {a
muestra es grande se puede recutrir a una aproximacdn Ji-cuadrada para la distribucldn de
Al

€1 criterio anterior pone en evidencia la estructura de la regién de rechazo pero
queda por cuantificar "que tan pequefio es pequefio”. Esto es motivo de estudio en cada
situacién particular, aunque en lo general existen aproximaciones derivadas de la tearia

asintética,



2. BONDAD DE AJUSTE

2.1 El Problema de Bondad de Ajuste

£n estadistica paramétrica, cuando se hace una prueba de hipéteéls se conoce de

alar y lo tinico que se

antemano la familia de i que esta
prueba es sl los pardmetros toman clerto valor espacifico o varfan en un cierto subconjunto

del espacio paramétrico. Sin embargo hay si en las cuales no sélo se desconoce

uno o varios parametros de la distribucién de probabilidades, sino que se desconoce la
distribuclén misma. El problema de Bondad de Ajuste es formalmente un problema de
prueba de hipétesis, solo que en esle caso F es no paramétrica y es usual tomarla como la
familia de todas las distribuciones centinuas o en otros casos de todas las distribuciones
discretas, esto es:

Hy:FeF,

Vs,

HI:FEF"Fo

en donde el heche a subrayar es que F es una familla grande; de hecho no paramétrica

(con © de dimension finita) y J, es paramétrica.

€n forma i el tipo de p de Bondad de Ajuste se basa en la
comparacién de los dos de una fa con que se espera
observar si la hip6tesis nula es comrecta, y asi p silos r dos de la

confirman la distribucion hipotética.



2;2 CIa;lficaci;&n de los Problemas en Bondad de Ajuste

Ladnica calgdorizaclbn que se hace para distinguir problemas de Bondad de Ajuste,

‘. dado que F = JF, es siempre no paramétrica, se basa en ia cardinalidad de [ :

" . Problema Simple de Bondad de Ajuste.
Se tendrd un problema simple de Bondad de Ajuste cuando Fo tenga un-solo .

-~ elemento, es decir, Fa = {F,} y se suele escribir como:

dejando Impllcito é1 que: "

K, ema C r“ de Bondad de Ajuste.

Si Fo tiene mas - 'de un elemento y es una familla paramétrica, es decir,

Fn= (F(~ ,B) 1e €@} ‘entonces se dice que es un problema compuesto de Bondad de

7 Aj;:s(e, 0 bien, un problema de Bondad de Ajuste en p la de paré d id

Entodocaso [ — [, sigue siendo muy grande y no parametrizable.

Los p 2 para p de hip6tesis gener no son de
utilidad en Bondad de Ajuste. En principio los métodos para contrastar hipétesis fueron

desarroliados siendo F una familia paramétrica, y cuando F es no paramétrica, estos

métodos dejan de tener sentido en el caso continuo.

2 Procedimicntos del tipo Neyman Pearson.



sl en Bondad de Ajuste d probar Ia hf
;’Hoil,’_EF..; S

VS o
FeF ~F,

H
) slendo [ la familia de todas as dlstrlbucloneé condnuss, utilizando el método de razon de

imilitudes H, sigue siendo no paramétrica y mucho muy grande como

familia de distr la llitud bajo H, es no acotada, por

lo que

Ao Sup o L(G,,}')

- Sup o, L(e,;;

serla siempre cero. Por ello el criterio de Razén de Verosimilitudes no funciona en Bondad
de Ajuste para el caso continuo; y es por ésto que se han desarrollado enfoques especificos.
El argumento anterior, sin embargo, no es aplicable para descalificar al cociente de

verosimilitudes A como criterio para el problema de éondad de Ajuste si [, es la familia de

todas las distribuciones discretas.



2,3 La Prueba Ji-cuadrada de Pearson

En general una prueba de Bondad de Ajuste compara los resultados de una muestra
_-aleatoria con aquellos que se espera observar si la hipdtesis nula es cofrecta. La

16n puede i la clasificacion de los datos que se observan en cierto

numero (K) de categorias, las ias observadas con las

esperadas por cada categoria.

Una de las estadisticas mas utilizadas, ta X? , fué propuesta en 1800 por Karl
Pearson, demostrando que su distribucién se puede aproximar por una distribucién ¥*
cuando ef lamafio de muestra 1 —> o (conservando K fijo). La estadistica propuesta por

Pearson es la siguiente

£(0-E)
xS
27E

en donde O, es el nimero de valores de la muestra observados en la { -ésima categoria y
E, los esperados bajo la hipétesis nula.

De acuerdo con lo anterior la estadistica es {a suma sobre todas las categorias de
los cocienles entre el cuadrado de las diferencias entre la frecuencia observada y esperada;
y la frecuencla esperada. La estadistica anterior recibe ef nombre de prueba de bondad de
ajuste X? de Pearson. Si existe una concordancia perfecta entre las frecuencias que se
observan y las que se esperan, la estadistica tendra un valor igual a cero; por otro lado sl
existe gran discrepancia entre estas frecuencias, la estadistica tomara un valor muy grande.
Por ello se desprende que para un tamafo dado det error de tipo I, la regién critica es el
extremo superior de una distribucién x‘ con [K — 1] grados de libertad.

La prueba X? se usa cuando los datos pueden clasificarse en un nimero arbitrario

de calegorias, ademas es Invariante a los efeclos del orden en las categorias. Como



'desvehla]a plerde informacién a causa de posibles reagrupamientos; esto la hace menos
pederosa que la prueba Koimogorov - Smimov? que utiliza toda la informacién; aungue si fos

datos fuesen p dos {(por ser

g de clases o categorias) la estadistica no resulta

invariante.

En los casos en que deban estimarse r paramelros (porque H, especifica una

" distribucion g étrica con 6 r -dir ionat), 1a aproximacion Ji-cuadrada a la prueba X*

. de Pearson, se modifica dejando [K ~ r — 1] grados de fiberlad, y sustituyendo a © por un

estimador adecuado al calcularlas E, .

Para un 1amailo especifico del eror tipo 1, 1a hipétesis nula seréa rechazada sl existe

una diferencia entre las ias observadas y esperadas; {a decisién es no

rechazar H, (mas que aceptarla) si la diferencia exi: entre las f observadas
y esperadas es, en forma relativa, pequeiia.

Sila prueba se hace a un nivel de significancia o la estadistica X* se compara con

el porcentil (1~ ) de una distribucién X(z,,,.,y

3 Verpagina20 . o e ’ -



2.4 Bondad de Ajusté Simple (caso continuo)'

““."Para llustrar el problema general de d de Ajuste €o ef caso simple

con' F. conlinia, de manera que con base en X:(Xi‘, {Xn)- muestra de F, se desea

“probar’ "

CH F=F
v,
H:F*F

" La idea.de todo mélodo para probar f, , es 1a hip con la

: rép;bséhtados en este caso por Fy y .X .

Asoclada a una muestra, existe una funcién de ibucién Nlamada , que

permite representar la evidencia muestral en forma de distribucién:

i
F(x)= n Jixssy

Observe que F,{x) es para cada .t €91 una variable aleatoria y bajo H,, 1 F,(x)
se distribuye como una binomial con pardmelros 71 y Fu(.r) . Ademés del resultado

ﬂls(ﬁﬁucional que indica e! tipo de comportamiento probabilistico que se espera de E,(x).

existen 5 rel con el p ico de la funcién de la

distribucién empirica.

4. [ , esla funcidn indicadora def evento A.
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 Ellema de Glivénko-Cantelli afirma que, balo H,

sup,|E(x)

f,cuando 1> co pmbabllldad kH estu es, de ser clena Ia

nula Ho~

3 Smimov.

" Ademds de la métrica anterior se pueden obtene

‘Varantes de ésta'y- de otras

posibles métricas para sugerir oiras medidas como povrwa]em'pl

nHF (x)- l'(x)]d.l (x)

AGRAQIN
4= "!, RO - RO

En caso de que se lograra obtener su distribucién bajo H, . podria enlonces

dFy(x)

evaluarse la probabilidad de que la medida elegida tome un valor "grande” que llevaria a
cuestionar si H, es cierta,
El objeto de conocer bajo f, la probabitidad de que la medida tome un valor

*grande” con el que se rechazaria H, , es precisamente para controlar la probabilidad de

que se H, equi d (error tipo 1). Sin embargo el cémputo para abtener las
distribuciones exactas de una métrica suele ser extraordinariamente dificil, mas adn, si
depende del valor del tamafio de 1a muestra 7.

Tanto /J, como I? o la variante A2 pueden verse como funcionales del proceso

estocastica £, , cuya ley limite converge al lamado Browniano "atado”.

Ex)=vn (E(x)-F(x) ). xeR (%

3 &, estambién liamado Proceso Empirico.
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=] i de la distril 5n asintética de una tal medida puede deducirse del

- ,. de la distri asintética del proceso irico, esto es, el
del compor i de tas fl | en las tray ias del proceso empirico se traduce

en el conocil del ¢

p nio. aleatorio de las i reales que al
utilizar la funcional correspendiente.

Notacionalmente la convergencia de £, se expresa por gn(x) = B(r) con
t = Fy(x) un cambio de variable “iempo" y B(r) un Gaussiano de media cero y funcién de

covarianza p(s,!)acov(B(l),B(s)):S/\l—st ( con’ A = minimo), conocide como

Browniano atade 6 tamblén como puente Browniano.

El resultado anterior es la generalizaclén de’la cuhverf;re‘ncia ‘ala normal de ﬁ,,(x)

para X fijo (Teorema de de Molvre - Laplace),

. Kolmogorov - Smimav - )
. Cramér - Von Mises
. Anderson - Darling

Es Importante abservar que el cambio ‘de véﬂablé "iernpo”. = F,(x) trae consigo

.algo més, la transformacién de cada X; a una uniforme en ef intervalo [0‘,1].
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=u, con F~! convenientemente elegida.

St a.cada una de las observaciones X, X;,..., X, se las transforma con F,,

- ‘U, = l’.;(X,);i= 1,..;,n entonces |a hipStesis nula H,:F = I, del problema original, queda

caradeﬁzadé por una nueva hipétesis nuta H;, en el sigulente contexto;
Uz U,,..,U, muestrade G en [0,1], pruebe Hy:G(u)=u, ue[0,1]
En otras palabras, bajo la hipétesis nula H y sélo bajo H,, las U, son una muestra
independiente de la distribucién uniforme en el intervalo [o.1}.
Mas atin, si con las {J, se construye la correspondiente funcién de distribucién

empirica,

. ] &
5 =-31
Fr(u) "§ W]
“'se puede exhibir el proceso empirico comespe en[0,1]
MOENREAOETY:

Si 8, es una funclonal de &, que tamblén se puede expresar como una funcional de

E:. entonces, la distribucion de &, ser4 independiente de [, como es el caso de las
estadisticas D, , 4 , W? , que se expresan en términos del proceso &, (1) como

sup JI_IIF;(U) - ul

n J: [F,'(u) - u]zdu

Jq]ﬁ'(u)—u i du

o u(l—u)
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que a su vez lienen expresiones computacionales en términos de U,,Uz,...,U,, 0 blen de
las respectivas estadisticas de orden..

Haber mencionado expiicitamente que se estd y uso de la de

una variable aleatoria continua con su propia funcién de distribucidn tiene el objetivo de
resaltar la idea de transformar al [O, I] y ahi probar uniformidad. Asi, después de transformar
cada X, y obtener las U,,U,,...,U,, se evalia la estadistica elegida y se checa con el valor
de tablas comespondiente.

Todo lo presentado en Bondad de Ajuste hasta el momento, esta restringido al case

continuo, es decir, fa familia p de que se quiere probar es una

de las el caso discreto poco estudiado.



24

2.5 Bondad de Ajuste en el caso Discreto

Para probar la Bondad de Ajuste de una dl's'r.retﬁ,'

S

explorado un' método que se basa en la consldefaclén de.-la’’ funi

probabilidades y su contraparie empirica; de hecho sl

o)=3rn

k=0

s la generatriz de probabilidades para una distribucién disc

inclsyendo el cero con P[X=j]=P,, j=0,1,2
probabilidades empirca como o

' S i

@ () ==

Mies N 3

Se encontré  bajo cletas condiciones, la fey timite d'el procgso emplrico - asoclado é

la funcién generatriz de probabilidades: : S »

‘ Vi@, (1)- ()
que resulla ser un Gausslano de media cero y clerta funcién de covarianza. En Rueda et al
(1991) se explora la integral del cuadrado del proceso. Alli se utiliza para el caso de hipétesis

“nula simple y también para el caso con pardmetro desconocido. En ese caso se usa

Jn{@, (1) - B(1))

en el cual

&)(l) = i lkﬂ(é)
k=0
pues las P,(e) dependen de un parametro.

Al momento se tiene identificado el proceso como un G de media

cero y covarianza del tipo del limite del proceso empirico con pardmetros estimados.
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3. BONDAD DE AJUST_!E {para la distribucién Poisson)

Bondad de Ajuste para vla" Poisson:: -

leatoria de [a distribuctén discreta f(x)

Considere X = (X;....,X,) una m
con pérémelru 6 desconocido'y J'= {0,1,2...} el conjunto de yalores posibles para cada una

de las variables, es decir, J es el soporte de-f:

SUbdngase que se desea probar la hipétesis élgulente H

28
: : x!
contra la altemativa de que f1 (x) noes Fdlsson pero es cualquier otra distribucién con el

s © desconocida

H,i1f(x)=¢

mismo soporte J, es decir, -

o .8
CHysf(x)ze—
(L ) x!

Ante este planteamiento se puede utilizar el coclente de verosimilitudes

genéralizadas X. pues en ef caso discreto sf estd definido. El empleo'del cociente A

presupone para el caso Polsson evaluar el supremo bajo H‘,A

Sl los datos los identificando fr
Ny=#X's=0
N=4X's=1

=4X's=]. c‘on‘j;eJ :

on |as frecuencias observadas.

¢ 1a muestra igualesaf.
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tomando logaritmo? y derivando,

log L( fi :5):

de donde el estimador maximo verosimil para 9 :es’ 6 =X, resultado bien conocido.

De manera que bajo H,

Ml

mdx L(f;f) = 'ﬁ[ﬂél]mx’

7 En lo succsivo se trabaja con 7 ‘;'@z;ngml'(log,)r.'




- Supy, LI

25 Sup i, |

Obsérvese que en el producto es equivalente utilizar sélo los valores de j donde

' NJ >0 ya que los otros términos son iguales a 1.

Si se denota con J al subconjunto de J = {0, 1, 2, ...} tal que N, >0, entonces,
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es la estadistica del de’ verosimilitudes genera en donde (j:8) ‘esta.

hind

- densidad en J bajo 1a hip nula, h el por el estl iad

méximo verosimil.

Aplicando logarittno natural y mumpllca'ndo por —l,' se abtiene:
B B FER B

- o) v,

Con - D", casi 1a medida de divergencia logaritmica Kullback-Ligbler de las frecuencias

N 5
empiricas (-—J) respeclo a las frecuencias estimadas f(j;e). {Ver Apéndice B).
n

Se hace la observacibn de que si 6 fuera conocido —lk)gk serfa
n

D[(i:i) : (f(j;e)),c,] .
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a.z'blvergén:la Logaritinh:a Kullback-Liebler.

Para qué —llog(l) fuera una medida de divergencia logaritmica se requeriria no
S e !

sumen la unidad a lo targo de ./, (ya que esto sucede), sino que también

las f(j;é) s]uymen I unidad a o largo de ./, cosa que no ocurre.

En vista ‘de esta situacion, se define la cantidad S como Ia probabilidad bajo la

hlpdtesls nula de los valores observados del soporte, por tanto aleatoria, dada por la muestra
X, X, estoes:

> r(i:8).

Jed

o bien, § = D f(ji6) siB es conocido,
. &7

¥ se denota por f'(j;é) a los valores de la densidad estandarizada de tal manera que

a lo largo del conjunto-J/ sumén 1a unidad, esto es,

) -
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En consecuencia f;;log( ) es funcién monétona de A -y tiene la sigulente expresién ;

El primer sumando es la medida de ta Divergencla Logaritmica Kullbak-Liebler de las

. (ﬂ) o a las "pr i darizada f'(j;é)que

n

se denotard por KL y el seqund! corresp al logaritmo natural de S. A la

estadistica S (que llevaria a rechazar para valores chicos) si se le resta su media y se divide

por su desviacon estandar, se le utilizard mas adel con una

P 16n normal.
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3.3 La Estadistica Ji-cuadrada de Pearson como la Distribuctén Limite para la

Divergencia Logaritmica

Antes de pasar a la distribucién bajo ia

nuia, cabe nar la_relacién

entre D y la estadistica Xde Pearson (pero con un pequefio cambio).

&)

% Desarrollado en serie de Taylmi (Vcr’Aﬁé{ldl;e C).
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Por lo tanto, con la notacién pre\)ia;

2
20Kl =~ Z (—O-IZ)—EL)—
el f]

Que se espera tenga una distribucién x? con [card(J)—1-1] grados de libertad

(ya que se estimé un pardmetro}. Lo anterior es una justificacién heuristica de la distribucidn

Ji-cuadrada que se j como la ibucién limite para 2nKL. € EJ en este caso

depende de O y se estima, de hab izado,

Se hace la observacién de que si 8 fuera conocido, fa aproximaclén a la %* seria

con [ card(J) -1 ] grados de libertad solamente.
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4. ANALISIS EXPLORATORIO
4.1 Distribucion de KL y C bajo la Hipétesis Nula

El criterio es rechazar la hipdtesis nula cuando

_ Supy, L(f ;:5)

Supg,n, L( X j

5y

Ard)

es pequefia, pero esto es equivalente a rech la nula si XL -es grande y/o § es

pequefio ya que
-%mg(x) = D[(ivni)-f '(J;é)]m ~log($)

=KL~ lng(S)

Encontrar la distribucién exacta de la estadistica y la de § se ve como un problema

aun haciendo uso de teoria

surgida h ya

que se conoce la relacién existente entre KL (la Divergencia Logaritmica K ullback-L iebler)
y la estadistica X' de Pearson, se espera que 2#K/, tenga una distribucion aproximada Ji-
cuadrada con [card(J) -2] grados de libertad. Esta es la aproximacién empirica que se
estard usando. Para §, su media y varanza pueden ser calculadas y se puede usar
entonces una aproximacién nomal, que bajo clertas condiciones podria ser buena, esto es :
2nkL ~
§ ~ Normal
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Sep 4 a la axpl de tales aproximaci bajo H, lizand

de simulacién utilizando el "Método Monte Cario" . Con base en el nimero de rechazos de la

hipdtesis nula para ias distribuciones de KL y § p con {a Ji- da y la normal

respectivamente, se trata de probar la bondad de una distribucién Poisson con pardmetro
conocido, y cuando el pardmetro sea desconocido, se utiliza el estimador M&ximo Verosimii

para este caso. Estos r se por simulacién para obtener ios niveles de

significancia empiricos.
Se denota con KL la prueba que rechaza para valores grandes de K/ utllizando {a

aproximacién jl-cuadrada antes mencionada y con C la prueba que combina via Bonferron]
KL con S ya estandarizado utilizando para cada una un nivel de % .

El valor del nivei de significancia o es por supuesto un valor "teérico” ya que en la
practica la verdadera distribucién no es la utilizada, Es comun cuando se usa la prueba de
ajuste de Pearson, elegir un namero arbitrario de celdas y agrupéndolas también de manera
arbitraria, esperando lograr una buena aproximacién, esto es, un ¢. préximo al verdadero.

Es sabido que el grado de aproximacién de una A"" de Pearson a una distribucion

%* depende de si existen muchos conteos o valores esperados pequefios. Cuando los

valores esperados en las categorias son pequefios la aproxi ién es mala; i ente,

cuando los conteos observados son muy pequeilos, la aproximacién suele ser mala. Por lo

anterior y dado que la KL I s una X? de Pearson,
se exploraron dos posibles agrupamientos de los conteos que eviten tener frecuencias
observadas iguales a 1.

Un tipo de agrupamiento, llamado "Arbitrario”, simplemente agrupa el o los valores
observados con frecuencia 1 con el vecino inmediato que tenga la frecuencia més baja. La

otra variante de agrupamiento consistid en agrupar aquel valor en el recorrida con
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frecuencia igual a 1, con el valor del recorrido de entre los restantes de la frecuencia mas
baja. A éste lo vamos a referir como agrupamiento "Invariante”.

Obsérvese que si por alguna razén los valores del recarrido fueran permutados, el

primer tipo de agrup no daria un valor para la estadistica invariante
a esta p es declr, dep del orden en que se presenten las frecuencias; sin
go el tipo de agr produciria un valor de a estadistica invariante

ante una posible permutacién del recorrido. Por lo anterior se considerd de interés explorar el

comportamiento ante estos dos posi fel )s (Apéndice D).

Enlo ivo, se ref los ftados de 1,000 corridas para diferentes valores
del pardmetro, los valores empiricos para o Serdn rep para las ica KL al
10% y 5%, y para C al 10%, ef d Ia p entre el o ico de las

aproximaciones contra el o teérico para la distrib Poi!
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4.2 Tablas para KL y C (niveles de significancia empiricos)

Se

p a i ién el en lablas de los resultados del nimero de
rechazos en 1,000 simulaciones para la hipétesis nula segan las estadisticas KL y C para
una distribucién Poisson con parametro 6 = {1.0, 3.0, 7.0, 10.0} para diferentes tamafios de

muestra 72 = {10, 20, 30, 40, 50}, con agrupamientos Arbitrario e Invariante, y contemplando

At o :

en ambas variantes los casos en que el p sea Yy en este

0llimo caso se comparan fos valores de la estadistica correspondlente contra los cuantiles de

la un grado de libertad adiclonal.

Se puede observar que la exactitud en la reconstruccién de los percentiles utilizando

la aproximacién Ji-cuadrada es buena salvo para

p y valores g del
parametro, se deja ver también Ia similitud entre éslas y las tablas aportadas previamente
para la misma estadistica en O’ Reilly (1991).

En el andlisis de las estadisticas utilizando el agrupamiento Invariante se observa
que la convergencia es mas lenta y mejosa para muestras de maycr tamafio; pero presenta

cierta ventaja tedrica con respecto al agrupamiento Arbitrario.
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VALORES EMPIRICOS DEL o PARA LA PRUEBA DE POISSON(8)
EN LA TABLA APARECEN LOS RECHAZOS CON BASE EN 1000 CORRIDAS

", ESTADISTICA "KL" CON PARAMETRO O CONOCIDO Y TAMANO DE MUESTRA

AGRUPAMIENTO ARBITRARIO

IR : ,, 10 20 30 40 50
: 710 81 114
64 (53) (46)
6 83 84 -
) “n (49)
=778 83 il
@5) (9) “8)
85 89 76

T (32) {44) (G

REILLY k1 091) AGRUPAMIENTO ARBITRARIO

qoo - 20 30 40 50
5% %3 115 27 13
43) (49) (54) 44) : (57)
81 74 57 [ 8
@7 (44) (49) (49) 39)
70 a7 54 72 I 57
(23) (33) (40) (40) (54)
1LY 3 72 B ) 6
G (13) @1 @an 8 (35)
G AGRUPAMIENTO INVARIANTE
9 ‘n 10 20 30 40 50
%o 701 78 07 2 112
(39) (45) (61) (54) “n
3.0 55 33 52 (&) 57
' a7 43) @7 (43) (GRS
70 25 5 54 76 7
(19) (22) @7 44) ©(43)
700 % 70 64 7 66

an (14) (23 el @)




VALORES EMPIRICOS DEL. oo PARA LA PRUEBA DE POISSON® )
EN LA TABLA APARECEN LOS RECHAZOS CON BASE EN 1000 CORRIDAS

AGRUPAMIENTO ARBITRARIO

. \ES"I"ADISTICA "C" CON PARAMETRO 6 CONOCIDO Y TAMANO DE MUESTRA 7

10 20 30 40 50
- 83 &7 216 132 76
83 T 97 145 153
75 . 710 106 KL 103
(X3 108 T T 31
O'REILLY (1891) AGRUPAMIENTO ARBITRARIO
10 20 30 40 50
116 88 202 108 () T
o7 102 87 128 114
70 76 85 108 112 127
0.0 73 0 100 106 T
AGRUPAMIENTO INVARIANTE
n 10 20 30 40 50
70 E3) &5 373 133 77
30 83 108 55 142 155
70 &8 6 101 116 100
0.0 70 92 88 101 116
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< v+ VALORES EMPIRICOS DEL o' PARA LA PRUEBA DE POISSON(6)
- EN LA TABLA'APARECEN LOS RECHAZOS CON BASE EN 1000 CORRIDAS

“ESTADISTICA *KL" CON PARAMETRO @ DESCONOCIDO Y TAMANO DE MUESTRA 1

AGRUPAMIENTO ARBITRARIO

30 40 - 50
117 108 128
75) 63) (48)
94 87 97
(43) (51) (55)
BT, 92 80
;44 (58) @7n
59 109 86

(30) (53) (61)

“ O'REILLY (1991) AGRUPAMIENTO ARBITRARIO

A Con| 0 20 30 40 50
0] %4 705 115 700 o4

B ) 8) 51) (57 (55) 45)

30 o2 73 CE 50 77
@ (36) (48) (S} (&)

70 ) o1 o7 7 | 77
(28) @1 @39) @1 (33)

0.0 o 7 70 702 o9
(26} (36) 37) “4n 44)

AGRUPAMIENTO INVARIANTE

[:} n 10 20 30 40 50
1.0 a1 100 121 104 126
®) 64) @9) (83) “8)
30 81 77 68 93 108
(28) 43) @7 (53) (63)
7.0 40 75 77 82 76,
) (22) (25) @n (CONES “n
10.0 41 50 95 AT

76
(14) (18) (22) A1) . (45)




_EN LA TABLA APARECEN LOS RECHAZOS CON BASE EN 1000 CORRIDAS

VALORES EMPIRICOS DEL o PARA LA PRUEBA DE POISSON(6 )

40

ESTADISTICA "C" CON PARAMETRO 6 DESCONOCIDO Y TAMARO DE MUESTRA n

AGRUPAMIENTO ARBITRARIO

) n 10 20 30 40 .80
70 3z X 113 719 B0
30 B3 108 107 % 125
75 72 100 (KK 13 B
100 8 102 7] 115 35

O'REILLY (1991) AGRUPAMIENTO ARBITRARIO

8 n 10 20 30 40 50
70 % 59 107 102 78
30 % a9 103 89 5
70 54 54 o8 £ 56
100 % %6 103 EEF) 57

AGRUPAMIENTO INVARIANTE

8 n 10 20 30 40 50
70 a2 57 116 1% B0
30 74 106 102 132 33
70 K] 38 65 107 5
0.0 57 34 8 103 T2
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4.3 Comparacién de Potencias

Se presentan dos pruebas KL y C para probar la distdbucién Polsson, con

% i

p Se c y una comparacién de estas pruebas con la X de

Pearson, que puede ayudar al experi a i ta més

COMPARACION DE PRUEBAS X?, KL y C al 10% PARA LA POISSON
CON 6 CONOCIDO. LA ALTERNATIVA ES BINOMIAL NEGATIVA(r,p)
RESULTADO DEL NUMERO DE RECHAZOS EN 1000 SIMULACIONES
AGRUPAMIENTO ARBITRARIO

10 30 50

o6 ] x* | KL | ¢ | x* | K | ¢ | x* | K& | ¢

8=10
null 88 86 93 83 110 216 88 114 78
d 225 236 284 an 59. 535 708 784 708
5 87 137 144 126 17. 201 141 202 151
10 112 108 133 92 13| 178 102 125 93
0=30
null 131 71 93 103 86 a7 87 84 153
1 308 822 659 B75 990 983 992 999 989
5 141 211 229 238 370 324 384 578 449
10 111 124 150 122 192 172 188 271 213
=10
nul} 41 44 75 102 79 109 140 81 103
1 185 913 937 993 1000 1000 1000 1000 1000
5 72 364 421 513 788 779 700 850 924
10 69 20 209 234 464 408 334 818 539
0=10.0
null 49 40 83 85 85 98 a7 76 131
1 204 974 974 1000 1000 1000 1000 1000 1000
5 93 520 551 776 931 8903 897 996 989

10 61 277 308 450 628 570 572 823 784




42

COMPARACION DE PRUEBAS X*, KL y C al 10%
= CON B CONOCIDO. LA ALTERNATIVA ES BINOMIAL NEGATIVA(r,p)
RESULTADO DEL NUMERO DE RECHAZOS EN 1000 SIMULACIONES
AGRUPAMIENTO ARBITRARIO
O' REILLY (1891)

: 10 : 30 . 50
w8 [ x* TR | c ] x 1 K[ c | x 4] c
=10
null 8B 88 118 83 115 202 88 113 89
1 225 260 269 371 606 558 709 779 704
5 97 126 b 134 126 162 218 144 220 154
10 112 86 151 92 181 248 102 169 177
0=30
null 131 81 97 103 a7 87 87 88 114
1 306 601 608 B75 984 976 992 1000 1000
5 141 198 191 238 391 316 384 534 441
10 111 138 122 122 194 153 188 261 181
0=17.0
nul} 41 47 76 102 72 106 140 97 127
1 185 926 927 993 1000 1000 1000 1000 1000
5 72 338 352 513 B11 758 700 847 911
10 69 167 201 234 431 399 334 626 514
0=10.0
null 49 44 73 85 81 100 97 86 111
1 204 968 970 1000 1000 1000 1000 1000 1000
5 93 496 543 776 943 902 897 996 988
10 81 253 276 450 644 581 572 829 751




COMPARACION DE PRUEBAS X?, KL y C al 10%
" CON 8 CONOCIDO. LA ALTERNATIVA ES BINOMIAL NEGATIVA(r,p)
" RESULTADO DEL NUMERO DE RECHAZOS EN 1000 SIMULACIONES
: - AGRUPAMIENTO INVARIANTE

10 30 50
00 | x* | KL ] ¢ | x* | K] ¢ x* | & ¢
8=10
null 88 101 99 83 107 213 88 112 77
1 238 203 306 371 543 520 708 810 897
5 37 128 123 126 148 198 141 198 140
10 08 92 135 92 136 187 102 163 116
8=3.0
nui} 131 55 97 103 82 87 87 a7 114
1 306 331 595 875 975 269 332 999 1000
5 141 133 154 238 347 287 384 507 441
10 111 72 142 122 186 132 188 235 201
0=70
null 41 25 76 102 64 106 140 76 127
1 185 836 919 993 1000 1000 1000 1000 1000
5 72 298 42 513 764 B854 700 928 889
10 69 125 181 234 385 333 334 567 481
0=10.0
null 43 26 73 85 84 98 97 66 131
1 204 958 873 1000 1000 1000 1000 1000 1000
5 93 424 493 776 895 865 897 988 978
10 61 199 277 450 537 491 572 779 701
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo, de caracter exploratorio, se reportaron ios niveles de
significancia (o emplricos) para dos estadisticas propuesltas; denotadas como KL y C
para probar la Bondad de Ajuste en el caso discreto. Aunque el procedimiento es aplicable a
otras distribuciones discretas se ejemplificé solamente para el caso Poisson.

En este estudio se observd que la convergencia es muy parecida en ambas
variantes del agrupamiento (el Arbitrario y el Invariante ante posibles reagrupaciones del
recorrido observado) en comparacidén con las reportadas previamente para el mismo
problema por O'Rellly F.J.{1991). En cualquier caso los resultados se aproximan a las

exp p

Este fue un trabajo exploratorio del problema de Bondad de Ajuste en el caso
discreta que hasta hoy ha quedado poco estudiado.

Estas estadlsticas para e! caso discreto son sélo algunas propuestas, y quedaria la
labor de explorar a otras variantes de KL y C en ias que se podria reconocer una mejor
aproximacion.

Por simples que parezcan ciertos problemas en Bondad de Ajuste su soluclén no es

tan sencllla. La Bondad de Ajuste para otros casos, como lo son distribuciones multivariadas

, 0 €on pi 05 i es un reto en la actualidad.
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APENDICES -

A A (Esli €S para un expi multinomiaf)

Considérese que un experimento E se divide en k' + 1 evenios VAO,A,,,..,'A,C
y con  probabill P Pyeies Pe0st0 05, P, = P(4,). para

i=0,1,. .k

Se n i d8'E €0n ng 1,50, 0 s 6l nimefo de
*veces que’ ocuren los eventos Ay, d;,., 4. . respectivamente, donde n; =0 para
i=0,1,..k y tales que n,+...+n;=n. Obsérvese que n, estd’ detemminado

automaticamente porno,n,,...,li,_, y n
Por tanto se tiene solemente & varables aleatorias Independlentes que son

&
oy e, Hy_y; del mismo modo P, estd determinada automaticamente yaque )_ P = 1.
( Raddt k-1 k i
i=0

.
Para n,,1, ,..., 1, enteros fijos, la funcién de verosimilitud esté dada por :

t{p,n) :

B R" .. .B™
y su logaritmo natural por:

108 L(P,1) = g 108 (R)+...+ 1t log(R.)

!og(’ﬁv)‘_';f :




46

el vector p (R, By P] que maximice log L(}_’,,_;)

Para
I3 : g R e :
restringido a fa condicién de que Z F, =1 se utiliza’e} método de Lagrange para maximizar

=0,

directamente

2 LN n
— = =Ll
35, [logL(f.y) nZﬁ] 7

E n
Las derivadas se-anulan para [ =0,1,...,k sélo si —l;’-=n para todo j, de donde
- J
relativa del evento del tipo f,

se obtiene que el i ost es la fi

- x . n !
yaque )’ B =1, esdecr f =
=0 n

Por lo tanto L(P,n) se maximiza ellglendolg‘l =
e n
Observe que el vector aleatorio de frecuencias n = [n,,n,,...,/,], es una

estadistica sufuciente minimal y tiene una distribucién muRtinomial con parémetros

, 1, ocurrencias en 1

P=1P,PR,..,P,) donde la probabilidad de tener ny,n,,

ensayos sesd :

n!
n [Rpu L a—"L LI L
f( o.m-...,m) PATRY ot Fit e B
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Abéndicé B (Entropia y Divergencia Logaritmica)

En la teoria de la probabilidad un sistema complelo de eventos 4,,4,,...,4, esun

ivo, esto es, uno y séfo uno de ellos

de il excluy y

-=+debe ocumir en cada ensayo.

con ‘pr

Si se dan eventos 4,,4,,...,4,

'R,I’,..;.,R, estas satlsfacen que }7 20> Ié que se xiéne

“esquema finito v
A A

LA
Todo esquema finto describe un esla&u de ‘,Incenldumb(e. Eh -un’ experimento el
“de quienes. unicamente conocemos las

resultade debe ser uno de los eventos A,,4,,

probablliidades de su posible ocurrencia. Parecérob‘\}io ti'ue el ‘grado de incertidumbre es

diferente en esquemas diferentes.

n
Se define la cantidad H(l—‘;,P,,...) = *Z Py log B, . como 1a Entropia del esquema
. . k=1
finito A. :
La entropia es una medida convenlente de !a cantidad de incertidumbre asociada a
un esquema finito dado.

Definimos P, logh =0 .si A =0,y H(P,,....Pk) =0 siunodelos F esuno

(y todos los demas son cero). En otro caso la entropia es positiva,
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La distribucitn de probabilidad para un vecior do rrecuenclas n= (nl,n,,...nk)ccn

ciertas' ' probabllidades * - P (11,..., x) T estd ' dado por
n!
n,ln,l,...,n‘l
o(n) se uene que log W= nB(r‘p)+o(n) donde B(r; p) est4 definido

J A P, LB donde n=n+atn,. Usando  la  relacién

=n log n

‘ como B(r'p)— —Zr, log( )dnnde los r; estan como las fr p
i 1]

Si en realidad ‘el vector de frecuencias n=(n,,lx,,...n,) tiene probabilidad

q=(g,,..,q,) : B(r;p)converge a la entropla de la verdadera distribucién g con respecto
a p definido por:

Blg:p)=-2q, log(i)
=1 Py

La presente definicién de entropia conserva la interpretacion origlﬁal de Boltzman
como él logaritmo de la verdadera distribucién g respecto a la supuesta distribucién p,
obteniendo una medida natural de ia desviacién de la distribucién g respecio de p.

Setiene que ~o < B(q;p) <0y Blg;p) =0sblosi p=gq.

Cuando las distribuciones de probabilidad p y g estan definidas respectivamente
por fas funciones de densidad g(x) y p(x), continuas respecto a la medida dx, la entropfa

estd definida por

Blg:p) =~ fqlx) log[%(’;—;—]dx .
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son ensldade:s dllscrelaé,y la entropfa de la

La cantidad definida por Dlg;p) = —B(q p) es lamada medida de divergencla
logarltmrca Kullback Liebler entre las dls(rlbuclones Py q . De hecho D(g;p) no es por

stpuesto una distancia o una métrica en sentido general, ya que D(q;p) no es una funcién

simétrica de p y g . No obstante  D(q;p) en idad 1a i6n de p

respectode ¢ .
Se deduce que D(g;p) 2 0 y que D{q;p) =0 siystlosi p=gq.

Para e} caso de la familla mulinomial donde n=(n,.n:,...n,‘) denotan {as

frecuencias de la I-6sima categoria en 11 repeticiones con pardmetro 8 = (6,,....6,) donde

13
0<6,<1y 2.6, =1seobserva que:

i=1
AN 0,+5-0,
e

(7 —6,)

=1

og(l+ 5,

_n-0,_1{z-8)’ (1)
5, 2 8z "%

donde Op(f(n)) dencta un término cuyo orden es estocasticamente menor que f(n).



50

: 4
= 2B8(r0)=

£ (8, ~-r)
= 2uB(r;6)=ny, (—’—’;)-+Op(~]—).
=1 i n

Este es el clésico que que la de la prueba Ji-

cuadrada de Pearson es asintéticamenie equivalente & -~ ZnB(r;O) . el logaritmo del

de imilitud bajo la hipétesis nula © =0, , donde 8, denota la verdadera
distribucién.

La prueba X? de Pearson para la bondad de ajuste se puede interpretar como una

medida de la pia de la istril con resp ala
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Apéndice C (Serie de Taylor)

Si f es una funcién con derivadas de todos los érdenes en a, entonces la serie de

Taylor para f(x) en X =g se dfine como :

S = s sl ema)e LNMxmd) SN

nl
sxa

déndg S Na)= i,df—;('i)-l :

S x-a)"
- (n+1

yase¢sx

El residuo es una medida de qué tanto difiere f de alguna aproxlmac;lén polinémica
de grado 1, y podremos representar una funcién f por su serie de Taylor cuando ésta tenga
derivadas continuas hasta de orden n+1 .Ademés, si una funcién f tiene derivadas de
todos los ordenes en un intervalo que conliene a @ y x se puede representar por su serie
de Taylor siempre que

lir)\:R,, =0

supongamos f(x)=log,(1+x) y a=0; entonces,
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Apéndice D (Documentacion de Programas y Subrutinas)

CCCCCCCCCC PROGRAMA POISARB1
CCCCCCCCCC Agrupamicnto ARBITRARIO con pardmetro CONOCIDO
CCCCCCCCCC Este programa caleula cl nimero de veees que las estadisticas
CCCCCCCCCC KL, S, Cy KLA conducen al sechazo de Ja hipétesis nula, con
CCCCCCCCCC una confianza del 90 y 95 %.
CCCCCCCCCC ENTRADA:
CCCcCceeece  ALAM Parimelro de la distribucion Poisson (1,15)
€CccccccccC N Tamaidio de muestra a generay (<=50)
CCCCCCCCCC  NUMSIM Numero de simulaciones
CCCCCCCCCC  DSEED Scmilla para la generar nimeros alcatorios
CCCCCCCCCC  ALPHA  Nivel de significancia (10% O 5%)
CCCCCCCCCC SALIDA:
€ccecececee ITl Nimero de Rechazos segun KL
€ceeececce IT2 Namero de Rechazos segun S
cccececcce IT3 Nimero dec Rechazas scgun €
cceeeccecce IT4 Nimero dc Rechazos segun KLA
ccceececee
$debug
DOUBLE PRECISION DSEED
DIMENSION NX(50),NVAL(50),NFREQ(50),PROB(50),RE!1(30),
1 . QN(50),Q(50,50), FREQ(50), PPROB(50),
2 ALAMI(),ALPHAL(2),NI(5)
INTEGER TG1,TG2,7G3,TG4,G1,G2,G3,G4,FREQ
REAL KLKLA
DATA ALAM1/1.0,3.0,7.0,10.0/,ALPHA 1/0.10,0.05/,N1/10,20,30,40,50/
CCCCC ARCHIVOS DE SALIDA
OPEN(9,FILE='KL.SAL',STATUS='"NEW")
CCCCC Continua la generacién de NUMSIM vectores alcatorios de tamafio
CCCCC N de una POISSON de pardmetro ALAM (NX). Calcula cl soporte NVALL
CCCCCy las frecuencias observadas sobre el soporte NFREQ,
DSEED = 84225113
NUMSIM = 1000
DOgss il =1,2
ALPHA = ALPHAI(1I)
WRITE(*,8888)ALPHA
8888 FORMAT(1X,' ALPHA 'F8.4)
DO 77715 = 10,50,10
N=1J)
WRITE(*,777T)N
7777 FORMAT(IX'N \12)
DO 666 KKK = 1,4
ALAM = ALAMI(KKK)
WRITE(*,6666)ALAM
6666 FORMAT(lX ALAM °, FS 2)
TGl =
TG2 = 0
TGi=0
TGi=0
DQ 3 K=1,NUMSIM
WRITE(*,53)K,NUMSIM
53 FORMAT(1H+,' SIMULACION No.'14,'DE"14) ...
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CALL GGPON(ALAM DSEED,N,NX,IER)
CALL* BIN(DSEED 1,DSEED2,DSEED3,N,NRB,PBIN, NX)
DO2I=IN
NEREQ(I) =0
PROB(l) =0.0
NVAL(D) =0
CONTINUE
LLAMADA DE SUBRUTINAS
CALL ORDENA(N,NX)
CALL CLASIFIC(N,NX,NVAL NFREQ,)
MM=J
CALL NPROB(NVAL,ALAM,MM,PROB)
CALL NS(PROB,MM,SUM)
CALL MEDVAR(ALAM,N,SUM,SUMSTAR)
CALL ASOCIA(N,NFREQ,PROB,MM,FREQ,PPROB,MN)
CALL® INVAR(NFREQ,PROB,MM FREQ,PPROB,MMM)
MMM = MN
CALL NKL(K ,FREQ,PPROB,MMM,N,SUM,KL KLA}
IFALPHA .EQ..1)
ICALL DECISION(K, SUMSTAR,MMM,KL,KLA,ITLIT2,IT3,IT4)
IF(ALPHA .EQ.0.05)
ICALL CHOICE(SUMSTARMMM KL KLA,ITLIT2,IT3,IT4)
TGI = TGl +IT1
TG2=TG2 +IT2
TG3 = TG3 + IT3
TG4 = TG4 + T4
3 CONTINUE
WRITE(*,1003) NUMSIM,N, ALAM,ALPHA, TG1, TG2, TG3, TG4
WRITE(9,1003) NUMSIM, N ALAM ALPHA,TG1, TG2, TG3, TG4
1003 FORMAT(1X,HICIMOS "4, SIMULACIONES DE TAMANO N ='14,/,
1X,'CON PARAMETRO LAMDA ="F8.4,' Y ALPHA = 'F5.2,/,
1X,'RECHAZOS ACUMULADOS PARA LAS ESTADISTICAS 1Y/,

an

1
1
2 X KL =414/,
3 X, 5+ =14,
4 X, C =11/
5 X, KLA ='14)
666 CONTINUE
777 CONTINUE
888 CONTINUE
CLOSE(9)

STOP
END



Cosesaonnessersasenses SUBRUTINA ORDENA **s«ssanasssss

aoonnna

ke A
OBIETIVO: ; o
La subrutina ORDENA los valores POISSON del vector NX
en forma ascendente, regresando ¢l mismo vector NX ya ordenad
ENTRADA : NX Vector de Obscvaciones Paisson

N Tamano de) Vector
SALIDA :  NX Vector Ordenado Ascendentemente

5

SUBROUTINE ORDENA(N,NX)
DIMENSION NX(50)
NMl=N-1
DO 20 1=),NM1
H=1+1

DO 20 )=1JN

IF ( NX(I) -NX(J) ) 20,20,5
NTEMP = NX(1)
NX() = NX())
NX(]) = NTEMP

20 CONTINUE

CHeesrsararassasessrssSUBRUTINA CLASIFIC

ooanNnNNOOnNOnN

RETURN
END

OBJETIVO:

Apgrupa y conlabiliza 1a frecuencia con la que sc presenta

cada valor de NVAL y los guarda cn el vector NFREQ.

Da una relacién 1-1 cotre NVAL y NFREQ.

ENTRADA ;: NX Vector de Observaciones Poisson Ordenado
N Tamafio del Vector

SALIDA : NVAL Vector de Valores Ordenados>0 (Soporte)
NFREQ Vector de Frecuencias Observadas en NX

para cada elemento de NVAL.

J Dimensién de NVAL y NFREQ.

5

c
c:
c
p
o

cCo
¢
c

O

il oA
c

SUBROUTINE CLASIFIC (N,NX,NVAL NFREQ,I)
DIMENSION NX(50),NVAL(50),NFREQ(50)
I1=0
ICLASE = NX(I)
DO 15 I=1N
IF( [CLASE .EQ. NX(I) .AND. [ .EQ.N) GO TO 14
IF(ICLASE .EQ. NX(I)) GO TO 15
J=1+1
NVAL(J) = ICLASE
ICLASE = NX(I)
IF(1 .EQ.N}GOTO 14
GOTO 15
J=i+1
NVAL(J) = NX(I)
CONTINUE
=1
NVALQ) = NX(1)
DO40 N =1,N
IF( NVAL() .EQ. NX(1]) ) GO TO 30
1=1+1 .
GO TO35
NFREQ()) = NFREQ(f) + 1
CONTINUE
RETURN
END
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Cresespnsersssersssnsests SUBRUTINA NPROB "utntnnuu.nuuc
OBJETIVO : i
Evalua cada una de Ia probabilidades Poisson sobre ¢!
vector NVAL (soporte) de dimension MM,
ENTRADA : NVAL Vector de valores

ALAM Pacimetro lamda

MM J
SALIDA :PROB Vector con las probabilidades Poisson

anaonnon
annaanaon

SUBROUTINE NPROB(NVAL,ALAM MM,PROB)
DIMENSION NX(50).NVAL(50),PROB(50)
EX = EXP(-ALAM)
DO 20 I=1 MM
IF{ NVAL(I).EQ. 0)GO TO 14 . s
ITOP = NVAL(D) 5 T
FAC = NVAL() :
DALAM = ALAM ** NVAL(D)
DO 21 K=1,ITOP
NI =NVAL()-K
IF(NT .EQ. 0) GO TO 21
FAC=FAC*NI
21 CONTINUE
COC=DALAM / FAC
PROB(I) =EX * COC
GO TO 20
14 EX=EXP(-ALAM)
PROB() = EX
20 CONTINUE
RETURN
END
Ct.“‘t"tt‘..t.“‘.t‘ttt‘ SUBRUTINA pROBLAM “‘.‘00“0".““‘..."(:
OBJETIVO :
Evaluar cada una de las probabilidades Poisson con
parimectro desconocido sobre NVAL, estimando ¢l pardmetro
por maxima verosimilitud con base en la mucstra.
ENTRADA : NVAL Vector de valores
NX Valores observados Poisson
MM !}
N Tamaiflo dc mucstra
SALIDA :PROB Vecctor de probabilidades; parimetro estimado

[eXeNeNeXeXeXeXoReKel
ooonnonno

SUBROUTINE PROBLAM(NX,NVAL,MM,N,PROB)
DIMENSION NVAL(50),PROB(50),NX(50)
KON=0
DO 101=1,N
KON = KON + NX()
10 CONTINUE
ALAM = FLOAT(KON) / FLOAT(N)
EX = EXP(-ALAM)
DO201=1,MM
IF( NVAL() .EQ. 0)GO TO 14
ITOP = NVAL())
FAC = NVAL(l)
DALAM = ALAM ** NVAL())
DO 21 K=1,ITOP
NI =NVAL(D) - K
IF(N1 .EQ. 0) GO TO 21
FAC =FAC * NI
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21 CONTINUE
COC=DALAM/FAC
PROB(l) =EX * COC
GO TO 20

14 EX=EXP(-ALAM)
PROB(I) = EX

20 CONTINUE
RETURN PSR
END : . i

Crrsettssrsssrsansarees SUBRUT‘NA MEDVAR ‘.“‘t."“‘..‘..'.‘c 1 B

C OBIETIVO: S G

C  Calcula 1a estadistica *S" cstandarizada. Calcula la media ) :

C ylavarianza de la distribucion.

C ENTRADAS: ALAM Parimctro dc la Poisson

C N ‘Tamaio de {a muestra

C SUM  Estadistica "S"

C SALIDA: SUMSTAR Estadistica "S" Estandarizada.

C

annonNonNo

SUBROUTINE MEDVAR(ALAM,N,SUM,SUMSTAR)
DIMENSION QN(50),Q(50,50),PJ(50),MM(15), ARREG(30),NX(50)
INTEGER ARREG
REAL MEDIA
DATA MM/G,8,10,12,14,16,17,19,20,22,23,25,26,28,29/
MEDIA=0.0
LAM = ALAM
IF(LAM.GE.1) GO TO 20 ) - -
MMS=MM(1)
GOTO21

20 MMS=MM(LAM)

21 DO 22I=1,MMS
ARREG(l)=1-1

22 CONTINUE . .
CALL NPROB(ARREG,ALAM,MMS,PJ) : -
DO 30 J=1,MMS o
PIM=1.0-PI(J) TR A A PR
QN(J)=PIM**FLOAT(N) i ’
MEDIA=MEDIA+ QNU)Y*PI()

30 CONTINUE
DO 33 1=1,MMS
DO 33 J=1,MMS
IF (1-931,32,31

31 Q(I,J)mQN(l)‘QN(J)ﬂl.O-PJ(I)-PJ(J))“H,OAT(N)
GOTO3

32 QU= QN(I)‘(l 0- QN(Y)

33 CONTINU
VAR=0.0
MEDIA=1.0-MEDIA
DO 40 I=1,MMS
DO 40 J=1,MMS
VAR=VAR+PI(1)*PJ()*Q(L))

40 CONTINUE
DEN=SQRT(VAR)
SUMSTAR=(SUM-MEDIA)/DEN
RETURN
END
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o L T LT Trr——" SUBRUTINA NS

C

C . OBJETIVO: C
C  Calcular estadjstica "S". Checa que la probabilidades o
C  estandarizadas por S sumen Ia unidad. NG
C ENTRADAS : PROB Vector de probabilidades CF
[} MM  Dimension del vector NVAL G
C SALIDA: SUM Estadistica "S* G
[ C

SUBROUTINE NS(PROB,MM,SUM) ) g

DIMENSION PROB(50),PROBS(50)

SPROBS=0.0

SUM = 0.0 K

DO 10K =1,MM
10 SUM = SUM + PROB(K)

DO11K=1,MM

PROBS(K) = PROB(K) / SUM

SPROBS = SPROBS + PROBS(K)
11 CONTINUE

RETURN

END :
Cresessrennnsnes JUIBRUTINA ASOCIA C
C OBJETIVO: - C
C  Agrupa las frecuencias con valor | con la frecuencia vecina C
C  mis pequeila para no tener celdas con un solo clemento. c
C ENTRADAS : PROBProbabilidades del vectos NVAL o]
o} NFREQFrccuencias del vector NVAL o]
(o] MM Dimension de los vectores NFREQ y NPROB °C
C SALIDAS :FREQ Vector de frecuencias agrupadas (o}
c PPROB Vector de Probabilidades agrupadas [o]
(o} MN  Dimension de los vectores FREQ y PPROB c
C C

SUBROUTINE ASOCIA(N, NFREQ, PROB, MM, FREQ, PPROB, MN)

DIMENSION PROB(50),NFREQ(50),FREQ(50),PPROB(50)

INTEGER FREQ

DOtI=1N

FREQ(I) =0

PPROB(I) = 0.0
1 CONTINUE

C***PREGUNTA POR EL ULTIMO ELEMENTO IGUAL A "1, Y LO SUMA AL PENULTMO e

1F (NFREQ(MM) .EQ. 1) GO TO 5
GOTO 10
5 MMI=MM-1
NFREQ(MMI) = NFREQ(MM1) + NFREQ{MM)
PROB(MM1) = PROB(MM|) + PROB(MM)
MM = MM1
C*+*PREGUNTA POR EL PRIMER ELEMENTO IGUAL A "1, Y LO SUMA AL SEGUNDO
10 IF (NFREQ(1) EQ. 1) GOTO 15
GO TO25
15 NFREQ(1) = NFREQ(1) + NFREQ(2)
PROB(1) = PROB(1) + PROB(2)
D020} =3, MM
IM=1-1
NFREQ(IM) = NFREQ(l)
PROB(IM) = PROB(I)
20 CONTINUE
MM=MM- 1
C*** HACE COMPARACIONES CON LOS INTERMEDIOS
25 MMNi = MM-1




- DO401=2, MMNI
IF ( NFREQ(I) .EQ. 1) GO TO 27
GO TO 40 ’
27 IMNI=1-1 .
Ml=1+1]
IF ( NFREQ(IMNI1) - NFREQ(IM1) ) 30,30,35
30 NFREQ(IMN1) = NFREQ(IMNI) + NFREQ(I)
PROB(IMN1) = PROB(IMNI1) + PROB(l}
GO TO 40
35 NFREQ(IM1) = NFREQ(IMI) + NFREQ(T)
PROB(IM1) = PROB(IM1) + PROB(I)
40 CONTINUE
C*+*RESECUENCIA EL VECTOR "NFREQ" OMITIENDO LOS VALORES CON "l“ YA QUE .
C***ANTERIORMENTE SE SUMARON AL. VECINO MAS PEQUENO :
MN=0
DOsel=1, MM
IF (NFREQ() .EQ. 1) GO TO 50 S
MN=MN +1 E sl
FREQ(MN) = NFREQ(I} o’
PPROB(MN) = PROB(I)
50 CONTINUE
RETURN
END :
C‘tt‘ttt“‘t"“‘ot“.ttlt SUBRUT[NA IN\,AR BaRERRERAP ARSI R AN kb (D

C OBJETIVO:

Agrupa las frecuencias observadas para no tener

conteos de tno

C ENTRADA : NFREQ Vector de Frecuencias
PROB  Vector de Probabilidades

. MM  Tamailo de los Vectores

SALIDA : FREQ Vector de Frecuencias Agrupadas
PPROB Vector de Probabilidades Agrupadas
MMM Tamaiio de los nucvos Vectores

an

Onoonanana

oanaonn

SUBROUTINE INVAR(NFREQ,PROB,MM,FREQ,PPROB,MMM)
DIMENSION NFREQ(50),PROB(50),FREQ(50),PPROB(50)
INTEGER FREQ
FREQ(1)=NFREQ(1)+NFREQ(2)
PPROB(1)=PROB(1)+PROB(2)
DO 10 I=2,MM
FREQ(D=NFREQ(i+1)
PPROB(I)=PROB(I+1)
10 CONTINUE
MMM=MM-1
RETURN
END
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C"‘.“"‘.t"‘.t‘.“‘ SUBRUTINA NKL
OBJETIVO :
Calcula las estadisticas "KL" y "KLA",
ENTRADAS : PROBVcctor de probabilidades
MM  Dimensiondel vector NVAL
NFREQVector de frecuencias
N Tamaiio de muestra
SUM  Estadistica "S"
SALIDA: KL Estadistica KULLBACK-LIEBLLER
KLA Estadistica KULLBACK-LIEBLLER con LOG(S):

aaononnnnn

SUBROUTINE NKL(K,FREQ,PPROB,MMM,N,SUM,KL, KLA)
DIMENSION PPROB(50),FREQ(50)
INTEGER FREQ
REAL KL,KLA,KL1
SA1=0,0
KL1=0.0
DO 50 =1, MMM
ARG =FLOAT( FREQ(}))
Al = ARG/FLOAT(N)
SAl =S8Al + Al
A2 = PPROB(J) / SUM
COCIEN = ALOG(A/A2) .
A3 = Al * COCIEN
KL1=KL1 + A3
50 CONTINUE
SLOG = ALOG(SUM)
KL =2.0 * FLOAT(N) * KL1
KLA =KL - 2.0 * FLOAT(N) * SLOG
RETURN
END
Ct.“'t“'tt“‘t SUBRUT[NA DECISION R, lt“t.‘."“‘c
C OBJETIVO:
C  Proporcionar cl criterio para rechazar la Hipétesis Nula
C  comparando el valor de las Estadisticas "KL", “S", "C","KLA"
C  conlos respectivos ciiantiles en tablas. Con 90 % de conf.
C ENTRADAS : SUMSTAR Estadistica "S" Estandarizada.
C KL Estadistica Kullback-Licblier
(o4 KLA Estadistica Kullback-Liebller con Log(S)
o] MM Dimension del vector NVAL
C SALIDA: ITI Namero derechazos segin "KL"
C IT2 Nimero de rect segin "S8" izada
C IT3 Nuimero de rechazos segiin "C*
[od IT4 Nimero de rechazos segin "KLA"
C

‘.

SUBROUTINE DECISION(K,SUMSTAR,MMM,KL,KLA,IT1,IT2,IT3,IT4)
DIMENSION REJI1(30)

INTEGER GL

REAL KL,KLA

DATA REJ1/2.706,4.605,6.251,7.779,9.236,10.64,12.02,13.36,
114.68,15.99,17.28,18.55,19.81,21.06,22.31,23.54,24.77,
125.99,27.20,28.41,29.62,30.81,32.01,33.20,34.38,35.56,
136.74,37.92,39.09,40.26/

B R
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C - TRBAJAREMOS CON ALPHA =0,1*'
IF (SUMSTAR .LT. REJ2 ) IT2 = IT2 + 1
IF (MMM .EQ. 1) GO TO 10 R
GL=MMM-1 .
IF (KL .GT: REJI(GL))ITI =IT1 + 1
IF (KLA .GT. REJI(GL)IT4 = IT4 + 1
1F (KL .GT. REJI(GL) .OR. SUMSTAR LT, REJZ )
GoTo 1l
10 " IF (SUMSTAR .LT.RE]R2)IT3 = ITJ +1
11 CONTINUE BRESS T b
RETURN Tt e
END S
CHevrrrddssrnnee SUBRUTINA CHOICE 0‘.0."“““‘0‘0““(:
OBJETIVO:: B
Proporcionar el eriterio para rechazar la Hipdtesis Nula
comparando ¢l valor de tas Estadisticas "KL", "S", "C","KLA"
con los respectivos cuantiles cn tablas, Con 95 % de conf.
Cucenta el nfmero de veces que se rechaza la Hip. Nula
ENTRADAS : SUMSTAR Estadistica "S" Estandarizada.
KL Estadistica Kullback-Licbller
KLA Estadistica Kullback-Licbller con Log(S)
MM Dimeasion del vector NVAL
SALIDA : ITI Numcro de rechazos segin "KL"
IT2 Nimcro de rechazos segin "S" Estandarizada
IT3 Numero de rechazos segin “C"
IT4 Numero de rechazos segion "KLA*

[oXeNeNeNe e NeNeKeXoNe e o)

"danonaonnnnaane

SUBROUTINE CHOICE(SUMSTAR MMM KL KLA,IT1,IT2,IT3,IT4)
DIMENSION REJ1(30)
INTEGER GL
REAL KL KLA

C  TRBAJAREMOS CON ALPHA = 0.05
DATA REJ1/3.841,5.991,7.815,9.488,11.07,12.59,14.07,15.51,
116.92,18.31,19.68,21.03,22,36,23.68,25.00,26.30,27.59,
128.87,30.14,31.41,32.67,33.92,35.17,36.42,37.65,38.89,
140.11,41.34,42.56,43,77/
REJ2=-1.645
IT1=0
Im2=0
13 =0
IT4=0
IF ( SUMSTAR .LT. REJ2) IT2 = IT2 + 1
IF (MMM .EQ. 1) GO TO 10 :
GL=MMM - 1 Lt
IF (KL .GT. REJI(GLY)ITI = ITT+ 1
IF (KLA .GT. REJ(GL)IT4 = IT4 4 1 ° )
IF ( KL ,GT. REJI(GL) .OR.SUMSTAR .LT. REJ2 ) =3 x)
GO TO 11

10 IF (SUMSTAR .LT. REJ2) T3 = m 1

11 CONTINUE
RETURN
END




Cotrersetsnsss  SUBRUTINA BIN D T )

[pNeXeKeleloNoRoRoXo o Xe}

OBJETIVO :
G dor de variables al ias BINOMIAL NEGATIVA con
Par metra (NR,P)
ENTRADAS: IX,1Y,1Z Semillas Iniciales

N Tamafio de nuestra

NR,P Parimetros de la Distribucién
SALIDA: NB Vector de varizbles BINOMIAL NEGATIVA
NOTA:
ARREGLOS DE TRABAJO: WK VECTOR DE DIMENSION N
SUBRUTINAS QUE USA: DUN(IX,1Y,1Z,U) GENERADOR DE V.A.

UNIFORMES EN EL (0,1)

®annnancnann

SUBROUTINE BIN(IX,1Y,IZ,N,NR,P,NB)
DIMENSION NB(50), WK(50)
DATA EP5/0.000001/
Pl =1.0-P
Rl =P**NR
DO 11=iN
CALL DUN(XIY,IZ,U)
1 WK(D)=U
DO 151= LN
NB(I) =NR
R=R1
T=WK0)
IF(T LE.R)GOTO IS

IF (R .LT. EPS*SUM) GO TO 10
SUM = SUM+R
X1=XI+10
XD =XD+1.0
1F(T.GT.SUM)GOTO 5
NB() = KK
GOTO 15
10 CALL DUN@XIYIZ,U)
WK()=U
NB(I) = KK+1+9*WK()
15 NB(I) = NB(l)-NR
RETURN
END
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Ctvuluonuu E SUBRUTINA DUN N f";“‘t.“t;‘tdt‘t‘ttgc
OBJETIVO : : e
Generador de V'lrnblcs Alc.'llonas Unlfomlcs encl mlcr\'ﬂl )
o0, ns:mdo <l algoritmo AS 183 de Apphcd Sm(lslics(l982)
\ol 3L

ENTRADA: IX,1Y,1Z Semillas Iniciales

SALIDA: U Niimero Aleatorio cn (0,1)

annnaaann

SUBROUTINE DUN(IX,IY,IZ,U)
1X=171*MOD(IX, 177)-2*(IX/177)
1¥Y=172*MOD(IY, 176)-35 X(IY/176)
1Z=170*MOD(IZ,178)-63*(12/178)
IF(IX.LE.0)[X=IX+30269
IF(Y.LE.0)iY=1Y+30307
IF(Z.LE.0)1Z=1Z+30323 :
U=AMOD(FLOAT(IX}/30269. mFLOAT(m/:osm 0+FLOAT(IZ) Sl
*/30323.0, FLOAT(1)) S AR
1F(U.GE.1.0)U=0.999999 :

IF(U.LE.0.0)U=0.000001

RETURN

END
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