
TESIS CON 

1 e¡ 
2e· 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO J 

FACULTAD DE CIENCIAS 

DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO 

"SOBRE PRUEBAS DE BONDAD DE 
AJUSTE" 

T E s I s 
QUE PARA OBTENER EL GRADO ACADEMICO DE 

A C T U A R o 
PRE 5 EN TA 

MARIA DEL ROSARIO ESPINOSA TUFJl\JO 

DIRECTOR DE TESIS 

DR. FEDERICO JORGE o' REILL Y TOGNO 

CIUDAD UNIVERSITARIA, MEXICO D. F. l99J 

P ID.LA DE ORIGEN 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



CONTENIDO 

INTRODUCCION 

1. GENERALIDADES SOBRE LA INFERENCIA ESTADISTICA 

1.1 Conceptos Preliminares 
1.2 Estimación 
1.3 Pruebas de Hipótesis 
1.4 Método de Razón de Verosimilitudes Generalizadas 

2. BONDAD DE AJUSTE 

2.1 El Problema de Bondad de Ajuste 
2.2 Clasificación de los Problemas en Bondad de Ajuste 
2.3 La prueba JI-cuadrada de Pearson 
2.4 Bondad de Ajuste Simple (caso continuo) 
2.5 Bondad de Ajuste en el caso Discreto 

3, BONDAD DE AJUSTE (Para la Distribución Poisson} 

3.1 Prueba de Bondad de Ajuste para la Polsson 
3.2 Divergencia Logarltmica Kullback-Liebler 
3.3 La estadfstica Ji-cuadrada de Pearson como la Distribución 

Limite para la Divergencia 

4. ANALISIS EXPLORATORIO 

4.1 Distribuciones Bajo la Hipótesis Nula 
4.2 Tablas para KL y e (niveles de slgnlficancla emplrlcos) 
·4,3 Comparación de Potencias 

CONCLUSIONES 

APENDICES 

A. Estimadores para un Experimento Multinomial 
B. Entropla y Divergencia Logarítmica 
c. Serte de Taylor 
D. Documentación de Programas y Subrutinas 

BIBLIOGRAFIA 



INTRODUCCION 

En ocasiones al obseNar fenómenos alealorlos es deseable contar con un método 

que ~yude a_ decidir si el fenómeno bajo estudio llene cierta regularidad en el sentido de que 

sea posible asociarle alguna distribución de probabilidad conocida. 

Uno de los problemas clásicos en Inferencia estadfsllca es el de pruebas de 

hipótesis; en particular aquellos en las que no solo se desconoce uno o varios parámetros de 

la dislribución de probabilidades sino la distribución misma. En esle caso se tiene un 

problema de "Bondad de Ajuste" y es usual lomar a la familia de distribuciones como la 

fam//a de todas las dlstribucfones continuas o de todas las discretas. 

Hasta el momento, gran parte de los métodos para probar Bondad de Ajuste han 

sido desarrollado para el caso en que la familia paramélrica de distribuciones es una 

subfamllla de las continuas, y en el caso discreto no existen resultados análogos al anterior· 

en Igual número. 

Los métodos utilizados para Bondad de Ajusle en el caso discreto, son pocos y en 

muchos casos requieren de agrupamientos de los varares en clases arbilrar/as como el caso 

de la Ji-cuadrada de Pearson. El uso de la Ji- cuadrada "necesita" agrupar los valores del 

recorrido en celdas para que la aproximación distribucional empleada sea razonable, y éslo 

represenla cierta desventaja, aun asf ha llegado a ser una de las más utilizadas en la 

estadística aplicada. 

Dentro del caso discreto, se cuenta también con la versión Kolmogorov-Smirnov 

aportada en Pellit y Stephens (1977) que requiere que el agrupamiento produzca clases 

equlprobables, además esla prueba no es invariante ante posibles reagmpamlentos. 

Reclenlemenle, se tiene la propuesla aportada en Kocher/akota y Koctierlakola (1986) y 

extendida en Rueda et al (1991) con base en la función generatriz de probabilidad emplrica; 

no obstante el caso discreto esta poco estudiado. 



E~ proble_ma de bondad de ajuste se puede ver formalmente como un problema de 

prueba de hipótesis, y para este último se cuenla con un criterio de rechazo clásico conocido 

como mé.todo de Razón de Veroslmllitudes Generalizadas (Llkelihood Ratio), En el caso 

coñlfnuo el uso del cociente de veroslmililudes conduce a una Indeterminación (el 

denominador es lnfinllo, pues, el supremo sobre la alternativa es Infinito), pero en el caso 

disCreto el cociente de verosimilitudes si esta definido, aunque ha sido empleado únicamente 

para una distribución discreta con soporte finito y suponiendo observados todos /os valores 

del recorrido. 

En el presente trabajo se analiza el caso discreto y se discute el uso del criterio de 

Razón de Verosimilitudes Generalizadas. Se proponen dos pruebas estedfslicas derivadas 

de este criterio, la primera es llamada Kl, con base en el Cociente de Veroslmilitudes 

Generalizadas y la Divergencia Logarllmlca Kullback·Lfebler, y la segunda denotada por C, 

que es una combinación vfa Bonferronl de Kl y otra estadfstlca ll::imada S que es la suma 

de probabilidades del recorrido observado, dando Igual peso a ambas. Además, se comparan 

los porcenliles obtenidos con los reportados previamente en O' Reilly F.J.{1991) para un 

estudio para el caso Po/sson. 

El carácter de este análisis es de naturaleza exploratoria, donde la exactitud de los 

niveles de sfgnificanc/a son reportados por medio de simulaciones Monte Cario ejemplificado 

para el caso Polsson únicamente, aunque el procedimiento se puede extender a otras 

distribuciones discretas. 

Para el presente trabajo, fue necesario un equipo de computación (486133) y el uso 

del lenguaje de programación FORTRAN 77 ver. 3.2, utilizando ciertas rutinas del paquete 

estadístico IMSL. Se presenta material derivado de los conceptos matemáticos preliminares 

y en cierta forma, en la aportación final, los resultados resumidos en tablas de las 

simulaciones ejecutadas por ras programas computacionales. 



· 1. GENERALIDADES SOBRE LA INFERENCIA ESTADISTICA 

1.1 Conceptos Preliminares 

Parece una preocupación natural del hombre la búsqueda de mejores explicaciones 

al comportamiento de fenómenos de naturaleza impredecible, procurando reducir esta 

Incertidumbre y sus erectos, y de ser posible, fonnular predicciones relativamente confiables. 

Como una respuesta al modelaje de fenómenos calificadas de aleatorios surgieron 

los modelos probabllfstlcos; ante un fenómeno de esta naturaleza a lo más que se puede 

aspirar es a conocer el modelo probabllfstlco que lo representa. 

Se podria decir que la Inferencia estadlstica estudia algunos aspectos de los 

fenómenos probabilislicos. Si la ley probabllísllca que representa a cierto fenómeno aleatorio 

es totalmente conocida, la estadfstlca no tiene cabida alguna; ésta se utiliza sólo cuando la 

ley probabilfstica bajo consideración es total o parcialmente desconocida. El grado de 

desconocimlneto de una ley probabilística se va reduciendo mediante un proceso de 

obseivaclón e inferencia que concluye con un modelo más preciso. 

Asociado a fenómenos aleatorios existe la noción de variable aleatoria que no es otra 

cosa que una transformación a la escala real del resultado aleatorio (evento). Dado un 

conjunto n , una a~álgebra A de subconjuntos de n , y una medida de probabilidad P 

definida sobre A , llamado espacio de probabllldad y denotado por (n, A, P) , una variable 

aleatoria X es una función con dominio en n y contradomlnlo en los reales. La función X(·) 

debe ser tal que el conjunto Ar ;; { 1~X( w)Sr} pertenece a A para todo número real. 



Una variable aleatoria discreta . ..\'sobre un espacio de probabilidad (n, A, P) es una 

función con ~omlnlo en n y con contradomlnlo en un conjunto finito a lo más numerable de 

números reales. Una variable aleatoria continua X sobre un espacio de probabllldad 

.(n.~.P) es una función con dominio en n y con contradomlnlo Igual a uno o más 

Intervalos de la recta real. 

Por construcción el valor que toma una variable aleatoria es de antemano 

Impredecible pudiéndose aspirar solamer •. .1 a conocer las probabllldades con las que tomará 

ciertos valores. 

Observe que una variable aleatoria X Induce un espacio de probabl//dad en el 

conjunto de los números reales. Al trabajar con variables aleatorias se puede restringir al 

espacio de probabilidad Inducido sin necesidad de referirse al fenómeno aleatorio que dló 

lugar e la variable aleatoria. Una variable aleatoria queda completamente especificada si se 

da por una parte, la colección de los valores que puede tomar, y por la otra las 

probabilidades respectivas. La ley probabilfstica asociada a una variable aleatorla se conoce 

como su distribución. 

La función de distribución de una variable aleatoria X, denotada por Fx(·) es 

definida como aquella función con dominio en los reales y contradomlnio en el Intervalo {0,1], 

que salisface: FAx) = P[ X :5 x] = P¡ lli X( w) :5 x) para todo número real x. 

Desde el punto de vista probabilístico el objeto deja de ser un fenómeno aleatorio y 

se convierte en la variable aleatoria X en si, concentrándose en su distribución. SI X es 

una variable aleatoria discreta entonces su correspondiente función de distribución Fx(·) es 

discreta (F escalonada); si X es una variable aleatoria continua entonces su 

correspondiente función de distribución Fx(·) es continua (F absolutamente continua). 



SI X es una vári~~Ía al;atoiia disér~ta se ilamaia af(x) '= P[X;;;x] iunclón de 

probabilidad d~ X~¡ satlsiacie ': .· ·· 

··· __ e o{fc~f:<Ci~~r~t~~o'xi=~ 

.. 

SI X· es variable á1aatárta absolutamente continua, existe una función f(x) 

satlsrace: 

Q f(x) :<O para todo x e 9l 

IQ [f(x)di: = 1 

llQ P(a 5. X 5. b) = JjCx) di: para cualesquiera a y h. 

A f(x) se le conoce como la función de densidad de probabilidad de X. 

El conjunto de posibles valores que puede tomar una variable aleatoria X as el 

soporte de X esto es, el soporte de f(x,8) denotado por SP(J) es definido como: 

SP(J) = ( x / /(x;8) >O para algún 8 e 0 ) 

Si se conoce F(x) \;/ x E 91, se conoce la ley que gobierna a X , por lo que en 

este caso no hay cabida para la estadlstlca asf que requerimos de cierto grado de 

desconocimiento de F. Suponer que la distribución F es parcialmente desconocida 

equivale a decir que pertenece a una cierta clase o familia de funciones de distribución. Tal 

es el caso de la ramilla paramétrica { F(-; 8) 1 8 e 0} que equivale a decir que se conoce 

F(-; 8) en cuanto a su fonna analilica pero se desconocé el valor del parámetro 0. 

El problema de Inferencia se completa con dos Ingredientes más: contar con 

observaciones (muestra) de F y el segundo con la pregunta que Interesa contestar sobre 

F. 



Supóngase que de F pueden oblenerse n observaciones independientes 

X 1, ... ,X" que se dicen ser varfableS aleatorias Independientes e idénticamente distribuidas 

según la ley F, de la cual sólo se sabe que pertenece a una cierta familia de funciones de 

distribución. Con base en X = ( X 1 , ••• , X..) el problema a resolver puede ser muy variado 

dependiendo de la pregunta que se haga sobre F. 

Las preguntas tfplcas que se hacen en un contexto inferencia! tienen que ver con 

estimación, pruebas de hipótesis, y bond'ad de ajuste, este úhimo es el tema de estudio en el 

presente trabajo. 



1.2 Estimación 

La estimación proporciona una "aproximación" sobre el valor desconocido de alguna 

caracterlsllca t(F) de Ja distribución F, de la cual sólo se sabe que F E F , donde F 

denota a alguna familia de distribuciones: misma que puede ser de distribuciones discretas o 

continuas. Si la familia es paramétrica, la caracterfslica t(F) es una función de 8, el 

parámetro desconocido. 

Existen dos fonnas de llevar a cabo la estimación puntualmente, utilizando la 

lnfonnaclón de la muestra para obtener un sólo punto que estime la caracteristlca; y 

estimación por intervalo que uliliza un intervalo para obtener dos números que se supone 

acotan a la caracterlslica de interés. En cada caso la estimación se hace mediante un 

estimador, que es una regla que establece cómo calcular el valor estimado con base en los 

datos de la muestra. 

Como los estimadores pueden ser muchos, serán de Interés aquellos que sean "los 

mejores" y como caracterlstlcas deseables en un estimador se pide por ejemplo el 

"insesgamlento" y varianza minima. Con base en X;:: ( X 1 ••••• X") se obtle~e i(F) que es 

una función de la muestra X y es por tanto una cantid::id aleatoria, por lo que está sujeta a 

una ley probabilística, En el caso del estimador por intervalo, sería conveniente que contara 

con dos propiedades: contener a la caracterfstica "frecuentemente" y que sea relativamente 

estrecho. Los estimadores por Intervalo se llaman comumente intervalos de confianza. La 

probabilidad de que un Intervalo de confianza (cuyos extremos son aleatorios; o sea antes de 

haber observado Ja muestra) contenga al parámetro, se conoce como coeficiente de 

confianza 1-a. . 
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1.3 Pruebas de Hipótesis 

Otro problema en Inferencia es el de pruebas de hipótesis; una hipótesis esladfstlce 

es una afinnaclón con respecto a alguna caracterlstlca desconocida de F , esta afirmación 

puede Involucrar ya sea algún parámetro o alguna forma funcional de la distribución no 

conocida de Interés F. 

En forma general el problema de prueba de hipótesis consiste en proporcionar con 

base en X= (X1, ••• ,X") un esquema o regla de decisión para rechazar o no rechazar la 

aseveración F E F 0 • SI F es una familia paramétrica, en cuyo ceso 

F = ( F(·,9)19 ee}' Fo= { F(·,9JJ9 e®o } 

F-F0 = !F(·,9)J0ee-e0 ¡ 

con 0 el espacio paramétrico y 0 0 e 0. A la hipótesis J/0 : FE Fo se le conoce como 

hipótesis nula, y a la hipótesis H1 : F e F - Fo como la hipótesis altemallva. 

Dependiendo de las caÍdlnalldades de Fo y F - Fo las hipótesis pueden ser simples o 

compuestas. 

Las partes de una prueba estadfstlca son la ested!stica de prueba (función de la 

muestra) y la región de rechazo que especlrfca los valores de la estadlstlca de prueba para 

los cuales se rechazarla la hipótesis nula. La determinación de una reglón de rechazo 

adecuada para una prueba estadlstlca es un problema Interesante que requiere de especial 

atención. Nótese que para cualquler reglón de rechazo fija se pueden cometer dos tipos de 

errores al llegar a una decisión: se puede decidir rechazar la hipótesis nula siendo le 

hipótesis nula la verdadera (llamada error tipo 1) o se puede decidir no rechazar la hipótesis 

nula siendo. la hipótesis alternativa la verdadera (error Upo 11). 
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La probabilidad de un error tipo 1 se denota con a. , la probabilidad de un e~or tipo 11 

con p, y-ambas proporciOnan une manera práctica para medir la boildad de Una PrüebB. El 

número ex. suele llamarse nivel de slgnlficancia asociado con la prueba, y mide de alguna 

manera, el riesgo que se corre por un rechazo Incorrecto de la hipótesis nula. A pesar de ser 

recomendados valores peque1los para a. , su elección para aplicarlo en análisis prácticos es 

algo arbitrario. 

Una vez observada la estadistlca de prueba es posible, de manera alternativa al uso 

del a., determinar el valor p (p value), es decir el nivel de slgnificancla alcanzado por la 

prueba para ese valor observado de la estadlstlca. Esta cantidad es una estadfstlca que 

representa el mfnlmo valor de a. para el cual se rechaza la hipótesis nula con esa muestra 

particular. Su uso es muy socorrido en la estadlstica aplicada y se menciona aqul por 

completez pero en lo subsecuente se utJtrza la noción del a y el J3. 

Un concepto relacionado para evaluar el funcionamiento de una prueba se denomina 

potencia de la prueba, que es la probabilidad de que la prueba rechace correctamente la 

hipótesis nula, midiendo la capacidad de ésta para detectar si la hipótesis nula es falsa. La 

potencia de la prueba y ta probabilidad del error tipo 11 se relacionan entre si 

potencia= 1 ·J3 

En la mayorla de los casos no existe seguridad sobre si la decisión tomada (rechazar 

H0 o no rechazar f/0 ) es acertada, por lo que la teoría busca métodos para elaborar los 

esquemas de decisión que en promedio sean correctos, uno de los métodos más utilizados 

es el de Razón de Verosimililudes Generalizadas. 
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_'."·'"·-. _'. _;'.·;·~:·" ~·/·'- ' ' ' ' 

:.~·-,;::.»~- ·_;~,:>.~- :"> ~;- '::_:_:.:·.: 
consideré- la diSt~bÚéJó~.~f(.;eJ yé.~' ... '.;~i. u~~-m~'e~1rá ~fea1~ri~ d~ F( e) 

e _e e'. ;~~~e~-)a r~;~~ÍÓn·]·:--d-~~~'ld~'d'i;}("}~~}~-.:('{~~-~~~~~~-~i~~~'~1~1i¡ii~-· dB:_ e donde 

denoleda por L(e.~J para 0 una 0~ues~ ~~~~¡¡~;i~ti~•:}~'.·~.):: .. j;fine ~~mo la 

densidad conjunla de X en X, _est~es,; ~;; i • : _ ~ -~·;, 

L(é;~¡;;~[r¡('..;téff- - -
Para la prueba de hlpólesls -- ,, -~~~' ' . \:::: .. :<. -'· ', 

··.·:· ':.:':'.': " 
- '"·J' .. 

n,:ee~d~ ·} (e~'C:'®J-- -· 
-. vs. ·· ~:'" . :'_:;::·· ~;.-~L .i .: 

- H, :0~0{:~: ;:·f(~;¡;;~~eiJ 

es pequeña en comparacion con Ka una cierta consiente que depende de ex, (tamaño del 

error Upo 1). 

Observe que A es una función de ·!, A.(x1 , ... x,.). Cuando las observaciones son 

remplazadas por sus correspondientes variables aleatorias X 1 ,. •• ,Xn, entonces se escribe 

A por A: esto es, A= A.(X1, .... XJ. En realidad Aes una estadística, o sea una función 

de la muestra. 

Observe además que: es equivalente tomar en el denominador al Supremo bajo /f1 , 

ya que para A que satisface necesariamente que Os; I~ $ l: los valores "criticas" son cuando 

es pequeño y en ese ca<;o el denominador puede ser evaluado indistintamente como el 

1 A denota fa Razón de Verosimilitudes Gcncrali1.adas. 
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Supremo so~re H1 o sobre H0vH1, ya que el denamlnádor no puede ser mas pequeño 

que el numerador si 1.. <l. 

En el Cociente de Verosimilitudes para et problema Simple vs. Simple, el numerador 

de A es la verosimilitud en H0 y ef denominador de A es ta verosimilitud en H 1; de manera 

que se rechazará 1/0 cuando ra verosimilitud bajo /10 es pequeña comparada con la 

verosimilitud bajo H1• Si el problema es Compuesto, el numerador y el denominador son 

verosimilitudes generalizadas; de hecho el numerador es la verosimilitud máxima bajo ll0 , y 

si es afcanzab/e se obUene cuando e0• es el estimador máximo verosfmll bajo H0 • 

Para la mayoria de /os problemas, esle mélodo produce la mejor prueba posible en 

el sentido de la palencla. Oesarortunadamenle el método no siempre genera una estadística 

de prueba con una dislribución de probabilidad conocida, sin embargo, si el tamaño de la 

muestra es grande se puede recurrir a una aproximacón Ji-cuadrada para fa distribución de 

A. 

El criterio anterior pone en evidencia la estructura de la región de rechazo pero 

queda por cuanliflcar "que tan pequeño es pequeño". Esto es maliva de estudio en cada 

sl!uación particular, aunque en lo general e}(Jsten aproximaciones derivadas de la teoría 

asintótica. 
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2. BONDAD DE AJUSTE 

2.1 El Problema de Bondad de Ajuste 

En estadlstica paramétrica, cuando se hace una prueba de hipóte~is se conoce de 

antemano la familia de distribuciones que está asociada a la población, y lo único que se 

prueba es si los parámetros toman cierto valor específico o varfan en un cierto subconjunto 

del espacio paramétrico. Sin embargo hay situaciones en las cuales no sólo se desconoce 

uno o varios parámetros de la distribución de probabilidades, sino que se desconoce la 

distribución misma. El problema de Bondad de Ajuste es formalmente un problema de 

prueba de hipótesis, solo que en este caso F es no paramétrica y es usual tomarfa como la 

familia de todas las distribuciones continuas o en otros casos de todas las distribuciones 

discretas, esto es: 

H0 :FeF0 

vs. 

H,:FeF-F. 

en donde el hecho a subrayar es que F es una familia grande; de hecho no paramétrlca 

<con e de dimensión tin1ta> y p 0 es paramétrlca. 

En forma tradicional el tipo de pruebas de Bondad de Ajuste se basa en la 

comparación de las resultados de una muestra aleatoria con aquellos que se espera 

observar si la hipótesis nula es correcta, y asi comprobar si los resultados de la muestra 

confirman la distribución hipotética. 
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2.2 Clasificación de los Problemas en Bondad de Ajuste 

Le_ única cateQorizaci6n que se hace para distinguir problemas de Bondad de Ajuste, 

dado que F - Fo es siempre no paramétrlca, se basa en la cardinalidad de Fo: 

Problema Simple de Bondad da Ajuste. 

Se tendrá un problema simple de Bondad de Ajuste cuando Fo tenga u~ solo 

elemento, es decir, F 
0 

= (F0 } y se suele escribir coma: 

H0 :F= Fo 

vs. 

_ff. :F"'F¡, 

dejando lmpUÓllo el_ que . F es la de Íodas las CÓnllnuas o bien ladas las dlscrelas. 

Problema Compuesto de Bondad da Ajuste. 

Sl F 
0 

tiene más de un elemento y es una famma paramétrica, es decir, 

F.= {F(· ,0)J0 e0} entonces se dice que es un problema compueslo de Bondad de 

Ajuste, o bien, un probl~ma de Bondad de Ajuste en presencia de parámetros desconocidos. 

En todo caso F - F 
0 

sigue siendo muy grande y no pararnetrizable. 

Los procedimientos clásicosl para pruebas de hipótesis generalmente no son de 

utilidad en Bondad de Ajuste. En principio los métodos para contrastar hipótesis fueron 

desarrollados siendo F una fam\lla paramétrtca, y cuando F es no paramétrtce, estos 

métodos dejan de tener sentido en el caso continuo. 

'.2 Procedimientos del tipo Ncym!ltl Pearson. 



SI en Bondad de Ajuste deseemos p·rabar. la ~lpótesls 

H0 :FeF0 

vs. 

H¡:FeF-F. 

16 

siendo F la familia de todas las dlstribucloneS continuas, ut/llzando el método de razón de 

verosimilitudes generalizadas, H 1 sigue .siendo no paramétrfca y mucho muy grande como 

familia de distribuciones, entonces la veroslmllltud generalizada bajo H1 es no acotada, por 

la que 

S11p 8 L(e,x) 
:>.- • -

- S11p a, L(e,-:) 

serla siempre cero. Por ello el criterio de Razón de Verosimilitudes no funciona en Bondad 

de Ajuste para el caso continuo; y es por ésto que se han desarrollado enroques especificas. 

El argumento anterior, sin embargo, no es aplicable para descalificar al cociente de 

verosimilitudes A como criterio para el problema de Bondad de Ajuste si F. es la familia de 

todas las distribuciones discretas. 
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2.3 La Prueba JI-cuadrada de Pearson 

En general una prueba de Bondad de Ajuste compara los resultados de una muestra 

aleatoria con aquellos que se espera observar si la hipótesis nula es correcta. La 

comparación puede hacerse mediante la clasilicación de los datos que se observan en cierto 

número (K) de categorfas, comparando entonces, las frecuencias observadas con las 

esperadas por cada categoría. 

Una de las estadlstlcas más utilizadas, la X 2 
, fué propuesta en 1900 por Kar1 

Pearson, demostrando que su distribución se puede aproximar por una distribución x." 

cuando el tamaño de muestra 11--> oo (conservando K fijo). La estad!stica propuesta por 

Pearson es la siguiente 

X'= i: (01 - E¡)' 
, E, 

en donde O¡ es el número de valores de la muestra observados en la i -éslma categoria y 

E, los esperados bajo la hipótesis nula. 

De acuerdo con lo anterior la estadislica es la suma sobre todas las categorfas de 

los cocienles entre el cuadrado de las diferencias entre la frecuencia obseiváda y esperada; 

y la frecuencia esperada. La estad(st!ca anterior recibe el nombre de prueba de bondad de 

ajuste X 2 de Pearson. SI existe una concordancia peñecta entre las frecuencias que se 

obseNan y las que se esperan, la estadlstica tendrá un valor igual a cero; por otro lado si 

existe gran discrepancia entre estas frecuencias, la estadística tomará un valor muy grande. 

Por ello se desprende que para un tamailo dado del error de tipo I, la región critica es el 

extremo superior de una distribución r.' con (K - IJ grados de libertad. 

La prueba X 2 se usa cuando los datos pueden claslficarse en un número arbitrario 

de categorlas, además es Invariante a Jos efectos del orden en las categorfas. Como 
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desventaja pierde información a causa de posibles reagrupamientos; esto la hace menos 

poderosa que la prueba Kolmogorov w SmlmovJ que utiliza toda la Información; aunque si los 

datos fuesen permutados (por ser etiquetas de clases o categorlas} la estadfstlca no resulta 

Invariante. 

En los casos en que deban estimarse r parámetros (porque H0 especifica una 

dlsÍribuclón paramétrica con e r-dimensiona(), la aproximación Ji-cuadrada a la prueba X 1 

de Pearson, se modifica dejando [K - r-11 grados de libertad, y sustituyendo a 9 par un 

estimador adecuado el calcular las E, . 

Para un tamaño especifico del error tipo l, la hipótesis nula seré rechazada si existe 

una diferencia significativa entre las frecuencias obseNadas y esperadas; la decisión es no 

rechazar H 0 (mas que aceptarla) si la diferencia existente entre las frecuencias obseNadas 

y esperadas es, en forma relativa, pequei\a. 

Si la prueba se hace a un nivel de slgnificancia a. la estadlstlca X 1 se compare con 

el porcentil (1- C1) de Una dJstribUclón x~<-HJº 

' Ver página 20 
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2.4 Bondad de Ajuste Simple (caso continuo) 

-Para Ilustrar el problema general de Bondad de Ajuste consideremos el caso simple 

con F conl/nua, de manera que con base en X=(X¡·, .... _XJ, muestra de F. se desea 

probar 

vs. 

H1 :F"'F, 

LB Idea de todo mélodo para probar H0 , es contrastar la hipótesis con Ja eVidencla, 

r8piesentados en este caso por Fo y X . 

Asociada a una muestra, existe una runcfóO de distribución llamada "empírica", que 

permtte representar la evidencia muestra! en forma de distribución: 

1" 
F,,(x)=-2/¡x.<•l ' n ; .. 1 

Observe que F,,(x) es para cada x e!Jl una variable aleatoria y bajo H0 , nF,,(x) 

se dlslribuye como una binomial con parámelros /1 y Fa(x) . Además del resultado 

dlstribucional que indica el tipo de comportamiento probabl/ísl/co que se espera de F,.(x), 

existen resultado~ relacionados con e/ comportamrento asinlótico de la runclón de la 

distribución empfrica. 

4 [,., es la runcfón indicadora del evento A. 
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El le~~ de ~ljvenko·Cantelll aflnna que, bajo H0 

súp;¡F,,(x)::_ Fo(~ll-> O 
- -

, c~ando_.11 7.:~ ~n probabilidad 1: esto es, de ser cle~a. la hij:)óiesis' nulB H0 , las funciones 

~- y.--~-.~~~~·"-~~~ ~arecldas. Et res~!tado ani~~~"r~-~U-~irló-útilliár- ·cama medida de 

d\sc;ep~nc\~ entre eVldencla e hipótesis a º· = ..Jñsup,IF,,(.<i°:--:F.(x)!. -la Ko\rnogorov· 

.smimov. 

Además de la métrica anterior se pueden obien~r' v'ariá.Ot,es- de· ésta· y de otras 

posibles métricas para sugerir otras medidas como por ejemplo: 

W,' =11J(F,(x)-F,(x))'cn~(x)~ 
~ 

A; =nf [F,,(x)-F,(x)]' dJb(x) 
"F.(x)[l-F,(x)] 

En caso de que se lograra obtener su distribución bajo H0 , podrla entonces 

evaluarse la probab\\ldad de que la medida elegida tome un valor "grande" que llevarla a 

cuestionar si H0 es cierta. 

El objeto de conocer bajo H0 la probabilidad de que la medida tome un valor 

"grande" con el que se rechazaría H 0 , es precisamente para controlar la probabilidad de 

que se rechace H 0 equivocadamente (error tipo 1). Sin embargo el cómputo para obtener las 

distribuciones exactas de una métrica suele ser extraordinariamente dificil, mas aún, si 

depende del valor del tamaño de la muestra n. 

Tanto /J" como Wn2 o la variante A; pueden verse como funcionales -del proceso 

estocástico l;" , cuya ley limite converge al llamado Brownlano "atado". 

f,,(x)=Jñ ¡J~(x)-F,(x) },xE91 <'> 

' l;" es también llamado Proceso Empirico. 
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El conocimiento de la distribución asintótica de una tal medida puede deducirse del 

crimportamlento de la distribución asintótica del proceso empiñco, esto es, el conocimiento 

del comportamiento de las fluctuaciones en las trayectorias del proceso emplrico se traduce 

en el conocimiento del comportamiento aleatorio de las cantidades reales que resultan al 

utilizar la funcional correspr.ndlente. 

Notacionalmentc la convergencia de ~ 11 se expresa por l; 11 {x) => B(t) con 

t :;;; F0(x) un cambio de variable ~uempo" y B(t) un Gausslano de media cero y función de 

covarlanza p(s,t) so cov{B(t ), B(s)) = s 111-sl ( con /\ = mlnlmo), conocido como 

Browniano atado 6 también como puente Brownlano. 

El resultado anterior es Ja generalización cte·1a con~erÍJ_~~~~-a-a·-la normal de l; 11 (x) 

para x fijo (Teorema de de Molvre - Laplaca). 

Las estadfstlcas D11 , A;, W,,2 , como funclo~aies ,~~~.~n(x)i' sOn:. 

":"' ·-· 
,--:--~;-'----:·-

Kalmogorov - Smlmov .JñD. ;;,siip,¡~;(x)! 

Cramér - Van Mises w.' ;s~MicJF.(~) 
91 ·· .••. , ·' 

Anderson - Derling 

Es Importante observar que el cambio de variable ~l~n1po" t -~ F0 (x) trae consigo 

algo más, la transformación de cada X, a una uniforme en el interválo [O, t]. 
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SI X- F, entonces U:'= F(X) - · U(O, !}, esto se puede ver ya que para 

11 e[0,1), 
·. p.(11}~?(~s11}···· 

;=P[F(:r)s;1] 
~P[xcsF-1 (11)] 

;,,·F(F'1(11)) 

:::: u , con p- 1 convenientemente elegida. 

SI a cada una de las observaciones X1,X2,. •• ,X" se las transforma con Fo. 
U1 =F~(XJ,-i=1, ... ,n entonces la hipótesis nula H 0 :F:::; F0 del problema original, queda 

caracterizada por una nueva hipótesis nula H~ en el siguiente contexto: 

U1,U,. .. ,,U. muestra de Gen [0,1], p~ebe H;:G(11} =11, 11 e[O,l] 

En otras palabras, bajo la hipótesis nula H0 y sólo bajo H0 , las U1 son una muestra 

Independiente de la distribución uniforme en el intervalo [0, l). 

Mas aún, si con las U1 se construye la correspondiente función de distribución 

emplrlca. 

• 1" 
F. (11) = - :E l¡u".¡, 

11 t:.I 

- se puede exhibir el proceso emptrico correspondiente en (O, l] 

~:(11) = .Jñ { F.'(11)-11 } 

SI ó" es una funcional de l;" que también se puede expresar como una funcional de 

;:, entonces, la distribución de O" será Independiente de F0 , como es el ceso de les 

estedistlcas Dn, A; , W,.2 , que se expresan en términos del proceso l;;(u) como 

sup./ñ\F;(11}-11\ 

11 j;¡F;(11)-11]' d11 

n¡t(F,,º(ll)-ll]' d11 
Jo 11(1-11) 
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que a su vez tienen expresiones computacionales en términos de U1,U,_, ... ,U,, o bien de 

las respectivas estadísticas de orden .. 

Haber mencionado explicitamenle que se está haciendo uso de la transformación de 

una variable aleatoria continua con su propia función de distribución tiene el objetivo de 

resaltar la idea de transformar al [o, I] y ahf probar uniformidad. Asi, después de transformar 

cada X, y obtener las U1 ,U2 , ••• ,U,,, se evalúa la estad/stlca elegida y se checa con el valor 

de lablas correspondiente. 

Todo lo presentado en Bondad de Ajuste hasta el momento, está restringido al caso 

conllnuo, es decir, fa famllla paramélrfca de distribuciones que se quiere probar es una 

subfamlfia de las continuas, dejando el caso discreto poco estudiado. 



2.5 Bondad de Ajuste en el caso Discreto 

explorado un método que se basa en la consideración 

probabilidades y su contraparte emplrica; de hecho si 

<1>(1)=i:1'P, ... 
es la generatriz de probabllldades para una distribución 

Incluyendo el cero con P[X = J]= P1 , j = 

probabllldades emplrtca como 

24 

Se encontró bajo ciertas condiciones, la ley lfmlte del proc~so emplrtco asOclado e 

la !unción generatriz de probebllldades: 

,Jñ( <l> .(1)-<1>(1)) 

que resulta ser un Gausslano de media cero y cierta función de covarlenza. En Ruede et el 

(1991) se explora la integral del cuadrado del proceso. Alll se utiliza para el caso de hipótesis 

-nula simple y también para el caso con parámetro desconocido. En ese caso se usa 

en el cual 

ci>(t)= i;1• P.(íi) ... 
pues las P1(e) dependen de un parámetro. 

Al momento se tiene Identificado el proceso asintótico, como un Geusslano de media 

cero y covarlanza del Upo del limite del proceso empirico con parámetros estimados. 
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; . . . "" . ~ :: ~·:-., - ': __ ,.,'._' 

3.1 Prueba de Bondáét d0 AJÚste-jlara·1a· Pólsson 

cons_ldere ·x =·C.r1 ,:~:,x,J.une mueStra aleatoria de la _distribución discreta f(x) 

con parámetro 0 desconocido y J = {0,1,2 .•. } el conjunto de valores posibles para cada una 

de las variables, es decir, J es el soporté de f. 

suPóngase que se desea probar la hipótesis siguiente : 

e· 
H 0 : /(x) = e-• "XI ; e desconocida 

contra la alternativa de q~e f(x) no es POisson pero es cualquier otra distribución con el 

mismo soporte J, es decir, 

e• 
H, : /(x)"' e-• "XI 

Ante este planteamiento se puede utilizar el cociente de verosimilitudes 

generalizadas ~, pues en el caso discreto sf esté definido. El empleo. del cociente ).. 

presupone para el caso Polsson evaluar el supremo bajo H0 • 

SI los datos los escribimos identificando frecuencias 

N0 = # X¡'s =O 

con j eJ 

entonces !f0 ,N1 .... ,f.!1 6 •• :.: son_!~~ frecuencias observadas. 

. . . . . . 
6 N

1
. denOÜi '~J n~r;.ero·d~ ~~-~bleS ~-~~ori~ de ia muestra iguales aj. 



La f~nclón de veroslm,~lit.ud eS~á dada por_ 

tomando logaritmo 7 y derivando, 

-2._log L{J;x) 
1Xl -

···:)···e(~) "'-

de donde et esumador máximo veros1mu para e es' 0 =?' X. resuttada bien conocido. 

De manera que bajo H 0 

rr e ... ~ G [ •¡]"' 
)•O ji 

7 En lo sucesivo se ~~aj~ ~~!1 lo~tmo ~tural_{log,). 

26 
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Se puede ver (Apéniii~~ A).que eleglr/(O),j(l),;;. que maximicen . L(h:~:J en·· 

H
0
vH

1 
.- cond~~e~ a-t~mar }Ú}:_-~-~~ ~~,f~ed~-~rlci~~~~~e~~~~>:-~-: 

' ;:._;:.,_~ 
j.(J. ·) ~·.:· N.·,·,1····." / 

~~'.~t<~~- o-;-r=:;:~::_:_,-·: .. :_ ;~·:_~' 

. [ .•. • J ]"·' 

e-o~. ñ 'JI• 
/•O N¡ 

n 

m [J.(J;ii)]NJ =n-, .. º N, 
11 

Obsérvese que en el producto es equivalente utilizar sólo los valores de j donde 

N1 >O ya que los otros ténninos son Iguales a 1. 

Si se denota con .J al subconjunto de J = {O, 1, 2, ... } tal que N 1 >O, entonces, 

n[1(1;0)]"' 
jEJ N¡ 

n 
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es la estadisllca del cociente de verosimilitudes generalizadas, en dónde /(J;9) es la 

densidad en j bajo la hipótesis nula, habiendo sustituido el parámetro por el estimador 

máximo verosfmll. 

Aplicando logaritmo natural y multlpllca-ndo por-..!.,- se obtiene: 
. 11 

[

,·,N, •:] 
N -

¿.....1.tog 11 : ,,, ,, ¡(j;a) 

= v·[(!!L) .(¡(j;a)) ] . 
IJ jt:.J jGJ 

Con iY, casi la medida de divergencia logarftmlca Kullback-Llebler de las frecuencias 

emplrtcas ( : 1) respecto a las frecuencias estimadas J(j;e}. 0/er Apéndice 6). 

Se hace la observación de que si 8 fuera conocido _ ..!_ 1og A. serta 
11 

v·[(;). (fU;SJ),a] · 
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3.2 .Divergencia LogarítÍnica Kullback-Liebler 

Para que _ _!_log(A.) fuerá una medida de divergencia logerflmlca se requerirla no 
11 

sólo~'.que (:1J, sumen la unidad a lo largo de J, (ya que esto sucede), sino que también 

las J(j; e) sumen l~ unidad a lo largo de .! • cosa que no ocurre. 

En vista de esta situación, se define la cantidad S como la probabll!dad bajo la 

hipótesis nula de los valores observados del soporte, por tanto aleatoria, dada por la muestra 

x, ..... xn. esto es: 

o bien, 

s ¿1(1;e). 
j<J 

S ; :¿ /(j;6) si e es conocido, 
J<J 

y se denota por f•(j;S) a los valores de la densidad estandarizada de tal manera que 

a lo largo del conjunto·J suman la unidad, esto es, 

1·(1;e) 

y 

1(1;e) 
s 

¿1·(1;e) 1. 
J•J 
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En consecuencia·,...!. tog(;.) es función riionótdna de i. y tiene la siguiente expresión : 
11 . . 

. 1 .· '. ·iv ···[[·•··N' :]¡] 
- ---10.·gc;. .. l =.-L·::_¡_· ··.- .. 1.º·-·g· .~_.· .. , ._ -,, ____ .· 1~, ,, •·.• f"\j;_BJ S 

__ , .-. :/ ·--··-~S<- ' 

[

. N, >:l: . 
= L N,k,-g . -~._('··· ••. · .. _) -. __ Í~g(S)_-
'" 11 .- J. 1;a · · 

El primer sumando es la medida de la Divergencia Logarltmlca Kullbak-Llebler de las 

frecuencias emplricas ( :') respecto a las "probabilidades" estandarizadas J' (j; e) que 

se denotará por KL y el segundo sumando corresponde al logaritmo natural de S. A la 

estadfstlca S (que llevarla a rechazar para valores chicos) si se te resta su media y se divide 

por su desviacón estándar, se le utilizará mas adelante con una aproximación normal. 
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3.3 La Estadistica Jiacuadrada de Pearson como la Distribución Limite para la 

Divergencia Logaritmlca 

Antes de pasar a la distribución bajo la hipótesis nula, cabe mencionar la relación 

entre ñ y /a estadfstlca X~de Pearson (pero con un pequeño cambio). 

fj = L N¡ log[ .~I • ] 
J•J,, f V;e) 

e•¡ 

B Desarrollado en serie de TayJor_ (Ver-~éJtdJce C). 
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Parlo que, ----

211fJ 
~f(.>(1;ª)-;J 

1" N1 -

PÓr 19 tanto, con la ~otaclón preVia, 

Que se espera .tenga una distribución x' con [card(J)-1- 1] grados de libertad 

(ya que se estimó un parámetro). Lo anterior es una justificación heurlstlca de la distribución 

Ji~cuadrada que se conjetura como la distribución limite para 2nKL. El E1 en este caso 

depende de e y se estima, además de haberse estandarizado. 

Se hace la observación de que si 0 fuera conocido, la aproximación a la "1.1 serla 

con [ card(J) -1 J grados de libertad solamente. 
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4. ANALISIS EXPLORATORIO 

4.1 Distribución de KL y e bajo Ja Hipótesis Nula 

El criterio es rechazar la hipótesis nula cuando 

=n[h.a}]N, 
J'-' !!J.. 

n 

es pequefia, pero esto es equlvalenle a rechazar la hipótesis nula si KL es grande y/o S es 

pequei'io ya que 

=Kl-log(S) 

Encontrar la distribución exacta de la estadfstlca y Ja de S se ve como un problema 

combinatorio complicado aun haciendo uso de teorfa asintótica surgida heurfstlcamente; ya 

que se conoce la relación existente entre KL (Ja Divergencia Logarilmica Kullback-Lieb/er) 

y Ja estadística X 2 de Pearson, se espera que 2nKL tenga una d/slribución aproximada Ji

cuadrada con [card(J) - 2] grados de llbertad. Esta es la aproximación emplrica que se 

estará usando. Para S, su media y varianza pueden ser calculadas y se puede usar 

enlences una aproximación normal, que bajo ciertas condiciones podría ser buena, esto es : 

2nKL - X,' 
S - l'fonnal 
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Se procederá a la oxploraclón de tales aproximaciones bajo H0 reallzando estudios 

de simulación utilizando el "Método Monte Cario" . Con base en el nümero de rechazos de la 

hipótesis nula para las dlslribuclones de KL y S comparadas con la Ji-cuadrada y la nonnal 

respectivamente, se trata de probar la bondad de una distribución Polsson con parámetro 

conocido, y cuando el parámetro sea desconocido, se utiliza el estimador Máximo Veroslmll 

para este caso. Estos resultados se obtienen por slmulación para obtener los niveles de 

slgnlficancla empíricos. 

Se denota con KL la prueba que rechaza para valores grandes de KL uUUzando la 

aproximación JI-cuadrada antes mencionada y con C la prueba que combina vla Bonrerronl 

KL con S ya estandarizado utilizando para cada una un nivel de~. 
2 

El valor del nivel de slgnificancfa a es por' supuesto un valor "leórlco" ya que en la 

práctica Ja verdadera distribución no es la utlllzada. Es común cuando se usa la prueba de 

ajuste de Pearson, elegir un numero arbitrarlo de ce/das y agrupándolas lamblén de manera 

arbitrarla, esperando lograr una buena aproximación, esto es, un o .. próximo al verdadero. 

Es sabido que el grado de aproximación de una X· de Pearson a una distribución 

'f.2 depende de si existen muchos conteos o valores esperados pequenos. Cuando los 

valores esperados en las calegorlas son pequen os Ja aproximación es mala; analogamente, 

cuando los conteos observados son muy pequenos, la aproximación suele ser mala. Por lo 

anterior y dado que la estadlslica KL escencialmente es una estadística ... :r2 de Pearson, 

se exploraron dos posibles agrupamientos de Jos conleos que eviten tener frecuencias 

observadas Iguales a 1 . 

Un tipo de agrupamiento, llamado "Arbitrario", simplemente agrupa el o los valores 

observados con frecuencia 1 con el vecino Inmediato que tenga la frecuencia más baja. La 

otra variante de agrupamlenlo consistió en agrupar aquel valor en el recorrido con 
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rrecuencla Igual a 1, con el valor del recorrido de entre los restantes de la frecuencia más 

baja. A éste lo vamos e referir como agrupamiento "Invariante". 

Obsérvese que si por alguna razón los valores del recorrido fueran permutadas, el 

primer tipo de agrupamiento no necesariamente darla un valor para la estadística Invariante 

a esta permutación, es decir, depende del orden en que se presenten las frecuencias; sin 

embargo el segundo tipo de agrupamiento produciría un valor de la estadística invariante 

ante una posible permutación del recorrido. Por lo anterior se consideró de Interés explorar el 

comportamiento ente estos dos posibles agrupamientos (Apéndice D). 

En lo sucesivo, se reportan Jos resultados de 1,000 corridas para diferentes valores 

del parámetro, /os valores empilicos para a serán reportados para las estadístic'a's KL al 

10% y 5%, y para Cal 10%, efectuando entonces Ja comparacón entre el a empírico de /as 

aproximaciones contra el a. teórico (unlcamente para la distribución Poisson). 
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4.2. Tablas para KL y e (niveles de significancia empiricos} 

Se presenta a continuación el resumen en labias de los resultadas del número de 

rechazos en 1,000 simulaciones para la hipótesis nula según las estadlstlcas KL y C para 

una distribución Poisson con parámetro 0 = {1.0, 3.0, 7.0, 10.0} para diferentes tamanos de 

muestran = {10, 20, 30, 40, 50}, con agrupamientos Arbitrarlo e Invariante, y contemplando 

en ambas variantes tas casos en que el parámetro sea conocido y desconocido: en este 

últlmo caso se comparan los valores de la estadistica correspondiente contra los cuanllles de 

la distribución Ji-cuadrada restando un grado de libertad adicional. 

Se puede observar que la exactitud en la reconstrucción de los percenllles utilizando 

la aproximación Ji-cuadrada es buena salvo para muestras pequef\as y valores grandes del 

parámetro, se deja ver también le similitud entre éstas y las tablas aportadas previamente 

para la misma esladlstlca en O' Rei\\y (1991). 

En el análisis de las estadlsticas utilizando el agrupamiento Invariante se observa 

que la convergencia es mas lenla y mejora para muestras de mayc.r temaf\o; pero presenta 

cierta ventaja teórica con respecto et agrupamiento Arbitrario. 



VALORES EMPIRICOS DEL a PARA LA PRUEBA DE POISSON( 0) 
EN LA TABLA APARECEN LOS RECHAZOS CON BASE EN 1000 CORRIDAS 

ESTADISTICA "KL" CON PARAMETRO 9 CONOCIDO Y TAMAfiíO DE MUESTRA /1 

AGRUPAMIENTO ARBITRARIO 

10 20 30 40 50 

79 110 81 114 
(47) (64) (53) (46) 

·73 86 83 94 
(49) (38) (47) (49) 

·79 79 83 81 
(38) (35) (49) (46) 

60 85 89 76 
.. (31) (32) (44) (51) 

.· 

·--~ _e. . n 10 20 30 40 50 

1.0 96 94 115 121 113 
(43) (49) (54) (44) (57) 

3,0 61 74 97 86 68 
(27) (44) (49) (49) (39) 

.· 

7.0 47 64 72 92 97 
(23) (33) (40) (40) (54) 

10.0 44 72 81 89 86 
(13) (31) (31) (46) (35) 

AGRUPAMIENTO INVARIANTE 

~ 10 20 30 40 50 

1.0 101 78 107 82 112 
(39) (45) (61) (54) (47) 

3.0 55 69 82 83 97 
(17) (43) (37) (43) (51) 

7.0 25 66 64 76 76 
(19) (22) (27) (44) (43) 

10.0 26 40 64 77 66 
(11) (14) (23) (31) . (36) 
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VALORES EMPIRICOS DEL a PARA LA PRUEBA DE POISSON(9 ) 
EN LA TABLA APARECEN LOS RECHAZOS CON BASE EN 1000 CORRIDAS 

ESTADISTICA 'C' CON PARAMETRO 9 CONOCIDO Y TAMAÑO DE MUESTRA n 

AGRUPAMIENTO ARBITRARIO 

. 10 20 30 40 50 

93 67 216 132 76 

93 111 97 145 153 

75 110 109 119 103 

83 108 98 111 131 

O'REILLY (1991) AGRUPAMIENTO ARBITRARIO 

~ 10 20 30 40 50 

·1.0 116 68 202 106 89 
.· 

3.0 97 102 87 128 114 

7.0 76 85 106 112 127 

10.0 73 90 100 106 111 

AGRUPAMIENTO INVARIANTE 

~ 10 20 30 40 50 

1.0 99 65 213 133 77 

3.0 63 106 95 142 155 

7.0 68 98 101 116 100 

10.0 70 92 86 101 116 

38 
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VALORES EMPIRICOS DEL a PARA LA PRUEBA DE POISSON( 8) 
EN LA TABLA APARECEN LOS RECHAZOS CON BASE EN 1000 CORRIDAS 

ESTADISTICA "KL" CON. PARAMETRO 8 DESCONOCIDO Y TAMAÑO DE MUESTRA n 

AGRUPAMIENTO ARBITRARIO 

20 30 40 50 

105 117 108 128 
(60) (75) (63) (48) 

80 94 97 97 
(48) (43) (51) (55) 

87 92 80 
(44) (58) (47) 

99 109 86 
(30) (53) (61) 

... 

~ 10 20 30 40 50 

1.0 34 105 119 100 94 
(8) (51) (57) (55) (45) 

3.0 92 73 96 90 77 
(41) (36) (48) (41) (37) 

7.0 58 91 97 87 77 
(28) (41) (39) (41) (33) 

10.0 64 74 70 102 91 
(26) (36) (37) (47) (44) 

AGRUPAMIENTO INVARIANTE 

~ 10 20 30 40 50 

1.0 41 100 121 104 126 
(8) (64) (79) (63) (48) 

3.0 81 77 98 93 108 
(28) (43) (37) (53) (63) 

7.0 40 75 77 82 76 
(22) (25) (27) (51) (47) 

10.0 41 50 76 95 77 
(14) (18) (22) (41) (45) 
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VALORES EMPIRICOS DEL et PARA LA PRUEBA DE POISSON(0) 
EN LA TABLA APARECEN LOS RECHAZOS CON BASE EN 1000 CORRIDAS 

ESTADISTICA "C" CON PARAMETRO 0 DESCONOCIDO Y TAMAIÍIO DE MUESTRA n 

AGRUPAMIENTO ARBITRARIO 

~ 10 20 30 40 50 

1.0 42 93 113 119 80 

3.0 83 109 107 129 125 

7.0 72 100 111 113 91 
·. 

10.0 68 102 92 115 135 

O'REILLY (1991) AGRUPAMIENTO ARBITRARIO 

~ 10 20 30 40 50 

1.0 46 69 107 102 78 

3.0 96 89 103 89 99 

7.0 64 94 98 89 96 

10.0 46 96 103 112 97 

AGRUPAMIENTO INVARIANTE 

~ 10 20 30 40 50 

1.0 42 97 116 119 80 

3.0 74 106 102 132 133 

7.0 63 88 95 107 91 

10.0 57 84 81 103 121 
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4.3 Comparación de Potencias 

Se presentan dos pruebas KL y C para probar la distribución Polsson, con 

parámetro conocido. Se concluye haciendo una comparación de estas pruebas con la X1 de 

Peerson, que puede ayudar al experimentador a seleccionar la más adecuada. 

1 
(r)=9 1 

null 1 
1 1 
5 1 
10 1 

null 1 
1 1 
5 J 

10 J 

nu\I 1 
1 1 
5 -¡ 
10 1 

null 1 
1 1 
5 1 

10 -, 

COMPARACION CE PRUEBAS X', KL y C al 10% PARA LA POISSON 

CON 9 CONOCIOO. LA ALTERNATIVA ES BINOMIAL NEGATIVA(r,p) 
RESULTADO DEL NUMERO DE RECHAZOS EN 1000 SIMULACIONES 

AGRUPAMIENTO ARBITRARIO 

10 1 30 
1 

50 

X' 1 KL 1 e 1 X' 1 KL 1 e 1 X' 1 KL 1 

e= 1.0 

88 1 86 1 93 1 83 1 110' 1 216 J 88 1 114 1 
225 1 236 1 294 1 371 1 593 1 535 1 709 1 764 1 
97 1 137 1 144 1 126 1 172 1 201 1 141 1 202 1 
112 1 108 1 133 T 92 1 130 1 178 1 102 1 125 1 

8= 3.0 

131 J 71 1 93 1 103 1 86 1 97 1 87 J 94 1 
306 l 622 T 659 T 875 1 990 1 983 1 992 1 999 1 
141 1 211 J 229 1 238 1 370 1 324 1 384 1 578 1 
111 1 124 1 150 1 122 1 192 1 172 1 188 1 271 1 

8=7.0 

41 1 44 1 75 1 102 J 79 1 109 1 140 1 81 1 
185 1 913 1 937 1 993 1 1000 1 1000 1 1000 1 1000 1 
72 1 364 -, 421 1 513 1 789 1 779 1 700 1 950 1 
69 1 201 1 209 1 234 1 464 1 408 1 334 1 618 1 

o= 10.0 

49 1 40 1 83 1 85 1 85 1 98 1 97 1 76 1 
204 1 974 1 974 1 1000 1 1000 1 1000 1 1000 1 1000 1 
93 1 520 1 551 1 776 1 931 1 903 1 897 1 996 1 
61 1 277 1 309 1 450 1 628 1 570 1 572 1 823 1 

e 

76 
709 
151 
93 

153 
999 
449 
213 

103 
1000 
924 
539 

131 
1000 
989 
784 



' 1 
(r)=0 1 

null 1 
1 1 
5 1 
10 1 

null 1 
1 1 
5 1 
10 1 

null 1 
1 1 
5 1 
10 1 

null 1 
1 1 
5 1 
10 1 

• 

COMPARACION DE PRUEBAS X', KL y Cal 10% 
CON 0 CONOCIDO. LA ALTERNATIVA ES BINOMIAL NEGATIVA(r,p) 

RESULTADO DEL NUMERO DE RECHAZOS EN 1000 SIMULACIONES 
AGRUPAMIENTO ARBITRARIO 

O' REILLY (1991) 

10 
1 

30 
1 

50 

X' 1 KL 1 e 1 X' 1 KL 1 e 1 X' 1 KL 1 

0= 1.0 

88 1 86 1 116 1 63 1 115 1 202 1 88 1 113 1 
225 1 260 1 269 1 371 1 606 1 558 1 709 1 779 1 
97 1 126 ,, 134 1 126 1 162 1 216 1 141 1 220 1 
112 1 86 1 151 1 92 1 181 1 248 1 102 1 169 1 

0=3,0 

131 1 61 1 97 1 103 1 97 1 87 1 87 1 88 1 
306 1 601 1 608 1 875 1 984 1 976 1 992 1 1000 1 
141 1 198 1 191 1 238 1 391 1 316 1 384 1 534 1 
111 1 138 1 122 1 122 1 194 1 153 1 18U 1 261 1 

8 = 7.0 

41 1 47 1 76 1 102 1 72 1 106 1 140 1 97 1 
185 1 926 1 927 1 993 1 1000 1 1000 1 1000 1 1000 1 
72 1 338 1 352 1 513 1 811 1 758 1 700 1 947 1 
69 1 167 1 201 1 234 1 431 1 399 1 334 1 626 1 

8=10.0 

49 1 44 1 73 1 85 1 81 1 100 1 97 1 86 1 
204 1 968 1 970 1 1000 1 1000 1 1000 1 1000 1 1000 1 
93 1 496 1 543 1 776 1 943 1 902 1 897 1 996 1 
61 1 253 1 276 1 450 1 644 1 581 1 572 1 829 1 
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e 

89 
704 
154 
177 

114 
1000 
441 
181 

127 
1000 
911 
514 

111 
1000 
988 
751 



l 
(r)=8 1 

null -, 
1 1 
5 1 
10 l 

null 1 
1 l 
5 1 
10 1 

null 1 
1 1 
5 -1 
10 1 

null 1 
1 1 
5 1 
10 l 

COMPARACION DE PRUEBAS X', KL y C al 10% 
CON 8 CONOCIDO. LA ALTERNATIVA ES BINOMIAL NEGATIVA(r,p) 

RESULTADO DEL NUMERO DE RECHAZOS EN 1000 SIMULACIONES 
AGRUPAMIENTO INVARIANTE 

10 
1 

30 
1 

50 

X' 1 KL 1 e 1 X' 1 KL 1 e 1 X' 1 KL 1 

8= 1.0 

88 -, 101 l 99 1 83 1 107 1 213 1 88 1 112 1 
238 1 203 1 306 1 371 1 543 1 520 1 709 1 810 1 
137 1 129 1 123 1 128 1 146 1 196 1 141 1 198 1 
108 l 92 1 135 1 92 1 136 1 197 1 102 1 163 1 

8=3.0 

131 1 55 1 97 1 103 1 82 1 87 1 67 1 97 1 
308 l 331 l 595 1 875 1 975 1 969 1 932 1 999 1 
141 1 133 -¡ 154 l 238 1 347 1 287 1 384 1 507 1 
111 1 72 1 142 1 122 1 186 1 132 1 188 1 235 1 

e= 1.0 

41 1 25 1 76 1 102 1 64 1 106 1 140 1 76 1 
185 1 896 1 919 1 993 1 1000 1 1000 1 1000 1 1000 1 
72 l 298 l 342 l 513 1 764 1 654 1 700 1 929 1 
69 1 125 1 181 1 234 1 395 1 333 1 334 1 567 1 

8=10.0 

49 1 26 1 73 1 85 1 64 1 98 1 97 1 66 1 
204 1 958 1 973 1 1000 1 1000 1 1000 1 1000 1 1000 1 
93 1 424 1 493 1 776 1 895 1 865 1 897 1 988 1 
61 l 199 l 277 l 450 1 537 1 491 1 572 1 779 1 

43 

e 

77 
897 
140 
116 

114 
1000 
441 
201 

127 
1000 
869 
461 

131 
1000 
978 
701 



CONCLUSIONES 

En el presente trabajo, de caracter exploratorio, se reportaron los niveles de 

significancla (a empfricos) para dos estadfsUcas propuestas; denoladas como Kl y C , 

para probar la Bondad de Ajuste en el caso discreto. Aunque el procedimiento es aplicable a 

otras distribuciones discretas se ejemplificó solamente para el caso Poisson. 

En este estudio se observó que la convergencia es muy parecida en ambas 

variantes del agrupamiento (el Arbitrario y el Invariante ante posibles reagrupaciones del 

recorrido observado) en comparación con las reportadas previamente para el mismo 

problema por O'Rellly F.J.(1991). En cualquier caso los resultados se aproximan a Jas 

anteriores exploraciones Publicadas. 

Este ruo un trabajo exploratorio del problema de Bondad de Ajuste en el caso 

discreto que hasta hoy ha quedado poco estudiado. 

Estas estadísticas para el caso discreto son sólo algunas propuestas, y quedaría la 

labor de explorar a otras variantes de KL y C en las que se podría reconocer una mejor 

aproximación. 

Por simples que parezcan ciertos problemas en Bondad de Ajuste su solución no es 

tan sencll/a. La Bondad de Ajuste para otros casos, como lo son distribuciones multlvariadas 

conocidas, o con parámetros desconocidos es un reto en la actualidad. 
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APENDICES 

Apéndice A (Estimadores pera un experimento multlnomlal) 

Considérese que un experimento E se divide en k + 1 eventos _Ao,A1, ••• ,Ax 

mutuamente excluyentes con probabll!dades fo,f¡, ... ,PK ,esto es, P, = P(A1)_ para 

i=D,l,. .. k 

Se consideran n repeticiones Independientes de E con n0 ;11i,·.~ .• nr ;-~I número de 

veces que ocurren los eveiltos Ao,A1, ... ,A1: , respectivamente, donde n1 C?:O para 

i =O, 1,. .. k y tales que 110 + ... + nt = n. Obsérvese que nt esté detennlnado 

aútomátlcamente por 110,/li.···•"t-l y n. 

Por tanto se tiene solamente k variables aleatorias independientes que son . 
n0 ,111, ••• ,111_1; del mismo modo P,;. está determinada automáticamente ya que L P, == 1. 

l•O 

, 
Para n0 ,tt¡ , ••• ,111; enteros fijos, la función de veroslmilltud está dada por: 

y su logaritmo natural por. 

logl(~.~) = .~º log(P,)+ .•. +n, log(P,,) 

... 
=>~11,log(Jl) •. 

l•O 
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Para encontrar el vector .probabilidades [P.,, P, ,. .. , P,] que maximice log L( !_',~) 

• 
restringido a la condición de que L P¡ =_ 1 se utiliza· el método de_ Lagrange para maximizar , .. 
directamente 

a ( ) • n - [ logL P,n -'1Ll!] =::L-11 
aP1 - - '"·º · l'¡ 

Las derivadas se.anulan para I =o. l, ••. ,k sólo si !!.L= TI para todo j, de donde 
l'¡ 

se obtiene que el estimador máximo veros(mll es la frecuencia relativa del evento del tipo j, 

ya que Í: P¡ ~ 1, es decir fo¡ = !!L 
1•0 n 

Parlo tanto L{P,n}semaxlmlzaellglendoi'o ;;;;~.fa: =5., ... ,Pa;;.;;!i 
- - n IJ 11 

Observe que el vector aleatorio de frecuencias~= [n0,11¡ , .. .,llt], es una 

estadística sufuciente mlnlmal y tiene una distribución multinomial con parámetros 

~ = [P0 ,P¡ , ... , Pt1• donde la probabllidad de tener n01 11t , ••• ,nt ocurrencias en n 

ensayos será : 

!( ) - ni P"'P.' P."• n0 ,n1 , ••• ,nt - I o J ••• t · n0 ln1 !, ... ,n1 
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ApéndicO B (Entropia y Divergencia Logaritmica) 

En la teorla de la probabilidad un sistema completo de eventos A"~ .... ,An es un 

conjunto de eventos mutuamente excluyentes y exhaustivo, esto es, uno y sólo uno de ellos 

debe ocurrir en cada ensayo. 

SI se dan eventos ApA: , ••. ,A" de un sistema completo con probabilidades 

~ ,Pz ,.~ •• ~ estas satisfacen que P, ~O - y · :tP,-= 1-~-.e~to'~~~~;s~-dlc,~· que se tiene 

esquema finito 

A=[A' A, 
Pi P, 

l•l - . ,- - : =~- . 

Todo esquema finito describe un estado ~e. lncertldum,b~e. En un experimento el 

resultado debe ser uno de los eventos A1 ,~, •• :,A11 
de quleqes ú~lcamente conocemos las 

probab111dades de su posible ocurrencia. Parec8 obvio q'ue el grado de Incertidumbre es 

diferente en esquemas diferentes. 

Se define la cantidad H(P¡,P,, ••. ) = ~ Í: Pr log P,. como la Entropla del esquema ... 
fintto A. 

Le entropla es una medida conveniente de la cantidad de incertidumbre asociada a 

un esquema finito dado. 

Definimos P, logP,. =O si P,. =O, y H(l\, .. .,P,) =O si uno de los P, es uno 

(y todos los demás son cero). En otro caso la entropla es positiva. 
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La distribución ~e probabllfdad para un vector de frecuenCias n = (111,llz, ... nt)con 

ciertas probabilidades p;,(.P¡ ... :.P,) está dado por 

W= n! _ P
0
"'.P,,"'.;.JJ,;11

• donde n=11¡+ •.• +nt. Usando la relación 
n,1111 1, ••. ,n,I 

= n log n ::.n.+p(n~ se tiene que logW= nB(r;p) + 0(11) dondeB(r;p) está definido 

como,B(r;p)= -t.r¡ log(;,J donde los 'i estén definidos como las frecuencias emplricas 

lj~&.._-_ 
' p, 

SI en realidad ·el vector de frecuencias /1 = (n1 ,112 , ••• n.t) tiene probabilidad 

q = (q1 , ••• ,qt) ; B(r;p)converge a la enlropfa de /a verdadera distribución q con respecto 

a p definido por: 

La presente definición de entropía conserva la interpretación original de Boltzman 

como el logarftmo de Ja verdadera distribución q respecto a Ja supuesta distribución p, 

obteniendo una medida natural de la desviación de la distribución q respecto de p. 

Se llene que -oo s B(q;p) SO y B(q;p) =O sólo si p = q. 

Cuando las distribuciones de probabilidad p y q están definidas respectivamente 

por las fUnclones de densidad q(x) y p(x), continuas respecto a la medida dr, la entropía 

está definida por 

B(q;p) = -J q(x) log[:¡~~ ]dt- . 
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. , . ," . n 

dlstrlbuclón 'p respecto a q · es definida. poi B(q;p )= ~ ± q; log [!h.] 
·- 'lsl p, 

La cantidad definida por D(q;p) = -B(q;p) es llamada medida de divergencia 

logarlt.mlca Kullback-Llebler entre las dlstrlbuclones p y q . De hecho D(q;p) no es por 

supuesto una distancia o una métrica en sentido general, ye que fJ(q;p) no es una función 

slmétrtca de p y q . No obstante D(q;p) caracterlza en realidad la desviación de p 

respecto de q . 

Se deduce que D(q;p) <!O y que D(q;p) =O si y sólo si p = q. 

Para el caso de la familia multlnomlal donde n = (n1 ,n2 , ••• nk) denotan las 

frecuencias de la 1-éslma categoría en n repeticiones con parámetro e= (81, ... ,01J donde . 
o< e, < 1 y ¿.e, = 1 se obseiva que: 

M 

= r, -e,_.!. (r, -e,)' +op(.!.) 
e, 2 e,' n 

donde Op(J(n)) denote un ténnlno cuyo orden es estocéstlcamenta menor que /(n). 
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B(r;O)=-±r,log(i). 
··''"'' ,· -e, 

- -- -- --

.· -B(r.;e) =. ;.hlog·l_·r,·J 
-:1s1 . le,) 

=> 2B(r;e) = ± (e, -r,)' + op(.!.). 
M lj n 

=> 2nB(r;O)=n± (e,-r,)' +op(.!.). 
M 'i n 

Este es el resultado clásico que demuestra que la estadlslica de la prueba JI

cuadrada de Pearson es asintóticamente equivalente a - 2nB(r;e) , el logaritmo del 

cociente de verosimilitud bajo Ja hipótesis nula e::::ªº 1 donde eº denota la verdadera 

distribución. 

La prueba X 2 de Pearson para la bondad de ajuste se puede lnlerpretar como una 

medida de Ja entrop!a de la verdadera distribución con respecto a la dislribución supuesta. 
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Apéndice C (Serie de Taylor) 

SI f es una función con derivadas de todos los órdenes en a, entonces la serle de 

Taylor para J(x) en x =a se dfine como: 

f l»(a)(x a)' ¡M(a)(x a)" 
J(x)=J(a)+¡l1>(a)(x-a)+ - + ... + - +R.. 

2! 11! 

dónde ¡ 11>(a) = d'J(x) 1 · 
dx' .r•G t 

¡ 1•1(c)(x-a)" 
R,,- (ll+l)I y ascsx 

El residuo es une medkfa de qué tanto difiere f de alguna aproximación polinómica 

de grado 11, y podremos representar una función ¡·por su serie de Taylar cuando ésta tenga 

derivadas continuas hasta de orden 11+1 .Ademés, si una función / tiene derivadas de 

todos los ordenes en un Intervalo que contiene a a y X se puede representar por su serie 

de Teytor siempre que 

Supongamos J(x)=log,(l+x) y a=O; entonces, 

' '·_ .· ' 

:" ·:x2 '·~] ··-.r~ :. 
demeneraque log,(l+x)=x,,-:'2+'3-""4+ ... pare -tsxst. 



Apéndice O (Documentación de Programas y Subrutinas) 

CCCCCCCCCC PROGRAMA POISARB 1 
CCCCCCCCCC Agrupamiento ARBITRARIO con parámetro CONOCIDO 
CCCCCCCCCC Este programa calcula el número de veces que las csladisticas 
CCCCCCCCCC KL, S, C y KLA conducen al rechazo .ic la hipótesis nula, con 
CCCCCCCCCC una confian:za del 90 y 95 %. 
CCCCCCCCCC ENTRADA: 
CCCCCCCCCC ALAM 
CCCCCCCCCC N 
CCCCCCCCCC NUMSIM 
CCCCCCCCCC DSEED 
CCCCCCCCCC ALPHA 
CCCCCCCCCC SALIDA: 

Par.imctro de la distribución Poisson (1,15) 
Tamallo de muestra a generar (<=50) 

Numero de simulaciones 
Semilla para la gcncrnr números aleatorios 

Nivel de signiftcanci.1 (10% O 5%) 

CCCCCCCCCC ITI Número de Rechazos segun KL 
CCCCCCCCCC IT2 Número de Rcclul7..os segun S 
CCCCCCCCCC lTJ Número de Rechazos segun C 
CCCCCCCCCC IT4 NUmcro de Rechazos segun KLA 
cccccccccc 
Sdcbug 

DOUBLE PRECISION DSEED 
DIMENSION NX{SO),NV AL{50),NFREQ{50),PROB(50),REJ 1 (30), 
1 QN(SO),Q(S0,50),FREQ(SU),PPROB(SU), 
2 ALAM1(4),ALPHAl(2),N1{5) 
!NTEGER TGl,TG2,TG3,TG4,Gl,G2,G3,G4,FREQ 
REALKL,KLA 
DATA ALAM 1/l.0,3.0,7.0,10.0/,ALPHA l/0.10,0.05/,N l/10,20,30,40,50/ 

cecee ARCHIVOS DE SALIDA 
OPEN(9,FlLE='KL.SAL',STATUS='NEW') 

CCCCC Continua la gcncrnci6n de NUMSIM vectores aleatorios de tnmado 
CCCCC N de una POISSON de parámetro ALAM (NX). Calada el soporte NV ALL. 
CCCCC y las frecuencias observadas sobre el soporte NFREQ. ' 

DSEED = 84225113 
NUMSIM = 1000 
D088811= 1,2 
ALPHA = ALPHAl(ll) 
WRITE(',8888)ALPHA 

8888 FORMAT{IX,' ALPHA ',F8.4) 
DO 777 JI= 10,50,10 
N=JI 
WR!TE(' ,7777)N 

7777 FORMAT{IX,' N ',12) 
DO 666 KKK = 1,4 
ALAM = ALAMl{KKK) 
WRITE(' ,6666)ALAM 

6666 FORMAT{IX,' ALAM ',F5.2) 
TGI =O 
TG2=0 
TG3=0 
Tm=o 
D03 K=l,NUMS!M 
WRlTE(' ,53JK.NUMS!M 

53 FORMAT(IH+,' SIMULACION No. ',14,' DE ',14) 

52 



CALL GGPON(ALAM,DSEED,N,NX,IER) 
CALL' BIN(DSEED l ,DSEE02,DSEED3,N,NRB,PBIN,NXJ 
D021=1,N 
NFREQ(l)=O 
PROB(I) =O.O 
NVAL(l)=O 

2 CONTINUE 
C LLAMADA DE SUBRUTINAS 

CALL OROENA(N,NXJ 
CALL CLASIFIC(N,NX,NVAL,NFREQ,J) 
MM=J 
CALL NPROB(NVAL,ALAM,MM,PROB) 
CALL NS(PROB,MM,SUM) 
CALL MEDVAR(ALAM,N,SUM,SUMSTAR) 
CALL ASOCIA(N,NFREQ,PROB,MM,FREQ,PPROB,MN) 

CALL' INVAR(NFREQ,PROB,MM,FREQ,PPROB,MMM) 
MMJl.l=MN 
CALL NKL(K,FREQ,PPROB,MMM,N,SUM,KL,KLA) 
IF(ALPHA .EQ.0.1) 
ICALL DECISION(K,SUMSTAR,MMM,KL,KLA,ITl,IT2,IT3,IT4) 
IF(ALPHA .EQ.0.05) 
ICALL CHOICE(SUMSTAR,MJl,IM,KL,KLA,ITl,IT2,IT3,IT4) 
TGI = TGI + ITI 
TG2 = TG2 + IT2 
TGJ = TG3 + IT3 
TG4 = TG4 + IT4 
CONTINUE 

WRITE(',I003) NUMSIM,N,ALAM,ALPHA, TGI, TG2, TG3, TG4 
WRITE(9, J003) NUMSIM,N,ALAM,ALPHA,TGI, TG2, TGJ, TG4 

1003 FORMA T(IX,'HICIMOS ',14,' SIMULACIONES DE TAMAÑO N = ',14,/, 
1 IX,'CON PARAMETRO LAMDA = ',FS.4,' Y ALPHA = ',F5.2,/, 
1 IX,'RECHAZOS ACUMULADOS PARA LAS ESTADISTICAS :',/, 
2 IX,' KL = ',14/, 
3 IX,' S' = ',14/, 
4 IX,' C = ',14/, 
5 IX,' KLA = ',14) 

666 CONTINUE 
777 CONTINUE 
888 CONTINUE 

CLOSE(9) 
STOP 
END 

53 



e•········ ... ··········· SUBRUTINA ORDENA ···················'."!• .. •e e OBJETIVO: . . e 
C Lasubmtina ORDENA los valores POJSSON del vectorNX ,C 
C en fonna nsccndentc, regresando el mismo vector NX ya ordenado C ~ 
C ENTRADA: NX Vector de Obsevnciones Poisson C 
C N Tam:ulo del Vector - C 
C SALIDA : NX Vector Ordenado Ascendentemente C 
c••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••·~··•••••'."••••••c 

SUBROUTINE ORDENA(N,NX) . . 
DIMENSION NX(lO) 
NMl=N-1 
DO 20 l=l,NMI 
JJ=I+ 1 

D020J=JJ,N 
IF ( NX(I) -NX(J)) 20,20,5 

NTEMP = NX(I) 
NXO> =NX{l) 
NX(J)=NTEMP 

20 CONTINUE 
RETURN 
END c••••••••0 

.. ·•••·••• *SUBRUTINA CLASIFIC ··························e 
c OBJETIVO: e 
C Agrupa y contabifü.a la frecuencia con la que se presenta C 
e cada valor de NVAL y los gm1rda en el vector NFREQ. C 
C Da una relación 1-1 entreNVALyNFREQ. C 
C ENTRADA: NX Vector de Observaciones Poisson Ordenado C 
C N Tam:ulo del Vector C 
C SALIDA : NVAL Vector de Valores Ordenados>O (Soporte) C 
C NFREQ Vector de Frecuencias Observadas en NX C - -
C pam cadn elemento de NVAL. C 
C J Dimensión de NV AL y NFREQ. C 
c••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••c 

SUBROUTINE CLASIFIC (N,NX,NV AL,NFREQ,J) 
DIMENSION NX(lO),NV AL(lO),NFREQ(lO) 
l=O 
ICLASE = NX(I) 
DO 15 I=l,N 
IF( !CLASE .EQ. NX(I) .ANO. 1 .EQ. N) GO TO 14 
IF( ICLASE .EQ. NX(l)) GO TO 15 
l=J+ 1 
NVAL(J) =!CLASE 
ICLASE = NX(I) 
IF( l .EQ. N)GOTO 14 
GOTOll 

14 J=J+ 1 
NVAL(J) = NX(I) 

15 CONTINUE 
I= 1 
NVAL(l)=NX(I) 
0040JJ= 1,N 

35 IFC NVAL(I) .EQ. NX(JJ)) GO TO 30 
l=I+ 1 
GOT035 

30 NFREQ(I) = NFREQ(I) + 1 
40 CONTINUE 

RETURN 
END 
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C .. •••••••••••••••••••••• SUBRUTINA NPROB •••••••••••••••••••••••e 
e OBJETIVO : e 
C E\'ahm cada una de la probabilidades Poisson sobre el C 
C vector NVAL (sopone) dcdimcnsion MM. C 
C ENTRADA: NVAL Vcctordc\'alorcs C 
C ALAM Par.huctro hunda C 
e MM i e 
C SALIDA : PROB Vec1or con las probabilidades Polsson " C 
c•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••c 

SUBROUTINE NPROB(NVAL,ALAM,MM,PROB) 
DIMENSION NX(50).NVAL(5tl),PROB(50) 
EX= EXP(-ALAM) 
D0201=1,MM 
IF( NV AL(I) .EQ. O)GO TO 14 
ITOP= NVAL(I) 
FAC = NVAL(I) 
DALAM = ALAM •• NVAL(I) 
D021 K=l,ITOP 
NI= NVAL(I) - K 
IF(NI .EQ. O) GO TO 21 
FAC=FAC •NI 

21 CONTINUE 
COC=DALAM/FAC 
PROB(I) = EX • cae 
GOT020 

14 EX= EXP(·ALAM) 
PROB(l)=EX 

20 CONTINUE 
RETURN 
END 

c•••••u•••••••••••••••••• SUBRUTINA PROBLAM •••••••••••••••••••uoc 
e OBJETIVO: e 
C Evaluar cada una de las probabilidades Poisson con C 
C par:imetro desconocido sobre NVAL, estimando el parámetro C 
e por m.ixima verosimililud con base en la muestra. e 
C ENTRADA: NV AL Vector de valores C 
C NX Valores observados Poisson C 
e MM J e 
C N Tamm1o de muestra C 
C SALIDA : PROB Vector de probabilidades; parámetro cstinmdo C 
c••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••c 

SUBROUTINE PROBLAM(NX,NVAL,MM,N,PROB) 
DIMENSION NVAL(50),PROB(50),NX(50) 
KON=O 
DO IO l=I, N 
KON = KON + NX(I) 

IO CONTINUE 
ALAM = FLOAT(KON) I FLOAT(N) 
EX= EXP(·ALAM) 
D0201 = l,MM 
IF( NVAL(I) .EQ. O)GO TO 14 
ITOP = NVAL(I} 
FAC = NVAL(I) 
DALAM = ALAM •• NVAL(I) 
DO 21 K=l,ITOP 
NI= NVAL(I) • K 
IF(NI .EQ. O) GO TO 21 
FAC= FAC •NI 
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21 CONTINUE 
COC=DALAM/FAC 
PROBO)= EX• COC 
GOT020 

14 EX= EXP(-ALM1) 
PROB(l)=EX 

20 CONTINUE 
RETURN 
END 

e····· ................. SUBRUTINA MEDV AR • ···················e -
e OBJETIVO : e 
C Calcula In csladfslica "S" estandarizada. Calcula Ja media C 
e y la varianza de la distribución. e 
C ENTRADAS: ALM1 Parámetro de la Poisson C 
C N Tamafto de la muestra e 
C SUM Estadistica "S" C 
C SALIDA: SUMSTAR Estadistica "S" Estandarizada. C 
c••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••c 

SUBROUTINE MEDV AR(ALAM,N,SUM,SUMSTAR) 
DIMENSION QN(50),Q(50,50),PJ(50),MM(l5),ARREG(30),NX(50) 
INTEGER ARREG 
REAL MEDIA 
DATA MM/6,8, I0, 12,14,16,17, 19,20,22,23,25,26,28,29/ 
MEDIA=O.O 
LAM=ALMI 
IF(LAM.GE.I) GOT020 
MMS=MM{I) 
GOT021 

20 MMS= MM(LM1) 
21 DO 221=1,MMS 

ARREG(l)=l-1 
22 CONTINUE 

CALL NPROB(ARREG,ALAM,MMS,PJ) 
D030J=l,MMS 
PJM=l.0-PJ(J) 
QN(J)=P JM .. FLOAT(N) 
MEDIA=MEDIA+ QN(J)•PJ(J) 

30 CONTINUE 
DO 33 l=l,fv!MS 
DO 33 J=l,MMS 
IF (l-J)Jl,32,31 

31 Q(l,J)-QN(IJ'QN(J)+(i.0-PJ(l)-PJ{J))"FLOAT(N) 
GOT033 

32 Q{l,J)=QN(l)'(l.0-QN(I)) 
33 CONTINUE 

VAR=0.0 
MEDIA=l.0-MEDIA 
DO 401=1,MMS 
D040J=l,MMS 
VAR=VAR+PJ(l)'PJ(J)'Q{l,J) 

40 CONTINUE 
DEN=SQRT(V AR) 
SUMSTAR={SUM-MEDIA)/DEN 
RETURN 
END 
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cu••••••••••••••••••••• SUBRUTINA NS ••hu•••••••••••••••••••••c 
c OBJETIVO: c 
C Calcular cstad¡slica "S". Checa que la probabilidades C 
C CSlancfari?..adas por S sumen la unidad. C 
C ENTRADAS : PROB Vector de probabilidades C 
C MM Dimension del vector NV AL C 
c SALIDA : SUM Estadistica "S" c 
c••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••c 

SUBROUTINE NS(PROB,MM,SUM) 
DIMENSION PROB(50),PROBS(50) 
SPROBS=O.O 
SUM=O.O 
DOIOK=I,MM 

JO SUM = SUM + PROB(K) 
DOIIK=I,MM 
PROBS(K) = PROB(K) I SUM 
SPROBS = SPROBS + PROBS(K) 

JI CONTINUE 
RETURN 
END e············· .. SUBRUTINA ASOCIA ••••••••••• ···················e 

c OBJETIVO : c 
e Agrupa las frecuencias con ,·alor J con la frecuencia vecina C 
C más pcquc1la para no tener celdas con un solo elemento. C 
C ENTRADAS: PROBProbabilidadcs del \'cctos NVAL C 
C NFREQFrccucncias del vector NV AL C 
C ~fM Dimcnsion de Jos vectores NFREQ y NPROB C 
C SALIDAS : FREQ Vector de frecuencias agrupadas C 
C PPROB Vector de Probabilidades agrupadas C 
C MN Dimension de los vectores FREQ y PPROB C 
c•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• .. ,.••••••c 

SUBROUTINE ASOCIA(N, NFREQ, PROB, MM, FREQ, PPROB, MN) 
DIMENSION PROB(50),NFREQ(50),FREQ(50),PPROB(50) 
INTEGER FREQ 
DO 11= l,N 
FREQ(I) =O 
PPROB(I) =O.O 

1 CONTINUE 
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c•••PREGUNrAPOREL ULTIMO ELEMENTO IGUALA"!", YLD_SUMAALPENULT!MO 
IF(NFREQ(MM).EQ. I )G0T05 -.------ --- - --- - -

GOTO IO 
5 MMI=MM·I 

NFREQ(MM 1) = NFREQ(l>IMI) + NFREQ(MM) 
PROB(MMI) = PROB(l>1MI) + PROB(MM) 
MM=MMI 

Cº .. PREGUNTA POR EL PRIMER ELEMENTO IGUAL A "I", Y LO SUMA AL SEGUNDO 
10 IF(NFREQ(l).EQ.l)GOTOl5 

GOT025 
15 NFREQ(I) = NFREQ(I) + NFREQ(2) 

PROB(I) = PROB(I) + PROB(2) 
00201=3. MM 
IM=l-1 
NFREQ(IM) = NFREQ(I) 
PROB(IM) = PROB(I) 

20 CONTINUE 
MM=MM-1 

c• .. HACE COMPARACIONES CON LOS INTERMEDIOS 
25 MMNI = MM·I 



00401 =2, MMNI 
IF ( NFREQ(I) .EQ. 1 ) GO TO 27 
GOT040 

27 JMNI =1-1 
IMl=I+ 1 
IF (NFREQ(IMNl)-NFREQ(IMI)) 30,30,3S 

30 NFREQ(IMNl) = NFREQ(IMNI) + NFREQ(I) 
PROB(IMNl) = PROB(IMNI) + PROB(I) 
GOT040 

3S NFREQ(IMl) = NFREQ(IMJ) + NFREQ(l) 
PROB(IMI) = PROB(IMl) + PROB(I) 

40 CONTINUE 
C .. •RESECUENCIA EL VECTOR "NFREQ" OMITIENDO LOS VALORES CON "I" YA QUE 
C .. , ANTERIORMENTE SE SUMARON AL. VECINO MAS PEQUEÑO 

MN=O 
DOSOl= 1, MM 
IF ( NFREQ(I) .EQ. 1) GOTOSO 
MN=MN+l 
FREQ(MN) = NFREQ(I) 
PPROB(MN) = PROB(l) 

SO CONTINUE 
RETURN 
END e•························ SUBRUTINA INVAR ·····················••e 

C OBJETIVO: 
e Agrupa las frecuencias obscrYadas para no tener 
C conteos de uno 
C ENTRADA : NFREQ Vector de Frecuencias 
C PROB Vector de Probabilidades 
C MM Tamm1o de los Vectores 
C SALIDA : FREQ Vector de Frecuencias Agrupacfas 
C PPROB Vector de Probabilidades Agrupadas 
C MMM Tammlo de los nuevos Vectores 

c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

c••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••'c 
SUBROUTINE INV AR(NFREQ.PROB,MM,FREQ,PPROB,MMM) 
DIMENSION NFREQ(50),PROB(SOJ,FREQ(SO).PPROB(50) 
INTEGER FREQ 
FREQ(l)=NFREQ(l)+NFREQ(2) 
PPROB( 1)=PROB(1 )+PROB(2) 
DO JO 1=2,MM 
FREQ(l)=NFREQ(l+I) 
PPROB(l)=PROB(l+l) 

10 CONTINUE 
MMM=MM-1 
RETURN 
END 
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e····················· SUBRUTINA NKL ............................. e 
e OBJETIVO : e 
C Calcula las cstadls1icas "KL" y "KLA". C 
C ENTRADAS : PROBVcctor de probabilidades C 
C MM Dimcnsiondel vcctorNVAL C 
C NFREQVectordc frecuencias .' C 
C N Tamailo de muestra C 
C SUM Estadistica "S" C '-
C SALIDA : KL Estadistica KULLBACK-LIEBLLER C 
C KLA Estadistica KULLBACK·LIEBLLER con LOG(S) '.· - ·: C -
c•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••~.•••••c 

SUBROUTINE NKL(K,FREQ,PPROB,M~IM,N,SUM,KL,KLA) 
DIMENSION PPROB(50),FREQ(50) 
INrEGER FREQ 
REAL KL,KLA,KL 1 
SAl=O.O 
KLl=O.O 
00501= 1, MMM 
ARG = FLOAT( FREQ(J)) 
Al= ARG I FLOAT(N) 
SAi =SAi +Al 
A2 = PPROB(J) / SUM 
COCIEN = ALOG(Al/A2) 
AJ =Al • COCIEN 
KLI =KLI +AJ 

50 CONTINUE 
SLOG = ALOG(SUM) 
KL = 2.0 ' FLOAT(N) ' KL 1 
KLA = KL • 2.0 • FLOAT(N) ' SLOG 
RETURN 
END 

c•••••••u•••••• SUBRUTINA DECISION ••• 0 '"••••••••••••••C 
e OBJETIVO : e 
C Proporcionar el criterio para rccha?.ar la Hipótesis Nula C 
C comparando el valor de las Estadísticas "KL", "S", "C","KLA" C 
C con los respectivos ctiantilcs en tablas. Con 90 % de conf. C 
C ENTRADAS: SUMSTAR Estadistica "S" Estandarizada. C 
C KL Estadística Kullback-Llcbller C 
C KLA Estadistica Kullback-Licbllcr con Log(S) C 
C MM Dimcnsion del vector NVAL C 
C SALIDA : ITI Número de rechazos según "KL" C 
C IT2 Número de rechazos según "S" Estandarizada C 
C ITJ Número de rechazos seg{m "C" C 
C IT4 Número de rechazos según "KLA" C 
c••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••c 

SUBROUTINE DECISION(K,SUMSTAR,MMM,KL,KLA,ITl,ITI,ITT,IT4) 
DIMENSION REJl(30) 
INTEGERGL 
REALKL,KLA 
DATA REJ 1/2. 706,4.605,6.251,7. 779,9.236, 10.64, 12.02, 13.36, 
114.68, 15.99, 17.28, 18.55, 19.81,21.06,22.31,23.54,24.77, 
125. 99,27.20,28.41,29.62,30.81,32.01,33.20,34.38,35.56, 
136. 74,37. 92,39.09,40.26/ 
REJ2=-l.281 
ITl=O· 
IT2 =O 
IT3 =O 
IT4=0 
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.., 

C TRBAJAREMOS CON ALPHA =:= 0.1 •+•++++++uu++h+,~•·~•:"•••••• 
IF(SUMSTAR .LT. REl2) IT2,;, IT2 +.I .. 
IF(MMM.EQ. 1) GOTO IO. 
GL=MMM-1 
IF ( KL .GT. REJ l(GL))ITI =!TI+ 1 . .· . ·. 
IF(KLA.GT.REJl(GL))IT4=1T4+1 .. ·.- .. e 

IF ( KL .GT. REJ l(GL) .OR. SUMSTAR .LT. REJ2) ITJ =.m + l. 
GOTO 11 . . . .. 

IO IF( SUMSTAR .LT. REJ2) IT3 = IT3 + 1 
11 CONTINUE 

RETURN 
END e••············· SUBRUTINA CHOICE ..................... e 

e OBJETIVO: e 
C Proporcionar el criterio para rccha7.ar la Hipótesis Nula C 
C comparando el valor de las Estadisticas "KL", "S", "C","KLA" C 
C con los rcspccti\'OS cuantilcs en tablas. Con 95 % de conf. C 
e Cucnla el n!mcro de \'CCCS que se rechaza la Hip. Nula e 
C ENTRADAS: SUMSTAR Estadistica "S" Es1andari1..1da. C 
C KL Es!adlstica Kullback·Licbllcr C 
C KLA EsL1distica Kullback-Licbllcr con Log(S) C 
C MM Dimcnsion del vector NV AL C 
C SALIDA: ITI Ní1mcro de rechazos según "KL" C 
C IT2 Número de rccha1.os según "S" Estandari1.ada C 
C IT3 Número de rechazos según "C" C 
e IT" Número de rechazos según "KLA N e 
c•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••'!•••c 

SUBROUTJNE CHOICE(SUMST AR,MMM,KL.KLA,ITI ,IT2,IT3 ,IT4) 
DIMENSION REJl(30) 
INTEGERGL 
REAL KL,KLA 

C TilBAJAREMOS CON ALPHA =O.OS •••••••••••••••00••••••••• 

DATA REJ l/J.841,5. 991,7.815,9.488,J 1.07,12.59,14.07, 15.51, 
116.92,IR.31.19.68,21.03,22.36,23.68,25.00,26.30,27.59, 
128.87,30.14,31A1.32.67 ,33.92,35.17,36.42,37.65,38.89, 
140.11,41.34,42.56,43.771 
REJ2~J.645 
ITI =O 
IT2 =U 
rn =n 
IT4=0 
IF ( SUMSTAR .LT. REJ2) IT2 = IT2 + 1 
IF(MMM .EQ. 1) GOTO IO 
GL=MMM-1 
IF ( KL .GT. REJl(GL))ITI = ITI + 1 
IF ( KLA .GT. REJl(GLJ)IT4 = IT4 + 1 
1F ( KL .GT. REJl(GL) .OR. SUMSTAR .LT. REJ2) ITJ = ITJ + 1 
GOTOII 

IO IF ( SUMSTAR.LT. REJ2) IT3 = IT3 + 1 
11 CONTINUE 

RETURN 
END 
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C .... ,,,, .. ,,,, SUBRUTINA BIN ••••u•n••••••••••••c 
e OBJETIVO: e 
C Generador de \'ariables aleatorias BINOMIAL NEGATIVA con C 
C Par metro (NR,P) C 
C ENTRADAS: IX,IY,IZ Semillas Iniciales C 
C N Tammlo de muestra C 
C NR,P Para.metros de 13 Distribució11 C 
C SALIDA: NB Vector de variables BINOMIAL NEGATIVA C 
e NOTA: e 
e ARREGLOS DE TRABAJO: WK VECTOR DE DIMENSION N e 
e SUBRUTINAS QUE USA: DUN(IX,IY,IZ,U) GENERADOR DE V.A. e 
e UNIFORMES EN EL (0,1) e 
c••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••c 

SUBROUTINE BIN(IX.IY,IZ,N,NR,P,NB) 
DIMENSION NB(50), WK(50) 
DATA EPS/0.000001/ 
PI= 1.0·P 
Rl=P .. NR 
DO II=l,N 
CALL DUN(IX,IY,IZ,U) 

1 WK(l)=U 
DO 151=1,N 

NB(l)=NR 
R=RI 
T=WK{I) 
IF (r .LE. R) GO TO 15 
SUM=R 
XI = FLOAT(NR) 
XD= 1.0 
KK=NR 
KK=KK+l 
R=XJ•Pt•RJXD 
IF (R .L T. EPS'SUM) GO TO JO 
SUM=SUM+R 
XI =Xl+l.O 
XD=XD+l.O 
IF cr .GT. SUM) ao TO 5 
NB(l)=KK 
GOTO 15 

JO CALL DUN(IX,IY,IZ,U) 
WK(l}=U 
NB(I) = KK+I+9*WK(I) 

15 NB(I) = NB{I) • NR 
RETURN 
END 
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Ch•u••u••••• - , SUBRUTIÑA DUN ~·••u•••••-••••••~•••c 
e OBJETIVO : e 
C Generador de Variables Aleatorias Unlfomtcs eit el inter\'310 _, , C 
C (0,1), usando el algoritmo AS 183 de Applied Siatlstlcs(l982) C 
e votJi.· e 
e .~ 
C ENTRADA: IX,JY,IZ Semillas Iniciales : ~~- "e," 
e ~ 
C SALIDA: UNúmeroAJcatorioen(0,1) '.C 
c•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••.·~··!_••-~•.•••••·~c 

e 

SUBROUTINE DUN(IX,IY,IZ,U) ', 
IX=I 71 'MOD(IX,177)·2'(1X/177) 
IY=l72'M0D(IY,176)·35'(1Y/176) 
!Z= 170'MOD(IZ, l 78)-63'(lZ/l 78) 
IF(IX,LE.O)IX=IX+30269 
IF(IY.LE.O)IY=IY+30307 
IF(IZ.LE.O)IZ=IZ+30323 
U=AMOD(FLOAT(IX)/30269.0+FLOAT(JY)/30307.0+FLOAT(IZ) 

'/30323.0,FLOAT(I)) -
IF(U.GE.1.0JU=0.999999 
IF(U.LE.O.OJU=0.000001 
RETURN 
END 
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