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RESUMEN

La técnica de Superficie de Respuesla se presenta como un método que permite
optimizar procesos fisicos, quimicos, biolégicos o socioldgicos donde se mide una vari-
able cuantitativa que depende de uno o més factores cuantitativos. Se presentan las
bases légicas para postular modelos de respuesta. Se incluye el procedimiento que per-
mite caracterizar la forma de la superficie de respuesta y encontrar los valores criticos
(minimos o maximos). Se discute el método de ascenso por pendiente méxima y su
valor en la experimentacién secuencial para determinar la regién donde se encuentra
el punto critico. Se discuten previamente algunos disefios experimentales ttiles en el

ajuste de los modelos de Superficie de Respuesta.
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INTRODUCCION

En la industria, en la agricultura, en la administracién y en otras muchas areas, es
frecuente encontrar situaciones en las que se requiere conocer la combinacién de los

niveles de un conjunto de factores que optimiza un resultado especifico.

No siempre se necesita recurrir a la estadistica para tomar una decisidn; sin embargo,
existen casos en los que por su misma complejidad, es imposible hacerlo sin un anélisis
estadfstico, largo y minucioso, para obtener la combinacién dptima de los factores. Por
ejemplo: nadie, o casi nadie, pensaria en obtener una aleacién para recubrir la cabeza
del préximo cohete que sera lanzado al espacio, sin antes haber realizado una serie de
experimentos, tendientes a encontrar la combinacién de materiales que proporcionan

una mayor resistencia a las presiones a que estara expuesto.

A la serie de acciones (desde la eleccién del disefio experimental), para encontrar la
combinacién de factores donde se alcanza un médximo (o un minimo, en su caso), se le
conoce como Metodologia de Superficies de Respuesta.

Esta técnica se desarrolld principalmente en el drea de ingenierfa quimica, con-
jugando técnicas de disefios experimentales y de optimizacidn. Asi el primer re-
porte aparece por Box y Wilson en 1951, quienes establecen el método de ascenso
por pendiente maxima para encontrar un estimador de la combinacién de factores
éptima. Répidamente crecieron las modalidades de la técnica original y sus aplica-

ciones practicas, algunas de estas se presentan a continuacion:

EN LA PRODUCCION DE CERAMICA: En esta rama industrial resulta de
interés conocer la proporcién de ingredientes, la temperatura y el tiempo de
cocidén necesario con los que se obtienen piezas con mayor dureza, brillantez o

suavidad al tacto.

EN LA INDUSTRIA FARMACEUTICA: En este campo hay miiltiples proce-
sos en los que la metodologia de superficies de respuesta tiene aplicacidn, por
ejemplo: en la elaboracién de un analgésico es necesario conocer qué proporcién
de las diferentes substancias produce un efecto calmante més efectivo, o bien,

minimiza los efectos colaterales no deseados.

EN LA INDUSTRIA AUTOMOVILISTICA: Aqui resulta de interés conocer,
por ejemplo, el tiempo de elaboracién necesario y la proporcién en que se deben

mezclar los materiales para obtener neumdticos con mayor resistencia al desgaste.



EN LA FRUTICULTURA: En el tratamiento para la comercializacién y conser-
vacién de la fruta es importante conocer el tiempo de corte, la cantidad de cera
para recubrir la superficie y la temperatura a la que debe mantenerse una deter-

minada fruta para que el grado de maduracién se obtenga en un tiempo mdximo.

Estos ejemplos ademas de resaltar la relevancia practica que tiene la Metodologia de
Superficies de Respuesta, permiten establecer, en general, el problema y los objetivos
a cubrir con dicha metodologia.

En cada uno de los ejemplos, el experimentador sabe que existe una relacién entre
una variable, que denomina la respuesta del proceso en estudio (en el caso del primer
ejemplo; la dureza, brillantez o suavidad al tacto, podrian ser variables de respuesta al
proceso produccién de cerdmica), y un conjunto (quizds numeroso) de variables, al que
denomina conjunto de variables explicativas (en el caso del primer ejemplo, podrian
ser la proporcién de cada uno de los ingredientes, el tiempo y la temperatura de cocién
para producir las piezas en el proceso), pero no conoce la expresion analitica de la
relacién. De aqui, que el primer objetivo del experimentador es aproximar de manera
eficiente dicha relacién.

En cada ejemplo, es notorio el hecho de que las variables en juego (respuesta y
explicativas) se miden en escala continua. Por lo cual, el experimentador sélo conoce

que el soporte! de cada una de las variables es toda la recta real.

En el desarrollo de este trabajo, se apreciara que la aproximacién de la relacién fun-
cional entre la variable de respuesta y las variables explicativas depende de la eleccién
de ciertos valores de estas iltimas. Dichos valores son clegidos de entre la infinidad que
componen cada uno de los soportes de las variables explicativas, es decir, la recta real
para cada variable. Por lo cual, el experimentador debe construir un disefio de puntos o
valores (disefio experimental) en base a cada eje descrito por cada variable explicativa,

para luego hacer el ajuste o aproximacion por medio de una relacién funcional.

Atin mds, si el experimentador después de realizar el ajuste desea encontrar el valor
maximo o minimo que la variable de respuesta adquiere en la relacién, necesita pensar
que esta aproximacién depende en gran parte del disefio de puntos que construyé
anteriormente. Por lo cual, si el experimentador encuentra un méaximo o minimo de

la relacién funcional, en base a cualquier procedimiento de cdlculo, puede que éste sea

LEl soporte es el conjunto de valores que puede tomar una variable especifica




un 4ptimo local y no global, debido a que se encuentra dentro de una regién de puntos
previamente seleccionada. Por tanto, el objetivo final del experimentador después
de haber decidido como hard el ajuste o aproximacién de la relacidn funcional, es
disefiar un método que de manera eficiente obtenga regiones de puntos en las variables
explicativas, haga ajustes de la relacién funcional y evalde el punto éptimo en cada
una de las regiones, comparando los éptimos locales hasta obtener el éptimo global.

Obviamente serd necesario un criterio de terminacién para el método. Este debe
considerar la bisqueda del 6ptimo global a través de dptimos locales en diferentes
regiones, de alguna manera exhaustiva.

De 1951 a 1971 no existia un texto sobre Superficie de Respuesta, aunque algunos
textos de diseflos como Cochran y Cox; Davies, Hicks, etc., incluyen un capitulo al
respecto. En 1971 aparecid el libro de R. Myers con un tratamiento bastante completo
del tema. Box y Hunter (1954) establecen una regidn de confianza para la combinacién
Sptima de factores basada en el teorema de Fieller. Box y Hunter (1957) Analizan el
comportamiento de la varianza del predictor de la funcion de respuesta, con relacién a
los disefios y definen el concepto de disefios rotables. Myers y Khuri (1979) proporcio-
nan un nuevo método de ascenso por pendiente maxima. Carter, Chinchilli, Campbell
y Wampler (1984); y Carter, Chinchilli, Myers y Campbell (1986) proporcionan una
nueva regién de conflanza. Notz (1988) propuso los disefios D-eficientes, lo que ori-
gind el concepto de disefios D-6ptimos, abordado por Atkinson y Donev (1989) entre
otros. Una excelente relacién, muy detallada, de los trabajos que se han hecho sobre
superficies de respuesta fue hecha por Myers, Khuri y Carter (1988).

Las bases l6gicas y técnicas de la metodologia de Superficie de Respuesta, as{ corno la
notacion, son semejantes a la de los modelos lineales en general. Estas son el considerar
una variable cuantitativa, Y, se le denomina la respuesta o la variable dependiente, dado
que, depende de una serie de variables independientes (explicativas) cuantitativas, z;
y pardmetros conocidos B, con i = 1,p?, k = 1,1; p y | son arbitrarios. Esto es, se
postula que

Y =q(x,8) +e

donde x = (x1,22,-*,xp) y B = (b1, B2,- -+, B1). Sin embargo, usualmente la funcién

n(x,B) es: a) desconocida; b) conocida de forma, pero no sus pardmetros; c) conocida,

2La notacién i = 1, p, corresponde a { = 1,--+,p.
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pero muy complicada para mancjarse analiticamente. Entonces se considera que la
funcidn 7 se puede aproximar satisfactoriamente con modelos sencillos, por lo menos
en las regiones experimentales de interés. Regidn experimental o de diseflo es el rango
de valores de las variables z'*, restringido a los valores que toman las z en un disefio
dado. Los valores de las z'* se determinan mediante un disefio determinado, buscando

economia y presicién en la estimacién de la funcién 5 aproximada.

En este trabajo se aborda uno de los aspectos mas relevantes de la metodologia de
superficies de respuesta: El método de estimacién del 6ptimo. Aunque cabe sefialar
que el disefio de la regién experimental en cada etapa del anélisis y la construccién de
regiones de confianza del éptimo, son aspectos de vital importancia; para un mayor

andlisis de estos dos dltimos puntos remitase a [27, 39].

El objetivo fundamental de este trabajo es brindar un panorama lo mds completo
posible de la metodologia de superficies de respuesta, y dar los elementos que sirvan
como apoyo en la resolucién de problemas cuyo contexto lo permita. El trabajo se

conforma de 3 capitulos:

En el primero se hace una recapitulacidon de los aspectos relevantes escritos sobre
el tema. Se enlistan, sin ser exhaustivos, una serie de disefios para estimar funciones
de primer y segundo grado, asi como los diferentes métodos conocidos para estimar el
éptimo.

En el segundo se estudia exhaustivamente el método de la Transformacién Canénica
que describe el problema de optimizar un polinomio de segundo orden dejando clara la
necesidad de desarrollar técnicas de aplicacion previas y posteriores a la Transformacién
Canénica como son El Método de Ascenso por Pendiente Maxima, que se presenta en

el mismo capitulo y El Andlisis de Coordilleras presentado en el Capitulo 3.

Es importante mencionar que el Método de Ascenso por Pendiente Maxima tiene
como objetivo encontrar una mejor regién experimental, en el sentido de que en ésta
se encuentren las combinaciones de las variables independientes que maximizan las
respuesta promedio estimada. En el capitulo 2, también se presentan algunas modifi-
caciones recientes al método de ascenso por pendiente mdxima realizadas con el fin de

mejorar la presicién del método.

El Andlisis de Coordilleras presentado en el capitulo 3, cuyo desarrollo es similar
al del Método de Ascenso por Pendiente Mixima, también puede expresarse como

un procedimiento para encontrar las condiciones operativas éptimas; el Analisis de



Coordilleras muchas veces se emplea cuando con la Transformacién Canénica no se

pueden determinar dichas condiciones.

Es importante recalcar que este trabajo intenta desarrollar, mds que diferentes pro-
cedimientos, una metodologia completa la cual puede resultar provechosa si se aplica
correctamente.

Sin embargo también se elaboré cada capitulo de manera que pueda ser leido recu-

rriendo lo menos posible a otros capitulos.

Si se desea profundizar en el estudio de los disefios 2F y Anélisis de Regresién Lineal

Muiltiple. Se recomienda para su estudio {21}, [12] y {16].

viii



Capitulo 1

PRELIMINARES

La metodologia de superficie de respuesta (M.S.R.) comprende un conjunto de
técnicas estadisticas y matematicas cuyo objetivo principal, es organizar la informacién
experimental producida en la observacién de un proceso, construyendo un modelo
empirico y explotando el mismo. Principalmente se ha desarrollado dentro de la opera-
cién industrial y en aquéllas areas en donde se permite la repeticidon de experimentos.

En general, la metodologia de superficie de respuesta se utiliza en situaciones donde
un gran nimero de variables explicativas presentes en un proceso tienen influencia

sobre una o mds caracteristicas del proceso bajo estudio.

La caracteristica (rendimiento, costo de produccidn, etc.) es llamada la Respuesta
o variable de interés y se denotara por Y; ésta es normalmente medida en una escala
continua y frecuentemente representa la funcién mds importante de los procesos, de aqui
que no sea excluyente la posibilidad de tener mis de una respuesta. Las variables que
afectan a la respuesta o variables independientes denotadas por z,,x3,:-,z, también
son cuantitativas y sus niveles estan sujetos al control del cientifico o experimentador.

Para hacer més clara la comprensién de los diferentes conceptos que se han mani-
pulado, considere el siguiente ejemplo:

Un laboratorio dedicado al desarrollo de nuevos productos considera la creacidn
de cierto solvente para limpieza y desea probar su nivel mdzimo de abrasividad. La
abrasién del solvente se mide frotando una toalle humedecida con una porcidn de sol-
vente contra un azulejo de cerdmica por 80 minutos, registrando la cantidad desgastada
del azulejo (desgaste=grosor del azulejo antes de ser frotado menos el grosor del azulejo
después de ser frotado). El principal ingrediente en el solvente es lima agria, y se conoce

que la abrasividad del solvente es una funcidn que crece y luego decrece con respecto al



porcentaje de lima agria. El cientifico desconoce cudl es la mdzima abrasion causada al
azulejo debido a la friccién y el porcentaje de lima agria en el solvente. Por otro lado
el cientifico sabe que, demasiada ima agria en el solvente no sdlo es coslosa sino que
también puede llegar a reducir el nivel de abrasividad del solvente. Para delerminar el
valor de abrasion mdzima y el porceniaje de lima agria que lo produce en un tiempo
fijo de 30 minutos de friccidn, un programa de ezperimentos que consiste en exponer a
[friccién por 80 minutos azulejos a diferentes conceniraciones de lima agria en el sol-
vente es realizado. El valor de abrasidn es registrado para cada una de las intensidades
del solvente, y una ecuacién matemdlica se desarrolla para expresar la abrasidn como
una funcién del porcentaje de lime agria. Se hacen algunas estimaciones para algunos
pardmetros desconocidos que estan en la relacidn funcional de la variable abrasidn ob-
teniendose el valor mdzimo de la misma y el correspondiente porcentaje de lima agria

que lo produce.

Como se observa en el ejemplo, la variable de interés o de respuesta es la abrasividad
y la variable independiente o explicativa de la respuesta es el porcentaje de lima agria.
Algin especialista podria pensar que el porcentaje de lima agria en el solvente no
serfa el dnico factor que determine el nivel de la abrasividad, de hecho, en la prictica,
dificilmente se podrian determinar todos los factores que influyen en la respuesta Y y

aunque se pudieran especificar, es comin cometer errores en su medicidn.

Por lo cual formular matemdticamente el problema de superficie de respuesta, es

pensar en la relacién funcional
Y= 7](1:17:[23 . ',mn) + ¢,

donde ¢ es un error aleatorio debido a las fallas en la medicién y la incapacidad para
determinar todos los factores que afectan a Y. 7 especifica la forma en que los factores
Ty, T2, , T, afectan la respuesta. 5 es conocida como la respuesta promedio.

Del ejemplo anterior es plausible ubicar las 3 dreas que comprende la Metodologia

de Superficie de Respuesta:

a.~ Definir el disefio experimental que resulte adecuado y confiable para medir la res-

puesta.

b.- La determinacién del modelo matemdtico que mejor se ajuste a la coleccién de
datos del Disefio seleccionado en (a), mediante apropiadas pruebas de hipétesis

concernientes a los pardmetros desconocidos asociados al modelo y



c.- . Determinar el conjunto de factores éptimos del experimento que producen el méximo

(minimo) valor de respuesta.

Todo esto llevaria al experimentador a enfrentar las siguientes dificultades:
i.- {Qué disefio utilizar?
ii.- { Qué modelo ajustar?

(33] y [27] dejan plasmado en sus textos sobre Superficie de Respuesta, la relacién
existente entre las dos preguntas anteriores. De acuerdo al modelo se propone un
diseio. Aunque el objetivo de este trabajo no es contestar (i) y (ii), en este capitulo se
hardn descripciones muy superficiales acerca de los disefios de experiemetos que muy
cominmente se utilizan en la metodologia de superficies de respuesta y en particular
en este trabajo. De igual forma se hard una revisién general sobre el ajuste de modelos,
en particular, los modelos lineales miltiples de regresién.

Otro de los objetivos de las técnicas que se plantean en Superficie de respuesta
surge cuando las condiciones de optimalidad en (c) son inadecuadas o no se pueden
determinar. Aprovechar la informacién dada por el disefio y ajuste resulta un apecto
de interés.

La parte central de este trabajo aborda la teoria necesaria para determinar condi-
ciones de optimalidad y dar diagndsticos en caso de conclusiones no satisfactorias,
ademds de exhibir algunos métodos recientes que se han propuesto como avances a la

teoria existente y que se mostrardn en capitulos posteriores.

En este capitulo se intentan enfatizar las principales suposiciones que involucran las
técnicas de superficie de respuesta como un enfoque en la solucién de problemas. Al
mismo tiempo, se espera que el lector adquiera una mejor comprensidn de los objetivos
reales de la metodologia de superficies de respuesta y visualice la clase de problemas

para los cuales la metodologia puede aplicarse.

1.1 CONCEPTOS BASICOS

Se supone que el experimentador estd interesado en un sistema que envuelve alguna
respuesta Y que depende de variables independientes o explicativas §1,£2,++,&k. Una

distincién se puede hacer en este punto entre variables naturales (£") y codificadas o



variables de disefio (z’*), las primeras son las mediciones que recava el investigador
mientras que las segundas son simples transformaciones lineales de las primeras y son
las que realmente se utilizan dentro de los modelos que se proponen para explicar el
experimento. En ([27], pdg. 46) se describe el procedimiento para pasar de variables
naturales a codificadas y viceversa. Ademds se supone que las &2 pueden ser controladas
por el experimentador con error pequeiio. Como ejemplo de todo lo anterior, considere
una situacién en donde un ingeniero quimico esta interesado en el rendimiento, Y, de
una reaccién quimica. El rendimeinto depende de la temperatura de reaccidén (£;), la
presién de la reaccién (£;), concentracién de uno de los reactantes (£3), etc. Se propone
entonces un modelo de la forma Y = 5(x, z2, 23) + ¢, donde cada z; variable de disefio
esta relacionada linealmente con la respectiva &, ¢ = 1,3 y ¢ es un error aleatorio
debido a las fallas en medicién e incapacidad para determinar todos los factores que

afectan a Y. En general se tiene,
Y=n(z1, 22, ax) +e=7(x) + ¢

donde la forma de 7 es desconocida y quizds extremadamente complicada, lo que lleva
a la necesidad de aproximarla en alguna forma. De aqui que el éxito de la M.S.R.
dependa de la aproximacién de n por alguna ley en alguna regién de las variables
independientes. Si se considera a 7(x) como una funcién continua y suave, entonces
es posible representar ésta localmente con cualquier grado de aproximacién requerida,
haciendo uso de la expansién en Series de Taylor alrededor de algin punto arbitrario

Xg, esto es

n(x) = n(xa) + (x — X0)* 7 1(x0) + %(x ~ Xo)  H(%o)(x — %) + -+ (1.1.1)

donde /7 es el gradiente o matriz de primeras derivadas y H es el Hessiano o la matriz

de segundas derivadas de la funcién.

De esta forma si se decide aproximar con un hiperplano alrededor del punto x4 se

tendria

- O On oo
n(x) = n(>0) + (az])x;’h + (azﬂ)xfz-i“ + (5:1:,, .

Xo

observe que el modelo puede ser escrito como

n(x) = Bo + brzs + Baza + - -+ + Brn (1.1.2)



donde §; = (;—I”;) %o

Este modelo es conocido como de primer orden y frecuentemente es usado cuando el
experimentador esta interesado en estudiar # en una vecindad cercana de 3,3, - -, zg,

esto es, donde se presenta solo una pequefia curvatura de 7.
Por otro lado, el experimentador podra usar una aproximacién de segundo orden
para la funcién 7 tomando ademds los términos correspondientes al Hessiano en la

ecuacién (1.1.1), y en este caso se tendria una expresién del estilo

k k
9(x) = fo+ 3 Fiwi + 3 Pzl + 305" Biswiz;. (1.1.3)
1=1 i=1 l.< ‘]

La fase de optimizacién del problema frecuentemente involucra la obtencién de va-
lores z4,%g,*++,z; que maximicen la respuesta. Esto es cierto particularmente en
situaciones quimicas donde la respuesta en cuestidn es muchas veces algin tipo de
variable de rendimiento la cual se espera lo mds grande posible. Debe notarse que los
procedimientos de superficie de respuesta no se usan principalmente con el propédsito
de permitirle al experimentador comprender el mecanismo que esta detras del sistema
0 proceso, aunque éstos, en algunos casos puedan llevarlo a este conocimiento. Mads
bien, su propédsito es determinar cudles son las condiciones de operacién Sptimas, o
determinar una regién del espacio total de las variables independientes (factores) en

las cuales ciertas especificaciones de operacién sean encontradas.

Aunque el objetivo eventual del analisis de superficies de respuesta ecs usualmente
contestar ciertas preguntas concernientes a las condiciones de operacién del sistema; es
extremadamente importante que la decisién sea tomada, en funcién al disefio experi-
mental de puntos utilizado, esto es, qué niveles de la variables independientes fueron

considerados en el proceso experimental.

Los coeficientes fy, By, -+ en los modelos dados en (1.1.2) y (1.1.3) son estimadores
de los datos recolectados por el experimentador. Esta estimacion puede ser desarrollada
con mayor efectividad si se ha contestado convenientemente la pregunta de qué disefio
experimental utilizar., Quedard claro en el siguiente capitulo, que una vez elegido el
disefio experimental de puntos se apliquen técnicas de anélisis de regresién para estimar
los coeficientes 5;. Esto ultimo debido a que la respuesta se aproxima mediante una

superficie de cierto grado y ésta es una funcién lineal en los pardmetros y por tanto



linealizable.

A veces, modelos de orden mayor que dos son usados, pero no es comin. El lector
puede percibir inmediatamente de lo anterior, €l por qué se acufio el termino Superficie
de Respuesta para esta metodologia. Si k = 2, y si se desea caracterizar una funcién
de respuesta de segundo orden graficamente, un procedimiento conveniente es graficar
las curvas de nivel de la respuesta , y es visible que la funcién de respuesta para k > 2

se caracteriza por curvas de nivel que son superficies.

Hasta aqui se han hecho sélo 3 suposiciones fundamentales y en las cuales se basara

este trabajo a lo largo de su desarrollo:

1.- Una estructura n(x) existe y puede ser complicada y desconocida. Las variables que

estan involucradas en el modelo son cuantitativas y medidas en escala continua.

2.~ La funcién 5 puede ser aproximada por un polinomio de orden menor en una regién

de interés, tales como los descritos en las ecuaciones (1.1.2) y (1.1.3).

3.- Las variables independientes x,, 4, -,z son controladas en el proceso de obser-

vacién y medidas con error pequefio.

1.2 EL AJUSTE

Fundamentalmente, el problema de Superficie de Respuesta centra su interés en
alguna respuesta, Y, la cual es una funcién de k variables explicativas, ©;,z,- -, %%,
esto es

Y =f($11"’y$k)' (121)

La forma real de f en la ecuacién (1.2.1), frecuentemente se desconoce, pero se supone
puede ser aproximada mediante una funcién polinomial de bajo orden.

Suponga que la funcién f en la ecuacién (1.2.1) se aproxima por un modelo lineal en
las variables z'%, aunque la discusidn que sigue, puede ser alierada facilmente para ser
consistente con una aproximacién de mayor orden. Suponga también, que n corridas

experimentales se hacen sobre varias combinaciones de las z'*, dichas combinaciones



son determinadas por el experimentador. Los datos se escriben en la forma
ii zu a0 ozl
; 12 22 cc0 T2
Yo Tin Tan v Tgn

donde n > k. El plan de eleccién de niveles experimentales en las z'* (si existe en
realidad un plan) es llamado el disefio ezperimental. El modelo supuesto por el expe-

rimentador puede ser escrito como
¥i = Bo+ Bizyi + Paxai + -+ - + Brii + €, (1.2.2)

con ¢ = 1,n, y donde ¢; es una variable aleatoria (v.a). Se supone que los errores, ¢;,
son estocdsticamente independientes de corrida a corrida, con media cero y varianza
ol

El modelo de la ecuacién (1.2.2), puede ser escrito convenientemente en forma ma-

tricial como

Y =XB+e (1.2.3)
aqui desde luego,
Y Bo €1
Y;
e A F RS Bl R L
},n ﬂk €n
Yy
1 zu za - Tk
x=| l mrom o e

1 =z zon o0 Tha

El modelo de la ecuacién (1.2.3), se conoce como el Modelo de regresidn lineal general
mailtiple.

Este modelo puede aplicarse ficilmente a modelos polinomiales de grado mayor a
uno. Por ejemplo, suponga un modelo cuadrético en 2 variables, esto es, la respuesta

para la i-ésima corrida que envuelve los niveles (z1;, 2;) es

Y; = Bo+ Brzii + Pazai + Puiwd; + Braxd; + Bromrizai + €,



donde i =1,7, con'n 2 6. De :éqlii,'si se define

: n ag Bo
Y L1 a B
22i T 8
za: | = 22 Qg | _ 2
3i - 1 y a = ﬂ
Zas z2. 3 11
4 x oy B2z

254 T1iT2i
Qs Br2

se tiene el modelo
Y: = ao + o121 + 222 + aazai + a4z + 0525 + €

con i = 1,7, que es equivalente al modelo descrito en la ecuacién (1.2.2) y en forma

matricial al definido por la ecuacién (1.2.3).

Como se puede observar, este procedimiento de definicidn, se generaliza a cualquier
modelo polinomial de grado mayor a uno, convirtiendo el problema en uno de regresién
lineal general miltiple. Se observa entonces, que para cada problema en donde se
quiera ajustar un polinomio de alto grado, es necesario una transformacién de los

datos originales, similar a la realizada anteriormente.

Este procedimiento de transformacién de un modelo polinomial a uno de regresién
lineal miltiple es posible, debido a que los modelos polinomiales son linealizables, esto
es, son modelos lineales en sus pardmetros. También existen otros modelos reportados
en la literatura, que son de igual manera linealizables, un listado de éstos viene dado
en ([31], pag. 91).

Una vez supuesto el modelo lineal general miltiple de la ecuacién (1.2.3), el foco
de atencidén estd dirigido al problema de estimacidén del vector de parametros 8. El
método de minimos cuadrados es un procedimiento de estimacidn til, particularmente
para modelos de la forma que presenta la ecuacién (1.2.3). El método de minimos
cuadrados usa como estimador de 3, el vector que resulta de la minimizacién de la
funcidn

n
L=3 e =¢e
i=1
llamada la suma de cuadrados de los errores o desviaciones entre la respuesta observada

y la estimada, muy cominmente denotada como SCE. L puede escribirse como

L = (Y-XB)'(Y-XB)



Y'Y — (XB)Y ~ Y'XB + (XB)(XPB)

Y'Y - BX'YY —Y' X[+ BXIXP

Y'Y — 2B XY + BIX' X, (1.2.4)
ya que B'X!Y es un real.

Se encuentra el vector ,5 que hace que la funcién L alcance un minimo, utilizando
la proposicién 1 del Apéndice A. Asi

oL
o

igualando a cero y resolviendo para f3, se tiene

= —2X'Y + 2(X'X)B,

(X'X)B = XY, (1.2.5)

dicho sistema se conoce como ecuaciones normales. Suponiendo que X*X es no singu-

lar, el estimador de minimos cuadrados para 8 es
B = (X'X)'X'Y.
La funcién L no puede ser maximizada por el valor de B, dado que ésta es estrictamente

convexa, por tanto f es el valor que hace a la funcién L minima.

En cualquier proceso de estimacidn, es necesario obtener propiedades para el esti-

mador, en vias de medir qué tan bueno es.

La primera de estas propiedades, consiste en mostrar que en promedio, la estimacién
coincide con el verdadero valor del parimetro. Esta propiedad se conoce como Inses-

gamiento. Para este caso

It

E@) = E [(x‘x)" x‘y]

(x:x) ™ XE(Y)

(xx)™ xxp
= g, (1.2.6)

utilizando la proposicién 2 inciso a) del Apéndice A. De aqui que, cada elemento del

vector de estimadores sea insesgado.



Otra propiedad de los estimadores que frecuentemente es importante investigar en

el desarrollo de experimentos para superficies de respuesta, es el efecto del disefio de
puntos sobre la matriz de varianzas y covarianzas de f, es decir, analizar la manera

de obtener mayor precisién en la estimacion de §, utilizando un disefio de puntos que
minimice la matriz de varianzas y covarianzas del mismo. La matriz de varianzas y

covarianzas de f§ es

It

V@) = v [(x'x) “‘X'Y]
(ex)™ xever) ((ex) ™ xe)

(xtx)” xtorrx (x%)7

1

o? (X'X)7, 1.2.7)

1l

utilizando la proposicién 2 inciso c) del Apéndice A. Esto implica que las varianzas de
los elemetos del vector J, estan dadas por los elementos de la diagonal de (X*X)™", cada

uno multiplicado por ¢?. Las covarianzas entre los elementos del vector 3, estan dadas

-1

por los elementos que estan fuera de la diagonal de la matriz (X‘X)™ multiplicados

por o%. Por lo cual, para minimizar V(), se requiere escoger un disefio de puntos z'*

que haga que la matriz (X*X) tenga una estructura adecuada, esto Gltimo se mostrard

en la siguiente seccidn.

Es posible calcular un estimador para la varianza del error, o2, pidiendo una propiedad
distribucional adicional para el vector de errores.. Esto es, que € tenga una distribucién
normal multivariada de dimensién n, con vector de medias cero y matriz de varianzas
y covarianzas 02, como se supuso anleriormente. Asi el estimador de la varianza del

errorr esta dado por la expresidn: ([31}, pdg. 129)

s _ (Y —XB(Y —XB) _ e

n—p n—p

donde n es el nimeros de observaciones de la respuesta, Y, y p el niimero de pardmetros
en el modelo. Como se observa, el numerador de la expresién anterior es la suma de

cuadrados del error, SCE, misma que es igual por la ecuacién (1.2.4) a
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SCE

Y'Y - 28Xty + Bt XX G
YtY — BtXtY,

dado que X*XJB = X'Y. Entonces el estimador de la varianza se escribe de manera
simple como
~2 SCE

o' = np (1.2.8)

Un problema cuando se realiza cualquier tipo de ajuste, es que no hay garantia de
que el modelo que se estd aproximando a los datos sea correcto, esto es, puede que se
presente carencia en el ajuste. Por ejemplo, si se tiene una respuesta, Y, que depende
de una variable explicativa y se desea hacer un ajuste lineal del tipo Y = G + iz,
a datos que gréificamente son como los mostrados en la figura (1.2.1) a), el ajuste se

visualizaria como el presentado en la figura (1.2.1) b). Se aprecia que un modelo lj&leal
N 1 * *_ los T»
SRy X
* 1:‘ z * mn\;
* Y
*
%

F'3
5 .
WK by
* A
Q) x ()

Figura 1.2.1:

no es adecuado para el tipo de datos que se tiene, es decir, hay carencia de ajuste.
Esto ultimo, debido a que para una o dos variables explicativas es posible graficar los
datos en dos o tres dimensiones y observar qué tipo de modelo serfa mas conveniente
ajustar. Cuando se tienen k variables explicativas, k£ > 2, una interpretacién grifica de
los datos es imposible y por tanto no se logra medir visualmente la carencia de ajuste.
Por ende, es necesario una prueba analitica que permita detectar la existencia o no de
carencia de ajuste, en particular si se ajustan modelos de regresién lineal miltiple.

Se plantea entonces, un contraste estadistico de hipétesis del tipo

Hgl): No hay carencia de ajuste — vs — H(,l): Hay carencia de ajuste.
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Obteniéndose como se verd mas adelante, una regién critica para la hipétesis H ), que

a un nivel de significancia @ permite hacer el contraste.

Si al realizar la prueba anterior no se rechaza la hipétesis nula se prosigue con el
andlisis, ahora con el fin de verificar la significancia global del modelo. Esto es, probar
que el vector de pardmetros 3, puede considerarse distinto del vector cero, ya que de
no ser asi el modelo ajustado seria una plano constante, lo cual no es razonable para

un conjunto normal de datos.

Asf se plantea el contraste
H®: g=0 —vs— HP: g0

Se encuentra también una regidn critica que a un nivel de significancia « lleva a rechazar

la hipétesis nula.

El desarrollo de los dos contrastes de hipdtesis anteriores, se basa en la suposicién de
que el vector de errores tiene una distribucién normal multivariada, obteniendose dis-
tribuciones normales multivariadas para el vector de observaciones, Y, y para el vector
de parametros estimados, ﬁ, asf como una distribucién ji-cuadrada para el estimador
de la varianza del error.

Obtenidas todas las propiedades distribucionales anteriores, se realizan cocientes de
verosimilitudes generalizados, para desarrollar las pruebas de hipdtesis, obteniendose
lo que se conoce en la literatura como la Tabla de Andlisis de Varianza (ANOVA),
que permite realizar el contraste. Los detalles completos del desarrollo de las pruebas

pueden ser vistos en ([42], caps. 2y 3; [16], cap. 2).

La tabla de Andlisis de varianza es

TABLA ANOVA
FUENTE SUMA DE CUADRADOS | G.L.' [ CUAD. MEDIO | __F
REGRESION BEXY = (1) p U=(a)
ERROR Y'Y — B XY =(2) n—p B =(b) Fsg =&
CAR. DE AJUS. ’"_1 n(Yi-Y)?2=(3) |[m-p LBh=(c)
ERROR PURO Ty Y P=4)[n-m - —(d) Fou=
TOTAL Y'Y n

donde p es el nimero de pardmetros a estimar, n; es el nimero de observaciones sobre

la variable de respuesta en el vector xj = (y;, Zai,+**, &), ™ el ndimero de vectores x;



distintos en donde se mide la respuesta, n el niimeros total de observaciones y Y; es el
promedio de las observaciones obtenidas en el vector x;.

Si se observa el rengldn correspondiente a la etiqueta ERROR en la tabla ANOVA,
la suma de cuadrados coincide con el numerador en el estimador para la varianza

del error, o

, esto es, coincide con la suma de cuadrados del error, SCE, dada en la
ecuacién (1.2.8). De aqui la importancia de poder estimar la varianza del error para

poder realizar las pruebas de hipdtesis correspondientes.

Para realizar la prueba de carencia de ajuste H((,‘) -vs- I~I§1), se calcula Fgy de la
tabla ANOVA y se compara con el cuantil de orden o (nivel de significancia) en tablas
de una distribucién F-de Fisher con (m — p,n —m) grados de libertad, denotando este
dltimo valor como ﬂ‘jn_p'n_m). Si Foy > F(‘:n_p_n_m) se rechaza la hipétesis nula, esto
es, hay carencia de ajuste y se debe buscar otro tipo de modelo para ser ajustado al

conjunto de datos. En otro caso se continia utilizando el modelo ajustado.

Para realizar la prueba de significancia global, ng) -vs- Hfz), se calcula Fgg de la
tabla ANOVA y se compara con el cuantil de orden a (nivel de significancia) en tablas
de una distribucién - de Fisher con (p, n—p) grados de libertad, denotando este iiltimo
valor como F(‘:,_"_p). Si Fsg > F(‘;‘,'n_p), se rechaza la hipétesis nula de que 8 = 0, por lo
tanto el modelo es significativo. En caso contrario son necesarias técnicas de reduccidn
de dimensionalidad?, para graficar los datos y comprobar que el conjunto de puntos
ciertamente forma una superficie plana constante, si no hay evidencia de este hecho, se

debe ajustar otro tipo de modelo a los datos.

2Técnicas de reduccion de dimensionalidad tales como: componentes principales, escalamiento

multidimensional, bi-plots, etc., pueden ser vistas en {43].
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1.3 EL DISENO

La eleccién del disefio, es decir, la combinacién de factores en donde se toma la
muestra, va a responder a los diferentes intereses del investigador, como por ejemplo:
La economia, (tanto por el niimero de observaciones, como por el nimero de cdlculos
implicados) y la precisién de la estimacidn, es decir, que la varianza del estimador de
7 sea pequeiia [37].

Entonces, es conveniente contar con criterios para elegir aquellos disefios que sean
econdmicos y precisos. Con la finalidad de establecer dichos criterios se discuten las
caracteristicas del modelo lineal para ajustar un polinomio de grado r a los datos
(r=1,2,3,:); con m factores en estudio.

El modelo lineal general es:

Y=Xf8+¢ (1.3.1)

El estimador de minimos cuadrados de 3 satisface la ecuacién matricial (X*X)8 =
XY conocida como sistema de ecuaciones normales, y de esa manera el estimador del

polinomio evaluado en (z;,z2, -, Zm) €s
~ ,
ii(x) = X8,
t_ 2 2 3
donde Xt = (1,1, Ta, " * * , Tyny B2, T1Ta, * + * T2, T, 0 -, T, ).
El vector B, que siempre existe, es dnico si y sélo si la matriz X*X es invertible;

esto es equivalente a que el rango de X sea igual a k + 1, por lo que se requiere de al
menos k +4 1 puntos para estimar a 7(x) de manera tnica.

De aquf se sigue que el disefio mds econémico es por su tamafio, el que tiene k41
puntos con X de rango completo; y, por los cilculos numéricos involucrados, el que
proporciona una matriz X:X diagonal o con mayor niimero de ceros, lo que facilita su
inversién.

Por otro lado, aplicando la proposicién 2 inciso c) del Apéndice A, se obtiene que

la magnitud de la varianza del estimador de 7,
V(7) = X{(X'X) ' Xo?

determina la precisién de las estimaciones, y V(#), por regla general es mas pequeiia

cuando se tienen mds datos. Por lo que claramente se ve que los conceptos de economia
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¥ precisidn son opuestos y debe buscarse un equilibrio entre los dos conceptos al elegir
el disefio.

1.3.1 Disefios para Estimar una Superficie de Primer Grado

En este apartado, se enumeran iinicamente aquellos disefios que tradicionalmente
han sido utilizados para estimar el modelo lineal general (1.2.3) cuando r = 1, 0 sea

cuando la superficie descrita por 7 es un hiperplano.

El modelo que describe el comportamiento de las observaciones, en este caso, es
Yi=fo+brizri+ - 4 BmZmi + € (1.3.2)

el cual tiene m + 1 pardmetros B; (ademds de ¢2, la varianza de las observaciones).
Por lo tanto para estimar los pardmetros de este modelo es necesario un disefto con
al menos m + 1 puntos, distribuidos de forma tal que la matriz X sea no singular. Si
ademds, se tiene que X*X es diagonal, el disefio es llamado ortogonal y la varianza
del estimador 7(x) se verd minimizada ([27), pdgs. 75-76). Si se desea estimar a o2 es
necesario, cuando menos, m + 2 puntos.

Dado que V(B) = o2(X'X)~! por (1.2.7}, una consecuencia del uso de disefios
ortogonales, es que los efectos de las m variables explicativas, medidos en base a los
valores de B;, ¢ = 1, m, pueden ser calculados de manera independiente. Esto es

debido a que los elementos que estan fuera de la diagonal en la matriz de varianzas y

covarianzas de! vector /3 son cero. Analiticamente, si

Y=X8+¢

xp =630 1 |,

es una particién de § en dos subconjuntos y de X en matrices de disefio correspondiente.

Las ecuaciones normales dadas en la ecuacién (1.2.5) resultan

xix, X% [6]_[xy
xx, xix: {1 |l xiv |
que implica

Br=(XIX)' XY y B= (XiX)IXLY,
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dado que X} X, = 0. Mismas que corresponden a las soluciones que resultan de ajustar
por separado, los modelos Y = X 81+ ¢,y Y = Xp8, + €.

En general el uso de disefios ortogonales, permite realizar inferencias por separado
de los vectores de pardmetros f; y fa, ya sean pruebas de hipétesis del tipo C;3; = 7,
con 7 = 1,2, o intervalos de confianza sobre A!g;, con i = 1,2.

Por tanto, dado que los disefios ortogonales de primer orden son Jptimos, en el
sentido de que proveen minima varianza (mds precisién) para los estimadores de los ;,
i = I,m y facilidad en los calculos. Se restringe el estudio en cste trabajo a la clase
de disefios ortogonales de primer orden con al menos m + 1 puntos. Tales como los
disefios factoriales 2™, factoriales fraccionales 2™~* y disefios simplex.

A. Diserio Factorial 2™:

La clase més elemental de experimentos factoriales son los llamados 2™, esto es, m
factores de interés cada uno medido en 2 niveles. Este tipo de disefios es extremada-
mente itil en casos donde la situacién experimental se representa adecuadamente por
una relacién de primer orden. En el andlisis de superficies de respuesta, se utilizan en
las etapas preliminares y sélo para poder determinar ciertas direcciones a seguir.

Usualmente se aplican dos tipos de notaciones para hacer mencién a los tratamientos
generados por el disefio. Por ejemplo, en un disefio factorial 23, con factores A, B y
C o bien (z;, 3, x3), la notacién (1) es la observacién para la cual, los tres factores se
encuentran en su nivel bajo. La presencia de una letra mindscula en la notacién para
una combinacién de factores especifica, indica que el factor en cuestion esta en su nivel
alto y la ausencia de una letra implica que el factor estd en su nivel bajo. Se utiliza
también el tipo de notacién binaria, denotando como 0 el nivel bajo y como 1 el nivel

alto de cualquier factor. Asi
(1) = 600 — A, B, C en nivel bajo
a = 100 — A en nivel alto; B y C en su nivel bajo
b = 010 — B en nivel alto; A y C en su nivel bajo
¢ = 100 — C en nivel alto; A y B en su nivel bajo
ab = 110 — A y B en nivel alto; C en su nivel bajo
ac = 101 — A y C en nivel alto; B en su nivel bajo
be = 011 — By C en nivel alto; A en su nivel bajo
abc = 111 — A, B, C en nivel alto.
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Cuando se ajusta una ecuacidn de primer orden a un experimento factorial 2™, conviene
codificar las variables explicativas, con un —1 representando el nivel bajo de la variable

y +1 para representar el nivel alto. Esto, desde luego, corresponde a la transformacion

o =2 (5-’;2&) ,

donde &; es el valor original que adquiere la variable &;, £; es el promedio de los valores
de dicha variable y d; la distancia entre el nivel bajo y alto de la variable &;, para
i=T1,m.

Codificar las variables reduce el esfuerzo computacional en los cdlculos algebraicos,
realizados al emplear el método de minimos cuadrados para ajustar un modelo. Para

més detales sobre variables codificadas ver ([27], pag. 46).

Suponga, por ejemplo, que el experimento es un factorial 2% con los niveles fijos: &; :
150,200; &, : 8,12; &3 : 30,40. La siguiente es la matriz disefio (en términos de variables
codificadas)

-1 -1 =17 (1)

+1 -1 -1 a
-1 41 -1 b
p=| Tt A} e (1.3.3)

+1 +1 -1 ab
+1 -1 +1 ac
-1 +1 +1 be
+1 +1 +1 | abe

la primer columna pertenece a la variable z,, la segunda a la variable z, y la tercera a

la variable 3. Observe, que en el tercer renglén de la matriz anterior, sélo el factor B
2]

que corresponde a la variable original &3, esta en su nivel alto; entonces

12— 10
“=2( 1 )=+1‘

y el valor de z3 se obtendria como

- 2(30 1—035) -1

Similarmente, z, toma el valor de —1. Si la matriz de disefio D, de la ecuacién (1.3.3),

se utiliza para ajustar un modelo del tipo

Y = Bo + Bizri + Baxai + Pazai + €, (1.3.4)
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con i = 1,8 con las suposiciones usuales sobre ¢;, se pueden aplicar los principios del
modelo lineal general miiltiple para estimar los pardmetros 3" vy, si es necesario, hacer
inferencias sobre los mismos.

Dado que tendencias cuadriticas sobre cada eje en las variables explicativas, no
pueden captarse teniendo tan sélo 2 niveles en cada variable; los términos z?, 3, - --
no pueden ser incluidos en el modelo. Por esta razdn, al utilizarce los diseiios 2™ se
supone que el fenédmeno en estudio tiene en realidad un comportamiento lineal. Sin
embargo, como se verd mas adelante, los términos correspondientes a interacciones o
productos cruzados, tales como z1z2, 13, --+, podrin incluirse en el modelo y sus

pardmetros serdn estimados.

Para el modelo dado por la ecuacién (1.3.4) se tiene como matriz X del modelo

lineal general multiple

X =

_ e e
o

XX =

[T oo R =]
WO OO

8 0
0 0
0 8
0 0
Se observa que XX es diagonal y por tanto el disefio es ortogonal, particularidad de to-
dos los disefios 2™, Utilizando la notacién definida previamente para las observaciones,

los vectores Y y X'Y estan dados por

o)
a
b (1)+a+b+c+ab+ ac+ be+ abe
v=| ¢ XY = a+ab+ac+abc—(1)~b—c—bec
T oab | T b+abtbectabc—(1)—a—~c—ac
ac ct+actbectabe—-(1)—a—b—ab
be
L abc |
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Asi, los estimadores de By, B1, B2 y Ba se calculan de los correspondientes elementos

de X'Y divididos por 8, por ejemplo

_a+dabtactabe—(1)—b—c—bc

B 5 (1.3.5)

Realmente la estimaciones de los coeficientes del modelo son contrastes® divididos entre
el niimero total de observaciones. En disefio de experimentos, los efectos se definen con

base en totales de tratamientos, por ejemplo:

(A).‘:o = Tooo + To10 + Toos + To11 = 000 + 010 + 001 + 011,

donde Tggg, © bien, 000, representa el total o suma de todas las observaciones que
reciben el tratamiento 000 = (1); To10 €l total de todas las observaciones que reciben el
tratamiento 010 = b, y asi sucesivamente. En lo anterior, se ha supuesto que se hacen

repeticiones de observaciones sobre un mismo tratamiento.
(A)i=1 = Ti11 + Tioo + Th1o + Thon = 111 + 100 + 110 4 101.

Ahora con (A)o y (A se define el efecto del factor A como (A) = (A); — (A)o, €l cual

es un contraste. Obsérvece que (A), — (A)o, puede escribirse como

(Ah — (A)o

100 4110 4101 + 111 — 000 — 010 — 001 — 011

It

a+ab+ac+abe—- (1) —b—c— b,
que corresponde al numerador de la ecuacién (1.3.5).

También observe que dada la naturaleza del disefio experimental, los coeficientes en

esta regresion son no correlacionados, esto es
-~ o?
V(B) =} (X' X)) = _é_I'
Sélo para fijar ideas, considere el siguiente ejemplo
Ejemplo (1.3.1):

Se supone que tres variables 1, =2 y a3, tienen influencia sobre alguna respuesta, de

acuerdo al modelo

3
Y =0+, Bizite

i=1

3Los contrastes son cierto tipo de funciones lineales a partir de las cuales se quiere hacer algiin tipo

de inferencia.
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Se utilizé un disefio factorial 23 para ajustar el modelo. El vector de observaciones, asf

como la matriz X, estan dados por

[ (1) =3.0 ] (1 —1 -1 -1
a=1>5.0 1 41 -1 -1
b=T7.0 1 -1 41 +1
c=2.0 , 1 -1 -1 +1

Y= ab=12.0 X = 1 +1 41 -1
ac = 4.0 1 41 -1 +1
be = 5.0 1 -1 41 41

| abc = 14.0 | L1 +1 +1 41 |

Los niveles de las variables en la matriz X, estan desde luego codificados. Entonces

~ (VD)+a+b+ct+ab+ac+be+abe 52

Bo = =265
8 8

~ a+ab+actabc—(1)—b—c—bc 16

ho= 8 =3 =2

y de igual manera para 8, y ;.
Inclusién de términos de interaccidén en el modelo:
El disefio factorial 2™ se puede utilizar en casos donde términos de interaccién se

incluyen en el modelo de regresién. Si se usa un disefio factorial completo, los coefi-
cientes de interaccién son ortogonales entre si y entre los coeficientes de los términos
de primer orden. Por ejemplo, suponga que en los niveles de zy; y zy;, la medicién de

una respuesta Y; es
Y: = fo + Biii + Baxai + Prazri®ei + € (1.3.6)

Esto es, se incluye el término 8122122 que representa una desviacién de la linealidad.
En términos practicos, se supone que el efecto de 2 sobre la respuesta Y, depende del
nivel de operacidén de z,. Para el caso de tres variables explicativas, términos como
T1T2, T1T3, T2T3 ¥y T1Z2x3 podrian aparecer. De hecho, para m variables explicativas,
habran 2™ —m — 1 de tales términos. El niimero 2™ — m — 1 corresponde exactamente
a los grados de libertad para la suma de cuadrados del error, que se presenta al usar un
disefio 2™ de acuerdo a la tabla ANOVA presentada en la seccién anterior. Esto dltimo
quiere decir, que se agotan los grados de libertad necesarios para estimar la varianza
del error al estimar los pardmetros correspondientes a interacciones. Por lo cual, si se

desea estimar la varianza. del error para poder realizar inferencias, es necesario tomar al
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menos r > 1 observaciones por combinacién de tratamientos (el mismo nimero en cada
combinacién, en orden de mantener la ortogonalidad), asi el estimador de la varianza
tendria 2™(r — 1) grados de libertad.

Ejemplo (1.8.2):

Considere el modelo dado por la ecuacidn (1.3.6), en un experimento con dos obser-

vaciones por tratamiento. La matriz X y el correspondiente vector de observaciones

estan dados por:

(1)=20] 1 -1 —1 +1]
(1)=23 1 -1 =1 +1
d=517 141 -1 -1
a=48 | o |1 41 -1 -1

Y=1 445 | X=|1 <1 41 -1
b=4.2 1 -1 41 -1
ab=53 14l +1 41

| ab=55 | |1 41 41 41

Permitiendo que (1), @, b y ab denoten los totales o suma de las observaciones por

tratamiento, por ejemplo, (1) = 2.0 + 2.3 = 4.3, el vector de estimadores se calcula
como

VD +atb+ad

3 -1 | € Fab—(1)—b
= (X7 yrab-(1)—a
B +ab—a->

S
|

- 34.3/8
8.3/8
4.7/8
| —4.1/8

[ 4.29
1.04
0.59
L —0.51

y el estimador de o tendria 4 grados de libertad y se calcularia utilizando la ecuacién

(1.2.8).

Por iltimo, se puede ver que V(7}) evaluada en el punto x, en un disefio factorial
2™ ‘es
a*(1 + X2
’

V(i) = =
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4

la divisién entre 2™ implica que V(i) es pequeita, esto es: los estimadores son precisos;
sin embargo, al tener 2™ puntos el disefio resulta caro para m grande.
B. Disefio Factorial Fraccional, 2™*:
Un factorial fraccional es, como su nombre lo indica una fraccién de un experimento
factorial completo. Este disefio es particularmente 1til, cuando la cantidad de experi-
mentacién requerida por un factorial completo es mds de la que el experimentador puede
realizar. Para una informacién completa acerca de disefios factoriales fraccionales ver
(13, 14].

En este apartado se hace una breve revisién solamente en relacién a fracciones de
disefios factoriales 2™, los cuales se utilizan en el andlisis de superficies de respuesta
para el ajuste de modelos de regresién, cuando m es muy grande y pocas o ninguna

interaccién se considera importante.

Como ejemplo, considere 4 factores en un experimento, el cual se supone puede ser

modelado por

Y = Bo + fiz1 + Paza + Paza + faza + ¢,

y en vez de realizar un experimento factorial 2* completo, se realizan las siguientes

corridas: a,b,c,d,abc,abd,bed,acd. La matriz X (con las variables 2 codificadas) estd

dada por
[1 41 -1 -1 —1W
-1 41 -1 -1
-1 -1 +1 -1
-1 -1 -1 +1

o4l 4 o1 (1.3.7)

+1 +1 -1 +1
-1 +1 41 +1
+1 -1 +1 +1

[ o

Para el modelo de primer orden postulado aqui, el disefio es ortogonal debido a que
XtX = 81I5. Asilos estimadores ﬁo, ﬁl, Bg, Bg y ﬁ4, obtenidos de la manera usual, son no
correlacionados. El sacrificio al usar 8 puntos experimentales, en vez del experimento
completo de 16 = 2% puntos es muy simple de ilustrar. Suponga que se considera que

la matriz X, se aumenta con los términos zjx2, 123, - -+, T1T273z4 correspondientes a
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interacciones. La porcién afiadida seria:

T1T2 IT1T3 T1Tq4 T3 Talq4 T3T4
-1 -1 -1 41 41 41
-1 41 +1 -1 =1 41
+#1 =1 41---1 41 -1
+1 41 -1 41 -1 -1
41 41 -1 41 -1 ~1
+1 -1 41 =1 +1 -1
-1 -1 =1 41 41 41
-1 41 +1 -1 =1 41

12223 T1TaTy T 1T3T4 XaT3Ty T1TaT3 T4

+1 +1 +1 -1 -1
+1 +1 -1 +1 -1
+1 -1 +1 +1 -1
-1 +1 +1 +1 -1
+1 -1 -1 -1 -1
-1 +1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 +1 -1
~1 -1 +1 -1 -1

y se necesitaran al menos 16 puntos o renglones en la matriz X, para estimar todos
los pardmetros que surgen al hacer el aumento. Es claro, que con la matriz construida
en base a 8§ renglones, tal estimacion es imposible de realizarce. Sin embargo, las
columnas adicionales de la matriz X estan dadas para mostrar la consecuencia del uso
de 1/2 fraccién de un factorial 2! completo. Se observa que el contraste calculado en la
obtencidn del efecto del término x,, es idéntico, excepto por el signo, al que serd usado
para calcular el efecto de z,23z4. Esto es, los correspondientes elementos de X!Y son
iguales excepto por su signo. Como resultado si el término z,z3z4 se incluye en el
modelo, los efectos de z1 y zoz34 serian confusos o confundidos uno con otro. Se dice
entonces que T; y £2T3z4 son alias, o bien, el alias de 2 es zoz3z4. En otras palabras, la
funcién lineal que estima x,, también estima z,x3z,. En términos prédcticos, no tendria
sentido-incluir z,z3z4 en el modelo si su efecto estd captado al estimar el pardmetro
correspondiente a z1; su efecto se confunde con el de z;. De igual manera, se observa
que los demds términos de primer orden también tienen alias (el signo = implica es

alias con):

T2 = —IT1Z3Ty

T3 =TTy
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Ty = —T1T2T3.

También puede verse que las interacciones de dos factores tienen alias:

TiTy = —I3Tq
T1T3 = —ToTy
1Ty = —TT3.

T1T,x3T4 es alias con la primera columna de la matriz X, que representa el término
constante fy.

Por lo anterior, pueden sacrificarse totalmente las interacciones de orden tres y
cuatro, y considerarse sélo tres de las interacciones de 2 términos, debido a que tienen
como alias interacciones del mismo orden; los pardmetros de éstas ultimas podrin
ser estimados debido a que el disefio posee 8 puntos (cinco puntos para estimar los
términos lineales y los 3 adicionales para estimar las 3 interacciones de orden dos). Las
tres interacciones de orden dos, pueden ser consideradas por el experimentador, como

poco importantes, por lo cual, pueden ser eliminadas del modelo.

Como se observa, el hecho de utilizar inicamente 1/2 fraccién del factorial 2* pro-

duce una mezcla (alias) de los efectos, de aqui que, la eliminacién de los términos no
lineales no resulta problemitica. Si de los miembros de un grupo alias sélo uno se
considera como posibilidad y el otro inexistente, se puede estudiar el posible efecto de
uno de ellos evaluando un estimador de su efecto y su suma de cuadrados.
Construcciéon de 1/2 fraccién de un factorial 2™:
Las variables 1, 2, -+ estan referidas notacionalmente como A, B,---. Las interaccio-
nes son denotadas por AB, AC,---,ABC,---. Un contraste definido AMBRCY%... se
selecciona, donde ~; es cualquiera de los dos valores, 0 6 1. Defina un nuevo conjunto de
variables 21,29, -, zm, asociadas con las letras minisculas a,b,c- - respectivamente.
Para una combinacién particular de tratamientos, z; serd 1 si su letra mintscula co-
rrespondiente aparece en la combinacién de tratamientos y cero en otro caso. Por
ejemplo, para m = 4, 23 =1, z2 = 1 y todas las demds z"* en cero, la combinacién de
tratamientos es ab.

Se evaliia entonces

L=mun+mnz+-+Ynzm,

para las 2™ combinaciones de tratamientos (1), a,b,--:. Entonces para los 2™ valores
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de L se define s como:
s = L(mddulo)2.

Esto es, evaluar L/2 y tomar s como el residuo (cualquiera 0 6 1). En el procedimiento

resultan 2™~}

combinaciones con s = 0 y un nimero igual con s = 1. Esto es, dos
conjuntos de valores de s, los puntos que tienen valor de s = 0 y los que tienen valor
s = 1. Cualquiera de los dos conjuntos produce la media fraccién deseada del factorial
2™, La media fraccién que se utiliza para el experimento debe ser seleccionada aleato-
riamente de este par.

Alias en la media fraccién:

En la media fraccidn del factorial 2™, cada efecto tiene un alias, los alias se deter-
minan multiplicando el efecto en cuestién por un contraste seleccionado y definido -
previamente, con los exponentes reducidos médulo dos. Por ejemplo, en el factorial 24
definido anteriormente, y un contraste definido como ABCD (z12x2x3%4), interaccién

de los cuatro factores, el efecto A es alias con BCDj esto es
A(ABCD) = A’BCD = BCD,

el exponente 2 sobre la letra A se reduce a cero al tomar 2(mdédulo)2 . El efecto BC D se
dice la interaccién generalizada de A en el contraste definido por ABCD. En general,
en los sistemas factoriales 2™ los alias de un efecto son interacciones generalizadas entre
los efectos dada la definicién de un contraste especifico.

Con el siguiente ejemplo se intentaran fijar las ideas anteriores.
FEjemplo (1.3.8):
Considere el factorial 24 citado anteriormente. Se ilustrard el método de construccién

que lleva a definir la matriz X, en (1.3.7). Con z;z22324 (ABCD) como definicién de

contraste,

L=z 424 z3+ 24,
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dado que 41 = 72 = 73 = 74 = 1. Los valores de s se dan en la siguiente tabla

Valores de s para 1/2 fraccién
de un disefio 2! con contraste ABCD
combinacién de tratamientos
)
a
b
c
d
ab
ac
ad
bc
bd
cd
abc
abd
acd
bed
abcd

ORMRMEHFOOOOQOOKFMEKFHKO|s

El disefio seleccionado consistié de las combinaciones de tratamientos que tienen s = 1,

mismo que esta representado en la matriz X.

Si se seleccionan las combinaciones de tratamientos con s = 0, la misma estructura

de alias resultarfa. Sin embargo, un efecto tendria idénticamente el mismo contraste

que su alias, en vez de su negativo.

Si se considera ahora, el problema de construir 1/2 fraccién del factorial 24, pero

utilizando el contraste ACD. Se tiene

L=z +2+ 2z
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dado que 7y = 73 = 75, = 1 y 92 = 0. Los valores de s se dan en la siguiente tabla.

Valores de s para 1/2 fraccidn
de un disefio 2% con contraste ACD
combinacién de tratamientos

(1)
a
b
c
d
ab
ac
ad
be
bd
cd
abc
abd
acd
bed
abed

R OHOOOMPMODOHROFO|IL

otra vez, cualquier conjunto que tenga s = 0 o s = 1 es suficiente para dar la 1/2
fraccidn. En este ejemplo, los efectos principales A, C, D son alias con interacciones de

orden dos, mientras que B cs alias con ABCD.

Se observa que si se utiliza 1/2 fraccidn de un disefio factorial 2! para ajustar un
modelo lineal, esto es, sin interacciones; se podran estimar 8y 8y, B2, f3, Bs y 0. Esto,
ya que para estimar el vector de pardmetros se requiere solamente de 5 puntos y la

matriz X cuenta con 8; los tres puntos sobrantes servirdn para estimar la varianza del
error.

Es importante revisar en general, la construccién de cualquier fraccién de un factorial
P!
2™, para que dado un contexto, pueda saber qué fraccién le conviene crear. Una revisién

muy completa sobre la construccién de fracciones de factoriales viene dada en [13].

Usualmente los disefios factoriales 2"~* no proporcionan estimadores de la varianza
del error (este no fue el caso en el ¢jemplo dado). Lo mds comin es que se agreguen
varias observaciones en el centro del diseno, esto es, en x = 0, que permiten estimar el
error puro con ny — 1 grados de libertad (donde ny — 1 es el nimero de repeticiones del
experimento en el punto central), el cual se emplea para probar la hipétesis de carencia

de ajuste.
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Cuando no se incluyen las interacciones, o bien, algunos terminos en el modelo lineal

general, éste puede ser escrito como

Y=Xp+e (1.3.8)

Sin embargo, la representacién verdadera o mas adecuada de la superficie de respuesta,

es la que contiene todos los términos, esto es,
Y =X15+ Xof2 + €. (1.3.9)

Si se estima el vector de parametros en el modelo (1.3.8), se tiene que B; = (X! X3) 1 X{Y,
pero resulta que este estimador es sesgado, esto, debido a que se elimina una parte del
modelo verdadero, dado en la ecuacién (1.3.9). De aqui, que para el casos de disefios

fraccionales se tengan estimaciones sesgadas.

En ocaciones es til conocer el tipo de sesgos que se presentan, para asi utilizar
disefios que los minimicen. Usualmente se tienen disefios de primer orden que mini-
micen el sesgo si el modelo verdadero es de segundo orden, o bien, disciios de segundo
orden que minimicen sesgos si el modelo verdadero es de tercer orden. Estos disefios ya
no son ortogonales. Por tanto, el utilizar disefios ortogonales no garantiza que el sesgo
sea minimo, pero si que la varianza de los estimadores se minimiza. A partir de estos
dos criterios (sesgo y varianza) y algunos otros que cxisten en la literatura ([27], pégs
122-139) el investigador debe elegir el disefio que mds convenga al problema que intenta
resolver. La eleccidn del criterio podria estar dada en términos de costo. De disefios
no ortogonales no se hard mencién en el presente trabajo, debido a que su utilidad es

muy limitada en problemas practicos?. Una expresién para el sesgo del estimador es

-~

E(B)

E [(xtx)"' Xy

fl

B [(X{X) T XXy + Koo + 7))

il

Br + (X1 Xa) ' XX 6,
B+ Ap,.

La matriz A = (X}X;) ! X{ X, es llamada la malriz alias, y son sus elementos los que
se busca minimizar escogiendo adecuadamente la estructura de la matriz X;, es decir
el disefio.

4Si se desea vease [33]
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Se puede verificar ficilmente que para un factorial fraccional 2™~*

V(e = ZEEZe),

es decir, se llega a un mejor equilibrio en términos de la presicién de las estimaciones
y el nimero de puntos necesarios para obtenerla.
C. Disenno Simplex:
Este es el disefio més pequefio que reporta la literatura; consta de m + 1 puntos,
z; = (i1, Ti2,*+ * , Tim), equidistantes al origen y equidistantes entre si, de norma igual
a uno. El disefio es insuficiente para estimar a o2, por ello es necesario agregar, al
menos, un punto mds y por simetria se sugiere que este punto se localice en el centro
del disefio.

Con este disefio la matriz X' X es diagonal; esto implica que los cédlculos para obtener
los estimadores de 8 y 1 son muy simples.

El disefio simplex es invariante a las rotaciones, ya que si se aplica una rotacién a
los puntos del disefio simplex, el resultado es otro disefio simplex.

Los puntos experimentales y el origen forman un dngulo 8 constante para dos puntos

cualquiera, donde cosf = —L.

Para m = 2, el cosf = —-% y por tanto & = 120°. Asi el simplex es un tridngulo
equildtero con centro en el origen. Para m = 3, los puntos del disefio son los vértices

de un tetraedro. La matriz Disefio D, de la figura (1.3.1) es

3 1
_ TR

D= _\/g & (1.3.10)
0 -

V2

Los renglones de la matriz disefio corresponden a las coordenadas en la figura en dos

dimensiones, La matriz X es D aumentada con una columna de unos, esto es

1
X=:11D|, (1.3.11)
1
donde
00
Xx=103 0},
00 3
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Figura 1.3.1: Disefio simplex m = 2

Figura 1.3.2: Disefio simplex m =3
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es una matriz diagonal y por lo tanto el disefio es ortogonal.

En general, La matriz X para un simplex m-dimensional se construye de manera
muy simple. Se comienza con una matriz ortogonal O de orden N x N, con N = m+1,

los elementos en la primera columna deben ser iguales. La matriz X es entonces

1

X =(0)(N)3,
y se observa facilmente que
X'X = N(O'O) = N(In).

La matriz O puede obtenerse ficilmente de la siguiente manera: seleccione cualquier
matriz no singular, @, de dimensién N x N, con elementos iguales en su primer
columna. Utilizando la técnica de ortonormalizacion de Gram-Schmidt, las colum-
nas de () pueden transformarse linealmente en N nuevas columnas ortogonales entre si
y de norma unitaria, en donde la primera columna consiste de elementos iguales a 7%
Esta transformacién lineal se realiza facilmente con la ayuda del paquete MATLAB, o
bien, utilizando el comando GS en el procedimiento PROC MATRIX del paquete SAS

(1982). El conjunto de columnas ortonormalizadas forma la matriz O.

Por ejemplo, la matriz X de la ecuacién (1.3.11) puede ser generada por la matriz

ortonormal O, esto es, X = /30, con

1 1 1

3 7 Ve

o=|X 3 1
a0 %
Por iltimo, se puede ver facilmente que para un disefio simplex con s puntos en el
centro, V(i) evaluada en el punto x = (zy, 23, -+, &) €s igual a:
1 2
V() = mET o

m+s+1+(m+1) 7

1.3.2 Disenos Para Estimar Polinomios de Segundo Orden

Después de revisar brevemente los disefios para ajustar un polinomio de primer grado,

se enumeran los disefios utilizados para el ajuste de polinomios de segundo grado. Los
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polinomios de segundo grado tienen mas parametros, por lo que se necesitan disehos
con mds punios para estimarlos. Es comin usar, en este caso, los disefios utilizados
para el ajuste de un polinomio de primer grado, agregandole convenientemente algunos

puntos mads para tener el niimero necesario de observaciones.

El modelo lineal general con r = 2 es:

Yi = fBo+ Aiz1i + oo+ BuTmi + Pzl + fraTuiTai+ -+ Prumrli + €, (1.3.12)

el cual tiene: un pardmetro independiente, f5; m parametros en los términos de primer
grado, Bi, 1 = 1, m; m pardmetros en los términos cuadraticos, By, ¢ = 1,m; y por

dltimo, C§*® pardmetros en los términos cruzados, Bij, (1 < i < j £ m). En total hay
14m4+m+CP =Cf +CT + C* + CF = CIM1 + O = CY2,

pardmetros. Entonces para estimar un polinomio de segundo grado se necesitan al
menos CP**? puntos (uno mas por lo menos si se desea estimar también a 62) y, por
supuesto, que X sea de rango completo.
A. Disefio Simplex Compuesto:

Este disefio se compone de los m+1 puntos de un disefio simplex, pi, i = 1, m, m+1; més
C*! puntos de la forma k(p; +p;), donde i # j y k es una constante de escalamiento.
Por construccidn, este disefio tiene el minimo niimero de puntos, necesarios para estimar
al vector f; sin embargo la matriz X no es de rango completo. Para completar el rango
de X es suficiente agregar al disefio un punto maés en el centro. En las figuras (1.3.3)

y (1.3.4) los puntos que se agregan al disefio simplex son los marcados con “o".

Figura 1.3.3: Disefio Simplex compuesto en dos factores

B. Disefio Central Compuesto:

Es el disefio mds utilizado; estd formado por los puntos de un disefio factorial 2™, o de

Sla notacidén C? se refiere a las combinaciones de m en n, con m > n.
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Figura 1.3.4: Disefio Simplex compuesto en tres factores

un factorial fraccionado 2™~*, mas los puntos de la forma +ae;, donde (e1,€3,**,€y)
es la base candnica deIR™ y a es una constante de escalamiento. Este disefo tiene

2m~% .1 9m puntos.

.

Los puntos que se agregan al disefio factorial, permiten estimar los términos de
segundo orden de la superficie. El aumento hecho a la matriz disefio de un factorial 2™

es como sigue:

T, Ty Ty e Ty

0 0 0 0 0
— 0 4] P 1]
4o 0 0 0

0 -a 0 0

0 +a 0 o |,
0 0 -a 0

0 0 +e 0

0 0 0 - —a
Lo 0 0 - +a

donde el primer renglén representa el punto central y los demds renglones puntos
auxiliares. El valor de o se selecciona en base a criterios itiles, que se mencionan mas
adelante.

Usualmente en el origen se hacen mds de una observacién. La figura (1.3.5) es
una representacién de los 15 puntos de un disefio central compuesto com m = 3. Los

primeros 8 puntos corresponden a un disefio factorial 23, el punto 9 es el centro del
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disefio y los 6 restantes son puntos auxiliares.

-1 -1 -1
-1 -1 41
=1 41 -1
-1 +1 +1
+1 -1 -1
+1 =1 +1
+1 41 -1
D= +1 41 41
0 1] 0
-a 0 0
4a 0 -0
0 —a O
0 4o O
0 0 —-a

L 0 0 +4o ]

13
4 3
[H 33 4: ]
el Vo
~.g0 8
o R R SO E S —
. ~ o 5

13,
Figura 1.3.5: Disefio central compuesto para m = 3.

que X'X sea diagonal. Donde X es la matriz disefio aumentada con una columna de

unos. A continuacién, se presentan algunos valores de o’ para crear disefos centrales
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compuestos ortogonales en m variables

Valores de «, para disefios
centrales compuestos ortogonales
«
1
1.216
1.414
1.596
1.761
1.910
2.045

00 ~1 O T

Otros criterios para seleccionar el valor de o, y en general para comparar disefios de
segundo orden, son la eficiencia, medida en términos de varianza, en la estimacién de
los coeficientes del polinomio que representa la respuesta y los sesgos que se tienen
si el modelo mds adecuado, es en realidad un polinomio de tercer orden. Un estudio
profundo sobre los diferentes criterios para elegir el escalar o se da en ([33], pégs.
130-133; [27], pags 116-122); también en [6, 25].

1.3.3 Otros diseinios mas generales:

No es la finalidad de este trabajo hacer un listado exhaustivo de los disefios que se
pueden encontrar en la literatura correspondiente al tema; sin embargo, es conveniente
mencionar otros disefios frecuentemente mencionados, que se utilizan para estimar
polinomios mds generales.

A. Disenio Rotable:
Otra propiedad deseable de los disefios para estudiar superficies de respuesta es la
rotabilidad. Este criterio es general para cualquier disefio, aunque su uso principal
es con los disefios de segundo orden. Un disefio es rotable cuando la varianza de la
respuesta estimada, 7, es una funcién dnicamente de la distancia al centro del disefio

y no de la direccién. La idea fue introducida por Box y Hunter (1957)[5].

Usualmente se tiene mayor presicidn en ¢l centro del disefio y en forma de circulos,
esferas o hiper-esferas concéntricas, la precisién en la estimacién de 7 va disminuyendo

o se va aumentando la varianza, V(7).

La determinacién de las condiciones para rotabilidad en cualquier disefio de segundo

orden, requiere considerar los momentos de los vectores que forman la matriz de disefio.

35



Esto es, suma de sus elementos elevados a la potencia p con p = 1,2. Ya que aparecen
en la expresion de V(7). Usualmente la condicién de rotabilidad se determina con los

momentos de segundo orden de términos con productos cruzados (T; «¥;z2;).

Un ejemplo del diseiio rotable, es el disefio central compuesto con & = v/2 param =
2, el cual se toma de la tabla siguiente. En la tabla, /' es el niimero de observaciones
del factorial 2™ (es 2™ si el factorial es completo 0 2™~* en las fracciones de ). ng
es el nimero de observaciones en las que se repite el centro del disefio y T' = 2m + n,
es el nimero de observacionesque no reciben tratamiento del factorial, son 2m puntos

auxiliares o axiales. En la tabla n,; = 1 en todos los casos. N total de observaciones,
N=F+T.

VALORES DE o PARA DISENOS
CENTRALES COMPUESTOS ROTABLES
k FI{T[N o
P) 4 [51°9 1414
3 8 | 7] 15 1.682
) 6192 2.000
5 32 |11 43 2.375
5 [1/2 frac. ] 16 | 11] 27 2.000
] 64 113 | 71 7.825
6 | 172 frac. | 32 |13 | 45 2,378
7 128 [ 16 | 143 3.364
71 1/2 frac. | 64 |15 ] 79 2.828
g 256 | 17 | 213 4,000
§ | 1/2 frac. | 128 | 17 | 145 3.364

Un aumento de puntos centrales no afecta la rotabilidad y permite estimar el error
puro y hacer pruebas de carencia de ajuste.
Otros tipos de disefios rotables son los simplex, simplex compuestos y factoriales.
B. Disefio Poligonal:
Los puntos de estos disefios son los vértices de poliedros regulares. Para r = 2 los
puntos de los disefios poligonales forman un poligono regular; los disefios simplex,
factorial 2™ y factorial 2"~ caen en esta clasificacién.
C. Disefios D-éptimos
Los D-6ptimos son una clase de disefios con los que se maximiza el determinante de la
matriz X*X.
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1.4 METODOS DE BUSQUEDA DEL OPTIMO

Como ya se menciond, en la mayoria de los casos se utilizan aproximaciones locales
a la funcién de respuesta 7. Por ello, para estimar el o los puntos donde 7 alcanza un
Sptimo relativo (o absoluto) se necesita contar con un método que garantice un minimo
de confiabilidad en los resultados.

Por 1ltimo, debe mencionarse que los métodos de biisqueda presentados solamente
consideran el caso en que 7 presenta un maximo tnico y bien definido (o al menos, que

se puede llegar a un méximo bien definido).

En esta parte, se revisardn los métodos mas conocidos, los cuales son:
¢ El método aleatorio. (Cochran y Cox, 1980)

¢ El método de factor tnico. (Cochran y Cox, 1980)

e El método de un sdlo experimento. (Cochran y Cox, 1980)

e El método de ascenso por pendiente maximaS. (Box y Wilson, 1951)

1.4.1 El Método Aleatorio

Este método consta de tres pasos:

1.- Se eligen al azar n puntos x! = (x1, 2, * *, Tim) cuyas coordenadas son variables
aleatorias independientes con distribucién uniforme: z;; ~ U(aj,b;); asi, estos
puntos resultan ser variables aleatorias multivariadas, independientes, con dis-
tribucidn uniforme en el conjunto A = (ay,b;) X (a2,b2) X -+ X (@m, b)), €l cual

se llama regién de muestreo, o regién de exploracidn.

2.- Se obtienen las observaciones Y; = 5(x;) + €, en cada uno de los puntos x;, antes

seleccionados.
3.~ Se escoge como X, al punto x; que presente mayor respuesta experimental.

Cuando x,, no pertenece a 4, X, resulta ser un estimador sesgado de x,,, (esto es

E(%op) # Xop), el sesgo es mayor conforme %,, se encuentre mds lejos de la regién de

muestreo.

SEste método no se describe en esta seccidn, pues se tratara a fondo en el capitulo 2.
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Cuando x,, pertenece a A, para cada nimero natural N, se puede establecer una

particidn de la regién de muestreo dada por los N™ hiper-rectingulos:
Alizy iz, o+ yim) = (@10, G161+1) X (2020 82(i41)) X+ * X (@i Cnimt))y  (1.4.1)

donde para cada k = T,m; 0 € i, £ N — 1y ap, = ax + tx{bx — ax)/N, y encontrar
la probabilidad que alguno de los puntos x; esté en el mismo elemento de la particién
que contiene a X,,. (Como x,, € A), se sigue que X,, pertenece a uno y sélo uno de
los conjuntos de la particién).

Para calcular esta probabilidad recuerde que cada punto x; es un vector aleatorio
distribuido uniformemente en A, y que cada conjunto A(Z1,22,+*,%x) tiene la misma
medida de Lesbegue.

Asi el nimero de observaciones que caen en la misma celdilla que x,, es una variable
aleatoria binomial con pardmetros n y 1/N™, por lo que, la probabilidad de que al

menos una observacién este én esta celdilla es igual a:([12], pdg. 406)

1= (= )™ (1.4.2)

Un resultado semejante se obtiene cuando en lugar de usar un hiper-rectingulo que
contiene a X, se usa una hiper-esfera de probabilidad 1/N™ con centro en x,,.

Note que, independientemente del valor de esta probabilidad, un vector x;, en la
misma celdilla que x,, no necesariamente presenta la mayor respuesta observada y, por

lo tanto, no necesariamente es el punto elegido como estimador de x,,.

1.4.2 El Método del Factor Unico

Con este método se propone descomponer el proceso multifactorial, en m procesos
sencillos de blisqueda individual del éptimo de cada coordenadas; convirtiéndose en un

proceso de bisqueda unidimensional.
El método consta de los siguientes pasos:
1.- Se ordenan los factores en orden de importancia, mismo que define el investigador,
de acuerdo a su contribucién en el resultado de la respuesta: asi, z, es el factor

que mds contribuye al resultado; = es el segundo en orden de contribucién, etc.

La ordenacién se hace de acuerdo al criterio del investigador.
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2.- Se elige un punto inicial, Po = (10, ZT20,* * * yTmo), ubicado donde, de acuerdo a la

experiencia del investigador, es mds probable que esté el éptimo.

3.- Se busca sucesivamente, el 6ptimo de cada coordenada y se reemplaza en Pp. Este

dltimo paso se realiza de la siguiente manera:

Se obtienen al menos tres observaciones de la forma:
),x' = 77(211" T20,° ammD) + e,

variando el nivel del primer factor y manteniendo constante el nivel de los

demas factores.

Con estas observaciones se estima la funcién cuadratica
Yy =a + bt +3¢

la cual es un estimador de la tendencia de 7 en direccién de la primera
coordenada; si @ < 0, la funcidn anterior alcanza el mdximo en el punto
z1y = —b/28; este valor sustituye la primer coordenada de Py, resultando
el nuevo punto (z11, T20,***Tmo). (Cuando @ = 0, la ecuacién anterior es
una recta y no presenta ningin maximo relativo; cuando @ > 0, la ecuacién

presenta un minimo como tnico punto critico).

A partir de este punto, se toman al menos tres observaciones de la forma
Y; = n(z11, 2i, * - + y Tmo) + €} variando ahora, inicamente, el segundo factor;
con estas observaciones se estima el mdximo en direccién de la segunda
coordenada, y este valor sustituye a zj. Asi se continda hasta tener el

vector Pl = (1111, Ty "'y (l:,,,‘).

El proceso de bidsqueda se detiene, cuando || P;— P4, || es menor a un valor preestable-

cido y X,, = Piy1. Si esto no ocurre, se-inicia nuevamente el proceso de bisqueda con

el punto inicial Py,.

Este método no toma en cuenta las interacciones; es decir cuando no hay interaccio-

nes el método puede producir buenos resultados, de no ser asi va a requerir de muchos

pasos.

Note que con estos dos métodos no se determina la forma funcional de 7. Si se desea.

estimarla es necesario hacerlo por otro camino.
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1.4.3 El Método de Experimento Unico

Con este método se considera que cerca del Sptimo 7 se parece a un polinomio de
segundo grado, por lo que, para buscar el punto 6ptimo de 7 es necesario ajustar a los

datos un polinomio de este tipo.

El método consta de los dos pasos siguientes:

1.- Se elige un disefio para el ajuste de un polinomio de segundo grado y con las

observaciones en estos puntos se estima dicho polinomio.
2.~ El éptimo estimado resulta ser el éptimo de la respuesta estimada.

Las estimaciones asi obtenidas pueden ser muy malas si el disefio estd alejado del

Sptimo real; porque V(#) crece conforme x se encuentre mas lejos del disefio.

1.4.4 Comentarios Sobre Los Diferentes Métodos

El método aleatorio Se recomienda usar este método como un proceso exploratorio,
tanto para determinar el punto de inicio del método de factor dnico, como para en-
contrar el centro del disefio en los métodos de un sélo experimento y de ascenso por

pendiente maxima.

El método por si sélo, proporciona para cada N, bajo ciertas hipétesis adicionales,
una regién de confianza para X.p; pero, es necesario una muestra muy grande para que
la confianza sea aceptable.

Por ejemplo: Con cuatro factores y A particionada con dicz sub- divisiones por
coordenada (i.e. N =10 y m = 4); la probabilidad de que al menos uno de los puntos

en la muestra esté en la misma celdilla de x,, (siempre y cuando x,, € A) es:
1—(1=1/N™)* =1—(1-.1"" =1 - .99999".

para tener una confianza de 95%, el tamaiio de la muestra debe cumplir la relacidn:
1 —.99999" = .95; y esto se da si:

_ log(0.05) ..
"= og(.99999) ~ 209874

y para tener una confianza del 90%, n = 230256. Con un tamafio muestral asi, el

método resulta necesariamente caro.
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Cabe aclarar que la evaluacidén de esta probabilidad supone que el error de obser-
vacion tiene varianza pequefia, de modo que el punto x; con respuesta observada mayor
realmente estd proximo a X.p. Si esto no ocurre la confiabilidad de la regién es menor

y de hecho no se puede calcular.

El método de un sélo experimento
Si el disefio se localiza cerca de x,, las estimaciones obtenidas con este método coinciden
con las estimaciones obtenidas con el método de ascenso por pendiente mixima; pero, si
el disefio se encuentra lejos del dptimo, las estimaciones pueden diferir mucho, porque
mientras X,, este mds lejos del disefio, menos confiable es  evaluada en X.;. Si se
aumenta el irea que abarca el diseno, es decir, los puntos se separan mds; se puede
evitar, parcialmente csto; sin embargo, cuando el drea de disefio es grande la superficie
de respuesta en esta regién puede ser muy complicada y quizds una funcién cuadratica
no sea lo mds adecuado para describirla, en estos casos se necesita un disefio con mdas
puntos para ajustar un polinomio de mayor grado.

El método de factor tinico
Este método es muy sencillo porque descompone el proceso en sus componentes ele-
mentales. Se ha visto en la préctica, que si los efectos de cada factor en lo individual,
son independientes de los otros factores, el método da buenos resnltados. Esto sig-
nifica que la bisqueda realizada sobre cada factor, manteniendo a los otros fijos, va
conduciendo paulatinamente al maximo de manera independiente. Pero, si los factores
interactiian fuertemente entre si, es necesario una muestra mayor, e inclusive, puede
registrarse un éptimo sin que éste exista, principalmente si se estd en una coordillera

ascendente, como se ve en la figura (1.4.1)

41



Figura 1.4.1: Curvas de nivel de una coordillera ascendente en direccién de (z,y) —
(00,00). Se muestra la bisqueda del éptimo usando el método de factor \inico. Se -
busca el punto més alto manteniendo constante la segunda coordenada, éste se localiza
cerca del lomo de la coordillera. En direccién de los ejes, el maximo se encuentra cerca

del primer punto localizado.
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Capitulo 2

Calculo de Condiciones de
Operacion Optimas

En el trabajo experimental, es frecuente que el investigador este interesado en bus-
car condiciones de experimentacién que sean mds deseables, las cuales dependan de
algin criterio prescleccionado. Por ejemplo, vender un producto con gran pureza (alta
concentracién de componentes primarios), es un problema de mucha importancia para
la industria quimica. Un investigador metalirgico estara interesado en obtener el por-
centaje de ciertas aleaciones que resulte en minima corrosién. Como se mencioné en el
capitulo anterior el enfoque para tratar estos problemas es el de los métodos de Superfi-
cie de Respuesta. Es muy comin, que mds de una respuesta sea de interés. Por ejemplo,
el proposito del investigador puede ser maximizar una respuesta, Y7, mientras mantiene
una segunda respuesta, Y2, tan pequefia como sea posible. En la practica, el problema
de multirespuesta frecuentemente necesita un compromiso en la determinacién final de

las condiciones de operacién® ([27], pdg. 257).

En sintesis, el problema es determinar bajo qué niveles las variables independientes

proporcionan una éptima respuesta, es decir, una respuesta maxima o minima.

Esto puede lograrse con la ayuda de un modelo matemdtico que relacione las varia-
bles dependientes con las independientes. El modelo se construye utilizando un disefio
de experimentos y de aqui se obtiene un éptimo estimado. Cabe sefalar que existen
métodos que no requieren de dicho ajuste como es el caso de las Tangentes Paralelas,
el cual no se presenta en este trabajo, pero una muy buena referencia estd dada en

9, 20].

Lcabe sefialar que los problemas de multirespuesta no se abarcarén en este trabajo

43



El investigador tratard de obtener su ajuste usando una zona experimental donde
se encuentre el dptimo. La eleccién de ésta, depende en gran medida del conocimiento

previo que tenga el investigador acerca del problema.

La intencidn de este capitulo, es entonces, proporcionar métodos para localizar

condiciones éptimas. Dos situaciones distintas son consideradas:

1.- El caso en el cual la regién experimental usada, estd dentro de una vecindad general

del dptimo, y
2.- El 6ptimo real estd fuera de la regién experimental (regién de disefio).

Desde luego, en la prictica, el experimentador espera que la segunda situacién no
ocurra. Sin embargo, un experimentador prudente podria planear su investigacion de
manera secuencial, es decir, dado que hay completa ignorancia de cudl sea la mejor
region, comenzaria con una regién muy alejada del Sptimo y sistemédticamente trabajar
para acercarse a las condiciones deseables. En la practica, usualmente se inicia con
disefios de primer orden y en la cercania del éptimo se usa un diserio de segundo orden,

rara vez, de tercer orden. Esto, ya que se considera que el éptimo serd un maximo o
minimo absoluto.

2.1 DETERMINACION DE PUNTO CRITICO

En esta seccién se considera la situacién en la cual el experimentador ha seleccionado
una regién de experimentacién. Una regién en la cual él cree sea factible encontrar el
Sptimo.

El caso mds frecuente es considerar respuestas de tipo cuadritico en la cercania
de los puntos criticos. Lejos de los puntos criticos se consideran respuestas lineales
(planos), entonces el proceso de obtencién del punto critico se aplicard a modelos de

segundo grado, en el caso mds general. Asi, si se tienen % variables independientes, el

modelo de segundo grado es

Yi=n+e
donde
k k& k
7= PBo+ 3 BiTi+ D, D BimTim + D, Bizl. (2.1.1)
j=1 i=1m=1 j=1
j<m



Un modelo de este tipo se puede aplicar por la siguiente razén: Cualquier superfi-
cie sin picos se puede aproximar mediante un polinomio en varias variables, segin el
TEOREMA DE TAYLOR.

Con los valores experimentales, se obtiene un estimador de 7; por el Método de

Minimos Cuadrados, el que se denotard como

k k& k
7 = bg + 2 bjz; + Eijm:Z:j.’Em + Z bjj:l:_?, (2.1.2)
i=1 i 7 i
j<m

donde ¥; es el estimador por minimos cuadrados de £;.

El objetivo es maximizar o minimizar 7 en términos de 1, -, zr. Aqui se supone
que el modelo no presenta carencia de ajuste y es significativo. Esto quiere decir que
n estd bien aproximada por 7j. Puesto que 7 es lineal en los parametros, se aplica la

teoria del modelo de regresién lineal general en vias de verificar la calidad del ajuste.

El modelo (2.1.2), puede expresarse en términos matriciales como

i = bo + x*b + x*Bx, (2.1.3)
donde
7 by by 2 :‘%“
x| ® b= b, . B= bz by, '§"‘ ,
Tk I;k bbby

y x* denota el transpuesto del vector x.
Dado que # es derivable sobre todo IR¥, si existe un maximo o un minimo, ya sea
local o global se encontrard entre los puntos tales que 77j = 0.

Los puntos que satisfacen la tltima condicién se conocen como puntos criticos o
estacionarios de la superficie ajustada. El término estacionario se debe a que 7 no
cambia cuando x experimenta cambios pequefios. No todo punto estacionario estd
forzado a ser un éptimo (méximo o minimo) y a los puntos que no son déptimos se les

denomina puntos silla.

Para obtener los puntos estacionarios, hay que calcular @7 = ng' (que denota a 77

como un veclor columna) y luego igualar a cero el gradiente. Usando la linealidad del
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operador derivada se tiene

07 _ b , 3x'b) , H(x'Bx)
Ox  Ox ox ox

(2.1.4)

Note que cada una de las derivadas tiene sentido puesto que sus argumentos son fun-
ciones escalares. Entonces utilizando la proposicién 1 del Apéndice A en la ecuacién
(2.1.4) se tiene que

on

Fx=b+2Bx. (2.1.5)

Igualando (2.1.5) a cero, se obtienen los puntos estacionarios, y entonces

271=b+23x=0,
ox

implica que
B-'b

Xo = ——F5—

5 (2.1.6)
siempre que exista B~!. Si B~! no existe, el problema no tiene solucién o tiene una
infinidad de soluciones. En este caso habria que verificar de acuerdo con el contexto del
problema, si es correcto pensar en la inexistencia del éptimo o en su falta de unicidad.
De no ser asi, el error se deberd a la propuesta del modelo o al disefio usado para
construirlo.

Para saber si se trata de un mdximo, un minimo o un punto silla, se puede estudiar
la matriz de segundas derivadas o matriz Hessiana. Si la matriz Hessiana es definida
positiva se tiene un minimo, si es negativa definida se tiene un méximo y si es cero
un punto silla. Esta manera de resolver el problema, podria presentar entre otras las

siguientes dificultades.

1.- A medida que el numero de variables crece, el cdlculo del Hessiano es cada vez mas
diffcil.
2.- No se puede analizar el comportamiento de la funcién 7 en las cercanias del punto

Xo-

Con esto en mente, se discutird una estratégia que permitird caracterizar a xq de
manera mds facil. Esta estratégia es la llamada Transformacién Canénica, que se

estudiard en la siguiente seccidn.
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Cuando X es un éptimo muchas veces es de interés conocer la direccién de menor
o mayor decremento ya que en una situacién real el punto éptimo obienido podria
ser inaceptable por cuestiones presupuestales. En este caso, se buscaria algin punto
que tuviera asociada una respuesta con aproximadamente el mismo valor y ademds
que se considerara aceptable. En tal situacidn, es muy conocide que el negativo del
gradiente de una funcién, evaluado en un punto, digamos, x*, es la direccién de méximo
decremento a partir del punto. Sin embargo, de la definicién de derivada direccional en
un punto, se sabe que si 7 f(x*) - d < 0, entonces d es una direccion de decremento a
partir de x*. De esta forma, al evaluar #j(xq) y tomar el producto punto con el vector
d de tal manera que sea menor que cero, se ob_tendrl'an direcciones de decremento a
partir del éptimo, de tal forma que seria posible seleccionar un punto, Xg + Ad, con

A 2 0, que tenga asociada una respuesta aceptable.

Desde luego, si el punto estacionario Xg es un maximo, en la medida en que se aleje
de éste, la respuesta decrece. Si Xp es un minimo en la medida en que se aleje de éste la
respuesta se incrementa. Sin embargo, en el caso de un punto silla, el experimentador
podria conseguir un incremento o drecremento en la respuesta cuando se aleje del punto
estacionario, dependiendo de la direccién que elija. Por lo cual, en este caso es de interés
conocer en que direccidén se deben mover las coordenadas de las x'* para optimizar la
respuesta, Es decir, maximizarla, si lo que se quiere es un mdximo o minimizarla en
caso contrario. Estas tres situaciones son ilustradas mediante contornos de gréficas en
las figuras (2.1.1), (2.1.2) y (2.1.3).

o \
ge 75 \/
7s
no g\io
)

Figura 2.1.1: Punto silla en la superficie ajustada

Otra situacidnes que pueden ocurrir en la practica son las presentadas en las figuras
(2.14) y (2.1.5).

La figura (2.1.4) muestra lo que se conoce como sistema de coordillera estacionaria,
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2

Figura 2.1.4: Sistema de Coordillera Estacionaria en una superficie ajustada

Figura 2.1.5; Sistema de Coordillera Ascendente
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mientras que la figura (2.1.5) muestra uno de coordillera ascendente.

El primer caso determina que hay una regién, mds que un punto, en donde la
respuesta se maximiza o se minimiza (aquf B! no existe). Esta regién, proporciona
condiciones alternativas para la optimalidad.

La coordillera ascendente indica la direccién en la cual el investigador debe mover

la zona experimental, para obtener un 6ptimo que esté dentro de dicha regién.

La deteccién de existencia de sistemas de coordilleras es una parte importante del
analisis total de superficie de respuesta, por lo cual se discutird a detalle en un capitulo
posterior.

Como recomendacién es conveniente que en el caso de trabajar con tres o menos
variables independientes se grafiquen las curvas de nivel con valores cercanos a (%),

pues asi se podria obtener informacidn adicional.

2.2 TRANSFORMACION CANONICA

Esta transformacion, consiste de una traslacién seguida de una rotacién, teniendo
por objeto conocer las caracteristicas de la respuesta ajustada. Para esto es necesario

conocer previamete un punto estacionario. La traslacién se realiza moviendo el origen

. . . . -1 . ’ . .
del sistema al punto estacionario ubicado en xg = —& 2 b obteniendose asf 1a siguiente

expresion:

mediante el siguiente andlisis.

De la ecuacidn (2.1.3) el valor estimado de la respuesta en el punto estacionario es

77 = bo + Xab + X:)BXo,

como Xg = —B-;b, sc tiene
. B-b]* B-1bl* B-'b
fo = ”°+[—T] ‘°+[- 3 ]B “T]
btB-b  b'B-b
bo — —— = -
2 4
btB-lb
o
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-1
¥y nuevamente como X = — 258

4

x4b

flo = bo+ =5~ (2.2.1)

Definiendo z = x - Xg, 0 sea X =z -+ Xg (aqui las z son las variables correspondientes

a los ejes trasladados), en (2.1.3) se tiene

7 = bo+ (2" +x5)b + (z° +x5)B(z + %o)
= by + x5b + x4 Bxp + z'b + 7' Bxg + x,Bz + z' Bz
= o+ 2'b +2'Bx, + x} Bz + z' Bz,

dado que z!Bxg y x} Bz son equivalentes, puesto que uno es el transpuesto del otro, B

es simétrica y el producto es un real, se obtiene que

f = fy+2'b+22'Bxe+ 2Bz
= o+ z'(b + 2Bx¢) + z'Bz
B b
= fo+2* [b—ZBT] + z'Bz
= fo+2z(b~Db)+z'Bz
= ﬁo + z! Bz, (2.2.2)
Al hacer la traslacién de los ejes al punto %, se transforma el modelo original en uno

equivalente, que tiene una forma analitica mds simple, en la que no aparecen términos

lineales.
Lo que se requiere ahora es una rotacién de ejes que elimine los productos cruzados

de la forma cuadratica z' Bz. Esto se logra utilizando el Teorema de la Descomposicién

Espectral descrito en el Apéndice B. Asi
2Bz = 2’ UAU'z = wtAw con w = U'z, (2.2.3)

con U matriz ortogonal. Como A es una matriz diagonal de valores propios, entonces

k
wiAw = Y 6uwf,

i=1
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y se tiene que

i = flo+z'Bz

k
flo+ 2, 6wl (2.2.4)

i=1

De donde es més ficil saber si en realidad el punto estacionario X corresponde a
un maximo, a un minimo o a un punto silla. Ademds, las variables w'* determinardn

los ejes principales de las curvas de nivel de la funcién de respuesta.

Ahora se analizard la ecuacidn (2.2.4) por casos para poder especificar la naturaleza
del punto estacionario. En lo sucesivo se supone que el punto estacionario estd dentro
de la regién experimental a menos que se indique lo contrario. Recuerde que el efecto
del punto critico se encuentra encerrado tinicamente en la funcién 7o, por lo cual sélo

serd necesario analizar el término ¥ §;w?.

CASO I:
Si en la ecuacién (2.2.4) &; < 0, para toda i = 1, ¥, entonces X, corresponde 2 un valor
maéximo de 7, pues los términos §;w? < 0, para toda i =1,k y la T, §;w? < 0 lo que

haria que
3
flo+ Y, bw? < 7o = (o).
i=1

Es decir, al alejarse de xo, sin importar la magnitud del desplazamiento, se provoca
un decremento en 7. Si k = 2 las curvas de nivel, en términos de las variables w'®, se

verdn como en la figura (2.2.1).

Si |6, es considerablemente mayor que |81, en la direccién del eje w, habra un decre-
mento mds acelerado de la respuesta comparado con el descenso ocurrido al avanzar
sobre w,. Esto provoca que las curvas de nivel se alarguen en la direccién de w,.

Cuando k = 3 las superficies de nivel presentan la forma que aparece en la figura

(222).

Igualmente se pueden comparar las magnitudes |6;} dos a dos y ver hacia donde se

alargan las superficies.

En general, |6;| mide la magnitud de decremento de la respuesta 7 en la direccién
wy.
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A

Figura 2.2.1: Méximo alargamiento a lo largo del eje w,

Figura 2.2.2:
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La expresion (2.2.4) considerando este caso, presenta una manera muy sencilla para
lograr un anélisis de sensibilidad. Si existe al menos un sub-indice j € {1,-:,%} tal
que &; es aproximadamente cero y ademds & < 0, para toda i = 1,k, entonces Xo
corresponde a un valor maximo 7], pero para propdsitos practicos no es inico, sino que
habra una infinidad de puntos que dan aproximadamente el valor miximo 7, todos
ellos en el hiperplano determinado por las w; tales que sus correspondientes §; son casi
cero. Cuando se presentan estos casos, se dice que hay una coordillera estacionaria.

Para k = 2 y en el limite, es decir, cuando 6; = 0, §; < 0, la regién de posibles
maximos tiende a una recta, ver figura (2.1.4). Cuando se estd cerca de dicho limite
al desplazarse sore el eje w; no hay cambios significativos en la respuesta 7 segin
la ecuacién (2.2.4). Asf pues, es posible encontrar valores en las x que den valores
cercanos al 6ptimo en la préctica. Esto puede hacerse ya que se conoce quez=Uw y

X = 2 + Xop.

Para k = 3 cuando §; = 83 = 0, § < 0, se tiene un plano, como se ve en la figura
(2.2.3).

| -

Figura 2.2.3:

Cuando 6,8, < 0, 63 = 0 la regién de posibles maximos tiende a ser el eje w;

encerrado por curvas de nivel en forma de cilindro, figura (2.2.4).
La importancia de hacer é; = 0 radica en la facilidad para entender los casos en que
6; es muy cercana a cero. Para realizar la Transformacién Canénica se requiere que

B-! exista, que ocurre si y sélo si, todos los valores propios de B son diferentes de cero

(19]
CASO II:
Si en la ecuacién (2.2.4), & > 0, para toda i = 1,k entonces Xp corresponde a un

minimo de 7, pues §;w? > 0, para toda i =1, k, lo cual implica que 2?:1 Swl>0y
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Figura 2.2.4:

por lo tanto .

k
flo(o0) < Fo(a) + Y Siw},

i=1 -
con un andlisis similar al del CASO 1.

También se observa que si en la ecuacién (2.2.3) al menos un sub-indice j €
{1,-+-,k} es aproximadamente cero y § > 0, para toda i = 1, k, entonces se tiene
una coordillera estacionaria de donde es posible escoger los puntos que mds convengan.

CASO II:

Si en la ecuacién (2.2.4) hay algun(os) valor(es) propio(s) positivo(s) y otro(s) nega-
tivo(s), entonces Xo es un punto silla. Esto quiere decir que a partir de xg, existen
direcciones en las que al desplazarse, la funcion 7 crece, pero también existen otras
direcciones en las cuales 77 decrece.

Si fuera de interés, por ejemplo, obtener el punto que corresponde al miximo, se
deberia avanzar sobre las direcciones en las que % crece. Estas direcciones estan dadas
por las variables W, gracias a la ecuacidn (2.2.3). Como se mencioné anteriormente
los equivalentes de las variables w'* en las x'* se obtienen mediante las relaciones
X+xg=2=Uw.

Para terminar con este andlisis, considere el caso donde el punto estacionario esta
alejado de la regidn experimental en que se ajusté el modelo. Se dice que se tiene
una coordillera ascendente(descendente) cuando Xo corresponde a un valor maximo
(minimo) de #, pero con la particularidad de que existe al menos un sub-indice j €
{1,---,k} tal que §; es casi cero. Los casos mds comines de este tipo de coordilleras

en forma gréfica son los presentados en la figura (2.2.5)

Donde lo que se recomienda es desplazarse sobre el eje w;, siempre que |§;| tienda a
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Figura 2.2.5:

cero, para asi poder determinar nuevas zonas de experimentacién.

Cuando se estd en este tipo de casos, debe volver a desarrollarse todo el procedi-
miento antes descrito: seleccionar la nueva regién experimental, ajustar un nuevo mo-
delo de segundo orden, obtener el punto estacionario correspondiente y finalmente bajo
la Transformacién Candnica determinar la naturaleza del punto estacionario usando la
ecuacién (2.2.4). Teéricamente, este algoritmo debe emplearse hasta que el punto esta-
cionario que se obtenga sea un méximo o un minimo, aunque en la practica el costo y
el tiempo limitan el nimero de experimentos posibles.

Para esclarecer el uso de la técnica se presenta el siguiente ejemplo.

Ejemplo (2.2.1): Myers [1971]

Un investigador que analiza la produccidn de pan de caja en cierta fibrica, estd in-
teresado en saber clal serd la maxima fuerza de sellado, Y (en gramos por pulgada),
para el empaquetado de dicho producto. De esta manera podria garantizar el menor
deterioro posible de la mercancia. El investigador conoce que las principales variables
relacionadas con la fuerza de sellado en el proceso de empaque, son lz temperatura de
sellado, (£;), la temperatura de enfriamiento de la barra de pan, (£;), y el porcentaje

de polietileno aditivo, (£3).

El investigador utilizando un procedimiento previo (como el presentado en la seccién
2.3), conoce una regién de puntos (disefio experimental) para las variables £y,£;,&3 en
donde posiblemente se encuentre el valor maximo de la fuerza de sellado, habiendo
establecido una aproximacién a la relacién funcional entre dichas variables. La apro-
ximacién de la variable Y, en base a {;,§3,€3 se hizo con un ajuste de un modelo de

segundo orden, esto para que tenga sentido la posible existendia de un méaximo.

El investigador decide utilizar la técnica de Transformacién Candnica para obtener
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el valor éptimo de la variable Y, o bien, obtener valores cercanos al 6ptimo. El andlisis

fue el siguiente:

Las variables originales fueron codificadas utilizando las {érmulas

6-225 _6-5 _f-ll
30 %7 T g T T gg

T =

Fueron usados en el disefio experimental cinco diferentes niveles para las variables.

Los niveles para las variables codificadas y originales estan dadas en la tabla siguiente

-1.682 | -1.000 | 0.000 | 1.000 | 1.682
x| 2045 | 225 255 285 | 305.5
zz [ 39.9 46 55 64 70.1
x3 | 0.09 0.5 1.1 1.7 | 2.11

La matriz del disefio fue originada de un disefio central compuesto, disefios que se

consideran adecuados para ajustar una superficie de segundo orden [33].

La matriz de disefio X (en términos de variables codificadas) y el correspondiente

vector Y de observaciones son:

[ = T2 zz ] - .
-1 -1 -1 gg
+1 -1 -1 7'9
-1 +1 ~1 6.1
+1 +1 -1 9'2
-1 -1 +1 6.8
+1 -1 +1 164
-1 +1 +1 7 3
+1 +1 +1 9‘8

—1.682 0 0 5‘0
D= +1.682 0 0 , Y= 6.9
0 ~1.682 0 6'3
0 +1.682 0 4"0
0 0 —1.682 8'6
0 0 +1.682 .
10.1
0 0 0
9.9
0 0 0
12.2
0 0 0 9.7
0 0 0 9'7
0 0 0 9.8
L 0 0 0 | ’
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Para el modelo de segundo orden

3 3 3 3
F=bo+ Y bimi+ ) buzl+ >3 bijaia;,
i=1

i=1 i=1 j=1
matriz X es

Ty T T3 z3 2 33y w73 l'gx;;.‘
+1 +1  +1 41 41 +1
+1 +1 +1 -1 -1 +1
+1 +1 +1 -1 +1 -1
+1 +1 +1 +1 -1 -1
+1 +1 +1 +1 -1 -1
+1 +1 +1 -1 41 -1
+1 +1 +1 -1 -1 +1
+1 +1 +1 +1 41 +1

Il
P b b e e b e b e b e b e e b e e

2.828 0 0 0 0 0
D 2828 0 0 0 0 0 s

0 2828 0 0 0 0

0 2828 0 0 0 0

0 0 2828 0 0 0

0 0 2828 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

L 0 0 0 0 0 0

estimando por minimos cuadrados los parametros, esto es resolviendo las ecuaciones

normales dadas por
(xx)p = xtv,

<on

-
=
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se tiene que

=~

7

10.1657 — 1.1038z; + 0.0872z5 4 1.0206z3
—0.7602z% - 1.43022 — 1.1422
—0.35z 25 — 0.5z 23 + 0.1500z,x3.

Se presenta la tabla de Andlisis de Varianza (incluyendo el rengldn correspondiente a

la Carencia de Ajuste).

Fuente Suma de cuadrados | Grados de Libertad | Cuadrado medio | F
regresion 70.3056 9 7.817
error 11.8644 10 1.1864 6.58
carencia de ajuste 6.9044 5 1.3809
€rror puro 4.9600 5 .9920 1.39
total 82.1700 19

Consultando tablas de F, a un nivel de significancia « 0.5, se obtiene que

Fo_pnem = FP§ = 5.05. Como Fg, = 1.39 < 5.05, se concluye que no hay carencia
de ajuste. Dado que no se presenta la falta de ajuste, se procede a calcular el cuantil
Fe._, = F{{ = 3.02. Como Fsg = 6.58 > 3.02, se

pn-p
concluye que el modelo es significativo, y en resumen el modelo ajustado es adecuado.

de significancia global, que es

Se calcula el punto estacionario, utilizando la ecuacién

o = _B“b
0T T
llegando a que
.0 —1.0098
Xo = T2,0 = 0.2602
.’E3,0 0.6808

Decodificando las variables para obtener el punto estacionario en las variables originales

se tiene
30 194.70
Go=|to | =] 5734 |,
&30 1.51

con respuesta estimada fj, = 11.80.
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Para calcular los valores propios de la matriz B, 6, 8, 83, se utiliza la ecuacién

(—0.7602 — §)  —0.1750 —0.2500
~0.1750  (—L043—6) = 00750 |=0
—0.2500 0.0750  (—1.1491 — §)

de donde los valores propios son

6y = —0.5630 §; = —1.2712 63 = ~-1.1172

dando lugar a la forma canénica
fj = 11.08 — 0.5630w? — 1.2712w? — 1.1172w?.

Puesto que todas las §; son negativas el punto estacionario es un maximo. Note que
este punto estacionario estd dentro de la regién experimental y que las curvas de nivel
de la respuesta se alargan en direccién del eje w; que corresponde al valor propio mds
pequefio. La respuesta es igualmente sensitiva en cambios a lo largo de los ejes wy y
wy ya que |82] = |55].

Interpretando el resultado, se necesita una temperatura de sellado de 195°C, que la
barra de pan se enfrie a una temperatura de 57°C y afiadir 1.5% de polietileno aditivo

para obtener una fuerza de sellado aproximadamente maxima de 11.80 gramos por

pulgada en el empaquetado.

Quizds sea de interés conocer la relacion entre las variables w y las variables z'°.

Recuérdese que z = Uw.

Para encontrar la columna Uy de la matriz U, debe resolverse el sistema de ecua-

ciones (B —&§I)Uy;) = 0. u;; denotara el elemento en el i-ésimo renglén y en la j-ésima

columna de U. Para §; = —.5630 se tiene que
(bay + 0.5630) b be un
bz (b + -5630) b un | =
%‘1 '%l (I)33 + .5630) Uz

al resolver el sistema las soluciones deben ser normalizadas, por ejemplo, para Uy debe

ocurrir que

2 2 2 _
uy; + ug +uz =1,
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La forma de resolver estas ecuaciones es dar un valor arbitrario a una de las incog-
nitas reduciendo la dimensién del sistema. Se puede sustituir uj, = 1 en ug; y obtener

las soluciones uf{; = —2.0791, u}, = .9142.

Es facil verificar que siempre que se de un valor a ug; diferente de cero se pueden
encontrar u; ¥ u11 que sean solucién al sistema. Esto se debe a que las ecuaciones que
se desean resolver determinan un subespacio de dimensién uno generado por un vector
con tercera componente distinta de cero. De aqui que las soluciones no sean tinicas.

Para la solucién uyy, ub,, uj,, los valores ua;, ua1, u se obtienen dividiendo uj;, uh, y

u}, entre y/uf; + ub; + uf, = /6.1584, dando como resultado
Uy = —8378, Uzl = 03684, Uy = 0.4030.

Se aplicé el mismo procedimiento para §; y 63 resultando la matriz ortogonal de

vectores propios igual a

0.3684 0.0552 —0.9281

—0.8378 0.4535 —0.3052
U =
0.4030 0.8895 0.2132

Finalmente usando la ecuacién (2.2.3)

w; —0.8378 0.4535 —0.2052 | [ (21 + 1.0098)
w, | =| 03684 0.0552 —0.9281 | | (z,— 0.2602) |.
w3 04030 0.8895 0.2132 | | (3 — 0.6808)

Si %o representa condiciones de costo muy elevadas se pueden cncontrar vectores

X que den casi la misma respuesta y no sean tan caros. Esto se logra de la siguiente
manera.

Al observar la ecuacién:

7 = 11.08 ~ 0.5630w? — 1.27w3 — 1.1172w2.

Se nota que al desplazarse sobre alguno de los ejes wy, wz 6 w;y a partir del punto
(0,0,0), la respuesta decrece menos sobre la direccién de w;. Asi que se dan valores a w;
cercanos a cero y se consideran vectores de la forma (w1,0,0) con sus correspondientes

(21, T2, T3), los vectores con entradas x'* son mdximos aproximados. Dentro de estos
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altimos se seleccionan los més adecuados. La siguiente tabla presenta algunos maximos

aproximados:

wy 1 2 3 4 .5

zy | -1.093 | -1.1773 | -1.2611 | -1.3449 | -1.4287
z2 | 2970 | .3338 3707 | 40756 | 4444
z3 | 7211 | .7611 .8017 .8420 .8823
7 | 11.074 § 11.067 | 11.029 | 10.989 [ 10.939

Ejemplo (2.2.2): Myers[1971]

En un proceso quimico, un experimentador desarrolla una reaccién para convertir 1,2-
PROPANODIOL en 2,5-DIMETIL PIPERACINA. El 1,2-PROPANODIOL es usado
como anticongelante en cervezas, como solvente farmacéutico, sustituto del epilenglicol
y gliserol en la manufactura de resinas sintéticas e inhibe la fermentacién; es un pro-
ducto de muy bajo costo. El 2,5 DIMETILPIPERACINA es un solvente farmacéutico
de gran efectividad, lo cual lo hace un producto muy costoso. Se sabe que es posible
obtener este dltimo como subproducto del primero, en una reaccién a la que habria
que adicionar elementos de muy bajo costo. De aqui que el experimentador realice la
reaccién de conversion y desee obtener la mayor cantidad en gramos de 2,5 DIMETIL
PIPERACINA.

El experimentador conoce que la reaccién se ve afectada en su desarrollo por dife-
rentes factores, tales como: la cantidad de amonio, N Hj (en gramos), la temperatura,
T (en °C), la cantidad de agua, H;O (en gramos), y la presién de hidrégeno, P (en
psi). Por lo cual, desea determinar las condiciones en base a estos factores para las
cuales se da la mdxima conversion.

Si el experimentador define la respuesta, Y, como la cantidad en gramos obtenida
de 2,5-DIMETIL PIPERAZINE en la reaccidn, y aplica la metodologia de superficie
de respuesta como en el ejemplo anterior, para obtener una regién de puntos en donde
posiblemente se encuentre el éptimo de la variable Y; previa seleccién de un modelo
de segundo orden para Y, en base a NH3, T, H,O y P como aproximacién para la
relacién funcional. El experimentador puede utilizar el método de la transformacién
candnica para obtener un éptimo o un valor cercano al éptimo de Y. El Andlisis es el

siguiente:
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[l disefio consiste de 25 puntos en las variables codificadas

_ NHz-102 _ H20-300
Ty =" s T3= 00
_ T_250 __ P=850
T2= "0 » T4 = T350 *

Como en el ejemplo anterior, el tipo de disefio para este modelo de segundo orden
fue un disefio central compuesto. La matriz de disefio y el correspondiente vector de

observaciones de respuesta estan dados como sigue

[z 23 T3 T4 ] - -

-1 -1 -1 -1 e

+1 -1 -1 -1 21'9

-1 +1 -1 -1 21‘8

+1 +1 -1 -1 14'3

-1 -1 +1 -1 5 3

+1 -1 41 -1 4‘5

-1 41 41 -1 21‘ 8

+1 41 41 -1 46.7

—-1 -1 -1 +1 53'2

+1 -1 -1 +1 23'7

-1 +1 -1 +1 40'3

p=| t1 +1 1+l g

-1o-bo4l 13.3

+1 -1 +1 4t 49'3

-1 +1 +1 +1 20'1

+1 41 41 +1 32.8

0 0 0 0 31'1

—-14 0 0 0 28'1

+14 0 0 0 17'5

0 ~-14 0 0 49'7

0 +14 0 0 .

49.9

0 0 -14 0 34.9

0 0 +14 0 31:1

0 0 ¢ —-14 43.1

L O 0 0 +1.4 | -
Los niveles para las variables codificadas y originales estan dados en la tabla siguiente
FACTOR -141-1.0] 0 [ 1.0 14

AMONIO (g) 30.6 | 51 {102} 153 }173.4
TEMP. (°C) 222 1230 ) 250 270 | 278
AGUA (g) 20 | 100 {300 | 500 | 580
PRES. DE HID. (psi) | 360 | 500 | 850 | 1200 | 1340




La superficie de segundo orden ajustada por el método de minimos cuadrados estd
dada por

=~

f = 40.198 — 1.511x; + 1.284z, — 8.739z3 + 4.955z,
—6.33242% — 4.2922% 4 0.02023 — 2.5062% + 2.194z;z,
—0.144z 23 + 1.58121 24 + 8.006z223 + 2.806x214 + 0.294 23z,

Bajo la suposicién de que el modelo es significativo, es decir, se rechaza la hipétesis

nula de que el vector de pardmetros b es cero, se prosigue con el analisis.

De la ecuacidn (2.1.6), las coordenadas del punto estacionario son

.’El,o = 0.265

z (Ez'o = 1.034
o= T30 = 0.291 ’

40 = 1.668

en las variables codificadas
&0 115.51
_ | &0} _ | 270.68
=g | = 3582 |

¢io 1433.8

con respuesta fjg = 43.53.

Obteniendo los valores propios 8y, 62, 3, 64 de la matriz

—-6.332  1.0969 -0.0720 0.7905

B= 1.0969 —4.292 4.0030 1.4030
—0.0720 4.0030 0.020 0.1470 |}~

0.7905 1.4030 0.1470 —2.506

de la forma candnica, se encuentra que
7 = 43.53 — 7.55w; — 6.01w? — 2.16w? + 2.60w} (2.2.5)

lo cual dice que se tiene un punto silla, puesto que hay valores propios positivos y ne-
gativos. Observe el punto estacionario estd fuera de la regién de disefio, por lo que se
requiere dar una mejor regién experimental para ajustar nuevamente un modelo de se-

gundo orden y obtener un punto estacionario que este dentro de la region experimental.
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O bien, utilizar la ecuacién (2.2.3) para encontrar posibles condiciones de operacién
factibles, esto es, que esten dentro de la regién experimental, el procedimiento es como
sigue:

La transformacién que relaciona las 2" con las w estd dada por la ecuacidn (2.2.3) y

asi
w; 0.5977 ~0.7025 0.3756 0.0908 z; — 0.265
wy | _ | ~0.7688 —0.4568 0.2858 0.3445 T, —1.034
wy | | 0.2151 —0.1374 —0.3071 0.9168 z3 — 0.291
wy 0.0741  0.5282  0.8264 0.1803 z4 — 1.668

La matriz U se obtiene de manera similar al problema anterior.

La ecuacién (2.2.5), muestra que un decremento en la estimacién del rendimiento
ocurre moviendose del punto estacionario a lo largo de los ejes wy, wy y wa. Sin embargo,
el rendimiento estimado aumenta desplazandose a lo largo del eje w,. Parece entonces
razonable que el experimentador use la ecuacién (2.2.3) para encontrar posibles condi-
ciones de operacién factibles, esto es, condiciones de alto rendimiento de 2,5-DIMETIL
PIPERAZINE, dentro de la regién experimental. Obsérvese que eventuales condiciones
de operacidn deben ser tales que, en las variables codificadas, x3 > —1.5, dado que un
23 de -1.5 representa la falta de agua en el proceso. La ecuacién (2.2.4) puede ser usada
como en el ejemplo anterior, para calcular las condiciones x;, x2, T3 ¥ x4 tomando wy,
w, y wa como cero y dando valores (positivos y negativos) para ws. Los resultados se

dan en la tabla siguiente

wg | 1.0 1.5 2.0 -1.0 -1.5 -2.0 -2.5

z; | 0.339 | 0.376 | 0.413 | 1.91 | 0.154 | 0.117 | 0.080
zy | 1.562 | 1.826 | 2.090 | 0.506 | 0.242 | -0.022 | -0.287
x3 | 1.117 | 1.531 | 1.944 | -0.535 | -0.949 | -1.362 | -1.775
x4 | 1.848 [ 1.938 | 2.028 | 1.488 | 1.398 | 1.307 | 1.217

Note que para valores positivos de wy, los valores de las z'* estan fuera de la regién del
experimento disefiado. Parecen entonces més deseables, las condiciones que resulten
de tomar wy ~-2.2, esto es, z; = 0.102, z2 = —0.128, z; = —1.50 (falta de agua),
y =4 = 1.27. Cualquier otro punto que resulte de tomar, w; = 0, w2 = 0, wz = 0
y |wa} > 2.2 representaria un experimento imposible, ya que requeriria de gramos

negativos de agua.
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2.3 METODO DE ASCENSO POR PENDIENTE
MAXIMA

En la seccidn anterior se consideraba que el investigador en base a su experiencia
determinaba una regién de experimentacion adecuada, y en base a ésta, ajustaba un
modelo de segundo orden para realizar posteriormente un Analisis Canénico (A.C.) en
base a la Transformacién Canénica.

Al hacer el anélisis Canénico es importante verificar si el éptimo se encuentra o no
dentro de la regién de experimentacién escogida. En caso de que el punto este fuera,
se debe analizar el tipo de coordillera para determinar una mejor zona. Otro caso en
el que se necesita localizar una mejor regidn de experimentacion es cuando el ajuste

indica que el punto critico corresponde a un punto silla.

Bajo estas circunstancias se aplica nuevamente el procedimiento completo de ajuste
y andlisis de alguna superficie de segundo orden.

Debido a que, en general, en el Analisis Candnico se utilizan disefios que representan

altos costos y no pocas dificultades técnicas, resulta poco practico que el experimenta-

dor utilice el andlisis secuencialmente.

De esta manera, se requiere desarrollar una técnica que minimice costos y que sea 1itil
para ubicar alguna regién donde posiblemente se encuentre el éptimo y sélo entonces
aplicar el (A.C). Un procedimiento con estas caracteristicas es el Método de Ascenso
por Pendiente Maxima (A.P.M.).

2.3.1 Ascenso Por Pendiente Maxima: (A.P.M)

Suponga que se desea maximizar una funcién que depende de k variables indepen-
dientes, &;, i = 1, k, pero que se desconoce la forma analitica de la relacidn entre las
variables independientes y la variable dependiente.

El primer paso para optimizar una superficie es proponer alguna regién inicial de
experimentacién. Esta servird como base para encontrar otra(s) que sean mejores, en
el sentido de que contengan al dptimo.

Como también se busca disminuir los costos y los cdlculos relacionados con las
estimaciones de los pardmetros, se propone iniciar con un disefio factorial 2% o bien

un disefio factorial fraccional. Dado que no se tiene la seguridad de que la regién de
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experimentacién inicial determinada por un disefio de este tipo contenga al éptimo,
es conveniente pensar que la superficie es monétona sobre esta regidn, por lo que se
recomienda que en el ajuste se utilice como la media una funcién lineal, es decir, una

funcién de la forma
k
Bo+ > Bixi,
i=1

donde z; es la variable codificada correspondiente a §;.

En los disefios factoriales 2%, la variable codificada toma tinicamente uno de dos
posibles valores —1 6 1, siendo el centro del experimento el punto (0,0---,0), es decir,

la codificacién se hace de manera que la media de cada z; sea igual a cero.

Como ejemplo, para dos variables a dos niveles cada una, se tiene lo siguiente:

& 10|20
L12) 4

Si &, & toman los valores de la tabla anterior la codificacién debe hacerse como sigue

£ — (10;20) =15

T = @10  ~ "
2
_ (244) -
T, = 52__2_=52 3_

4=2) 1
2

Note que z; toma los valores -1 y 1 cuando £; vale 10 y 20 respectivamente. Ademds
el promedio de los valores de x; vale cero. Analogamente, la variable zz vale —1 y 1

cuando &; vale 2 y 4.

Sea

fi=bo+ bz, (2.3.1)

el modelo ajustado con b;, para i = 1, &, los estimadores de minimos cuadrados de los
pardmetros 8, i =1, k.

Para analizar el comportamiento de 7j se requiere encontrar los valores de (1, -+, zk)
que maximicen by + Y5, b;z;, sujeto a la restriccidn 75, 27 = R?, esto es, estar en una

hiperesfera de radio R. Los vectores (2,2, -, Tx) obtenidos, determinan un camino



de ascenso maximo. Entonces, el problema es maximizar (para el método de descenso

por pendiente méxima se debe minimizar) la funcién

k
=PF+ bizi
i=1
sujeto a

k
Yot = R

i=1

La restriccién se establece por razones muy simples:

1. Maximizar 7 sin ninguna condicidn adicional no produce soluciones satisfactorias.
Cuando el modelo es un plano horizontal todos los vectores x son Sptimos.

Cuando el plano tiene cierta inclinacién 7 es no acotada.

2. Maximizar 7 restringiendo a la regién de disefio puede resultar analiticamente muy

complicado.

3. El valor de R es variable de tal manera que se puedan considerar todos los valores

de x que determinan las regién experimental.

Observe que los valores originales de las variables codificadas, provenientes de los

datos £’* sélo sirven para hacer el primer ajuste de 7.

Usando el método de Multiplicadores de Lagrange para el problema de maximizacién

restringida, se tiene la funcién lagrangeana asociada

k k
L=0by+ Eb;m; - ,u(z.'x? - Rz)

i=1 i=1

Derivando parcialmente respecto a las variables z’* se tiene que
= b; — 2uz;
Dz; z; HT ;5.

La derivada parcial respecto a g es

et
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Igualando 9L£/8z; con cero y despejando z; resulta

;=== j=1k (2.3.2)

Usando la restriccién del problema se obtiene

ZJ lb?

2
=S

y despejando p resulta que

+/Th, b2

b= R

Esta iiltima expresion indica que son dos los posibles puntos criticos. Uno corres-
pondiente a un mdximo y el otro a un minimo, puesto que 7 es continua y se optimiza

sobre un conjunto cerrado y acotado (compacto).

DL

Si p = = entonces,

. T —

z; = J:k

sustituyendo en la funcién objetivo se tiene

k
7o bo+ 3 b

i=1

bo+§b [m]

I
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O Thaa ¥l -
Sip= —@ entonces

CRb
T b}

T;=—

por lo tanto

con y= (2.3.3)

v =1 "y
-1 sip=-—-X=2

i

De aqui que el maximo se alcanza si ¢ > 0 y el minimosi g < 0.

En la mayoria de los casos el experimentador quiere conocer cial es el maximo
aumento en la respuesta si se da un incremento A; en alguna variable £;. Este incre-
mento determina un aumento Az; en la correspondiente variable codificada z;. Si se
sustituye Az; en la expresién (2.3.2), se obtiene un valor para y. Este valor se puede
substituir en z; = b;/2x, i = 1, k, con i # j, dando lugar a aumentos en las variables
independientes, Az, Az, -, Azy, © # j, que con Az; determinan respuesta mdaxima
sujeto a que los vectores z esten en la esfera de radio R’ = ¥ (Az;)%. Los aumentos
Az;, i =T1,k, i # , determinan aumentos A, (i # 7) en las variables originales.

Se evallia la respuesta,Y’, en forma experimental en los puntos £*, £*+A, £*+2A, £+
3A, etc, que esten fuera de la region del disefio donde £~ es el vector cuyas componentes
son los correspondientes valores de &y, &,-- & cuando gy =22 = =2, =0y Ael
vector de incrementos A = (Ay, -+, Ag) 0 peso de la ruta. Las evaluaciones terminan
hasta notar alguna curvatura en la funcién, es decir, cuando Y presenta un incremento
seguido de un decremento. En este momento habria que ubicar una vecindad en las
variables £ donde se dié la caida de Y para considerar a esta regién como candidata
para aplicar nuevamente todo el procedimiento hasta aqui descrito.

" Este método secuencial se detiene cuando al comparar la maxima respuesta Y

obtenida en las dos tltimas regiones utilizadas, el cambio en Y es nulo, o casi cero,
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o bien negativo. En este instante se espera tener la regién adecuada para ajustar un

modelo de segundo orden y realizar el Anélisis Canénico.
Tradicionalmente, este es el método mds utilizado para localizar regiones en las que

se encuentre el éptimo de una funcién bajo estudio. Sin embargo, existen algunas

desventajas al aplicar esta herramienta, dentro de las cuales se tienen las siguientes:

1. El punto éptimo localizado en la regién obtenida, no necesariamente es un éptimo

global, sino que puede en algiin caso, ser local.

2. El analisis depende fuertemente de las escalas de medicién de las variables; al re-
specto se dard el ejemplo (2.3.2). Una discusién mds profunda sobre el tema

puede encontrarse en [3], en particular el comentario hecho por N.L. Johnson.

3. En la medida que se procede con el método se va perdiendo presicién, al grado que
es necesario hacer pruebas de hipdtesis para saber si los términos de primer orden

siguen dominando.

Para fijar ideas sobre el desarrollo del algoritmo se brinda el siguiente ejemplo, el cual
no tiene valor préctico, pero esclarece los pasos del método de ascenso por pendiente
maéxima.

Ejemplo (2.3.1): Myers [1971]

&1, €a, €3, &4 son las variables que determinan una cierta respuesta. Los niveles alto y

bajo de cada una estan dadas en la siguiente tabla

& 110115
&)1 |2
& 25|35
£ | 75185

Ademds se decide trabajar con un 1/2 fraccién de un disefio 2* factorial. Las observa-
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ciones de las 8 unidades experimentales (u.e) aleatorizadas son:

TRATAMIENTO | Y
0000 62.0
1100 69.0
0011 57.0
1010 64.5
1001 61.8
0110 64.7
0101 62.2
1111 66.3

Empleando variables codificadas, se ajusta un modelo de la forma

13
j=by+ ij:v,-.

i=t

Los estimadores obtenidos por el método de minimos cuadrados para el modelo anterior,
son

by 63.44
by 1.9625
b [ = 21125
b3 —0.3125
by -1.612

Si se quiere escoger y de modo que un cambio de una unidad en el primer factor, 4,
defina un incremento a lo largo del camino de ascenso, entonces en la variable codificada
z; = & — 12.5/2.5, un incremento de una unidad en £ genera una correspondiente
variable z} dada por

s (G+1)—125 6125

1
L3 + 57 =21+ Axy,

2.5 T 25 25

donde Az; = 0.4.
Es decir, si & aumenta en uno, z; aumenta en 0.4 unidades. En general esto prueba
que si §; se incrementa en A;, z; se incrementa en —f—;. Como b, es positivo, la primera

coordenada a lo largo del camino es (0.4). Entonces para A; = 1 sustituyendo Az, por

) en Ty = g[’; se tiene que g = (—lﬁ% = 2.453. El hecho de que x > 0 implica que se

estd determinando una ruta de ascenso maximo. En este caso g > 0, porque tanto A
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como b; son positivos. El que Ay > 0, no necesariamente implica que g > 0. Es decir
A, positiva no determina que se avance en la ruta de ascenso. Conociendo p es ficil
encontrar los valores de z3, x5, x4 de respuesta maxima. Simplemente se substituye y
se despeja en z; = b;/2p con ¢ = 2,3, 4.

Antes de presentar un camino de ascenso méximo, considere las siguientes observa-
ciones:

El centro del experimento, en las variables decodificadas, es £ = 12.5, £5 = 1.5,
&8 = 30, &3 = 80, que es el punto de inicio de la ruta. Recuerde que son los valores £
donde las correspondientes z'* se hacen cero.

—1.
Como z5 = §30—5—5 entonces

& = 0.5z, +1.5
0.5z2 + &
Aby + &3

i

[

dado que z, = g"; se tiene que A&,

0.5)b2 P ;. b
1—23—, lo cual significa que si z; cambia 3%,

. . - {0.5)b. : H
entonces el correspondiente cambio en ; serd 173—’ Andlogamente, para decodificar

z3 y z4 hay que multiplicar por 5 (en este caso coincide en ambas variables), que es el

correspondiente divisor en la codificacion.

En general, ya se vié que un incremento A; en §; corresponderd a un incremento

21 en 71, que puede expresarse como A;Cy. Dado que g = 15225(2.5) entonces

b, 24016y

®2 = o T 2(1.9625)(2.5)

que se puede reescribir como z; = A;C,;. De manera andloga se puede decir que
Tz = A]Cg Yy = Alc.;.

Si el incremento para &; fuese kA, (esto es, se da el k-ésimo paso en la ruta) entonces
T, Tg, T3 ¥ =4 dependeran de k, de manera que zy = kA1Cy, 23 = kACy, 23 = kAC3,
Yzs= kA104.

Entonces Af] = kAl, Afg = kAl 02(05), Af:; = kA103(5.0) Yy A€1 = kA104(5.0),

que pueden reescribirse como:

AL = (k=1 + 0
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(kb= 1)ACH{0.5) + ACH(0.5)

ALy =
Ay = (B=1)A,Cs(5.0) + A1C3(5.0)

Entonces el camino de ascenso mdximo se puede dar de la siguiente manera:

1.- Se parte del centro del experimento (£3,£3, £5,£3) = (12.5, 1.5, 30, 80, ).

2.- Después se suma A; a £, A,C2(0.5) a £3, A1C3(5.0) a £3 y A1C4(5.0) a £5. Se
obtiene un nuevo punto (£],£3,£4,£}), al cual se le agrega el vector

(A1, A1C2(0.5), A1 C5(5.0), A1C4(5.0)) y asi sucesivamente.

3.- Hay que evaluar la funcién objetivo en cada uno de los puntos que se vayan cons-
truyendo siempre y cuando estén fuera de la region experimental. Se procede de
esta forma hasta que la funcién, después de haber mostrado un comportamiento

creciente, muestre algiin decremento.

La tabla siguiente muestra un camino de ascenso miximo para el modelo ajustado en el
que fueron necesarios 12 puntos, para finalmente localizar una regién donde posiblemete

estd el punto que corresponde al valor éptimo de la funcién.

corrida & & & &4 Y

base | 12.5 1.5 30 80
A 1.0 | £2(0.5) = 0.215 | £(5.0) = —0.319 | 2£(5.0) = —1.643

base+A | 13.5 1.715 29,681 78.357
base+2A | 14.5 1.930 29,362 76.714
base+3A | 15.5 2.145 29.043 75.071

9 base+4A | 16.5 2.360 28.724 73.428 74.0

10 | base4-6A | 18.5 2.790 28.086 70.142 77.0

11 | based-8A | 20.5 3.220 27.448 66.856 81.0

12 | base+9A | 215 3.435 27.129 65.213 78.7

Las corridas 9,10,11 y 12 son coordenadas fuera de la regién experimental original,

donde observaciones adicionales sobre la respuesta fueron hechas.

Note que el incremento A es positivo para las variables 1 y 2, pero negativo para

las variables 3 y 4, como se esperabs. las corridas 9,10,11 y 12 indican un incremento
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seguido de un decremento en la respuesta. Esto implica que ya no hay mas ventajas en
seguir iterando sobre el presente camino. Podria pensarse entonces, en un experimento
factorial cuyo centro fuera el punto 11 de la tabla pues entre los elementos 11 y 12 se
nota una curvatura de la funcion.

Esencialmente, se espera que el segundo experimento y el camino de pendiente
maxima resultante, llevaria al experimentador a una vecindad del 6ptimo. El cambio en
la respuesta en el ensayo 11 es de 63.44 (promedio de las observaciones experimentales
iniciales) a 81 (valor obtenido en la corrida 11). Se espera que en un experimento
posterior el incremento no fuese tan grande; si esto sucede se procede a ajustar un

modelo de segundo orden y hacer el Andlisis Canénico.

A continuacidén se da un ejemplo que ilustrard como es que el método de A.P.M.
depende fuertemente de la escala de medicién de las variables. La manera en que se
desarrolla es delineando dos rutas diferentes, una obtenida tras haber trabajado con

variables codificadas y la otra con variables decodificadas.
Ejemplo (2.8.2): Myers [1971]

Suponga que la respuesta depende de dos variables independientes £; y & y que se han

considerado los siguientes ensayos experimentales

corrida | & | &
1 10 | 60
2 10 | 80
3 20 | 60
4 20 | 80
Codificando las variables
# = —5-15’ @ = 521—070.

El origen del disefio es z; = 0 y z, = 0, que en las variables decodificadas corresponde
a§1=15yfg=70

Se supone que la ecuacién ajustada estd dada por
7 =1+ 10z; + 222.

¥ que se utilizé un disefio factorial 22 para dicho ajuste.
Si el primer incremento es calculado sobre la base de un cambio de 5 unidades en

&1 (que corresponde a una unidad en z,), entonces la ruta de ascenso estd dada en la
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siguiente tabla:

Ty |z | & | &
base 00 |15(70

A 110208612
base+A | 1 0.2 20|72
base4+2A | 2 10412574
base+3A | 3 | 0.6 |30 | 76
base+4A | 4 1083578

Si z, se incrementa en 1 se tiene que 1 = %%, lo cual implica que ¢ = 5. Por tanto

T = % =1 =0.2,y en & corresponde a un incremento de (0.2)(10) = 2. Esto explica
los valores A en la tabla.

Usando la ecuacién ajustada en términos de las variables decodificadas, se tiene que

7 o= 1+10[5——‘;15]+2[5——2_70]

—43 + 261 + 0.282.

=
I

il

Nuevamente el método consiste en encontrar las coordenadas &, £2 que maximizan
la respuesta sobre una esfera con centro en el origen y de radio R. Por lo tanto, se

requiere maximizar la respuesta estimada, sujeta a la restriccién
(6 — 15)2 +(&-T0) = R

El problema se resuelve por medio de los multiplicadores de lagrange. Obteniendo
las derivadas parciales con respecto a £, y €, del lagrangeano con respecto a & y &,
resulta que

LH—-15=2 ¥ 52—70=92f-

Se considera un incremento de 5 unidades en £; que da lugar a un incremento de 0.5
en £, después de despejar p, esto es

1
20-15 = " que implica p= %,

substituyendo para £; se tiene

5(0.2)

€, =170+ )

= 70.5,
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que implica
Aé; =70.5 — 70 = 0.5.

La ruta de ascenso por pendiente mdxima esta dada en la tabla que sigue

51 £2
base {15] 70
A 51 0.5

base+A |20 70.5
base+2A [ 25 | 71.0
base+3A | 30 | 71.5
base+4A | 35| 72.0

En este momento es natural preguntar qué camino de A.P.M resulta més conve-
niente.

Alternativamente podria quedarse con la ruta que presente el primer decremento.
Sin embargo no se debe olvidar que para la otra ruta, aunque se realice un mayor

nimero de ensayos se puede obtener un valor mis grande de Y.

También se debe pensar en qué tan cerca se estd de obtener una regién experimental
buena, quizd cuando la cercania sea obvia convenga tomar lo menos ensayos posibles,
pero cuando se piense que se estd lejos, quizd convenga tomar un mayor nimero de
ensayos.

Volviendo al ejemplo, se puede ver que en una ruta el incremento A, del paso es
mayor que en la otra. Tal vez la de incremento mds grande obtenga mayores niveles
de Y, pero debido a la longitud del paso, la ruta puede brincarse el éptimo. Podria
ser conveniente quedarse con la ruta de incremento mas pequeiio que seria la de menor
descenso.

Para ninguna ruta de ascenso mdximo existe la seguridad de que se presente un
decaimiento en Y, de tal manera que se continuaria experimentando indefinidamente.
En estos casos lo que se sugiere es fijar un nivel de respuesta que se considere adecuado,

es decir, detener la ruta hasta que Y supere cierto valor.

También como se indicé anteriormente, se espera que el método A.P.M se haga
menos efectivo a medida que se siguen haciendo nuevos grupos de experimentos (iterando).
Por lo cuai es imperativo que el experimentador haga una pausa entre grupos de expe-
rimentos para asegurarse de que los modelos de primer orden que ajusta en cada paso

siguen dominando. Esto es probar la carencia de ajuste y significancia del modelo. El
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siguiente ejemplo enfatiza este hecho en cada grupo de experimentos, aunque no se
expresan explicitamente las tablas del andlisis de varianza, sino hasta el dltimo paso,
debido a que éstas se registran en el libro de donde se tomé el ejemplo. Bdsicamente
se recalca de manera muy detallada el método de optimizacidén aplicando A.P.M y par-
tiendo de modelos de primer orden hasta llegar a un modelo final de segundo orden y

aplicar el Anélisis Canénico.

Ejemplo (2.3.8): Khuri y Cornell [1987]
Un ingeniero quimico, observa que la temperatura, £, y el periodo de tiempo, &, de
una cierta reaccién, afectan al porcentaje de rendimiento de la misma. El ingeniero
estd interesado en determinar si es posible obtener un incremento en el porcentaje de
rendimiento de la reaccién. Por lo cual, decide aplicar el método A.P.M. para encontrar
una regién en donde posiblemente se de el mayor valor de porcentaje de rendimiento de
la reaccién y estimar el mismo. Asi podria comparar el valor obtenido con sus registros

anteriores y observar si realmente es posible obtener el aumento deseado.

Decide realizar una serie de experimentos variando la temperatura y el tiempo de
la reaccién, manteniendo todos los demds factores que intervienen fijos. El conjunto
inicial de experimentos consisten de probar dos niveles iniciales de temperatura (70° y
90°C) y dos niveles de tiempo (30 y 90 segundos). Es claro entonces, que las variables
explicativas son la temperatura y tiempo. La respuesta de interés, Y, es el porcentaje
de rendimiento, el cual se mide en términos de la cantidad de materia residual liberada

durante la reaccién resultando en una medida de la pureza del producto final.

La combinacién de temperatura-tiempo, debe ser tal, que permita obtener un por-
centaje de pureza mayor al rango de valores obtenidos en reacciones anteriores, que
varia entre 55% y 75%.

Para el conjunto de experimentos iniciales, el modelo de dos variables a ser ajustado
es

Y = ap + iy + azés. (2.3.4)
Cada una de las cuatro combinaciones (temperatura-tiempo), 70°C — 30 seg, 70°C — 90
seg, 90°C — 30 seg, 90°C — 90 seg, se repite 2 veces y se registra el porcentaje de
rendimiento para cada uno de los ocho ensayos. Los valores de rendimiento medidos
asociados con cada combinacién de temperatura-tiempo se enlistan en la tabla siguiente

con los valores de las variables codificadas ; y z3, las cuales estan definidas como

=80 ~60

T = M, Ty = M,
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DISENO I
VAR. ORIGINALES | VAR. CODIFICADAS || % DE RENDIMIENTO
Temp. (°C) Tiempo (seg.) | = Tq Y
70 30 -1 -1 49.8, 48.1
90 30 +1 -1 57.3, 52.3
70 90 -1 +1 65.7, 69.4
90 90 +1 +1 73.1, 77.8

El modelo expresado en variables codificadas queda como
Y = fo+ by + faaz + € (2.3.5)

donde lo pardmetros Bp, fi y B son funciones de ag, & y a3 en la ecuacién (2.3.4),

esto 1ltimo debido a la codificacién. Asi

Bo = ap + 80c; + 602, f1 =10ay, B2 = 30as.

El término sobrante, ¢, en la ecuacién (2.3.5), representa un error aleatorio en los
valores de rendimiento.

La figura (2.3.1), muestra la localizacién de los 4 puntos del disefio dibujados rela-
tivos a toda la regién de posibles combinaciones de temperatura-tiempo. También se
presentan las formas verdaderas de las curvas de nivel de la superficie de porcentaje de

rendimiento. La forma de la superficie es conocida por el experimentador.

En forma matricial el modelo queda expresado como

Y = XB +¢,
[ 49.8 ] ‘+1—1—w
48.1 +1 -1 -1
57.3 +1 +1 -1 “
523 | _ | +1 +1 -1 Bo €2
657 | =41 -1 1 || P ]|H]|
69.4 41 -1 41 |LPe €4
73.1 +1 +1 +1 €
| 778 ] L4+l 41 +1 ]

Aplicando el método de minimos cuadrados para estimar fo, B1 y B se tiene que
R by 61.6875
B=b=|b |=]| 34375

by 9.8125
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Entonces
7 = 61.6875 + 3.4375z; + 9.8125z,. (2.3.6)

equivalentemente en las variables originales se tiene
7 = 14.5625 + 0.34375¢; -+ 0.32708¢,. (2.3.7)

Se verifica ficilmente utilizando los resultados de la seccidn (1.2) que el modelo no

presenta carencia de ajuste y ademads es significativo, todo a un nivel de significancia
de 0.5.

La superficie ajustada en las variables codificadas es
7 = 61.6875 + 3.4375z, + 9.81252,.

Dado que b; es positivo, significa que la superficie incrementa de valor si incrementa
el valor de z; (o para valores de tiempo mayores de 60 seg.). Ahora, para encontrar el
valor de p que corresponde a un cambio arbitrario en el tiempo (&), de A; = 45 seg.
En la variable codificada x, €] cambio de 45 seg. corresponde a un cambio de 52 = 1.5

unidades, ya que

(£z+A2)—60=£2—60 As

’_ a2 .
2= 30 30t 30 2t Am
De la ecuacidn (2.3.2) sustituyendo Az, por zz en 22 = ;4“, se tiene que
b _ 9815
K= 55, = 2(5) ~ °F

v el cambio incremental en la temperatura es A; = 0.53(10) = 5.3°C. De aqui que
el primer punto en el camino de ascenso por pendiente maxima, estd localizado en las
coordenadas (z1,72) = (0.53,1.5), que corresponde a (£1,£;) = (85.3,105), un punto
fuera de la regién experimental original. Para comprobar si un incremento ocurre en la
respuesta se utiliza la ecuacién (2.3.6) y se compara la respuesta estimada en este dltimo

punto con la respuesta valuada en el centro del disefio, esto es, 7(0.53,1.5) ~ 7(0,0) =
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78.2281 ~ 61.6875 = 16.54. Este hecho dice que se esti determinando una ruta de
ascenso maximo, lo cual también es plausible por el hecho de que i > 0, como se hizo

notar en el ejemplo anterior.

Aunque la estimacién (0.53,1.5) es una extrapolacién fuera de la regién, se cree
que valores adicionales de altas respuestas serdn observados si se corren experimentos
extras en la direccién especificada por la ecuacién (2.3.2). Usualmente se toman los
incrementos de tal forma que el primer punto encontrado esté dentro de la region
de disefio y se define un camino de ascenso por pendiente maixima, esto es que gz > 0,
luego se varian los incrementos hasta caer fuera de la regién de disefio y alli se observan
verdaderos valores de la respuesta hasta ver donde cambia la curvatura de la funcién

de respuesta.

Experimentos adicionales se realizan a lo largo del camino A.P.M en puntos que
corresponden a incrementos de distancias 1.54;, 2A;, 3A; y 44A;, (¢ = 1, 2). La siguiente
tabla, lista las coordenadas de los puntos a lo largo del camino de ascenso hasta el punto
que corresponde al incremento 44, y los correspondientes valores de porcentajes de

rendimiento observados.

&(Temp.) | &5(Tiempo) ; Y

base 80.0 60.0

A; 5.3 45.0
base+A4; 85.3 105 74.3
base+1.54; | 87.95 127.5 78.6
base+24; 90.6 150 83.2
base+3A; 95.9 195 84.7
base+4A; 101.2 240 80.1

Los valores de porcentaje de rendimiento incrementan hasta un valor de 84.7% que
corresponde a las coordenadas (95.9°C, 195 seg.), respectivamente, y entonces el valor
cae hasta 80.1% en (101.2°C,240 seg.). En este momento se puede pensar que la
temperatura, 101.2°C es muy alta o la longitud del tiempo, 240 seg. es muy grande,
por consiguiente experimentos adicionales a lo largo del camino para valores grandes
de & y &2 no son titiles. Observe que cl cambio en la respuesta en este disefio fue de
61.6875 a 80.1, es decir, un cambio promedio de 18.41, el cual se espera disminuya en
experimentos posteriores.

Observando un decremento en la respuesta en el punto & = 101.2°C y £ = 240

seg., la decisién es hacer un segundo grupo de experimentos y nuevamente ajustar
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un modelo de primer orden. Ll nuevo disefio estard anclado o tendrd como origen el
punto &; = 95.9°C y & = 195 seg., que es el iltimo valor de incremento observado en
la respuesta. Para este disefio, la amplitud del conjunto de niveles de temperatura y
tiempo se mantienen igual que en el conjunto de experimentos iniciales, sélo que en

este segundo grupo las variables codificadas se definen como

o = g,-igs.s’ = faz198,
Cuando z; = ~1 y z; = +1, los niveles de temperatura serfan 85.9°C y 105.9°C,
y 2 = —1,+1 corresponden a 165 seg. y 225 seg., en el tiempo respectivamente.

Los cuatro nuevos puntos del disefio, el punto central y los valores del porcentaje de
rendimiento en cada uno de los puntos se listan en la tabla siguiente. Dos repeticiones

de los valores de rendimientos se observaron en cada una de las cuatro combinaciones
del disefio factorial con una segunda observacién en el punto central.

DISENO II
Ty | Ty & & | % de REND.(Y)
-1 4 -1 859 {165 82.9, 81.4
+1 1] -1 11059 | 165 87.4, 89.5
-1 [ +1 | 85.9 [ 225 74.6, 77.0
+1 | 41110691225 84.5, 83.1
0 0 | 95.9 | 195 84.7, 81.9

El modelo (2.3.5) se considera como adecuado para el ajuste. La superficie ajustada

en las variables codificadas es

7 = 82.70 + 3.575z; — 2.7524,

y nuevamente se puede verificar utilizando los resultados de la seccién (1.2), que el

modelo no es carente de ajuste y es significativo.

Dado que b; es positivo, el valor del rendimiento se incrementa si incrementa el valor
de z; (o para valores de mds de 95.9°C). Para encontrar el valor de p correspondiente
a un cambio arbitrario en la temperatura (§,) de A; = 10°C, es necesario observar el
cambio en la variable codificada z;. El cambio de 10°C corresponde a un cambio de
una unidad ya que
oG tA)-959 A

xy 10 :c1+m-=:cl+Aa:1.
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De la ecuacién (2.3.2) sustitﬁyendo Axl'pqr zy ég’a:l = 5”;—, se tiene que

y el cambio incremental en la temperatura es A; = (0.77)30 = 23.1. Asi se tiene

entonces el siguiente camino de A.P.M

&1{Temp.) | &2(Tiempo) Y
base 95.9 195
A; 10 -23.1
base+A; 105.9 171.9 89.0
base+24; | 1159 148.8 | 90.2(x)
base+34A; 125.9 125.7 87.4
base+44; 135.9 102.6 82.6

Se hace notar que se observé el valor de respuesta 89.0 correspondiente al punto

(105.9, 171.9) aunque no era necesario, debido a que estd dentro de la regién de disefio.

Se observa que la respuesta aumenta hasta el valor 90.2 en el punto (115.9,148.8) y
luego decrece a 87.4 en el punto (125.9,125.7). De aqui que sea coherente hacer otro
grupo de experimentos pero ahora con centro en (115.9,148.8). Observe que ¢l cambio
en la respuesta fue de 82.70 a 90.2, es decir, un cambio promedio de 7.5 unidades y
como se esperaba menor que en el primer grupo de experimentos.

Habiendo observado entonces un decremento en la respuesta en el punto & = 125.9
y €2 = 125.7, se decide hacer un tercer grupo de experimentos y nuevamente ajustar un
modelo de primer orden. Pero en este punto se decide escoger una fraccién de 2 de un
disefio factorial 22 como regién de disefio, para reducir la cantidad de calculos requeridos
por un factorial 22 completo; la construccién de cualquier fraccién de un factorial, y en
particular de la fraccién % de un 2™, viene realizada en {14]. Esta eleccién representa
una desviacién del método convencional de A.P.M, pero, se reduce la cantidad de

3

esfuerzo. Asf la fraccidn 2 del disefio factorial 2% constard de los puntos (105.9,171.9);
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(125.9,125.7); (125.9,171.9) con centro en (115.9,148.8). Ademds se observé 2 veces el
valor de la respuesta en cada uno de los puntos anteriores y luego se ajusté el modelo de
primer orden, el cual se omite en este punto. Con este modelo se encontrd un camino

de A.P.M cuyo resultado se resume en la siguiente tabla

&i(Temp.) | £>(Tiempo) Y
base 115.9 1488 | 91.0(+)
A; 10 23.1
base4A; 125.9 171.9 93.0
base+2A; 135.9 195 96.2¢
base+3A; 145.9 218.1 92.9

Nétese que el experimentador decidié observar nuevamente el rendimiento en el punto
(115.9,148.8) correspondiente al centro del disefio 3 y al paso 2 en la ruta del disefio
2. Este hecho debido a que le parecia extrafio el alto rendimiento obtenido en el punto
(115.9,148.8) en el paso 2 en la ruta del disefio 2. Este dato lo pudo corroborar y se
refleja en los asteriscos de las dos Wltimas tablas. Dado que hay que fijarse sélo en
los valores de respuesta que estan fuera de la regién de diseilo; se observa un cambio
de 96.2 en la respuesta del punto (135.9,195) a 92.9 en el punto (145.9,218.1). Por lo
cual parece razonable realizar otro experimento, pero ahora con centro en (135.9,195).
Observe que el cambio promedio en la respuesta en este punto es de 91.0 a 96.2 que
corresponde a 5.2 unidades. Recuerde que en este procedimiento iterativo se espera
que el cambio promedio en la respuesta de un grupo de experimentos a otros sea cada

vez menor, de tal forma que se llegue a un punto donde sea obvio que los modelos de
primer orden dejen de dominar.

Ahora bien, el centro del nuevo experimento es (135.9,195) y se decide hacer un

disefio factorial 22 con dobles repeticiones en cada punto, en vias de estimar el error

puro y poder hacer la prueba de carencia de ajuste. Las variables codificadas para el
nuevo centro son

e
asi para z; = —1,+1, los valores de temperatura son 125.9 y 145.9°C, y para z, =

~1,+1 son 171.9 y 218.1 seg. respectivamente. El modelo ajustado es

77 = 93.983 + 0.025z, — 0.375z,
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la tabla de andlisis de varianza para este 1iltimo modelo es

FUENTE |g. lib. | SUM. DE CUADRADOS | CUAD. MEDIO | F
REGRESION 2 0.5650 0.2825 0.04
RESIDUAL 3 22.1833 7.3944
TOTAL 5 22.7483

Es claro por €l valor de F, que el modelo ajustado no explica una cantidad signi-
ficativa de la variacidn total del porcentaje de rendimiento. De hecho, una grifica de
los residuales (Y, — 7.) en los puntos del diseﬁq, que se muestra en la figura (2.3.2),
indica que el modelo ajustado subestima el porcentaje de rendimiento en el centro, pero

sobreestima el porcentaje de rendimiento en los cuatro puntos del disefio factorial. -

X')
® -1.88 @ -0.7%
(-1,+41) (+1,+1)
42,22, #3.02
"1
0,0
@ -".73 @ -.88
-1,-1 (41,41)

Figura 2.3.2: Residuales, Y, — 17,,, en los puntos (z1,z,) del disefio 3.

Este es un indicativo de que quizds no es adecuado ajustar un plano, en una regién
donde la superficie es mds bien curva, en particular una montafa. La figura (2.3.3)
muestra un resumen grifico, de los pasos realizados en el A.P.M.

Aqui es entonces el momento de completar el disefio y estimar una funcién cuadratica
para aplicar el Analisis Candnico. As{ pues, utilizando los puntos obtenidos en el disefio

3 y agregando 4 puntos mas (obtenidos de 4 experimentos adicionales) para crear un
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Figura 2.3.3: Sucesién de experimentos realizados (pasos 1-4) a lo largo de la segunda
ruta de ascenso maximo. Puntos 5-8 representan experimentos realizados en una tercera

direccién. Puntos 6-11 comprenden el tercer disefio
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disefio central compuesto rotable, sc tiene

VAR. CODIFICADAS | % de RENDIMIENTO VAR. ORIGINALES
T T2 Y Temp.(°C) Tiempo (seg.)
1 -1 93.6 125.9 171.9
-1 +1 91.7 125.9 218.1
+1 -1 92.5 145.9 171.9
+1 +1 92.9 145.9 218.1
0 0 96.2, 97.0 135.9 195.0
V2 0 92.7 121.75 195.0
V2 0 92.8 150.04 195.0
0 -2 93.4 135.9 162.3
0 V2 92,7 135.9 227.7

Los nuevos puntos (21, %;) = (£v2,0) y (21,22) = (0, £v/2), junto con los cuatro
puntos del disefio factorial (z3,z2) = (£1,%1) y el punto central, forman el diseilo

compuesto central rotable. Obsérvece que se hicieron dos repeticiones en el origen.

Utilizando estos datos, el modelo ajustado en las variables codificadas es

i = 96.60 + 0.0302z, — 0.31122; — 1.9813x% — 1.831322 + 0.57502; 5.

Este modelo expresa al porcentaje de rendimiento como una funcién de las variables

codificadas
__ temp.—135.9 __ liempo—195
o= 10 T2 = Ty

en forma matricial 77 de acuerdo a (2.1.3) puede escribirse como

t t
a ][ 0.0302 2 [ ~19813 02875 ][ =
96'6“[22] [—0.3112]+[z2] [ 0.2875 ——1.8313] [sz

b + x' + x'Bx.

=
]

1l

Se verifica, utilizando los resultados de la seccidn (1.2), que no hay carencia de ajuste
y que el modelo es significativo. Pasando entonces a obtener el punto estacionario xg

que estd dado por la ecuacidn (2.1.6), esto es,

Bb 1[—1.51650 —0.08109” 0.03018 ]

¥o = T T = 75| —0.08109 —0.5588 || —0.31125

_ [ —0.00486
= | —0.08568 |-
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¥ la respuesta estimada en el punto xp, es igual a ﬁo = 06.61. Ahora la transformacién

Canénica expresa a 7 como
k
PO 2
="fo+ 2 6w}
i=1

Para obtener esta ecuacién canénica, se encuentran los valores propios (61,62) de la

matriz B, resolviendo el determinante de la ecuacién |B ~ §I| = 0, esto es,

(-1.9813-6)  0.2875

0.2875 (-1.8313—6) | =0
y desarrollando se tiene
& + 3.81256 + 3.5455 = 0.
Las raices de esta ecuacién son §; = —1.6091 y &, = ~2.2034. De aqui que la

ecuacién candnica es

7 = 96.6133 — 1.6091wf — 2.2034w?.

Dado que ambas 8, y &, son negativas, el punto estacionario es maximo y la superficie
se.maximiza alli. La superficie estimada cae mas répido si se mueve en direccién del
eje wa. Obviamente es posible encontrar los valores de la transformacién en términos

de las variables originales, con el método descrito en la seccién 2.2.

Dado que el valor de la respuesta que se obtuvo mediante el andlisis es 96.61%, el
experimentador verifica la posibilidad de obtener mayores porcentajes de rendimientos
con tan sélo variar la temperatura y el tiempo de la reaccidn a los niveles definidos por
el punto estacionario.

Aunque el método de A.P.M tiene muchas desventajas, es probablemente el mds
utilizado para la bisqueda de puntos éptimos o para la biisqueda de regiones éptimas.
Un ejemplo extremadamente interesante e informativo del uso de este método se da en
3]

Existen otros procedimientos de biisqueda de 6ptimos los cuales son usados en los
trabajos de Metodologia de Superficie de Respuesta. Uno de los mds populares entre
estos es el Método de tangentes paralelas. Una buena exposicién sobre este procedi-

miento es dada en [9, 24].

Para finalizar esta seccién, a manera de resumen, se presentan los pasos para aplicar
el método de A.P.M:
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1. Estimar con base cn los datos de un disefio la tendencia local de 7(x) mediante la

funcidn lineal §(x).

2. Hacer las pruebas correspondientes para determinar si el ajuste lineal es satisfactorio
(es decir, si se estd lejos del 6ptimo); si las pruebas son positivas, se pasa al punto

3; en caso contrario, se pasa al punto 5.
3. Encontrar el vector de direccién de méxima pendiente en 7j(x); para ello se maximiza
" la funcién n(x) sujeta a la condicién de que ||z|| = 1. Al vector encontrado se
le denota por A. (obsérvece que la condicién de que la norma del vector x sea
igual a la unidad, es simplemente por efectos algoritmicos y puede sustituirse en

general, igual a R).

4. Tomar en tA, 2tA, 3tA, -+, itA, - -+ nuevas observaciones de tal manera que si
Y; < Y41, se toma la observacién Y42, en caso contrario se detiene el proceso
porque se considera que en el punto itA la funcién de respuesta 7(x) en direccién
de A cambia de ser una funcién creciente a ser decreciente, entonces con centro
en el punto itA, que se refiere como ¢ (¢ = itA), se elige un nuevo disefio. Con
los datos de esta nueva muestra se reinicia el proceso desde el paso 1. Se hace
la observacién de que Box y Wilson no dan un criterio especifico para elegir el

escalar . En la seccién (2.5) se proponen dos criterios para elegirlo.

5. Completar el disefio y estimar una funcién cuadritica 7(x). El punto donde esta

funcién alcanza el éptimo se denota por X,, y es el estimador del éptimo real.

Después de Box y Wilson (1951), no hubo cambios significativos en los procesos de
estimacién del 6ptimo hasta que Myers y Khuri (1979) propusieron una modificacién
en el paso nimero 4, en el que introducen un nuevo criterio para determinar el punto ¢
donde n(x) cambia de ascendente a descendente, sobre la trayectoria de ascenso. Esta

modificacién se describe a continuacidn.
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2.4 MODIFICACION MYERS-KHURI (1979) PARA
EL A.P.M

Como se ha hecho notar en la seccién anterior, el método de ascenso por pendiente
méaxima es un procedimiento secuencial que sirve para determinar una posible mejor
regién de experimentacion.

Con esto se quiere decir que la zona de operacién que el procedimiento arroje,

debe proporcionar niveles altos en la respuesta y caracterizarse por contener al punto

maximo de Y, si éste existe.

Es claro entonces que se pueden determinar familias de regiones con esta cualidad;
por ejemplo se puede pensar en la familia de esferas con radio R y con centro en el
punto que corresponde al dptimo. Es por ello que se habla de una mejor regién y no
de la mejor regidn.

También es posible que la zona experimental obtenida con ascenso por pendiente
méaxima, no contenga al éptimo de Y aiin cuando éste exista. Esto entre otras cosas,

puede deberse a la regla de desicidn que hasta el momento se ha adoptado para detener

el procedimiento sccuencial, ya que
1. SiY; > Y;_,, se obtiene el punto i 4+ 1 de la ruta de A.P.M, pero

2. SiY; < Y;_;, se determina una nueva regién de experimentacién que contenga (entre

otros) a los puntos (t —1,1).

Aunque parece una regla Iégica para detener el procedimiento, tiene, entre sus de-
fectos, el no considerar las variaciones en Y debidas al error experimental. De esta
manera podria suceder que Y; < Y;-; sin que en realidad se hubiese pasado cerca de
un médximo. Por lo cual en esta seccién se esbozard la modificacién de Myers y Khuri,
que considera las fluctuaciones en la respuesta Y debidas al error experimental, dando

asi una mejor forma de realizar el proceso de A.P.M.

Sea Y = n{x1,z2, -+, 3t) + €, la respuesta que se desea optimizar, donde
T1, 2,00+, Tk) + €

es una funcién continua y el error € cumple con los supuestos: ¢; ~ N(0,02), COV(¢;€;) =

0, para toda 7 # j. Con esto Y ~ N(,02).
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Suponga nuevamente que las variables z; han sido codificadas y por otro lado que
7 puede aproximarse localmente por una funcién de la forma 8, + Z,’F___l Biz;. De esta
manera 7 estd dada por by + 535, bz, donde b; es el estimador de minimos cuadrados
de S;.

La Ruta de A.P.M estd dada, para diferentes valores de R, por aquéllos puntos que
maximizan 7 sujeta a 5, 2? = R?,
Ahora bien, se sabe que para un radio dado, el éptimo, llamado x*, es:

. .o . b b by,
X =((E1,$2,"',Ek)= 2_”'151"‘1% )

donde g es el multiplicador de lagrange que debe ser igual a @, para que X" sea
maéximo (el negativo de la expresién, para que X" sea minimo).

Por lo tanto

. (blﬂ bR bR

- \/Z—b?,\/—z—b?,.,-,\/fz?)=()\1t,,\zt’...7,\kt)’

con \; = —\/—fﬁ yt= T x? = R. Es decir la i-ésima componente de x", puede ser
s
escrita como zf = Ait, i = 1, k, con X el vector normalizado de b y ¢ = R es la norma
del vector x.
Las expresiones xf = A, ¢ = 1, k, se conocen como ecuaciones paramétricas.

Si t; es la norma del i-ésimo punto en la ruta, se denotard por Y (2;) a la respuesta
obtenida con radio ¢;, ({0 = 0). Recuerde que la ruta se puede obtener dando diferentes

_valores a #; o bien dando valores a y y obteniendo los respectivos valores de ¢;.

Sea tn, el primer valor para el cual Y(2,,) > ¥ (t,,,+1). Para determinar si ese decre-
mento en la respuesta es real o es causado por el error experimental (las fluctuaciones

en la varianza) se propone realizar la prueba de hipétesis.

Hél): 7n(z) sigue creciendo en direccién de la trayectoria de ascenso.

-VS=

HP): n(z) ya alcanzé €l maximo en direccién de la trayectoria de ascenso.
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Hipétesis que pueden :ser Aef‘s:c’r'ivl':és'fcbmoig L
H{O:n(t) 2 m -vs- HY: n(t) < mf?)
donde
>t

m = n(te,)

mgl) = ml(,l)+A con A <0,

De aqui que, Hél) y Hl(l) pueden ser reescritas nuevamente como

H: p(t) = 1(tey)  con > tn.

-vs-

H™: nte) Sntn,)—6 con  6=—A>0.

definicndo S = Y (tngti) — Y (tno)s ¢ = 1,2,--- y lucgo de un largo proceso algebraico

y suponiendo condiciones especificas, descritas en [34], Myers y Khuri encuentran las

regiones de rechazo y aceptacién para la prueba. La regla de decisién obtenida es

NO RECHAZAR H§Y si SM>c(e>0) (2.4.1)
RECHAZAR H{") si S <a(a<0) (2.4.2)
OBSERVAR S%) si a<s$M<ec (2.4.3)

En resumen, se ha propuesto una prueba de hipdtesis secuencial donde la zona de
preferencia por aceptacién estd determinada por (2.4.1), la zona de preferencia por

rechazo por (2.4.2) y la zona de indiferencia por (2.4.3).

Si Hél) se acepta, entonces quiere decir que el decremento en la funcién Y se debe
al error experimental, en este caso se debe seguir avanzando en la ruta A.P.M. Pero
cuando HS” se rechaza, la ruta debe abandonarse para empezar una nueva.

Cuando se cae en el caso (2.4.3) se debe seguir muestreando hasta que se de el caso
(2.4.1) o bien el (2.4.2).
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Si H((,l) no se rechaza, después de seguir avanzando por la ruta A.P.M. se puede

encontrar un punto ¢,, con el cual suceda que Y (in,41) < Y(¢,,), nuevamente se tiene

que contrastar la hipdtesis
HP: () 2 ml) vs HP:9(t) <m,

cont > ty,,, mi = Ntny), m$P = m® + A (A < 0). La regla de decisién sera en esta
ocacidn:
NO RECHAZAR HE? si S >c(e>0)
RECHAZAR HP si s <a(a<0)
OBSERVAR 52 si a<8®<ec
que es analoga a la anterior.

La problemadtica es entonces, cédmo determinar los valores de a y ¢. Myers y Khuri

(1979) demuestran que @ y ¢ son tales que a = —¢ = ag y ag cumple que

ag _ _L
°(%5) =

donde 7 es la varianza estimada de o en el modelo, P es la funcién de distribucién de una

densidad Normal(0,1). La constante k' se determina pensando cudntas observaciones
serian necesarias para que se incremente lo suficiente la respuesta si es creciente, esto
en vias de reducir el error tipo I (rechazar Hp, cuando Hg es cierta). Se fija con base

a la experiencia que del problema posea el experimentador.

El procedimiento para probar H§') queda como:

NO RECHAZAR HE" si Y(tusi) > Y(tn) + a0
RECHAZAR HYY si  Y(tnosi) < Y(tn)—ao
OBSERVAR Y({tu4it+1) si Y (ao) — @0 < Y{tnoti) £ Y(tno) + ao.
Con este nuevo procedimiento, el experimento no se detiene debido a fluctuaciones

falsas de Y. La efectividad del método serd notablemente mayor comparada con la del

procedimiento con detencién como se verd en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo (2.4.1): Continuacidn del Ejemplo (2.9.1)
Lo primero que se necesita para aplicar el procedimiento de A.P.M. con la modificacién
Myers-Khuri (1979) es calcular el valor de a;. Esto se hard con un valor de k&' = 25,

considerado como coherente por el experimentador.

_ Con los datos del ejemplo (2.3.1) se tiene que

Y T (Yi— 7
o2 = W:%w_s:.zugm,

y & = .4604035. Ahora

ag . _1_- _
® (21/2(.4604035)) = 55 =002

Entonces el cuantil .02 de una distribucién Normal con media cero y varianza uno es
-2.06. Asi que
Qo

22(4604035) ~ 0%

por tanto ag = —1.3412843. La. prueba se expresa como:

NO RECHAZAR H{" si  Y(tng4i) = Y{ln,) + 1.3412843

RECHAZAR HEY si  Y(tnu:) < Y(tn,) — 1.3412843
OBSERVAR Y (tnoqi41) si Y(i,) — 1.3412843 < Y (t5944) < Y(2,,) -+ 1.3412843.
Considérese que se continué observando Y sobre mds puntos en la ruta de A.P.M.

para el ejemplo (2.3.1) y que de la corrida 11 a 21 se obtuvieron los valores de respuesta

dados en la tabla siguiente

corrida [ Y
11 81.0
12 79.7
13 80.1
14 82.4
15 83.3
16 85.1
17 86.3
18 86.9
19 87.3
20 87.5
21 85.3
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En el éjrentlvplqu(libi..l) se observé un decaimiento en la respuesta en el punto 11, por
lo que Y (1) = 81.0y Y (tpo+1) = 79.7. Aplicando el método modificado

Y (i) — 1.3412843 = 79.658716
Y(tn,) +1.3412843 = 82.341284

|

y 79.6587 < 79.7 < 82.3412. Por tanto, se observa Y (t,,42) = 80.1.
Como 79.6587 < 80.1 < 82.3412, se observa Y (tn,43) = 82.4 que lleva a no rechazar
Hél) (porque 82.4 > 82.341284) y a seguir observando valores en la ruta de A.P.M

hasta que se de otra caida en el valor de la respuesta. Se ve que hasta la corrida 20 se

presenta esta situacién, de donde Y (¢, ) = 87.5, Y(tn,41) = 85.3.

Ahora se realiza la prueba

NO RECHAZAR HE? si  Y(tn4:) = Y(ta,) + 1.3412843
RECHAZAR H{? si Y(in4i) € Y(tn,) — 1.3412843
OBSERVAR. Y(tn,4is1) si Y(tn) — 13412843 < Y (t,45) < Y (tny) + 1.3412843.

donde

Y(tn,) + 1.341284 = 88.841284
Y (tn,) — 1.341284 = 86.158716

Como 85.3 < 86.158716 se Rechaza Héz) y se debe pensar en construir un nuevo
experimento tomando como origen el ensayo 20 y obviamente ajustar un modelo de
primer orden, validar sus supuestos y encontrar otro camino ascendente aplicando la
prueba de hipétesis anterior.

Se observa una ganancia en la respuesta de 4.3 unidades del método modificado con

respecto al método original.

2.5 ALGUNAS VARIANTES AL METODO A.P.M.

Uno de los aspectos que estd sujeto a la subjetividad del investigador, es la distancia
que existe entre dos puntos diferentes del disefio. Si estos se encuentran muy alejados,

se corre el riesgo de no detectar cambios importantes en la funcién de respuesta 7;
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si por el contrario, los puntos se encuentran muy cerca, se corre el riesgo de que su
tendencia quede completamente confundida con la variacién aleatoria del proceso. Este
hecho despierta la inquietud de explorar nuevos criterios para determinar la longitud

del paso adecuada.

Recuerde que la longitud del paso es una constante que determina el espaciamiento
entre dos observaciones subsecuentes en direccién de la pendiente mdxima de 7, luego
que las pruebas realizadas dan evidencia suficiente de que el 6ptimo ain se encuentra
lejos y que, un plano se ajusta bien a los datos.

En este apartado se presenta una propuesta hecha por {39, 40] para escoger la

longitud del paso con la cual se tenga poca probabilidad de confundir la tendencia de

71 con el error de las observaciones.

2.5.1 Obtencién de la Longitud del Paso t.

Suponga que la tendencia local de 7, esta suficientemente estimada en una regién
circundante al disefio mediante un polinomio de primer grado; suponga también, que
el vector A indica la direccién de médxima pendiente de #; entonces cerca del disefio se

cumple la relacién:

2(itA) < (G + 1)tA).

Dado que las observaciones tienen un error aleatorio, que Y; resulte ser mayor que
Yi41, no necesariamente implica que la tendencia de 7 ya cambid, de ascendente a
descendente; este hecho como ya se hizo notar, podria deberse inicamente a la aleato-
riedad del proceso. Es por ésto, que tiene sentido pedir que la longitud del paso sea tal

que permita detectar la tendencia de  con poca influencia del error de observacién.

Se desea encontrar la magnitud del paso tal que si la tendencia de 7 en direccién de
A es creciente, la probabilidad de que ¥; resulte ser mayor o igual a Y4 no sea mayor

o igual que un valor prefijado.

Como
P(Y; 2 Yinr) = Pln(itA) +e = (i + 1)tA) + €] (2.5.1)
= Ply((i + 1)tA) = n(itA) £ & = €] (2.5.2)

con ¢ ~ N(0,0?) independientes, se sigue que: ¢ — ;41 ~ N(0,20%); y

P(Y; > Yip) = o (253)
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cuando
7(( + 1)IA) — 9(A) = z40V2. (2.5.4)
Por ejemplo: si la probabilidad de detectar equivocadamente un cambio de ascenso
a descenso, es igual a .025, la constante z, en (2.5.4) es 1.96; si dicha probabilidad es
igual a .0013, entonces z, es 3.
Dado que tanto o como 7 son desconocidos, se puede utilizar el hecho de que
SCE/o?> = (n — 2)6%[/c? ~ x* con n — 2 grados de libertad y que por lo tanto
(& — €41)/V26 ~ T — student con n — 2 grados de libertad; la demostracién de

estos dos resultados puede verse en ([31], pdg. 135; [32], cap. 6). De esto se sigue que
(2.5.4) se sustituye por

7((6 + 1)tA) — 7(itA) = To5v/2. (2.5.5)

con esta ecuacidn se puede encontrar un estimador de la longitud del paso ¢, al sustituir

7 por 7} y despejar a £ de la ecuacién resultante, con lo que se llega a

Tad /2

t=b1$1+"‘+bm$m

(2.5.6)

donde b es el vector estimado por minimos cuadrados de S.

Otra variante para elegir el escalar ¢, es considerar los resultados debidos a O’Reilly.
Este autor considera que: si ¥; ~ N(z!8,0%) con z! el i-ésimo renglén de una matriz
X de rango completo, entonces se dice que una v.a. Y tiene una distribucidn estimable

si existe una funcién (Y1, Yz, +,Y¥s) con la misma distribucién de Y.

La extrapolacién en un punto xp es vdlida si Y(xp) ~ N(x48,0?) tiene una dis-

tribucidén estimable.

O'Reilly [38], muestra que la regién donde es vilido extrapolar con un modelo de

regresién lineal en r factores, esto es

Yi=fo+ fizri + -+ PmZmi + Bzt + -+ Bum T + €0,

esta dada por:

S={zeR™| V(@) <0’} = {z eR"|w (w'w) 'w < 1},
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con w' = (1,zy,-++,2},), que es el conjunto en donde la distribucion de 7(z) es es-
timable insesgadamente.

Entonces se puede suponer que entre dos elementos de S no existen fluctuaciones
importantes que pasen inadvertidas al modelo y de esta manera si ¢ es solucién de la

ecuacién
(1, LAY (whw)™? ( A ) =1, (2.5.7)

se minimiza el riesgo de confundir la tendencia de 5 con el error aleatorio menteniendose

dentro de la regién de extrapolacion.

Se considera que un punto x esta cerca del disefio, si x € S.

2.5.2 Localizacidén del Centro del Nuevo Diseno, c.

Para estimar el punto donde 7 alcanza el éptimo en direccién de A, se propone
utilizar un criterio semejante al que se usa para encontrar el méaximo de cada factor en
el método del factor tinico. De esta manera se utiliza toda la informacién disponible
en direccién de A, y no tnicamente la informacién de las dos 1iltimas observaciones,
como ocurre con el método original de A.P.M. donde se considera que hubo un cambio
en la tendencia de 7 si la dltima observacién es menor o igual a la pendltima.

A diferencia del método del factor tinico donde se maximiza cada factor en el orden
indicado por el investigador ; aqui se busca el miximo en la direccién éptima estimada;
la cual no depende, directamente, del criterio del investigador, y si de la informacién
contenida en los datos. Ademds de esta menera A y el subespacio ortogonal a A, tienen
poca interaccién.

Esto sugiere que se puede obtener el estimador del éptimo con pocos datos.

Especificamente se propone en tA, 2tA, 3tA, -, ktA se tomen k nuevas observa-

ciones, Y1, Ya, -+, Yi; con k un nimero fijo.

Con estas observaciones se estima la funcién
f(u) = Bo+ Pru + B, (2.5.8)

que define la tendencia cuadrética de 7(x) en direccién de A y la variable u determina
el factor real que multiplica al vector tA.
Si ﬁg < 0, entonces en el valor de uy = —B

23 €sen donde f(u) alcanza el méaximo;
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asf , el méximo estimado de 5(x) en direccién de A es en el punto ¢ = ugtA = —%tA‘

Por consiguiente ¢ resulta ser el centro del nuevo diserio.
Si B, > 0, se toma un nuevo valor para el escalar ¢ (igual a kt), y se estima nueva-

mente la tendencia cuadratica de n(x) en direccidn de A.

Otras modificaciones son presentadas en el trabajo de Perez [39]. En donde se
propone incluir toda la informacidn disponible de los disefios anteriores al estimar
nuevamente la tendencia lineal local de 7(x), al terminar el paso 4 del algoritmo de
Ascenso por Pendiente Mdxima. Esto permite tener estimadores de menor varianza.

También se propone agrandar cada nuevo diseilo por un factor proporcional a la

magnitud del vector en donde se manifesté el cambio de ascendente a descendente en

la trayectoria de ascenso.

Por 1iltimo, este autor propone modificar el paso 5, condicionando la terminacién
del algoritmo a que el 6ptimo estimado se encuentre cerca del disefio, con el criterio de

una métrica particular. Esto es que %,p € S%.

Note que en cada nuevo proceso de bisqueda, el conjunto S es recalculado.

Para sondear las bondades de los diferentes métodos de bisqueda que hasta el
momento se han descrito, en [39], se llevé a cabo una serie de simulaciones cuyas
particularidades y resultados se especifican en el capitulo 3, pagina 33 de su trabajo.
Cabe destacar que la Modificacién Myers-Khuri (1979) con las modificaciones de Pérez

(1991), resulta hasta el momento, el mejor algoritmo de A.P.M. en la bisqueda de
puntos y regiones éptimas.

2Para un mayor alcance sobre las 3 iiltimas modificaciones, remitase al trabajo de {39]
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Capitulo 3

Analisis De Coordilleras

En el capitulo precedente se han estudiado tres procedimientos que forman parte de
la metodologia empleada para optimizar superficies de respuestas. Unos son comple-
mentarios de otros.

Se observa que los multiplicadores de Lagrange son herramienta necesaria para de-
sarrollar el Método de Ascenso por Pendiente Méxima y que este iltimo debe aplicarse
antes que el Andlisis Candnico para asi obtener mejores resultados. El Analisis de
Coordilleras no seréd la excepcidn, aqui tatnbién se necesitara utilizar la técnica de los

Multiplicadores de Lagrange.

El Andlisis de Coordilleras (A.CO.) es simlilar al Ascenso por Pendiente Mdxima,
ya que también se busca maximizar la respuesta ajustada restringida a esferas de radio
variante. Sin embargo, el A.CO. por lo general se aplica post Anélisis Candnico y la

funcién objetivo es de segundo orden.

El A.CO. se utilizard cuando el Analisis Candnico muestre que la superficie de res-
puesta ajustada tiene una Coordillera Ascendente o una Descendente, o bien que la
superficie sea una silla de montar. Por ejemplo, en caso de una coordillera ascendente
el experimentador desearia aumentar el Andlisis Canénico tomando observaciones a lo
largo de una coordillera en su bisqueda del éptimo. Es decir, este método permite lo-
calizar éptimos que con ¢l Andlisis Canénico no se puedan determinar, aunque también

puede ser aplicado directamente.

El término Andlisis de Coordilleras fue acufiado por Hoerl [23], pero su trabajo mds
que un andlisis completo es una exposicién, la cual no refleja didicticamente los pasos
a seguir en el analisis y mucho menos la naturaleza tedrica del método. Un desarrollo

riguroso acerca de la teoria de la técnica de Andlisis de Coordilleras se presenta en el
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trabajo de Drapper [15].

3.1 El ANALISIS DE COORDILLERAS

Suponga que después de aplicar el Analisis Canédnico se localizé un punto critico que
resulto estar alejado de la zona de experimentacién o bien resulté ser un punto silla.
El problema sigue siendo el optimizar 7 (superficie de respuesta ajustada) sobre toda

la regidén de experimentacién.

Para comprender mejor el sistema, la idea del A.CO. es ir optimizando la funcién
alejandose poco a poco del origen y obteniendo puntos con respuesta éptima. Esto se
puede lograr si se maximiza 7, restringiendola a esferas de radio R, en donde R toma

valores cada vez mas grandes. Entonces se desea maximizar la respuesta

k k&
7= bo-l-Zb,'x.'-l—ZZb;j:E.'mj, (3.1.1)
J

i=1 i
o
1<J

sujeta a

Aunque después de aplicar el Andlisis Candnico la funcién 7 tiene la forma
K
f=fo+3, 6},
i=1

con ésta, ya no es posible obtener mds informacién. Por lo que se debe trabajar, mas

bien, con la expresidn (3.1.1).

Para resolver el problema se utiliza el método de los multiplicadores de lagrange.
Por lo cual hay que maximizar

k E ok
7= flz1, 2,y 2x) = bo + Zbﬂi + Zzbijmimjy

i=1 1 3

i<i

sujeto a

k
g(mlaz%"'vmk) = Z‘T? — R

i=1

101



Sea L la lagrangeana, asi

L=1b+ ﬁ:b,-:c,- +iﬁ:b;jm;zj —-A {im? - RZ] .
=1 ',<jJ i=1
Usando notacién matricial, £ se expresa de la siguiente manera
L = by +x'Bx + x'b — Mx'x — R?),
luego

%:23){-{-]}-—-2/\}(,

que de manera explicita es

aﬁ/a:n [)1 IJ“ b|2/2 e blk/2 Ty T
IL[aa b b cor bo/2 z
/: w2 | _ :2 +2 22 ) 2;.:/ $:2 _a :2 ,
al:/azk bk e bk;,- T Ty
ademais

32[:/6:4,‘? 2b11 —2A

62[,/6:03 2bg2 — 2\

8L [0z} 26k — 2

es claro que % = by, (i # 7), de donde

H(x) = 2(B ~ AI),

es la matriz Hessiana o de segundas derivadas, con

by bi2/2 <o+ buf2
B= ba2 : bz’f/2 ,
bik

v los puntos estacionarios son aquellos que satisfacen simultdneamente las ecuaciones

by
(B=AM)x=-1b con b= b
2 : (3.1.2)
by
Zf:i zf ~ R =0.
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Los puntos estacionarios se determinan ficilmente, si se resuelve el sistema
(B=A)x = —%, asignando valores a A. Posteriormente se calcula x y finalmente se

obtiene R. Esto da lugar al siguiente Algoritmo.

ALGORITMO PARA EL CALCULO DE PUNTOS ESTACIONARIOS

[1] Considérese R como variable y sea A un valor fijo.

[2] Sustitiyase el valor de A en la expresién (B — Al)x = —}23. Asi se obtendrad un

punto estacionario Xg.

[3] Calcilese R = y/xhxo = /i, 2?. Para saber a qué radio corresponde la res-
triccién.

[4] Evaldese 7 con (3.1.1).

Nétese que el punto que se obtiene depende del valor que tome A. Puede ocurrir que
el punto estacionario sea un éptimo global o local de la funcién #f o bien, que sea un
punto silla segiin el valor de A. Por lo que se debe desarrollar un criterio que permita

caracterizar a los puntos obtenidos con el algoritmo.

A continuacién se presentan una serie de resultados que permitiran proporcionar un

algoritmo para la biisqueda de minimos y maximos absolutos.
Proposicién 3.1.1 Si Ry = Ry, A\ > A, entonces §j; > 7.

Demostracién:
Se sabe que

(B-MDx = —, (3.1.3)
b .
(B—= D)%y = —5 (3.1.4)
x{xl = X;Xg = R2.
También
171 = x‘lel + xib + bo, (315)
2 = x4 Bxy + x4b + by, (3.1.6)
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multiplicando (3.1.3) y (3.1.4) por x{ y x} respectivamente y restando se obtiene
1
x,Bx; — x4Bxy + §(x1 —x2)tb = (A — )%, (3.1.7)

sustrayendo (3.1.6) de (3.1.5) y utilizando (3.1.7), se obtiene

171 —_ ﬁg = Xinl - X;BXQ + (xl - Xg)tb

1 1
x} Bx; — x5 Bxz + Fba - %2)'b + §(x1 —X,)'b

1
(A] - Ag)Rz 4 §(x1 - XQ)tb. (3.1.8)

Multiplicando (3.1.3) por x4 y (3.1.4) por x} y tomando la correspondiente resta se
obtiene

Oy —= Ag)xtxg = %(x1 — xa)'b (3.1.9)
en donde se utilizé el hecho de que x(Bx1 = x{Bxz y xix1 = x!{x;, dado que un
niimero real es igual a su transpuesto. Sustituyendo (3.1.9) en (3.1.8) se tiene que
(Al - /\2)R2 - (/\1 - /\z)xng
(M = A2)(R? — xi%2),

I

M=

pero
B —xixa = [lxa] - [Ixall = (1 - %2) > 0,
ya que por la desigualdad de Cauchy-Schwartz xt -x; < [|[%]]- ||x2||. Por tanto, fi; > #,.

o

Proposicién 3.1.2 Si Ry = R, H(xi) es definida positiva y H(x;) es indefinida.
Entonces 71 < 7z.

Una matriz H de k x k se dice indefinida, si existe al menos un vector zo € R ¥, tal
que z8Hzy > 0 y un vector 2, tal que z{ Hz; < 0.
Demostracién:

Puesto que H(x;) es definida positiva para todo u vector de £ x 1, u # 0, se tiene que

u'H(x)u > 0, (3.1.10)
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puesto que H(x,) es indefinida, existe al menos un vector q # 0 de k x 1 tal que
q'H(x;)q < 0. (3.1.11)

Como H(x;) = (B~ Ail), entonces u‘Bu — A u‘u > 0, en particular para el vector
q resulta que
q'Bq—X\q'q>0
por lo que

q‘Bq - Aq'q < 0.

Por lo anterior se tiene que
Mg'q < q'Bq < hd'q.

Se puede cancelar q‘q, puesto que es un nimero real positivo, entonces Ay < Az
Utilizando la Proposicién (3.1.1) se concluye que 7 < fa.

a

Proposicidn 3.1.3 Si A\, > 6;(i-ésimo valor propio de la matriz B), para toda i =

1,-++,k, entonces f§ alcanza un mdzimo local en x,. De manera andloga, si A, < §;(i-

ésimo valor propio de la matriz B), para toda i = 1,--- k, entonces f§ alcanza un

minimo local en x,,.

Demostracién:
Se desea probar que la matriz H(x;) es definida positiva (negativa) para que se alcance

un minimo (méximo) local de 7.

Sea u vector de &k x 1, u # 0. Para H(x;) se tiene que
wH(x)u = u'(B — M I)u = u'Bu - \ju'u.

Considérese u‘Bu, del capitulo 2 se sabe que existe una transformacién ortogonal

ut = v!T*, de tal manera que
u'Bu = v'[diag(6y, - -, 6k )}V,

donde diag(éy,-- -, 8;) denota una matriz diagonal cuyos elementos son las raices ca-

racte risticas de B.
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Como T es una matriz ortogonal

Mutu = M VIT Ty = A\ viv,
Entonces

u'H(x;)u

u'(B — MIu =u'Bu- A\u‘lu
= vidiag(6,--+,6)Vv — MVIV
= v'diag(& —/\1,62—/\1,"',6k—/\1)v

= zk;(a,- — Al

i=1

Si u # 0, entonces v # 0 (ya que u* = v!T*), Ahora bien, si A; > §; para toda
i =1,---,k, entonces, Y5 (6; — \)v? es menor que cero y por lo tanto H(x,) es
definida negativa (se alcanza un mdximo local en ). Si A; < §;, paratodai=1,---,k,

entonces Y5, (6; — A\ )v? es mayor que cero de donde H(x;) es definida positiva, es

decir, se alcanza un minimo local de 7.
m]

Proposicién 3.1.4 Supdngase que en la medida que R se incrementa, se traza un
lugar geomélrico de puntos estacionarios del mismo tipo (mdzimos, minimos o puntos

silla), entonces se cumple una de las siguientes afirmaciones:

{i] 7 decrece mondtonamente.

[ii] 7 crece mondtonamente.

[iii] # llega a un mdrimo y posteriormente decrece mondtonamente.
[iv] 7 llega a un minimo y posteriormente crece monétonamente.

Demostracién:

Se desea encontrar una expresién adecuada para % con
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El vector x tiene que cumplir con la ecuacién
(B - A )X = —5,
ya que pertenece a un lugar geométrico de puntos estacionarios.

Suponga que ocurre un pequefio cambio AX en A; por la ecuacién anterior, éste

inducirad pequeiios cambios Ax en x y por tanto un pequeiio cambio AR en R.

Multiplicando la ecuacién anterior por x!, se obtiene

‘Bx—/\xx—ﬂ.

Sustituyendo esta 1iltima expresién en 7, se llega a que

) t
7 = bo+ Ax'x — z‘-2—!—)-+x‘b = bo + Ax'x + "2——13, (3.1.12)

en donde 7 estd en funcién de ) y de x.

Dado que un cambio infinitesimal en lambda provoca un cambio infinitesimal en
X, la respuesta estimada, 7, también cambia infinitesimalmente debido a la ecuacién

(3.1.12). Analiticamente se tiene que

T4+AF = bo+(A+AN(x+ Ax)'(x +Ax) + (x+ 2Ax)¢b

= Do+ (A + AN+ (Ax)')(x + Ax) +¥2 (A:;)‘b

= b+ Ax'x + A(Ax)x + (AX)x'x + (A,\)(Ax)tx
+/\x‘(Ax) + MAX){AX) + (AN)x(Ax)

X b (Ax)‘b

+AA(AX)H(Ax) + —— 3

(3.1.13)

en donde A\, Ax y Afj denotan incrementos en ), X y 7 respectivamente. sustrayendo
1a ecuacién (3.1.12) de (3.1.13) se llega a que

(Ax) b

A7 = 22x(AX) + (ANx!X + 222 4 Q,,

con

Q2 = (AN (Ax)x + MAX)H(AX) + (AN)x (Ax) + (AA)(A x)}(Ax),
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que denota términos de segundo orden en A) y Ax.

La ecuacién (3.1.9) de la Proposicién (3.1.1) se obtuvo para cualquiera x;(con el

correspondiente A;) y X, (con el correspondiente A;) puntos criticos de £, entonces

(%1 — %2)'b

Ao = M)xix, =
(A2 1)X]1%2 3

Haciendo Az = A+ AX, A = A, x2 = x + AX, X; = x y sustituyendo se tiene que

(AN)x(x + Ax) = -8B
que implica
AN + (AN)xH(A%) + 22 (A") by,
y de aqui que
Adxtx + 222 (Ax) LI

con @) = —(ANx!(Ax). Por lo tanto,
A =20x'Ax + Q) + Q2 = 22x'Ax + Qf.

con QF = Q3 + Qa.
Sin embargo, es de interés encontrar una expresion para A7 que sélo dependa de R,
por lo que si se considera Ax tal que sea paralelo a x, es decir el dngulo entre los dos

vectores es cero!, resulta que

x!(Ax%) = x - (Ax) = [|x]|- [ Ax]| = R(AR)

y asi
A =2AR(AR) + Qy
por tanto
AT] II
AR 2AR + — A R

recuerde que para dos vectores a y b el cosf = “;hﬂ. con 8 el dngulo entre los dos vectores
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Haciendo tender a cero todos los incrementos se obtiene

o5
% =2)R.

Considere ahora, el lugar geométrico con puntos estacionarios del mismo tipo (méximos
o minimos absolutos, maximos o minimos locales, o bien puntos silla).

La funcién (R) tiene a lo mds dos puntos criticos,en A =00 R = 0.

Si R = 0, estamos en el origen y el lugar geométrico es de minimos o maximos
absolutos. Esto tltimo debido a que el problema de optimizar 7 sujeto a 35, 22 = 0,
s6lo tiene un punto que cumple con la restriccién, ese punto es maximo o minimo.

Cuando R # 0, 7] es estacionaria con respecto a R sélosi A =0, perosi A =0, la

ecuacidn (3.1.2), da como solucién el centro de la superficie de segundo orden, esto es

b
Bx = -—5,
y por tanto
xo B~ b
- 2
O bien, el punto en el cual
on .
0_;7; =0 Vi=1,-,k

que coincide con el punto estacionario sin restricciones al cual se denota por xq.

Considérese un lugar geométrico que pase por el punto estacionario sin restricciones
Xo y sea Rg = xi%o. Si R < Ry, a la funcién 7(R), sélo le queda crecer o decrecer.
(Sélo tiene un punto critico, en R = Ry). Lo mismo ocurre si R > Ry. Quizd uno de
los puntos criticos a considerar sea R = 0, que harfa que la derivada se anulara, pero
este punto esta en el extremo inferior del dominio de ().

Cuando el lugar geométrico no pasa por el punto estacionario sin restricciones, A
siempre es diferente de cero y la funcién #(R), sélo crece o decrece ya que no tiene
puntos criticos. (Excepto quizd por R = 0).

De aqui que i),ii),iii),iv) de la proposicion (3.1.4) se cumplen y por lo mencionado

anteriormente, si i) y iv) ocurren, entonces el lugar geométrico pasa por el centro del
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sistema.
a

Las cuatro proposiciones anteriores, dejan ver claramente la que a continuacién se

muestra y en la que se basa realmente el A.CO.

Proposicién 3.1.5 Considere nuevamente la matriz B. Sean 6y, 683, --,6; sus k va-
lores propios (estos son reales puesto que la matriz B es simélrica de entradas reales)

y suponga que ;41 > & coni=1,---,k— 1. Sean A, Ay tales que
/\0_<_.61S.621"°7S6kSA1'

Si %o satisface que (B — MI)x, = —b/2 y x; satisface (B — M\ I)xg = —b/2, entonces
Xo €8 un minimo global de 7, x; es un mdzimo global de 7 restringido a los radios

Ry = xtxo y Ry = x!x,, respectivamente.

Demostracién:

Este resultado es claro a partir de los cuatro demostrados anteriormente. Lo tnico
que resta por argumentar, es por qué los maximos (minimos) locales de la proposicién

(3.1.3) son en este resultado globales.

Para esto, dividase el rango de A (pensada como variable), llamado de —o0 a oo, en
k + 1 intervalos utilizando los valores caracteristicos de la matriz B, suponiendo que
ya estan ordenados, es decir, §; < 8-+ < &

Estos intervalos son de la forma
(—00,681), (61,82), -+ , (6k=1, 8K), (6k, 00).
Ademais

(B— M)

Udia'g(‘slv 627 v aék)U‘ - ’\Ik
Udiag(61,83, -, 6:)U" — AUU*
Udiag(8; — A, 83 — Ay + -+, 8 — AU

dado que U es ortogonal.

Ahora, si A tiende a §;, entonces el determinante |(B — AI)| tiende a cero, de donde

~ x tiende a %00, de tal manera que R tiende a oco.
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Si A tiende a ttoco entonces el determinante | (B — AI) | tiende a oo, por lo que x

tiende a cero, de tal forma que R tiende a cero.

a

Ahora se demostrara que % es positiva para toda R # 0. Esto permitird elaborar

una gréifica donde R serd la ordenada y A la abscisa.

Proposicién 3.1.6 ‘?,f: es posttiva para toda R # 0.

Demostracién:
Se sabe que

(B-ADx = —g, (3.1.14)
xtx = R. (3.1.15)
Derivando (3.1.14) con respecto a A se tiene que
AB-A)x _9(-bj2) 0
I\ - e T
Por la regla de la derivada de un producto se tiene que
B —-M)x Ix
e - xHB-Mgy
que implica
Ox
(B - )\I)a—/\ =X. (3.1.16)
Haciendo lo mismo con la ecuacién (3.1.15) se tiene
ox | Ox! oR
(X | OX  _opdt
T =2
Como x‘%;\’i = %’f\—'x, se tiene que
ox _ OR o
(IX _ pOlt
X33 Rax (3.1.17)
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Tomando la segunda derivada de la ecuacién (3.1.14) respecto a A, se obtiene

ox *x Ox
"o TE- M=
que implica
Px 0
(B - ,\I)a/\z = 26—1‘. (3.1.18)

Diferenciando por segunda vez (3.1.15) queda

Sk (g’Aﬁ)‘ (%) rZE (‘;—f)2. (3.1.19)
Si se multiplica (3.1.16) por (a—"-) la ecuacién quedaria como
(g,\):) (B-ADG; aA (%)tx
que se cumple si y sdlo si ocurre
(gi\‘) (B - ,\I)aA = x'g%‘, (3.1.20)

puesto que (B — AI) es simétrica.

ol %

=)

Si la ecuacién (3.1.18) se multiplica por (%’X‘)t se obtiene

ox\* & ox\’ (ox ,
(5) (B~ Al)ﬁ =2 (5) (B_A) . (3.1.21)
Si se restan (3.1.20) y (3.1.21) se obtiene que
o Ox ax\' (ox
x5y =2 (;ﬁ) <ﬁ> =0. (3.1.22)

La ecuacidn (3.1.19) se puede reexpresar como
oy (B)' (0x) o (0Y(2X) R (OR)*
o *\axy) \ax) P \ax) \ax) T e t\ax )

112



y sustituyendo (3.1.22) en la reexpresién de (3.1.19) resulta que

R ox\' [ox aR\*
Ahora,
or a(x‘x)%
a 7))

- Xa
= oo (3.1.24)

Multiplicando (3.1.23) por R? se obtiene
8 e (55 (25) e (20 o1
sustituyendo (3.1.24) en (3.1.25) se tiene
w58 - w58 () (5) (685
2R (%)t (g—i\‘:) + |x'x (%)‘ (g—’;) - (x‘g—x;\—) 2} . (3.1.26)

En (3.1.26) se puede ver que del lado derecho, €l primer término es no negativo y

sélo se hace cero si R =0 o bien %% =0.

El segundo término del lado derecho en (3.1.26) es no negativo debido a que

ox Ix
t-—_.. . —
x5l < Il - g5l
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por la desigualdad de Cauchy-Schwartz [19]. Entonces

2
Ix
(x5 1< g5

Esta tltima expresién se puede reescribir como

ax\? ax\" ox
L= t e pusaied
(x 6,\) 5’”‘(&) ax

que es como aparece en (3.1.26).

Ese término sblo se hace cero si x = 0, es decir R = 0 o bien que % = 0. (El

H Ix 8x
paralelismo ente x y % no se da porque £¥ es un vector tangente a la curva en x(1)).

Si g-’,\‘ = 0, la ecuacién (3.1.16) dice que x = 0 y entonces R = 0. Entonces por el
andlisis hecho en este punto y la demostracién de la Proposicién (3.1.5), se concluye
que, ?;T}: es positiva excepto cuando R = 0.

Cabe sefialar que si % = 0, esto no implica que % = 0, ya que si el producto escalar

de dos vectores es cero no necesariamente alguno de ellos tiene que ser el vector cero,

ver ecuacién (3.1.17).
]

La gréfica de R (tomada como ordenada) contra A (tomada como abscisa), se com-
porta de la siguiente manera:

Si X tiende a —oo, entonces R tiende a cero, en cambio R se incrementa monétonamente
con concavidad hacia arriba, tendiendo a infinito cuando A tiende a 6; (el menor valor
caracteristico).

Entre dos raices caracteristicas, R viene de infinito en §;, pasa a través de un punto
estacionario (serd un minimo local debido a la concavidad) y otra vez se encamina
hacia infinito cuando se acerca a 6.

Finalmente para A mayor a §;, pero muy cercano a ella, R toma valores en infinito
y en la medida en que X crece R tiende a cero, ver figura (3.1.1)

Cada valor de R proporciona a lo mds 2k correspondientes valores de A, es decir
2k puntos estacionarios, ya que en los intervalos (—ce, 81), {6k, 00) habria una A y en
(8:,6i+1) podria haber dos. En total quedarian 2 4 2(k — 1) = 2k.
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Figura 3.1.1:

El nimero de A" y por lo tanto de 2" estacionarias que corresponde a un valor de
R, serd menor si algunas de las curvas en la figura (3.1.1) tienen su minimo por arriba
del valor de R considerado.

Numeérese estas A'® como A; < Ay € -+ < A, donde h < 2k. Se desea el maximo
global de 7 sujeto a Y5, 2? = R? (R fija).

Los tnicos puntos estacionarios en esta esfera son generados por 61,63, --,8, al
sustituirlos en (B — A)x = —?. Dichos puntos estacionarios son denotados por
Ty, Ty v 3 The

El problema de maximizacién aqui siempre tiene solucién ya que #j es continua y la
restriccién determina un conjunto compacto. Ahora, por el Teorema de Lagrange en
el caso de una sdla restriccién en forma de ecuacidn, dice que el maximo se alcanzara
en z;, para algunaz =1,.-.  h.

Utilizando la proposicidn (3.1.1), fi(x4) > #(x;) paratodai = 1,---,h—1. Entonces,
dentro de los puntos estacionarios, %, es el de respuesta méxima, 7 alcanza un méiximo
absoluto restringiendose a una esfera de radio R en x.

Puesto que A > &, entonces x; es el mdximo local de la proposicién (3.1.3).

De manera analoga se puede concluir que x;, es un punto donde se alcanza respuesta
minima.
PROCEDIMIENTO DE BUSQUEDA DE MAXIMOS O MINIMOS AB-
SOLUTOS.

Se desea conocer el lugar geométrico de los maximos (minimos) absolutos de #

cuando R se incrementa. Se debe entonces:

[1] Conocer todos los valores propios de la matriz B. (Se supone que ellos son 6,, -+, x
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y ademds que §; < 6 <--- < 6i).

{2] Sustituir en la expresién (B — AM)x = —% valores de A tales que A > &. Esto
garantizard que H(x) sea una matriz negativa definida y por lo tanto el punto
estacionario serd un méximo absoluto de 7 sobre la esfera de radio R(A). (Para

el caso de minimos hay que tomar A < §;).

[3] Hacer k + 1 grificas en R ?, donde la abscisa es R, la ordenada para la i-ésima

grifica ( =1,---,k) es z; y la ordenada para la k+ 1 es 7.

Con unos cuantos valores de A serd posible determinar aproximadamente el lugar

geométrico que podra ser utilizado como una ruta de ascenso maximo.

La idea del apartado 3) de este procedimiento es que con unos cuantos puntos y
aplicando las conclusiones de la proposicién (3.1.4) se puedan determinar condiciones
de optimalidad para valores de R que sean de interés.

Si la R que se tomd proporciona puntos fucra de la regién de experimentacién, la
informacién obtenida es poco confiable.

Si se escoge A entre dos valores caracteristicos se puede caer en dos diferentes lugares
geométricos dependiendo si se estd a la derecha o a la izquierda del valor de A para la
cual R es estacionaria. Si se quiere maximizar o minimizar 7 estos valores de A no son
de interés.

Se concluye esta seccién con una breve explicacién del objetivo del A.CO. en términos
del problema de superficie de respuesta, de los procedimientos aqui expuestos y un

ejemplo de los mismos.

El A.CO. es un método que permite transformar un problema de optimizacién cuya

representacion grafica estaria en R*+!, k£ > 2, a uno en R2.
p k] b

El procedimiento de bisqueda de mdximos y minimos absolutos y las formas que

adopta la gréfica 77 contra R son las principales consecuencias del A.CO.

Cabe seitalar que se toma como variable independiente a A, es decir al multipli-
cador de Lagrange, lo cual parece ser contradictorio al tipo de grificas que se estan
proponiendo, ya que R depende de A. Esta eleccion es sélo por facilidad en los cdculos.
Es claro que los puntos éptimos que se obtengan dependen basicamente de la esfera a
la que se esté restringiendo la funcidén fj. Por esto, R es variable independiente en las

gréficas contra 7, z1,23,- -, 4.
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Se centra la atencidn en la grafica que se elabora con #, pues no se debe olvidar que
la respuesta es la que interesa optimizar. Gracias a la proposicién (3.1.4) se sabe que

la curva que describe # cuando cambia R serd
a) Monétona creciente,

b) Monétona decreciente,

c) Pasard por un mdaximo y luego decrecera,
d) Pasard por un minimo y luego crecera.

Suponga que esta curva se construyd considerando puntos de respuesta maxima,

que atin no se ha realizado Anélisis Canénico y que es de interés ver si 7} tiene mdximo
o no.

Si se presenta el caso c), 77 tiene un maximo global. Entonces lo que habria que
observar es si el valor de R correspondiente a este maximo global, es tal que el punto
x donde 7 alcanza el méaximo, permite que x esté dentro de la zona experimental.

Si cae dentro se tienen las condiciones de respuesta maxima, en caso contrario se

presenta una coordillera ascendente.

Si ocurre a) lo mds que se puede hacer es fijar un cierto nivel 7 y buscar las condi-
ciones Xg que determinen ese nivel (con apoyo de las graficas z; vs. R, i =1,-+-,k).
Debe tenerse en mente que para el nivel que se fije en 7, Xg debe estar dentro de la
Zona inicial experimental. Noétese que extrapolar puede llevar a conclusiones falsas.

Algo andlogo se haria en el caso d).

Si ocurriese b) se tendria que 7 tiene un maximo global en R = 0, es decir en el
origen del disefio experimental. Puesto que en un punto méximo global se satisface la

ecuacién
b

Bx = —3
entonces b = 0, es decir, xp mdximo es igual al vector cero, cl estimador de minimos
cuadrados de los términos lineales vale exactamente cero. Esto por supuesto dificilmente

ocurre en la prictica e implica que un modelo de segundo orden no es adecuado.

Nétese que la exposicion anterior se hizo pensando que no se habia realizado Andlisis
Canénico y que las conclusiones obtenidas sobre el sistema fueron muy similares a las

obtenidas en el Analisis Candnico.
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Sin embargo en la introduccién se menciond que el A.CO. por lo general se aplica
post-A.C. Se ilustrard esto cuando la gréfica j vs R es construida utilizando un lugar
geométrico de puntos miximos y que el interés sobre la respuesta es maximizarla. En
este caso se recurre al A. CO. cuando el A.C. ha presentado un punto silla, un punto

minimo o algin tipo de coordillera (ascendente o descendente).

Si ocurriera a) y d) nuevamente se deberfa seleccionar un nivel adecuado de 7 (ade-
cuado en el sentido de que produzca valores grandes de 7) y se tendria que volver a
experimentar considerando en la zona del disefio puntos ¢* que den respuesta estimada
alta.

Si ocurriera c) el radio R donde 7 alcanza un maximo absoluto serfa tal que la esfera
de radio R contendria a la zona del disefio. En este caso se podria tratar de maximizar
7 para valores de R sin salirse de la regidén experimental, buscar las condiciones x que
dieran este mdximo y tomar estas condiciones como las correspondientes a un nuevo

origen experimental.

Todo esto se podria replantear diciendo que en vez de maximizar 7 se desea optimizar

Antes del Anilisis Candnico se tendrian que ir analizando simultdneamente las
grificas del lugar geométrico de maximos restringidos y la del lugar geométrico de
minimos restringidos.

Si por ejemplo, la grifica de maximos correspondiera al caso c), como sélo hay
un punto estacionario sin restricciones, la de minimos corresponderfa al caso b) y c),
después habria que ver si la R que produce la 7 mdxima permite que el punto ptimo
este dentro de la regién experimental.

Si las gréificas se hacen Post Andlisis Candnico y se obtiene un punto silla o alguna
coordillera, las graficas serian como las de la figura (3.1.2).

Ejemplo (3.1.1):[18]

Un ingeniero quimico estd interesado en obtener el mayor conociemiento posible, acerca
de la relacién existente entre el rendimiento de MERCAPTOBENZOTIOL (MBT)Z en
una reaccién y el tiempo y temperatura de la misma. Ajusta una superficie de segundo

orden para aproximar la relacién, tomando como variable de respuesta el rendimiento

23Sy férmula quimica C7H5N Sa, y se utiliza como acelerador en pegamento para la vulcanizacién

de ruedas. Es muy utilizado comercialmente.
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Figura 3.1.2:

de la relacidn existente entre el rendimiento de MERCAPTOBENZOTIOL (MBT)? en
una reaccion y el tiempo y temperatura de la misma. Ajusta una superficie de segundo
orden para aproximar la relacién, tomando como variable de respuesta el rendimiento

y como variables explicativas el tiempo y temperatura.

La ecuacidén que resulta después del ajuste es

7 = 82.17 — 101z, — 8.61z; + 14022 — 8.7622 — 7.20z,z,. (3.1.27)
donde
z = !iemgnshr)—-l'l’ Zg = tem zratur;o""c —250

Los contornos de respuesta constante se muesiran en la figura (3.1.3). Los puntosen la
figura representan localizaciones de puntos reales del disefio. Obteniendo las derivadas

parciales -5’%, e igualando a cero, para ¢ = 1,2; o bien, resolviendo la ecuacién x =
—5;—", puede verse facilmente que el punto estacionario del sistema esta localizado en
x4 = (—0.439, —0.311). La respuesta estimada en el punto estacionario es 7o = 83.73.

Los valores propios de B son las raices de la ecuacién

140 -6 —-3.60
—3.60 -876—6

resultando §; = —9.9063 y &, = 2.5463, y dado que son positivos y negativos se tiene
un punto silla. Suponga que el experimentador estd interesado en obtener el valor

maximo de rendimiento de MBT. Aplicando el A.CO., se deben escoger valores de

2Su férmula quimica CeHgN Sz, y se utiliza como acelerador en pegamento para la vulcanizacién

de ruedas. Es muy utilizado comercialmente.
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resultando 6; = —9.9063 y §; = 2.5463, y dado que son positivos y negativos se tiene
un punto silla. Suponga que el experimentador estd interesado en obtener el valor
méaximo de rendimiento de MBT. Aplicando el A.CO., se deben escoger valores de
lambda mayores de 2.5463 y substituirlos en la ecuacién (3.1.2). Se necesita resolver

entonces el sistema
140 — A —3.60 2 ] _ [ 0505
—3.60 —-8.76— A zo | T | 4.305

11.0742 — 0.505)\
A2 + 7.36) — 25.224°

7.845 — 4.305A
A2 4 7.36) - 25.224°

z
Iz =

Estos valores dan la localizacién de puntos sobre la coordillera de méximos absolutos

para 7j. Para un punto particular, R se calcula como
R =z + 13,
y la respucsta estimada en el punto se da utilizando la funcién de respuesta de la
ecuacién (3.1.27).
Como un ejemplo del calculo de los valores de las 2", considere el valor de A = 4.0 >

2.5463. Las coordenadas correspondientes estan dadas por

. = 11.072 - 0.505(4.0) o\,
1T (4.0)2+7.36(4.0) —25.224 '
7845 — (4.305)4.0) _ o o

(4.0)2 + 7.36(4.0) — 25.224

I

T2

Asfi, la coordenada (0.44, —0.46) representa un punto sobre la regién de maximos ab-

solutos de 7. El radio R se calcula como

R = +/(0.44)2 + (—0.46)% = 0.64,

y en el punto en cuestién, 7 = 85.602.

Valores de A > 2.5463, fueron usados para obtener la grifica de 7 contra R que se

muestra en la figura (3.1.4) para la coordillera de méximos absolutos. La figura (3.1.5)
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muestra una gréfica de z; y x2 contra R. Note que en el valor R = 1, localizado en
la frontera de la region de experimentacidn, el rendimiento méaximo estimada de MBT
es 88%, que corresponde a z, ~ 0.8 y 2 ~ —0.6. Por tanto, el experimentador debe
escoger estos niveles de tiempo y temperatura para conseguir el maximo rendimiento,
ya que estos valores estan en el limite de la region de diseho. La recomendacién
hecha por el experimentador a los talleres que reparan llantas, es que las mdquinas de
vulcanizacién funcionen a los niveles de temperatura y tiempo encontrados (obviamente

decodificados) para mejores resultados del pegamento.

P | S S S S |
0

| D S W T |
0 1.0 20
R

Figura 3.1.4: Rendimiento de MBT como una funcién de R para la coordillera de
madaximos absolutos.

Se presenta un problema en donde se ilustra la dificultad para optimizar diferentes
respuestas al mismo tiempo.

Ejemplo (3.1.2):

Considere las superficies ajustadas de segundo orden

flz1,22) = 55.84 + 7.31xy + 26.7522 — 3.03z7 4 6.9622 4 2.69zx,

glzy1,23) 85.72 + 21.85z; + 8.52x; — —9.227 + ~5.1822 + 6.26z; 24,

ahora se aplicara a cada una de ellas la técnica planteada en esta seccién. Primero se
hard con f(z;,z;), donde

Ff(z1,23) = b + x'b + x'Bx,

con
_ ({131 _ {303 1345 2
bo=55.84, b= ( 26.65 ) B= ( 1.345 —6.96)' x_(rz)'
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204

Xy Of X9

Figufa 3.1.5: Gréficas de z; y x; como funcién de R para la coordillera de méximos

absolutos
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Se tiene que

Bl —.0361 -.0697
T\ —.0897 -.1571 }°

El célculo de las raices caracteristicas se hace resolviendo la ecuacién

—~3.03-6 1345 | _,
1345  —6.96—6

equivalentemente a
8% +9.996 + 19.2798 = 0,
cuyas rafces son

51 = —2.6138, 62 = —73762

Por los signos de 6; y 63, 2o es un maximo global. Para conocer puntos con respuesta

méxima en esferas de radio R, se resuelve el sistema
—-3.03- 2 1.345 zy \ _ [ —3.655
1.3.45 —6.96 — A zz |\ —18.325 /°

para valores de A mayores que &;.

Las soluciones de z; y z; para cualquier A son

343.3609 + 3.655A
A? 4+ 9,99\ +19.2798°

45.2906 4 13.325)
A2+ 9.99X +19.2798°

Iy =

Ty =

Después de obtener z, y x; se evalian R y f. La tabla siguiente muestra valores de
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Ty, T2,’Y f para A entre —1 y 20.

TABLA (3.1.1)

T Iy A R f
0.1881 | 0.5036 | 20.0 | 0.54 | 69.02
0.2031 | 0.5341 | 18.5 [ 0.57 | 69.74
0.2207 | 0.5685 | 17.0 | 0.61 | 70.54
0.2414 | 0.6077 | 15.5 | 0.65 | 71.45
0.2662 | 0.6528 | 14.0 | 0.70 | 72.47
0.2964 | 0.7052 | 12.5 | 0.76 | 73.64
0.3340 | 0.7669 | 11.0 | 0.84 | 74.98
0.3819 | 0.8407 § 9.5 | 0.92 | 76.54
0.4449 | 0.9307 | 8.0 [ 1.03 | 78.38
0.5307 | 1.0430 | 6.5 | 1.17 | 80.58
0.6541 | 1.1877 | 5.0 [ 1.36 | 83.25
0.8445 | 1.3825 | 3.5 | 1.62 | 86.53
1.1713 | 1.6630 | 2.0 | 2.03 | 90.56
1.8426 | 2.1184 | 0.5 | 2.81 | 94.74
2.2490 | 2.3491 | 0.0 | 3.25 | 95.36
3.8588 | 3.1065 | -1.0 | 4.95 | 86.80

g(z1,22) = co + x'c + x'Cx,
donde

21.85 =92 -3.13
co = 85.72, c¢= ( 8.59 )’ C= ( -3.13 -5.18 )7

y se tiene que

c' = —.1368 .0826
T\ .0826 —.243 /°

El pﬁnto estacionario de g es
(11397
=1 0404 /-
El determinante de C — 6] es igual a
6% 4 14.386 + 37.8591,

cuyas raices son §; = —.6814 y 6, = —13.6885.

Puntos de respuesta maxima para una esfera de radio R se encuentran resolviendo
—9.2— A -313\ [z ) _ [ —10.925
—3.13 —5.18 — A xp |\ —4.205 )7
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para valores de A mayores que §3.

Las soluciones del sistema son

5 — 4314815 +10.925)
b7 A2 414.38) +37.8591°
5.3187 4 4.295)
Ty =

A% +14.38) 4 37.8591

La tabla siguiente muestra la misma informacién que la tabla (3.1.1), pero para la

funcidn g. Los valores de A estan entre —.5 y 20.

TABLA (3.1.2)

, ) A R g
0.3607 | 0.1257 { 20.0 { 0.38 | 93.12
0.3796 | 0.1312 1 18.5 | 0.40 1 93.41
0.4006 | 0.1371 | 17.0 [ 0.42 { 93.73
0.4241 § 0.1435 | 15.5 | 0.45 | 94.08
0.4506 | 0.1504 | 14.0 [ 0.48 | 94.45
0.4807 | 0.1578 | 12.5 | 0.51 | 94.85
0.5152 | 0.1658 | 11.0 | 0.54 | 95.28
0.5551 | 0.1742 | 9.5 | 0.58 | 95.75
0.6019 } 0.1829 | 8.0 | 0.63 | 96.25
0.6577 ] 0.1915 | 6.5 | 0.68 | 96.78
0.7255 | 0.1988 | 5.0 | 0.75 | 97.33
0.8103 | 0.2026 ; 3.5 } 0.84 | 97.88
0.9204 | 0.1970 [ 2.0 | 0.94 | 98.39
1.0731 | 0.1648 | 0.5 | 1.09 | 98.74
1.1397 | 0.1405 | 0.0 | 1.15 | 98.77
1.2188 { 0.1926 | -0.5 | 1.22 | 98.73

Noétese que si la respuesta en f crece los valores de z, también crecen, pero si g

crece los correspondientes valores de z3 decrecen.,

La grafica f contra I con sus correspondicnies graficas z; contra R, z; contra Ry
la gréifica de g contra R con sus correspondientes grificas z, contra R, z2 contra R, se
presentan en las figuras (3.1.6) y (3.1.7) respectivamente. Si se intenta maximizar f
y g en forma simultdnea se observa que valores de respuesta alta para estas funciones

se alcanzan en vectores (&, ;) diferentes.
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Figura 3.1.6:
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Figura 3.1.7:
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3.2 ANALISIS DE COORDILLERAS MODIFICADO

El método de A.CO. usual en ningin momento considera las dificultades que puedan
ocurrir débido a grandes fluctuacidnes en la varianza de la respuesta estimada sobre
una esfera de radio dado.

Por ello, en general el método usual puede producir estimaciones muy malas de la
respuesta maxima (minima) y de las condiciones sobre las variables independientes que
determinan esta respuesta. Dichas dificultades se presentan principalmente en disefios
que no son rotables. (Un disefio rotable es aquel en el que la varianza de la funcién

estimada depende exclusivamente del radio de la esfera).

La idea de esta seccién es presentar modificaciones al procedimiento que usualmente

sigue el A.CO. para obtener las z'* que dan origen a las #’* éptimas [26].

Se estudiardn dos casos:
I.- Cuando los niveles de varianza fija determinan curvas elipsoidales y

II.- Cuando el disefio se ha realizado de manera no sistematica, es decir, cuando no se

ha seguido un plan experimental.

En el segundo caso se logra reducir la varianza de #, restringiendo Gnicamente una
parte de ella, la parte que contribuye en mayor grado a que ésta crezca y que como se

verd es la correspondiente al valor propio mds pequefio de la matriz x'x.

CASO I

Se tiene un modelo de la forma
Y=75+¢ donde E()=0 vy E(c)=0o%l,

con esperanza

k k-1 k k
n= o+ 3 B+ 3 2 BimeiTm + 3 Biic-
2 A 4

i=1m>j i=1

Las varianzas que aqui se manejan estin codificadas y el centro del disefio es el

punto (0,0,---,0). La funcién ajustada es
7 = by +x'b + x'Bx,

Con (x!, b, B) como se especificarén anteriormente.
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7 se puede escribir como 7 = z'y, entonces §j = z'¥, donde # es el estimador por

minimos cuadrados de v y ademds

zi

2 2
[1131’ Tty TRy Tyttt Ty T1T2, 00 ',.’Dk_112k],

‘7t = [ﬂo,ﬁli e 1ﬂk7ﬂlhﬂl21 i 'sﬂk»lk]-

Puesto que el modelo es lineal con respecto a los pardmetros

1l

VAR() = o? (X'x) 7,

con X la matriz de disefio. Por lo que

VAR(H) = o%'(X'X)7z,
X‘ = [211227" ° 7zn]1
donde n es el nimero de corridas experimentales (n > k) y
7t =Lz iy @iy Thn Triaiy > Tho1iii],
parai=1,---,n.
Este ultimo vector denota la i-ésima corrida experimental en las variables indepen-

dientes.

Con el procedimiento usual de A.CO., lo que se hace es maximizar #§ sujeta a la
restriccién x'x = R? (x vector k-dimensional).

Se desea afadir la condicidn adicional de que la varianza sea constante y mds o
menos pequeiia en toda esfera de radio R.

Cuando el disefio es rotable, esto no tiene mayor problema, ya que como antes se
menciond la varianza sélo depende del radio de la esfera y bastara con ir restringiendo
7 a esferas de radio suficientemente pequefio.

Pero si el disefio no es rotable, la varianza puede comportarse de manera no uniforme
sobre la esfera y como consecuencia, acarreard malas estimaciones del mdximo de 7 y
dependera de las condiciones de x para obtener dicho médximo.

Se debe intentar minimizar entonces el papel de la VAR(7) en la creacién de incer-
tidumbre en la estimacién. La manera en que se hace es optimizando 7 sobre curvas

de varianza constante. Es decir se optimiza 7 sujeta a

& (X'X) 2= 1,
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donde {2 es una constante relativamente pequefia.

Se dard un tratamiento para disefios elipsoidales, no sin antes mencionar que en la
préactica, cuando el plan de disefio es modificade o simplemente se carece de algin plan,

es dificil obtener disefios rotables o elipsoidales.

Se dice que un disefio es elipsoidal si VAR(7) = ¥(x'Ax) donde ¢ es una funcién
de x*Ax, A es definida positiva y simétrica.

Los disefios rotables son casos especiales de los disefios elipsoidales cuando A es la
matriz identidad.

Usar el A.CO. estdndar cuando el disefio es elipsoidal pero no rotable, puede lle-
var a salir répidamente de la regién experimental usada para calcular los estimadores
de los pardmetros sobre todo cuando esta regién es muy angosta, produciendo graves
trastornos en la varianza de la respuesta. Adn mds, al estar fuera de la regién experi-

mental dificilmente se podria conocer esta varianza.

Se propone entonces, optimizar 7 sujeta a que VAR(7) = ¢%2. Si el disefio es
elipsoidal, esto es equivalente a optimizar 7] sujeta a que x*Ax = a?, donde a? es una
constante. Para el caso en el que se trabaje con un disefio rotable, el método modificado
de A.CO. coincide con el método estandar.

Este problema puede reducirse al método de A.CO. estandar de la siguiente manera:

En el capitulo 2 se mencioné que existe una malriz ortogonal P tal que
A = Pdiag(A\;)P,

donde P es una matriz formada por vectores propios de A, cada uno correspondiente
a un valor propio de A.

diag(A;) es una matriz diagonal formada con los valores propios de A.

Sean
w = diag (\/XZ) Px,
. 1
c = dlag( /\)Pb,
. ¢ 1
C = diag T PBP'diag )
entonces

§ = b+ we+ wCw,
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ya que
bo + wiec + wiCw

= bp+x‘Pidiag (\/,\_) diag (L/\) Pb
+x!P'diag (\/A_) diag (71;_) PBPdiag (%) diag (\/,\_) Px

= by+x'P'Pb+x'P'PBP'Px
= by+xtb+x*'Bx

= 77.
También se tiene que

w'w = x‘P'diag (\/)\_.) diag (\/:\:) Px

x' Pldiag(\) Px

[

x!Ax = a%
Obtenidas estas expresiones no hay més que aplicar el Método de Anilisis de Co-
ordilleras usual a #j = by + w'c + w!Cw sujeta a w'w = a®.
Ejemplo 3.2.1:(26]
Considérese un modelo ajustado en dos variables z;, z;. Las variables del disefio y los

correspondientes valores observados de ¥ se dan en la tabla (3.2.1).

TABLA (3.2.1 ]

1 T2 Y

—3/4/2 | =5/4/2| 16.79

—-5/4v2 | =3/4v/2 | 17.34

5/4v2 | 3/4v2 | 14.88

3/4v/2 | 5/4v2 |16.43
0 0

15.00
1 1 16.00
-1 -1 18.00
-1/4 1/4 | 16.50
1/4 14 {15.00

La matriz de varianza y covarianzas del vector de estimadores para los coeficientes
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de regresién es o2 (XTX) —1, donde

10 0 —-425 —425 75

1.06 —-.94 0 0 0
-1 1.06 0 0 0
(A X) - 24.8 228 438 |~ (32.1)
24.8 —43.8
81.3
El modelo ajustado es
7 =15 — 1.99z; + 9925 + 2.972% + 3.97z2 — 4.94zx,, (3.2.2)

v puede verse facilmente que el disefio utilizado no es rotable. Sin embargo, la VAR(7)
tiene la forma:

VAR(#H) = o?(1 — .B7p% + .34375p"), (3.2.3)
donde p? = 8.51z% — 15x,z, + 8.5z3.

De aqui que, el disefio es elipsoidal, con respecto a la forma cuadrética de la matriz

A, donde
85 -—T.5
A= ( ~-15 85 )
Se sigue que

diag(/\f)=[(1] 106] y P=—\}—§[—11 ”

de tal manera que
1 .
(wl, wz)t = %[ml + T, —421 + 41:2], (32.4)
que se calculd utilizando la expresién w = diag (\/)\—,) Px.

La respuesta estimada evaluando (3.2.1) en términos de las w'* queda como

= 15 — 707wy + .52Tws + w? + .37T1w? + 25w, w3, (3.2.5)

que es una forma cuadratica en C donde
1 125
¢= [.125 .371]'
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Después de estos cambios, hay que aplicar el A.CO. usual. Es decir considerar la

funcién F con
—5 2 2 2
F=1—p(wi +w; —a’).
Los puntos estacionarios satisfacen la ecuacién

oF _,,

dw
Las soluciones estan dadas por

.164086 — .3534p
u? — 137 + 355375

—.3076875 -+ .2635;
1% — 1.37p + .355375"

wy

Wy =

que surgieron del sistema de ecuaciones dado por

(3.2.6)

(3.2.7)

Recuérdese que si se desea obtener maximos de 7, entonces ¢ debe escogerse méds grande

que el mayor valor caracteristico de la matriz C.

Los valores propios de C son: .34707 y 1.02393. Se escogieron diez diferentes valores

de g todos mayores que 1.02393. Para cada una de éstos se encontrd el correspondiente

méximo absoluto (wq, ;) sobre el circulo

2 2 _ 2
wy + w; = a’,

(3:2.8)

utilizando las ecuaciones (3.2.5) y (3.2.6). Se obtuvieron ademads las z;-y z, de (3.2.3).

Las a" y 0-2VAR(#) se calcularon de (3.2.7) y (3.2.2) respectivamente. La respuesta

estimada en términos de las w; estd dada por (3.1.4). Los resultados se presentan en

la tabla (3.2.2)

TABLA (3.2.2) ]
P 4.0 3.5 3.0 2.5 2.0
w0, -0.1149729 | -0.1374639 | -0.17009938 | -0.2264607 | - .3365082
W, 0.0686493 | 0.0787206 | 0.002098 | 0.110478 | .1359339
1 -0.0934384 | -0.1111232 | -0.1371986 | -0.1796697 | - 0.2619904
Ts -0.0601660 | -0.0832899 | 0.1046354 | -0.1406104 | - 0.2130406
7 15.130456 | 15.157161 | 15.197874 | 15.267882 | 15.418205
a 0.133908 | 0.1584084 | 0.1042185 | 0.2519686 | 0.3629266

o~2VAR(7) | 0.9844206 | 0.9782509 | 0.9674833 | 0.9458335 | 0.8907125
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I 1.50 1.40 1.30 1.25 1.20
wy -0.6671172 | -0.8354416 [ -1.1231169 | -1.3608769 | - 1.7320725
wy 0.1595308 | 0.1545867 | 0.1325192 | 0.1062461 | 0.0566838
Ty -0.499949 | -0.6181052 | -0.8176316 | -0.9811117 | - 1.234844
Ty -0.4435444 | -0.5634478 | -0.7707765 | -.9435516 | - 1.214801
7 15.983603 | 16.346664 | 17.094578 | 17.838156 | 19.231169
a 0.6859266 | 0.84962325 | 1.130908 1.365018 1.733

o *VAR(7) | 0.6644111 | 0.5474945 | 0.4431951 | 0.5630631 | 1.4726584

Ahora se maximizara la funcién de respuesta en términos de las variables originales
sujeta a la condicién 22+ 22 = R? para verificar de manera experimental que el método

meodificado produce mejores resultados que el método usual. Considérese entonces
F* = §j — 0(2? + 22 — R?).
La solucidn de % = 0 estd dada por las ecuaciones

2.7275 — 0.9950
02 — 6.940 + 5.69°

.9875 +- .4950
02 — 6.940 4+ 5.69°

=
Ty =

Los valores propios de la matriz B

2.97 =247
—247 397 |°

son .95 y 5.99, entonces valores de # mayores que 5.99 deben ser considerados. La tabla

(3.2.3) presenta las respuestas mdximas, los correspondientes valores de R, los de j y

aquéllos de o~2VAR(7) para 5 diferentes valores de 6.

TABLA (3.2.3)

0 9.5 9.0 8.5 8.0 7.5

T -0.2240 | -0.25701 | -0.302374 [ -0.36926 | - 0.478766

T3 0.18960 | 0.224618 | 0.274142 | 0.349153 | 0.475227

7 16.135 | 16.41556 | 16.85252 { 17.6063 19.1245

a 0.29354 | 0.341336 | 0.408147 | 0.50819 | 0.674580
o~ *VAR(#) | 0.44641 | 0.560246 [ 1.104137 | 03.24800 | 12.8516
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Nétese que el valor mas grande de 7 en la tabla (3.2.3) es de 19.124547 obtenido
en el punto (-.4787664,.4752275), que cae fuera de la regién experimental. También
note el ripido incremento en 0~2VAR() de .4464172 a 12.851665. Este resultado es

causado por la magnitud de los elemtos de (X'X)~!.

En el procedimiento modificado, el valor mds grande de 7j es de 19.231169 en el punto
(-1.2348435,- 1.2148018), ver tabla (3.2.2), que se encuentra cercano a la periferia de la
region experimental con una varianza de 1.4726584, la cual es muy pequefia en relacién
con la anterior.

CASO II:
En muchas ocaciones el disefio experimental sufre algunas modificaciones, es frecuente

que se le agreguen puntos que son de interés o bien que el ajuste de una superficie de
segunao orden se realize sin llevar a cabo un plan de disefio especifico. El costo que se
paga en estos casos es que la VAR(#), por lo general crece mucho. Aqui se desarrolla
un procedimiento con el cual se podrd controlar el término de VAR(#%) que contribuye

mas a que ésta sea grande.
Si 1,62, ++, §p con p = (k+1)(k42)/2, son los valores propios de X*X y utilizando
que VAR(#) = 0?2 (X'X)™ 2, se puede probar que

olz'z - oztz
max; (; < VAR() < min; §;’

Esta doble desigualdad refleja la dificultad que se tiene para acotar la VAR(7)

cuando X'X tiene uno o més valores propios pequefios.

Sea V = [vy,vg,-++,Vvp] v ERP i = 1,---,p, una matriz ortogonal de vectores
propios de X'X. Entonces
X'X = Vdiag(¢)V?,

implica que

(x*x)™ = Vdiag (-Cl—) V.

Los valores propios de (X*X)™! son é, para toda i = 1, p, siempre que ¢; # 0.

VAR(#)
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= o%z'Vdiag (CL) Vig

. 1
= 02(zlvl’ ZLVZ, s 1Z¢Vp)dlag (?) (v{z, V;z1 s 7V;Z)
1

z'vy z'vy z‘v,,) ty gt TIRY!
= te Z'V1,Z Vot rr , TV
( GG T G (z'vi,2'vay 0, 20v)
G
Se tiene que
22.—1(2 v,)z 5P (2t V')z .2 TP (ztvi)?
mG =7 G min; G
pero
g2 oz (Vi)
ma‘xl Cl
t t ¢
_ 2f 2V Z've 2V t N AT
- (maxi ¢ max; (;’ ' max; G) (z*vy, ZPva, -+ 20V,
s 1 .
= z'Vdiag| —— ) V'z
max (;
1 . .
= —z'VIV'z
max; (;
z'z
max; {;’
Andlogamente se tiene que
ThaEv)?  Z'2
mlnx Cx min,- C,- ’

de donde se desprende la desigualdad que se habia propuesto para la varianza de 7.

Las componentes de v; se denotan como
Vois Uliy* " " 9 Ukis V11iy U220y * * * 5 Ukkiy V12iy V13iy * * * 4 Vke ki -

‘para i = 1, p. Entonces

ztv; = vy + x'r; + X' Tix,
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con'i = T;p. Donde 7 = [vsi; vain++~ , vl y

vurvi ."0‘121'/_2 v1kif2

T LUy ke ‘vzk:'/z

’
Vkki

que implica que

VAR(#) = o 38 {vo; + X' + XlT-’x)2_
_ G
De esta iltima igualdad se observa que si se trata de optimizar 7 sujeta a curvas
de nivel de varianza constante se tendran dificultades al aplicar la técnica de multipli-

cadores de lagrange ya que aparecerdan términos no lineales en las variables independi-
entes.

Se adoptara entonces una solucién un tanto comprometida, que recupera el espiritu
de A.CO. y también considera un control sobre la varianza de 7.

Nétese, que valores pequeiios de ¢; contribuyen a producir varianzas grandes en la
respuesta. Entonces se va a restringir la parte de VAR(#) correspondiente al valor
propio méis pequefio de X*X, denotado por (min- De esta manera la varianza de la
respuesta se controlara en la regidn en la que se aplique el A.CO.

Sean vom, Tm, Tm los valores de vo, 7, T correspondientes al valor propio mis pequefio,

Cmin, Fespectivamente.
Se optimizard 7 sujeta a que
Vom + X7 + X Tx =1,
donde r es una constante positiva lo suficientemente pequefia como para anular el efecto
del valor propio mds pequefio.

Cuando T, es indefinida, las curvas de nivel de la forma cuadratica (3.2.1) no son
ni elipses ni esferas. De esta manera la restriccién sélo controla a la varianza, pero
no tendria que considerar x en la region de disefio, entonces se afiade la restriccién

adicional x*x < R?, donde R es lo suficientemente grande para contener al disefio
experimental.

Utilizando el método de multiplicadores de lagrange

L= ﬁ - /‘l(vOm + xt""m + xtme - T) - A(X‘X - Rz),
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donde » es algun valor deseable para (vgm + X' + X T X — r).

Se obtiene g—f( = 0, entonces

(B = pTn — AM)x = 1/2(p1m — b).

Lo que debe hacerse es escoger valores de p y A apropiados para asegurar que se
obtenga una respuesta dptima restringida.

Para un valor fijo de p la matriz de segundas derivadas parciales 2(B — pT,, — AI)
es definida negativa si A es mayor que todas las raices caracteristicas de (B — uT3y,), las
A’? con esas propiedades proporcionardn un méximo de #, es decir cada punto x que

se obtenga dara respuesta éptima para un nivel
T = vgm + X' + X' Tux

y por supuesto para un radio fijo R = (x‘x)”z.

Ejemplo (3.2.2): [26]
Se elabord un experimento para una respuesta que depende de tres variables. El primer
intento fue construir y usar un disefio compuesto central. Sin embargo, dificultades
experimentales impidieron el uso del disefio como se habia planeado inicialmente y el
que finalmente se utilizé condujo a problemas de mal condicionamiento con respecto al

ajuste de una superficie de segundo orden. Los datos se presentan en la tabla (3.2.4).

TABLA (3.2.4)
Ty Ty T3

-1.020 | -1.402 | -0.998 | 13.5977
0.900 | 0.478 | -0.818 | 12.7838
0.870 | -1.282 | 0.882 | 16.2780
-0.950 { 0.458 | 0.972 | 14.1678
-0.930 | -1.242 [ -0.868 | 9.2461
0.750 | 0.498 | -0.618 | 17.0167
0.830 | -1.092 | 0.732 { 13.4253
-0.950 | 0.378 | 0.832 | 16.0967
1.950 | -0.462 | 0.002 | 14.5438
-2.150 | -0.402 | -0.038 | 20.9534
-0.550 | 0.058 | -.518 | 11.0411
-0.450 | 1.378 | 0.182 | 21.2088
0.150 | 1.208 | 0.082 [ 25.5514
0.100 | 1.768 | -0.008 | 33.3793
1.450 1-0.342 { 0.182 {15.4341
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En este ejemplo, el valor propio mds pequefio de' XX es (i = 0.321..

Vom + X'Tm + X Tmx
= ~0.2935 + 0.0469z, + .48081z2 + .4071z3

1129 0095 2709 Ty
+(z1, z2,23) | 0095 —.1382 —.0148 T2 |.

2709 —.0148 .6453 T3

Puesto que T, es indefinida (sus valores propios son .759,0.0008,-.1398) se afiade la
restriccién
22+ a2l +22 < RR.

Para tener una idea de que valores de r son razonables, se calculd (o2 [vom + Tt Tmx +
X1 X]?) /Cmin) Para cada uno de los 15 puntos del disefio. (Esta es la porcién de la
estimacién de VAR(#) correspondiente a (i = 0.0321). El valor mds grande que se
encontrd fue 0.66, correspondiente a un valor de 0.087 para vom + X!TimX + X' T X.

Con esta informacién r no deberia ser mucho mds grande que 0.09 y R no excedera
2.0 esta cota para R fue obtenida al evaluar la ecuacién z? 4+ z% + 22 = R? sobre cada
punto del disefio experimental. El valor .09 sirve como una guia para lo que podrian
considerarse valores deseables de r.

El método de A.CO. sin modificacidn se aplicd. La tabla (2.3.5) proporciona valores

de 7] para diferentes x que son soluciones de la ecuacién

b
(B —/\I)X = —5,

TABLA (2.3.5)
R 2.0 1.9749 | 1.944 1.744 | 1.4836 } 1.3945
i 57.176 | 56.272 | 55.147 | 48.332 ] 40.197 } 37.640
VAR(7) | 405.44 | 385.73 | 360.783 | 231.696 | 118.03 | 91.108
o~2VAR(7) | 145.90 | 138.668 | 129.834 | 83.38 | 42.475 | 32.787

Ty 1.265 1.249 1.227 1.085 .899 .835
Ta 0.936 | 0.9272 | 0.916 0.845 0.749 | 0.715
T3 1.232 | 1.2168 1.197 1.074 0.912 .857

r 2.079 | 2.025 1.958 1.5523 | 1.0845 | .941
72/ Cenin 134.73 | 127.815 { 119.371 | 75.163 | 36.641 | 27.631
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R 1.146 | 0.9378 | 0.698 | 0.3785 | 0.1306
7 31.085 | 26.229 | 21.365 | 16.021 | 12.796
VAR() | 39.750 | 17.057 | 5.846 | 4.320 | 7.202
o~2VAR(7) | 14.305 | 6.138 | 2.104 | 1.554 | 2.592
) 0.6508 | 0.5146 | 0.3518 | 0.1519 | 0.0371

2 0.6179 | 0.5308 | 0.4223 | 0.2551 | 0.1027

T3 0.7048 | 0.5770 | 0.4305 | 0.2347 | 0.0869

7 0.5866 | 0.3372 | 0.1041 | 0.1237 | 0.2406

T Con | 10.71 | 3.543 | 0.337 | 0.477 | 1.804

Aqui, por supuesto, los valores de A fueron escogidos mayores que el valor propio
més grande de B para maximizar 7j sobre una esfera de radio R. Para ilustrar la
presicién de 7 en lo que ordinariamente se podrian considerar condiciones de operacién

recomendables, también se proporcionan valores estimados de o~2VAR(#) en cada

punto x.

Posteriormente se encontraron las condiciones que maximizan 7 sujeta a las restric-
ciones del A.CO. modificado. Se tuvo especial atencién en R £ 2.0 y r £ 0.09, aunque

con el objeto de generar mds resultados, se consideraron valores de r mayores, pero no

mucho mayores que 0.09. Los resultados se presentan en la tabla (2.3.6).

En dicha tabla aparece la varianza estimada de 7} para hacer posible una comparacién

con el andlisis de coordilleras ususal.

TABLA (2.3.6)
R 2.098 | 2.000 | 1.9345 ] 1.9039 | 1.85 | 1.795
7 19.14 | 46.26 | 44.11 | 42.83 | 40.22 | 37.042
VAR(?) | 18.34 | 14.898 | 11.607 | 9.754 | 6.474 | 3.627
o~ 2VAR(7) | 6.602 | 5.336 | 4.177 | 3.510 | 2.330 | 1.305
zl 1.060 | 0.965 | 0.820 | 0.750 | 0.6011 | 0.405
zs 1.810 | 1.7515 | 1.752 | 1.750 | L.751 | 1.752
Ts -0.04 | -0.0207 | 0.015 | 0.012 | 0.000 | 0.000
T 0.183 | 0.1650 | 0.1457 | 0.1259 | 0.086 | 0.047
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R 1.623 | 1.53 | 1.162 | 0.848

7 37.19 | 35.242 | 27.78 | 22.42

VAR(7) | 8.745 | 8.12 | 4.542 | 3.2567
o~ VAR(®) | 3.147 | 2.922 | 1.635 | 1.17

Ty 0.7845 | 0.7734 | 0.563 | 0.410
T, 1.421 | 1.320 | 1.015 | 0.7367
T3 0.011 } 0.0186 } 0.0632 | 0.0972
r 0.139 | 0.1357 ] 0.0744 | 0.0062

Comparando entre las dos tablas se puede observar que la restriccién extra sobre la
porcidén de mayor varianza, mejora la presicién de 7 en el dptimo estimado.

Para un radio especifico, el analisis de coordilleras sin modificacién proporciona una
respuesta #j mayor que la obtenida con el método modificado, sin embargo, al comparar
la » y la VAR(7) de ambos procedimientos se observa una gran mejoria del segundo
método con respecto al primero.

Aunque no es facil decidir entre una respuesta mayor contra una varianza pequeiia se
aprecia una superioridad de las coordenadas proporcionadas por el método modificado
que aparecen en la tabla (2.3.6).

Por ejemplo, dificilmente se podria esgoger cualquier condicién de operacién en la
tabla (2.3.5) que indique 7 > 50 debido a las varianzas tan grandes que presenta la
prediccién. Por otro lado la tabla (2.3.6) revela que en un radio aproximadamente igual
a 2, se obtiene 7 = 49.143 y o"2VAR(7) = 6.602.

Es interesante notar cudl es el impacto de la componente r de la VAR(#) en el A.
CO. El dltimo renglén de la tabla (2.3.5) proporciona r?/(min = r2/0.0321, el cual
deberia ser comparado con el renglén ctiquetado con VAR(7)/o?. Se puede ver en este
ejemplo que 72 g, determina un mayor valor de VAR(()/o2.

El minimizar el valor propio mds pequefio de X'X ayuda a prevenir el problema
de multicolinealidad en Regresién ([31], pdg. 189). VAR(H) serd grande cuando (min
es cercano a cero, pero si alguno de los valores propios de (X'X) es cercano a cero
existen dificultades para determinar la inversa de esta matriz y la de la matriz X. Esto
se debe a que alguna de las columnas de X es casi un miltiplo escalar de la otra.
Algunas veces, aparece una matriz de disefio con estas caracteristicas, si es que este

no es planeado. Precisamente el objeto de esta seccién es abordar el A. CO. cuando el
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disefio presenta dificultades como las que aparecen en multicolinealidad.

141



COMENTARIOS FINALES

Este trabajo se ubica en un 4rea de reciente explotacién. Se trata de la metodologia
aplicada en el analisis de superficies de respuesta. Existe una gran cantidad de con-
tribuciones sobre el tema, tanto, que en dos periodos distintos, diferentes autores se
han dado a la tarea de recopilar toda la informacién existente. La primera relacion
detallada de los trabajos escritos sobre el tratamiento de superficies de respuesta fue
publicada por Hill y Hunter en (1966) y una segunda revisidn bibliografica es dada en

(1988) por Myers, Khuri y Carter.

Se observa que tales contribuciones, en su inmensa mayoria, proponen métodos ais-
lados que dan solucién a las partes mas importantes que integran el andlisis total de
superficies de respuesta. En consecuencia, no se prevé la aparicién de pequefios proble-
mas que impiden una secuencia lgica en el desarrollo integral del anélisis. Obteniendo
como resultado, una metodologia particularizable y en muchos de los casos limitada
mas que una de aplicacién general y algoritmica. Un ejemplo de esto iltimo, es la
eleccién de la longitud del paso de la ruta, t, en el método de ascenso por pendiente
méxima. Hasta 1990 no se contaba con un criterio que permitiera definirlo, por ende
su eleccién quedaba al juicio y subjetividad del investigador. Tal situacién, planteaba
una problemdtica en la aplicacién algoritmica de la metodologia que se tenia hasta el
momento.

El afio de (1991), culmina con lo que se podria denominar la Implementacidn Al-
goritmica de la Melodologia para el Andlisis de Superficies de Respuesta, esto, debido
a los resultados obtenidos por Pérez en el mismo afio. Dicho autor obtiene, [39], nu-
merosos resultados de aplicabilidad a la metodologia ya existente, entre los cuales se
resaltan de manera especial: un nuevo criterio para elegir la longitud del paso, t, en
la ruta de ascenso por pendiente mdxima, una nueva manera de encontrar el centro de

los subsecuentes disefios utilizados en el desarrollo secuencial del método de ascenso
por pendiente maxima, y la determinacién de un criterio para finalizar la biisqueda del

4ptimo; dicho criterio estd relacionado al hecho de que el éptimo pertenezca o no al
conjunto de extrapolacién S descrito en la seccién (2.5); esto equivale a pedir que el
6ptimo se encuentre cercano al disefio. La puesta en marcha de los resultados ante-
riores, hace posible el desarrollo de programas computacionales que permiten realizar
el analisis completo de superficies de respuesta y aplicarlo a problemas reales. Asi,

la experiencia y juicios del experimentador quedan circunscritas a las partes menos
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técnicas del analisis.

Este trabajo ha logrado reunir los nuevos avances obtenidos para el analisis de
superficies de respuesta con la metodologia ya existente, dando asi la posibilidad de
tener en un sélo texto todos los elementos necesarios para el desarrollo algoritmico del
analisis.

Punto importante, ha sido la presentacién de las diferentes partes que conforman la
metodologia, buscando ese sutil equilibrio entre lo tedrico y lo practico. Lo anterior, re-
flejado en la gran cantidad de resultados presentados y en sus demostraciones, logrando
que estas 1ltimas sean lo mds accesible a personas no versadas en el tema; asimismo
los numerosos ejemplos de interés practico, planteados con el objeto de esclarecer cada

parte del andlisis.

En resumen, este trabajo es base para comprender las direcciones a seguir en fu-
turos trabajos de investigacidon acerca de la metodologia de superficies de respuesta,
tales como:

1.- La optimizacidén simultdnea o el problema de multirespuesta. En esta drea los estu-
dios apuntan sobre todo a la biisqueda de disefios adecuados, ya que un disefio eficiente
para una respuesta puede no ser cficiente para otras. La experimentacién secuencial
propia del problema de superficie de respuesta resulta un reto en el caso de multires-
puestas: la decisidn para hacer un cambio de disefio experimental no sélo depende de
una sino de varias respuestas.

2.- La optimizacién de una respuesta sujeta a restricciones de tipo lineal. Se ha ob-
servado que en mucho de los casos, este problema puede ser reducido a uno de com-
plementaridad lineal. Por lo cual, es necesario el desarrollo de algoritmos eficientes
que permitan la obtencién de la solucion bdsica factible complementaria que resuelve
el problema, o bien, desarrollar métodos que obtengan los éptimos con restricciones a
partir de los éptimos no restringidos, los cuales se calculan con la metodologia expuesta
en este trabajo.

3.- La optimizacién de respuestas que dependen de variables explicativas de tipo ca-
tegdrico o numerable. Si este es el caso, no es posible dar una expansidn en series de
Taylor para la respuesta y por ende modelos polinomiales no necesariamente serian

buenas aproximaciones para la misma. De aqui la necesidad de crear nueva teoria al
respecto.
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APENDICE A.

Proposicién 1 Sean x y b vectores de dimensién k, B una matriz simétrica de k x k

y bo una constante. Los siguientes resultados se verifican

Demostracién:

b
1) 5;2

) 20<'D)

bq
) go=0
oxtb
2) = =b.
t
3) a"afx = 2Bx.

0V:i = 1, %, entonces B_Im_ =0.

ax

iz _,

3:1:;

O(x! Bx)

iy entonces ,

6$i

a ( K T bijz.'mj)

3) Oz

0z

Ax'b)
) -

ba

by,

d (E’§=1 bmjmmmj -+ Efyém Z_’;:l a;ja:;.z‘,-)

Az

k k
2bmmmm + Z bmjxj + Z bl'm$|'
i#Em i#m

k
2bmTm +2 Z bniz; por simetria de B

iAm

k
2 Z bmimi

i=1

el cual es el término m-ésimo de 2Bx, por lo tanto

d(x'Bx)
ok = 2Bx.
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Proposicion 2 Sea z un vector de dimensidn k, A una matriz de gxk y B una matriz
de 1 x m. Los siguientes resultados se verifican

a) E[AzB]= AE[Z]B.

b) V(2] = El22'] — E[2]E[2").

c) V]Az]l = AV[z]AL

La notacién E se refiere a la esperanza y la V, se refiere a la matriz de varianzas y
covarianzas.

Demostracién:
La demostracién de los resultados es muy simple y puede verse en ([43], pags 5-15;

(28)).
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APENDICE B.

TEOREMA 1 (DESCOMPOSICION ESPECTRAL) Cualquier matriz simétrica

By puede escribirse como
k
B=UAU!'= Z&;U(.-)U(',-),
i=1

donde A = diag(61,82,---,6k); 61, -, 6 son los valores propios de la mairiz B y U es

una malriz ortogonal cuyas columnas son los vectores propios de B.

Demostracién:

Primero se detallard como calcular los valores propios de la matriz, con los procedi-
mientos conocidos de dlgebra lineal. Por definicidn, se tiene que Uy;) es el vector propio
asociado al valor propio §; de la matriz B, si BU(;) = 6;U(;). La manera de calcular los
vectores y valores propios, es resolver el polinomio caracteristico en §, P(8), que resulta
de calcular el determinante de la matriz (B — 6lx) e igualar a cero. Dado que B es
una matriz simétrica, del dlgebra lineal se sabe que todos los valores propios son reales.
Ahora para cada valor propio §; se busca el Uy;) que resuelva la ecuacidn caracteristica
(B—&IYU;) = 0, y seelige Uy de norma unitaria y asi para cada ¢ = 1,---, k. Ademds
se pide que U(‘,-) ~ Uy = 0, para toda i # j, 4,j = 1,+-+,k, lo cual se logra mediante
el proceso de Gram-Schmit. Una vez hecho esto, se definen las matrices de valores y

vectores propios como

A =diag(br, 2 &%) y U= [Un)Upp -, Ul

Entonces
BU = [BUy), BUy),-,BUy]
= [6iUn), 62Uy, -+, 6:Uiy),
por definicién. Ahora
Uy
U'BU Vi
= . 6100y, 62Uy, -+, 8l
Uty

= diag(6;, 62, ey, 6k),
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dado que U(".) +Ujy = 0 para toda i # j y Ug;) es un vector de norma unitaria, por lo
cual U(tl)U(l) = 1.

Luego entonces U*BU = A, que implica

B=UAU! conU'U =1.
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