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PRESENTACION

La presente tesis va dirigida a todas aquellas personas que tienen la
inquistud de conocer el comportamiento de fenémenos que son complicados de
analizar matemdticamente. En particular al estudiante de Ingenieria que
empleza a encontrar problemas aparentemente aleatcrios para los que no se
tlenen soluciones analfticas exactas. Se propone una manera relativamente
sencllla de complementar la informacién del sistema en estudio para integrar su
anélisls.

Estd constituida por tres capitulos, una introduccién, conclusiones y
bibliogratfa. Et primer capftulo es una breve descripcién matemética del contexto
del fenémeno cadtico desde el enfoque de Teoria de Sistemas Dindmicos. El
segundo capitulo analiza algunas herramientas matemdticas parza el estudio de
Sistemas Dindmicos No Lineales, se muesran herramientas cldsicas como
Mapas de Polncaré y exponentes de Lyapunov y posteriormente se proponen
otras herramientas para complementar este andlisis. Ef tercer y dltimo capitulo
de la presente tesis son observaciones de comportamiento cadtico en diferentes
circuitos electrénicos tanto discretos como conlinuos, se presentan andlisis
matematicos y resultados experimentales de simulaciones en computadora.

INTRODUCCION,

Desde los tiempos mas remotos, el ser humano ha tenido la nocién de
prediccidn y orden, esta noclén, lo condujo posteriormente a creer en un
universo completamente ordenado y pradecible. Especificamente, como enfatizé
Plerre Simon Laplace, la Dindmica Newtoniana que goblarna todo el mundo
macroscdpico es estrictamente determinista, es decir, que los estados pasados
y futuros de un sistema newtoniano Unicamente seguirian al estado presente.
M4s adn, la Mecdnica Cuéntica es también determinista porque aqui también el
estado presente del sistema determina en forma Unica el estado pasado y el
futuro del sistema. Para enfatizar ésto, a pesar de sus diferentes definiciones de
estado, las ecuaciones de Schrddinger y las de Newion son iguaimente
deterministas. En consecuencia, el ser humano, a mediados del siglo XX , podia



creer en el triunfo del determinismo tanto a nivel macroscdpico como a nivel
microscépico.

Sin embargo, con tedo y su devocidn y profunda conviccion en el
determinismo, el ser humano se ha encontrado con sisteamas newtonianos que
son impredecibles y cadticos, como la rueda de una ruleta o un dado. De un
interés mds cientifico esta el problema de ia turbulencia en todas sus formas.
Tal vez una de las mds sorprendentes revelacionss en la dindmica
contemporénea es que, dentro de la mecdnica newloniana, podemos encontrar
una respuesta aparentemente aleatoria en un sistema completamente
determinista con tan sélo dos grados de libertad. Mds aln existe evidencia
sustancial aunque no rigurosa de que las 6rbitas caéticas son la regla \y no la
sgxcepcidn, en los sistemas dindmicos.

Descripcidn del término Caos

Aparentements, determinismo y caos son términos completamente
contradictorios, e! fenémeno de caos lo podrfamos describir con palabras como
“srrdtico”, “irregular®, o "aparentemente impredecible®. A este tipo de situaciones
se le ha relacionado con conceptos matematicos precisos - exponentes
positivos de Lyapunov, entropia topoldgica, atractores fractales, etc. -
especificamente, en el sentido técnico mas estricto, caos es simplemente un
sinénimo de aleatoriedad como revela la Teorfa de Complejidad Algoriimica
desarrollada por Andrei Kolmogorov, Gregory Chaitin1 .

AUn no se tiene una definicion generalizada de lo que es caos. En 1963
E.N. Lorenz publicé sus observaciones numéricas en un modelo simplificado de
conveccion térmica. El descubrié que en este sistema, -completamente
determinista- de tres ecuaciones diferenciales ordinarias, todas las soluciones
no periddicas eran acotadas pero inestables, éstas sufrian fluctuaciones
irregulares sin haber introducido ningdn elemento aleatorio al sistema.

1 Knlmogorov A. N, (1954 Preservation of Condi Ily Periodic M s with small change in the
Hamile 'unction, KAM Theorem. Lect. Notes in Phys. 93,51 (1979).
Chaitin (3.1, {19%7); Algoritnic | ion Theory. Cambridge University Press.

1



Posteriorments, Li & Yorke (1975) son los primeros en introducir el término
“caos" , en la literatura matemdtica, para denotar una respuesta aparentemente
aleatoria en un sistema completamente determinista . En 1976 Robert May
encuentra comportamisnto dindmico muy complicado en un modelo muy simple
de poblacién y realiza interesantes estudios sobre este modelo. Mds adelante
viene el descubrimiento de las propiedades de escalamiento y las constantes
universales en los mapeos unidimensionales hecho por Feigenbaum, este
trabajo Impulsa a los ffsicos a seguir investigando sobre el tema.

Paralelamente, existe otro camino que ha conducido a los investigadores
al dominio del “caos” en la Mecdnica Clasica: Sistemas Hamiltonianos no
integrables. A finales dsl siglo pasado el desarrollo de la Mecanica Celeste y los
fundamentos de la Mecdnica Estadlstica pusieron en graves problemas a fa
Dindmica Cldsica, Dado que el éxito de la Teorfa de la Relatividad y de la Tsoria
Cudntica asi como el rdpido progreso de la tecnologia moderna absorbisron la
atenclén de casi todos los fisicos, estos complicados problemas fueron tomados
por los mateméticos por mé&s de medio siglo. Sus esfuerzos se cristalizaron en
la formulacion del lamado teorema de KAM a principios de los afios sesenta.
Estudios numéricos referentes a lo que sucede cuando el teorema do KAM falla
han revelado la abundancia de movimientos aleatorios en sistemas no
integrables.

El fendmeno relativo a la ocurrencia de afeatoriedad e impredecibilidad
en sistemas completamente deterministas se le ha llamado, por diferentes
autores: “estocacidad dindmica”, "caos determinista®, "ruido autogenerado®,
"estocacidad intrinseca® o simplemente "caos‘. A veces es descrito como una
sltuacién en la que el sistema pierde la sincronizacién consigo mismo,
resultando un movimiento no-pariédico compisjo.

Matematica Experimental

Se puede tomar como ejemplo el problema de la prediccidn del clima, las
suposiciones de 1os meteordlogos estdn fundamentadas en el principio de
causalidad -causas Iguales producen iguales efeclos- , luego, el conocimiento
de todos los datos del clima debe hacer posible una prediccién  exacta. Claro



que ésto es imposible ya que no podemos colocar una estacidn de medicién en
un niimero arbitrariamente grande de lugares, a causa de ésto los meteordlogos
optaron por que -causas similaras producen efectos similares-. La prediccién del
clima se hace simulando en computadora complicadas ecuaciones
matemaéticas, se recopilan datos como temperatura, presion, direccién del viento
y otras variables, de la red de estaciones de medicién en todo el mundo y se
introducen al sistema computacional que calcula el clima resultante con base en
el modelo matemadtico. Estrictamente, no se ha podido hacer una prediccidn a
largo plazo del comportamiento del clima basdndose en estos modelos, lo que
se hace es una prediccién a corto plazo ( 6 horas, tipicamente) y los datos
resultantes se retroalimentan al sistema.

Los modelos de clima modernos trabajan con una red de puntos del
orden de sesenta millas y hasta mds, se tienen que adivinar ciertos dalos
iniciales puesto que las estaciones terrestres y los satélites no pueden registrar
todos los puntos. Pero suponiendo que la lierra pudiera ser cubierta con
sensores separados una distancia de un metro uno de otro y que cada sensor
pueda dar lecturas perfectamente precisas {de temperatura, presion, humedad y
cualquier otra medida que un metsordlogo pudiera desear), si a mediodia una
compuladora de gran capacidad tomara todos los dalos y calculara qué pasaria
minuto a minuto, aun ésta seria incapaz de predecir si en México habria o no
lluvia un mes después. En poco tiempo, el espacio entre los sensores ocultaria
fluctuaciones de las cuales la computadora no tendria informacion, pequedas
desviaciones dsl promedio. Después de un minuto, estas fluctuaciones habrian
dado errores a un metro de distancia. Pronto, dichos errores se multiplicarian a
una escala gigantesca.

Este fenémeno ha sido denominado "Efecto Mariposa” por el titulo del
articulo publicado por E.D. Lorenz (1964) "¢Puede el ala de una mariposa
provocar un tornado en Texas?"., Los calculos para prongstico de! clima
consisten en averiguar si los mecanismos de la formacién de clima estdn en
estado estable o inestable. Si se encuentran en un estado inestable no se puede
hacer ninguna clase de prondsticos.

¢Por qué no es posible determinar el clima que habré marana cuando el
movimiento de las nubes, la existencia de los vientos, de los anticiclones y de



las depresiones estdn regidas por unas ecuaciones que, aunque complicadas,
son perfectamente bien conocidas por los hidrodinamistas? E. Lorenz tuvo la
idea de simplificar estas ecuaciones para que el fendmeno se pudiera simular
en las computadoras de la época. Llegé asi a un modelo de tres ecuacionss
muy simples y conocidas desde entonces. Simulé este modelo y tuvo un
resultado sorprendente, efectivaments, las soluciones de estas ecuaciones
simples se revelaron muy irregulares e imprevisibles como lo es la evolucién del
estado atmosférico de las que pretenden ser modslo. D. Ruells y F. Takens que
desconocian el trabajo de Lorenz, abordaron de un modo mds abstracto y
matemético el problema de la turbulencia. En un articulo ya famoso1 llegaron a
una conclusion equivalente a la de Lorenz, de que un sistema agitado por
movimientos en los que sdlo existen tres frecuencias independientes puede
desestabilizarse, sus movimientos se hacen totalmente irregulares y erréticos.
Estos dos tipos de enfoques demostraron que en sistemas muy simples se
podian engendrar, tedricamente al menos, comportamientos erraticos. Para
identificar su origen determinista se acostumbra llamar cadticos a dichos
movimientos, mientras que el adjetivo aleatorio se reserva normalmente para
hablar de aquellos fendmenos en los que no estan definidos de una manera
determinista y presentan trayectorias errdticas. & descubrimiento del caos
determinista ha constituido una verdadera revolucién conceptual.

Algunos matematicos soviéticos como Amold en los afios 40's, llegaron a
establecer resultados de alcance muy general para ciertos sistemas dindmicos,
pero hay que reconocer que fueron los trabajos de precursores como Lorenz,
Ruslle y Takens, junto con la llegada de las computadoras modernas los que
desencadenaron la avalancha de investigacionss que se llevan a cabo desde
hace algunos afos, investigaciones que concisrnen a campos muy diversos de
la Fisica, Astronomfa, aigunos problemas de Quimica y Biologia. Uno de los
resultados mds sefialados a los que han llegado estas investigaciones es la
confirmacién de que los sistemas realss con un numere muy pequefio de
variables independientes pueden presentar un comportamiento cadtico.

Las implicaciones de este nuevo punto de vista son varias, de entre las
cuales podemos notar que se estd formando una Teorfa de Caos, ésto es, los

1 Ruelle & Takens (1971)



investigadores estdn trabajando tanto en la fundamentacién teérica de este tipo
de fenémenos como en las herramientas necesarias para su estudio. Algunas
de esas nuevas técnicas estan cambiando los métodos tradicionales de trabajo
de los matemdticos originando el concepto de Matemdticas Experimentales.
Durante siglos, los matemadticos usaron sus métodos y herramientas
tradicionales -papel , l&piz y calculadoras sencillas- asi, los progresos
significativos tipicos en Matemadticas eran demostraciones y deducciones
iégicas. Ahora por primera vez algunos mateméticos estdn trabajando como
ingenieros o fisicos : el problema matemdtico que se esta investigando es
planeado y llevado a cabo como un experimento, el aparato matematico que se
uliliza es la computadora y en algunos casos es frecuente que se analice el
comportamiento del sistema mediante simulaciones electrénicas, sin éstas
herramientas, la investigacion en este campo serfa prdcticamente imposible.
Los procesos matemadticos que queremos entender son visualizados en forma
gréfica en computadora, de estas gréficas se obtienen conclusiones
matemadticas, el resultado es cambiado y mejorado, se experimenta con los
nuevos datos y se repite el ciclo. Dos disciplinas separadas se unen para crear
algo cualitativamente nuevo. La ventaja de utilizar las grdficas en computadora
es que se puede hacer visible un proceso dindmico.

Contexto del fenémeno caético

De cualquier forma, para los sisteras Newtonianos que tignen solucién
analitica, los cuales son el corazén de los texlos de Ia Mecdnica Clasica, la
aleatorisdad de las cadenas de ndmeros en ias condiciones iniciales es, en
general, irrelevante para obtener la solucidn del sistema para intervalos largos
de tiempo.

El fendmeno de caos requiere, para su explicacion, de teorias totalmente
nuevas. Un objeto que se muevs a grandes velocidades requiere de la teoria de
la relatividad. Un objeto extremadamente pequefio y con poca masa requiere de
la teorfa cudntica. Ambas teorias fueron revolucionarias en el sentide de que
revelaron una inesperada “discontinuidad® en la velocidad continua de las
masas variables y porque cada una coloco un nuevo ¥y fundamental limite en las
habilidades del hombre para conocer su entorno. Caos implica, a su vez, una
complejidad més aiid de la experiencia del humano e inciuso del entendimiento



del humano. Objetos deterministas tan complejos son incomputables,
impredecibles, indefinibles y aleatorios, tal complejidad implica otra limitacién
para el ser humano. Esta limitaclén se extiende hasta los fundamentos de
nuastro sistema numérico, a la cuestién de que si la mayorfa de los nimeros
reales pueden ser definidos apropiadamente y en un nivel mds profundo caos
nos fuerza a reconocer el significando fisico def ya descuidado Tecrema de Kurt
Gédel que, en lenguaje comun afima que un sistema no puede ser consistente
y completo simultdneaments. Antes de Gédel, se crefa que para problemas
simples habfa respuestas simples. Gregory Chaitin comprobd que aun las
preguntas mds simples pueden tener respuestas muy complicadas, conteniendo
mds informacién que e! sistema humano de ldgica, y la dindmica no lineal ha
probado la existencia y unicidad de las drbitas cadticas las cuales no habfan
sido presenciadas anteriormente.

La dindmica determinista de Newton estd muy limitada. La Teorfa de la
Relatividad eliminé la ilusién nawtoniana del tiempo y espacio absolutos; la
Teorfa Cudntica eliminé el susfio de Newton de procesos en 1os que se pueden
controlar las mediciones; y el conocimiento de Caos elimina la fantasia de
Laplace de la prediccidn determinista.

Propdsito del astudio de Caos

A través de los afios, "Caos® ha sido relacionado con todos los desastres,
desde tumuitos en la calle hasta fa propia extincién de! universo. En verdad un
desastre incontrolable es reaimente una situacién temible. Sin embargo ahora el
término de *caos" se viste de un encanto fascinante, la encantadora
impredecibliidad de las flamas danzando alrededor de una hoguera, la variacién
de los patrones presentados por las olas rompiéndose en las playas, la
increible variedad de formas que toman las nubes en el cielo. Caos es
dindmicamente libre de las cadenas del orden y de la predecibilidad, permite a
los sistemas explorar aleatoriamente todas las posibilidades de comportamianto
dindmico, ¢Podremos utilizar la aleatoriedad del Caos para generar orden?
Especificamente, la naturaleza utiliza mutaciones aleatorias para proveer la gran
variedad de formas de vida para satisfacer la demanda de la seleccién natural.
En esencia podemos considerar esta evolucién como um comportamiento
cadtico con retroalimentacion,



Durante mucho tiempo, esle fenémeno fus considerado como una
situacidn patoldgica, ahora, se ha descublerto en varias disciplinas y clencias,
de diferentes formas, en Mercados de Capital, Turbulencia, Clima, Reacciones
Quimicas, Crecimiento de Poblacidn, Redss Neuronales Artificiales y Circuitos
Eldctricos y Efectrdnicos.



1. Aspectos teéricos

Los sistemas no linealss siempre han jugado un papel importante en el
estudio de fendmenos naturales, psro en la tltima década se ha visto un interés
mds grande y un renovado vigor en {a investigacién de sistemas no lineales.

La razén principal de este crecimiento es la reciente disponibilidad de la
potencia de cdmputo. A diferencia de los sistemas lineales, donde el
conocimiento de los eigenvalores y las condiciones iniciales nos permilen
determinar una solucién Unica, sélamente unos pocos sistemas no lineales
poseen esta caracteristica y, luego, las simulaciones numéricas juegan un papel
crucial en el proceso de encontrar y analizar los fenémenos no lineales. Antes
del advenimiento de las computadoras de bajo costo la hablfidad para hacer
simulaciones de sistemas no lineales estaba restringida a los investigadores que
contaban con acceso a maquinas grandes, ahora, cualquier persona con acceso
a una microcomputadora personal PC puede simular un sistema no lineal,

El aumento de interds en sistemas no lineales es, también, debido al
descubrimiento de Caos. Una de las premisas bdsicas en ciencia es que los
sistemas deterministas son predecibles, dadas las condiciones iniciales y el
modelo matemdtico que gobierna el sistema se puede predecir el
comportamiento del sistema para todo tiempo (existen eventos aleatarios en la
naturaleza pero los cientificos han usado tipicamente modelos probabilisticos
para describirlos). E! descubrimiento de sistemas cadticos ha eliminado este
punto de vista. Sencillamente un sistema cadtico es un sistema determinista que
presenta comportamiento alsatorio. Caos, también llamado comportamiento
*extrafio” es uno de los temas més excitantes en fa investigacidn de sistemas no
lineales. En este capitulo se explica cdmo un sistema dsterminista puede ser
impredecible y se presentan algunos métodos practicos para categorizar el
comportamiento en estado estable de sistemas no lineales con énfasis en
clasificar comportamientos extrafios.



1.1 Sistemas DIndmicos.

En esta seccidn definimos tres tipos de sistemas dindmicos y
presentamos algunas notas Utiles de la teoria de ecuaciones diferenciales.

1.1.1 Sistemas Dindmicos Auténomos (Homogéneos).

Un sistema dindmico auténomo de n-ésimo orden estd definido por la
ecuacién de estado:

x=1{x), X(1,)=x, N

donde x representa un vector de derivadas de las variables de estado con
respecto al tiempo, x es el estado del sistema en el tiempo t y la
funcion f : Rn-Rn es llamada el campo det vector. Partiendo de que el campo
del vector no depende del tiempo, el tiempo inicial puede ser siempre tomado
como tg= 0. La solucién de (1) es llamada trayectoria y se denota por
fiixo) e mapeo f,: Rr—%Rr es lamado el fiujo de! sistema. La linealidad del
sistama dinamico (1) depende directamente de la linealidad de 'a funcién 1.

1.1.2 Sistemas Dindmicos no Auténomos (no Homogéneos).

Un sistema dindmico no auténomo de n-ésimo orden estd definido por la
ecuacion de estado variante en el tiempo:

x=1(x1) . x{t,) =%, (2)

E! campo del vector § depende del tiempo y, a diferencia del caso
auténomo el tiempo inicial no puede ser arbitrariamente fijado en 0. La solucion
de (2) que pasa por X, en el tiempo t, es f(x,. t,). El sistema es lineal si f es
lineal con respecto a x.

Siexiste un T > 0 tal que f( x, t ) = f( x, 1+T7 ) para toda x y toda t, se dice
que el sistema es periddico en tiempo. La T mds pequefia se llama periodo



minimo. De aqui en adelante consideraremos que todo sistema no auténomo es
periédico en tiempo.

1.1.3 Comentarios titiles acerca de los sistemas dindmicos.

Existen varias nociones relativas a la existencia y unicidad de las
soluciones de sistemas dindmicos, Estos se pueden encontrar en cualquier texto
de ecuaciones diferenciales.

Asumiremos, en lo gue sigue, que para cualquier t, f, s un difeomorfismo (una
funcién { es un difeomorfismo si -1 existe y ambas Df y Df*! existen y son

continuas). Esto tiene varias consecuencias:

) k(x) = fi{y) siysolosix=y. Porlo tanto, las trayectorias de un sistema
auténomo son especificadas de manera unica por sus condicionas iniciales.

=

f, (%o 1) = T, (yo, &) Si 'y solo si x = y. Esto implica que, dado un tiempo inicial,
una trayectoria de un sistema no auténomo queda especilicada en forma
unica por el estado inicial; sin embargo, sit, # 1, es posible que f,(x, t,) = f
(x, t,} y x =y mostrando que, a diferencia de los sistemas auténomos, las
trayectorias de sistemas no auténomos se pueden intersectar,

iii} La derivada de la trayectoria con respecto a fa condicion inicial existe y es no
singular. Consecuentemente, para t y 1, fijas, f, (x, t) es continua con
respecto a la condicién inicial.

1.1.4 Sistemas Dindmicos en tiempo discreto.

Cualquier mapeo f : R"—a%R" define un sistema dindmico en tiempo
discreto mediante la ecuacién de estado:

Xy =1 (%) (4)

donde xe 3" se le lama estado y f mapea el estado x, al siguiente estado x,,,.
Empezando con una condicion inicial x,, repetidas aplicacionas del mapeo f dan



lugar a una secuencia de puntos {x,}*,, que se conote como una orbita del
sistema de tiempo discreto.

Los mapeos de tiempo discreto son Utiles, entre otras aplicaciones, por
dos razones:

1. Elmapa de Poincaré -una técnica que reemplaza el andlisis de! flujo de un
sistema de tiempo continuo por el andlisls de un sistema de tiempo
discreto- es una técnica extremadamente (til para el estudio de sistemas
dindmicos;

2. Debido a esta correspondencia entre fiujos y mapas, los mapas seran
usados para ilustrar conceptos importantes sin entrar en detalles
resolviendo ecuaciones diferenciales.

1.2 Comportamiento en Estado Estable y Conjuntos Limite.

En esta seccion, los sistemas dindmicos se clasifican en términos de sus
soluciones en estado estable y de sus conjuntos limite. Empezaremos
definiendo algunos congeptoes importantes:

El estado estable se refiere al comportamiento asintdtico cuando t—se<,
Se requiere que el estado estable es!é limitado. La solucidn del sistema cuando
ain no llega al estado estable se le conoce como respuesta transitoria o
simplemente transitorio.

Un punto y es un punto limite de x si, para cada vecindad U de y, ¢{x)
entra repetidamente en U mientras t—es,

El conjunto de todos los puntos limites de x se llama Conjunto Limite
L(x) de x. Los conjuntos limites son cerrados e invariantes bajo ¢(x), ésto es, un
conjunto L es invariante bajo #(x) si, para toda xeL y toda t, fi(x)eL..



Un conjunto iimite L es atractor si existe una vecindad abierta U de L tal
que L(x) = L para toda xe U.

La Cuenca de Atracclén B(L) de un conjunto atractor L estd definida
como la unién de todas estas vecindades U. Cualquier trayectoria que empiece
en B(L) tiende hacia L mientras t—ee,

Los conjuntos limite atractores son de especial interds porque los
conjuntos Ifmite no atractores no pueden ser cbservados en sistemas fisicos o
en simulaciones. Sin embargo, estos conjuntos limite no atractores pueden
tener una profunda influencia en el comportamiento transitorio del sistema.

Los conjuntos fimite son (tiles para categorizar los tipos cldsicos de
comportamiento en estado estable (puntos de equitibrio, ciclos limite), pero la
definicién es demasiado simple para el complejo comportamiento en estado
estable encontrado en sistemas cadticos. Histéricamente, el término “atractor
extrafio” ha sido usado para describir e! objetc en el cual se acumulan las
trayectorias de un sistema caético; sin embargo la cuestidn de cémo definir un
atractor sigue estando abierta. A lo largo del desarrolio de este trabajo
usaremos indistintamente los términos conjunto limite atractor y atractor.

En un sistema lineal estable, existe solo un conjunto limite. Por tanto, el
comportamiento en estado estable es independiente de las condiciones iniciales
y tiene sentido hablar, por ejemplo, de estados estables senoidales. En un
sistema no lineal tipico, sin embargo, pueden existir varios conjuntos limite. En
particular, puede haber varios atractores. Las condiciondses iniciales determinan
en cudf conjunto limite se establace el sistema eventualmente.

A continuacidn se presentan cuatro diferentes tipos de comportamiento
en astado estable, empezando desde el mas sencilic hasta el mds complicado.
Cada estado estable serd descrito desde tres diferentes puntos dae vista; en el
daminio del tismpo, en el dominio de la fracuencia y como un conjunto limite {en
el dominio del espacio de estado).



1.2.1 Puntos de equllibrio.

Un punte de equilibrio x,, de un sistema auténomo (tipicamente, los
sistenas no auténomos no tienen ‘puntos de equilibrio porque el campo del
vector varfa con el tiempo) es una solucién constante de (1), f, (Xeq) = Xoq pELA
toda t. En un punto de equilibrio, el campo del vector desaparece y, excepto por
unos pPocos casos patoldgicos, f (x) = 0 impiica que x es un punto de equilibrio.

Un ejemplo simple, es la ecuacion del péndulo forzado:

X=y

y = —kx - senx ®

que es un sistema auténomo de segundo orden con un infinito nimero de
puntos de equilibrio en (x, y) = (k, 0), k= 0, 1, +2,...

E! conjunto limite de un punto de equilibrio es el mismo punto de equilibrio.
1.2.2 Soluciones periodicas.

fi{x". 1,) es una solucién periddica si:

(X tg) = Fir (X ty) (7)

para toda t y un perfodo minimo T* > 0.

Una solucidn periddica tiene una transformada de Fourier que consiste en
una compoenente fundamental en f = 1/ T'y en armdnicas espaciadas en k/
T, k = 2,3,... La amplitud de algunas de estas componentes epectrales puede
ser cero.

En un sistema no auténomo T ' es tipicamente un muitiplo k = 1,2,... del
~ periedo forzante T, y la solucidn es llamada solucién de perfodo-k. Sl k = 2 nos

referimos a la solucién como subarmdnica de k-ésimo orden. Para un sistema
lineal asintéticamente estable, el estado estable senoidal es una solucidn de



perfodo-1 y no aparecen subarménicas. En la figura 1 se muestran soluciones

fundamentales y subarménicas juntas con sus transformadas de Fourier para la
ecuacién de Duffing:

8’
y=x-x? -8y +ycoswt ®

En el caso auténomo, una solucién periédica aislada ¢, (x*) se lama ciclo
limite (una solucién perlddica es aislada si existe una vecindad de ésta que no
contenga ofras soluciones periddicas). Un ciclo limite es una oscilacién
autosostenida y no puede ocurtir en un sistema lineal.
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FIG. 1b Respuesta en tiempo de la Ecuacién de Dutfing
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FIG. 1c Transformada rdpida de Fourler de la ecuacién de Duffing.

El ejemplo clasico de un ciclo Iimite se ancuentra en la ecuacién de Van
der Pol:
X=y
9
y={(1-x*)y-x @

La existencia del ciclo Ifmite de Van der Pol, mostrado en la figura 2, se
puede explicar reascribiendo (3) en forma escalar;

R+ (X2 -Nk+x =0 (10)

FlG. 2a Ciclo timite de la Ecuacién de Van der Pol
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FIG. 2b Respuesta en tismpo da la Ecuacién de Van der Pol
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FIG. 2¢ Transtormada réplda da Fourier para la variable x de la Ecuaclén de Van der Pol.

El término (x2-1), 85 negativo para abs(x) < 1 implicando una solucién que
se expande y s positivo para abs(x) > 1 indicando una solucién que se contrae.
Como las trajectorias cerca del origen se expanden, las regiones alejadas del
origen se contraen y el Gnico punto de equilibrio es x = 0, debe existir un ciclo
limite circundante al origen; de otra forma, ta trayectoria, forzada a yacer en un
plano, se intersectaria asl misma.

El conjunto limite correspondiente al ciclo limite es la curva cerrada
trazada por ¢, (x*) en un perfodo. Es conveniente pensar en un circulo cuando
se habla de ciclos limite.



1.2.3 Soluciones casi-periédicas (quasiperiddicas)

Una solucién casi-periédica es aquelia que se puede escribir como una
suma de funciones periddicas:

x(t)= S h(1) (1)

donde h, tiene un perfodo minimo T, y frecuencia f, = 1/T,, existe un conjunto
finito de frecuencias base {f',, ..., f} con las siguientes propiedades:

i)  Son linealmente independientes; ésto es, no existen un conjunto de p
enteros {k,, ... , k,} no todos nulos a la vez, tales que:

Kyf'y + .+ kfy =0

iiy Forman una base finita para la f; ésto es, para cada i, f; = k,f', + ... + k;f,
para algunos enteros {k;, ..., kg}.

En palabras, una forma de onda casi-periédica es la suma de formas de
onda pariédicas cuyas frecuencias son resultado de varias sumas y diferencias
de un conjunto finito de frecuencias base. Nitese que las frecuencias base
estan definidas de manera Unica, pero p si lo estd. Una solucién casi periédica
con p frecuencias base se llama solucién de periodo-p.

Una forma de onda periédica es una forma de onda casi-periddica con
=1,

El caso mds simple de una funcién de periodo-2 es:
X(t) = hy(1} + hy(t) (12)
donde T, y T, son inconmensurables (dos nlmeros reales son

inconmensurables 'si su proporcidn es irracional). El espectro de tal forma de
onda consiste de dos conjuntos de armdnicas. E! primer conjunto localizado a



las frecuencias k /T, k = 1.2,..., correspondiendo a h,(t) y el segundo conjunto
con la frecusncia fundamantal en 1/ T,, que corrasponds a hy(t).

Dos ejemplos que se presentan en Ingenieria Electrénica son:
1) Amplitud Modulada:
x (t) = m (1) sen(2nf 1) (13)

donde el mensaje m{t) es periédico. es bien conocido que el espectro de x(t)
consiste de picos en frecuencias f. + ki, donde f, es la frecuencia fundamental
de m(t) y k es un valor entero. Si {, y i, son frecuencias inconmensurables,
entonces x(t) es casi-periddica con p = 2 y frecuencias base {f.. f,,} .

2) Frecuencia Moduiada:
X () = sen(2nft + m (1)) (14)

Si m(t) es periddica con frecuencia fundamental f,,, entonces, el espectro
tiene picos en los mismos valores de frecuencia que AM y si f. y f, son
frecuencias inconmensurables, x(t) es una funcidén periddica de periodo 2 con
frecuencias base {f, , f,} .

Ninguno de estos ejemplos han sido presentados como soluciones de un
sistema dindmico pero demuestran un punto importante: las formas de onda
casi-periddicas pueden ser creadas cuando dos o mas funciones periddicas
interactuan entre sf en forma no lineal.

Para visualizar como es que aparecen soluciones casi-periédicas en
sistemas dindmicos, se considera la gcuacion de Van der Pol (9). Esta posee un
cicle limite cuyo periodo natural T, depende de los parametros del sistema.
Ahora, s suma un término sencidal forzante de la siguiente forma:

x=y

15
y=(1-x*)y-x+Acos{2at/T,) (15)



La solucién para el sistema forzado se podria sincronizar con algin
miltiplo del perfodo de entrada T, resultando en una subarménica. Tamblén es
posible que en la "competencia® de ambos periodos, ninguno *gane” y se
observe comportamiento casl-periédico.

La trayectoria de periodo-2 de la ecuacién forzada de Van der Po! (15) se
musstra en tiempo y en el espacio de estado en la figura 3.

FIG. 3a Respuesla casi-periddica do la Ecuacién forzada de Van der Pol. con T, = 158
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FIG. 3b Respuesta en tiempo de la Ecuacion forzada de Van der Pol
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FIG. 3b Espectro de frecuencias de la Ecuaclén de Van der Pol Forzada.

La trayectoria @sta confinada a una regién en forma de anillo de! espacio
de estado y estd uniformemente distribuida en esta regién. No todas las
trayectorias de periodo-2 exhiben estas dos caracteristicas, pero su presencia
es un buen indicador de comportamiento de perfodo-2. La respuesta en tiempo
estd modulada en amplitud y debido a que los cruces por cero no estdn
uniformemente espaciados, también estd modulada en frecuencia. El espectro
de (9) es el parecido al espectro del sistema no forzado (véase figura 2).

Generalmente es dificll determinar si una solucién es casiperiddica o no
con solo observar el espectro. De hecho, sin confirmacién adicional. se podria
decir que el espectro mostrado en {3) es una solucién periédica con muchas
arménicas faltantes. Aforlunadamente, en el espacio de estado, las trayectorias
casiperiddicas aparecen muy diferentes de las trayectorias periédicas, y usando
los dos criterios se pueden clasificar fdclimente estas soluciones.

Una trayectoria de periodo-2 yace en una copia difeomérfica del toroide-2
(toroide de dos frecuencias en el espacio de estado) S X S, cada S representa
una de las frecuencias base (véase figura 4). Como la trayectoria es una curva y
el toroide-2 una superficie, no todos los puntos en el toroide yacen en la
trayectoria; sin embargo, se puede demostrar que la rayectoria repatidamente
pasa arbitrariaments cerca de todos los puntos del toroide y, en consecuencia,
ol toroide es el conjunto limite del comgortamiento casi-periddico. Este es el

2



primer ejemplo que hemos visto de un ciclo Iimite que no es una trayectoria
sencilla.

Wy

SXsS

FI@. 4 torolde de dos {racuencicas en ¢! espacio de estado

Las trayectorias casiperiddicas de orden mayor pueden ocurrir en
sistemas dindmicos de orden mayor. En general, una solucién casi-periddica
con una dimensién base p posse un conjunto limite que es un difeomorfismo
de un torolde-p.

1.2.4 Caos

No existe una definicidn aceptada en forma general para caos. Desde un
punto de vista préclico caos se puede definir como ninguna de las anteriores;
ésto @s, como un comportamiento limitado en estado estable que no es un
punto de equilibrio, no es periddico y no es casi-periddico. La pregunta clave es,
sino es alguna de las anteriores, ;qué es?

Para empezar la discusidn mostraremos un ejemplo de trayectoria
cadtica (figuras 5).

22



Las ecuaciones de Lorenz fueron desarrolladas por Edward N. Lorenz en
1963 en un intento de modelar clima:

x=aly-x)
y=bx-y-xz (16)
Z=xy-€z

FIG. 5a Atraclor de Lorenz para a = 10, b = 28, ¢ = 2.667
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FIG. 5b Respuesta en lismpo de fa Ecuacién de Lorenz
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FIG. 5¢ Espectro de la varlabie x de la Ecuaclén de Lorenz

Es evidente que las trayectorias mostradas son limitadas, que no son
periddicas y que no tienen la distribucién uniforme caracleristica de las
soluciones casi-periddicas. Como se muestra en la figura (5}, un espectro
cadtico no estd compuesto solamenente de frecuencias discretas, pero tiene un
ancho de banda continuo, Este espectro que pareca como un espectro de ruido
es caracterfstico de los sistemas cadticos.

El conjunto limite del comportamiento cadtico no es un objeto geométrico
sancillo como un circulo ¢ un toroide (torus) pero estd intimamente relacionado
con fractales y con conjuntos de Cantor.

Otra propiedad de los sistemas cadticos es la sensibilidad a las
condiclones iniciales: dadas dos diferentes condiciones iniciales arbitrariamente
muy cercanas una a la otra, las trayectorias divergen en una proporcién
caracteristica del sistema hasta que llegan a no estar correlacionadas (fig. 6).
En la prdctica, el estado inicial del sistema nunca puede ser especificado con
exactitud, sdlamente con una cierta tolerancia e > 0; si la diferencia de las dos
condiciones iniciales x, ¥ x', es & no se podrian distinguir una de ofra. Sin
embargo, después de cierto tiempo, §{x,) v ¢(X,) divergirdn y aparecerdn sin
correlacién. Asi que no importando qué tan precisamente se conozcan estas
condiciones iniciales, el comportamiento a largo plazo de un sistema cadtico no
puede ser predecible, (claro estd gque si la condicidn inicial se pudiera
espeacificar con precision Infinita, la trayectoria se podria predecir con precision).



A esta impredecibilidad se debe que a menudo se describan como "sistemas
deterministas que presentan comportamiento aparentemente aleatorio®.
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FIG. 6 Trayectoria de solucién para x (0) =1y x (0) = 1.00005

El comportamiento aleatorio en un sistema determinista puede parecer
sorprendente a primera vista, pero existen algunos ejemplos simples. Uno de
ellos serfan los generadores de nimeros aleatorios frecuentemente usados,
Como otro ejemplo, consideremos el sistema de tiempo discreto de una
dimensidn que se presenta a continuacién:

X =t(x}=10xmod 1, xgl0,1] (17)
Sl x, es escrito como un nimero decimal

X, = 3.d,107 =0.d,d,d,... {(18)

w0 .
donde die{0.....9} , entonces fa accion de f es encontrar d, correr los siguientss

digitos a la izquierda:

X = Z;d,,ﬂO" = 0.4y, 0y,2 89+ (19)
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Después de repetidas aplicaciones de f los digitos m4s significativos se
plerden y los digitos menos significativos se convierten en mas significativos,
hasta que también elios sean descartados uno por uno.

Para mostrar que este sistema es aparentemente aleatorio,
supongamos la condicién inicial exacta x;= 142 = 0.70710678..., el observador
puede predscir:

0.7085 < x, < 0.7075
0.065 < x, < 0.075
0.75 <%, < 0.75 (20)

pero no se puede decir nada acerca de x, en adelante. Para este sistema, ia
condlcién Inicial observada plerde predecibilidad conforme pasa el tiempo.
Ndtese también que si el observador mide el estado después de cada iteracion,
la condicién inicial puede ser reconstruida seleccionando el primer digito de
cada medicién, el observador gana informacidn acerca de! estado mientras
evoluciona en tiempo.

La tasa de pérdida de predecibilidad es igual a ia tasa (proporcién) de
ganancia de informacién y, de hecho, estas dos propiedades son dos diferentes
formas de describir el mismo fendmeno. En este ejemplo, la tasa es un digito
por iteracién. La tasa depende del sistema; si se reemplazara el 10 del sistema
por 100, la tasa sé convierte en dos digitos por iteracién.

Este ejemplo es un mapa no invertible y se podrfa argumentar que no
tiene relacién directa con los sistemas de tiempo continuo, recordemos que el
flujo dle un sistema dindmico es un difeomorfismo y, por lo tanto, invertible.



2. HERRAMIENTAS PARA EL ANALISIS DE SISTEMAS DINAMICOS,

2,1 Mapas de Poincaré.

El mapa de Poincaré consiste en tomar una “"rebanada®, una seccién
transversal de las trayectorias que se observan en el espacio de estado, de tal
manera que una linea, en el espacio de estado, serd un simple punto en el
mapa de Poincaré. El mapa de Poincaré remueve una dimensién del atractor.
En este mapa se puede observar que tan cerca o lejos se encuentran las
trayectorias en el espacio de estado. Por ejemplo, un atractor periodico en el
espacio de estado aparace como un solo punto en el mapa de Poincaré, para
un atracter extrafio se observan formas producidas por puntos cercanos
(trayectorias).

E! proceso corresponde a muestrear el estado del sistema cada
determinado tlempo, en lugar de que sea continuamente como en el caso del
espacio de eslado, Esto le da al investigador ciena flexibilidad para saber
cudndo muestrear y dénde muestrear. El mapa que da mayor informacion es el
que cofresponde a una caracteristica fisica especial. Por ejemplo, un mapa de
Poincaré podrla muestrear la velocidad de un péndulo cada vez que pasa por el
punto méds bajo, 0 se puede escoger e! tamafio del intervalo de acuerdo a las
necesidades, "congelando® estados sucesivos.
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- 2.1.1 Definicién,

La definicién para el mapa de Poincaré es ligeramente diferente para
sistemas autdnomos que para sistemas no auténomos. Se presentan los dos
casos por separado.
2.1.1.1 Mapa de Poincaré para Sistomas No-Auténomos.

Un sistema no auténomo de n-ésimo orden (2) con periodo T se puede
transformar en un sistema auténomo de dimensién n+1 (3) en el espacio de
estado cilindrico %tn x s, como se demostré anteriormente.

Considers el hiperplano n-dimensional £ en Rn X s definido por:.

T={(x, 8 eRnx 5 |8 = 6} @1

Cada T segundos, la trayectoria {4} intersecta [£ (fig. 7). Luego. un mapa

P: L estd definido por P(x) = f, ( x,, 1,). A P se le lama Mapa de Poincars.
Nétese que P es un difeomorfismo y por lo tanto, P es biunivoca y diferenciable.

FIG. 7 Mapa de Poincaré



P tiene algunas caracterfsticas que conviene snunciar:

i) P(x) indica cuando e! flujo toma el valor x después de cada T segundos.
A ésto se lg llama Mapeo de Avance en T.

i) La orbita {Pk{x)}=~.1 €s un muestreo de una trayectoria cada T
segundos; ésto es:

Pk (X0} = ¢rtiXo, to), parak=0, 1, ...

Esto es simitar a la accidn del flash de un estroboscopio con periodo T,

2.1.1.2 Mapa de Poincaré para Slstemas Auténomos.

Se considera el sistema auténomo de n-ésimo orden con el ciclo limite I"
mostrado en la figura 8.

FIG. 8 Ciclo LImite de un Sistema Auténomo



Se define x* como un punto en el ciclo limite y T como el periode minimo
de! ciclo limite. Se toma un hiperplano £ de dimensidn n-1 no tangente a T en
x*. La trayectoria desde x* tocard £ en x* en T segundos. Debido a que ¢. es
continua con respecto a la condicidn inicial. las trayectorias que empiezan en T
en una vecindad sulicientemente pequefia de x* intersectardn X en la vecindad
de x* en aproximadamente T segundos. Luego f y I definen un mapeo P de
alguna vecindad U < £ de x' hacia otra vecindad V < Z de x*. A P se le llama
Mapa de Poincare o Mapa del primer retormno.

Es importante recalcar que para sistemas autdnomos, el mapa de
Poincaré esta definido solamente para una vecindad de x*; a diferencia del caso
no auténomo, no estd garantizado que para una trayectoria desde cualquier
punto en I intersecte L nuevamente. De manera andloga al caso no auténomo,
se puede demostrar que P es un difeomoriismo.

La definicién presentada es la definicidn standard que aparece en la
teoria de Dindmica de Sistemas, pero a menudo resulta impracticable para
cuestiones experimentales porque requiere del conocimiento de la posicin de
un ciclo limite, En la préctica, se escoge un hiperplano de dimension n-1:

I={x: hT(x-x)=0) (22)

donde h es un vector normai 8 £ y x; es un punto sobre el hiperplano. Z divide
el espacio de estado en dos regiones:

L+={xhT{x-x%y) >0} (23a)
= {x hT(x-x} <0} (23b)
Si se escoge T apropiadamente, la trayectoria bajo observacién pasa

repetidamente a través de L cruzando de Z- a L+ una y otra vez. La secuencia
de cruces £- a I+define un mapa de cruces como se muestra en la figura 9.
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FIG. 9 Secuencia de Cruces da la Trayectoria de Solucidn

Este mapa, as/ como el definido por la secuencia I+ a Z- son llamados
Mapas de Poincaré Unilaterales porque los Unicos cruces que interesan son los
de un lado de Z. La secuencia completa de puntos de cruce tomada sin
considerar la direccién del cruce define un Mapa de Poincaré Bilateral.

2.1,2 Comportamlento en Estado Estable del Mapa de Polncaré.

La utilidad de! mapa de Poincaré reside en el hecho de que existe una
correspondencia univoca entre los diferentes tipos de comportamiento en
estado estable de los sistemas dindmicos y el comportamiento en estado
estable de P.

2.1.2.1 El Mapa de Poincaré y las Soluciones Periédicas.
Partiendo de la definicién de P, una solucién de periodo-1 corresponde a

un punto fijo en el mapa de Poincaré; ésto es, P(x) = x implica que x yace en
una solucién periddica.



Para sistemas no auténomos, una érbita cerrada de P con periodo k,
corresponde a una subarménica de k-ésimo orden del flujo. En el caso
auténomo, existen ciertas circunstancias (bifurcaciones de periodo-2) donde
una drbita cerrada de P puede ser pensada como una subarménica del sistema
autdnomo. Se debe tener cuidado con esta interpretacién, sin embargo,
partiendo de que, a diferencia de los sistemas no autdnomos, no existe un
periodo (nico en términos del cual se puede definir una subarménica.

2.1.2,2 El Mapa de Poincaré y las Soluciones Casli-periddicas,
El mapa de Poincaré es util para detectar tanto comportamiento periédico
como casi-periodico. Hemos visto anteriormente que una solucidn biperiddica

yace en una copia difeomdrfica del toroide-2 en § X 8.

Utilizando coordenadas (6,, 62) en el toroide, una trayectoria biperiddica
puede ser escrita de la siguiente forma:

0,{t) = 21yt mod 2r
0(1) = 2112t mod 2n (24)
donde f;y f.  son frecuencias inconmensurables.
En el caso no auténomo, una de las frecuencias, digamos fi, es ia
frecuencia forzante del sistema. Una drbita del mapa de Poincaré corresponde a
muestrear (24) cada 1/ f; segundos:

0,(k/fi)=2nk mod 2n

82(k/11)=2nkf2/fr mod 2 (25a)

Gi(k/fi)=0
02( k/t{)=2nkfz/fy mod 2 (25b)

32



Asi, ol mapa de Poincaré actia como un estroboscopio; "congela”
cualquier componente del comportamiento que ocurra a la frecuencia de
muestreo. Como fy ¥ f2 son inconmensurablss, {ez(k/i,)}:_o no es periddica y
aparece repetidamente de manera arbitraria cerca de cada punto en el intervalo
[0, 2x). Asf, en gl sistema de coordenadas {8y, 82) el conjunto limite del mapa

de Poincaré es el circulo S. En el sistema original de coordenadas Euclidianas,
e conjunto iimite es una copla difeomériica del circulo.

En el caso no auténomo biperiddico, la geometria del conjunto limite de
Poincaré depsende de la orientacidn de la seccion transversal £ con respecto al
toroide-2 y si s& ha usado un mapa unilateral o bilateral. Si Z pasa a través de!
*hoyo" del toroide, el clclo limite del mapa unilateral ss (una copia difeomérfica
de) un cfrculo y si se usa un mapa bilateral se oblendrdn dos circulos (figura
10a). $i £ no pasa a través del hoyo del toroide, el conjunto Iimite del mapa
unilateral @s un arco del clrculo, y para el mapa bilateral serd el circuio completo
{figura 10b).

Resumiendo, para ambos casos auténomo y no auténomo, el conjunto
limite del mapa de Poincaré para el comporiamiento biperiédico es una copia
difeomdriica de un cfrculo {suponiendo la seleccion aproplada ds! mapa
unilateral o bilateral para sistemas auténomos).

,

g

(a)
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(b)
FIG. 10 Diferentes Cortes para el Mapa de Polncaré

2.1.2.3 El Mapa ds Polncaré y el Comportamiento Caotico.

Las drbitas de Poincaré en estado estable de sistemas cadticos son
distintas y, a menudo muy bellas. En la figura 11 el Atractor Cadtico
correspondiente al sistema (26). Se muestra una érbita de Poincard en la figura
12. Esta Orbita corresponde al sistema mostrado a continuacion.

c'% = =g(Vip ~V,0)
c,"—(‘:;l =gV, -V, i, (26)
L Ed'f =V,

donde:

g(v) = -mgv + 0.5(my +m v +E,| - v-E]

Esta ecuacién representa la dindmica de un oscilador slectrénico
inestable!-. El circuito se muestra en la figura 13.

! Matsumoto, T.* A Chaotic Attractor from Chua’s Circuit”. IEEE Trans. Circuits Syst. Dec. 1984.
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F R R R T

FiG.,11 Alractor Cadtico del Sistema de la Ecuacién (26)

FiG. 13 Reallzacién del oscliador de la Ecuacidn (26)
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Obervando estas Orbitas, quedan claros dos puntos: primero, las érbitas en
estado estable no son objetos geométricos sencillos como lo son en 1os casos
de comportamiento peridédico o casi-periddico. Segundo, el atractor tiene una
estructura fina, Esta estruclura fina es tipica de los sistemas cadticos y se
discutird posteriorments.
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2.2 Establlldad y Conjuntos Limite.

Los conjuntos limite atractores son de suma importancia tanto en
preparaciones experimentales como en numéricas porque éstas son el (nico
fipo de conjuntos limite que pueden ser observados. En esta seccién
axaminaramos las condiciones para qus un conjunto fimite sea atractor.

Empezaremos con el caso de los eigenvalores en un punto de equilibrio,
despuds analizaremos los multiplicadores caracteristicos de una solucidn
periddica para continuar con los exponentes de Lyapunov.

2.2.1 Puntos de Equllibtio.

Considers un punto de equilibrio xeq de (1). Es blen conocido que el
comportamiento local de! flujo cerca de xeq Se determina linealizando t en Xeq.
Particularmente el campo del vector lineal:

Ox'= D f (xeq) 6x (27)

gobierna la evolucién en tiempo de las perturbaciones cerca del punto de
equilibrio.

La trayectoria con la condicidn inicial xeq + 8o @s:

Di{xeq + O%o)
= Xeq+ 8 x(1) (28a)
= Xaq+ 87" Bxo (28b)
= Xoq + C,1,8" +...4+C n,8™ (28c)

donde {A,}}, y {n,};, son los eigenvalores y siganvectores de D f(xeq) ¥ {C,}],
son constantes escalares escogidas de acuerdo a la condicién inicial . La parte

v

1 Para la expresion 26¢ se asume que A{ son distintas; sin embargo, los siguicntes resultados para
estabilidad son vdlidos cn general.
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real de A) da la tasa de expansién (si Re[A)] > 0) o contraccidn (si RefAi] < 0 ) en
la vecindad del punto de equilibrio a lo largo de la direccidn de ni.

Si Re[M) < O para toda M. entonces todas las perturbaciones
suficientemente paqueiias tienden a cero mientras t—seo y Xoq 85 asintéticamente
estable. Sl alguna RefA|] > 0, entonces xeq No &s eslable y puede ser inestable
(si todas Re[A)} > 0 ) o no estable (algunas Re[A;} < 0 y algunas Re[A] > 0 ). La
diferencia entre inestable y no estable es de gran ayuda porque »n punto de
equilibrio se convierte en estable en tiempo revertido y el punto de equilibrio no
ostable permanece no estable cuando el flujo es revertido. Un punto de
equilibrio no estable es I'amado frecuentemente punto de silla de montar o
punto de sillal,

Si alguno de los eigenvalores tiene la parte real igual a cero, entoncas no
se puede determinar Ja estabilidad solamente a partir de los eigenvalores. Los
puntos de equllibrio donde todos los eigenvalores tienen la parte real diterente
de cero se llaman hiparbdlicos. Los puntos de equilibrio hiparbdlicos tienen ia
util propiedad de estabilidad estructural, ésto es, existen aun bajo pequerfias
perturbaciones del campo del vector y el punto de equilibrio perturbado tisne el
mismo tipo de estabilidad. Tipicaments, los puntos de equilibrio no hiperb6licos
no son estables estructuraimente, por lo tanto, no pueden ser observados
experimentalmente o en simulaciones.

! Saddte Point
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2.2.2 Soluciones Periddicas.

La estabilidad de una solucién periddica estd determinada por sus
multiplicadores caracterfsticos, también llamados multiplicadores de Floquet.
Los muitiplicadores caracterlsticos son una generalizacién de los valores
propios en un punto de equilibrio.

Una solucidn periddica corresponde a un punto fijo del mapa de Poincaré
P. La estabilidad de la solucién periédica estd determinada por la esiabilidad del
punto fijo. Andlogamente a un punto de equilibrio, la estabilidad de un punto fijo
x* de P se determina linealizando P en x*. El sistema de tiempo discreto lineal

Sxk+1 = DP(x*)8xi (29)

gobierna el comportamiento local de P cerca de x*. Permitamos que p sea la
dimensién de DP(x"); p es igual a n para sistemas no autdnomos y es igual a
n-1 para sistemas auténomos. La érbita de P para una condicién inicial xo + 8xo
es' (en breve se demostrard que m, = e™ cerca de un punto de equilibrio):

Xk = X" + Oxk (30a)
= x* + DP(x*}kdxo {30b)
=%+ Caymy +..4Cnmt (30¢)

donde {m,}}, ¥ {n,}}, son los eiganvalores y eigenvectores de DP(x"), y {C,}},
son constantes escalares escogidas para la condicién inicial (se asume que mj
son diferentes; sin embargo, los resultados son vélidos en gensral).

Los eigenvalores {m'}:, son los muitiplicadores caracteristicos del punto
fijo, y determinan la cantidad de contraccién ( |m|| < 1) o expansion
{ lmil > 1) cerca de x* en la direccién de i para una iteracién del mapa P.

1 Las ecuaciones {30) son una version discretizada en ticmpo de las ccuaciones (28)
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Se ha demostrado que si I es transversal a la solucién periédica, los
multiplicadores caracteristicos son independientes de la orientacién y posicién
de la seccién transversal X, y tliene sentido hablar de multiplicadores
caracter(sticos de la solucién periédica.

Los multiplicadores caracteristicos determinan la estabilidad de la
solucién periddica. Si todos los mj yacen dentro del circulo unitario, entonces la
solucién periédica es asintdticamente estable. Si todos |mil > 1, la solucisn
periddica es inestable. Si algunos de los multiplicadores caracterlsticos yacen
dentro del circulo unitario otros fuera de &), entonces Ia solucién periddica es no
estable.

Si uno de los multiplicadores caracterfsticos yace dentro del circuio
unitario, entonces, la estabiidad de la solucién periddica no puede ser
determinada solamente por los multiplicadores. Andlogamente con los puntos de
equilibrio, las soluciones periédicas con ningun multiplicador caracteristico
dentro del circuio unitario se llaman hiperbdlicas.

Se ha establecido que los eigenvalores de DP(x*) son de especial interés,
pero ¢cémo se puede calcular DP(x*)?,
2.2.2.1 Multiplicadores Caracteristicos para Sistemas no Auténomos.

En el caso no auténomo, P(x) = ¢1(x, to} as! que

DP{x") = Dxo ¢T(x", to) = BT{x", to) (31}
donde OT(x", to) denota la derivada de ¢1(x", lo) con respecto a la condicién
inicial. {La notacién Dxo significa la derivada parcial con respecto a x.
Dxadt(x*, lo} @s la matriz Jacobiano del n-vector ¢1(xo. to) con respecto al n-vector

Xo evaluado en Xo= X" ).

®1(%0. o) €5 la solucion de la ecuacion variacional, la cual se puede
definir formalmente diferenciando (2) con respecto a la condicidn inicial.
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Primero, se sustituye ¢t(xo, to) por x en (2)
d1'(Xo, ta) = t( ¢t{xo, to), t)

fiofXo, to)= X0
y diferenciando con raspecto a xo
Dxodr'(Xo, to) = Dx f{$t(xo, to), t)Dxott(Xo, to}

Dxotto{xo, to) = 1

reescribiendo (33a) con la notacidn & definida en (31):

Dy'{X0, to) = Dx H{$1(Xo, to), 1) Pr{xo, to)
DiolXo, to) = 1
que se puede abraviar como:
@' = Dy H{tn(o, to), t) @

bo=1

(32)

{33a)

(33b)

(33c)

Las ecuaciones (33) son dilerentes formas ds la ecuacidn variacional.

Comentarios:

i) Dx H{$1(%o. o). 1) ©s una matriz variante en el tiempo y, en consecuencia,
la ecuacién variacional es un sistema lineal variante en el tiempo de orden n2.

it} Di{Xo, to) 05 la matriz de transicidn de estados dei sistema

8x' = Dy f{¢n{xo. to), 1) Bx
Bx(to) = 8xo

4

(34)



ésto es, 5x(t) = M(xo, lo)dxo, aqul, bx se puede pensar como una pequefa
perturbacién de la condicidn inicial del sistema original (2). Luego, di(xo, to)
gobierna la evolucidn en tismpo de las pequefias perturbaciones:

B(xo+8x, to)= dr(Xo, lo) + Pt{Xo, lo)bxo (35)

para t fijo y 8xp suficientemente pequefio. Esta interpretacién tiene sentido
puesto que @ estd definida como la derivada de ¢$t(xs, to) con respecto a la
condicién inicial.

iiiy La ecuacién variacional es la linealizacién del campo del vector a lo largo de
una trayectoria espacifica ¢1(%o, to). Sila trayectoria se alitera cambiando %o 6 to,
la ecuacién variacional también cambla.

2.2.2.2 Multiplicadores Caracteristicos para Sistemas Auténomos.

Encontrar una expresidn para DP(x") es, generalmente, imposible por
que no existe una expresién explicita para P en un sistema auténomo. Sin
embargo, no nos Iinteresa DP{x"); lo que reaimente se quiere son sus {n-1)
valores propics. Los eigenvalorss se pueden ancontrar & partir dg la ecuacidn
variacional.

Para el caso auténomo la ecuacién variacional es:
@ = Di(dn(x0))D Dp=1 (386)

cuya solucidn 8s ®i{xo). Se ha demostrado' que los n eigenvalores de @T{x")
son los (n-1) multiplicadores caracteristicos junto con un eigenvalor que siempre
es 1. El hecho de que este eigenvalor de ®7(x") sea siempre igual a 1 para x*
en un ciclo limite se puede demostrar encontrando una perturbacion Axg tal que
Axo = Or(x*} A %o . Se escoge la perturbacidn tangente a di(x‘), ésto es,

1 Chua, L.O.& Parker T.S. (1987)



Axp = €l(x") para una e pequefia. Entonces x* + Axe yace en &l ciclo limite (de
hecho, x* + Axe = ®g(x’)) y, luego, después de T segundos, ia trayectoria
perturbada regresara a x* + Axo. Por lo tanto, la perturbacién Axo mapea a Axo
on T segundos, lo que implica que Axo = DT(x*}AXo.

2.2.2.3 Discusldn.

Resumiendo, los muitiplicadores caracteristicos dan la cantidad de
contraccién o expansién por perfodo cerca de una solucién periddica, Los n
multiplicadores caracteristicos de una solucidn periddica para un sistema no-
auténomo son los eigenvalores de @T(x". 1a). En el caso auténomo, al menos
uno de los eigenvalores de @T1(x*) es siempre igual a 1; los (n-1) eigenvalores
restantes son los multiplicadores caracteristicos del ciclo limite.

Las drbitas cerradas {x*«}%. del mapa de Poincaré con periodo K
corresponden a subarménicas de K-ésimo orden del sistema dinamico bajo
estudio. Como x*1 es un punto fijo del mapa de Poincaré doblado k veces PK, ia
estabilidad de las subarménicas estd determinada por DPK{x') que pueden
encontrarse a partir de ®KT(x"1. to) para el caso no-auténomo o de dKT(x"1)
para el ¢caso auténomo. Es arbitrario cual de los K puntos de la drbita cerrada
sea llamado x*1, y se puede usar cualquiera de los Dwr(X"k, tol K = 1, ..., Kpara
calcular los multiplicadores caracteristicos.

Ahora se presenta un ejemplo disefado para ilustrar que los
multiplicadores caracteristicos son una generalizacién de los eigenvalores en un
punto de equilibrio. Se define xeq como un punto de equilibrio de un sistema
auténomo. Se escoge un periodo T > 0. Xeq puede ser tratado como un ciclo
limite con periodo T {no minimo). Para encontrar los multiplicadores
caracleristicos de este “ciclo limite" se necesita calcular @T(xeq). ¢:(Xeq) = Xeq.
asi que la ecuacion variacional es:

@' = Di(Xeq)d Mo =1 (37)
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Esta es una ecuacién diferencial linea! variante en el tiempo con una
matriz de transicién de estados Bi(Xeq) = e”(‘"}'. Definamos los eigenvalores de
Di{xeq) como {A}. Por el Teorema de Mapeo Espectral' , los A y los

muttiplicadores caracteristicos m, estan relacionados mediante m; = eM¥. Como
Imil <1siysolosiRe[M] <0 y |mil > 1 sty sélosi Re[A] > 0, miy A; dan la
misma informacién acerca de la estabilidad del sistema.

1 Desoer C.A. Notes fora Second Course on Linear Systems. New York, N.Y., van Nostrand
Reinhold.(1970)
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2.3 Exponentes de Lyapunov.

Los exponentes de Lyapunov son una generalizacién de los valores
propios en un punto de equilibrio y de los multiplicadores caracteristicos. Se
utilizan para determinar la estabilidad de cualquier tipo de comportamiento en
estado estable incluyendo soluciones casi-periédicas y cadticas.

Los exponentes de Lyapunov estdn definidos en términos de la solucién
de la ecuacién variacional de la siguiente manera: se define {m,(t}}’, como las

valores propios o eigenvalores de d{xo). Los exponentes de Lyapunov se
definen como:

A = lll_n?_%ln]m,(t)| (38)

donde i= 1, ....n, la cual es sdlo valida si el limite existe.

Como ejemplo, se ven los exponentes de Lyapunov para un punte de

equilibrio x.: sean {A;} v {n ]}, los eigenvalores y los eigenvectares de
Di(xeq) respectivamente (generalmente se usa la letra A indistintamente para
denotar ya sea eigenvalores o exponentes de Lyapunov. En esla seccién se
usard A para denotar los valores propios). Como se demostré en la seccion

Diix,, Jt

anterior, Mi{xeq) = € . Entonces my(t)= ™' y:

A =lim %In[eul

=!@}ae[x;u)] = Re[A/(1)] (39)

Por lo tanto, en este caso especial, los exponentes de Lyapunov son
iguales a las partes reales de los valores propios en un punto de equilibrio e
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Indican la contraccion (A < 0) o expansién (A > 0) cerca del punto de
equilibrio.

Se supone que Xp# Xeq, Pero Di(Xo}—rX,, Mientras e, ésto es, x, estd
en la cuenca de atraccién de x,. Como los exponentes de Lyapunov estdn
definidos en el limite cuando t—se., cualquier transitorio finito puede ser
despreciado, y asf, los exponentes de Lyapunov de x, y de x,, son idénticos. En
general, cualquier punto en la cuenca de atraccién de un atractor tiene los
exponentes de Lyapunov que el atractor.

De la misma manera se puede demostrar que los exponentes de
Lyapunov Aj para un ciclo limite estén relacionados con ios (n-1) multiplicadores
caracteristicos:

1
A = ?lnim,(l){

para i =1, ., n+1, Un exponente de Lyapunov A es siempre igual a cero. Este
corresponde al valor propio de ®T1(x*) que es siempre 1.

Asi como demuestran los ejemplos de punto de equilibrio y ciclo limite, Aj
es la tasa promedio de contraccion (Ai<0) o de expansién (Ai>0) en una direccion
particular cerca de una trayectoria particular. ;,Qué significa en una "direccion

" particular"? Se ordenan los Aj tal que A1z ... = Ap. Usando este ordenamiento
existen n subespacios lineales, W1 5 ... © W, con dimensiones dim Wi =n,
dim Wa = n-1, .. . dim W = 1, tales que casi lodas las perturbaciones en Wi
evolucionen como e,

Como un ejemplo, se cansidera un sistema linsal de tercer orden con un
punto de equilibrio en el origen, sigenvalores A1 < X2 < A3, y eigenvectores
correspondientes 1,,n,,1,. Come los eigenvalores son reales, son iguales a los
exponentes de Lyapunov. W3 = span {13} y todas las condiciones iniciales
xoe W3 evolucionan como x,e**. Wz = span(i., my} v todas las condiciones
iniciales %o € W2\W3 evolucionan como Cange* + Cana €™, Como A2 > Az el
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término A3 es despreciable después de un tiempo finito y, mientras t—es, la
trayectoria evoluciona como e*'. W1 = span {n,, n, 1,) v cuaiquier xeW,
sventualmente evoluciona como ', En el caso no-lineal, es claro que se debe
hablar de una perturbacién infinitesimal que evoluciona en promedio como e
o, equivalente, de una solucién del sistema linealizado (34) que evoluciona en
promedioc como e,

La comprobacién de que un multiplicador caracter(stico de un ciclo limite
es siempre igual a 1 se puede generalizar para demostrar que cualquier atractor
limitado de un sistema auténomo , excepto para un punto de equilibrio, un
exponente de Lyapunov es siempre cerot .

Es conveniente utilizar los exponentes de Lyapunov para categorizar el
comportamiento en estado estable. Para un atractor, la contraccion debe ser
mayor que la expansién, asf que:

Los atractores se clasifican de la siguiente manera. Para puntos de
equilibrio estables, Ai < 0 para toda i. Para ciclos limite estables, A1 =0y Aj <0
para i=2, ..., n. Para toroides estables (torus), A1 = A2 = 0y Aj < O para i=3,...,n.

Una de las caracterislicas de caos es la sensibilidad a condiciones
iniciales. Como se explicé en secciones anteriores, la sensibilidad a condiciones
iniciales sucede para un flujo que se expande. Por Io tanto, lo que distingue a un
atractor extrafio de olros tipos de atractor es la existencia de al menos un
exponente de Lyapunov positivo. En el caso de tres dimensiones, tomando en
cuenta que ZX, < 0, la Unica posibilidad para los exponentes de Lyapunov un
atractor extrafio es (+ 0 - ), ésto es, A1 > 0, A2 = 0, 13 < 0. En sistemas de
cuatro dimensiones se pueden dar dos casos: (+0 - -) y (+ + 0 -}, n0 se han
observado casos de tipo (+ 0 0 -). El esquema de clasificacién se resume en la
siguiente tabla:

VHaken 1. {1983)
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ESTADO FLUJO MAPA DE EXPONENTES DIMENSION
ESTABLE POINCARE DE LYAPUNOV
Punto do | Punto | seeeesesesemnenene 0> 4,>...54, 0
Equllibrio
Periédico Curva Cerrada | Punto A,=0 1
0>4,>..>A
Blpariédico Torolde CurvaCerrada {,=21,=0 2
O0>A,>..>4
K-Periddico K-Torolde {K-1) -Torolde A, =..a2k =0 K
O>A . >.. >4
Cadtico Tipo Cantor Tipo Cantor A >0 Ne Entera
Ii<O

Como se observa en la tabla anterior, la dimensién de un Atractor
Cadtico es no entera, Esta es una caracter/stica tipica de este tipo de atractores.
A continuacién se mencionard brevemente a qué se refiere una dimensién no
entera.

Los atractores cadticos se pueden clasificar el concepto de dimensién.
Un atractor puede definirse como n-dimensional sit , en la vecindad de cada
punto, parece un subconjunto abierto de Rn. Por ejemplo, un ciclo limite es
unidimensional porque parece un intervalo localments. Un toroide es
bidimensional porgue localimente se asemeja a un subconjuntc abierto de Re.
Un punto de equilibrio s considerado de dimension cero . El vecindatio de
cualquier punto de un alractor extrafio, sin embargo, tiene una fina estructura
(véase figura 11) y no se asemeja a ninglin espacio Euclidiano. De tal forma
que los atractores extrafios no son varledades y no tienen dimensidn entera.
Existen varlas formas de generalizar la dimensién para el ¢aso fraccionario de
las cuales se presenta solaments una: Ja Dimensién de Hausdorft o Dimensién
de Capacidad.

El volumen de! espacio de fase en un sistema disipativo se contrae en el
proceso de evolucion y el movimiento estd confinado a cierto atractor en el limite

1 Asf es como se defific la dimensién de una variedad en I geometria difereacial.
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cuando t—e. La dimensién D del! atractor es menor que la dimensién N del
espacio de fase original, Utilizando cualquier definicién razonable de dimension,
se pueds calcular faciimente que ia dimensién de los atractores triviales es
entera; D = 0 para puntos fijos, D = 1 para ciclos limits, D = 2 para un toroide de
dos ciclos (2-toroide ¢ toroide-2), etc. De cualquier forma se ha enconirado gue
la dimensidn de atractores extrafios es un valor fraccionario.

Hausdorff introdujo una definicidn generalizada de dimension en 1919,
Esto puede ser explicado de la siguiente manera. Tomemos un objeto
geométricamente regular, digamos un cubo, doblemos su tamafio lineal en cada
diraccién en el espacio. Tendremos un cubo cuyo volumen es 8 veces mayor
que el cubo original, porque 23 = 8. En general si tomamos un objeto de
dimensién D e incrementando en su tamano lineal en cada direccion espacial L
veces, tendremos este volumen incrementado a k = Lo veces del original.
Invitiendo esta relacion simple tendrsmos una nueva definicion para la
dimensién:

jw)
II_
E

(40}

S
-

Una definicién precisa de la dimensién de Hausdorft requisre el
conocimiento de la medida de Hausdorff 2, pero la expresién (40) es suficiente
para nuestras necesidades précticas, Empezaremos con el ejemplo mds simple
de un objeto geomélrico que tiene una dimension no entera: el conjunto de
Cantor (Figura 14).

2 Mandelbror B. B. Fractals, Forms, Chance and Dimension (1977)
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FIG. 14 &I Conjunto da Cantor

Se toma el Intervalo (0,1) y se elimina el tercio central (1/3,2/3), se repite
la operacién para los segmentos resuliantes una y otra vez ad infinitum, se
considera el conjunto de puntos del segmento izquierdo (0,1/3), incrementando
su tamafio linea! en un factor L=3, se tendrdn dos copias (k=2) del mismo
objeto, entonces:

In2
= — = 0.6309...
b In3 : ©9)

De hecho, muchos atractores exirafios tisnen una estructura del tipo del
conjunto de Cantor.

Se pueden resumir fas caracteristicas de .un atractor cagtico,
{comtinmente lamado también Atractor Extrrafio) como:

i} Es un objato geométrico, en el espacic de estado del sistema, cuya dimension
es fraccionaria (Fractat).

ii) El mapa de Poincaré de un sistema cadtico también es fractal.

iii) El sistema es extremadamente sensible a condiciones iniciales.
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2.4 Métodos Numéricos.

Antes de llegar a lo que son los métodos numéricos. Haré una
observacién en contra del estudio numérico de caos usando computadoras
digitales. El punto es que se trabaja con un campo finito de nimeros racionales
representable en una computadora digital mediante una lengitud palabra que es
finito, es imposible realizar ain procesos casi-periddicos verdaderos sin
mencionar drbitas cadticas. Esto se puede solucionar. Los nimeros irracionales
puedsn ser aproximados por nimeros racionales, las regiones cadticas estdn
rodeadas por regimenes periddicos. La estrategia en el estudio de caos con
computadora consiste en aprovechar la méaxima longitud de palabra disponible
de la mdquina, s decir, cémo alcanzar resoluciones ds alta frecuencla en
experimentos numericos.

En algunas ocasiones es Uil obtener las proyecciones de una trayectoria
en gspacios de menor dimensién. Los mapas de Poincaré que son los puntos de
interseccién de una trayectoria dada con una superficie fija en el espacio de
astado, ofrecen un medio efectivo para explorar la naturaleza de! movimiento.
Un problema prdctico consiste en comparar la precision del esquema de
interpolacién usado para localizar el punto de interseccién con aquél que da el
algoritmo de integracidn.

El objetivo de esta tesis no es hacer un andlisis exhaustivo de los
diferentes métodos numéricos existentes (para ésto se puede consultar alguna
de las referencias citadas en la bibliografia con respacto al tema). Aqui solo se
presentan las diferentes opciones para simular un Sistema no-lineal en ura
computadora personal, con el minimo de requerimientos de software.

Las simulaciones presentadas en este trabajo fueron desarrolladas en
diferentes simuladores, de los cuales haré una breve descripcion.
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SIMCAOS

Este simulador fue desarrollado en ia Universidad La Salle por el Sr. José
Carlos Angeles Fernandez, estudiante de la Carrera de Ingenierfa Cibernética y
en Sistemas Computacionales de ia ULSA y por el autor de esta tesis. Consta
de dos programas: FUNC: este programa auxillar se encarga de convertir un
archivo ASCll que contiene el modelo matemalico del sistema, en otro archivo
que pueda ser enlazado y compilado por el compilador de Borland C++®. El
programa principal, SIMCAQS, se encarga de hacer la simulacién. Algunas de
las caracteristicas de este simulador son:

Caracteristicas Generales.

i) Mdxima precisién en los cdlcuios, usando !a méxima longitud de palabra
permitida por el compilador de Boriand C++®.

ily Interfaz sencilla y amigable.

lii) Variacién de cualquiera de los parametros del sistema que se esté
analizando.

Iv) Eliminacién de estados transitorios.

v) Amplificacién de secciones de la grdfica desplegada en pantalla.

vi) Cursor de coordenadas.

vii} Resolucion VGA estdndar {640X480 pixels en 16 colores)

viii) Opcidn de graficas en blanco y negro para impresién

ix) No se necesita una computadora de gran capacidad para ejecutar el
programa, es suficiente una PC con procesador 80286, no requiere
coprocesador matematico aunque se recomienda.

Graficas y Diagramas.

i) Trayectoria de solucién en tiempo

ii} Diagramas de Bifurcacién

iii) Mapas de Poincaré

iv} Desplegado en pantalla de Atractores Cadticos en dos y tres dimensiones.
vi} Rotacién de gréficas en tres dimensiones.

vii) El método de integracion es seleccionado por el usuario




SIMNON™, (Simulator Language for Non-Linear Systems}

Este programa fue desarrollado en el Departamento de Control
Automético en el Instituto Tecnolégico de Lund, Suecia por Kari Astrom y cols.
En este programa se pueden simular sistemas tanto lineales como no lineales,
expresados en términos de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. No
es tan flexible como el SIMCAQOS. No es posible cbtener diagramas de
Bifurcacién, ni tampoco es posible obtener gréficas tridimensionales det atractor,
ni Mapas de Poincaré. Requiere de coprocesador matemdtico o de un emulador
para poder ejecutarse.

SIGSYS { A Signals & Systams Interpreter)

Fue desarroilado por Kwakernaak y cols. en la Universidad de Twenle en
el Departamento de Mateméaticas Apilcadas. Este programa estd enfocado al
anglisis de sefales, por lo que es posible hacer andlisis tanto en tlempo como
en frecuencia de una sefal, ademds de tener una gran variedad de comandos
para el andlisis como convolucién en Ylempo, convolucién en frecuencla,
Transformada Rapida de Fourier {FFT), integracién numérica de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Todos los programas anteriores son (tiles en la simulacién del
comporiamienio dindmico de un sistema fisico. Estos se complementan entre sl.
Existen otros programas como el Mathemalica® pero no son de prop6silo
especifico como los mencionados aqul.

Quisro terminar este capitulo aclarando que el andlisis numérico no
sustituye al andlisis formal del sistema. Para la mayoria de los sistemas no
lineales no se tienen soluciones analflicas, por lo que se hacen andlisis de
establlidad y otros tipos de andlisis, para comprender y estudiar la naturaleza de
su comportamiento, y en algunos casos su controlabiiidad' .

! Isidori A., NonLincar Conurot Systems, Springer-Verlag, 1985
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3 Biturcaciones y caos en clrcultos eléctricos y electrénicos no lineales.

l.os més completos y beilos resultados en caos han sido obtenidos en
circuitos no-lineales, porque las condiciones experimentales pueden ser
manipuladas con ciera precisién y los circuitos pueden se representados por
ecuaciones diferenciales ordinarias con muy pocas variables.

Son muchos y muy variados los experimentos desamrollados en
electrSnica que presentan comportamiento cadlico. En el presents trabajo se
muestran algunos de ellos representativos de ios diferentas caminos que toma
este fendmeno para mostrarse. Estos circuitos son relativamente sencilios y
faclles de construir. Se desarrollaron enteramente en la Universidad La Salle
con equipo de la Universidad y material comprado. De entre los objetivos de
este trabajo y los propdsitos de la presente tesis, el mds importante es
demostrar que en México, y en particular en nuestra Universidad se pueden
realizar investigaciones y proyeclos a nivel nacional e interacional de primera
inea.

La idea del trabajo es demostrar que existe comportamiento cadtico en
circuitos relativamente senciflos en los que se tienen respusstas aparentemente
aleatorias, es decir, respuestas que tienen un espectro continuo en {recuencia,
funto con otras caracteristicas que se han mencionado anteriormente y se
analizardn para cada caso paricular estudiado para esta tesis y que, debido al
relativamente reciente descubrimiento de este fendmeno no se estudia en los
cursos tradicionales de Ecuaciones Diferenciales, Dindmica de Sistemas
Fisicos, Control Analdgico, Andlisis de Sistemas Discrelos o Matematicas
Avanzadas, sin contar los cursos de Andlisis de Circuitos Eléctricos o
Electrénica Analdgica. Dichos cursos se restringen al estudio de sistemas
lineales que se comportan de manera predecible, es decir, conociendo la
dinamica del sistema y sus condiciones iniciales se puede conocer la respuesta
futura del sistema a largo plazo y el conocimiento de estas condiciones iniciales
no requiere de excesiva precisidn comeo para los sistemas no lineales que
presentan comportamiento caético, en los cuales es necesario medir con
extiremada precision estas condiciones iniciales debido a la sensibilidad a estas
condiciones explicada en capitulos anteriores, obtener condiciones iniciales con
infinita precision generalmente es casi imposible.
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3.1 Caos en un Sistema Discreto Unldimenslonal.
3.1.1 Introduccién,

Dentro de ia ciencia contempordnea , unc de los descubrimientos més
importantes es el fendmeno cadtico, entendiendo por éste un fendémeno que
presenta una organizacidon matematica diferente, es decir, son fenémenos no
desordenados. A principios de siglo se desarrgliaron técnicas matematicas que
nos permiten analizar este tipo de sistemas (exponentes de Lyapunov, mapas
de Poincaré). A menudo, la aplicacién de estas técnicas se dificulta por el grado
de complejidad matematica de las mismas. En este trabajo se implements tanto
electrénica como computacionaimente, una famiia de ecuaciones cuyo
comportamiento, bajo ciertas condiciones, es cadtico. Estas simulaciones nos
permiten analizar de una manera mds sencilla este tipo de comporamiento. En
esta implementacion en particular se pueds realizar un estudio paramnétrico de
estas ecuaclones, es decir, nos permile también analizar las transiciones de
estado que presenta el sistema, desde que presenta comportamiento periddico,
casl-periddico hasta que llega a ser caético.

Este sistema presenta comportamiento cadtico via bifurcaciones
sucesivas y duplicacidn de periodo (period doubling). La idea central del disefio
y dasarrollo del circuito se llevd a cabo en la Universidad La Salle y consiste en
modelar elsctrdnicamente una ecuacin en diferencias que describe el
comporamienlo de una poblacién y simular dicho comportamiento por medio de
una compultadora personal. Este sistema estd inspirado en el modelo de R. May
(1976).
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- 3.1.2 Descripcién de! problema.

El fendmeno de caos se ha encontrado en sistemas que pueden ser
descritos mediante ecuaciones diferenciales o en diferencias no lineales. En
este trabajo se construyé un circuito electrdnico y se realizé una simulacion en
computadora para el andlisis paramétrico la siguiente ecuacién en diferencias
que presenta un ordenamiento matematico superior:

X = 1= AR (40)

donde:  x, es una variable discreta y
A es una constante

El circuito representa la evolucién en tiempo de las variables gobernadas
por la ecuacidn (40). Con ayuda de un osciloscopio se pueden observar
diferentes estados del sistema.

3.1.3 Andlisis Matemdtico.
La secuacién (40) puede ser escrita de la siguiente forma:

Xy = (A X} (41)

paran =1, 2,3, .. donde f es la n-ésima iteracién (no derivada) de f y algunas
veces es ulil tener otra notacidn especifica para ésta:

F{n, Ax) = (A, x) = f{Af(A,... T(A,x)..)) “2)

n veces.



Para ests caso:

iy El méximo esté localizado en x=0,
ii) f(A,x) es mondtonamente creciente en x<0'y
mondtonamente decreciente cuando x>0,

En este caso el intervalo corrado | = [-1, 1] y A €1(0,2). Se observa que
adn cuando x puede tener valores en todo el intervalo 1, f(Ax) no
necasariamente abarca e! intervalo i, de ahi el nombre de endomorfismo
{endo=interno) en el intervalo.

Regresando a la secuencia {xj, i = 1, 2, 3, ...}, a menudo, después de
algunos puntos transitorios, se establece en uno de dos tipos de patrones
estaclonarios: periddicos o no periddicos. Un patrén peridédico de periodo p:
Xup = Xi, Xek # X Para toda k<p, es también llamado drbita de periodo p o ciclo-p
para el mapeo f. A continuacidn se asume que los transitorios han sido
eliminados. El caso particular p=1 corresponde a un punto fijo para f:

%* = f(AXY)

Por definicién, todos los puntos de un ciclo-p de f deben ser puntos fijos
de la p-ésima iteracién de {. Esto es:

% =FPAX) i=1,2 ..p

Es importante analizar la estabilidad de fos puntos fijos, ésto es, st xn se
elige muy cerca al punto fijo x*:

Xn= X"+ &
Lqué pasard con la siguiente iteracién?

Xn4l = X"+ Enet



Si:
l€natin | <1 (43)

decimos que el punto fijo x* es estable. La condicién de estabilidad (43) es
equivalente a decir que

[t A x)] <1 (44)

De manera simllar, un ciclo-p es estable si;

IF(p A x = 1A x) ] <1 (45)
dondej=1,2,..., pyse ha usado la regla de la cadena para la diferenciacidn,

El caso mds favorable para la eslabilidad aparece cuando:

F'{p A.x)=0 (46)

para i= 1, 2, ..., . entonces se tiene convergencia cuadrética hacia ese punto
fijo. La condicién de estabilidad (43) se cumple s6lo para un valor particular A’
en algun lugar dentro de una ventana periddica. Este valor de A’ corresponde a
un periodo superestable, que es representativo de todos los ciclos-p de la
misma ventana periédica. Con estas convenciones para f podsmos decir que
cualquier ciclo que contiene el punto x=0 puede ser superastable, partiendo de
que (A,0) = 0 conduce a qus F '(p, A, 0) = O para toda p. Esto da una idea para
determinar el valor superestable A', resolviendo la ecuacién de punto fijo
F'(p, A, 0) = 0. Pero se debe mencionar un mejor método. Se puede con una
calcutadora las primeras ventanas periédicas del mapa logistico:

p=1 0 <A<A =075
p=2 A|<A<A2=1.25
p=4=22 Az < A <Az =1,3680989 ...

p=B8=23 Az < A < Ay = 1.3940461 ...
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Esta es una “cascada” ds bifurcaciones de periodo-2 con periodo p=2n,
la cual converge rapidamente a una érbita aperiddica cuando n—es, el valor de
A, = 1.401155... se puede aproximar a una serie geométrica de la forma:

An= A« Afbn, cuando N—eo 47)

donde & = 4.66920.. es una constante universal que fue primeramente
descubierta por M. J. Feigenbaum,

Lo que sucade cuando A es mas grands s que A. es més interesante
desde el punto de vista de caos. En el rango dei pardmetro (A, 2) existe un
nimero infinito de ventanas periddicas inmersas en el régimen caético.

Si se examina mds cuidadosamente la distribucion de puntos en el
régimen aperiédico, enfonces se puede observar que las iteraciones que
aparecen entre los subintervalos 2n (istas) del intervalo | con n decreciendo
desde infinito hasta cero, entonces A va dosde A hasta 2. Esto también se
llama “reversidn® o secuencias de periodo-mitad de las bandas cadticas, que se
parece a una imagen de espejo de una secuencia de bifurcaciones de periodo-2
directa con respecto a A. Esta estructura global pusde ser vista del diagrama
de bifurcaciones obtenido graficando algunos cientos de respuestas
estacionarias de la iteracién del mapa descrito en (40) contra el parametro A.

Si lo descrito antes se restrings solamente a un mapeo espacifico como
(40), entonces tendriamos un casc particular. Sin embargo, ests tipo de
estructura de bifurcacién con sus caracteristicas numéricas universales, como la
constante de Feigenbaum, aparece cada vez mas en modselos malematicos no
lineales y en exparimentos reales.

t Feigenbaum, M. J. 1978



3.1.4 Descripcién del circuito.

A continuacién se presenta un diagrama a bloques del sistema:

Xnet

FIG. 15 Diagrama a bloques del circuito

Para el bloque se utiliza un muitiplicador analdgico ADS33 para elevar la
sefial al cuadrado. El voitaje de salida def multiplicador es proporcional a X2n y
es introducido a amplificadores operacionales para efsctuar las operaciones que
requieren fas ecuaciones del sistema, obteniendo asf un voltaje proporcionat a
Xn.

El valor de A puede ser variado de 0 a 2 mediante resistencias variables.
El voltaje de salida X..1 o5 retroalimentads al multipicador como X, pasande a
través de dos sampie-and-hold £M398 que son disparados por pulsos para
producir el retardo necesario de la sefial y permitir ia su retroalimentacion. Estos
pulsos son proporcionados al sistema mediante un circuito de base de tiempos.
Esta parte del circuito compuesta por un temporizador §55 y dos flip-flops J-K,
trabaja a dos velocidades 5 KHz {répida) y 5 Hz {lenta}, dsta dltima es utilizada
para observar la sucesidn de puntos en e} osciloscopio. La salida del circuito
son dos pulsos, uno de ellos retrasado la mitad del petfodo con respecto al otro
con el fin de proveer un retardo en la sedal X, y poder calcufar el nuevo valor de
ia variable. E! diagrama electrénico para el blogue s8 muestra en la siguiente
figura:
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15 15
o i
AD533

T xmi

A @ )
T T2
398 398
FIG. 18 Di lectrénico para la simulacién de (40)

En la figura (17) se muestra el diagrama elactrénico de la base de
tiempos:

J_ +5
l
T ] |
] cLA CLR
;1— ci1 :;,(CIZ ::CH _:@—““
T (/3{( /G{( Ci3)}—T2
DE. I
f

FIG. 17 Diagrama electrénico para la base de tiempos.
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3.1.5 Andllsis de la respuesta.

£l mapa de la funcién se puede observar en el osciloscopio conectando
las salidas X, y Xn.+ a los canales X y Y del mismo.

Cuando se incrementa el valor del pardmetro A, la respuesta del sistema
empieza a tomar alternadamente dos valores en tiempo, este fendmeno se
conoce como bifurcacién de periodo-2 , Al incrementar aiin mas el valor de este
parémetro el sistema presenta bifurcaciones sucesivas. Para un aumento mayor
de A, la respuesta del sistema empleza a ser no periédica y posteriormente
cadtica, presentando estados de perfodo-3. Las bifurcaciones sucesivas y el
eslado de periodo-3 son representativos del fendémeno de caos. A continuacion
se muestra la respuesta del sistema en osciloscopio para los diferentes valores
de A tanto en tiempo como en el mapa de la funcién.

FIG. 18 Oscilograma de X, en el eJe horizonta! contra X, en ef gjs vertical. Periodo-2
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FIG. 19 Oscilograma de X,,, en el eje horizontal contra X, en el efe verlical. Perfodo-4

net

FIG. 20 Oscilograma da tiempo para sefial de periodo-4
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FIG. 21 Oscllograma da X,,, en el eje horizontal contra X, en el efe veitical. Parfodo-8

Se ha demostrado! que si un sistema muestra una sefial de perfodo-3,
éste es cadtico pues Implica que existen sefiales con todas las frecuencias.

FIG, 22 Oscllogramade X, en el eje horizontal contra X, en &l efe vertical. Perfodo-3 .

VLi & Yorke, 1975, Period-3 Implies Chaos.



FIG. 23 Oscllograma de tiempo para una sefial de perlodo-3

FIG. 24 Oscilograma de tismpe para una sedal de perfodo-11
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FIG. 25 Oscllogramade X,,, en el efe horizontal contra X, en af eje vertical para A= 1.5

FIG. 26 Qscilogramade X ,, en el eje horizontai contra X, en el eje vertical para A = 1,9: Caos
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Bifurcaclones.

Para un andlisis més completo de la respuesta se requiere del mapa de
bifurcaciones, este mapa requlere de cdleulos que serfan cast imposibles de
realizar sin la ayuda de una computadora, en nuestro laboratoric se desarrollé
un programa para simulacién en lenguaje C que nos permite obtener este
diagrama de bifurcacionest . Este diagrama nos permite observar de una
manera méds clara para qué valores de los pardmetros la respuesta del sistema
os poriddica de perfodo-2, periodo-3, o es cadtica.

-0.24

~0,40-

-0.72

-0.96

1.2

2
1
1.
a
1

FIG. 27 Diagrama de Bifurcaclones

En este mapa o diagrama de bifurcaciones podemos observar los valores
que toma la variable a través de la simulacién para diferentes valores del
pardmetro A, Se observan aqul bifurcaciones de perfodo-2, bifurcaciones
sucesivas, crisis de los atractores, bifurcaciones tangentes, situaciones de

1 1.C. Angeles Fe Graficador de Si Cabticos, XXXIV Congreso Nacional de Fisica,
Meéxico D.F. (1991)
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perfodo-3, situaciones de perfodo diferente de 2, ventanas periddicas y
comportamiento cadtico.

0.9,

(T T 7§17 7 71:¢

FIG. 28 Ampliacién de una regién dal Mapa de Bifurcaciones: Estruclura Fraclal

13
16721
1.6933]
1.y133]

L amm

T3e
77
7913,
1.w136
1.0237)

FIG. 29 Ventana Periddica de periodo-3 y Bifurcacién tangente.

E! andlisis numérico permite faciimente observar no solo el mapa de Xn
contra Xn.1 sino también los mapas de X, contra X« para valores enteros de k.
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Todos estos mapas dan informacién acerca de para qué valores de A tenemos,
por ejemplo, bifurcaciones tangentes, ventanas periédicas de perfodo-n,

La ventaja de este tipo de implementacién es significativa ya que se
puede visualizar de una manera sencilla y préctica el comportamiento cagdtico,
asi como manipular directamenta los parametros del sistema, a fin de analizar
experimentalmente las condiciones bajo las cuales este sisterna de ecuaciones
tiene un orden superior, paradéjicamente llamado caos. La simulacidn, tanto
electrénica como computacional de dicho sistema nos permite, usando técnicas
més sencillas, analizar y entender este fenémeno.
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3.2 Sincronizacién y Caos en un Oscilador Electrénico No-Lineal
3.2.1 Introduccidn

El fenémeno de sincronizacion ha sido ampliamente usado en electrénica
(tefevisores, radares, osciloscopios, rslojes electrénicos). En general una
pequefia sefal periddica de sincronizacién con un periodo dado es usada para
manejar un sistema que puede producir una sefial m&s grande con periodo de
un valor cercano al de la pequeria sefial de tal forma que la sefial controlada se
ajuste al periodo de la pequeia sefial ( 0 a algin mdltiplo o submultiplo de ésta).

Existen muchos mecanismos posibles para ésto, pero el mas comdn en
Teoria de Circuitos Eléctricos es €l mecanismo de umbral, en el cual, el sistema
controlade produce una salida que depende de que se alcance 0 no un cierto
nivel llamado de umbral. En este caso la sefial de sincronizacién actda
causando que el nivel de umbral se alcance en un tiempo controlado.

Una sincrenizacidn exitosa depende de las relaciones apropiadas entre
los niveles de la sefial y de otros pardmetros y del sistema a sincronizar.
Cuando los pardmetros estéan fugra de cierto rango, el sistema no estd
sincronizado v la salida no es periddica.

Para una amplia clase de sistemas que podemos analizar en detalle, la
salida muestra caracteristicas que son normalmente descritas como caos. Es
decir que las soluciones son no-periddicas, inestables bajo cierto rango, la
sefial exhibe un amplio especiro, caso continuo, y el sistema es hipersensible a
cambios pequefios en las condiciones iniciales; ésto es que dos estados
iniciates, muy cercanos uno del otro, presentan trayectorias de solucidn que
divergen a largo plazo hasta llegar a no tener correlacién alguna. En este
trabajo, se presenta y analiza, tanto electrénica como computacionalmente un
sistema cadtico sincronizado por una sedal de otro. Aunque estos sistemas son
independientes entre si, y sus comportamientos no se correlacionan, es posible,
bajo ciertas condiciones, sincronizar un subsistema de un sistema cadtico. con
otro sistema cadtico independiente, enviando una sefial del sistema cadtico al
subsistema. La sincronizacién se lleva a cabo utilizando un generador de caos
con un oscilador inestable de segundo orden y un elemento de histéresis.
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3.2.2 Dascripcién del problema

Caos se ha descrito como una situacion en 1a que un sistema pierde
sincronizacién consigo mismo, resultando en un complejo movimiento
aperiédico. Si dos sistemas cadticos independlentes tienen las mismas
condiciones iniciales, cualquier pequenia diferencia en estas condiciones ¢crecerd
hasta que las soluciones sean totalmente diferentes. Sin embargo es posible
sincronizar dos sistemas no lineales, a pesar de su comportamianio cadlico si
son sincronizadas con una sefial apropiada. En este trabajo se musstra una
forma de sincronizar un subsistema de un sistema caédtico, con una sefial de
éste Ultimo, de tal manera que las sefiales correspondientes de los dos
sistemas sean idénticas. Se construysd un generador de caos sencillo basado en
un circuito desarrollado por Newcomb y Sathiant.

3.2.3 Descripclén del circuito

El circuito elecirénico se muaestra en la figura 29. Este circuito contiene un
oscilador inestable de segundo orden que oscila a menos de 1KHz. El oscifador
se conecta a un elemento de histéresis. La salida del elemento de histéresis
provee la polarizacion que mueve el origen de un valor positivo a negativo para
tener oscilaciones inestables. La amplitud de estas oscilaciones crecera hasta
que el voltaje X, alcance la region de cambio del elemento de histéresis. Esto
cambia el signo ds la salida del elemento de histérasis moviendo el centro de la
oscilacién a un nuevo punto y manteniendo acotado el voltaje X,. Una vez que
aste punto central ha sido movido, el valor del voltaje X, empieza a aumentar
repitiendo el proceso, La histéresis afade el tercer grado de libertad.

! Newcomb, R.W. & Sathian S. "An RC op amp Chaos Generator”, IEEE Transactions on
Circuits and Systems. vol. CAS-30, 1983,
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FIG. 30 Oscilador No-Lineal con Histéresis

El circuito se puede modelar mediante el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales:

X, = X, + %, +CX,

X, = ~wX, +8,%,

ex, = (1-x2)}{8x, - D +x,} - 8,x,
donde =R,/ Ry, ¢ =R,/ Rs w=RC,/RC,, 5,y & son pardmetros de
amortiguamienio que modslan las pérdidas en el sistema.

Las ecuaclones para X, y X, modelan e! oscilador inestable de segundo
orden de la parte superior del circuito mostrado en la figura anterior. La
ecuacién para X; estd basada en una funcién usada por Rossler para modefar



histéresis!. E! voltaje X, presenta histéresis dependiendo del voltaje X,. La
constante & es un valor pequsefio 1o cual ccasiona qus la histéresis alcance
rapidamente o} valor de saturacidn mientras el voltaje X, llega al punto de
disparo. Las variables S y D se obtienen a partir de los voitajes de disparo
superior e inferior (Vs y Vi).

2

M Y I

D=8V, +1

Para el régimen cadtico se tiene y=02, ¢ = 2.2, §,= 0.001, 8,= 0.001,
w=10,£=0.3,8=1.667yD =0.0.

3.2.4 Resultados Experimentales y Sincronizacién.

Se ha analizado formalmente la dindmica de! oscilador? , encontrando
que presenta, bajo clertas circunstancias, comportamiento cadtico por lo que me
restringiré a la parte de andlisis experimental.

Consldero importante aclarar gue los oscilogramas presentados en esta
tesis fueron fotografiados directamente ds la pantalla del osciloscopio,
posteriorments, se digitalizaron estas fotografias usando un scanner y por
uitimo fueron procesadas. El hacho de que hayan sido fotografiados impide ver
el atractor en su totalidad ya que e tiempo de apertura de la cdmara no es lo
suficientemente lento, En la mayorla de los oscilogramas solo es posible ver un
intervalo de tiempo de la lrayectorla de solucién del sistema. A continuacién se
muestran algunas gréficas y oscilogramas.

! Réssler, O. E. "The chaotic hicrarchy”. Z. Naturforsch, vol. 38a, 1983,

? Anfculo citado,
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FIG. 31 Atractor del Oscliador No-Lineal. Intervalo de tiempo. Proyeccién al plano X1-X3

FIG. 32 Alractor del Sislema no Lineal. Proyeccion al plano X,-X,
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FiG. 33 Simulacién del Atractor. Proyeccién en X,-X,
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FIG. 34 Simulacién del Atractor. Proyeccidn en X,-X,
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FIG. 35 Repuesta en frecuencia del Oscilader para X»

FIG. 36 Sistemas sincronizados.

En el circuito a sincronizar se usa una resistencia variable para R(r). Esto
nos permite hacer un circuito-respuesta idéntico o no, a la parte correspondiente
del circuito sincronizador. La figura 37 muestra un oscilograma de X, '(X,) donde
X es el voltaje X, del circuito a sincronizar para una R(r) = 20KQ = R. En este
caso los dos circuitos estdn sincronizados ya que forman una recta a 45° y las
senales X,' y X, son iguales.
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En la figura 38 se muestra el oscilograma de X,'{X,) para una
R{r) = 22K, Los circuitos no estdn sincronizados y las dos sefales son
diferentes. Para un aumento en R(r) la diferencia entre las sefales X;' y X,
aumenta y por 10 tanto los sistemas no estén sincronizados.

FIG. 37 Sistemas Sincronizados

FIG. 38 Sistemas no sincronizados



FIG. 39 Sistemas sincronizados. Simulacion.

Cuando los dos sistemas estdn sincronlzados, las sefiales
correspondientes en los dos sistemas son idénticas, sl los dos sistemas tienen
diferentes condiciones Iniciales, la trayectoria del subsistema sincronizado
converge a la trayectoria del sisterna sincronizador exponencialmente en
tiempo. En la figura 39 se muestran las dos sefales X;' y X, en tiempo con
diferentes condicionas iniciales.
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CONCLUSIONES

Caos es un campo de estudio que se expande rdpidamente, muchas
personas estdn involucradas en este relativamente nugvo tema de investigacién,
Fisicos, matemadticos, ingenieras, ecélogos, quimicos y muchos mas, han
aportado importantes contribuciones al desarrollo de esta investigacién. A través
de los afos el ser humano ha tratado de modelar, predecir e interpretar el
Universo para poder comprenderlo. Una de los encantos que tiene este
fenémeno, recientemente descubierto, es que es un nusvo campo donde lo
estudiado en los cursos normales de Licenciatura no es suficiente para entender
esta familia de fenémenos vy, luego, unoc tiens que estudiar un poco Mmds para
poder entenderlos y que son fendmenos reales, no abstractos que se presentan
en diferentes disciplinas y particularmente en Ingenierfa Eléctrica-Electrdnica.

La investigacidn en México a veces liene un panorama desalentador,
aungue se dan fendmenos de "crecimiento desigual y combinado®, es decir, que
se tengan personas de primera calidad haciendo investigacion tanto basica
como aplicada mientras que no podemos resolver problemas propios de un pais
en vias de desarrollo como la deuda extemna, la creciente contaminacion, la
ideologfa tercermundista y la barrera de que no se puede hacer ciencia ni
tecnologia de punta en México. Cuando algulen empieza a hacer Ciencia o
Tecnologia, piensa en qué tan importante sea el tema para el desarrollo del
Pals, de la comunidad a la que pertenece y el desarrollo personal. Al elegir un
tema de tesis se debe de pensar en estos factores. En este momento se piensa
en que hacer algo en Ciencia bdsica es un poco arriesgado en el sentido de qué
tan Util sea, sobre.todo en una tesis de Ingenieria. Actuaimente se han
descubierto casos de ¢aos en muchas ciencias y disciplinas, particularmente en
Ingenieria Electronica se tiene caos en Teoria de Osciladores y en Teoria de
Contral.

La Dindmica de Sistemas no se restringe exclusivamente al estudio de
los Sistemas Lineales, como se nos da a entender en los cursos de
Licenciatura, y no solo saber que exislen sino también que tienen
comportamientos totaimente diferentes a puntos de equilibrio o soluciones
periddicas, lo mds que se puede esperar de un curso en Licenciatura es el
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esludio de sistemas con respuesta casi-periédica ( AM, FM). Claro que seria
obsoleto estudiar este tipo de fendmenos si fueran productos de formulaciones
abstractas y no existieran en la naturaleza, pero hay personas que aseguran
que la naturaleza se comporta de manera no lineal y que los fenémenos lineales
sOn "casos aspaciales”.

El ser humano ha hecho esfuerzos increibles para tratar de linealizar
problemas, es decir de incorporar un problema. objeto de estudio, a un cuerpo
de Andlisis (estructura Matemdtica) que, en algunos casos no es
suficiontemente completo para abarcar el comportamiento en si, pracisamente
por que las herramientas matematicas que abarcan los Sistemas No-Lineales
son, en ocasiones demasiado complicadas, y resuita que llegamos a un
problema mds complicado que el que se tenfa originalmente.

A lo largo de la presente lesis sa propusieron métodos para completar el
andlisis de este tipo de fenémenos, con la ayuda de esta metodologla se puede
comprender éstos de una forma mds fcil. Estos métodos resultan imposibles de
aplicar si no se tienen bases matemdlicas sélidas. Otros métodos como
Dinamica Simbdlical y el Grupo de Renormalizacion2, cuya base es Teoria de
Grupos o los Métodos de Melnikov3 y Shilnikov4 que involucran conceptos de
Topologfa Diterencial estdn fuera del alcance del presente trabajo.

Se puede analizar un sistema dindmico simulando su comportamiento en
una computadora parsonal (PC) con relativamente poces requerimientos como
un coprocesador, y suficiente memoria RAM. Las desventajas de este tipo de
simulacién dependen de la computadora que se utilice, es decir, sera tanto mas
precisa la simulacién como potente sea la maquina. Existen simuladores
semicomerciales para el estudio de Sistemas no Lineales como el SIMNON
(Simufator on Nonlinear Systems) desarrollado en el Departamento de Control
Automatico del Instituto Tecnolégico de Lund (Suecia); el INSITE (Interactive
Nonlinear Systemns Investigative Toolkit for Everyone) desarrollado

1 Metropolis N., Stein M.L. & Stein P.R. (1973)
2 Hirsch J.E. & Navemberg M. (1982)

3 Melnikov VK. (1962

4 Shilnikov L.P. (1965)
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espacificamente para el estudio de Sistemas Cadticos en la Universidad de
California en Berkeley y otros mds. Por nuestra parte hemos desarrollado un
simulador de Sistemas Cadticos5 implementado en PC que se sigue
desarrollando actualmente en la Universidad La Salle en México D.F.

Tamblén se pueden analizar Sistemas Caéticos mediante la simulacién
electrénica. En este campo se pusden hacer dos modalidades: tener e! modelo
matematico e implementarlo electrénicamente o tener ol circuito elactrénico y
analizar su respuesta mediante visualizacién en osciloscopio. Solo basta con
tener nociones basicas de Dindmica de Sistemas no Lineales para poder
analizar las traysctorias en el espacio de estado visto en el osciloscopio.

Estos tipos de implementacién tienen grandes ventajas porque se pueden
analizar Sistemas complicados de una manera sencilla y sobre todo, como ya se
menciond en capitulos anteriores, en las implementaciones electrénicas y
computacionales podemos variar pardmetros y analizar !a respuesta para
diferentes valores del pardmetro de bifurcacién que escojamos, asf podemos
visualizar de una manera sencilla la respuesta, tanto en tiempo como en el
espacio de estado o con respecto al pardmetro que se esté variando (diagramas
de bifurcaciones).

Estas simulaciones son de gran utilidad para poder observar las
caracteristicas esenciales del fenémeno cadtico como lo son la extraordinaria
sensibilidad a condiciones iniciales, la estructura fractal de los atractores
cadticos en el espacio de estado.

Un fractal es un fenémeno que presenta siempre una estructura igual,
cualquiera que sea la escala considerada. Los atractores exirafios que
describen los comportamientos cadticos son también fenémenos fractales.

Las trayectorias de un atractor extraiio llenan una cierta proporcion del
espacio {sin llenarla nunca por completo) y formando unas "hojas” que aparecen
cada vez mas apretadas a medida qus se contemplan a escalas cada vez mas

5 Angeles Femmdndez J.C., Gonzdlez Heruindez H. & Gomez Ramirez L5, (19%1)
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pequeiias. Esto significa que nos encontramos con una estructura fractal. Esta
propiedad se le conoce también como “autosimilitud®, La podemos ver en
clentos de formas en la naturaleza, por ejemplo, en un #rbol, aunque su
estructura requiera de ciertos ajustes para que se cumpla, también en ias
estructuras cristalinas formadas después de una noche de lluvia, en los copos
de nieve o en la estructura de las montarias.

Esta caracteristica fractal es una propiedad genérica de los atractores
extrafios. Se trata de una consecuencia directa del modo como se construyen
dichos atractores, es decir, de las leyes a las que obedece la dindmica
representada en el espacio de estado.

El estudio de! caos presenta un interds prictico evidente: la comprension
del porqué y del cdmo un sistema mecdnico, por ejemplo, deja de tener un
comporamiento regular para evolucionar de un modo desordenado, psrmite
evitar importantes contrariedades. Lo mismo se pusede decir de la aparicién del
caos en un sistema glectrénico, una reaccidn quimica, un léser, etc. Dicho ésto,
los atractores extrafios que caracterizan el caos no se encuentran tan facilmente
alrededor de nosotros como los drboles en el campo, su busqueda se parece
mds bien a la recoleccidn de setas, hay que saber cémo y cudndo buscarlos.
Hasta principios de los afios 80's cabia incluso preguntarse por la posibilidad de
que estos objetos particulares, asi como la dindmica que representan, no
existieran mas que en la mente de los tedricos o en ios modelos matematicos
poco realistas.

Paralelamente al estudio de los fendmenocs cadticos se ha desarrollado
toda una teoria en matemdticas experimentales para poder entender este tipo
de formas que abundan en la naturaleza.

Este tipo de atractores se encuentran 8 menudo en sistemas fisicos,
quimicos y bioldgicos no-lineales que no son integrables y que por consiguiente
muestran un comportamiento impredacible. De hecho, los casos estudiados en
los libros de texto, fdcimente integrables, son excepciones singulares ahora
reconocidas; el mundo real, fuera de los libros de texto, permanece imprevisible,
ahi nos podemos encontrar con atractores extrafios, y a veces, muy extrafios.
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Para finalizar solamente resta recalcar que Caos es un orden diferente,
con caracteristicas propias. Es solamente un nombre qus se le ha dado a
fendmenos a los que no estamos acostumbrados a manejar en Ingsnieria y que
sin embargo se presentan en sistemas sencillos como los descritos en capitulos
anteriores y que definitivamente es necesario conocer analizar y entender para
un mayor desarrollo de la Ciencia y Tecnologfa. Es una herramienta mds para
entender el Univarso.
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