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1.1 GENERALIDADES.

La obtencién e interpretacién de curvas de enfriamiento
es una de las técnicas experimentales que mds ha contribuido a
establecer el efecto que tienen diferentes variables de proceso
sobre la microestructura observada en piezas fundidas y
actualmente es empleada como una herramienta de control de proceso
para la manufactura de piezas fundidas en aleaciones ferrosas y no
ferrosas. Por ejemplo, en el caso de aleaciones de aluminio las
curvas de enfriamiento se utilizan para verificar la eficacia del
tratamiento de refinacidn de grano y modificacidén sin tener que
recurrir al &nalisis metalogrdfico'. Las curvas de enfriamiento
también son empleadas para determinar parametros importantes en el
control de proceso de la produccién de piezas fundidas de hierros
colados, como lo son el carbono equivalente, 1la tendencia al
blangueado, la tendencia a la formacidén de rechupes Yy
eventualmente (partiendo de las temperaturas de liguidus y de
transformacién eutéctica) se wutilizan para predecir algunas
propiedades mécanicas en el producto final (dureza y resistencia
mécanica®).

Las anteriores aplicaciones han sido posibles gracias a
la realizacidén de un desarrollc experimental que consistid
basicamente en obtener, bajo diferentes condiciones de proceso,
las curvas de enfriamiento correspondientes y efectuar analisis
metalograficos para detectar 1los cambios microestructurales
producidos por cambios en las condiciones de enfriamiento de la
aleacidén y finalmente asociar sistematicamente estos cambios con
las caracteristicas de las curvas de enfriamiento.

sin embargo a pesar de la gran importancia que tienen las
curvas de enfriamiento en cuanto a su estrecha relacidén con 1la
microestructura gue presenta la aleacién, son contados los



estudios enfocados a profundizar en las razones y principios
fundamentales que originan este vinculo, por 1lo “cual la
informacién relativa a curvas de enfriamiento comunmente
disponible en la literatura especializada permanece en un nivel de
conocimiento empirico matizado por algunas consideraciones
teéricas de caracter cualitativo, no del todo explicitas.

I.2 POSICION DEL PROBLEMA Y OBJETIVO DE ESTE TRABAJO.

Una curva de enfriamiento es el registro cinético de los
. eventos térmicos gque ocurren durante el enfriamiento y
solidificacién de la aleacidén. Estos eventos térmicos son a su vez
una manifestacidén de lo que ocurre en el sistema tanto a nivel
macréscopico como micrdscopico. A nivel macrdscopico en cuanto a
la extraccidn de calor producida por el gradiente térmico entre el
metal y el material de moldeo en contacto con el medio ambiente, y
a nivel micrdscopico con la liberacidn de calor latente asociada a
la solidificacién, 1la cual es un proceso de nucleacién vy
crecimiento.
La fig.I.1 muestra la representacidén esquemidtica de una curva de
enfriamiento tipica de un hierro nodular eutéctico. La 1linea
trazada sobre el plano temperatura-tiempc representa el registro
de la evolucidn, en funcién del tiempo, de la temperatura promedio
de un volumen de metal, la cual es monitoreada por medio de un
termopar, desde el inicio del enfriamiento de la aleaciof liguida
en la impresidn del molde, hasta que la aleacidn sdlida alcanza la
temperatura ambiente. En esta curva podemos distinguir tres

etapas;
1) Enfriamiento del ligquido.
11 Solidificacidn.
III ) Enfriamiento del sélido.



y. cuatro'puntdé‘cg:actetiéticos B

de i iciéjdéfsolidificaciéﬁ.

riamiento maximo.
: e recalescencia maxima.
"D punto de fin de solidificacidn.

En la brimeraﬁetapa, la aleacidén liquida transfiere calor hacia el
molde disminuyendo su temperatura, hasta alcanzar la temperatura
eﬁtéctica, momento en el cual finaliza esta etapa. Es a partir de
este momento cuando inicia la segunda etapa, asociada a la
solidificacidén, en donde 1la aleacidn requiere subenfriarse en
cierta medida para que los embriones preexistentes puedan fungir
como centros de nucleacidén. En el punto A aparecen los primeros
nicleos y debido al calor latente liberade, la velocidad de
enfriamiento (la pendiente de T con respecto a t) comienza a
disminuir. El calor latente liberado por el crecimiento de estos
nicleos contra resta a la energia extraida por el molde,
reflejandose en una paulatina disminucidn de 1la velocidad de
enfriamiento hasta que esta se vuelve nula en el punto B, punto de
subenfriamiento maximo. En la trayectoria descrita por la linea BC
el calor latente liberado por el crecimiento de 1los granos
sobrepasa al calor extraido por el molde y esto se refleja con un
aumento en la temperatura del metal, fendmeno conocido bajo el
nombre de recalescencia. A partir del puntoe C y debido al inicio
del interblogueo entre grancs en crecimiento y al gradual
agotamiento de la fase liquida la situacién se revierte, y el
calor extraido sobrepasa al liberado por solidificacién lo cual se
refleja con una disminucidén en la temperatura del sistema, a lo
largo de la linea €D hasta que en el punto D la fase liquida
desaparece.A partir de este momento comienza la tercera etapa, de
enfriamiento en el estado sdlido.
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sblido.

Es evidente de lo anterior gue para elaborar un modelo
que simule. la historia térmica de una aleacién liguida durante su
enfriamiento y solidificacidén se requiere del acoplamiento de un
nodelo de cinética de solidificacidn con otro de transferencia de
calor.

Centro de este marco, es trabajo de tesis tiene como objetiveo



principal elaborar un modelo matematico gue sea capaz de simular
la historia térmica, asociada al enfriamiento y solidificacidn de
placas de hierro nodular eutéctico, y a partir de los resultados
arrojados por el modele analizar las caracteristicas de una curva
de enfriamiento tipica asociando cada una de sus etapas con los
eventos micro y  macréscopicos que se efectuan en el
sistema.Finalmente con ésta herramienta se pretende efectuar el
analisis de 1los efectos de diferentes variables de proceso
(temperatura de colada, espesor de la placa, difusividad térmica
del material de moldeo e inoculacidn) sobre las cardcteristicas de
las curvas de enfriamiento y la microestructura asociada,
especificamente en lo que se refiere a tamafio de nodule, radio de
esferoides de grafito y de la capa envolvente de austenita.






II.1 ANTECEDENTES Y CONSIDERACIONES BASICAS,

El micro-macrc modeleo de la solidificacidén de hierro
nodular, que es el acoplamiento de un modelo de transferencia de
calor con otro de cinética de solidificacidén con el fin de simular
la historia térmica del sistema asi como la formacién de
microestructura durante el cambic de fase, aparece en 1la
literatura especializada hasta el afio de 1984 en donde se proponen
soluciones &naliticas y numéricas de los modelos acoplados de
transferencia de calor y de cinética de solidificacidn. Edward
Fras® y Fredrikson et al® llegan a una solucidén numérica del
problema a partir de una solucién analitica de la ecuacidn de
Fourier unidimensional sujetos a hipdtesis simplificativas
similares, mientras que Su et a1’ emplean el método de diferencias
finitas para resolver la ecuacidn de conservacién de energia en
dos dimensiones.

Debido a que éste trabajo de tesis se basa
fundamentalmente en una solucidén analitica de la ecuacidén de
transferencia de calor se analizaron las hipdtesis simplificativas
y el procedimiento general seguido por Fras y Fredickson et al,
para acoplar el modelo de transferencia de calor con la cinética
de solidificacidon del hierro nodular. Describiremos brevemente los
aspectos mas relevantes de estos tratamientos, para posteriormente
explicar en detalle el modelo desarrollado en este trakajo.

Ambos tratamientos conciben el enfriamiento de la
aleacién desde la temperatura de colada hasta la temperatura
ambiente como un proceso gque se efectua en tres etapas:

1 ) Enfriamiento de la aleacidn en estado liquido.
2 ) sSolidificacidon de la aleacién.
3 ) Enfriamiento de la aleacidn en estado sdlido.



Para cada etapa plantean la ecuacidn de conservacién de energia en
el metal particularizando el siguiente balance general de
conservacién de la energia:

ENERGIA EXTRAIDA ENERGIA LIBERADA RAPIDEZ DE CAMBIC

POR + POR EL =  DE LA ENTALPIA
EL MOLDE CAMBIO DE FASE DEL METAL.

En donde el termine de energia liberada por el cambio de fase es
no nulo sdlo en la etapa II.

A partir de las ecuacliones generadas de balance, en donde se
expresa -la dependencia de la temperatura en funcidn del tiempo,
los autores proceden a suponer paralelamente las siguientes
hip6tesis simplificativas:

{1) La transferencia de calor estd limitada por la baja
Aifusividad del material de moldeo,de donde 1la rapidez de
extraccidén de calor del sistema, para un molde de arena(sand),
esta dada por la siguiente expresidn:

2Q/3t = VikcppisfA-E  (T=To) (1I.1)

donde :

8Q/8t = Flux de calor (J/s m%)
x = Conductividad térmica de la arena (W/m °K)
cp = Capacidad calérifica de la arena (J/Kg °K)
= pensidad de la arena (Kg/m")
= Tiempo (seq)
To = Temperatura ambiente (°K)
T = Temperatura de la interfase (°K)

T 0



(2) No existe gradiente de temperatura dentro del metal.

{3} Las propiedades termofisicas del sistema son constantes.

(a) validez de un modelo cinético que expresa a la fraccién
solidificada (funcién del radio de ndédulo) en funcién de la
temperatura (subenfriamiento) y del tiempo.

(5) El nimero de nidcleos activos es constante.

Empleando estas hipdtesis los autores procedierdn a resolver las
ecuaciones de balance en las tres etapas con lo cual obtuvieron la
dependencia de la temperatura con respecto al tiempo, es decir las
curvas de enfriamiento. El1 problema fundamental se ubica en
acoplar a la ecuacidn de balance de energia un modelo cinético en
la etapa II. Es en este acoplamiente donde los autores toman
caminos diferentes: por una parte,Frds realiza un cambio de
variable y resuelve numéricamente la ecuacidén de energia en
terminos del subenfriamiento para la etapa II, utilizando un
modelo cinético simplificado, el cual es introducido en 1la
ecuacidn diferencial a resoclver a través de la expresidén gque
establece la variacidn de la fraccidn solidificada con respecto al
tiempo empleande la ecuacidén de Johnson Mehl para expresar a la
fraccidén solidificada en funcidén del radio instantdneo de los
nédulos en crecimiento. La ecuacidén diferencial resultante es
resuelta mediante un método nimerico no especificado por el autor,
quien a partir de los resultados obtenidos realiza el analisis gde
la relacidén entre la curva de enfriamiento y los eventos térmicos
y microestructurales que se realizan dentro del sistema.

Por otra parte, Fredrikson et al procedieron a la solucidén de la
ecuacidn de conservacién de energia en la etapa II empleando otreo
modelo cinético de donde resulta necesario, para conocer la
historia térmica del sistema, la resolucién simultdnea de dos
ecuaciones diferenciales no lineales, resueltas mediante un método
numérico tampoco especificade por los autores, quienes, a partir
de los resultados arrojados por su modelo analizan el efecto de
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diferentes variables de proceso sobre la tendencia al blanqueado
del hierro nodular y del hierro gris. En los dos casos se llega a
las siguientes conclusiones, en lo qgue se refiere a la curva de
enfriamiento y los efectos que sobre ésta tienen las variables de
proceso:

1) Una mayor velocidad de enfriamiento cuando la ‘aleacién liguida
alcanza la temperatura eutéctica provoca un mayor subenfriamiento.
La velocidad de enfriamiento referida anteriormente aumenta

conforme :

a) Disminuye el espesor de la placa que solidifica.
b) Aumenta la difusividad térmica del material de moldeo.
c) Disminuye la temperatura de colada.

2) un mayor nimero de niicleos activos disminuye el
subenfriamiento.

Estas conclusiones, respaldadas por evidencia experimental,
constituyen una referencia para probar el modelo que se pretende
elaborar.

En esta tesis se procederd a desarrollar detalladamente
un micro-macro modelo similar al propuesto por Fras, sefialando las
omisiones y errores litogrificos presentes en el articulo
original, los métodos numéricos empleados, asi como
consideraciones adicionales gque no son mencionadas en la
literatura y gque resultan imprescindibles para gue el modelo
funcione.

PLANTEAMIENTO DEL MODELO,

Se requiere simular la evolucién de la temperatura en

1



funcién del tiempoc para el enfriamiento y solidificacién de placas
de hierro nodular eutéctico moldeadas en arena mediante 1la
resolucidén de la ecuacidn de conservacidén de energia en el metal y
acoplando, durante la solidificacién, un modelo que describa la
cinética de solidificacién de esta aleacién, con el fin de
explicar la relacidn entre los eventos microestructurales y la
evolucidn térmica de la aleacidn durante el cambio de fase.

Para tal efecto, podemos concebir al enfriamiento de la placa
desde la temperatura inicial de la aleacién 1liguida hasta 1la
temperatura ambiente, como un proceso gque se realiza en tres

.etapas:

I) Enfriamiento del liquido.
II) Solidificacién.
III) Enfriamiento del sodlido.

Estas ectapas se encuentran representadas esquematicamente en 1la
figura IX.1. La divisién del proceso en tres etapas se Jjustifica
por el hecho de que en las etapas I y III esta involucrado
dnicamente el calor sensible, mientras que en la etapa II se
presenta la contribucidén de calor latente asociado a la
solidificacién.

En la etapa III durante el enfriamiento del sélido pueden
presentarse transformacicnes de fase adicionales, como por ejemplo
una reaccidn eutectoide, en dicho caso lo anteriormente expresado
en cuanto al calor sensible, es vdlido hasta el momento en que
comienza dicha transformacién en estado soélido.
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enfriamiento ‘del metal,

A continuacidn se procederd a plantear la ecuacidn de conservacidn
de energia en el metal para cada etapa asi como la solucidn de las
ecuaciones  diferenciales resultantes, que obedecen al balance
global siguiente, donde el termino de generacidén es no nulo sdlo
en la etapa II:

EMERGIA EXTRAIDA ENERGIA LIBERADA RAPIDEZ DE CAHBIO
POR EL MHOLDE + POR EL CAMBIO DE FASE = DE LA ENTALPIA
FOR UNIDAD DE T1ENPO POR UNIDAD DE TIENPO DEL METAL.

En donde, con el fin de simplificar el calculo de 1la energia
extraida por el molde por unidad de tiempo, para las tres etapas
se asumird que la rapidez de extraccién de calor del sistema esté

13



dada por la expresidén gue se obtiene para el flux de calor en 1la
interfase molde-metal a partir de la resolucidn de la ecuacidn de
Fourier en una sola dimensidén en el molde, con propiedades
termofisicas del material de moldeo (arena) constantes y con un
espesor de molde semiinfinite (ver anexo I}:

ag/at = Vikcppis/nct + (T=To) (II.1)
donde :

8Q/8t = Flux de calor (J/s m°)
x = Conductividad térmica de la arena (W/m °K)
cp = Capacidad calorifica de la arena (J/Kg °K)
p = Densidad de la arena (Kg/m’)
t = Tiempo (seg)
Ta = Temperétura inicial del molde (°K)
T = Temperatura de la interfase (°K)

El empleo de esta expresién implica gque suponemos validas las
siguientes hipdtesis:

1.- La tranferencia de calor es controlada por la baja
difusividad térmica del molde.

2.- No existe gradiente térmico en el metal.

3.- La temperatura interfacial molde-metal T (ec.II.l), es igual a
la temperatura del metal en la placa.

Si bien estas hipbétesis se pueden objetar por la realidad
experimental del sistema, permiten obtener una primera

14



aproximacién,  empleando un procedimiento relativamente sencillo
lo cual permite bosquejar 1la metodologia general a aplicar en
futuros planteamientos con hipdtesis menos restrictivas.

A continuacidn planteamos las ecuaciones de balance de
energia en el metal correspondientes a cada una de las etapas,
obteniendo en cada caso la ecuacidn diferencial a resolver asi
como su solucién expresada con ecuaciones gque describen a los
pardmetros de interé@s para la simulacién e interpretacién de 1la
curva de enfriamiento., Los detalles de la resolucidn de las
ecuaciones diferenciales generadas se resumen en los anexos II
y III.

II.2 PRIMERA ETAPA: ENFRIAMIENTO DE LA ALEACION LIQUIDA.

Esta primera etapa inicia en el tiempo cero y a la

temperatura inicial de la aleacidn liguida en la impresién del
molde, la cual si asumimos un llenado instantanéo del mismo, es
igual a la temperatura de colada; esta etapa finaliza cuando 1la
aleacidn alcanza la temperatura eutéctica (1153 °C) a un tiempo
que denominaremos "ti",
Durante esta etapa, la transferencia de calor originada por el
gradiente térmico entre el molde y la aleacidén liguida provoca gque
la temperatura del liquido caiga. La variacidén de la temperatura
del metal es una funcién del tiempo y de las propiedades
termofisicas del sistema y puede ser deducida a partir del balance
de energia en el metal para esta ectapa:



ENERGIA EXTI’lAlDA PUH EI. NOLDE

POR unann DE.. n:npn

S(ITi2)

a, Area efectiva de extraccibn dé’ calor. :
; aQ/Bt, ‘Flujo ‘de calor extraido por el molde

ps; “Densidad del metal. . '

Cpm, Capacidad calorifica del metal.

Vm, Volumen de matal.

ar/at, Velocidad de enfriamiento del metal.

El andlisis dimensional de la ecuacién II.2 generada apartlr del
balance seria el siguiente :

() (I/s m¥) = (Kg/m') (I/Kg °K) (m’) (°K/s)
(3/8) = (I/s)

Esta jigualdad demuestra que la ecuacidn (II.2) es dimensionalmente
consistente. Por otro lado substituyendo la ecuacién (II.1) en
-la (II.2) obtenemos :

~AViRGpIa/H ¢+ £72/%. (T-To) = pa cpa Va - (OT/8%t) (I1.3)

Esta ecuacidén diferencial establece 1la dependencia de 1la
temperatura del metal con respecto al tiempo, las propiedades
termofisicas del sistema y las condiciecnes iniciales del proceso.
Asumiendo propiedades termofisicas constantes esta ecuacidn se
resuelve por separacién de variables (anexo II) proporcionando la
siguiente ecuacién, que describe la evolucidén de la temperatura en
el metal en funcién del tiempo durante esta primera etapa:

T = To + (Te=To) exp (KivE) (II.7)

16



donde:

To Temperatura a ra‘el molde:: . -

Te Temperatura de &6lada
t tiempo. : , -
¥ la constante Ki esiigualap: el i -,

K =_e' pw Cpam : ‘/“pp""/”,

Esta ecuacidn describe la evolucidn de la temperatura’de .la)‘placa
en funcidn del tiempo en la primera etapa, valida en el intervalo.
o<t<ty . :

La expresién que describe la evolucidn, en funcién del tiempo,',dé

la -velocidad de enfriamiento durante esta etapa - se ‘obtiene”
derivando la ecuacidén (II.7) con respecto al tiempo: : s

ar

Gt =vr exe( kie'?

) (1I.8)
valida en el intervalo o<t<ty,
Observamos que el limite de validez de las anteriores expresiones

es ti. Este tiempo puede ser evaluado mediante el uso de la
ec.II.7, introduciendo T=Te y despejando t=ti:

[ e’ 2
= [-{5(—%"-7 - In (T - Te / Te=To ) ] (II.9)

Resumiendo lo obtenido para la etapa I de enfriamiento tenemos las
siguientes conclusiones :

La ecuacién (II.7) es valida desde 0<t<ti donde tt: es calculada
mediante la ecuacién (II.9). La historia térmica de la placa en la

17



LY la velocidad de

I1.3 SEGUNDA ETAPA: ENFRIAMIENTO DURANTE LA SOLIDIFICACION.

Esta etapa inicia en el tiempo ti, cuando la temperatura

del metal es la temperatura eutéctica y finaliza en un tiempo "ts®
donde la solidificacion ha terminado, es decir cuando el valor de
la fraccién solidificada tiende a la unidad.
Cuando la temperatura del sistema ha disminuido hasta Te, el
proceso de solidificacién inicia y el balance de energia tiene que
ser modificado, para de esta manera contabilizar la liberacién de
calor latente.

FLUJO DE CALOR FLUJO DE CALOR VELOCIDAD DE CAMBIO
EXTRAIDO POR 4+ PROVENIENTE DE LA = DE ENTALPIA
EL MOLDE LIBERACION DE CALOR DEL METAL

LATENTE POR SOLIDIFICACION
que expresado matematicamente, queda :
-A (8Q/3t) + AHr pn'Va- (9fs/dt) = p-'Cp;a:Vm:(a’I;/at) . (I1.10)
Donde:
AHr Entalpia de fusién.

fs fraccién solidificada.

En andlisis dimensional es :



(3/°K)

( K/S)

B8 ~0 =6 T 30>

TE

ATl

H]

.~ Tiempo

ai:curva de
diferencial



El sigﬁifiQ§dormatgmati§o “ael

donde: - . : :
T = temperatura del'sistema.f
Te= ' temperatura” eutécticas

Despejando la temperatura qué"esté
tenemos que: ’ ’

T(t)real = TE = AT(L)

8i derivamos con respecto al tiempo la,éxéresién
dAT/dt = dTe/dt - dT/dt

como la temperatura Te tiene un valor consténte-
una constante es cero tenemos que : i
daT/dt = -dAT/dt T ITN14) "
En la etapa II, la velocidad de enfriamiento es igual al valor de
dAT/dt multiplicado por =-1.

Una vez reconocidos los términos de 1la ecuacién {(IT.11)

necesitamos cuantificar la variacién de AT con respecto al tiempo
para lo cual es necesario conocer el término Ldv/dt, donde V es
voltmen solidificade y dv/dt es la velocidad de formacidén de
s6lido. Es en este momento donde se requiere de un modelo cinético
de solidificacién. En este trabajo se emplea el mismo modelo
cinético utilizado por Fras cuyos aspectos mas generales se
describen a continuacidn.
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Explicar los mecanismos de la formacidén del grafito
esferoidal es todavia algo muy compléjo. sin embargo se sabe que
existe una relacién entre el subenfriamiento de la aleacidén con
respecto a la temperatura de equilibrio eutéctica, Te, en el
sistema estable Fe-C y la manera en que los nucleos crecen y son
transformados en nédulos de grafito en la solucidén liguida.
Durante el crecimiento de éstos esferoides, la concentracidn de
carbono en la solucidén liquida cambia de acuerdo al grado de
subenfriamiento. Algunos investigadores como B. Lux® han llegado a
la conclusidon de que hay una mdxima posibilidad de la formacidn y
crecimiento de una fase de austenita de acuerdo con el frente de
solidificacién del grafito. La austenita crece rdpidamente vy
envuelve la esfera de grafito como una capa continua, formande lo
que Se conoce como capa enveolvente de austenita. Se ha encontrade
experimentalmente que la capa envolvente de austenita empieza a
aparecer en el momento cuando el radio del esferoide de grafito
llega hasta cierta dimensidén critica. La formacién de granos
eutécticos por éste camino esta caracterizado por dos radios, R
del esferoide de grafito y Rz de la capa envolvente de
austenita.la velocidad de crecimiento de los nédulos esta limitada

'por la facilidad con gque el carbono pueda difundir a través de 1la
capa envolvente de austenita hasta el nucleo de grafito y es en
base a esta restriccidén y a hipdtesis simplificativas adicionales,
que se obtienen expresiones que describen la dependencia de los
radios Rt y Rz con respecto a t y AT.

La expresién de Johnson-Mehl® describe el volumen o
fraccién solidificada en funcidn del radioc de nédulos sélidos que
se encuentran en la aleacidén liquida durante la solidificacién,

lo que a su vez también es una funcién del tiempo.

V =Vo [1 ~ exp(-4/3 1 N R:)] (II.15)
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exp(-4/3 1 N o (IL.16)
donde : :
£a-="fraccién solidificada = (\)/vu),;‘

V.= volumen solidificado:. : e
Vo .= Volumen total del sistemametal

N
Rz = radioc de nddulo en crecimiento

densidad de sitios de nucleacién

Empleando el modelo utilizado por Frds, gue se explica en mayor
detalle en el anexo III, la relacién entre el radio de nédules, la
temperatura (AT) y el tiempo puede obtenerse de 1la siguienfe
ecuacién:

R = a VAT-E (I1.17)
donde :

) AT = subenfriamiento.
= tiempo contado apartir del inicio de la solidificacion.
a = constante de proporcionalidad cuyo valor es calculado en el
anexo III.

Tomande en cuenta el “"grain impignement", gue es el
arresto al crecimientc provocade por 1la interaccidn reciproca
entre granos en crecimiento, el volumen solidificado insté&ntaneo
durante la solidificaciébn es calculado a partir de la ecuacién
(I1.15) en donde el radio de nddule, Rz, es una funcidén de tiempo
t y del subenfriamiento AT implicito en la ecuacién (II.17). E)
valor de la constante a es de 7.53 x 10™° cm K™ '7257'7?
III).

(anexo
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(II.18)

Para obtener la velocidad de’: solldificacicn, dv/dt, - es necesario
“derivar con respecto al tiempo la ecuacion (II. 18) recordando que
AT, el subenfr:.amiento, es’ una funcion del tiempo. Esta derivacidn

..se. ve con detalle en el Anexo Iv.

" Multiplicando el término’ L,. entalp.\a de solidiflcacion por unidad
de . volumen, por.  la velocidad de t‘ormacion de sdélido, avydt,
llegamos a la siguiente expresién:

L= LaE [ (€777 AT )+ €377 aT'/? j.daTjae' ] (II.19)
Donde :
A =2Vonw N a®
E = exp(~4/3 n N a” £?73A1%7%)

Una vez conocido en términos de 1las .variables de interés
Idv/dt, procedemos a analizar al termino dQ/dt.

De acuerdo con las hipétesis inicialmente planteadas en
éste tratamiento, el flux de calor, dQ/dt, proveniente del metal
que se estd enfriando, esta controlado por 1la capacidad
"extractora" de calor por parte del molde (ec.II.l).

Si maltiplicamos ambos lados de la ecuacién II.1 por el &rea de
extraccién de calor obtenemos el termino de interés para la
ecuacidén de balance (ec.II.1l):

A dQ/dt = A(T-To} Vikcppis/m{ti+t) (IX.20)

Donde :
t1 = tiempo para alcanzar la Tt
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€t =-tiempo‘;4§‘:on>€ado a partir ‘del inicio de solidificacidn.

'Por;otrob. lédo si  recordamos el significado. del subenfriamiento
obtenemos una expresién que permite calcular 1la vrapidez de
extracién de calor en términos del subenfriamiento sustituyendo la
‘-expresidn (II.12) en (I1.20).

A-dQ/dt = ViKcppls - A -+ (Te—AT-To) / VW(t+t1} {II.21)

Sustituyendo lo encontrado hasta el momento en la ecuacidén (II.11)
de balance de energia, obtenemos a la ecuacién de balance en
términos del subenfriamiento (AT), del tiempo (t), de 1las
propiedades termofisicas del sistema y de 1la cinética de
solidificacién del hierro nodular eutéctico:

LAE(AT? t ) '/ 2+1aE(AT-t% )'/2dT/dt - ViFcepis -A-(T-To) - VA(E+EL)

= - ¢ dAT/dt (II.22)

Rearreglando y despejando dAT/dt de la expresidn anterior (Anexo
V), se obtiene la siguiente ecuacién diferencial, que describe a
la dependencia del subenfriamiento, AT, con respecto al tiempo,
las propiedades termofisicas del sistema y 1la cinética de
solidificacién del hierro nodular eutéctico:

dAT _ (~ViXPtprerA{Te-AT-To) )+LAE (m AT tusen )7
4t Vot - (¢ + LAE ( AT £° ey )17

(II.23)

Esta es la ecuacidén a resolver para poder simular la segunda etapa
de enfriamiento. Como se puede observar ésta ecuacidén diferencial
no se puede resolver por un método analitico, por lo tanto es
necesario recurrir a un nétodo nimerico. En este caso ftilizamos
el método de Euler (ver anexo VI) para calcular el subenfriamiento
en el paso actual de calculo en funcidn del subenfriamiento
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anterior Y de lav derivada del subenfriamiento con respecto al
alculada en el paso. anteriora .

ATm Lam s sé(aAT/at)t‘

Es conveniente mencionar en este momento que la ecuacidn
. diferencial reportada por Fras en el articulo que constituye la
columna vertebral de nuestro modelo presenta importantes errores
tipogrificos. La ecuacidn reportada por Fras es la siguiente:

d(AT) _  ba-F (TE-AT-Te) ) - AE (m AT tuen )2
dt VG ¢ (¢ = AE (AT t e )2
donde :

bz = =V(kpcpls
F = Area (A)

Esta expresién comparada con la propuesta en el presente trabajo

tienen dos diferencias principalmente. La primera es el signo
negativo presente antes del término AE y la segunda es

precisamente que en el término AE no esta incluido el calor

latente de solidificacién ( L ).

Como se habia mencionado anteriormente, en el trabajo original
propuesto por Frias se detectardn algunos errores tipograficos como
lo son el signo negativo, gque por medio de el desarrolleo
matematico de la ec.II.23 se puede confirmar; y por otreo lado la
omision del calor latente de solidificacién, L, gque no se puede
omitir, ya que en un proceso de solidificacién de una aleacién
siempre estara presente esta propiedad en la evolucidn térmica del
sistema.

Una vez calculade en cada paso de tiempo, el nuevo

25



subenfriamiento, este dato es empleado para calcular el nuevo
radio de nodulo (ec.II.17), 1la  nueva fraccidn solidificada
(ec.II.16), el nuevo radio de nicleo de grafito (anexo III) y la
nueva temperatura (ec.II.12). Si se desea puede calcularse con
éste dato la velocidad de extraccidén de calor (ec.II.20) y la
velocidad de liberacidn del calor latente asociada al incremento
en fraccidén solidificada (ec.I1I.19).

El calculo termina cuando la fraccién solidificada alcanza el
valor de 0.99, en el tiempo "ts", momento en el cual inicia la
tercera etapa, el enfriamiento de la aleacidn sdlida.

II.4 TERCERA ETAPA: ENFRIAMIENTO EN EL ESTADO SOLIDO.

. /Esta’ etapa inicia al terminar la solidificacidn, en el
-tiempo . ts, obtenido de la etapa anterior, tiempoc en el cual la
‘fraccidn solidificada alcanza el valor de 0.99, a una temperatura

s
Un balance de energia, similar al planteado en la etapa I, y la
solucidén analitica de la ecuacidn diferencial resultante, con las
_ _condiciones - iniciales, - T=Ts -cuando t=ts, - arroja la siguiente
expresidn:

T =To + (Ts~To) exp [ - 2 b2 F (V& - V E8)/ ¢V 7 ] (II.25)
o bien:

T = To + (Ts-To)-exp’ ( 1;1 B4 |/'— - Vi) (II.26)
donde : » i »

K1 = -2beF/¢v m:"

La ecuqcién:Ii.ZS ﬂescribéxlé éﬁblpgi@n, con respecto al tiempo,
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de la temperatura de la placa metalica sélida. Derivando la
ecuacidn II.26 con respecto al tiempo obtenemos la ecuacién -II.27

gque describe 1la

evolucién de la velocidad de enfriamiento de. la

placa, en la etapa III, en funcidén del tiempo:

dar

t

II.5 ALGORITHMO E

Como se
de enfriamiento
realiza en tres
ecuacicnes que

K1(Ts-To) - exp( vV t - v t5 ) (IX.27)
2V T

IMPLEMENTACION DEL PROGRAMA COMPUTARIZADO,

mencioné el modelo propuesto concibe el proceso
de la placa infinita como un proceso gque se
etapas. Habiendo derivado para cada etapa, las
relacionan a 1la temperatura con el tiempo

procedemos a mostrar el algoritmo utilizado para la elaboracién
del programa computarizado.

En las figuras II.5.1, II.5.2 y II1.5.3 se muestran los diagramas
de flujo dque permiten obtener la informacidén concerniente al
enfriamiento del metal en las etapas I, II y III respectivamente.

ALGORITMO DEL PROGRAMA :

PRIMERA ETAPA ( O<t<ti ) :

-Calculo de ti1 (ec.II.9)

-Generacidén de z puntos T(t) (ec.II.7)
-Generacidén de dT/dt (ec.II.8)
-Graficacidn de dQ/dt(ec.II.1)

SEGUNDA ETAPA ( O<t<ts ) : ;
-Resolucidn nimerica de la ec.II.23 para evaluar el nuevo AT
-Calculo de la nueva T(t) (ec.II.1l3)

~Calculo de dT/dt (ec.II.14)
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7 ’~caleulo’ de

-Ca lcule’ de

.7
A > B4

AVt —» £t

Flg.11.5.1 Dlagrama de flujo en’la etaps 1.
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En la figura II.5.1 se muestra la parte inicial del
programa, incluyende la introduccidn. de datos -y la primera etapa
de enfriamiento.

Los ‘datos requeridos por el programa son la temperatura inicial
del molde, la temperatura de colada, el volumen de la placa, el
area efectiva de extraccidn de calor de la placa, el coeficiente
de transferencia de calor del molde (arena) y el incremento de
tiempo en cada paso de calculo. En la primera etapa se calcula
ti1,el tiempo gque tardara el metal en alcanzar la temperatura
eutéctica con el fin de establecer los limites de ésta primera
etapa a la cual corresponden las ecuaciones I1I.1, II.7, II.8, y
ITI.9.

En esta primera etapa el programa debe generar, para el trazado de
la curva de enfriamiento, n puntos (t,T) donde n es
aproximadamente igual a ti1/8t. Una vez que t>tl se calcula la
velocidad de enfriamiento en ese instante, que corresponde. al
inicio de la solidificacién.

En la figura II.5.2 se muestra el diagrama de flujo

asociado a la etapa II de enfriamiento, mediante la ec.II.22
obtenemos el nuevo subenfriamiento, ec.II.13 la nueva temperatura,
ec.16 el nuevo radio de nodulo, ec.II.17 el nuevo radio de nicleo
de grafito, ec.II.21 el flux de calor extraido por el molde,
ec.II.19 y la rapidez de evolucidn de calor latente que prevalece
en ese paso de tiempo.
En el momento en que la fraccién solidificada alcanza el valor de
0.99 finaliza esta etapa, el tiempo y la temperatura del sistema
en ese momento son respectivamente ts y Ts, el tiempo de fin de
solidificacién y la temperatura de fin de solidificacién.

La figura II.S5.3 representa el diagrama de flujo para el
enfriamiento de la aleacién en el estado sélido.
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AT/-PEC, 11,23

l

ALJHL=AT AT/ AL

40784 —¥EC, 1L 2

|

LW 11,43

J.11.5.2 Diagrams de flujo para 1a etepa
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ETAPA II

t=tS+Kdt

!

T2 —» EC.I1.256

!

dT/dt —»EC.11.27

!

dQ/dt —eEC.11.1

T2<¢1900 ¢

Flg.11.5.3 Diagrama de flujo para la etapa I1I.

Con los datos concernientes a la temperatura y el tiempo
de fin de solidificacidén obtenidos al finalizar la segunda etapa
se procede a la evaluacidén de la temperatura en funcidn del tiempo
en la etapa III mediante la ec.II.26 asi como la de velocidad de
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enfriamiento ec.II.27 y el flux de calor extraido por el molde
ec.II.1. Cuando la temperatura del sistema. alcanza 1000 °c
finaliza el calculo.

El programa fué escrito en basic, de mode tal que permitiera
obtener ' grdficamente los siguientes parimetros en funcidén del
tiempo,  durante el enfriamiento y solidificacidén de las placas de
hierro nodular eutéctico:

(a) T y dT/dt wvs tiempo.
(b) dQ/dt y rLdv/dt vs tiempo.

(c) R, Ri ¥ fs vs tiempo.

‘Las ' graficas proporcionadas por el programa bajo diferentes
condiciones de proceso son presentadas en el capitulo siguiente.
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III. APLICACTION DEL MODELO AL
ANALISIS DEL EFECTO DE ALGUNAS
" VARIABLES DE .PROCESO SOBRE LA
LA CURVA DE ENFRIAMIENTO ¥ LA
MICROESTRUCTURA OBTENTIDA.



APLICACION DEL MODELO.

~El. modelo -anteriormente descrito ﬁ@e'
programa computarizado con el fin de emplgarlo'p'
efecto. de algunas variables de proceso sqb;éflﬁs
de las curvas de enfriamiento. o

El programa elaborado proporciona lo siguieﬁtg

teristicas

~a) La curva de enfriamiento (T vs t)1ﬂ§
velocidad de enfriamiento (dT/dt vs t).~

b} La evolucién de la velocidad extraccidn de'caior‘(dQldt,ys ).

¢) La velocidad de generacién del calor latente de soiidifiéacién
(LAV/dt vs t).

¢); La ‘evolucidn de la fraccidn solidificada y la evolucion,
“durante la solidificacién de los radios caracteristicos de nédulo
{(Ri. 'y Rz vs t,donde R= radio del nodulo (C+y) Ri= radio de
" grafito).

A continuacién se procederd a mostrar los resultados
arrojados por el modelo para la solidificacién de placas de hierro
nodular eutéctico coladas bajo condiciones especificas de proceso.
En este capitulo se mencionan las caracteristicas generales
encontradas en cada caso asi como las tendencias en las curvas
obtenidas, asociadas al cambio en diversas variables de proceso,
para en el capitulo IV proceder a 1la interpretacién de estos
resultados.

Con el fin de andlizar el efecto de las variables: temperatura de
colada, espesor equivalente de la placa, difusividad de calor del
material de moldec y efecto de la inoculacidén, se procedid a
simular la solidificacién de placas de hierrc nodular
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eutéctico.Las condiciones de referencia son las siguientes:
volumen 200 cm’, area efectiva de transferencia de calor 180 cmz,
espesor equivalente 2.2 cm, coeficiente de difusividad de calor
del molde (V@&p&ys) 0.1 J/cm’s®C, nimero de nicleos 2x10°cm™ y
temperatura de colada 1200 Sc. El incremento de tiempo utilizado
para todos los casos fue de 0.1 seg.

Los resultados obtenidos del programa elaborado para esta primera
simulacién se muestra en la fig.III.1.

En la fig.III.1l1.a se muestra la evolucién de la velocidad de
enfriamiento y de la temperatura de la aleacidn en funcién del
tiempo. En la curva de enfriamiento distinguimos como aspectos
caracteristicos: la temperatura de colada (punto 0), inicio de
solidificacidn (punto 1), al subenfriamiento maximo (punto 2), a
la maxima recalescencia (punto 4) y al fin de solidificacién
(punto 5), asi como la longitud de la trayectoria del sistema en
la etapa II que va desde 1 hasta 5. La trayectoria de 1 a 5 esta
cardcterizada por una primera regién en donde la temperatura del
sistema disminuye conforme transcurre el tiempo, 1-2, un minimo en
temperatura, 2, una regién en la cual el sistema aumenta su
temperatura conforme transcurre el tiempo, 2-3, (regién de
recalescencia), un maximo en temperatura del sistema, 4, y otra
regién donde la temperatura disminuye conforme transcurre el
tiempo, 4-5, hasta que finaliza la solidificacién, y comienza el
enfriamiento del sélidos(etapa IITI). Paralelamente la curva que
describe la evolucidn de la velocidad de enfriamiento de 1la
aleacidén (fig.IXII.1.b) muestra el siguiente comportamiento. Al
inicio del proceso de enfriamiento la velocidad de enfriamiento es
alta, del orden de —7°C/s,conforme transcurre el proceso la
velocidad de enfriamiento va disminuyendo hasta el momento en el
cual se hace nula y posteriormente positiva (se convierte en una
velocidad de calentamiento), conservandose positiva en un
intervalo de tiempo definido por 1la trayectoria gque va desde 2
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hasta el punto 3/, en donde vuelve a adoptar un vélor nulo hasta
el punto 4/, apartir del cual vuelve a presentar valores negativos
y con este comportamiento se mantiene. hasta el fin de cédlculo.

En la figura III.l.b se muestran 1la velocidad de
extraccién de calor, dQ/dt y la velocidad de evolucidn de calor
latente, LAV/dt en funcién del tiempo. Para el primer caso se
observa gque dQ/dt disminuye continuamente desde el inicio del
proceso, mostrando un comportamiento regular lo cual se explica
analizande la ec.II.l, que describe a la velocidad de extraccidn
de calor en funcidn del tiempo, las propiedades termofisicas de la
arena y la diferencia entre la temperatura instantanea del metal y
la temperatura inicial del molde para las tres etapas de
enfriamiento.

Esta ecuacidn muestra que conforme transcurre el tiempo y
disminuye la temperatura del sistema, la velocidad de extracecidn
de calor va a disminuir en una relacidn ( directa con respecto a
T-Te y una relacidén inversamente proporcional a vE )directamente
- proporcional al cociente (T-T.)/vE. Por otra parte se observa que
la evolucidn de calor latente, una vez que el sistema entra en la
etapa II, se manifiesta inicialmente con valores muy pequefios y
conforme el sistema continua subenfriandose esta velocidad aumenta
hasta un maximo, ubicado en el tiempo que corresponde al punto 2
de la curva de enfriamiento, cuando el sistema alcanza su maximo
subenfriamiento. Conforme el sistema comienza la recalescencia, 1la
velocidad de evolucidn de calor disminuye paulatinamente y muestra
esta tendencia hasta finalizar la solidificacidn.
Es interesante notar gque la comparacidn de las figuras III.l.a y
III.1.b permiten constatar gue la placa se enfria cuando dg@/dt >
Lav/at, (o0-2), (47-5), recalesce cuando Ldv/dt > dQ/dt (2-3') y se
mantiene constante cuando Ldv/dt = dQ/dt (37/-4’) y que el maximo
de la curva Ldav/dt coincide con el punto de maximo
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o VLa:\-‘fVié\“ira III.1.C muestra la evolucidn de la fraccidn
solidifidad§,[E-; el radioc exterior del nédulo, Rz, Yy el radio del
nicleoc de Qréfito, Ri. En esta figura podemos observar que estos
parametros son evaluados a partir del inicio de la etapa II.

Al ‘inicio ‘de 'la solidificacidn se observa que el radio exterior
del nddulo crece rapidamente y conforme transcurre el tiempo, 1la
velocidad de crecimiento (AR en un AT dade) decrece proporcionando
a la curva Rz vs t una curvatura inicial negativa. Llega un
momento de la solidificacidn donde esta curvatura es nula y
posteriormente se hace positiva, dando a la curva de R en funcidn
de t la forma caracteristica de "s" invertida, mencionada con
frecuencia en la literatura. La curva correspondiente al radio de
nicleo de grafito eveoluciona de una manera similar pero con
curvaturas menos pronunciadas. Por otra parte la fraccién
solidificada aumenta de 0  hasta 1 conforme avanza 1la
solidificacién y la linea que describe la dependencia de Fs con
respecto al tiempo muestra una curvatura negativa a lo largo de la
solidificacién.

III.1 EFECTO DE LA TEMPERATURA DE COLADA,

Para analizar el efecto de la temperatura de colada sobre
la curva de enfriamiento asocjada a una placa de dimensiones
fijas se procedid a simular el enfriamiento de la placa,vaciando a
dos temperaturas de colada: 1250 °¢c y 1175 °C, manteniendo las
otras variablese fijas (condiciones de referencia). Las figuras
3.2 y 3.3 muestra los resultados arrojados por el modelo
incluyendo a las curvas de enfriamiento y los eventos térmicos y
microestructurales asociados.

Comparando las figuras IIT.1, III.2 y III.3 se puede constatar que
conforme aumenta la temperatura de colada se observan las
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- Disminuye el valor méiximo que presenta la'curva de evelucién de
calor latente (Ldv/dt). ' :

- Se incrementa el tiempo que tardan los nddulos en alcanzar. sus
dimensiocnes finales.

- Los radios caracteristicos de no6duloe (R y Ri)al final de 1la
solidificacién son los mismos en los tres casos. (ver nota 1 al
final de este capitulo).

La interpretacién de estos resultados se vera con detalle en el
siguiente capitulo.

IXI.2 EFECTO DEL ESPESOR DE PLACA.

En el caso del efecto en el espesor de placa se procedid
a simular 1la solidificacién de dos blacas bajo las mismas
condiciones de referencia pero con espesores equivalentes de 1.6
cm y 3.3 cm. Los resultados obtenidos de la simulacién se muestran
en las figuras III.4 y III.S respectivamente. Comparando estos
resultados con la figura III.1 se observa gque asociado a un
aumento en el espesor de la placa, se presentan las siguientes
tendencias:
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- :Aumenta el tiempo de solidificacién.

aracteristicos ‘del"nddulo son los mismos enlos tres:

"',éééoé;(yéf nota. 1 al final de este capitulo).

III.3 EFECTO DEL COEFICIENTE DE ACUMULACION DE CALOR DEL HMATERIAL
DE MOLDEO.

En el caso del efecto de la difusividad de calor del
material de moldeo (bi=V(kpcpis) la simulacidn se efectud con dos
coeficientes: 0.08 y 0.12. Los resultados arrojados por el modelo
se pueden observar en las figuras 3.6 y 3.7 respectivamente.
Comparando estos resultados con 1la fig.III.1, notamos las
siguientes tendencias:

Al aumentar la difusividad de calor,
- Disminuye el tiempo de solidificacidn.

~ Aumenta la velocidad de enfriamiento al inicio de la etapa II'
(dT/at) T=re.
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(Ldv/dt:)

- stminuye el: tiempo que tardan los nodulos en: alcanzar sus’-

dimensiones” finales.

~ Los radios caracteristicos de nodulo son 1gua1es en los tres
casos. (Vver nota 1 al final de este capitulo). i

III,4 EFECTO DE LA INOCULACION,

Con respecto al numero de nicleos activos, se simuld la

®¢ ,con un coeficiente de

solidificacidén de la placa colada a 1200
difusividad de calor (Vikprp)) de 0.1 y un espesor equivalente de
2.2. cm.,

La figura ITI.8 corresponde a un 100% mds de niicleos con respecto
al de referencia, la figura III.9 representa el caso de un 50%
menos que el de referencia.

El analisis comparativo de las figuras iII.l, II11.8 y III.9 revela
gque conforme aumenta el nimero de nicleos activos, se presentan
las siguientes tendencias:

- Disminuye el tiempo de solidificacidén.

- Se mantiene inalterada la velocidad de enfriamiento al inicio de
la etapa II (dT/Dt)T=re .

- Disminuye el subenfriamiento maximo.

- Aumenta el miximo de la curva de la velocidad de  evolucidén de
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calor:-latente.
- “Disminuyen - los- radios. caracteristicos de néd\.ilp f,p{na‘ vez
finalizada la solidificacién.(ver nota 1). " :

- Disminuye el tiempo en que los nddulos alcanzan su dimensidn
final.

En el siguiente capitulo se procederid a explicar  las tendencias
enco.ntradas.que manifiestan los efectos que, sobre el proceso de
solidificacidén, tienen las variables analizadas, a la luz del
micro-macro modelo elaborado.

Nota 1: Entre las limitaciones de este modelo se encuentra el
suponer un nimero fijo de nficleos activos. Experimentalmente se ha
encontrado que el nimero de nicleos activos aumenta conforme se
incrementa la velocidad de enfriamiento al inicio de la etapa II,
lo cual se puede explicar a partir de la teorfa convencional de
nucleacién, en donde a partir de realizar un analisis de 1la
energia 1libre asociada al embrién en crecimiento como un
compromiso entre la energia libre asociada al volumen del embrién
que promueve el crecimiento, y de la energia interfacial asociada
a la interfase embrién-seno de metal ligquido, que 1lo inhibe, se
llega a expresiones que definen al radio critico del embrién en
funcién de las propiedades fisicoquimicas del sistema y en funcién
del subenfriamiento. De aqui se deriva que a mayores
subenfriamientos disminuye el radio critico del embrién, lo cual
posibilita gque un mayor nimero de embriones pasen a la categoria
de nlcleos conforme aumenta el subenfriamiento, aspecto que esta
muy relacionado con la inercia térmica(velocidad de
enfriamiento)con la que la aleaciébn inicia su solidificacién. En
suma si este modelo contabilizara la dependencia del nlmero de
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nicleos con'.respecto a la velocidad de enfriamiento al inicio de
la solidificacién, indicaria que a mayor temperatura de colada, el
radio de ndédule es mayor (menor nGmero de niicleos activos)a mayor
difusividad de calor del material de moldeo el radio final de
nédulo es menor(mayor ndmero de nGcleos activos), a mayor espesor
de la pieza el radio final de nédulo es mayor y en fin en la
medida que el cambio de 1la variable de proceso provoca un
incremento en la velocidad de enfriamiento al inicioc de 1la
solidificacidn, esto promueve mayores subenfriamientos y con esto
la activacién de un mayor nimero de nicleos. Existen teorias
recientes de nucleacién, apoyadas en datos experimentales, dque
permiten introducir este efecto en el micro-macro modelo, y todos
ellos de alguna manera evidencian el hecho de que la nuclecién
cesa en el momento en que el sistema alcanza su maximo
subenfrfamiento, el cual es una funcién, como lo hemos visto, de
las condiciones de extraccién de calor latente, lo cual depende
del nGmero de nicleos activos y de la velocidad con gue éstos
crecen.






En este capitulo procederemos a interpretar los
resultados obtenidos del modelo con el fin Gltimo de relacionar a
los eventos térmicos y microestructurales con la forma final que
adopta la curva de enfriamiento.

En la primera parte de este capitulo procederemos a interpretar
desde un punto de vista general y a la luz del modelo propuesto
los resultados arrojados por el programa para la simulacidén del
enfriamiento y solidificacién de placas de hierro nodular
eutéctico coladas bajo condiciones especificas de proceso.

Posteriormente realizaremos la interpretacién del efecto que
tienen las variables de proceso analizadas sobre las
caracteristicas de la curva de enfriamiento obtenida mencionando
la manera en que los eventos térmicos y microestructurales gque
acontecen durante el enfriamiento y solidificacién afectan a la

curva de enfriamiento.

IV.1 INTERPRETACION DE LA RELACION ENTRE LA CURVA DE ENFRIAMIENTO
Y LOS EVENTOS TERMICOS Y MICROESTRUCTURALES QUE ACONTECEN DURANTE
EL ENFRIAMIENTO Y SOLIDIFICACION DEL HIERRO NODULAR EUTECTICO.

Para la siguiente interpretacién analizaremos en detalle
los resultados obtenidos en la simulacién de 1la placa de
referencia(fig.IV.1).

Al inicio del proceso de enfriamiento y debido al chogque
térmico del metal, a la temperatura de colada, con el material de
moldeo, a temperatura ambiente, la velocidad de extraccién de
calor es muy elevada, fig.IV.l.b,(ec.XII.l), lo cual provoca a su
vez que la rapidez con que desciende la temperatura de la aleacién
liquida (dT/dt)sea también elevada (—7°c aprox.fig.IV.1.a), hecho
gque se refleja en un rapido descenso en la temperatura del
sistema, fig.IV.l.a, siendo en estos momentos iniciales donde se
presenta la mayor cafda de temperatura del metal (Notar que la
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temperatura del sistema 'y el eje de la temperatura se confunden,
debidoi.a .la‘. escala . utilizada,. hasta -los ,1185°c, siendo que la
temperatura de colada es de 1200°C).

Conforme transcurre el tiempo y hasta que el sistema alcanza 1la
temperatura eutéctica, la velocidad de extraccién de calor dQ/dt
disminuye paulatinamente por las razones mencionadas en el
capitulo anterior, lo cual a su vez provoca una disminucién en 1la
velocidad de enfriamiento de la aleacién liquida(dT/dt)con lo cual
cada vez es mas lenta la velocidad con gque desciende la
temperatura de la aleacién 1liquida. Una vez que la aleacién
ligquida se ha subenfriado en cierta medida, aparecen los primeros
nicleos de gréfito {(punto 1). Al inicio del crecimiento de éstos
nicleos la velocidad de formacién de sélido, proporcional a rR®
{(ec.16), es pequefia por lo que la velocidad de evolucién de calor
latente (LdV/dt=(L/V)dfs/dt) es tambien peguefia con respecto a la
velocidad de extraccién de calor, lo cual causa gue la temperatura
del metal subenfriado siga cayendo, aungue cada vez a menor
velocidad, debido al aumento progresive en 1la velocidad de
formacién de sdlido, la cual se incrementa conforme aumenta el
subenfriamiento provocando un incremento en la velocidad de
evolucidén de calor latente de solidificacién. Llega un momento en
este proceso en el cual la velocidad de evolucidén de calor latente
se iguala con la velocidad de extraccién de calor, y la velocidad
de enfriamiento se hace nula, con lo que el sistema alcanza su
maximo grado de subenfriamiento. Es de notarse que este punto
coincide con el méximo de la curva LdV/dt. Lo anterior se explica
por el hecho de gue la velocidad de crecimiento, funcién del
subenfriamiento, es ma&xima cuando el subenfriamiento alcanza su
valor mas elevado. Apartir de este momento 1la velocidad de
evolucién de calor latente excede a la velocidad de extraccién de
calor lo cual provoca que dT/dt sea positivo y gue la temperatura
del sistema aumente, disminuyendo el subenfriamiento, la velocidad
de evolucién de calor latente, y en consecuencia la velocidad de
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crecimiente del nédulo(fig.IV.1l.c)remarcando la curvatura negativa
de:la curva Rz vs't al_inicio de la etapa II.

La - -aleacién prosigue su recalescencia disminuyendo el
subenfriamiento lo cual disminuye gradualmente la velocidad de
evolucién de calor latente hasta que se vuelve a. igualar a la
velocidad de extraccidédn de calor, en el puntoc 4. En el periodo
comprendido entre (3’) y (4’) sobre la curva de enfriamiento, a 1la
escala de la grafica, el subenfriamiento se mantiene
aproximadamente constante por lo cual la velocidad de crecimiento
del nédulo también se mantiene aproximadamente constante y esto
corresponde a la regién central de la 1linea de R2 vs t,
aproximadamente lineal. .

Debido al interbloqueo entre granos en crecimiento y al gradual
agotamiento de la fase liguida, la velocidad de evolucién de calor
latente empieza a caer por debajo de la velocidad de extraccién de
calor, provocando que dT/dt sea negativo lo cual se refleja en una
caida en la temperatura de la aleaci6n apartir del punto 47, lo
que causa un aumento en el subenfriamiento del ligquido remanente y
en consecuencia un aumento en la velocidad de crecimiento lo cual
se refleja en la aparicién de una curvatura positiva en la curva
Rz vs t en los Gltimos momentos de la solidificacién. Debido a 1a
poca cantidad de 1liquido remanente y al valor elevado de fs,
ec.16, en esta Gltima fase de la solidificacién la velocidad de
evolucién de caler 1latente no alcanza a contrarrestar a 1la
velocidad de extraccién de calor y el sistema se sigue enfriande
hasta agotar completamente la fase liquida, en el punto 5 de 1la
figura IV.1, momento en el que finaliza 1la solidificacién y
comienza la ctapa de enfriamiento de s6lido, el cual proseguirad su
enfriamiento por el gradiente térmico presente entre la placa y el
molde en contacto con el medio ambiente.
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IV.2 EFECTO DE LAS VARIABLES DE PROCESO SOBRE LA CURVA DE
ENFRIAMIENTO Y LA MICROESTRUCTURA OBTENIDA.

IV.2.1 TEMPERATURA DE COLADA.

Al aumentar la temperatura de colada aumenta la cantidad
de calor sensible gque tiene gue extraer el molde para disminuir la
temperatura de la aleacién hasta que ésta alcanze la temperatura
eutéctica, por lo que el material de moldeo se satura térmicamente
en un menor tiempo. Debido a esto aumenta el tiempo necesario para
enfriar la aleacidn desde la temperatura de c¢olada hasta 1la
temperatura eutéctica ti, y la velocidad de extraccién de calor al
inicio de 1la etapa II, wuna funcién que es inversamente
proporcional a vEi va a disminuir, reflejandose este hecho en una
disminucién en la velocidad de enfriamiento al inicio de la etapa
II.

A medida gque continta el enfriamiento, y el sistema cruza 1la
temperatura eutéctica, el metal se subenfria, aparecen los nicleos
y debido a su crecimiento, aumenta paulatinamente la velocidad de
evolucién de calor latente hasta que esta velocidad iguala a la
velocidad de extraccién de calor en el tiempo que corresponde a la
posicién del maximo subenfriamiento. Sin embargo come la velocidad
de extraccién de calor era relativamente pequefia al inicio de la
etapa II, debido al aumento de 1la temperatura de colada la
interseccién de las dos curvas se da a un valor menor de LdV/dt
(disminuye el maximo de esta curva)y disminuye tambien el
subenfriamiento maximo ya que el incremento necesario en 1la
velocidad de evolucién de calor latente asociado al
subenfriamiento inicial del iniciec en la etapa II para
contrarrestar a la velocidad de extraccién de calor fué menor, Yy
la extraccién de calor impuesta por el molde en caontacto con el
medio ambiente disminuyd su capacidad de subenfriar al liquido al
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inicio de la solidificacién. Este menor subenfriamiento se refleja
en-una disminucién en la velocidad de crecimiento de los naGcleos y
en la. velocidad de formacién de sélido lo cual trae como
consecuencia el incremento en el tiempo necesario para que los
nicleos alcanzen su dimensién final, es decir para que finalize 1la
solidificacién.

En la figura IV.2 se muestra claramente el efecto del incremento
en la temperatura de colada sobre el subenfriamiento méximo, el
tiempo de solidificacién y la posicién del m&ximo en la velocidad
de extraccién de calor.

Con respecto a los radios caracteristicos de nédulo que se
presentan al final de la solidificacién, ya en la nota 1, al final
del capitulo III, se menciona que una limitacién de este modelo es
asumir un nGmero de niicleos constante cuando en la realidad, el
nimero de nicleos es una funcién de las condiciones de
enfriamiento durante el inicio de la solidificacidn.
Experimentalmente se ha encontrado gue una mayor temperatura de
colada disminuye el nimerc de niicleos activos,aumentando el radio
final de los nédulos.

IV.2.2 EFECTO DEL ESPESOR DE LA PLACA,

Al aumentar el espesor de la placa aumenta el tiempo de
inicio de solidificacién, ti, y esto es debido a gue el molde debe
extraer una mayor cantidad de calor sensible debido a la mayor
masa asociada a la placa de mayor espesor. Esto provoca que el
molde se sature térmicamente en mayor medida cuando el sistema
alcanza la temperatura eutéctica. El término saturacién térmica se
entiende como la disminucién en la capacidad extractora de calor
por parte del molde debido a su baja difusividad térmica y aunado
a esto la absorcién de una cantidad de calor elevada lo cual
reduce notoriamente el gradiente térmico entre el molde y el metal
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en la vecindad de la interfase.

)}:sto se traduce en un menor valor en la velocidad de enfriamiento
'cruando el metal alcanza la temperatura eutéctica, lo cual provoca
un efecto similar al de un aumento en la temperatura de colada, es
decir una disminucién en el mixime de la curva de evolucién de
calor latente, una disminucién en el subenfriamiento maximo, menor
velocidad de crecimiento y en consecuencia un incremento en el
tiempo necesario para efectuar la etapa II.

En la fig.IV.3 se muestra claramente el efecto de un aumento en el
espesor de placa sobre el subenfriamiento méximo, el tiempo de
_soidificacién y el maximo de LdV/dt.

En este caso también se aplica el comentario incluido al finalizar
la seccidn IV.2.1 referente al nGmero de nficleos activos y a las
dimensiones finales de los nédulos.Un mayor espesor de placa, al
provocar una menor velocidad de enfriamiento al inicio de la etapa
II provoca una disminucién de el nimero de nficleos activos y en
consecuencia un radio mayor al final de la solidificacisén, lo que
no predice este modelo al suponer un nGmero nicleos constante.

IV.2.3 EFECTO DE LA DIFUSIVIDAD DE CALOR (Vikpcpis ) DEL MATERIAL
DE MWOLDEO.

Al aumentar el coeficiente b1, es decir la difusividad de
calor se incrementa la capacidad de extraccién de calor por parte
de el material de moldeo, ya que la velocidad de extraccién de
calor, AdQ/dt, es directamente proporcional a la difusividad de
calor del material de moldeo{ec,II.l), de donde, aumentando este
coeficiente, disminuye ti, el tiempo necesario para que la placa
disminuya su temperatura hasta 1la temperatura eutéctica. Esto
necesariamente provoca gue la velocidad de enfriamiento al inicio
de la solidificacién se incremente, lo gue promueve un aumento en
el subenfriamiento méximo y asociado a este aumento mayores
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velocidades de crecimiento de los nficleos, hecho que se refleja en
un aumento en la posicién del méximo LAV/dt.El aumento en la
capacidad del material de moldee para subenfriar a la aleacién
liquida causa entonces una disminucién en el tiempo necesario para
gue los nﬁclebs alcanzen sus dimensiones finales, es decir en el
tiempo de solidificacién.

IV.2.4 EFECTO DE LA INOCULACION.

Un incremento en el nfmero de nicleos activos afecta
directamente a la velocidad de formacién de sélido, ya que al
analizar la ecuacién II.15 se observa gque existe una relacién
directamente proporcional entre la velocidad de formacién del
s6lido y el nlmero de nlcleos activos. Esto se refleja en un
incremento en la rapidez con gque la velocidad evolucidn de calor
latente aumenta, y en consecuencia, un aumento en el méximo de la
curva LdV/dt y una disminucién en el tiempo en gue se cruzan las
curvas de velocidad de extraccién de calor y de velocidad de
evolucién de calor latente, ya que un mayor niimero de nticleos en
crecimientoc a un subenfriamiento dado, libera una mayor cantidad
de energia por unidad de tiempo. Esto causa una disminucién en el
subenfriamiento m&ximo y con esto una reduccién en la velocidad de
crecimiento de los nilicleos, lo cual se puede constatar comparando
.las figuras III.8 y III.9 en donde se observa gue para el caso de
un mayor nGmero de nicleos activos la velocidad de crecimiento del
nédulo cae mas répidamente en la etapa inicial a pesar de que en
ambos casos el tiempo de inicio de solidificacién, ti, es el
mismo. Apesar de esta disminuecién en la velocidad de
crecimiento(dR/dt), el hecho de la presencia de un mayor nGmeroc de
nGcleos en crecimiento provoca un agotamiento mas rapido del
liquido remanente (una mayor velocidad de formacién de sélido) y
la interaccién entre granos provoca una disminucién mas r&pida de
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la velocidad de evolucién de calor latente al final de la
solidificacién 10 gue se refleja en una disminucién en el: tiempo
de solidificacién y en el radio final de nédulo. E o 7

En la fig.IV.5 se muestran translapados las figuras JII.8 iy III.9
para evidenciar mas claramente 1los cambios = referidos con
anterioridad.

En suma el incremento en nGcleos activos modifica 1la historia
térmica del sistema durante la solidificacién disminuyendo el
subenfriamiento maximo y el tiempo de solidifichkcién asi como las
dimensiones de la celda eutéctica.

En resumen se observé que la historia térmica del sistema, y con
esto, las caracteristicas microestructurales de 1la aleacidén una
vez finalizada la solidificacién, se ven afectadas por las
propiedades termofisicas del material de wmoldeo, por la
temperatura de colada, por las dimensiones y geometria de la pieza
y por 1la introduccién de un mayor nimero de nQclecs activos
mediante el tratamiento de inoculacién.

Con respecto a esto Gltimo un mayor nGmero de nGcleos activos
disminuye el subenfriamiento maximo y disminuye las dimensiones
finales de 1los nédulos (aumenta el conteo de 1los nodulos)
disminuyendo también el tiempo de solidificacién.

En relacién al resto de las variables mencionadas, se
encontrd que éstas afectan la velocidad de enfriamiento al inicio
de la solidificacién 1o cual a su vez determina junto con el
nGmero de nGcleos activos el subenfriamiento méximo de 1la
aleacién. Un mayor subenfriamiento es promovido por una
disminucién en la temperatura de colada, una disminucién en el
espesor equivalente de la placa y por un aumento en la difusividad
de calor del material de moldeo.

Una limitacién importante del modelo es el hecho de no tomar en
cuenta la dependencia del numero de nficleos activos con respecto a
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las condiciones de enfriamiento al inicio de la solidificacién. De
haberse tomado en cuenta esta dependencia y por tanto del hecho
experimentalmente encontrando de que el nGmero de naGcleos activos
se ‘incrementa conforme aumenta la velocidad de enfriamiento al
inicio de 1la etapa II, una disminucién en la temperatura de
colada, una disminucién en el espesor equivalente de la pieza y un
aumento en la difusividad de calor del material de moldeo hubiera
indicado una disminucién en el radio final de nédulo, asi como,
apesar de mostrar un aumento en el subenfriamiento miximo con
respecto a las condiciones de referencia, dicho aumento seria
menor al calculado por el presente modelo ya que el incremento en
el nGmero de nGcleos activos, como lo observamos en la seccién
IV.2.4, disminuye el subenfriamiento.
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CONCLUSIONES

Se elaboré un modelo matemético que permite simular las’
curvas de enfriamiento asociadas al enfriamiento y solidificacién
de placas de hierro nodular eutéctico coladas en moldes de arena.
Este modelo acopla un modelo de cinética de solidificacién de
hierroc nodular eutéctico con otro modelo simplificado de
transferencia de calor, permitiende ligar a la historia térmica
del sistema con los eventos térmicos y microestructurales que
acontecen en la pieza durante su enfriamiento y solidificacién.

El modelo muestra que los cambios en variables de proceso
que promueven un aumento en la velocidad de enfriamiento de 1la
aleacién al inicio de la solidificacién provocan un aumento en el
subenfriamiento méximo. Una disminucién en la temperatura de
colada,un aumento en la difusividad de calor del material de
moldeo y una disminucién en el espesor eguivalente de la placa
provocan el efecto antes mencionado.

Un incremento en el nGmero de ndcleos actives mediante el
tratamiento de inoculacién disminuye el subenfriamiento méximo y
el tiempo de solidificacién aumentando el conteo de nédulos,

Los resultados encontrados concuerdan cualitativamente
con lo reportado en la literatura aungue debido a que este modelo
no considera la dependencia del nimero de nlicleos con respecto a
la velocidad de enfriamiento, al gradiente térmico dentro del
metal, a la dependencia de la propiedades termofisicas con
respecto a la temperatura y a muchos otros factores asociados al
problema real, que es muy complejo, es de esperarse diferencias
cuantitativas.

Este trabajo constituye un primer paso para la incursién
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dentro de un nuevo campo en el modeleo de solidificacién, el cual
ha sido denominado micro-macro modeleo, cuyo objetivo es
establecer un vinculo cuantitativo entre las condiciones de
proceso Yy la . microestructura que presenta el producto de
fundicién.

RECOMENDACIONES

La continuacién de este trabajo consiste en Gtilizar 1la
resolucién nimerica de la ecuacién de conservacidn de energia para
eliminar la hipotesis de gradiente térmico constante en el metal,
un modeleo cinético mAs actualizado, propiedades termofisicas
dependientes de la temperatura y recopilar o generar informacién
relativa a la dependencia del nGmero de nGcleos activos con
respecto a la velocidad de enfriamiento al inicio de 1la
solidificacién.
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ANEXO I

Para la resolucién de 1la ecuacién de conduccién de calor
en . el molde se asume flujo de calor unidireccicnal, estado
ineétaﬁle, el molde es considerado semiinfinito, las propiedades
termofisicas del material de moldeo son constantes.

|
| Tf
MOLDE |
To |
]
X=w e : N : x=0
Yk VT ='p & (CPT)/st
Donde: E g
K=cte; Cp=cte.
2 .
KV T = p Cp §T/8t" . T
2
vV T = (pCp/K) 5T/8t
a = K/pCp
2
VT = 1/a (8T/5t)
521/8x+ 8%T/5y3+ 82T/82% = 1/a (5T/St)

Para flujo de calor unidireccional se obtiene:

52r/8%% = 1/a (8T/8t) A
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A continuacién se'realizar.

en:X=0; [T=T£ ..y en

‘cual esta~dadaipor:

condiciones limites:

Para:lajsolucidn' dich

una solucién de la. ecuacidn
Antecedentes matematicos:

erfc(f(y)) =,17eff
) : erfckd),; 1
ert () : erfc(m) = 0

erf(-f(y)) = ~erf (f(y))
erfc(~£(y))= 1 + erf(f(y))

erf(o)yi

-Se 'requiere obtener las siguientes diferenciales:

aT/dt  ; 8T/8x  ; 5°T/8% = 8§/8x (5T/3x)

Las funciones error pueden ser diferenciadas e integradas, para
diferenciarlas podemos utilizar la regla de Leibnitz para la

diferenciacion de integrales:

flin gy Fu R
6/6y(.rr2(y) e dm) = &§/3y(fl(y))er -8/3y(fa{y)e 2
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esto ‘es, la derivada de una integral definida, cuyos limites

inferior Y superior son representados por funciones, es igual a la
dgrivada de el limite superior, multiplicada por el argumento de
~1a’ integral evaluada en el limite superior, menos la derivada del

1imite inferior.
- Aplicando esta regla al segundo término a 1la derecha de
siguiente ecuacidn:

T = A+ B erfo(x/2(x £)'’?) £(x)=x/2(at)'?

|/2 1/2

¥). = GIEX(B 2/(at)

. i 2
5/sx(s"grfc(x/g(a:) " .dm)

172

/6x(-B/(ant)

2
=x /a0tt

172 E/ay e

'B/ (aﬂt)

~B/ (ant)? 7* Aaoce (- x/2at)

]

2
( éz’I‘/SXZ o Bxlz(")l/z u3/2 t:l/z e-x/“!l )

5T/5% = 2B/ (m)*? a8t (F 2 ™ dm)

x/z(d'.)

n
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(Bx/z(cm)"2

'Por _lo_'tanto -1la’

“diferencial

o 8% E%% = 5T/St

La velocidad de flujo de calor de la intercara metal-molde estd
dada por:
(a/ny,, == K - (8T/8%)

T = Tx + (To-TH) erfc x/2(at) 12

(@/A),, = KeCp/mE) M2 (T = mo).




= [ar/(T-T0)
=Tc

~De esta -forma ‘1la.’ecuacién. .(5) gueda integrada de
forma:

(T~To) _ —-2A 172

N~ Te}y = “pm Cpo Va

+ Vikeppis/m -t

Sacando exponencial a ambos lados de la ecuacién:
(T=To) / (Tc=To) = exp ( (~2A/pm cpm Va) - VikGperasm + t'7?

Depejamos T de la ecuacién (7):.
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T =

de placa inflnit

'una

sup:dejextraccidn.deicalor

R

Donde e = espesor de la placa infinita equivalente.

Si decimos gue ki es igual a las constantes de la exponencial para
simplificar la ecuacion (8) y ademds incorporamos el concepto de
espesor equivalente,la ec.(8) queda de la siguiente manera:

T = To + (Te-To) exp(Kiv t ) (9)
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de placa

rapiedades S

equivalente
constantes.

tezfmofisicas

inflpita

dt (10)

daT
dat

= (Te-To) “exp(’ Ki 3
Reordenando términos:.

y T T T T

e - ¥

- 47—12(’7; exp( Ki-t'7%

Para establecer el valor de dT/dt cuando T=Tt debemos . conocer ‘el
tiempo ti1 al cual el sistema alcanza la temperatura eutéctica,
para lo cual de la ecuacién (6) despejamos a t:

- n Cpm Vm . = = 2
[—%Wln(TTn/TcTo)J (12)

Y evaluando el tiempo t1 gue tarda la placa en enfriarse desde la
Te hasta alcanzar la Te = 1153 °C:
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: graflto 11m:n:ado por 1a difus 6n de carbono a traves de una fase
.\ntermedla (austenlta)

‘aqui empleamos los modelos
usados'por:Fras, obten:.dos de la ‘resolucién de las ecuaciones de
Fick. " :

Flg A.2. Difusion de carbono en austenita.

Existen diferentes concentraciones de carbén en cada punte del
sistema en funcidén de T. Es decir el Perfil de
concentraciones. (ver fig.A.3)
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Fig.4.3 Rapresentacl on

Recordemos el; segmento del diagrama de fase-
eutectlca de “acuerdo a la figura A.4:

4

p et
fs=g

e —

Flg.A.4 Fragmento del dlagrama de foses ©  al

aleacion Fe-C.

eutsctico Tun

el

ng__j-C~ e'n 'la’ seceidn

. equllibrio de 1a

Ahora bien, si consideramos lineas rectas las curvas del diagrama

de fases, para que de este modo determinar las concentracloncs en

funcién del subenfriamiento AT.
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AT = Te-T = 1153-T
Leii= CeAT/m - .
.= CE+AT/m2 S Lo
C3-= CetAT /M3 :

[e)
£
n

Donde mi, mz y m son las pendientes de las lineas S’E’, JE‘ y BC’
Yy sus valores ‘Son: e i E L :

M e 300°6 /8" T S e e
me = 182°C/% i :
ma = 112°C/%

Las cnncéntradiones que “son.'fijas (en.'§ paéo) 71 y: que’ ‘ademés - se-
conocen son: - F ” ‘ SO

CE* =2.08
Ce' = 4.26
Ci = 100

De 1la resolucidn de las ecuaciones de Fick -se obtienen las
relaciones entre los radios:
3
R/R1 = VvV £ {15)
donde:
R = radio del nédulo (C+7)

Ri1 = radio de grafito
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La .dependencia

dé, Rj_éon r's ¢
tipo: e

Donde’ D= qoéfici,ent:
valor es. de”7.10. ag.’irl\‘is‘trado en la  figura

dientes-en’la ecuacién (17)

3

Ca2-C1 =

(2,08 4 AT/182) -
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“la sigﬁienﬁe

ey

si sacamos logaritmos naturales a la ecuacidn (20):

ln 8 = ln a + n 1n AT

Analizando la expresién anterior la relacionamos con la ecuacién
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de una-linea recta.jE;asiquiente paso serd conocer el valor de la
constante‘a meéiantéﬁphé'regresibn lineal, sabiendo que el valor

de:n _es de. 0.
Graficando 1n:8

&
3

NN N Ro e olo oloe

s-"1n. AT obtenemos los siguientes resultados.:-

L 1n AT In 8

-2.302585093 -10.66673125
-2.609437912 -10.32027211
-1.203972304 -10.11765411
-0,916290730 - 9.973927426
-0.931477800 ~ 9.862470094
~0.510825600 - 9.771423752
-0.223143551 - 9.627811566
0.0000000000 - 9.516468611
-0.693114786 - 9,1703B6866
0.741937347 - 9.146757931
0.832909122 - 9.101500673

Haciendo 1la. regresi6én anteriormente mencionada obtenemos los
siquientes resultados: - =

nimero de incrementos: 19

valor de a=
valor de b=
valor de r=

~9.493016745
0.4936041382
0.912183

valor de a= 7.5376 % 107

Si combinamos la ecuacién (16) y .(19) obtenemos .una relacidn

importante
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(21}
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Tomahdoﬁ,en.cue‘ :i6n dé:L ‘tiempo,
(AT(t), la ‘derivada

forma

lasiguiente

©y. la derivada del argumento de 1la exp'onénbial es:

d/at(-4/3 m N a® £?7% AT?/? ) = -4/3'm W a® < (a(t? 2 AT %) /dx)

sz

a( t aT32/7dat ) = €277 (aaT® %7at) + AT*7% ( at?’2/ac )

= €372 (372 AT'’? daT/at ) + AT?/? a2 ¢!/2

si substituimos lo anterior en la ecuacidn (23):
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si se'*eétéblééep 5 siguiehﬁes
compactar ' 1a  ecuacién (;j):’f :

A=2von Na®

E = exp(=4/3 7 N a® £/ T3/ 2y

La ecuacidn queda de la siguiente forma:

Lo ar [ (7 AT (22T R ) aaT/ae ]
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2yraE(aT t7 )1 2PaT/dt

LAE(AT/ 2.1 /2) VRTEFE) - Vikespis:A (T=T)
< (aT-t*)*7? .dar/at S :

Despejamos dAT/dt de la expresién anterior :

dAT  _ _ (~Vifpcels - A(T-Te) )+LAE (m ATt cretry )12
dt ¢ vV ety + LAE (m AT £3 wen )"Z
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Finalmente haciendo*la sustltucion de T— e~AT ‘en  la ecqacién
’anterior la: exp [ : ) ‘
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en,Variés puntos, "llamados

‘ intervalo "~ (a,b)  distribuidos

'uniformemenﬁe.ﬁéta,7condicion‘ e pﬁedé"gatantizat escogiendo un
entero ~ positive N }'*VSelégqionahdo los - puntos de red
(X6, X1, X2, .0 i XN) T ok e A

.puntos:’ de " red 1L

donde
Xt = a + 1h para cada 1=0,1,2,.....N.
La distancia comin entre los puntos, h = (b-a)/N se llama tamafio

de paso. Donde N es el nimero de etapas en que se divide el
intervalo total.

Mientras N » la solucidn es mas exacta.

Yiet=yi1+(8y/ox)y * h = yi + hfy

Xt = Xo + 1th

La solucidén a través del intervalo (xo,xt)se asume que sigue la

linea tangente a y(x) en Xo.

y{x1)=y(xo) + (x1-%o)dy/dx
similar a una serie de Taylor truncada en el primer término.
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£QxrbR) = £(x) + /2L AE(X) /A% + 1ieiniinanes

‘cuando. el méted do ‘repetidamente a través. de.
-varios interval
segmentado-con:lado

tmerica traza - un- poligono .
02,3, Cae e
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