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Prólogo 

La teoría de nudos ha ocupado un lugar importante en el estudio de 
la Topología de dimensión baja, especialmente en el correspondiente a las 
variedades de dimensión 3, orientables y cerradas. A partir de un enlace 
al cual se le ha asignado un número racional a cada una de sus compo
nentes, podemos construir una 3-variedad cerrada y orientable (Cirugía de 
Dhen, ver pag. 63), mas aun por el Teorema de Lickorish (Teorema 3.21), 
dada cualquier 3-variedad cerrada y orientable, se puede representar por 
un diagrama de enlace con marcos, y la relación entre tales diagramas y 
las variedades correspondientes, está totalmente descrita por el Teorema de 
Kirby (Teorema 5.3). Entonces el estudio ele invariantes para 3-variedades 
cerradas y orientables se reduce al estudio de invariantes para tales diagra
mas en 8 2 (el enlace vive en 8 3 (R3 ), pero su diagrama en 8 2 (R2 ) ver cap. 
1). 

Uno de los invariantes mas famosos para nudos y enlaces (diagramas de 
-), es el polinomio de Alexander (1928, [A]), que se obtiene apartir del de
terminante de una matriz asociada a un diagrama apropiado del nudo. Mas 
adelante Conway obtiene una reformulación del polinomio de Alexander 
(1969, [C]), que facilita el calculo del polinomio por medio ele una fórmula 
recursiva (ver cap. 1). La materia de los polinomios para enlaces, abrió sus 
caminos con la aparición del polinomio de Janes, siendo el primer polinomio 
capaz de distinguir nudos de sus imágenes en el espejo, y con la formulación 
del polinomio de Kauffman. El polinomio ele kauffman, a diferencia de los 
demás, resulta fácil su manipulación y, apartir de una normalización se ob
tiene una reformulación bastante sencilla del polinomio de Janes. Así el 
campo de estudio a crecido ultimamente a graneles pasos, con remarcables 
contribuciones de matemáticos y físicos. Una ola de inavriantes para 3-
variedacles cerradas y orientables ha siclo revelada por Witten [WJ usando 
la inspiración ele la teoría de Campos Cuánticos. Cuando la 3-variedad es la 
3- es f em, estos invariantes son esencialmente el polinomio de J ones (o una 
de sus generalizaciones) del enlace, evaluado en raíces de la unidad. Por 
otro lado Kirby y Melvin [ki,M] han trabajado y discutido estos invariantes 
vía grupos cuánticos. 

La idea de esta tesis es mostrar una reformulación del invariante de 
Witten, dada por Lickorish. Esta reformulacioón da una forma bastante 
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sencilla y elemental de la descri:¡~ción de estos invariantes, si bien como se 
muestra en el capítulo 5, el cálculo del invariante es algo engorroso, son 
fáciles de programar en computadora, para su cálculo. La descripción del 
invariante que da esta reformulación, se basa en la manipulación de la teoría 
del polinomio de Kauffman e interpretada via el álgebra de Temperley-Lieb. 
La combinación de estas teorías da una prueba elegante, corta, directa y 
sencilla de la existencia de algunos invariantes de Witten. 

En la tesis se desarrolla primero la teoría de los polinomios para enlaces, 
principalmente la de Kauffman (cap. 1), después se introduce la teoría del 
álgebra de Temperley-Lieb (cap. 2), seguida de la representación ele las 
3-variedades por enlaces marcados, para después combinarse todo y hacer 
algunos cálculos (cap. 4) y obtener, ele una forma casi mágica, el invariante 
y calcularlo para algunos ejemplos particulares. 

Por último quiero dar las gracias a mis padres, a mi abuelita y a mis 
hermanos por el apoyo durante mis estudios y la rtealización de esta tesis, 
a mi asesor Mario, por su paciencia y sabiduría en la dirección de esta tesis, 
a Jase Carlos por su apoyo académico al invitarme a varios congresos sobre 
el tema, que afortunadamente se atravesaron durante la realización de la 
tesis, y su apoyo material y moral, al darme la oportunidad ele trabajar 
en su cubículo durante este trabajo. A Ana Irene por su apoyo durante 
la carrera. También quiero agradecer a mis sinodales Paz, Max y Fico 
por sus comentarios y correciones para la realización final de esta tesis. Y 
por último quiero agradecer a mis arnigos, por su compañia y por todos 
los buenos momentos, trataré ele enunciarlos a todos: Roberto Rivera y su 
linda familia, Haydeé H., Cecile, Rafael H., Edgar H., Carlos V., Gerarclo 
S., Carlos I., Daniel M., David C., Jorge M., Rita, Lorena, Edith, Hugo, 
Armando, Gil, Rafael V., Luis V., Jase L., León Kushner profesor y amigo, 
y en general a todos mis maestros. A todos ellos dedíco con gran afecto 
este trabajo, pero en forma muy especial se lo dedico a mi hermano: 
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Introducción 

Nudos y Enlaces 
Un nudo es un encaje ele 8 1 en R 3 (83 ), entonces es una curva simple 
cerrada en R 3 (83 ). El nudo más 'sencillo' es el nudo trivial U: 

Un nudo J( se dice que está desanudado si se puede 'deformar sin 
romper' al nudo trivial: 

De la misma forma diremos que dos nudos J( y J(' son equivalentes 
J("" J(' si uno se deforma en el otro, así J( está desanudado si J(,..., U. En 
forma más precisa J( "" J(' si existe h : R 3 -+ R 3 homeomorfismo tal que 
h(K) = J('. Sin embargo en gene:::al es muy difícil con este criterio decir 
si dos nudos son equivalentes o no. Este problema puede ser un poco más 
difícil si al nudo le añadimos una orientación (inducida por la ele 8 1 ): 

o 
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Entonces para que J( ,..., ](' pediremos además que el homeomorfismo 
h preserve la orientación de R3 • 

· De forma inmediata pasamos a la equiválencia entre enlaces, donde 
un enlace L con c(L) componentes es una subvariedad de R 3 que consiste 
de e( L) curvas simples cerradas (orientadas para enlaces orientados), en 
particular un nudo es un enlace con una componente. Aquí además de 
anudamiento tenemos 'enlazamiento': 

cQ@) 
C ( L) =3 

o~ 
C ( K) =2 

Así que no es tan fácil decir cuando dos enlaces son equivalentes o no. 
En el capítulo 1 desarrollaremos algunos invariantes para enlaces. Antes, 
definamos los diagramas de enlaces. Un diagrama de un enlace (orientado) 
es una inmersión de la unión disjunta de un número finito de copias de 
8 1 (orientadas) en R 2 (82 ), cuyo conjunto singular es un mímero finito de 
puntos dobles (los cruces) cada uno con información del tipo 'arriba'j'abajo'. 
Así un diagrama de enlace podemos considerarlo como una proyección de 
R3 a R 2 con un número finito de cruces los cuales son solamente dobles: 

><-><,>< 
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Capítulo 1. 

Movimientos de Reidemeister 
Los movimientos de Reidemeister son d~formaciones topológicas que se 

hacen a los diagramas de enlaces y hay tres tipos básicos de movimientos 
(en cada caso, apa:rte del area dibujada, los enlaces son idénticos antes y 
después del movimiento): 

·>e=)-~ tipol 

~ipo3 
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por ejemplo: 

Ahora enunciaremos un teorema con respecto a las equivalencias entre 
nudos. 

Teorema 1.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

a) Existe h : R 3 -> R 3 homeomorfismo (que preserva la orientación de 
R 3

) tal que h(K) = JC 
b) Existe una isotopía ambiente de J( en· J{'. Vease para la definición 

de isotopía ambiente. 
c) Existe una sucesión finita {S;}f=1 de movimientos de Reidemeister 

y sus inversos tales que K' = S1S2 · · · SnK. Aquí J( y K' son diagramas 
de nudos. 

Demostración: Ver (B,Z]. 1 
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Polinomios para enlaces 

En esta sección introduciremos rápidamente algunos invariantes para 
enlaces, estos invariantes son polinomios. · . 

Polinomio de Alexander-Conway 

Es un invariante para enlaces (diagramas de -) oi-ientád<:1s,· y.esta 
descrito por tres axiomas consistentes: 

1) Para todo enlace orientado J( existe V'k(z) E Z[z]. Si J( rv K' 
entonces V' K = V' K'. 

2) Si J{ ,...., U (el trivial) entonces ·9 K = l. 
3) Supongamos que L+, L_, L 0 son tres enlaces idénticos excepto por 

una vecindad de un cruce, como se muestra a continuación, entonces 
\lL-i;,- \lL_ = Z\i'Lo: 

>< >< 
L_ 

Nota: Z[z] es el anillo de polinomios en z con coeficientes enteros. De 
los axiomas se sigue inmediatamente que V' Jí es un invariante de enlaces 
orientados. 
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Lema 1.2. Si Les equivalente a un enlace cuyo diagrama contiene dos 
partes no vacías que 'viven' en bolas disjuntas entonces \JL =O (a L se le 
llama separable): 

Demostración: 
L se puede representar por el siguient~ diagrama: 

1 
L 

Consideremos los diagramas: 

Li "'L2 vía un giro de 27í. Entonces: 

como L 1 "' L2 tenemos que: 

T . 
.L.J2 

Ü = Z\JL 
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por lo tanto 
Ü = \lL 1 

Veamos que si 'caminamos' por el diagrama de un nudo (enlace) si
guiendo la orientación, y todos los cruces los 'pasamos' por abajo la primera 
vez que los encontramos, entonces el diagrama es equivalente al trivial. Por 
ejemplo constrúyase un diagrama de la forma siguiente: 

_::) _Q_ _9~ 

_'.'.$/~ ~ <e¿~ 
siempre c,ruzando por abajo, el resultado es un diagrama trivial. Usando 
este heclio y el axioma 3) podemos calcular el polinomio de cualquier nudo 
o enlace. Por ejemplo: 

7 

\Jk - \Jk1 = Z\Jk2 
\lk - \JU = z(\Jk3 + Z\Jk.) 

\Jk - 1 = z(\Ju• + z\Ju) 
\Jk - 1 = z(z) 

\lk = z2 +1 



Por el lado izquierdo vamos cambiando los cruces necesarios para que 
todos queden por abajo (arriba) hasta llegar al último diagrama que será 
equivalente al trivial (hay un número finito de cruces), y por la derecha 
separamos el cruce en cuestión (guiándonos por la orientación), de tal forma 
que nos queda un nudo (enlace) con un cruce menos y aplicamos de nuevo 
el criterio así sucesivamente. Al final queda,n cosas del tipo: 

y sabemos que: 

~ 1, O - Voo, Vooo, ... 
Se puede demostrar que el polinomio no depende de la elección del 

primer cruce que intercambiemos ni de la componente por la cual empeze
mos en el caso de los enlaces. Vease [K] para una demostración completa. 

Ahora enunciaremos sin más detalle otros polinomios, el de Jones y el 
Generalizado. Sean L+, L_, Lo enlaces como en el polinomio de Alexander
Conway. 

Polinomio de J ones 

El polinomio de Jones Vk(t) E Z(t112 , r 112J está descrito por: 
1) J{,...., K' entonces VK(i) = V¡dt) 
2) Vu = 1 
3) t-1Vi+ - tVL = (Ó - r!)VL 0 

\Tease [L2]. 
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Polinomio Generalizado 

Este polinomio de dos variables .está desci:itopor: 
1) J(,..., ]('entonces PK(C,m) =Pw(C,m) . 
2) Pu= 1 
3) CPL+ + c-1 PL_ + mPLo = o 

\Tease [L2). 
Los algoritmos de estos polinomios a menudo se expresan de la siguiente 

forma, para no hacer mención explícita de L+, L_ y de L 0 • 

Vx - 'lx = z'7>< 
t-1 ~ t ~ = e t1" - t- 111) K 
LPx + l -1 Px + m Px = o 

Polinomio d·e Kau:ffman 

El siguiente es un polinomio para diagramas no orientados de enlaces, 
es invariante bajo isotopía regular (movimientos del tipo 2 y 3 de Reide
meister), pero a partir de él, bajo cierta 'normalización' obtendremos un 
invariante para enlaces orientados. Denotemos por uc a e copias disjuntas 
sin cruces del nudo trivial. Entonces el Polinomio de Kauffman está descrito 
por: 

1) Para todo diagrama D del enlace L existe < D > polinomio en 
Z[A,A- 1 ] 

2) < uc > = (-(A-2 +A2W. 
3) < D > = A < D1 > +A-1 < D2 >. 
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Donde D, D 1 y D 2 son iguales excepto en un cruce, donde están dados por: 

X '-...__,/ )( r-\ 
D Di D2 

Así que podemos escribir el algoritmo e.orno: 

Apartir de 1), 2) y 3) podemos deducir: 
4) < DU >= (-A-:2 .- A2 ) < D > donde DU es D unión U, una campo~ 
nente cerrada simple. Vease [K2]. 

Teorema 1.3. El polinomio de Kauffman está bién definido, esto es, 
no depende del cruce por el que empezemos la formula recursiva. 

Demostración: 

Lo demostraremos por inducción sobre el número de cruces del enlace. 
Cuando tenemos cero cruces o solo uno, es evidente que se cumple el teo
rema, ahora supongamos que el teorema es cierto para enlaces con k cruces 
donde k::; n. 

Sea D un enlace con n + 1 cruces, dados dos cruces del enlace, mar
quémoslos con 1 y 2. Sea S;D igual a D pero con el cruce i separado como 
en D1 de la definición del polinomio para í = 1, 2, y SiD igual a D pero 
con el cruce í separado como en D 2 • Es claro que los S;, Sj conmutan (por 
supuesto para subindices distintos), por ejemplo: 
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. , , 

S1S2D.=S,~S1:J?,\SiS2"D.>==S2SiD: ,· ·- · .. -r ·)º· ··,.. --· - . . • 

Queremos demos_tra.i- ·~~e~),~~<t:§tpJ~·~~ •;:li,2~1~~pt~:~ ii~ .. §2IJ .> 

+:~ ::::A~{<f;~;~illlii~!tllíi~l)·. 
· ;, (;,~i~t~1:;1z·1~r~~~~rj 

+(.< S~S1D >+AY:i.<~$~~;S~iJ;:>) 
2 , , , , ,' , , , :-"¡' ••/:• ..• ,, .•.. •' , 

=(A < S1S2D >+~ S 1S2Q,;-;y) 

. . + (< S1S~D>fA7.~:<.:~~§~l) >) 
= A(A < S1S2D > +f1-.í.<:sfS2D>) 
+A~1 (Á <SS' D >+A-1 < S' S'D >) 

l. 2 •.. , '')-; /',. :, 1 2 

=A< S2D > -f:A--~ ~B~D·> 

Usando la hipótesis inductiva en los S; yS~, ~~~\fenen n cruces queda 
demostrado lo deseado. 1 · 

11 



Teorema 1.4. El polinomio de Kauffman es un iú~iante de isotopías 
regulares, esto es bajo movimientos de Reidem~istéi,dél tipÓ 2 y 3; pero no 
es invariante del movimiento del tipo l. 

Demostración: 

( o ) = A ( o ) + A -1 
( U ) 

=(-A (A- 2 + A 2
) + A-:-1

) (V) 

= A 3 (V) 
Similarmente: 

(o)= A- 3 (V) 

· (J::O = A <:9-> + A-1 (J.[) 

= -A-2 <>:::>+ A-1 
( A(J [)+ A-1<][>) 

=<)O 

<~> = A<~> + A -1 (~r~) 

- A(~) + A-1 (y.<2) 

= (0) 

12 
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Ahora supongamos que D tiene una orientac.ión • (como subvariedad 
de R2 ), a menudo tal orientación será heredad~ por un en.lace orientado 
representado por el diagrama D. Sea: · . . · 

e,:,_·;, 

W(l)) == . 2:2:'' _e(i)' , 
. ;J. if=f!Cpy, 2i 

donde f3(D) .es el coiijllllt()4~;~-~~c~~f2~'f~1&'.~(i);Ll,si el cruce es positivo 
es decir, es como el d.~.L.;1-:,•:y/é(~l·:~j~Jj\f~i;,e,i_c~U,ce es negativo, esto es como 
el de L ... (ver L+ y .L.::.:.enlos.,8.zj()i:r{o/>. <:J,élp(>liriómio de. A.lexan.der-Conway). 

. ·.'· ~ .':· '''~,-'. -·:~:::~;_.,-:;,:_~;;~" ,;,;.,~:,_·;.~, ry~,.--~ :;..-,.;';,;_; _ _:,_,' 

Teorema 1.5. sffr~~'íiri'i~rkii~ii.:d~i~léice orientado L, en.ton.ces: 
;.-- ,;;'""•• -';·,· .. :,·; , ... 

--·- ':,c..,.;_. -·,•-:, ·:~:::}(--=-·:)2'.._"-: ~-.;.;, __ '¿:, 

:· ;·-' ;-.~/~_--.·-, ::;:;~'-.):·. ~-~~-~-->-:'s(~/ :- _:::{,~·\':·>:.: ··. ·:: 1 

es un in.variante de L, bién defu:údo~ _B~j()lª,§l1~~~t11sión.A = C4, 5-1 N.D 
es el poli~omio de Jon.es V(D), donde ~=•_;(A:2-fA'."'.2 ). 

Demostración: 
Claramente, W(D) no es invariante bajo movimientos de Reidemeister 

del tipo 1: 

D ~D' 
W( D ') = W ( D ) ± 1 

pero si del tipo 2 y 3: 

( análogamente para los demas casos ) 
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Así cualquier combinación de W(D) y < D > será invariante bajo 
movimientos del tipo 2 y 3, y la no invariancia del movimiento del tipo 1, 
se cancela en la expresión ND, por que si la orientación está dada por: 

consideremos: 

C>< D' C>< D" 

entonces: W(D') = W(D) + 1, .W(D")=:W(D) -1 entonces: · 

,f~A)~3lf(D') <D':º~:-~.0--;~)J~\V,m)T3,("";-,4)3~<~D > -
· ·· :·:s.'(~0'.)jª~r~f-P.;<)).;;;·,. · 

(,-A¡-'WW'.l < D" ": ~f ~lf j~~~J~1i{,;ii> 
por lo tanto esta expresión es un inVc.kt~t~p¡¡fa~enlabe~ orientados. 

Sabemos que: . · ·· ·. 

Ahora para hacer algo similar con: 

X 

14 



basta ver que: 

por lo tanto: 

entonces:· 

Supongamos que las orientaciones pueden ser elegidas, para estos tres 
últimos diagramas, tal que las flechas apunten casi hacia arriba: 

X X )( 

llamémosles D+, D.::: y Do respectivamente, entonce~: i · 

W(D±) = W(Do) ±1 

Entonces multiplicando la relación por (-A)"':3 fi'(Do), usando la igualdad 
anterior y sustituyendo < > por N da: 

esto es: 

escribiendo A = t-t da: 

t- 1ND+ - tND_ = (tt - rt)ND0 

Así 8ND es el polinomio de J ones V ( D), por que satisfacen la misma fórmula 
de definición (basta multiplicar en ambos lados por 8-1 , ND es casi V(D) 
salvo por una parametrización). 1 
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Modelos de estado. 

Denotemos por c1 , c2, •.• , en a los cruces de D. Un estado para D es 
una función s : {1, 2, ... , n} -+ {-1, 1}. Sea sD, D con todos sus cruces 
anulados (separados), de acuerdo con la siguiente regla: 

al cruce: · 

X Ct 

marcado con e;, cambia a: 

si s( i) = 1, y a: 

)( 

si s(i) = -1. Sea 1 sD 1 el número de componentes (las cuales son curvas 
simples cerradas disjuntas) de sD. Entonces, se cumple el siguiente: 

Teorema 1.6. Para todo diagrama D de enlace tenemos que: 

< D >= ~ iE,•Ci)(-A-2 _ A2)l•DI 
sE2n 

Demostración: 

Lo demostraremos por inducción en el número de cruces, es claro que 
se cumple para cero y un cruce, ahora supongamos que se cumple para 
enlaces con n cruces. Sea D un enlace con n + 1 cruces entonces: 

< D >=A< D1 > +A-1 < D2 > 

16 



Donde los s; son estados de D;. Veamos que D tiene los mismos cruces de 
D 1 , excepto el que separamos para formar a D 1 , marquemos a este cruce 
como el n + 1 en D, entonces dado s1 estado de D 1 , sea s' 1 el estado de 
D tal que s' 1 (i) = s 1 (i) para toda i $ n y s'1 (n + 1) =l. Analogamente 
construimos s' 2 con s' 2 ( n + 1) = -1. Así construimos exactamente todos 
los estados de D, ya que los s'; son distinto.s y zn + zn = zn+i y ademas 
tenemos que 1 s;D; l=I s';D 1- Por lo tanto, si juntamos las dos sumas 
anteriores tenemos .que: 

< D >= L Al:,s'(i)(-A-2 -A2)ls'_DI 
s 1 e2n 

quedando demostrado el teorema. • 

17 



Capítulo 2. 

Algebra de Temperley-Liep. 

Consideremos un cuadrado en la variedad orientada 8 2 = R2 l.j6o, con 
m puntos especificados en su cara 'izquierda' y otros m puntosen'su:cara 
'derecha': - - · - -

Considerenws todos los diagramas de ovillos en el cuadrado, esto es, 
diagramas cuyas componentes son curvas cerradas y arcos, con los puntos 
antes especificados como frontera: 

Definición: Sea Fm el módulo sobre Z[,:1,A- 1], libremente generado 
por (clases de isotopía plana de) todos los diagramas de ovillos con m puntos 
de cada lado, y Am el submódulo de F m generado por las relaciones: 

i) D UU = 8D, 8 = -A2-A-2 

ii) (X) - A(;<)+ A-1
()() 
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Notemos que los elementos de Am son combinaciones lineales de elementos 
delaformaPD-APD1 -A-1PD2 y QDU-8QD, donde P,Q E Z[A,A-1 ], 

8 = (-A2 - A-2), DU es D unión U (una componente cerrada trivia0, y 
D, Di, D 2 diagramas de ovillos relacionados de la misma forma que en la 
definición del polinimio de Kauffman (capítulo 1). 

Entonces definamos el módulo Vm como 

Aquí como de costumbre, en ii) los diagramas son iguales excepto en un 
cruce. 

Definición: Dos diagramas son regularmente isotópicos si difieren por 
una isotopía plana que fije la frontera y por una sucesión finita de movimien
tos de Reidemeister del tipo 2 y 3 y sus inversos. 

Notemos que cuando m =O, los diagramas en el cuadrado deben pen
sarse comó diagramas de enlaces, y que dos de tales enlaces son equivalentes 
si sus diagramas difieren por una isotopía plana y una sucesión finita de 
movimientos de Reidemeister del tipo 2 y 3 y sus inversos. 

Lema 2.1. Diagramas regularmente isotópicos en el cuadrado, repre
sentan el mismo elemento de Vm, pero no es así bajo los movimientos del 
tipo l. 

Demostración: Veamos que las relaciones son precisamente las fórmu
las de los algoritmos del polinomio de Kauffman, por lo tanto el lema se 
sigue inmediatamente del teorema 1.4. 1 

Podemos cambiar a A por un número complejo distinto del cero (o 
para obtener en lugar de un módulo un espacio vectorial, podemos cambiar 
a Z[A,A-1 ] por los Complejos). 

A nuestro módulo Vm podemos darle estructura de álgebra. Primero 
definamos un producto entre ovillos, y esto lo haremos 'juntando' los ovillos: 
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obteniend.o ,i,m tel',c,:er <l,ia~r~ll1ª de)él .r.rüsrnanaÚiralez<i. ·Esta operación 
induce Ún 1ri~peo biliri~al: ·· · .· 

, __ .;_' 

quedando··· así.· definidC>.un• .• • pr()ci ucf,~,2h~\el ;;~alJ7~· ~s Úri algebra. 
Las relacior:es nos ~i(:'e!l'queccÍiiiJq~i.e~[:l~fu~nto .. de· 1~ ,nse puede expre

sar . como. uúa combinació;;i,. line_al d~. ovillp~<.ci~e ·no tienen. ningún cruce y 
ninguna component: éerrada; Pqr Jo taiito los. <l,iagramas .de ovinos que no 
tienen cruces ni comp9nentes cerradas géne~án a V;n cómo espacio vectorial, 
además son linealmente independie'.fl,t~s: • •. • ••. 

Teorema 2.2. Los diagra1Ilas:diio~ili~s sin cruces ni componentes 
cerradas, son linealmente indepertdi~l1te15 éD.J!,n'. 

Demostración: 

Sea Fm el módulo libre gener~d~<P(j~i-tocl~~·los diagrafuas de ovillos 
(con m: 'puntos en el lado derech() y iYI: en el izC:íuierdo), Irii .el ~ódl_Üo)ibre 
generado por todos los ovillos sin cr~ces ni co1nponentescer~<idas;y A.;,, el 
submodulo de Fm generado por las relacionesj) y i-i)de la: páginalS. 

Entonces por definición tenemos que: Vm = Fm/A.m. 
Ahora, consideremos la función:... · · · . . 

-·cp.·:F1n-+I:,i; 
: . .,~ - ' . . : . ' . ' -

Donde dado D .un diagrama ele Ó~ni6 defiD.amC>_.s: ·. ·• 
' '··.· - . .;: . ,,. ' . ,.- ·'·: ·; . ·' ·~ 

siendo s el análogo para di~i~él.ii~élsi dé ovilÍos; de lós estados de un dia
grama de enlace, sD es D .. con .·sus· cruces separados seg{m s. pero elimi
nando las posibles componentes cerradas simples resultantes de separar los 
cruces (para diagramas de eillaces, se definió distinto por ser de distinta 
naturaleza), y 1 sD 1 es el número de las componentes cerradas simples que 
resultan al separar los cruces. Ahora extendamos </J linealment.e a todo F111 • 

NOTA: para diagramas de enlaces se definió dist.into, pero desde lu<'go psta 
definición y la aut.erior son las generalizaciones 'naturales' de sus correspon
dicnt.Ps para diagramas ele Pnlaces. 
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Todo esto es para hacer notar algo irnporté1nte. {itie se si¡?;u<i in~11ediata~ .. 
mente. de. lo anterior'' y' de.que las relaciqnes sondas.f6rinulas é:lé definición 

del polino1ID,9 de Kaµffn1:~r'.)g. ¡;¡:~ n: • :'~ i{~. 1 3;;~ ,; .t ~'.,, ~¡·:/:·~~:., <ii••. ··~·· .. 
;.2: , . x t:s~ ;';<·;·· \:~·~i~s:8~r~~~t'~~)}~:r ;'.:: frt: . 

Entori~es .. ,e~i~t e')ui·;·~pilh$f~s)f~·f~ d.~Jtiii'/'&:!r'ósÓ,])re 'F ,;,'jker((!;)·· dad~'·. por 
A(L) :f'fl~).· ... -;= 12.±X<eT,(rp);.é}.cué1Lef~,t¡:Í~]ji~p\d.efinido; ya que si D + Am = 
D'+'.!~n[éntoncés D ~p'E'Am'C k~r(<P) yD+ ker(</J) = D' + ker( </;). 

Como Vm ~. Pm/Am e I;,, = Fm./ker(cf>) tenemos un epimorfismo de 
¡,~ ·--4 Im,que manda. a Jos ~iagramas sin cruces ni componentes cerradas en 
ellos mismos, por lo ta11to,<si no fuesen linealmente independientes en v;11 
tampoco lo serían en I~; l() cu~l es una contradicción, por que ellos son una 
base de Im por constniC:ción, por lo tanto queda demostrado el teorema. 1 

Teorema ~.3: La}~u;Üensió1{de Vm es el número Catalán: m~l (2,~~) . 
. "''.:,'.i~ 

Por ejemplo, e$t~«:)s:Ía·l)a:.4edeY3:' 
~ -~=·-~-=,'.<,..; --' -

-·.," 

e_~ 

Demostración: t.rnrrnos qnc dc·nfost.rar (¡ne el mí!lw1'0 de oYillos cou 
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m puritos de cada lado y sincru.cesni componentes cerradas es m~l (2;'). 
Sea f(m) el número deovil.los con m puntosde cada lado, si~ cruces 

ni componentes cerradas, ent.onces f(O). = 1 pl1es solo hély im ta1oviHo, el 
ovillo vacío, es decir el cuadro sin nada adentro, y f (l) = 1 pues solo. existe 
una manera de unir dos puntos .. Co.nsideremos un cuadrado coiJ. m:+ 1 
puntos de cada lado, y coloquémosnos ~n el primer puntode la izql1ier~a y 
unámoslo al primero de la derecha con una recta, así los 2m puntos re~tantes 
se pueden unir de f(m) = f(O)f(m) formas distintas: · · 

11=====~1 lITJl lm·· .l -' , } m { , ~ ~ ((mi , :§ ~ ? i 
p:.¡ nros ~ · , ~ _ ~ _ : 

m-1 • n>-'-1 m·+:l m+.l m+l mt1 

Ahora, no podemos unir el primero de la izquierda con el segundo de la 
derecha, por que el primero de la derecha no tendría con quien unirse, pues 
no se' permiten cruces, por lo tanto lo unimos con el tercero de la derecha. 
Así los puntos restantes se pueden unir de tantas formas como el producto 
del número de posibilidades distintas de como se pueden unir los puntos de 
'arriba' por las posibilidades distintas de como se pueden unir los puntos 
de 'abajo', esto es f(l)f(1n - 1): 

1 ¡ 1 J 
2 ., ,, 

3 3 J s 
n.-./ rit+:I· 11.+:! 

- ~-·-.,-;-o~-- -- --

Así vamos uniendo•• el···prini~fº .•. de. i~.Í#CI4i~~~.~~~6~ijJ~"'.k~~t~~ 'ii~pélres '.···de' la 
derecha, esto es para if c!~j~c!.~ ~n:n~?rie!'o~~~(c(~.;}ptí~tos/a~fi]:¡ét'. (por .lo 
tanto quedando un númef9.;Pfr;:;·ét~élJ~.';).,pat]l;q~~··t(¡~~s t~ngéln co~·. quien 
unirse: •.•. , .. '..'/. ;;:·\ r ;:Y>.'!f<tt; ·~i:;;L·U•':/~y."<\; ••.. ,··.··•··· ···• · . 

, "";;,_ .• ·,· .. ·< '?~,-~~ <·;~? >·'-' ~:-~.\';··; ,\'s-:;:; ":"::~ 

~1"'~~~~t , .. ~& . ~f;t~J 
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siendo f(k)f(1?1'"'"f) ~fn~me~g cleppsipilidi~,desdistj~tas,·de como se pueden 
unir los puntos restan~es: .···· . . 

-·~"~~;;e: ~--, -., . .-::. :l:·>~--)~·- ,~ - ~--·::;'- >·:;' . . ·-;- •. :,,< 
.. - ~:·,::é: '.:/.-t r :·--:. ~::.-'~,'.}~ ,. \/ ;~ ::::·!~~~-~·,:~¿: -_, r}?' 

':,,Efm~~~;;,.!r-·::-.·.c; .. ;-·.·; .. ~--· 
" .,, -~ f}'.·~:~~~: >;: • : :~~-'.7 :':¿:-,l.> ,: 

Cuando terI11Íne~os!d~~uI1Íl~~e~!ó':~ri~eipüúto de la derecha con 
los puntos de fa izquier1a, segúiriió~.éol1 lós puntos del.a derecha: Esto es, 
unimos el primer pun~o 4é la.d~re~ha con el último punto de la derecha si 
es quem+l esp~r; sjnf.+les l!Ilparentonces lo unimos con el penúltimo 
punto de la dereclia"~esfo éonio ante~ para que todos los puntos puedan 
unirse a pares por éurvas, 'sin. qué se crucen tales curvas. Así seguimos 
hasta llegar al seg)-mdo punto dl:) la izquierda: 
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Esta es una 
cuadrática rp(x) = 

pcir la fórmula 



Siguiendo la. notación int.rodúc:ida ('Il clejcmplo ele l;i, sea l ,11 el ovillo 
que consta de·¡¡¡ réd.as i)ara}cla.s (lll~ llllC'HIJUilt~s ~·orr~spondieut.c•sde ~ada 
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lado del cuadro, y e; el ovillo en el que el punto i dell~do d~rec~olo unimos 
con el punto i+ 1 del inism()Jado, de igual f()rma en eilaqo izquierdo, l()S 
puntos restantes los uD:imos por rectas paralelas, uniend? el .k de la derecha 
con el k de la izquierda, f?mo se niu.estra a contim1acióii en el dibujo.' Una 
curva marcada con uná j; representaj copias de esa cur~a, todas 'parálelas' 
en el plano. - · · 

fm-i·l 1 

¡.,--] s=t 
'--,...-----:...-<L 

1 
. ~··---··-"•_r __ -1 

t.·__,_------

', < • .• >" .•: ;,',/ ~,.:-_-;_A --;- .. '•o 

En el ejemplo paralfaco~o:sµ dimensión es cincoe~fátn~I~r~ftpartfr 
del dibujo que los ÚniC()S ovillos sin componentes cerradas ysiírérU,;e~ son 
13 , e1 ,· 'e2 , e 1e2 y e 2e 1 y por Jo tanto forman una base para\7¿.' Esto 
lo demostraremos en general para Fm en el siguiente teorema; p-ero/ántes 
demostremos un lema: 

Lema 2.4: Sea D E Fm un diagrama, tal l{Ue se puede escribir como un 
producto de elementos de {lm' e¡, ... ' em-1} (por lo tanto no tiene cruces), 
y si D' es D, pero sin todas sus posibles componentes cerradas simples, en
tonces D' también se puede escribir como un-pi·o-ducto de dichos elemwtos. 

Demostración: Como D se escribe como un producto de los e;, a 
lo mas tiene un nÚI:dero finito ele. componentes cerradas simples, las cuales 
llamaremos bolas. Ahora si consideramos el interior del cuadro como R 2 , 

entonces toda bola lo separa en dos componentes (Teorema de la curva ele 
.Jorclau), a la componente .acotada la llamaremos PI interior de la bola, y 
llamemos bola-int.erior a t.ocla. aqul'lla bola, que uo contiene a ninguna. otra 
hola en su interior; desde> luego conw son 1111 uiírnero fi11i t.o, al rn01ws C'X.Íst.c 
1ma, tal VC'Z no úuiea. 
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,· ' ' .. , ' ·-

Ahora.Yél~~?-~·.{.'bófiar'.a.~6~~·Jas-~M.~··inte.rio1·éscl~·f!··.•.;~clie~ho 
ele que D es mi .. proclúct6'cle e~sdin:plica .. queJasJ)9las·.·inte.i;i()r!3s~¡:¡on;de•la 

sig1li~~t~.f§,~#1"a,i:•_ .: •. ,.,. ·-· !})'{'; ;e; ~.·· .. \+- {,0 . . .;c~; :·::\: ',., 
'.; ''¡ >>r:· .0:·<,. :.\'.; 

!!--.·,·.-::• --.---'--+--; J. • "'1::ztc J. -~ :,~t--1 --'., ___ , ·-..-+1-~~~--.¡ 

Pt\~ . ~-'{_j_ ;JD· d . ; 
~ , A·:-.. ~i.:::., .. :·r:.·~·,_·_ -.J. ___ <-.-~.<.·.~.~: .«~L;.-_-~\ :C~·;:>.- -e· · ] ~. -~ r· '.L;+n ..... , !); ,;,('-t I,'' .. •!)• .~· 

. ~'$~~~¡~~f ~c~1t1~~~ii~~fu~t4~i~t'.~~~\~""~&s ~on 
~ "'"" ,:·~;- :.~: ~ ~;.;- ;._; 

~ . . .. ·. ·, 
,,1-, 

· ·n ~e;,e;';;·;:;;'~¡~·.: 
". -- :·. ,. ·: • .. , 

consicléremos el primer e;. q~e int~r~~ct~~ ritre¡~tJ:ii.t~J1~fiitetior .. Si a e;. 
J . . ·. ._ - ... ,. __ ,_· - . __ , ::~: <>,:. - : ,-, . . . . J 

lo cambiámos por lm deshacemos la bola interior, por que el arco simétrico 
( +) no puede ser parte ele la bola interior, por que si lo fuese contradiríamos 
que e;3 es el primero en intersectarla; así al cambiar e;i por lm nos queda 
D menos esa bola interior, esto porque lo que queda ele la bola interior lo 
podemos 'deformar' para que nos quede la cresta ( + ). Entonces podemos 
expresar a D menos una bola interior como un producto ele eis, y podemos 
hacer esto con todas las bolas interiores, y al diagrama que nos quede, le 
aplicamos el mismo proceso, hasta quitarle todas las bolas a D (durante el 
proceso algunas bolas que no eran interiores se convierten en interiores). Por 
lo tanto a D menos sus componentes cerradas simples lo pocle111os expresar 

· con10 un producto de e¡s. 1 

Teorema 2.5: El álgebra i'~n está generada por: lm, ei, e2, ... , e 111 .,..1. 
,', .--·.' ·-

Demostración: Basta Yer que to?o<?§ico 4e'y;,,· {9"ÍH~~ si~ .fruc~s 
y sin componentes cerradas), se puede «';Xpresái: c~ino ún'pr~cluc;t.ocle·estos 
1 t ·.~;,::\· . ,-.,.,-.... ·-

e emen .os. '.•·•/:;. Vi\'·;·.··.:;\''': .. //:)·.}i(<.c''; .. ··.:·· 
Lo haremos por iuduc:c:ióu sobre ní.:.,JJ,iü·a:1rí. ==: 1 :es cla1'o'qúe se'cufr11)lé>. 

por que cxistc> uu 1í11ico ovillo eu l\/!11e'í{iJ/tieiíé ¿iÍ1cB~ ~Íi ~'.~1fü>o!ieút:~~s 
cerradas, y es prc•cisru11e11t.e 11. - . - -· -- - · -
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· .. t' --¡ 
•. ·.•· i ' ..•. , •...• · . - ¿.·,'!_.J·;·,. ':.. .... _- -_ <J 

.. ,_,., ···••·'¡· . .f<..: .. ~Yo¡ · .. · . 
-~l _ ---'-----;_ "I "·"·"··e 

~ ..•. ~~-~····.· J ' . ; .,~/}1~ ... ' . . 
Entonges p;~erh~~--·· .con~~deraf"1~'pél~te .•·d~ _,:~~ril)éL~~cº.~:1º .. un óvillo D1 

básico yn Yw+i~k\.~Já•parte de,'.á~élj~_i,; ~QrgªuP:L9xi}!g~D2 básicb.en Vi-1 · 
Usando la hip6tesis i:ildU.'cti\'a--tenemo~~qi.1c;;11;; )l:t-iD2·:•son'd~ lá forma: 

- ~-~ · ·. ~ -· ·· :._ - .;"--;;:~:·> ~-,~---' .- -"'.{'.~·---'. <~----·~::'.~7-::·:_-:._:.:~~-c-~-:.:-~~,T~:· -:~::-~~:; .. -;:-·\~:~- :/:;~r.: :/_:::.:~ · :;:~ .. '.,>-·' > ,< i. ·· · .. ' :_: .. · -' : ~ 

n{?~ ~¡;~¡;;-.. :_;:ei~; " 
-, :;~.. . , -_·_-,_:F .. , -~:.~:: -~!~?_'_ ::t;g 
n;.*3 eji~};\.:;f!.}~ '.' .... · ·.· 

Donde cada e;;, es un. e; <en·yn1:f1i·~, ~;e~~~ eü/es un, ej en h.c1. Ahora 
sea para toda a. E { 1; 2; .. : ;r }T·e~~ ;u~ 1§v.iHo en V,11+1 construido de la 
siguiente forma: los priIT.lérqs ~(P11ilt()S)dela derecha (contando de abajo 
hacia arriba) los unimos PC>E'·r~ctéls_, c~~l)C>s correspondientes primeros k 
puntos de la izquierda, Y•'1li:riba! w1i.m.9o~.-!.O.§PUntos como en e;.,. De la 
misma forma-1)ara.foda./3~~-fC2i:-:",;s}sea ej

13 
un ovillo en l1~n+ 1 , con los 

ultimos m + 2 -,. kp~Últo~ynid()~ p<n rectas, yen lo de 'abajo', unimos los 
puntos como e11 e i ~. f>Cir ~p11¡¡tn1cción cada uno de los eL y de los ej

0 
, es 

un element() de {1;;,+i,~},i;:2, .. ~~en;}tV;11 +r· Por lo tanto tenemos que: 

n~ < ··, ~, ; , · , , ·. , 
=e;, e;;··· e;~.eHeh ···ej. 

qucdmido d~i~1~~tn1~lo~l ;aso J. 
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CAS0.2) 
Súpcii:J.gamos que euel digrama de ovilloDhay por lci menos una curva 

que 'va' de lado a lado, esto es, que une al punto J de la izquierdé1 con el J( 

de la derecha (J =FK). Consideremos la primera de estas curvas, es decfr 
que J es el menor entero tal que el puntq J de la izquierda se une con .uno 
de la derecha en D. · · 

Supongamos que !C <;.J}c&§o J es ~l mi11inzo que ;a de)~d6 é1 l~do, 
entonces J -1 es par, por:qlÍe)qs:punt9s 1, 2,. '..; J ~) del fac1oizquierdo 
se unen entre.eUos11lismos. D~lamis1naf?nnaK.;_.lespar. Entonces D 
es de la forma: · · · . .,. ·· ....... ;.· · . . · · .. · ··· · ·· 

~':~'"-'· 

· -: 1~~F1c:\ 
--- - o_'.--- ~..;~~- :': , ___ , __ -;-·· _-· ·.,-

Considéreliios a" p•,/;).J} ;Et :17,li~l .·como .se inuestran en el sig1üente 
dibujo: / )!; \0.) . • 

''·~lllil0 
,t,;~ .• -.~.t,;tt.~~.~r~~,: 

~-:_;:·'_:: i:·,--d~;J:/ '. '···-:=t-- _=:J 
,-· ·-. ·,,; 

Veamos que DaDb = nuJk;I ;lollde uk·;;1 son k:;J co~nponentes 
cerradas simples. D 0 y D& se pt1edenescribir como prodnct.os ele eispor el 
caso anterior. <:'nt.onces D"Db también se puede escribir como producto de 
eis. Ent.onc<:'s por el lema 2A D se pu<:'dl) escribir como producto dedos e¡s. 
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Para J < J.~ es siinilar, usamos el dibujo: 

A· las curvas que van de un punto a'.ofrri,·i1~rrieinqsl~sci:estas, y crestas 
máximas a las curvas tales que si a y b son sus exÚéµí.os a < b, entónces 
no existe otra cresta en D del mismo· lado· con ·extremos a', b' . tales que 
a' < a < b < b'. Entonces distinguiendo la.S.cre~ta:S máximas en ambos 
lados tenemos que D se ve como: . 
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CASO 3;1) 
D tiene más de una cresta máxima ele cada lado .• Qonsideremos los 

diagramas siguientes: ·. 

Por lo'téLúto, por ellema 2.4 y el caso 2) D se puede expre~ar com? un 
producto de e~'s · · · · · · · · 

CASO 3.2) · .. · .. ·•···.· .. · .• · ..•. · .· ... •. . . .. . .•.. 
D tiene una solá eres ta máxima de. un. lado. Basta coúsideí·ar los dia-

gramas siguie1ltes )':~µproducto; ~araco.IlcltiiÍ fo de~eado: 
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CASO 3.3) 
D tiene una sola cresta máxima. en. ambos lados' C()mO antes,. el teorema 

se concluye .del siguiente dibufo: · . . · · · . 

:;2 ~¡~~~-~j~;;·;¡~iA.31~ 2· · . 

. b;efrüi/·g~dh'; · '' . 
,... .,, 

t.al que ei±I eSté··~e:Qlliqa~ .; .. :~~-.. 
NOTA: 'veamo~~qtf~·~ii_.li"?~Íinidón de Vm el anillo Z[!;l', A-:- 1J_pl1ed~ 

cambiarse por algun otrq anilló con:rÍmtativo R, con A, ó E R tal. que A =f. O, 
ó =f. O, y los teorem~ 2.2,, 2:3 y 2.5 sigue1~ siendo válidos. . . · ·. 

Definición:' SeaR~üil.ái1illoccníiuutativo,ento1clces :p~u:a t?~.? e~1~~1."º 
m y todo ó elementode Rdi.~tinto del cero, d7~nimos ab$trélct~111:71lte;·~l; 
algebra a5ociativa w,,,, como aquella generada por: {lm,,e1,e2, .•. ,·,~1n::_l} 
donde lm es el elemento unidad deLálgebra, y con las rel~cicme~: ~i~' :::::'~~¡ 
donde ó = -(v2 + v-2 ) con v E R y v =f. O, e;ej = eje; si 1 i_¡:.j;I;::: .2 y 

~ '_'. -< - • , • • /.- -~-. - >. - "-"' _. ' 
e;e;±i e; = e;. · ... · .·. · ... , 
Es claro que por defüíiciól1 JF,,, ·es en realidad. uri. álgclJrá ascJci<1ti,;ri: ~6bi·e 
R. 
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Teorema 2.6. dim(Wm) === ni~l (2,~n) y Him es isomorfo a Fm· 

Demostración: - -: · · · :; .· 

Es claro que·.- e=-:istfi•-.•_dii epi!ll¿rfisll1;;jd~1·r~1~J1~:~()1Jr~.::~)n,}'\P~es·.· .. ;ienen 
el mismo número d~ .gelleradores y las rel~fi~~e~-fl~y.<le,fi~~n.aW;n se 
satisfacen en Vm: Po~, el teqrema 2:3 saoelJ.lo~ cifü~ ;;,~1'(;.:f:) ~ cii11L(Vm) S 
dim( W m). Enton;espar~ d~IJ.1.ostrar el_ teo're#il:i ~s-s~ci,e,~t'e que mostremos 
que las relaciones.en¡,I~!,n. ii;ni)lt~éUl ~u~ .d;ir1i(T;~9-)i:5.?,~{(~;,') ·• 

A 1n,i_Ya)p~:~k~~~~~os;deJa for~ét{í;~}~~-r-.?~;}~~46~de_c~~ª ~i;, es uno 
de los eif,J~~)IaíJ:iétfeih()sr,-i~npm'iqs:·'Yeamq~ prt!ll·~ro :que todó ·monomio 
w E Wm.sepueél.e-:escribiré:n:uná foi:ma reducida:): ,'.;. ;·; - .. · ... -. 

: </,.:'~ :·;:: '.~;-:.. -~:':_ -:·.;v .. '·i<X ·<: -~;""' .-: .. ,_:, , ,,.:_.,,_. -····:'.--~ <'",'··. }I.,':_f~_~:.º· -~~~f~·- :_:: --
.:,, '.·; ... '.'<:l:,:,- , .c.;,~'·-· , .·:;:· ' : ~ ··~ ,-: .;~~~__::;;~-- .;';-:~~-;_:;~ ·+o . 

__ ;_-::_~~li!J.!~~iI:-~~;i~'.::'~j_,4~*~~~i€p~_;L~\§~g.;i·" I~1;~~p Gi: :·~0.eJpr -; -
-.'"'º·> .- -~-,, ,. 

donde a es un entero y: · ""'': .;:•- :•u :::c·. 
: }~:_;"·-_, -·,; ,. ~--;.';O,,,'\" . •:-,p. _ ·':- \:¿ f~~--<2:.'}-·~:c~ 

¡~~~~,~~tl~i~~)~ :. 
p_ :5:p :5;~~?7;;·~,~.~ ·;:~; ;;(·; . .. 
(jcn1;~d~f~fg_&sfüil-.~•ntei:J·;~ ~bu O< k < m~ -1; prob~reil1os lo anterior 

-por iil.du¡:ciis~.~6br~;k,.pri:r,~ ~p mon:°~º 1-;; e11{e1~ . . \,ekl: .c~nl.? esto es 
obvio para Il10!10Irú()S COn;k ;$1¡ supontlreillOS que 1~ '?::_ _2' y cpies~ cmnple 
para k --:.· r. ,_ . -_· · .• ·.· !.·_, , : .,. _ ,_; __ ,._ . __ .,- :.·: _ -: .·_ •:-:,.: .• .:•·••· .••• ._ ••• .-., 

Sea w un m011omio e11 {e1,: ~ . ; ~k~; t~ ql.l~ fij., f'~~!'~G,~, PºEiló • 111encis 
dos veces. Entonces w tiene una de,.las gos.Jqnúa.S~siglí_ieíités:. :~E · · 

- --¡_,.~~ _,- ·--~<-- ~~: \ -~""t,_:~ _:_."o--.='0--,,-.'°=;:;·====-~:C¡T-O,::;=----¡: -:-7-

w ~-u;¡~¡¿q~j.,~iiJ2 i~};: .~1.t;f~ ¡jj:C . 
2.~-~y ,. ... ,:i.-:- . 

º · ·t :;·:•;Y' i~~i{":· 

<lond<· o. b 'º" monomfo, Z ~'~~~)~~~irl~l~ d" Corimn ta con "''º' 
111 tiene las formas respectiva~:; ·• /f•·A~( f;; ;,..;: 
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• • < 

y en ªrn?()S. casos el• Il·Ú1nero de ~k~ há: sido rcfdup~d(), ·. 9011src~entemente . 
· podemos~~poner que en w, ekaparece ~oloju~l3;)"ez. ~ ;.;\}: <' <>· .·• 
.. · ... S~~ ·.~··.··==W1ekw2, con W1 y W2 tnci~ó~~s e~'{e{,.·: .. ;·e~-1}fA,hor~ 
u~emos la hipótesis de inducción. con w2 :·. Vs8:f?o·,¡a•fqriB1:1:la ~e.m()iiorruo 

~:~~%:~ fe~:c:~o~ a~1 c~:~1~0n ~:eq~e¡,~f e~k~~r.~[j~(~{.~i~{{~~~B~f7e§~··· 
en w2 , entonces. w2 conmuta con ek y P.~.l l~~q,¡izql1ie~~c)21qs'{qúrdaría,\un 
monomio que podernos reducir: P()r hipótE3si~~i~dl1cti~:;,'y/drl.d~~·eciio :ek, 
quedando w expresada como de~eamgs), son.~1·;~§11.111C>ilo~~ó;'.ted~ddo, 
cuyo último elemento de s~. e~pr~sió11 r:~h1ciqa,·.d:n?Efu'~m~s I='()r ~s' Si 
s ~ n (si s = k - 1, ~nton.ces pqdét111os~limfüar .. ~.ei;·,y;fi()néit~Ír réÍpido, por 

lo que supondremos qi.u{s $ k~Z:.3·} e~~i~~~~.lc.•';,(.;;.:: 
5 

· ::~ .• ·.; ._ 

esekek21.z:e.Tr~·~¡:y.~t~2(esift~~~)[~_:X},f~n' 
••. ''.~L.';:L ·~.;='=E~.e-~~í.JiGL;~~§f(,k~f··I:•:~'-~i.+~;;·:.·:.·• ~· 

Consecuentell1ent~;·l~c1iina~;á~~~t·cf~f ¡;·•:1t<r~;J~Ííl~lf~rw.·~~c{~-i~.f offuéi: 
• ·~2· • '.',c•:.',o • ;, ' ' • • ' ,.·:~-,. ' " • ', • ,. i;c.'._;;, ;::~, ,_., ,·, V '·.;"e : ·,~, 

· · · .· ·;.~,~~~~ii~·.:· ,~~j, ~h .... ~: .. <;J •• .'.'fa~1~ .· :g.~~i;rü:W!:i :R. ··. . · ··. 
< :¡'•,; •1::'2;,c.'. 

~~~~ª=e1kJ;~±:~ibyil~J{:~J.Jª~·iJ'~2t?~••1~~Xr1~~?ii~~ti~f f~~~¡~ .. ;EE~tº · 
Ah~ri'vaU:os~a c~~i~r 'el ~úi:erh~de IÍiCinb~d~:;~¿&C:icl6s. ': :PJJ: Üri 

caminoen .. la reticul~ Z 2' nos reforii110s ~'11I1ét ljn~éL poligb~ai otiel}~acl,~, 
coÍ1exa cuyos vértices. tienen coord.e~l.ªcl~,~ntgra.g;,)Fcon:sus .c;árai>-si~nd6· -
horizontales y <:lirigidas-a lá-cfere-éh~;. o. verficaies y< dirigidas hacia arriba. 
Un camino que empieza en(a,b) y .terminaen (é,d),tiene c.- a+d- b 
caras unitarias (este número es positivo, rec;uerde la.g orientaciones), e - a 
son horizontales y d - bverticales: Entóric~s el número de estos caminos es 
el coeficiente binomial: 

Nrr.;d)_ 
(a,/,)- (( .. ~ ª.+ .. ··.····d·.·.- b .. )• . 

,· e_.-, a 
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Supo11ga,~o·s 'prir~1ero q{1e a\ by e> ~cL A ¿~d¡uno d~ estos caminos 
que tocan la diago·1¡az principal · · 

asociéin~sle&;ei"i$~i~~2~~~,~~~~nª··,)~ftejddi': si cj ,·j} • es' el pun t~ ·'diagonal' 
en el c;~niiljq~c8.iJ:tj~giíni.pi9r•r~emp.lace1nos el subcamino de (a, b) ·a (j, j) por 

· .el. cainino r(:!fiej~do, (ci)ii rispecto a la diagonal), de (b; a) a (j, j) y dejemos 
el .su!J.c#iil19~~~·(j,j} a (q; d) .. sin cambios. Esto define una biyección. entre 
el conjp-11~9 ~(:!;C.:a~r10~. de ( a,,b) a (e, d), que tocan la diagonal, y el conjunto 
de;~carni!l?r>,,d~·\.b,.ci) a{c,d). Por lo tanto el número de carninas de (a,b) a 
(c;d)qu~ino}toca11 la.diagonal principal es 

N(c,d) _ N(c,d) 
(a,b) (b,a) 

Ahora supongamos qu~ a.=== b y, e == d.=: a+n para a]guna, n > O. Con
sideremos los caminos .de ( á, a) a (a .+ n, a -f 11,) cuyos :Y:fütic.es estan en la 
diagonal principaJ. o.· por deb~j9 ~r .ellá ... ~~~os están ;e1pbiyección con los 
caminos de (a+ l,.a) .. a(t:i+1it;l•ª*::i)¡.que nc),t,R~ªl1~.l.adüigonal.principal, 
y su número es po;J~~:PE~~{°!~~4~~~~~~~·~·¡~~~~f:~i~:k;·~~ic-· . 

·.~ ~&1u.;µf ~J:~1;~·~~<~~~.~~;(~~)\ 
Finalmente'; .·.co.~sfo¿f e~~~··y~.'~u~i~i~Ll('r1,'}iiPJ~;.·;~C ... ·.•., i.p;·j p) .. correspond.i" 
ente·.·aunnio110~t1io.r~dt19id~ en W;,¡';;}\To~o~r()s podemos. asociar a. .esta 
sncesió~1 el sigtüent.e. cainfoo .de (O, O) él ( m, ú1.), i todo camino· de (O; O) a 
( m; m)~. que¡~eni1anec:é ei1J~1 di~.gomÍJ o por~lebajode ella se puede obtener 
d0 0sta fonna: · · 
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; ••... ·· 1r'm,m; 
(t,.,dp)~· •. -

• :.' .··· . (liJ,Jp) 

por lo tant?'consi~i~§si~11~i~L~1-g~~~;4e-iji~~cnfüo~ reducidos es m~l e::;). 
Es.claroque·ct1alql11~r-el(3Il1~J.lt<>.;~wI1f¡.;,wuecif!eXpresarse como combmac10n 
lineal de rrionomíos reduc.ido_s, (:!llt?nces di1:n(}Vm) $ · m~ 1 (~;;'). Por lo tanto 
dim(H'm) ·= m~1 {2~') loq11éiijlpl.f~ªC!ue elepimorfismo del que se habló 
al principio· de la demostración; es .11rqsorÜ.otfismo. 1 

NOTA: Un caso que sZá•ü~po;¿nt~ en los capítulos 4 y 5 es c~ando 
R = C (los números complejos) y A, ó E.C,A., ó f. O. 
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Capítulo 3. 

3..: Variedades. 

Introducción 

Una v~rieaad'l.l~s ~iri ~~pri:qiÓ:t~pfil9gicÓqlle. C:um1;le· con: 

l} '111 ~s.H:ausd~o~~ · .{ . • ./L.IS_jl 

v~;J,J;~·~;~·~~Í~;f ~{~61tl~n~qj~~ór(~í~tmx4&:'~, ""ª 
;f:.. 

:;~~:.~~~f ~:~1r~~~1t~~~~~~:~f r~!i~~1t1~~Bi~~ ~º"' 
si n(x}~ ~:~~fa~tC>dax E 11J ... ~Ii;uir·n Mo,' entÓnces a 111 ·se le llama 

n-varieda.ci ... f:'or ·eje,mpio, l1nacomponente cm1exa de.una variedad es una 
n-variedad (se d~muestra usando .el. t~orema de la invariancia del dominio: 
Si U .e R1l esa~ierto_yg :_U_-;:.:;·.Rll.confinua·einyectiva entonces g(U) e R" 
es abierEoy. · · · -~ · · 

Es fácil denwstrar que toda variedad es localniente conexa por trayec
torias, es más toda variedad es localmente·arcoconexa, normal (por lo tanto 
si pedimos 3) ·entonces es metrizable separable), .y si Ja variedad es conexa 
c•ntonces es un espacio.horn'.og<hwo, esto ('S clados dos puntos cu <:>lla. existe 
1111 homeomorfismo de ella en ella~ misméÍ: que manda uu punto <:>n d otro. 
Ahora veremos alguuos cjcmp]Ósdr· vm:i~clades, por c•jórnplo es fúcilver c¡uc 
t.odo subconjunto abierto clc• mia. n~viiiicdad, f'S 1ma n-varfrdad. 
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Para todo eritero>n in¿yor o !gual ace'1:0 cle~nhnos la n-variedacl: 
S" = {x E R~+ 1.: JJ:í:ll:;::; l}. . 
El toro éfi.t~~ 2-\raried~d, y esfácil ver qüe es homeómórfo a S1 xS\en 

gené~al una: esfera (SD CClll/1 asas es una 2-variedad, el plano pr~yectivo es 
una 2-váriedad·nQ orient~ble, y.se puede ver como D2 = {x E R 2 :cJJxll::5·1} 
módulo_los_ puntos antípodas en su front~ra. . .. . , < .. ·. ·. 

Apartir de dos yariedades podemos construir otra varied~d, por e.ieiU
plo ~i M y N son m-variedad y n-variedad, entonces 1\tl X N esu11a rn:+~
variedad, Si ambas son n~variedacles, entonces definimos fa ii~variedad 
111 #N, llamada sunia conexa de .M y lV, de la siguiente forma.: · · ·· ·· · 

SeáD~ = {x E R1l: llxll:::; 1}, y .4, B subcmijuritosc1é114°\YN 
respectivamente, 11orneomorfos a D" (A, B ~ D"), por lo tanto A. Y:C-ll sol1 
homeomorfos,notemosq~ie 8.4= 8B ~ 5n-1 • Entonces sea h: aA.:¿aB 
horrieorriorfisino, definámos: 

i.1#1\i ~ Ü -(4.º) LJ¡, J\T - (Bº) 

Donde '.4 ° es el interior de .4, é identificamos los puntos x. E éJ~4. C()11los 
puntos h(x) ·E 8B. Se puede demostrar qtie esta cónstrti~~iójr"zj.(:¡ ~d~pende 
de la elección de h ni ele A y B. A propósito, D" es casi 1.uíavai-ieclacl~ saJvo 
por sus puntos frontera, y hay muchos otros espacios en igi.táLsituación, a 
continuación consideraremos a todos aquellos. . . . 

Un espacio .T\1 es una variedad con frontera.si, cumple eón 1) y en 2) ·· 
en lugar de Rn(x) ponemos Hn(x) = {x E R" : x,, 2:: O}, tambiéi1 es muy 
com{m pedir 3). Por ejemplo si .~1 y .4. son como en la construcción de 
arriba, entonces 111 - (Aº) es unan-variedad con frontera, Ahora, veremos 
algunos teoremas i1nportantes que usaremos inás adelante, que tienen que 
ver con nuestras definiciones anteriores. Varios de ellos se cleinostrarán geo
rnetricarnente cortando y pegando, sin embargo las den1ostrciones estarán~ -
respaldadas por los teoremas de identi.ficac.iones. En el siguiente teorema 
mencionamos algunos de ellos que usaremos bastante en forma implícita, 
antes recordemos que una identificación es una función sobre f : }( -> Y, 
tal que Y tiene la topología coindu.cida. por f, dicho ele otra forma fes sobre, 
continua y si ¡-1 (E) es abierto (cerrado) entonces E es abierto (cerrado) ·. 
de Y. Se dice ental caso qüe Y es 1m espacio de identificación ele X> Por 
c•jemplo dada m1a relación de <'qnivalcn~·ia ""'en 1m espacio X, el espacio 
cocknte .Y/· ~, es Pl conj1m to· .. ele. dasC's ele equivalencia eon la topología 
C'Oincluc;icla porla fu:1Í.cicín cociente (pro;i·ccTiÓ11 11at.ur~1l) JI : X -> .\/ ""'·; qu<' 
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manda x en su clase de eqilh'alenciap(x). Dada g: X 2+ Z dyfinin1os una 
relación de equivalencia g en X, do11de x g y si g(:i;) 7 gf!J):, · 

Teorema 3.0: .sf X, Yj~ Z sOÍLespa'cios fopCÍlÓgi¿ó~; :¿.i:tt;'cí.rl<::'es: 
' , .__ ·' .. '-· ·-; _- -~' __ -; -·' _·. '. - . , . : / ... , .. , .. ·'> ... : .. ,-- : ;,;:_::. "'··t:;.-;· .. );">' '·'. "'.:.·:',;' 

a} Sea f ·: S 4 Yi~~~Jd~~itÍflca'tió;, ~i g,.:'L\;~¡~· ~~\t~:·4~~.g('J.~f (~J) 
es un solo · Pl111 tq • dy Z: pa~a ca dél;• ú.E JJ'•;éntonce~ .• ~x,i~~~~VIÍ~\H~I~~'fu11ci§ri 
G : Y·:-+. Z,que satisf.4~~.c¡,;s.9;·•si~·[/e13~'to.1iÜhil~·~n:t~~cetG~.'~s~~~üritüú~a 
y si g es una id~iit1ficíi:~iólí; Oitainbién fo. ~s. "" ''';, ... -:;;:c 

'-·f.,· ·->~ f; 

· · b),.D~d~ d.:\',Y!.:_g;;~,([~~i~t,e '.ri11~ .. ~ii{6~i.fti~~ióifG· : X fg ',._¿ [z in)~ecti vc1, 
que ha~e.cori:r±u.itativo/ru diagrIIía:• .. . '>; · 

<-• -~\~ ... 

;.·,-

.. ·->::· : ~~~_;_~ ::.~- ::.:'-- ... ·c.. "' • .. • - • -· 

• i. ''i· . . ~;;~ .~;:.~r(' ;··~ ···e•· z.~ 
,.,,, ·•'•p·~···<·· \/".G'· 

> . , ";:' ''':;xJi.;~ ~, .. 
:L-· ~~;:~,:_-~ --~ é.-_.·. 

;: . ;.:_·t~~~~~:-: ~ :_ ~;:t~· 

y tal .·que ~i g ~s 'G6Htiii~·~pq ;t,~tnbi&Ji2]6 es'y!sfg es identificación, G es un 
homeomo~fisfild;:·' . , :¡}; ;i;·.; :,:,~ .. •. . 

c) Sean "/}~º:::= ;i-éj~g,ig~~~fe ~q\{ifol~~ci~ en X e Y respectivamente. Si 
f : X ~ y; e~ Ún~JtÍii~~(S"n>'tcíntin~a qtie preserva las equivalencias (es decir 
x ."' yimplica.f(:¡i);~;f.(y)); e~tonces existe una única función F que hace 
al siguiente diagr~~él: C~nuiut.fttivó: . 



:De:rrlostra~ión: 

. a) La11i;óté'sisque ~e~ac~ de g implic~ qu~~J~ ~(J, __ 1 (y)) define una 
función G de, Y en Z>Y· es Ja tí.Ilica.que lia,c~·ccín'rnµtativo'.al .diagrama: 

,, .. , .. /t;~ :~ .,_,:¡;..:~·>f.;: -- -r {H_~----.?',· 

.j~~~:; .~:·~~y J~~; é~ }~· ,,, . 

·•· A·W_:<:,; ........... . 

Ahora .. bien,._si g}~J]o'f .es ~~~i~nu~,. J~to~cesd~do __ ·unabiertcJ .u;·.·en Z. 
g-1 (U). es,,a1Jiero~11.~Y porJ9 t~ntéJ.f:f(á- 1 (U))·.~s abierto d~ X:i como. Y 
tienéla.topol.9gí~.co.i11ducida por f esto implica queo- 1 (U) e~ abierto eny 
y por lo.tafi.to,p,es c(>nti11ua .. Cuando g esidentificación, Ges sobr~ y con
tinua:; ~~~lfíás'si(;!~ 1-(A.tes abierto, g-= 1(A)~= ¡-1 cc-1 (A)) es un abierto 
de X,; y· como g es identificación A es abierto,· de donde G es identificación. 

'b) ·Este·. inciso es consecuen_cia_ in,mediatá del anterior salvo que • áh()ra 
G ·es. inyectiva, y si g es identificación G es hómeomorfismo. En éecto, 
G(p(x)) = G(p(y)) (recordemos qúe(pessobre) implica g(x) = g(y), luego 
x g y y p( x) = p(y), y por lo tap.to.G es inyectiva, y si g es identificación, 
por el inciso anterior Ges una iden,tifi8ación.inyectiva, entonces es biyectiva 
continua y abierta, pues para A ~biertode X comoA= c-1 (G(A.)) y G 
identificación implica que G(A) éS' ui.1 abi~r~o de Z, por lo tanto G es un 
homeomorfisrno. .·: ·, .. 

''.·,: ~',-.~.'.- O.co~-~fº' 

c) Como pes sobre todos fos ~ler~ie~tbs.~e~/+so~ de laformap(x), 
definámos F(p(x)) =. q(f(x)),, veamos que.está, l)i_én definida ya que si 
x ""}/ ~ntonces por·.hipgte¡;isf(:i:).::=.i(Y}s.i1U(x)}i=~,q(j'(y)},~por.:.lo
tanto F(j)(x)) = F(p(y) ), y por• construcció1Í.<es.la tinic~ que b_aqe _ccmmu
tativo al diagrama. Ahora si f es una identificación, vanw.s ª.demostrar 
que F también lo es, el hecho de que F o p = qoJ y de que fy'q. sean 
continuas y sobre implican que F.escontinuay sob1·e, y·siP::-1(A) ~s un 
abiert.o ele X/"" entoncPs p- 1 (F- 1 (A)) es abiert(¡ er1 F (r,ec9rele1~}CJS. que y 
y q son identificaciones, ele manera .mas g~l}eral todétfunóón abiór,télY so
bre es identificación), pero p- 1 (F- 1 (A.)) = f:- 1 (ÍJ- 1>(A)); ~11to11c~sq:. 1 (A) 
Ps abierto de Y y de igual fonna X.es abiert.o de Y/= poi·. ló tanto Fes 
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identificación. Además si f(x) = f(y) implica x ,...., 'ÍJ; veremos que. esto 
implicaría que F es inyectiva y abierta y por lo tanto sería un homeo
morfismo: si F(p(x)) = F(p(y)) tenemos que q(f(x)) = q(f(y)) lo que 
implica que f(x) =: f(y) entonces x ,...., y y por lo tanto p(x) = p(y) de
mostrando que F es inyectiva (lo que implica que F es biyectiva); ahora 
para ver que es abierta sea U abierto de X/rv como U = p-1 (F(U)) en
tonces p-1 (F-1 (F(U))) = ¡-1 (q- 1 (F(U))) es abierto de X por lo que F(U) 
es abierto de Y/=, por lo tanto F es homeomorfismo. Así terminamos de 
demostrar el teorema. 1 

A continuación daremos algunos ejemplos geométricos donde se aplican los 
incisos b) y c) del teorema anterior, siguiendo la linea que usaremos para 
demostrar algunos de los siguientes teoremas. 

-( ) 

p 

@ 
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Lema 3.1 (Alexander) ... Si A. ~··B· ~ bn, e~tcmces cu~lqu.ier homeo
morfismo h: 8A.-> 8B, se extiende a un homeomorfismo h': A¿~E. · 

Demostración: Primer?· supon·g~n~o¡.c¡ue····~~=;;13::~ .Bn.;;;i~~tonces, 
en notación vectorial,.· si. x. E a])'', .· 4efinall1os,.~h' (tx )f;¡:;· tlJ,(x); /O ~· + :5. 1. 
Ahora si A ~ B ~ D". sean f : A -¿ p~, .g : B·++ ;J?\ij! li : ?A _, 8B 
homeomorfismos, entonces g oh oJ?1 : 8J?~ <j-+ 8D~'esc'}i?meomorfismo. 
Según el caso anterior, existe <P : Dn -+ D": ~omemnorfisrnoque lo extiende, 
demostremos que g-1 o cjJ Ó f : A.-¿ B es un Ho!Ue?rnorfismo.que extiende 
a h. El hecho de que es composicióµ de hÓmeoniÓrfism?s, implica que es 
homeomorfismo, éth?rasea.~ E 8 A, entp11c~s com,o f ( x) E ,8D'1 y ifi. extiende 
a g o h o ¡-.1 tene]Ilos que: · ·· · · · · · 

g~ 1 .• º;~ ºiYc~Yi·g~·1t~zic.i.))E~11t1tguicJ¿ 1 dcx))) r°= h( x) 

deriic>sirailáü~t1~~;:;¡~ ···. .~. •..... "···· .. ':· 

,; > ·:,:.~<~ -:.~"\;.-,~:}·:-~~ 
?-e;;o.fd~~()s .. que·'ciado • un.· ~spaci?;;topo1Ógi~9: ~y}\ s~f{~RWg~ttFiQ~'.~cir ·. 

un punto es el espacio X* =XUoo c1onc3,e)os ~bi(3rto~.clc:?.W~'s,oi~.l9s.a,~ier~9s; 
de X, y además todos los complerneii~ós,de ~0111pact?s•li#i<).it·~l".l~mí.~o oo. 
Con esta topología es fácil demos.tr.ar gu.e .. :n es ·~oiitpactÓ.;/ •• ;·,: .~.• · · 

:~ '. . ' 

Teorema 3.2. Sea M una 3-vadedad~coiri~ac'tk.,'.•p;~~~} 2:11¡tlquier 
punto. Entonces la compactifica~ión pcír un p11nt¡,.q(Í'\f;,:i;;{p}.)~~,;éle 1'1,-"- {p} 
es .M (homeomorfa a-). ··• · ~,•·/;.t. 

- .: .. ; : "i; -. -.-·:_ . . .":<:·-· -.~: _: _: 

Demostración: Considere111os la siguient~ funcié111:' ..••. ·. • 
f : ( M - {p}) * --+ i\l _donde J(.1:.) =: x-para·;~C>da7; E' 1\1 ~{p} y 

f(c:o) = p. Demostraremos que es continua.· Clarru'nente es continua en 
A1 - {p}; ahora sea U una vecindad de p, entonces.Í\![-" U es cerrado en 111, 
por lo tanto compacto, entonces por definicióuexiste una vecindad V de oo 
tal que V -{ oo} e U, entonces j(V) e U, por lo tanto fes continua. Ahora 
es fácil ver que g: ]\.f-> (JVJ- {p})*, con g(:i:) = x para toda .1: E M- {p} 
y g(p) = oo es im·ersa de f, y continua, porque dada una wcinclad F rk• 
·Xi existe u compacto de )1-1-:dJJ} coll J( _;_ { 00} = M - u' t.eUC'IllOS que 
J1 - U es ahiert.o y es una vecincfad dep, y y(M- U) e F, por lo que.fes 
continua. Por lo tanto quC'da. Clcmo;trado .elt.corcma. 1 
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Corolario 3.3. (Rn)* ~ 5n-1 

Demostración: Vía la proyección estereog·ráfica, sabemos que .si N E 
5n-1 es el polo norte: N = (O, O, ... , 1) E Rn, entonces sn-l - N ~ [?-n 
pero como 5n- 1 es compacta entonces usando el teorema anterior,1 te~7m?s· .. 
que la compactificación de 5n-1 - N es 5n-1 entonces el corolario s~ sigue 
del hecho de que si dos espacios son homeomorfos, entonces ,fosÓÍ1 sus 
compactificaciones por un punto. 1 

,:- .-.:·- ::·: 

Corolario 3.4. Si 1'1I es una variedad compacta tal que•dad~pE kI, . 
se cumple 1VI - {p} ~ Rn. Entonces 1'1I ~ 5n-1 • 

Demostración: M ~ (M - {p})* ~ (Rn)* ~ sn-1. 1 

Corolario 3.5. Existe h: 8 2 -+ 8 2 homeomorfismo, tal que: 

Demostración: Será geometrica. Consideremos dos copias de D 3 , A, By 
a una de ellas, quitemosle el centro p = (O, O, O), entonces A- {p} es homeo
morfa a A menos una bola cerrada C de radio 1/2 (D3 es una bola de radio 
1), esto se sigue de que existe f: (O, 1] -+ (1/2, 1] homeomorfismo, entonces 
F: A- {p}-+ A- C definida por F(x) = J(llxll)x/llxll es homeomorfismo. 

§A§------------·----~ @-------~;--·----~-{p} ®.----~~)----
··-~----~ 

* * 
Ahora cortemos a A - C por el ecuador, nos quedan dos espacios como 

'cascaras' de naranja, si las 'volteamos' y las volvemos a pegar por los 
puntos correspondientes, la forntera de A-C, está ahora 'adentro', entonces 
podemos 'meter' a B dentro de A - C pegando puntos correspondientes de 
las fronteras que define al homeomorfismo h, que intuitivamente, parece ser 
la identidad. 
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Entonces lo que nos queda es una bola abierta;qüe es liomeomorfa a 
R 3 • Así demostramos que 

por los corolarios y el teorema anteriores concluimos que: 

1 

Teorema 3.6. Si h: 8 2 __. 8 2 es un homeomorfismo, A y Bdos copias de 
D 3 , entonces: 

AUhB =83 

No depende de h. Esto es no importa como 'peguemos', siempre nos va a 
dar lo mismo. 

Demostración: Consideremos dos homeomorfismos h, h' : 8 2 __. 8 2 • 

Sean .NI= A Uh By ]VJ' =A Uh' B. Sea 8 el subconjunto de i'v1 formado por 
la identificación de los 8 2 , analogamente sea S' para i'vl'. Entonces existe 
un homeomorfismo de S sobre S', y por el lema 3.1, lo podemos extender 
a los dos subconjuntos (que son homeomorfos a D 3 ) correspondientes a los 
D 3 , en ]VJ, demostrando que ]VJ y NI' son homeomorfos, y por el corolario 
anterior, son homeomorfos a 8 3 • 1 
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Dela rfiisma form.8:. q11e ~cinsÚ~1ün;s S3 identificando fronteras de dos 
copias de I)3 ,poqemos cons~ruir·o~ras 3~yariedades, aplincando)a misma 
idea., pero ~hcír(l·~ºJJ/Ü17'°:S:.,f~lf:.tl'.o~ (5'1 ~<D2 ), pero ant~s dé hacer esto 
desarrollaremosalgunos;~·onceptos útiles. - · 

.\±_1: -~~: .. -~ :~,-,_-,-, ·::;;~r: ., :--: , ·.p· 

Nudós:'e'n-.ei.%2~~-10 :,;.;·· ;~}'.·!J2 
- -;··, -- -<:{. 5 ~--~:5 '~¡¡".-~' < ,_ "'... 

Est~s figuras muestran que:Jiay por lo .Í1J.enós c1os tipos distintos de 
nudos en el toro T 2 = 8 1 x 8 1 ; Ya q11e J; separa a T 2 ; y 11<[ no. :Entonces no 
puede existir un homeomorfism6 dé-T2 sóbre ~!~sin-o, :tal que la imagen 
de J sea J..1. Veremos que salvo homeomorfisnió, éstos son los únicos tipos 
ele nudos en T 2

• . .· :• _ [,::.;'..'./-,; .,::, · \ >: ·... ··-•. 
Como el grupo fundamental de 8:1 es dclic~.h1~1lito; el toro tiene grupo 

fundamental r.1 (T2 ) ~ Z$Z: Ahorá'sicpnsiéle~ani6s'a ,5'1 como los comple
jos unitarios, cualquier punt? de:T2 '.ti~l1~~??t~e~licléis (eiO, e_i4'), Tenemos 
dos generadores estandar para'. ií(T2 ):jlos):ríapeos- - · · 

Longitud 

l\!Iericliano 
ew ~ (1, ~;o)' 

O ~ {} ~ 2r.. Una vez que 8 1 tenga una orientación, cualquier mapeo 
f : 8 1 --+ T 2 , puede considerarse como ün lazo, representando un elemento 
[!] de 7r1 (T2 ). Los puntos base son aquí despreciables. Entonces [!) se 
puede escribir m tenninos de la hase longitud-meridiru10 [!) =< a; b · >. 
Entonces la longitud tiene clase< 1,0 >y el meridiano< O, 1 >. 
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Teorema 3. 7. Sea N un toro sólido estandar (por ejemplo una vecin
dad tubular del nudo trivial) en S 3 con e y rn una longitud y un meridiano en 
8N respectivamente. Entonces 8 3 ....: Nº es hcimeomorfo a un toro estandar 
Af en R 3 donde e es ahora un meridiano de 1\11 y muna longitud. 

Demostración: Por los .teoremas y corolarios anteriores sabemos que 
8 3 ,....., D 3 Uh D 3 donde h: 8 2 --+ S2 es cualquier homeomorfismo; entonces 
podemos pensar a 8 3 - Nº como (D3 -'- Nº) u,. D 3 con N C (D3 )º) . 

• 'Vleridiano de B N 

D 3 - Ñ 

· Longi~ud de . a N 

................ 
a a 

e 

-é:3·, 

pero vea1nos que si cortamos por el ecuador a D 3 - Nº como se muestra en 
el dibujo anterior y volvemos a pegar de otra forma (desde luego los puntos 
identificados) nos queda un toro estandar al cual sustraimos de su interior 
el interior de un D 3 ahora podemos 'meter' ahí el D 3 restante pegando las 
fronteras, quedandonos lo deseado, las afirmaciones acerca de ( y m son 
inmediatas del dibujo. 1 
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. p( ~+ i~) q<~?~.:~iyr 
~(1·eiº)~ ( ~il1(r)' eiº) 

Es fácil verificfu. que el diagrama comnut~;yqu~Jo~ tres mapeos son cubri
entes. La cubriente universal de :T2 es precisaÍnente.p : C --+ T 2 , y sus 
traslaciones cubrientes son de la forma· z 1-+ z + 27r(m + in), m, n E Z. 
Un lazo w : [O, 1] --+ T 2 es ele clase < a, b > en T 2 si y solo si se le
vanta a un camino w en C, que satisface: w (1) - w (O) = 27r(a + ib). La 
cubriénte q: C - {O} --+ T 2 , es la correspondiente al subgrupo meridional 
O EB Z C Z EB Z. Entonces lazos de clase < a, b > en T 2 se levantan a lazos 
en C - {O}, exactamente cuando a= O. 

Teorema 3.8. La clase < a, b > en 7r1 (T2 ) es representada por un 
encaje si --+ T 2 si y solo si a = b = O, o el mayor común denominador de 
a y b es igual a 1, (a, b) = 1, esto es si son primos relativos. 

Demostración: Un nudo de clase < O, O > es del tipo de J (dibujo 
anterior). Para construir un nudo de clase <a, b >, consideremos el mapeo 
si --+ si X S 1 = T 2 dado por z --+ (zª' zb), z = eiO E si. 

Este mapeo es un encaje si y solo si a y b son primos relativos, por que 
de otra forma el mapeo no sería inyectivo '(ver dibujo) 

21i 41i 61i 81i 
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además, notemos que es la ilnagell. bajo p, d~fa[ect~(dlrigid~) enQ, que 

va del cero a 27r(a + ib) . .. · .·.· .· .. · ·.· ........... •·•. , / .: . . ··.···.·. · 
Ahora para convencernos.· d~ • léi copdición, ~~. qtie '•?- )' b·)on .Primos 

relativos es necesaria, considerémost1n)~z~-w ~-[0,1],;,-;?-.'.I:'t~~ das~ 
< a,b >i-< 0,0 >,donde (a,b)=.d ?•-1;'.s~.··'lií'':jdó;1];;7t·{(7:}~scualquier 
levantamiento (esto es w. = pow) ·.entonces w ·~1) 't'.•ÍQ; (Q} =i:1~:.2'fy(a +ib },cel 
teorema de la cuerda (ver apéndice}, 

0

impl~fª:}a;'~~i.~Fens~i~~~~.;(s,~.\€ [p,:1] 
tales que w (s) - w (t) = 27r(!} + ~i). Colllo J'.;)r'~{~?~,\~~~~#B~éz,(s)~:, .. w(t) 
y por lo tanto la imagen de w no puede ser;illiª:c(irva'.cerrada·simple. Esto 
completa la demostración. 1 f' __ ,,;,-.-~- '•- -~~7~ «-:-~~~-

Ahora vamos a enunciar algunos lei:rms p~a (lemostrar un teorema que 
nos será de gran utilidad, que afirma: {si k y k' son nudos homotópicos 
en el toro, entonces existe una isotopía:c'ambie:ó.te entre ellos. Usaremos el 
otro espacio cubriente q : C - {O };-t. T 2 para estudiar isotopías ambiente. 
Diremos que un conjunto X e C "-{O}está en una región fundamental, si 
tiene una vecindad U, X CU<; (7-{0}, tal que qlu es un homeomorfismo. 

·Entonces si el soporte de.tí:n·homeomorfismo h:C-{O} -> C-{O}, 
sop(h) = {z : h(z) 'f..i}~stá/eguna región fundamental, este induce un 
homeomorfismo h' de T 2 .por la tórrrmla: 

;{··.:·····q·· .. hq···.·.·.· .•.. ~.-.. 1. · en q(sop(h)) 
h' '= .•. - . 

·. . . 'id·~- . en el resto 

·'-~-~:;'--'·-::~-=~_,,~--(:<:--·.: ':: :·. " -

Lema 3.9: Si k y k' son dos nudósdisjuntosde tipo< O, 1 )., entonces 
hay una isotopía ambiente de T 2 que lleva a k en k'. 

Demostración: Existen levantamientos k, l.;' de k y k' (via q), que 
encierran un anillo A e C - {O}, tal que Aº no contiene otros levantamien
tos. Mas aún A está en una región fundamental, de lo contrario existiría 
otro levantamiento de alguno de los nudos. Entonces hay una isotopía am
biente de C - {O}, con soporte en una vecindad pequeña de A, tomando a 
J..· en k'. Esto como se describió arriba. nos da una isotopía ambiente de T 2 

que toma k en k', demostrando el lema (ver dibujo). 1 
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\ ... ·~·.············\~.>:·'.· K'~ 
K 

.:_ ·,:_ :_ .. 

Desde luego en el teorema pod~rnos usar a k y k' como funcioll.es en lugar 
de curvas, lo cual implica qúe existe ~na isotopía ambiente ht.: T 2 ;.+ .. T 2 , 

h0 = id y h1 o k = k'. · · ' 

A dos nudos J yic.·cr.;:~e·;l~slla:a··transversales·.en;~ E ... J(o;J( 
si existe una vecindad U de.; y iun hómeomorflsmo h u:q':z:i~há~'gue 
h(U n J) y h(U n K) son}inea~fei;:t,1'11; perpendiculares. 

~ . ; e - -.· ·:_.. ·: - . " : ' ' ' 

Lema 3.10: Supongamos que k es un nudo de clase < O,±()>.' que 
inter:secta al meridiano 1\11 solo en un número finito de puntos transver
salmente. Entonces hay una isotopía ambiente entre k y ]\!f. 

Demostración: Consideremos un levantamiento fijo k e C-{O} de k. 
Entonces k n q-1 (1\!I) es un conjunto finito de puntos transversales. Para 
demostrar el lema es suficiente encontrar una sucesión de isotopías ambiente 
de C- {O}, cuyo soporte este contenido en regiones fundamentales, tales que 
hagan a k disjunto de q-1 (1\1). Entonces esto induce una isotopía ambiente 
de T 2 que manda a k a un nudo del tipo <O, 1 > disjunto de 111, y luego 
aplicamos el lema anterior. 

Ahora para reducir el número de intersecciones de E con q- 1 (111) 
tomemos un punto z E k de norma maximal y consideremos la compo
nente de k - q- 1 ( 111) que contiene a z. Esta junto con la parte de q-1 ( f\1) 
son la frontera de un disco (algo homeomorfo a-) que está contenido en una 
región fundamental, y podemos usar este disco para eliminar dos intersec
ciones (por lo menos) de k con q- 1 (f\1). esto lo hacemos usando el hecho de 
que existe una isotopía ambiente de C - {O} que manda a la componente 
de l.; - q- 1 (f\1) que contiene a z a la parte de q- 1 (111) con la que forma la 
frontera de un disco, y que fuera de una vecindad suficientemente pequeña 
de ese disco es la identidad (ver apéndice el teorema de arcos), y después 
usando un argumento similar lo 'despegamos' de la frontera del disco. 
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0-~{o] · .. ···. z ~"7> 

( ·. \~.-.Y'.······ .. ·.· . 
. '-..~ 

Un número finito de este tipo de operaciones reducirá el número de 
intersecciones a cero, quedando disjuntos, entonces podemos aplicar el lema 
3.9, quedando demostrado este lema. 1 . 

Es claro que dada G una curva simple cerrada en C - {O}, en cada 
vecindad de G hay curva simple cerrada G' que es disjunta de G, homotópica 
a G y que intersecta a todas las curvas q-1(111!) en un número finito de 
puntos y además transversalmente. Usando esto y los lemas anteriores 
tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 3.11: Dados dos nudos en T 2 de clase< O, ±1 >, existe una 
isotopía ambiente entre ellos. . 

Demostración: Por el comentario anterior y el lema 3.10, hay iso
topías ambiente de T 2 que mandan a cada uno de los nudos a l'i1, por lo 
tanto existe una que manda un nudo al otro, demostrando lo deseado. 1 

Consideremos los siguientes homeomorfismos de T 2 sobre él mismo: 

he( eiO, é?) = ( ei(O+<t>), éf') 'giro longitv.dina.l' 

50 



A estos homeomorfis111Qs ~ s11s invt:!rsos lÜsllama:remos homeomorfismos de 
giro.> Estos ind11c,€!n iso~orf!s!ll(ll> }ie; .. ~:-h~;. (~ri 7rÍ (T2.)) q11e corresponden 
aJas matrices_éntéras de;,2 x 2:,~'. .: · ... , ,:: > :o 

~Pi.r .• • ... :.·J·~-•.•m:.;_º···_ .. _._ •. ·p•~~.·.··:º';·M·:~ll'l i(il~l~f~.••-•.;,._~!,~1~~:. ~::~'): ?,"5:::-{.::;~·g;~~··::~:;):· . . . . ' ·.' .):·: ::·: .. ::::· 

·· ·· '"~ ·~''¡tt~~f~í~~ef ~f f ¡t;1!~:1~~~1~w~~~: ~r· 
he. < a,b > ~ <)i,M~j~'.·i:1~:~i0;§.t~~~d'f :~¡~~~1/ n= 

Lema 3.12: Para cualquier clase ~ a, b )> ~ri i)1 (T2)~~kiste rin liomeo
morfismo h : T 2 --+ T 2 , el cual p11ede tomarse. como composiciones de lio
meombrfismos de giro, que satisface h* < a, b >=< O, d >, donde d = (a,- b) 
es el máximo común divisor de a y b a menos que a;:,,, b =O (d =O). 

Demostración: Supongamos q11e !al ;::: lbl. Entonces si b =f. O; el 
algoritmo e11clidiaiio da un entero n tal q11e a= nb+a', donde O::; a'< lbl. 
Entonces hf." < a, b >=< a', b >. Ahora si !al ::::; lbl, y a =f. O, empleamos 
de forma similar el inverso de hm.. En cualquier caso, llno de Ja!, JbJ es 
estrictamente reducido, así desp11és de un número de aplicar estos procesos, 
obtenemos llna composición de homeomorfismos de giro que mandan a 
< a, b > en una de las clases < c, O > o < O, c >,es claro del método que en 
arnbos casos c =(a, b) (si alguno de ellos es cero también nos quedan estos 
casos). Ahora para acabar bast.a demostrar que existe una composición de 
homeomorfismos de giro que manda a < c,'O > en < O, c > veamos que: 

hC.1 
ohm.< c,O > =< c,O > (~ U ( ! 1 ~) 

=< c, c > ( l 1 ~) 
=< O,c > 

quedando demostrado el lema. 1 
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Teorema 3.13. Dado cualquier nudo k e T 2 de clase [k] /=< O, O >, 
existe un homeomorfismo h : T 2 ¿ T7 talque h(k) = M, el meridiano 
estandar. - -- - · -

• ·::-. '.,-, .. ,- --.! ·. 

Demostración: Sea [ k] =< d,;b )>, 'funtorices el· homeornorfismo del 
lema 3.12 manda a k en k' de clas<'l <;0, ±1 > (recórdernos que si k es un 
nudo entonces por el teorema 3.8 (a, b) '= 1). Entonces por el teorema 3.11, 
podemos mandar a k' en }.1 por un segundo homeomorfismo, demostrando 
el teorema .• 

El teorema anterior nos dice que hay dos clases de nudos en T 2 , los nul
homotópicos que son los de clase < O, O>, y los de clase < a, b >I=< O, O >. 
Se puede demostrar que dados dos nudos nul-homotópicos existe un horneo
rnorfismo en T 2 que manda uno en otro, mas aun hay una isotopía ambiente 
entre ellos, lo cual no pasa en la segunda clase. Por ejemplo, por el teorema 
anterior hay un homeomorfismo de T 2 sobre si mismo, que manda a un 
meridiano en una longitud, pero no existe una isotopía ambiente entre ellos, 
geometricamente, no podemos deformar el meridiano en T 2 a la longitud, 
sin 'romper' el toro. El siguiente teorema nos habla de esto. 

Teorema 3_.14: Dados dos nudos J y J( en T 2 , existe una isotopía 
ambiente entre ellos si y solo si [ J] =;= ±[K], 

Demostración: Si existe una isotopía ambiente entre ellos, en par
ticular existe una homotopía entre ellos, entonces [J] = [K]. Ahora si 
[J] = ±[K] =f.< O, O>, por el lema 3.12 tomemos h : T 2 ---+ T 2 homeomor
fismo tal que h.[J] = ±h.[K] =< 0,±1 >. Entonces aplicando el teorema 
3.11, existe una isotopía ambiente 91 : T 2 ---+ T 2

, tal que 91 (h(J)) = h(I\). 
Entonces h - 1 91 h es una isotopía ambiente de T 2 con 1i-1 91 h( J) = E, 
quedando demostrado el teorema. 1 · 

En particular dados dos nudos en T 2 del mismo tipo de homotopía, 
existe una isotopía ambiente entre ellos. 
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Espacios Lente 

Sean Vi y V2 dos toros s61idos; y h : éJVi. -4 éW2 un homeomorfismo. 
Definamos 1113 como sigue: . 

: ,, ,.:. :··;: ... 

M 3 =: Vil)h l"Í ·• 

que es el resultado de identificar X, e·iav{C:~n .~(i) ~ B'v2 .en la unión 

disjunta de V1 y l/2. · .. ··. ·.···•· > <· > . •. < · (·· < 
Como los Vi son conexos y compactos; élaramci,rÍtéM~ies'uná 3-yariédad 

conexa y compacta. 1
· :--;';~~{{ :¿;~\~ ~ .·~ 

'_ .·. ---~--~-~:·'. __ -.::~~-~-~---:;~-::~'.? _-__ ._;;/<:-;:'_·-:.·:::~_:·.·~ :/(\:'~~~~~:··::'.- -<?:(_:~~--'-~ :::: 
Teorema 3.15. M 3 depende solamenie del~ ~l~~:.d~;:qó~a't~~í~ de 

h(m1) en 8V2 , donde m1 es un meridiaiio dé}í, · · ·• '· ......... . 
- . -- .- .---- - .. - ' . .-

Demostración: Sea U una veCind.aJ ¿e~;~d~d.e ·. m~ en Vi, en forma 
de cilindro sólido 

l_Jh ·~.· 

Entonces l 'í - (Uº U (U n 81 '1 ) ) ,..., D 3 , llamémosle a este espacio 1111 • 

Ahora 'peguemos' a U y a 112 identificando vio. h a Un 8Vj con h( Un 8Vi ). 
Al espacio cociente resultante llamémosle l\12 (h). 
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Ahora considerando U C M 1 , ..1\1"2 ( h) definamos la siguiente función 

~h : lnh SaÍIJ2(1i) · 

donde 

~h(x) =;{ ... •.h(x)·.'.·six'.~ .. 8~0 
X Si a; f8f1 

Notese que V1 u,, Vi,...., M1 Uq,h M2(h). .}. ,;.:· > .< 

Sea h' : 817¡ ~ 8Vi otro homeomorfismo.,t,at~u.~:h(~1).YJi'(mi:) sean 
del mismo tipo de homotopía. Tenemos que d~mbstr.~¡guet • ¡: · 

171 U1iV2 ~}1i~~1:Jr?,~{~~f.f1fi.:fül~' ···''> 
'· ! ,.,,.. ,,.~ ~t1~ _k:-,~ ' 

~~~~s: demostrar esto en do·s·p~fMJ;]\i~ . t '.· > t~~ ,·'.,";, , ~· 
Por el teorema 3, 14 sabeII]-os ;qt;é>~~i5:te~~~~psotópf~S'~~i~nte entre 

h( m1 ') y h' ( m 1). esto es h~~ ~n~~f~~~.}~irfd~lit~!~~j:§jt'J(,r'.~~ic~.~t •· : > · · 
····c;:;¿fvJ::~Y 

, .... , - .. ,\",;.: 

'e· 

tal que cada dt(z) = G(z, t}'es úll:hoiJiéo'!nbi-fi~hló .. de 8V2 (T2 ) sobre él 
mismo, G0 es la identidad y G1(h(mi))= h'(m1 )''. Consideremos al espacio 
8V2 X T (I = [O, 1]), se ve como un toro sólido que le removieron el interior 
de un 'tubo' en el centro: 

'('_'<·.-· ·,,' 
~ 

y consideremos el mapeo: ; :' < , . 

f: a112'.x-L~iW:i·x1 
donde f(:, t) = (G1(z), t), esfáci{~;lbélf~ue es un homeomorfismo. 

- ' - ~-- - ·- ·- ·-- : -'- '~ ::;-_ ,_ ·- -,.=---
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También es fácil ver que {8V2 ·.X I} != V2 ( = 8 1 
X D 2)' donde 

(a, b, O) = (a, b'' O) E 8 1 
X 8 1 X l ~ éJV2 xI. Sea 7r la proyección natural 

definida por =· Entoncessi ~11eUeorema, 3.0 c) sustituimos p, q por 7r, y 
usamos nuestra f definida en el parrafo anterior, y notando que f 'respeta' 
equivalencias como en el últi.mci/ca:So del inciso e del teorema 3.0, tenemos 
que existe un homeomorfism9 -

~·- F;:.Jl2•-:+.V2 

tal que F(h(m1 )) = h'(rr2)·1~~~~~;palab¡:as extendimósG1 al tornsólido 
112. . .. ·~-" .• ·-·--- , .. ~,-·. . 

Ahora haremos algo;~i~~;A~~~~1f{~:··¿~~~}derci_hios·.•~tsi~ui~tlte·•·homeo
morfismo -construido a~p#tiiC<.lef:sCifüpé~.ici~ú~~' ~~/1()~;~µ~ iª~~~nemos .-- e de 
restriccfones _de ellos, p e¡:o páraJaég¡}aj:; r~;ncfü~éi_óp '¡;ibus~re_mos de ella). 

g = (h')--~ oP º /i :-u nav1 :c/i;);1(·F(1icunav1))) ·==:; g(u n oVi.) 

Veamos que 8(U n 8Vi) son dos curvas cerradas disjuntas, llámémosles /'l 
y /'2· Por el lema 3.9 estas /'i son isotópicas a m 1 (para cada i existe 
una isotopía ambiente entre")'; y m 1 ). Entonces el hecho de que g(mi) = 
m 1 y el comentario anterior implican que g(1-1 ) y g( ¡·2 ) son isotópicas a 
m 1 (todo esto en 8Vi.). Con todo esto es fácil dar una isotopía ambiente 
en 8Vi entre Un 8V1 y su imagen bajo g, llamémosle H a esta isotopía. 
Entonces exáctamente de la misma forma como extendimos G1 a todo V2 
en la construcción de F, se puede extender H 1 a todo Vi. A esta extención 
denotémosla por: 

_E: Vi->-Vi 

Sea U' = E(U) ento~cesd~mo.strar,eínos que l\12 (h) 
M 2 (h') =U' U1r• V2. Para ésto defl~amós: - . 

f: U U•Vi--+[T'-0 Vi 

donde 

-- { E(:z:) 
f(x) = 

F(:z:) si :z: EV2 
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es una función que respeta las equivalencias al cocienta;-10~. e.spac~os.ZJ.UV- - 2 
y U' u V-2 . vi.~ /i y h/ respectivamente. Así.por el.teor~IT1a 9, O c) t-eii.~mos. que 
existe un homeoinorfismo . ' __ , 

PASO 2. ': ' . 

Ahora definámos Mf y </w en forma ~alC>ga qu~ M1 y ef>¡; • . Entonces 
para demostrar el teorema basta deniostrar que 

Para esto consideremos el siguiente homeornorfismo entre 81\1'¡ §a.AÍ{ (iro
bas homeomorfas a S2 por que J.!11 y .M{ son homeomorfos a·J)3 ): • . 

donde a:(x) = ~·¡;,1 o Fo </ih(x) 

Not!')' que aquí estarnos usando que las ef> son hcjlrie()illo~fis\nos deJasfr~n
teras de los M 1 sobre las fronteras de los M2 que por la d~finicióndelas <P 

es inmediata su prueba. Por el lema 3.1 a: se. puede extender a un homeo-
rnorfisrno ·· · 

. a : Mr->i~tJi.@' (· < . ··.·· .. ··•. ,> • •• • .• 
Entonces tenernos un horneornorfismo A ;~~1:lJ]lf~(h)-> M{U.}\J2 (/¡')do11~e 

{ 

a(x) 
A(x) = 

F(x) 

si x E M1 · 

Es fácil ver que A respeta las equivalencias al cocientar J\([1 U 1112 ( h) y 
M{ U lltf2(h') para obtener Mi U.ph M2(h) y M{ Uq,~ lltf2(h1

). Por lo tanto 
usando el teorema 3.0 c) tenemos que existe un homeomorfismo 

por lo tanto 
Vi U¡, Vi 

así la variedad resultante no depende de h sino del tipo de homotopía de 
h( m 1 ) demostrando el teorema. • 
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-,-.'.:;' 
;: ., ' ~-:. 

M 3 = L(p,q) 

por ej~mpi()''\f~~os quienes son L(l, q), L(O, 1) y L(2, 1). 
La curva (1, q) es de la forma: 

pero existe un homeomorfismo del toro sólido en el mismo, tal que la imagen 
de la curva (1, q) es la curva (1, O) y por lo tanto basta considerar este caso. 

Sea U una vecindad de m 1 en Vi en forma de cilindro solido, entonces 
salvo homeomorfismo h(U) es como en el dibujo, entonces al pegar U y V2 

identificando via h a Un oVi con h(U) n 8Vi, nos queda algo homeomorfo 
a D 3 , y Vi - Uº ~ D 3 , y lo que falta por hacer es identificar estos dos 
conjuntos por la frontera que por corolario 3.5 y teorema 3.6 resulta ser S 3 

por lo tanto 
L(l, q) ~ S 3 

Para ver quien es L(O, 1), por el teorema 3.14 podemos suponer que hes la 
identidad, entonces cortemos a Vi y peguémoslo a Vi como se muestra 
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en el dibujo (desde luego las partes 'planas' de lo que nos queda están 
identificadas, luego volveremos.a pegar puntas correspondientes). 

Entonces si tomarnos cualquier 'rebanada' de el espacio resultante, ve-
mos que es 8 2 · 

Ahora para ver quién es L(2, 1) desarrollaremos otra forma de coritrucción 
de los espacios lente. · . 

Teorema 3.16. Consideremos a D 3 e R 3 , si identificamos cada punto 
en la mitad superior (z ;:::: O) de 8D3 con su imagen bajo una rotación en el 
sentido opuesto a las manecillas del reloj, por un angulo 27rq/p, al rededor 
del eje z, seguida de una reflexión en el plano xy como lo indica el dibujo, 
entonces el espacio que obtenemos es precisamente L(p, q ). 

Demostración: Consideremos a D 3 .como el espacio con forma de 
lente sólido con su orilla. e.n el circufo x2 · + y2 = 1 ·y el angulo entre las dos 
caras de 27r /p. Sea Vi la parte de.este espacio que está dentro del cilindro 

58 



x2 + y 2 :::; 1/4 (con susrespectivas identificaiones) y sea Vi la cerradura de 
lo que resta. . .. · . :. , •.. : · .. 

Es claro que Vi es un cilindro sólido con sus 'tapas' identificadas (con 
un giro de 27rq/p); esto implica que es un toro sólido. Ahora para ver que Vi 
es también un toro sólido, separémoslo en 'gajos' (en el dibujo se muestra 
el caso p = 5, q = 2): 

F-------1 
1 f 

L---------.J Vj~V, 
y reenzamblemoslos de acuerdo a las identificaciones preescritas en el enun
ciado del teorema, como un gran queso: 

Todavía tenemos que identificar las partes de V2 que fueron separadas 
por la disección anterior. Pero esto es precisamente pegar las dos tapas 
del queso (con cierto giro) para formar un toro sólido. Ahora una curva 
meridional de V2 en el queso se ve como una curva alrededor del perimetro 
del queso (paralela a la frontera de cada una de las tapas del queso). En 
Vi (antes de identificar las tapas) esta curva consiste de p lineas verticales 
igualmente espaciadas, en la frontera del cilindro x2 + y2 ::; 1/ 4. Corno las 
dos tapas del cilindro estan identificadas éon un giro de 27rq/p, la curva 
meridional de 112 es una curva p, q en Vi, por lo tanto nuestro espacio de 
identificación es realmente L(p, q). 1 

Entonces el teorema anterior implica que L(2, 1) es D 3 identificando en 
la frontera puntos antípodas, que es.lo mismo que S 3 identificando antípodas 
por lo tanto tenernos que es el espacio proyectivo: 

L(2, 1) = RP3 
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A partir del teorema anteriqr ·.también es fácil ver que: 

?c1;, q) '==ifp;4q)\==fi<0lp, ~)·.·~ i~.l_]J;;~Jy.¿,p(p, q+ k;p) 

para todd entero k~ Entonces;~ociell:t6~·'.á~d~t~rif·:¿o#y~~Ción·de que 

Esto abarca a todos los espacios lelJ.tella.ciétdb~'Ró''ctegenerados. Los unicos 
. degenerados son 8 3 y 8 2 X S 1 • Enseguid~'. enilnci~rernos una afirmación 
·cuya demostración no se dará. . .. :~ .· :.: . . 

--.-, 

Afirmación 3.A. . . ,.,, •, >'/:,, ;y ' . .• 
1) L(p,q) y L(p,q') son hom~91Il()J.'.ÍQS;si;Yt>9~?~i ±q'= q±1 (mod p) 
2) L(p, q) y L(p, q') son del rgis~otipo'd~;.lioITiot(¡pía siy solo si 

±qq',= m 2 (mod p) para algúri'in,::c;;.:¡•;~~~;8;&;&?•·~;'f( fr3c' 

Demostración: Para 1) ~~a~~'.Jl3'~~J·y;~~r~2).~é~e-['\~h]. 1 

Ahora veremos otra forma de cdnstruira L(p;q) cuya generalización 
será de gran utilldad. 

Teorema 3.17. Si removemos una vecindad tubular del nudo trivial 
de S 3 , y luego volvamos a pegarla identificando un toro sólido estandar con 
la frontera de S 3 menos tal vecindad, de tal forma que un meridiano en el 
toro estandar, vaya a un nudo q,p (en la frontera de la vecindad en S 3 ). 

Entonces el espacio que nos queda es precisamente L(p, q). 

Demostración: Por el teorema 3. 7 tenemos que S 3 menos el interior 
de un toro sólido estandar T1 (remover una vecindad tubular del nudo tri
vial), es de nuevo un toro sólido estandar T2 , solo que lo que era un meridi
ano (longitud) en T1 es una longitud (meridiano) en T2 , de la misma forma 
un nudo q, p en T1 es un nudo p, q en T2 por lo que nuestro espacio de 
identificación es precisamente la definición original de L(p, q ), demostrando 
el teorema. 1 
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Diagramas de Heegaard 

Ahora vamos a generalizar la construcción de la sección anterior. Lla
maremos Cuerpo con asas de género gal resultado de pegar gasas disjuntas 
D 2 

X [-1, 1] a una 3-bola B 3 (algo homeomorfo a D 3 ) de la siguiente forma: 
pegamos las partes D 2 x {±1} de las asas a 2g discos disjuntos en 8B3 , de 
tal forma que el resultado sea una 3-variedad orientable con frontera. Dos 
cuerpos con asas son homeomorfos si y solo si son del mismo género. La 
frontera de un cuerpo con asas de género g es una 2-variedad orientable de 
género g (en el sentido usual para 2-variedades). Sean H 1 y H 2 cuerpos 
con asas del mismo género g, y sea h : 8H1 ~ 8H2 un homeomorfismo. 
Entonces formemos el espacio de identificación: 

3 . .• • .. ·.•·. · .. 
lv.f. .·=:=. Jí1.L¿h.1!2. 

. . . -.-~ . ' 

como antes. De nuevo, es fácil v~r;·cí11e . .M3 es u.na 3;:..variedad cerrada 
orient;:tble. Al trio (H1, H2 , h) ~~·lé llama. el diágrama de Heegáard (o 
separación de Heegaard) .de géneró gj:>arala variédad M. 

El género de una 3-variedad .iVl es el género más pequeño de todos 
los diagramas de Heegaard, que dan lugar a NI (salvo homeomorfismo). 
Entonces tenemos: 

{

O {=::? M ~ 8 3 

género(M) = · · l ·. 
{=::? A! es un espacio lente o 8 2 x 8 1 

Teorema 3.18. Toda 3cc.:variedad cerrada orientable tiene un dia
grama de Heegaard, y por lo tanto un género bién definido. 

Demostración: Daremos un bosquejo geométrico de la demostración. 
Consideremos una triangulación de la variedad (toda 3- variedad es trian
gulable, desde luego para el caso de 2-varieclades usamos cosas homeomor
fas a triangulas en R 2

, en este caso usan10s cosas home01norfas a tetrahedros 
o 3-sim.plejos . 3-sirnplices). Sea M 1 el 1-esq·neleto de la triangulación (for
mado por los vertices y aristas de los 3-simplejos, esto es las fronteras de 
las 'caras' ele los simplejos). En una segunda subdivisión baricéntrica, sea 
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J.!f{ el 1-esqueleto dual; esto es la unión de todos los nuevos vertices y aris
tas que no intersectan a Af1 • Sean Ní. y N{, vecindades simpliciales de 
l\11 y 1\1{, con respecto a la subdivisión. . Es fácil ver que N 1 y N{ son 
3-variedades que se intersectan en una frontera común, y que su unión es 
l\1. Basta mostrar que N1 y N{ son cuerpos con asas. Para esto, notemos 
que A11 es una gráfica, por lo tanto tiene un árbol maximal, esto es un árbol 
que contiene a todos los vertices. Por inducción se puede demostrar que la 
vecindad simplicial de este árbol es una: 3-bola. Poniéndole a la vecindad 
simplicial una vecindad de cada uno de los 1-simplejos faltantes ele kf1, es 
justamente añadir una asa (1-asa) a esta bola, y después de añadir todos 
ellos, nos queda N1 . Como l\1 es orientable, N 1 debe ser también orientable, 
por lo tanto N 1 es un cuerpo con asas. De igual forma N{, demostrando el 
teorema. 1 

cada 3 
simple jo 
contribuye con 

•.. A()· .. 
·~· 

para ,_\'2 

Una forma que a veces es de gran utilidad para ver los diagramas de 
Heegaard es la siguiente: consideremos los discos D1,D2, ... ,D9 de H 1 

correspondientes a los centros D; x {O} de las 1-asas D; x [-1, 1] (dado un 
cuerpo con asas abstracto, existen muchas formas de elegir esta colección). 
Entonces cada una ele las 1-asas de H 1 es un collar de sus discos centrales, 
y tenemos que H 1 - (collares abiertos de los D;) es una 3-bola. Sea C; la 
frontera de D; y e¡= h(C;) la imagen en 8H2 de C; bajo el homeomorfismo 
h: éJH1 -+ éJH2 • A los e¡ llamémosles curvas caracteristicas del diagrama. 

Por el teorema 3.6 y el comentario anterior, la variedad H 1 u,, H 2 

está determinada (salvo homeomorfismo) por la colección de curvas e~ u 
C~ U · · · U C~ en éJH2. Mas aun, si otro diagrama N = H 1 UJ H2 del 
mismo género, tiene curvas características que pueden ser enviadas sobre 
Cf UC~U· · ·UC~ (en cualquier orden) por un homeomorfismo de H 2 (no basta 
que el horneomorfismo sea de 8H2 ), entonces A1 y J\T son homeomorfas. 
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Una consecuencia de esta observación es que algunos próbl~l11~• <le. l~. 
teoría de 3-variedades puede reducirse a la teoría de enlaces en·2~,:várieéiades. · 

::- .~ '··_ ,.,-,:_:· 
·:· .:·,:_:·::'/- ,•.,,, <.0 <···:, 

- ~-; ~'~~-~;···. 

Cirugía sobre 3-variedades · .·;.~t{ 21'~ . • W ecx: . 
• -~·,_.¡:,'.';< ---~:·.;J~· .t;·:.'.'.': };:_· 

-~: -~:·-:'~·.:_::~\'.~· _.._~-~-;~::'.·,·:~-~:'.:~·· ,:_.~;~ . 

Ahora vamos a generalizar las construccio~esÍcÍli~f:!i~m~t:'i.i'~;::h~~:de'3- • 
variedades; supongamos que tenemos dados los ~igliienfies 1',dáté}s::?'(.;'·Ui . './ ·• 

~."<~- ,~~1./_· :<:~: ~;;~,;;: :<:.: ._.1·:.:' .·, ~' 

a) Una 3-variedad M, posiblement~ c:~i,ijf[()~,~~~~;,.\~;·i',~\i\~·.º't5_• 1t;}fr ' 
b) Un enlace L = Li U · · · U Ln de qurv~.·Si1;1:1P,l.~s:'S~ffáq~ ~H 1\1P, el' 

inte>i~'~:~~~~ ,;:;1'.::,~l~"~lfÍ~~f .il~~~~J~?J, •¡ .. 

Entonces podemos construir la 3-varie,dad: 

M' = (M - (Nf U · · · UN,~)) Uh(Vi L.J·:: U%) 

donde los V; so11. toros sólidos y h es la unión de los homeomorfismos h; 
oV;--. oN; e 111, ~ada uno de los cuales toma la curva meridiano m; de V; 
sobre la curva específica J;. 

Por las mismas razones que se dieron para cuerpos con asas y espacios 
lente, 111' no depende del homeomorfismo h; esto es 111' está bién definida 
por las condiciones a) - d). 

La 3-variedad 111' se dice que es el resultado de una cirugía de Dehn 
sobre 111 a lo largo del enlace L con instrucciones de cirugía e) y 
d). 

De igual forma que en los espacios lente, solamente basta especificar 
la clase de homotopía de las J; en aN;. Además, asumiendo el teorema 
de unicidad de las vecindades tubulares, la elección ele c) es irrelevante. El 
caso especial más importante será 111 = S 3 o R 3 , y en estos casos las in
st,rucciones de cirugía podrán ser expresadas simplemente por la asignación 
de un número racional r; (posiblemente= oo) a cada componente L; del 
enlace, como se describe a continuación. 
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Veamos cuál es la razón de la import~ncia de Jvl = 8 3 (R3
). Primero 

veamos que en un toro sólido un meridiano es una parte intrinseca de él, 
esto por que dados dos meridianos existe una isotopía ambiente entre ellos 
(ver sección de nudos en el toro), pero dadas dos longitudes, ciertamente 
existe un homeomorfismo en el toro sólido que manda una en la otra, pero 
existe una infinidad de clases bajo isoto:pías ambiente de longitudes. 

Consideremos un toro sólido encajado en 8 3 , V e 8 3 • Sea X la cer
radura de 8 3 - V. Asumamos que V está encajado de forma suficientemente 
'bonita' tal que X es una variedad con frontera ax= 817. Entonces usando 
la sY.ceción de Mayer- Vietoris de (83 , V, X) tenemos que: 

H;(X) .~ {z 
' o 

i =o, 1 

i;:::: 2 

mas aun el meridiano de V representa un generador de H 1 (X). Además 
se puede demostrar que salvo isotopía ambiente existe una tínica longitud 
que es' homológicamente trivial en X. A esta longitud se le llama longitud 
preferente. Mas aun salvo isotopía ambiente existe una única 'construcción' 
h: 8 1 X D 2 

- V tal que h(8 1 X {1}) (considere 1 E 8D2 e C) es la longitud 
prefernte en X. A esta construcción se le conoce como la construcción 
preferente de un toro sólido en 8 3 (Para más detalles vease (BZ]). 

Por ejemplo en forma más sencilla, tenemos que una longitud preferente 
de un encaje V e 8 3

, está caracterizada entre todas las demás longitudes 
posibles, por que su número de enlace con el centro (en nuestro caso el 
nudo L; en 8N;) de V debe ser cero (dados dos nudos orientados en 8 3 su 
número de enlace es precisamente 1/2 de la función H'( enlace formado por 
los nudos) de la página 13, donde ahora /3 es el conjunto de cruces entre los 
dos nudos). . 

La longitud preferente, puede no ser la que se ve más obvia. En los 
siguientes dibujos están dibujados los meridianos y longitudes, determina
dos por construcciones preferentes de distintos encajes V e 8 3 • 
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Así cada componente L; de un enlace orientado Len S3 (R3 ) tiene una 
construcción preferente para una vecindad tubular N;, en la cuál su longitud 
preferente C; está orientada de lam.isipaforma que L;, y el meridiano m; 

tiene número de enlace +1, con L;._ Entonces podemos escribir la curva 
J; en terminas de la base: (su equivalente en la notación de la sección de 
nudos en el toro es <a, b >) 

h*(m;) = [J;] = a;C;+b;m; 

con la ambigüedad de un signo ± dependiend~: de·, como se desee orientar 
J;. Notemos que b; = número de enlaceeritreL; y J;. La ambigüedad 
desaparece si tomamos la razón: . 

r; = b;/a; 

Llamaremos a r; el coeficiente de cirugía asociado con la componente 
L;. Si a;= O, entonces b; = ± + 1, y escribimos r; = oo. 

La elección de una orientación para L; es también irrelevante para la 
definición de r;. Sin embargo si cambiamos la orientación de S3 o R 3

, 

cambian los signos de todos los r;, ya que el mímero de enlace cambia 
de signo. Por lo tanto asumirémos que R 3 o S3 siempre tiene una 
orintación dada, que será fija, correspondiente con la regla de la mano 
derecha, para computar el número de enlace. 

Así cualquier enlace L en 8 3 con números racionales asignados a sus 
componentes, a los que llamarémos coeficient.es, determina una cirugía, la 
cuál da, sin ambigüedad, una 3-variedad cerrada orientada. Uno de los 
principales teoremas que vamos a ver es que toda 3-variedad cerrada 
orientable se puede construir de esta manera. 

En la practica se describe la variedad, dlbujando a L con sus coeficientes 
de cirugía en sus respectivas componentes. Por ejemplo, sea L el nudo 
trivial, entonces el coeficiente de cirugía r = b /a determina la variedad 
(por cirugía) A13 ~ L(b, a) (recuerde teorema 3.7) un espacio lente, y en 
particular 

.~1 ~ 8 2 X S 1 si 1' = Ü 

}.1 ~ S 3 si r = ±1, ±1/2, ... ± 1/n ... , oo. 
Un ejemplo de esta construcción es el que se muestra en el siguiente dibujo, 
que por definición, es equivalente a remover ele S 3 una vecindad tubular N 
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del m.~do qlÍe se ri.mestra;:rlu~go "\Toff ~d~ a pegar, énviaüd? ~l 111:eridian6 en 
la curva quese mri~~tia, recÓrdarido' quiélles son el meridiano y la longit~d 
en 8N, para qu~ la'cer~adura dé N sea una construcción. preferente. 

Este es un ejemplo de una esfera homológica esto es H 1 (J\II) =O (se 
demuestra usando la sucesión de Mayer-Vietoris), que no es homeomorfa a 
S 3 (se puede calcular que 7r1 (111) =I= O). Esta se debe a Poincaré, aunque el 
lo describió de otra forma, aquí lo. presentamos por cirugía de Dehn, y lo 
llamaremos variedad de Poincaré. 

Consideremos el siguiente ejemplo: 

Por el comentario anterioral.ejernplo de arriba, esto i{os,cla el espacio lente 
L(3, 4) = L(3, 1). . ... . 

Otro ejemplo: 

O.·.~· Oo····· .. ·.····,< ......... . )· .... ·· .... ··.· / •... •·.·.··· ... · ~ ..... · __ -.······· 

para este ejemplo recordemos que S 3 = S 3 #S3 , entonces como en el enlace 
se pueden separar sus dos componentes por una 2-esfera (bicollar), tenemos 
que la Variedad representada por el diagrama de arriba es homeomorfa a la 
suma conexa de dos copias de: 
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esto es lvf = S 2 X S 1#S2 X si. 

Esto desde luego se puede hacer en general. Si alguna 2-esfera separa 
las componentes de un enlace en 8 3 , entonces la cirugía sobre el enlace, 
da una 3-variedad que es homeomorfa, a la suma conexa de las variedades 
resultantes, de la cirugía sobre los .dos sub enlaces. 

Es fácil demostrar que una variedad de cirugía determinada por un 
enlace L = L 1 U··· U Ln en 8 3 con coeficientes r 1 , .•. rn, permanece sin 
cambi?s cuando borramos todas las componentes de L que tienen coeficiente 
OO. 

Veamos más ejemplos de cirugías: 

Recordando que 8 3 menos el interior. de un. toro sólido estandar N 
(vecindad tubular de un nudo triviaÍ por ejemplo), nos da un toro sólido 
estandar Jt.1, y si a: C 8N es una longitud (meridiano) entonces a- C Jvl es 
un meridiano (longitud), por lo tanto nos queda: 

giro 

el espacio X complemento de una yédndad tubular del enlace en -S3 , es 
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homeomorfo a si X si X I sea h : si X si XI - X tal que: 
h(S1 x * x O)= meridiano de la primera componente 
h(Si x * x 1) =longitud de la segunda componente 
h(* X si X O)= longitud de la primera componente 
h(* X 3i x 1) =meridiano de la segunda componente. 

Entonces ambas curvas de cirugía son < 1, 1 > en las coordenadas corre
spondientes de H 1 (X) ~ Z EB Z. Consideremos un homeomorfismo g de 
si x 3i x I sobre él mismo, que mande a < 1, 1 > en la curva < O, 1 >,por 

. (!1 ~)· 
Considerando el la_.varit~d<Ldpc1r,.1;m11g:ía 

tiene la desc1:ipc1cm: 
~='t~~,~k#~C.&~¿~~t~0~c';:~;2/K 

Veamos otro 
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Aquí nos ~jélr:m<J.s e:tl él compleme11to de L 1 • ~iendo este un toro sólido 
podemos. aplicarle un 'gi~o meridionéÍJ.' co~o .en seguida se. muestra: 

··~giro 

complemema de L 1 

Veamos como modifica esto a L 2 

~~-~ 
-~1;"· 

complemento de L 1 giro 

por lo tanto nos queda: 

describiendo la misma variedad, así la variedad de cirugía de este ejemplo 
es precisamente la variedad de Poincaré. A continuación generalizamos este 
truco. 

Supongamos que tenemos un enlace L = L 1 U · · · U L,, con coeficientes 
de cirugía r 1 , ... r 71 y que L 1 es trivial. Entonces el complemento de una 
vecindad tubular de L 1 es un toro sólido, que modicaremos por un giro 
meridional. Esto alterará el enlace de la siguiente forma: 

Sea D un disco con frontera L 1 , y tal que las otras componentes pasan 
a través de él en segmentos de línea (por facilidad asumiremos que D es 
redondo y plano). Entonces los segmentos de línea son reemplazados por 
una hélice (al efectuar el giro meridional) que se cnrrola en el sentido de la 
inano derecha: 
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•
• •• . 

.. 

••~.r> ~.·· . ·.• • .... ·. ··.·.··· ... · ... ···¡·¡\ 

El nuevo enlace L' = L 1 U L~ U · · · U L:, nos da la misma variedad por 
cirugía, siempre y cuando pongamos atención a la revisión de los correspon
dient~s coeficientes de cirugía. Primero consideremos a r 1 = b1 / a 1 . El giro 
manda una longitud en una longitud y un meridiano en un meridiano + 
una longitud. Entonces el nuevo coeficiente es 

r~ = bi/ .. (a1+ bi) = 1 ~/ + r1 

Los coeficientes de cirugía de las otras componentes cambian de forma dis
tinta. Por ejemplo consideremos un meridiano en la frontera de una vecin
dad tubular de otra componente, digamos de L2 • Su imagen bajo este 
homeomorfismo es de nuevo un meridiano. Una longitud, sin embargo, si 
cambia aumentando sus componentes meridionales dependiendo de cuantas 
veces es torcida. 

~.di .. ·.;r 
\~\ 
:>::··.·•·:<>'< ... \ ....• ' 

Para calcula~ que €~dfa·¿~~1t~,[:álb~~j~~1~§ eldisco'· horizont.alment.e• y 
sea u. el mímero de 'p~daz6~':;c1~'.'.L~:.(¡ü~ rilf5a,11 r,&r; D eil direcCión hacia 



arriba y d el número que p'asa bada abajo. Si >.2 es l1na longitud de L2, 
deseamos calcular el número .de enlace de >.2, con L~ .. Si asignamos +1 y 
-1 a los cruces del tipo L+y L_ respectivamente (L; como en el polinomio 
de Alexander-Conway fªP; ~t), entonces tenemos. que cada pedazo de >.2 
dirigido hacia arriba co:tl~rib\lye. c?n u - d mientras cada uno de los pedazos 
dirigidos hacia abajo contribuye con .d - u. 

. ._, ,",'.-· .. - .. ·' ·' .. 

~ ... 
. 'J:'odos .. los de,m~·c'ruc~~:df xk:'cdll L2 son !ó{yiej9~'.t,~gces,de A2.con .. 

L 2 , .. ·los •. cuales.se:··ca11celan, Yél, que /}2 (!S.'1fl1~:;loJ.1git,ü~···pr~fer!'l!ltt;;E.~t?11ces 
el nlím:ero" de~·enlace <le.>.2· cdn L2.es:7. \ :·\;;:x:;"~'•·· y¡,~/{i:t~:;f ··,.::~·!<r ..,,y-· 

. .,. ,. ··- f~ !:' .. ,., . ...,,-.,-... : -
. . . " ... - .. ,_ ":~ _ _,.:. n-;;;., .. ::'. .. - .. 1· -· • :e~·~<~}.,_·· _ 

fk( >.2., L2) = u( iL - ci)+ d(d·.:l_;4td:1(~·~~{;~Jfü~~Á;!~F .. 
''-~e:: .... :','}.:;,_~.-

Pero u - d es precisamente ±fk(L2'L1). )s f~C:iFyJf''i~t-~J~k·(~~~f2) nos 
indica precisamente el número de componentes méridionáleS. adicionales a 
nuestras longitudes, por lo tanto tenemos que:.· 'i. · 

similarmente r~, etc. 
De manera más general, después de aplicar t giros en sentido ele la mano 
derecha en la cornponente desanudada L; de un enlace L tenemos que los 
coeficientes de cirugía cambian según las formulas (aquí será t < O para 
giros en el sentido de la mano izquierda): 

para la componente ele giro tenemos que: 1·i = i+i/r; 

para las otras: rj = 1'j + t(Ck(L;, Lj) )2. 
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Ahora daremos un ejemplo de esto, aprovechando también para mostrar 
otro truco importante. Recordemos que una variedad por cirugía deter
minada por un enlace con coeficientes, también queda determinada por el 
mismo enlace pero quitandole las componentes con coeficiente ex:>. De igual 
manera tendremos la misma variedad si añadimos una componente con co
eficiente ex:>. Mas aún en el siguiente ejemplo mostraremos que la cirugía 
sobre un nudo (primo) puede darnos una: variedad que es una suma conexa 
no trivial. 
Ejemplo: 

L (2,1) # L f3,I) 
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Para concluir este capítulo, demostrarerrios el t~orema fu!ld~ll1entalde 
cirugía de variedades (teorema 3.21). ;/\i;it(:)s:l'.P:13l1C:~8f~m()s ~1:1 ~~ºr<:lrnª·•el 
cuál no se demuestra y demostr~e1Ilos;un~lerpa,;:J()~.:sD;i:il~s'.n()tserári de 
gran utilidad en la demostración del teo;é~~·í\.i.ria~ehta1~ i;1s e: ·. · 

Definición: Un homeomorflsmq;• ~~·;gtfk ·~!Jz8.rit~~;~~'.·~e·~~~~1Lrva J en 
una 2-variedad se define comola identidad<foera•deliria/:vecindad anular de 
J y dentro de la vecindad se ve' c?ill6{ :;:;'. ,, ' ••.¡,,l. ., J' 

~.--·~, ',(;:;,·.,, 

(·~· ·- ·.- <;t~c · ·" ~;~.'/'Ef,;:!;2'••·';1~:<.\\·i'\;·· 
. : . • . ' ; . :·~ . ,1 ' ' 

"' . . ./ . ;;[~..~ ~0'.·KJ .... 
. . '• ......... _.~--:··· -: - :· -

Entonces esencialmente hay dos giros posibles,'depenCli~Üdo de fa. elección 
de la orientación, ambas son permitidas y una eÍdahÍversa de la otra. 

Teorema 3.19. Sea J\11 2 una 2-variedad cerrada orientable de género g. 
Entonces todo homeomorfismo que preserve la orientación de Jvl es isotópico 
a un producto (finito) de homeomorfismos de 'giro' a lo largo de las 3g - 1 
curvas que a continuación se dibujan. 

Demostración: Ver [L]. 1 

Una consecuencia de este teorema es el siguiente lema. 

Lema 3.20. Supongamos que H y H' son cuerpos con asas del mismo 
género y sea f : BH --> BH' un homeomorfismo. Entonces existen toros 
sólidos disjuntos F1 , ••• , l·~- en H y l1í', ... , 1~'. en H' tales que f se extiende 
a un homeomorfismo J H - (V¡° U··· UF,'.') --+ H' - (F¡°' U··· U l,1'.''). 
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Demostración: Corno H y H' son horneomorfos, podernos asumir que 
H = H'. Además podemos asumir que f : 8H --+ 8H' preserva orientación. 
Ahora cualquier horneornorfismo que es isotópico a la identidad, fácilmente 
se extiende a un horneomorfismo de todo H sobre él mismo, moviendo 
solamente un collar de la frontera. Así por el teorema anterior, nesecitamos 
considerar un:icamente el caso f = Tr ·: · 7271 , una composición de giros a 
lo largo de algunas o de todas las 3g - 1 curvas canónicas. Ahora 7 1 es la 
identidad fuer~ de una vecindad A de su curva de giro en 8H. Consideremos 
el tunel excavado en H justamente debajo de este anillo (dentro de un collar 
de 8H): 

1oro .sólido c:i:cm.·ad;:> 

Este tunel es un toro sólido, llamérnosle V1 . La región entre Vi y A es una 
copia de A x I, la cual puede ser girada por 7 1 x id. Entonces 7 1 puede ser 
extendida por este rnapeo, junto con la identidad en lo demás de H - Vi°. 
Llamemos a esta extensión 71 : H - V¡° --+ H - V¡°. Similarmente 7 2 puede 
extenderse a un horneornorfisrno 72 : H - V2' --+ H - V2º. Excavando un poco 
mas,profundo que antes, si es nesesario, se puede prevenir que F2 se tope 
con V1 y por lo tanto tener que 71 sea la identidad en Vi. Inductivamente 
definamos de esta manera una colección dé toros sólidos disjuntos (túneles) 
Vi, ... , Vr y extensiones 7'; : H - V;° --+ H - V;° de tal forma que 7'; deja fijo a 
Vi cuando i < j. Definamos J = Tr · · · 72 71 restringida a H - (Viº U· · ·U V/). 
Los toros sólidos que debemos remover para obtener el rango de J son 
V;'.= 11~. y V/= 7r · · · 7;+ 1 (V;) para i < r, entonces 

j : H - (F¡° U · · · U 11~º) --+ H - (Vi°' U · · · U Vrº') 

es la extensión de f deseada. 1 
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Teorema 3.21 (Teorema fundarnenté)I)· -'J'ocl4 3~variedad M 3 cerrada, 
orientable y conexa, se puede o btenef p(,r ?iru,gía sobre un .. enlace .en S 3

• 

Además, siempre podernos encontrar.uila tal ~eBf~l3~J:lt~ción de cirugía en la 
cual los coeficientes de cirugía sonto?cís #}<{l~c;~ppcmentes individuales 
del enlace están desanudadas. · ---' '"' '''i. '-'·:··. - · 

Demostración: Dada una 3-varf~a;~)J1I3 -~~rrada, orientable y conexa 
uno puede elegí~ descomposiciones dg)Ici_é~aard del mismo género: 

':·;.¡, ~r~~~t<:~·: .. ··.::'.,:·. I I 

S3 = H1 U 9 H2_ yi.~ (~![, = H 1 U91 H 2 

Donde g : 8H1 ~ 8H2 y g' : fJHf ~ 8#~ son horneornorfisrnos que iden
tifican a los cuerpos conasas. Corno todos los cuerpos con asas de un género 
dado son horneomorfos, consideremos:cualquier homeomorfisrno h : H2 ~ 
H~. Por el lema anterior, el homeornorfisrno (g')- 1 hg : 8H1 ~ 8Hf se ex
tiende a un horneornorfismo de H 1 -(V{U· · ·UVrº) sobre Hf -(V{°U· · -uv:0

),

donde l,os Vi y Vi' son toros sólidos. Esto se extiende a un horneornorfisrno 

h : S3 
- (Vi U'· · U 'V;:) ...:.:+ M 3 

- (V{ u · · · U v~) 

Por la prueba del lema anterior vemos que h manda 8Vi a fJ'V;_' y que la 
preimagen de un meridianó de l'i' es un meridiano ± una longitud de V;. 
En otras palabras, lvf es el resultado de una ±1 cirugía en S 3 sobre los 
toros sólidos Vi, .. . , Fr, si los f; son distintos, pero si no lo fueran, esto es 
usarnos dos o 1nas veces una niisrna curva canónica, entonces nos estaría 
aumentando el número de longitudes, para evitar esto en lugar de usar la 
niisma curva basta usar una distinta rnoviendola tantito isotópicamente, de 
tal forma que sus vecindades de las cuales las f son la identidad, no se 
intersecten, quedando demostrado el teoren¡.a. 1 

Entonces toda 3-variedad cerrada y orientable se puede construir por 
cirugía sobre un enlace con coeficientes ±1 y tal que todas sus componentes 
son triviales. Esto es ele gran importancia para la construcción del invariante 
ele \Vitten (capítulo 5), sin embargo pediremos menos, esto es, nos bastará 
con que los coeficientes sean enteros, y el hecho ele que cada cmnponente sea 
trivial tampoco es necesario pero reducirá los cálculos en forma importante. 

Dada una 3-varieclad es difícil dar en forma explícita su representación 
como en el teorema anterior. Nosotros daremos representaciones suficientes 
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(parrafo anterior) para el cal.culo del im;ariarLtede !m; e11en1pJlOS 
que son los espacios lente y la vaidecia<Fdlé Poir1C:aii:é: •.••·• 

Teorema 3.22. Dada 

p 

q 

Y además la siguiEmt·e desc:ri¡:>eiéíD.'.dé:'cirii1dá'.•Q.ií,f~ú:e<~is1ilnen1;e 
lente L(p, q). 

Demostración: Supongamos pr·irrLero(ll1e 
teros bi y O < p' < q tales que 

1 

p" 
b3--;¡ 

con.O< p" < q' < 
con O< p(m) < 

< 17,'•así:<siicÉ!si1{a1nente construimos las p y q m-primas 

que una de las p o a ·:>er'á=t: 
Ahora si p < q ent.oi11CE!S 

.de tal forma que alguna vez tendremos 
y haciendo a; = b11 +i -i habremos acabado. 
p' < q entero tal que 
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Teorema 3.23. La siguiente rep•resentací•ón' .. •de·.:cirt1gié:~ d1'1/ la,':vaxíe1:lad 
de Poincaré: · · ' 

~ 
- 1 

refle:>dón 
en R3 
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Capítulo 4 

Polinomios de 

5) Sn(x) = ¿ (-l)k(nk"k)xn-2k 
k 

o.s2ksn 

Demostración: 

1) Por inducción sobre n. 80 y 8 1 claramente son mónicos, con coe
ficientes enteros, y ele grados O y 1 respectivamente. Supongamos que Si.. 
es mónico con coeficientes enteros y de grado /..\ para todo k ::; n - l. en
tonces de: Sn(x) = :i:S,,-1 (:x) - 8 11 -2(.1:), se sigue que S,,(:i:) es mónico con 
coeficientes enteros y de grado n. 
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Usando la simetría de t y r 1 

ahora si a la primera íg1llaldéid. lac; n1ml.tipli1cá,mos. pc:>r e 
segunda igualdad int1lt:1pl:1cada.por t.nc>s;:1qui~Ü<L:: 

tenemos 



por lo tanto: 

'. - . ::::~-:'.· ·.;,~.\~;-,-- -,-<.·--:---.~~· 

dem~strruiClo .JÓ d~~J~clC>.)-)··· 
;t::::: ':;·-~:~} 

~ ! ·µ~~~~~~l=~~~á~~:~~i~i,p~J~~~~~~]~g~.'.~n·~~k Ql?uMdó_tn;-1:=: -t-<n+ 1) 

pero eón f~ ;tc"'i:): !,Esto: oc,urre cµan,doo;t: ::;=·•·e ~ti· y por·lo tanto cuando 
x ·= 2cos(n~iJ;J>~~él,;~-~I~.'~2}'N2~t,_6J{eli~()~~e-~.,t~~~~~s•_Cll1e:.· 

~::=:· . .;.·, ~ .·, ~;~-:/- -.:· ¡ 

i ···-·· .,.. ••• :t ~;:-·~. <• -~ ki .... 
Sn(x) =Th::1c:n~2cosn+1)· 

..:.; -

:'.\· ;/::· 

5)Veamos jiue si'!~. J~ p~ ~Ii.t_~~c~~~ :_¡;·:.?. \; ,É~;,;0 , j': si'n es impar 
"~.::.>· ·· · -· . . . . . "'~ ~ ?.2.~s-!'·'7~~:.:.. -~-·· ; 

2: ~ Ei:Zci-. beril~st+~r~~i~;·~t~.cª __ ·_._ •. s_.~:.tf~;'ñ·t~ar;_·~--e·•·._ 1_},º_ ~fa-~~sflllilar. 
0::;2t::;n ~.-e•>- ;;;e~:·:;•••;:;''. '•,:•~>e; . ; .- {• '3< 

Lo demostraremosp9rjnchi¿d~~s¿~r~'.el''gr§ó',~~arn 8_0 y81 es claro 
que se cumple laigualC:la~;-alío~as~po~garno~~qu~~n---1 ~e-s impar (por lo 
tanto n par), y ql1e para•toqa Z:,:::; n --(seémple laigualdad, entonces 
usando la definición de S;, y lá. liipótesis iriduciiva; tenemos que: 

S11(x) = xS11..c.1(:i:) ,...- S,,~2(:r.) 
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Esta fórmula la abreviaremos como: 

Sn(x) = L Sn,kXk 
k;:::o 

Donde Sn.k =O si 1.~ > n y S,,,11 = l. 
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... 

Ahora definamos a .6.n = 
y haciendo t = A 2 te11erno:s tj,.,_u,,e".>: ,_._,,., .. •t· .. ·.·• .• • 

Teorema 

40

1
2

~f¡n~-~l¡ni~~ll!!ll!llll!lllilii~~¡;; de Vm, generada por los e 1 , 

Demostración: 
se cumple. Ahora 
que· n + 1 ::; m - 1 y 
están definidas. Ahora 

Ín+l - lm =Un -
=(fn-lm)- • 

·· ,em-1· 

Demostración: Es imnedi<Lta clei'.ti~61:;~~4¡~·;~¿{~>d,~1.~spr•Jpiied.ad.es de 
los e~s (capítulo 2). 1 

Particular importancia 

Lema 4.4. Supongamos que 
n::; m-1, .6.1.6.2 ·· ·.Ó.n f. O. 

(ln) ¡¡; = Ín 
(2 11 ) e;f,, =O para 
(311) (e11+d11) 2 = 

que para algún 
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ductivamente 
que n + 1 ~ m :...._ 1 
definidas. 

En la segunda igüaldad usamos (2n), ahora para terminar con (2,,+i) 

e,,+ifn+i = en+1Un - (6.n/6.n+i)fne,,+ifn) 

= e,,+ifn - (6..,,/611+1)(en+ifnf 
=0 

Aquí usamos (3 11 ). 
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(3n+i) 

.·. SupOng~~s qll~ .n +.1 f m.~ 2 .. ~ec.ord~~~s. ql1e por·~l corolario 4.3 
e~+2Ín .;;dnen+2, y,noteinos quep9r(ln)}nf,,+1:==Jn+1· Ento.n~es: · 

< ' ' '. "' - _."" ,~·- ,' _,,_~: :::_ .-:_,. ',_,-_·.-· • ·;,"":·-,_ - • '-,,,~ ': _:,:{\ <-"", • '\ .. ·.- . <_' .. ',•:.·.; .. ·.-· .·:. - • -~- _· ; - - •• '.• .• ': ·: 

='C(8s~1~i(~)'s§~·(6));t:\~+1)~n:-!-2t.H1 
~';(s~¡;f~)[X~~i)~~.f2f~:f=1 : · 
i/(d~+~/;4~·¡~)~n':i:~J#i:~~ ·_· .. ·. 

Corolario 4:5 Con·ljd-~~%~!~}~·~~~si~'.deJema 4.4 tenemos que: 
,,. ,, -~:::;:;,,J; ;~·: ._,, 

(ln) fnei =O para toda i S n, ~:;~if.~!~!ti~'~\,Cii 
'J . - - - ·_o;~:: .. :.:~~-----.-'.~~~;i-!~%~*~~-~-~~--: :~f-:~- ~'" -

(2n) Unen+i)- = (.6.~+1(ti;)f,;~;+_1,c~~J1j syi ~ 2 

Demostración: Es anál()gaaJ~cl'ef1éill¡ 4.4. 1 
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Ah.Ora.si n·es un diagrama de ovillo en el cuadro, con m puntos de 
cadaJado, D representa un elemento [D] de Vm. Entonces definirnos tr[D] 
la funeión .t.'ra~d; C:óriio el polinomio de Kauffrnan evaluado en el valor de A 
elegic1o enlps cm~plejos, del diagrama de enlace formado por D al unir los 
pun~os;cie:.taizquierda del cuadro, con sus correspondientes en la derecha 
por. él.re¡)~ qi,.te .~stán afuera del cuadro y que no aportan nuevos cruces: 

Esto induce claramelité: ü~-1n~peo Íi,I1e~' bléll. ·(l;finido de Vm a los 
números complejos; porque las rela.<::ione(qlÍ(;! se usaron para definir a Vm 
son. esencialmente la fórmula que caracteriza al polinomio de Kauffman. 

Entonces es claro que lafüné::ión traza. tiene las siguientes propiedades: 

tr: Vm ~·Ces. lineal 

tr(xy}= tr(yx) 

tr(l111)i== óm >r~ 

ótr(xeJ) ==,\t;(~)'.;,i2eu(rt11,e1,.e2, .. ;, eti~l). 
----"-- ---,--~. - --~-~,--·~--~~- ::-~, -~,~-,:;:;;~-~_;-~;~~~.:;_::"-

NOTA: Aquí\ definimos e~ polinomio de Kauffman del nudo 'vacio' 
como uno. 
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Las maniobras que.definen.el~g~br~:d~,''J:e,~perlei-Lieb pueden 'eje
cutarse' con cualquier superficie {con o sin puntós eitla frontera específicos) 
en lugar del cuadro. Sea ~.el espacio· vectorial complejo. de diagramas de 
enlaces de curvas cerradas en un anilló (un cilindro), módulo las mismas 
relaciones de V,n, solo que ahora (i) se refiere solo a cómponentes sin cruces, 
que son nul-ho·motópicas en el anillo. El proceso de formar un anillo a par
tir de dos,· identificando una componente de la frontera de uno, con una 
componente de la frontera del otro (pegando los cilindros para hacer otro), 
induce un producto en ~' por ejempló: 

Notemos que en lR diagramas regularmente isotópicos (movimientos del 
tipo 2 y 3) representan el mismo elemento. Así no es difícil ver que~ es un 
álgebra conmutativa. Sea et E lR representada por el diagrama que consiste, 
precisamente de una curva cerrada simple sin cruces que es 'concéntrica' 
al anillo. Entonces O'm se representa por m curvas 'paralela5' sin cruces 
'concéntricas' al anillo, entonces lR es el álgebra polinomial C[a]. 

Consideremos ahora la operación de insertar un diagrama D de ovillo 
que represente un elemento de V m, dentro del anillo, donde los puntos fron
tera del cuadro se unen por m arcos paralelos, alrededor del anillo (ver 
dibujo). Esto induce un mapeo lineal bién definido: 
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Notemos que 8(1,n) =a"\ yque 8 no es un morfismo de álgebras. 

Supongamos qu~ 1J es undiagra1na (plano) de un enlace de n compo
nentes (el .enlace-es e.l encaje en ¿;3 ( R 3 ) de n C()pias disjuntas de S 1 y D 
está en S 2 (R2 )). Consideremos vecindades. tubulares de cada una de las 
componentes, que las podemos considerar como n anillos encajados en el 
plano, con información de cruces 'arriba' /'abajo' inducida por los cruces de 
D. 

~onsideremos la operación, de tornar n diagramas de enlaces en n ani
llos 'estandar, y luego 'insertar' a los anillos estandar en los anillos definidos 
por D (párrafo anterior), obedeciendo las instrucciones de cruces inducidas 
por Den la forma obvia: 

y entonces evaluamos el pc1líI1oinúo Kauffman del diagrama de enlace 
resultante. Esta operación .UIJLa·1m1c1ón multilineal bién definida: 

notemos que la elección 
paraest.ó. 
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Ahora definamos <Pn E 1R por <Pn :::: S~(a), el n-esimópolinomio de 
Chebyshev, evaluado en el álgebra 1R en el generador<a• "•Eritoriées </>ti 
L::;k;::o Sn,kªk (teorema 4;1), ifr·/\. ''" 

Proposición 4.6. {</>o, </>1,: ;: ,·~;,}y'{a0C,h;ll:2 ."Y .• /;{X~'}~ohambas 
bases para el mismo subespacio deº?R;. y están: r~lacicínac:laspor una matríz 
triangular con unos en su diagonal. · · 

Demostración: Las a' s por construcción son base de un subespacio 
de ?R, ahora S11 (a) por el teorema 4.1 es un polinonúo mónico de grado n. 
Usando esto vemos que la matríz de cambio de base es triangular de n x n, 
abajo de la diagonal tiene solo ceros, y la diagonal tiene puros unos (por 
ser mónicos los polinomios), por lo tanto es invertible. Por ejemplo: 

</>o = ao (representado en 1R por el anillo sin curvas) 
</>1 =a 
</>2 = 0:

2 --: a 0 . . . . . 

'::·: ~! 2:~&2.-aº~~etc-.I:~;-~ ••+· _.•._.·· , .· 
entonces lá matrÍz quei~)EiJl~ciona .es: 

l o 
o 1 

o· 

'<o:;'' 

•:._1 ·o .:-.1 
o ,,.::2 • o 
1 
o 

o .:._3 ; .. 
1 o 
o 1 

o 

demostrando la proposición. 1 
1 

La base {</>o, </>1, r/J2, •.. } nos será bastante. útil para nuestros propósitos 
posteriores. 

Teorema 4. 7. Supongamos que .ó.1 .6.2 ··' .Ó.m-l =/:- O. Entonces fm-l 
está definida; denotemos fm-l por ¡<m). Entonces: 

,! - e (J(m)).· 
'.P111 - 111 " 
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Demostración: Primero veam?s~ue,paiatódo'i,y ~17ni,·~(xy) == 
G(yx). Esto se sigue del truco ,4e ~que,\en~.eq,a,rul~q ;nC>~.~~9s)e:ill.PljJ~:r' el 
diagrama que representa a y, dan~ole.J~\T1:1~lt~aj:ánin<:>i:e!'l~·t~;cqlc).cado en 

;;;~1~±~~1~~i\~lf ~~,~~~~~ 
~::;~,;; ,- ·.:.:.:--.,:~·-::_~, .. ,,, 

~m(f~!lil~lf ~iI)~~~~~iz¡,c~t,)0~(!~é,e~~u~~,)•. (l) 

Donde el.I{riiR~f3 i,éf~~~·eZs{·· •· 
. . ~ni[fm~2} = aGm-1 (!Cm-l)) (2) 

Esto por que por el teorema 4.2, al expresar f m-2 como combinación 
lineal de la base (en Vm) en todos los básicos que no tienen coeficiente 
cero, el punto m de la derecha se une con el punto m de la izquierda, 
entonces en todos los sumandos de 8 112 (! m- 2 ) la recta que une a estos 
puntos se 'convierte' en una curva cerrada que rodea todo el anillo (desde 
luego ¡Cm-l) E Vm- 1 ). He aqtú la razón del cambio de notación, fm-k 
puede denotar (siendo un diagrama distinto en cada caso) un elemento de 
Vm o uno ele Vm-r• pero J(k) siempre estará en Vk)· 

Ahora el segundo término ele (1) es: 



donde en el penúltimo ~aso/:== (:::'1S-2 ~A 2 ) y se justifica por el teorema 
4.2 (por lq que e11 l:)ts~gu~g();;~~¿IÍlino podemos juntar las f m-3 ), y por el 
sigui~1it.e_dib~jo (qu~,~~1~~~d~d;en)ugar de ir fm- 3 debería ir cad.a uno 
de los diagramas bá,Sicps ciU:e'ito tienen coeficiente cero en la expresión de f ) ~:, '.\·,;-;:¡,: 

.m~3. :i/'~i.\(. ~' 

/~~· íí.rr· .•. ,Pl· .. ···• :·.•. ,;>~.\ \\1 . . :~ . .•.. - .· ~ 

·~··· 
- 6 f)m-2 {f(m-2)) 

y el 1iltimo paso por el siguiente dibujo: 

~H··· '.......-.. f' (ni-~' · ./ 

1· 1 
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. . -· -

Entonces si en (l}sü.stituirnos (2)y (3), ten~mos que:. 
: ... ~:->·-· ·, ·.·(_:-.;.',·;,_· :;«·:·.;_--;· ~.~~),:: . .- ~ :'f _;:: ,· ; " 

=srii(ü:) 
'==: <P;¡ 

Corolario 4.8. Sea U el diagra:inadelnudo trivial, entonces tr[JCm)] = 
if!u(<Pm) = .Ó.m· 

. 'Demostración: Notemqs primer?qu~ a.~artir de las definiciones se 
sigue que: if!u(a:n) = (-A?2 c-=:4~)':'/,asLqüe el teorema implica que: 

.. 
tr[J<m>] = \l>u(e~p~w>J~;~f~;.cp,;,) 

= if!u(Sm(a:)) ~s~cF.4f2 .0A2)= .6.m. 1 
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Capítulo 5. 

Un invariante para 3-variedades 

En este capítulo mostraremos y calcularemos para casos especiales, un 
invariante para 3-variedades cerradas y orientables, este es la reformulación 
que dio Lickorish al invariante de \Vitten. 

Si L es un enlace orientado en 8 3 representado por el diagrama D, 
recordemos que lV(D) es la suma de los signos(±l) de los cruces. En el 
capítulo 3 vimos que toda 3-variedad 1113 se puede obtener de 8 3 por cirugía 
de un enlace (no orientado) .con coeficientes ±1, sin embargo nos bastará 
que estos sean enteros. A estos enlaces los denotaremos por (L, .f) (enlace 
'marcado') donde a cada componente Ls le asignamos el coeficiente entero 
f(s). 

Definición: Dado un diagrama D en R 2 U=, se <lira que representa a 
(L, !) si D es un diagrama para L en el sentido usual, y si denotamos por 
Ds a la parte de D que le corresponde a L 5 , se tiene que H1 (Ds) = f(s) 
para cada s. (Notemos que H'(Ds) no depende de la orientación de D.). 

Así cuando D represente a L, para cada componente, la suma de los 
signos de los cruces será el coeficiente de cirugfa. Desde luego cualquier 
diagrama para L puede ser mod.iñcado,. insertando pequeños rizos en sus 
componentes, para representar a (L, f). 

ri:::os 
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Entre los enlaces (L, f) y .{V; f') ~n 5'3 exist~ una, isotopía am?iente, si 
hay una isotopía ambiente. qU:e II18.J1?ª ~ ~ S() bre L' tii,l · que'.los coeficientes 

de 1:::::::::.,5~:::r~~¡~t~~i(~1J.J;riL~1~f ~~~s~:~ .. ~ri·•-
dos por los diagramasDyT)!; ~rit°'nc~~1i~Y;;;u~a~i§9~oj:>í~;·am,l:>ien~ee1it!e 
(L, f) y (L', f') en 8 3 si y•solJ sÍ-Jiay\iiia isotppíi~~e~i:ila'.f.~htr~~p;y Í}' en 
R2 U oo. . .. •· .·. •' .. · .·. ·. . ;: .• . • ••· {L..:cf• ":;¡;:,:'" ··•it.'"~¡~;·f."·.~~'./t .. '" " .. 

:;:i:>:.'; . 
. ·: -. ·,; , '·~. -:; .·,<· ):~: '~::! . ::~.·:,.\:. ;::~~'/. '·-; 

Demostración: El regreso de la doble implicac;ión~s inirtediélfo, de
mostraremos solo la otra implicación. 

Si existe una isotopía ambiente entre (L, f) y (L', f') en 8 3 entonces 
por definición existe una isotopía ambiente entre L y L' en 8 3 que fija los 
coeficientes de las componentes correspondientes. Entonces por el Teorema 
1.1 hay una sucesión finita de movimientos de Reidemeister y sus inversos, 
tales que mandan a Den D' y fijan los coeficientes, esto es IV(D;) = lV(Di). 
Queremos demostrar, que de hecho bastan movimientos del tipo dos y tres 
de R~idemeister y sus inversos para llevar a Den D' (recordemos que H'(D) 
es invariante bajo estos movimientos). 

Supongamos que la sucesión ele movimientos tiene n elementos, en
tonces consideremos a Den 8 2 x {O} y a D' en S 2 x {n} y en 8 2 x {i} con 
i ::; n consideremos a D clespues de aplicarle los primeros i movimientos. 

Ahora vamos a dar una isotopía regular entre D + 1·i::: os y D'. Cuando 
en un nivel ele 8 2 x {l, 2, ... , n} ele la isotopía anterior introduzcamos un 
rizo (primer movimiento) hagámoslo tambien en los niveles anteriores, in
cluyendo el nivel cero. Si en un nivel hay que eliminar un rizo (inverso del 
primer movimiento) procedemos como en la siguiente figura: 

(~;.\ -~7'~/ (l' 
--->--'-------- CJ l>( 
rizo por eiitninar ponernos urro rizov lo 

bajamos a los nfrcies 
infi.riore:r 

De esta manera obtenemos la isot.opía regular entre D + ri:::os y D'. 
Podemos asumir que todos los rizos añadidos a D est.an en un su barco de 
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D, que no contiene puntos dobles (cruces);, entonces tenemos algo que se V~ 
como: 

El dibujo anterior, contiene los cuatro posibles tipos de rizos que pueden 
darse. Así podemos distinguir en rizos que estan por 'arriba'y por 'abajo' 
del subarco. Sea ª+ el número de rizos que estan arriba y que contribuyen 
con +1, a_ el número de rizos que estan abajo y que contribuyen con -1, 
analogamente b+ y b_ para los que estan abajo. Entonces como por hipote
sis vV(D) = vV(D') y hay una isotopía regular entre D+r-izos y D' tenemos 
que 

ª+ + b+ = ª- + b_ 

Ahora supongamos que hay el mismo número de rizos arriba y abajo en-
tonces tendríamos que . 

a+ +a-= b++b-

las dos ecuaciones anteriores implican que 

y 

pero esto implica que todos los rizos se pueden cancelar por movimientos 
del tipo 2, como se muestra en el dibujo de la pagina anterior. Por lo tanto 
para demostrar la proposición basta que via una isotopía regular forcemos 
a que halla el mismo número de rizos arriba y abajo, sin cambiar a vV(D). 
Para esto supongamos que hay mas rizos abajo que arriba (la demostración 
del otro caso es similar), entonces tenemos que 

o < b+ + b_ - ª+ - ª-

y sabemos que 

ª+ + b+ = ª- + b_ que implica b+ +b..;. - ª+ - ª- = 2(b_ ;....;. ª+) 
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Esto es tenemos que aumentar el número de rizos arriba en una cantidad 
par via una isotopía regular y por lo tanto que no contribuyan a H'(D), 
pero esto lo podemos hacer de la siguiente forma, en donde usamos una 
'generalización' delmovimiento 2, en el cual se involucran movimientos del 
tipo 2 y 3: 

/~ 
/ .. ~ '· 

( ~~~~f~~I¡ ) \~~~~ .. -~:.~·-' ___ ... ; 
. \,: ·. / 

~~-'. 

quedando demostrada la proposición. 1 
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Entonces el polinomio de Kauffman de un diagrama que represente 
(L, f) es un invariante bajo isotopías ambiente de los enlaces ('marcados') 
(L, f). Si al enlace (L, f) se le asigna una orientación, los números de 
enlace entre pares de las componentes forman una matriz simétrica, en la 
cual f(s) se considera como el número de enlace de L(s) con ella misma. 
La signatura y nulidad de esta matriz ·son independientes de la elección de 
las orientaciones. El siguiente teorema nos da un invariante en los números 
complejos para 3-variedades. Pero antes definamos los siguientes diagramas: 

[T [J(J) 

ce 
H(l,lj 

97 



NOTA. Veamos que si A (')S tillaraiíz primitiva4r~ésima de la unidad 
entonces es fácil demostrar ( cc>n u11 a~g~1718ft():coD.~er,niente al grado del 
polinomio) que fl1il2 · · · Llr-2 :;6_ Q,y ppil() tántof,;,,:-2, </ir-2 y O'.r-2 están 
bien definidas. ., , ;;;:; ?¡; X ·· . . ,<":·, 

Teorema 5.2 Sea A uria r'ai~'j)ritili¡;fva'.;4r-·ésifria·de lauríidad. Cor
respondiendo a A existe un único elemento a E iR, que está en elespacio 
generado por { a:0 , a, ... , ar-2 } tal· que: · · 

como funciones de iR en C (los números complejos). Supongamos que la 3-
variedad Jvf es obtenida por cirugía sobre el enlace (L,f) den componentes, 
que es representado por el diagrama plano D, y sea q_. y v la signatura y la 
nulidad de la matriz de enlace de (L, f) (con los coeficientes de cirugía en 
la diagonal). Entonces el número complejo: 

es un invariante de NI. 

La demostración del teorema será en partes, demostrando varios lemas. 
El Teorema de Kirby describe como los enlaces con coeficientes están rela
cionados si describen (via cirugía) la misma 3-variedad. Ese teorema ahora 
re.finado por Fenn y Rourke, puede ser interpretado por medio de diagra
mas. Y establece que enlaces marcados con coeficientes corresponden a la 
misma 3-variedad si y sólo sí cualesquiera diagramas que los representan, 
están relacionados por una isotopía regular y por la relación de equivalencia 
generada por dos tipos de 'movimientos'(movimientos de Kirby). 

Movimientos de Kirby: 

1) En este primer movimiento el diagrama D está relacionado con D' 
donde D' se obtiene de D insertando una componente desanudada extra 
D~+I •con H'(D~+ 1 ) = 1, y añadiendo un 'giró positivo' (un rizo) en aquel
las cuerdas (componentes) que son enlazadas por esta componente como se 
muestra en el siguiente dibujo: 
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Ahora enunciarémos un teorema bastante importante pero desgraci
adamente no lo probaremos ya que su demostración es bastante larga y 
complicada. 

Teorema 5.3. Consideremos dos enlaces (L, f) y (L', f'). Entonces 
las variedades por cirugía correspondientes son homeomorfas si y sólo sí uno 
se puede 'llevar' al otro por medio de una isotopía regular y una suceción 
finita de movimientos de kirby. 

Demostración: Ver (Ki] o [F, R]. 
Empleando este resultado, un invariante para 3-variedades puede estar 

dado por una cantidad asociada a diagramas ele enlaces en S 2 que es un 
inavriante bajo isotopías regulares y bajo los dos tipos de movimientos antes 
descritos. 
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!: ; : .:<::··':-~·:~sj :~;+~·~~~{':~:t)~. ~~~ :<: ... .. / 
(<t>uc~i)(a)} 1 

2 •·c,~·<P1J(a; a, ... ,a) 

es un invariante para 3-v~led~ªes._ 

Demostración: Por el teorema 5.3 basta demostrar que es un inva
riante bajo los dos moviillientos de Kirby. Esto es si D y D' están en la 
misma clase definida por)os moviniientos de Kirby entonces: 

u±v-n ,.. . . '. . u 1 tv1 -n 1 

(~u(-l)(a)) 2 <Pn(a,a; .•. ,a)=(<l>uc-i)(a)) 2 cI?n•(a,a, ... ,a) 
• >, . -."-_-·_o:_- _o·._ -- _ 

Si aplicamos el p7ii#~r(segundó}movimiento el exponente del primer 
factor no se altera fil, au~ell.tar: en uno ambos signatura y n Úillero de com-
ponentes, porlo t~ntb ba'.sta de~o~trar que: · · 

:< :~·b·t~;.af .. ;, a)· =·cI?n1(a, a, ... ,a) 

Usando el hechc>~e';~~e ~ es multilineal tenemos que: 
< ,': . ·~, ... , .. -: :: .. _..... . ' ' - -

-.. ·, ·: _..;i<-·· :, 

f.l. . ; .:. • • cI?n··:c/}k a:i./·:.··.·.ó.J") 
JJ31 ,32,Ja,···,Jn · · . --'"·:·:--~,·- _ .. :::.-·,_::.·~:.-__ ,". : 2: 

--"'---~·--e-=-~- !!_S.i1_~"i.2>!-~~iln ~ r~2· --,-:~~-e~ _._-~.o------~ -- ~~.e-- -- ,- ~ --- -~- - - -

cI?n•(a,a, ..• ,a,a)= . ... E . §J;,J.,J~,:·,,).ig.~E[c~(di1:;6:i~, .•. ,o:in) 
ó::;,j,;J.;.;;,j;,5,r-'-2 . · ' .. . . . . 

entonces basta demostrar ~~e: : .• 

:· _<'·~·~-.</·:'-:;~-··:i.~~;:>·::_,_::-:;:-~~-::.:>;~ .. :~.--.:~'.:.:-<";: ... \.'.~""·::-:.-:··:'·.' _·' .: ' : 
éJ! D( ai', o:i\:: ; ;é¡) ~ cJ?iJ, ( a·;o:31, d•, ... , o:in) 
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l~ Movimiento: 

Sea 1' el enlace que se obtiene a partir de D pero en lugar de la primera 
componente consideramos su 'cable' de j 1 copias, en lugar de la segunda 
componente consideramos su cable de j 2 copias, así sucesivamente hasta la 
n-ésima componente: 

D¡ 

Ahora consideremos el elemento 1'' E ~: 

lj' 

entonces por hipótesis tenemos que: 

<.Pu(1'') = <PH(1,1)(a,1'') 

pero es fácil ver que: 

<.PD(a:ii ,aÍ2, ... ,a:in) = <.Pu('Y') 

= cp H(l,l)(a, ¡') 

= <.PD1(a,aii,ah, ... ,a:in) 
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2dº 1viovimiento: 

Es exactamente igual, solo que 'Y y ¡' deben ser: 

1 
Así que el teorema 5.2 quedará demostrado si se demuestra que la 

hipótesis del lema anterior es siempre cierta, esto es que siempre se puede 
encontrar a tal que: 

q,H{1,1J(a, ) = q,u( 

Demostraremos esto con una serie de cuatro lemas. Primero recordemos 
que Vm como espacio vectorial tiene una base natural que consiste en los 
diagramas en el cuadro (con los 2m puntos dados en la frontera) que no 
tienen cruces ni componentes cerradas. Para cada x E Vm sea 1;,,(x) el 
coeficiente de lm en la expansión de x como suma lineal de estos elementos 
básicos. Desde luego, cada elemento básico distinto de lm es un producto 
no vacío de los e~s. Entonces el siguiente resultado es claro. 

Lema 5.5. Si x E Vm, entonces ¡<mlx = xf(m) = (1;,,(x))f<ml. 

Demostración: Consideremos la expresión de x como suma lineal de 
elementos básicos. De la observación anterior, del lema 4.4 y el corolario 
4.5, tenemos que en ambas multiplicaciones ¡<mlx y xf<m), el unico fac
tor que no se anula en cada producto es ¡<ml(l;",,(x))lm y (1;,,(x))lmf(m) 
respectivamente, por lo tanto: 

J(m)X = ¡Cml(l;",,(x))lm = (1;,,(x))j(m) = (1;',,(x))lmf(m) = xf(m) 

Esto significa que ¡<mlx es un 'multiplo escalar' de ¡Cm) para cualquier 
X EVm. 1 

Expresar un elemento x de Vm como suma lineal de elementos de la 
base natural es, en general, no tan sencillo. Sin embargo encontrar l~1 (x) 
es un trabajo un poco mas fácil. 
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)<:::><.·· = .A. 2 . ~::::=< + ( 1 ~ .A. - -1) ==) C 

Entonces 

n;-1 

1 * (. ) = _A 2 { tn- J) J rn*, m .zm. _-:i. u 1 

o 
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así que 1;,,(zm) = (-A)3 A2 (m-l)1;,,_ 1 (zm-1), por que para el cálculo de 
l;n no es necesaria la consideración de los diagramas que no tiene un 
arco que conecte el lado izquierdo con el derecho del cuadro, por lo tanto 
los sumandos correspondientes a (1 - A-4 ) los desechamos. Esta sim
ple fórmula de recurrencia que empieza con 10(zo) = 1, da 1;,,(zm) = 
(-A)3m A2((m-l)+(m-2H···+l) y usandq la fórmula n + (n - 1) + · · · + 1 = 
n(~+l) tenemos que . 

1;,, (zm) = c--A.~tn12c~.;n-1)+(711~.2)+···H) 

•zciif lli~~~f~;';',•·.• 
C ii) consideremos ra.s·si~liÍ~ht~s igualciaCi&s'eilY m: 

Ahora claramente l~, es cero en el diagrama de en medio en los tres diagra
mas de la ultima linea de la figura, ya que expansiones posteriores nunca 
tendrán diagramas con m arcos que conecten el lado izquierdo con el dere
cho del cuadro. Ahora repitiendo la ultima expansión m - 2 veces en el 
primer termino de la ultima linea tenemos una relación de recurrencia: 

1;
11

(J:m) = (1 - A4 )(A2)m-l + A-21;
11

_ 1 (xm-l) 
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Ahora en una ex.pa,ns1ó11 .. d.e ( x;;:; r:.c1()n10 ;SWffiéL' un:eal 

se puede empezar por et~~~~i~:~f j~t:e~~ºc;~;it~iht~~: unicamente el termino . : 
por lo tanto: 

1 

Lema 5.7. 

(A2 -A-2)<I>H(i,l)(c/i;,c/ij) = Ai
2
+2;+j

2
+2i(A2(i+l)(i+l) - _4-2(i+1)(j+1)). 

Supongamos que el número complejo (no cero) A es elegido de tal forma 
que D. 1 l'.\2 • • · .Ó.ma,,{i,j} i= O así que ¡<iJ y ¡rn están definidos. Entonces 
por el teorema 4.7, el siguiente dibujo y los dos lemas anteriores tenemos 
que: 
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<l> H(1,1)(</J;, </Jj) = <l>ifÚ,1)({3j¡W; 8jf(j)) 

· · ::C~~fr<~',o)(~i(z;t.Ci)),.0f(zjfW)) .. 
.•.. ·~;~ H(b·.~):(f{f(Ü (1~)jY));Gj(lj (zj )¡(!>)) 

:.>:.-:>:·:.:\::-'::·:o:>:._-;~,~:"·'::{·;]· ·--;-~- 2;.,,'º, :, .e<-:>:· ·.·. __ ,~--··. º· 

·< ·~ (~l)'tj{ti +2i+J +2i <l> H{O,oj (</;;; if>i) 

Ahora otra vez por el lema anterior, teorema 4. 7, corolario 4.8, teorema 
4.1 (3), la definición de los <P/s y el siguiente dibujo tenemos que: 

= 
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éf?uco,o)(</J;, <Pi)= q>H(o,oi(B;f(il,Si(a)). 

pero 

entonces 

= ¿ s j,k<P H(O,O) ( G;jUl,·µ;k) 
k;::o 

= I: Sj,kiI?u(B;(:r;fI(i))}:/ 
k;::o · · · · 

= L si,kiI?u(B;(fr(~fü/fü)) 
k;::o ., n:~ ... ). 

= @u(B;(f(.il)).g;J;~(¿J~(i~:>.---: A_-c2(i+1l)k 
•. :'.:k~o;•,,·'· ·· · 

= sj e~ 42ct;ii"~~4~2,éílf i~-)~il<e; c!có)) 
· = Si(-A2C~-l;~l;~.Á~~(ifi.>)~~(</>;) 
· =.Si(~A.2.Cit~í_:~·_.i;3~~:~ti(0df . . ·· ...•• 
= Sj(P)i~c.;:l-.fl?~-.A~2c;t1?~.S';(~Á-2 _ A2) 

· . . .. ·. ·'A~d-Í:J.ic.i+n A-2cH1Ju+1) ( ·+i)+2 . .·.····. -
ifin(o,o)(í/J;,<f;j) = (-1) 1 · A2 -A-2 

Así de ambos desarrollos (el de iJ? H(l,l) y el de <P H(o,o)) obtenemos que: 

107 

1 



Eri todo lo que sigue supondremos que A es t1na raízprirnitiva 4;·-ésima 
de la unidad. 

4r 

µk = (LAkº 
k=l 

Entonces iJ? H(i,i)(a, ) = <I?u( 

Demostración: 

Usando que <J? es multilineal basta demostrar que para toda j tenemos que: 

r-2 _ .~ 

Lµk<J? H(1,1/</>k, </>j) = <J?Ú(~j) 
k=D 

Por el corolario 4.8 y el lema ~t~ri-orJe~~n:i,gsq~e',<:l~ri.i<>~trar: 
~· ~tN· -',~ ... ~ 

r-2 < . ·_·.-_· :''./·'.::<.-.··:_,c._"i'i·;,-::'::-::;:-·:··'. :::-: 
¿ µkA(k+1)2+U.¡-1¡2

~2(A~<.kt1><{+,~l .. --..:4-\~<~)~><J-!;-1>)= . 
k=O . . : -

= (-1)i(A2(J+1) _A-2u+1)) 

Para demostrar esto primero veamos que para todo j, f. E Z tenemos que: 

4r 
L(A2Jk -A-2Jk)(A2ke_ A-2ke)Aiº+k2 +e2 = _ 
k=l 

4r 
= L A-21e(A(k+J+e) 2 + A(k-(J+i!))') _ A2Je(A(k+J-e) 2 + A(k-(j-e)) 2

) = 
k=l 

4r 
= 2(A-21e -A2je) LAk• (1) 

k=l 
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Usando que A_±2B(2r-k) = A±2Bk, A_(2r-k)2+j2+c2,;;, .A_k2+i2+c2 y que A_2r = 
-1 (entonces lo que está en paréntesis del 2r-ésimo y del r-ésimo términos 
de la última suma son cero) tenemos que 

4r 2r r-l 

I::cto mismo)= 2 2=:Uo mismo) = 4 ¿(lo mismo) (2) 
k=l k=l k=l 

Entonces si consideramos la ecuaciones (1) y (2) tenemos que: 
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que finalmente da: 

r-2 .. -.: . ..... -:-_.',. :_ ·.-··· · 
23i-t~.4~k+y2fyt1)2 -~ C1-2<kt1)(jt1) __ A. -2<k+1)u+1J) _ = 

. k=O · -- .. -- :. _,, ·· - . · · . . -, 

·· ·1-¡c¡0j·cA2u+1J_l•i•~;(j+1)_) 1 

Entonces po{ ellema 5A q~eáa d~mostrado el teorema 5.2, y ya te
nemos un invariante para 3-variedádes: En lo que resta desarrollaremos una 
serie de lemas que nos facilitaránlos cálculos para ejemplos particulares. 
Empezaremos por ver quien es <I?úc-lJ(a); · 

. -

Lema 5.9. <I?u(-1)(a) ==C--1)~+!-A6 ~ d~nde G = G(A.)= L:t;,1 A.k
2 

_ 

es una suma de Gauss y G es el conjug~do de G: -

Demostración: Veam9s qlle\,~r;iiagrama U(l)es ~(--Úpei9~0:1,~l 
cruce_ cambiado, entonces po'r•eNeiña anterior tenemos.que• -- - -- ~- - --

.. ·'. ·, .:.:._ . ,· _;', ;::..:·::_' · .. _._ ... _ :. - :, . . ·- - ---·- __ ._._ ':" .. ~, -" -. - ,_,--

i,P iiii;Ü(a;-~o) ~- q>u(<Po) !_~:·_>;~ 
Entonces usando e1Jeina~·iiiif~ri§f,-~l~orolari~4,8 y ql1~ ~ie~··:~!'~ia~i'~iha 
vacío en el anillo s~ sig11e/9-~i ' ~ / -· ' 

q>y(1)(a-),';;,:~H-c-f})(a,<f;o) = <I?v(~ot;===\i· 1'· -;, 

Usando que q> es ~l!ÚiÚhear;·la definÍción de a (1eJl!~5:'8)
1

'te!i~~os: 
r-2 

Lµk<I?U(lJ(<Pk) =_l 
k=O 

Ahora usando las propiedades de conjug~ción y recordando que cuando 
IAI = 1 entonces para cualquier polinomio P tenemos que P(.4.) = P(A. - 1 ) 

y además recordando la relación de la fórmula del polinomio de Kauffman 
al cambiar un cruce (páginas 14 y 15) y que las </J; se pueden expresar como 
suma lineal de las a.i resulta que 

r-2 

¿::>ik<J?U(-l)(cfÍk) = 1 
k=O 
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=1 

1 

NOTA: Para nwest:ros cállculo~1µ1;;aJ:enrrm>Ia rafa natural primitiva A= 
e~. Entonces tenemos 

Proposición 5.10. G(A) = L:!'.:,1 Ak
2 = 2(1 + i)vr donde A= e~. 

Demostración: Recordemos que si <p es una función suave excepto 
por discontinuidades rerno11ibles, entonces sus Series de Fourier converge 
puntualmente al punto medio de la discontinuidad (véase Courant: Análisis 
Matemático I). En particular, si <p es una función que es diferenciable con 
continuidad en el intervalo [O, l], entonces 

<p(O); <p(l) = L Cm 

mEZ 

donde Cm es el m-ésimo coeficiente de Fm.Írier: 

y la suma se toma sobretod()S los enteros m. 
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" _, __ 

Consideremos la función .. . ... . . . · 
:.:_ :----· __ : .'.': :·, - )"--<; . .-:\· !hri7.2 

··.··•··· > f(:c X'F. e .. •r. . ···.·· . . .. . . . o ::; X < 1 y también én e}iiltervfil?,~OSl]es.tán definidas para k =o, 1,.; ., 4r. 7 1 

··. 

_ --~ , :;_x2 :.~bm; ;;-e ;;"éb;.;~;~_:b~~ri~-

así nuestra última•6Qp~esión queda como: 

"""" _,,ibm2 {b '";(x-!!m.)2d 
=~e 2 Jo eo- 2 :i: 

111 o 

-1Til•tn 2 • • -lT1l•n1 2 • 
Si m. es par, entonces e--2- = l. S1 m. es 1n1par entonces e--2- = i-b 

Separarémos la suma en dos, m pares y m impares. Con algunos cálculos 
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haciendo.T = 2~ º.7!;.~ :fs +1~ se.~rn,v~~~~~:9u':l;\l~d?.~!i~fu.as delas 
integrales ·sobre •.m . pares y sobre ni; irn:PéiJ:.es s611i iguJtle:S :a,jm rni¡;i:no ·. valor 
que Ha1na:rel:rios .\ · .-- ·· · ,. · 

e~;~n~~s~~X~~¿'u.d~~[~li~l!i;Bi~;,, ... ·. (• 1 

:·· ·:'.:. < -;¡-'.<·, 1·-C:':;: ~<:~~:~>~i);::}:':~:~f,; 7''.;\1;.1 ·::'' -~,---, .. ---
' -·'-'b .••·]_·'' ;•C;cc····"""" .. ;···",. ,,,. 

-k~-~•º'r.4. ~~:;"(~1~~-~~~J!r-:~~ .. -..•. ·- e**) 
_ - >\?:,'2 ,.·,~~~ ;f~<~-~~-;?o\':;·' ·. 

La integral h converge en ar.t],1JO:s}íput~,'p'?f'~.que si O < a < /3, entonces 
cambiando variables,_ t =. y2 , dt= 2iJ,d~:re;intégrando_ por partes se puede 

:':~:~.ªe~', ii'f~jlf llf ip~U~~. Fin~m~te '°ª 

Cambiando variables tenerilos q{¡e '\ ·-~ , 
: .:. :"' . ·. ->·. '· . · .. ,. "' :··,_; ·- ;, :; ..' >--~ 

h = 1: e2fi-Y2

dy = J¡;J_:ei7riu' du = Vbl1 

donde 11 es la integral que se obtiene de sustituir b por 1 en la ecuación ( * ). 
El valor de 11 se obtiene de sustituir b por 1 en la ecuación ( ** ), la suma 
claramente se hace 1 por lo tanto tenemos que 

Si en la ecuación ( **) sustituimos 11 nos da 

Sustituyendo €1 valor de h en(**) obtenemos que 

b-1 ( . b) ¿.4k. = _1 +i.~ ../b 
k=O (1+ 7:~1 
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Y por último si sustitll,im(ls [J p()}'4r obtenemos que 

4~:::.1 .... , '<!~ . 
E"~kf2=Q}Ak2 = 2(1+i)\fi 
k=o ic: ·· · :k~1 • 

quedando demostrél,da:Ja propb~foión. 1 

Entonces el Lema 5.9 se refoimula como 

Lema 5.11. cI>uc-l)(a) ~(-,lYA6 i 
_:' ·:,:·' .- :· :.--: -

Demostración: Es inm~diatadeÜ,~ma 5.9 y del hecho de que g se 
reduce a -i. 1 

Ahora calculemos el invar~arite,~á.ra S 3 • Porel ejemplo en la página 
57 en el capítulo 3, se tiene que ,5'3 se;representapor el enlace U(l). Así su 
mat¡:iz de enlace es (1), ltiego u ·,;.1,· v = O yn = l. Entonces usando la 
segunda ecuación de la demostración del lema 5.9 tenemos que: 

3 1±0-1 

Inv(S ) = (cI>u(-i)(a)) 2 cI>u(i)(a) = 1 

A continuación veremos algunos ejemplos no triviales, pero para esto 
definámos primero algunos diagramas. ·· . · 

Definición: Hn(a 1 , a2 , ••• , an) denotar~elsig~~i;ite enl~ce de cirugía: 

- - .-.- • . . .-:;-~:~=;-~~~-::O_ --~~ht-~;;;;.,t:;~:;·_- '-~'-'--'-.~e~-
- . __ ,_.·,· . 

e~~ 
ª1 · ª2 · ·· a3 a.; a., 
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Lema 5.12 . 

. ·e~~ ; ·_)· _' n_ _A2(i;-1 +i)(i;+1) ~A.· ,..._2(i;-:: 1 + __ i_)Ci~+1) 
( 1) LJ ·-¡ , n .. . . . , . 

'-'- .. ,_ · · ·. ·.. A2(i;'-'1+1)..:c:_ 4_-"2(i¡:.::i-t;l) · : 
i:=l. . . •·.· :< :· . .e:. ('> /·• .· .•.. / 

donde i 0 se define como certi; ···.:.:e ,'. ·.·;: ..... :~(:/: 
Demostración:_·.· Usarernós··lps JIÚsITi.o~--~:N~?~'.;~~~-;~KM~![~efua 5. 7 (es 

importante recordar elJema- 5.5), la defllíi~icíhiSÍ~'.J9s. 7ef>J"/&~•penotaremos a 
<l> Hn(o,o, ... ,o) por <l>H,,, entonces ten:em9s q~e ·• "'· ••'fi:~f 2~ . . : · 

.;~·- - ~:~.'; ,(!,,~~\+lt~~;'.;:~,~~~:.~·~~;·:·.· 

q> Hn (</Ji¡'• • • l <Pln) ~ ~~~(;fi;,·, ... ,él:/C}(M<if_i[t}7$t&~(ii))·';,·i;:·;::•·.· 

.··· ········· ,,>~~l~~l~ttlf ii;¡¡:j~~!t~~~;,+'>J 
= <l> H;,_1 ( </J;;;. :"'. , <Pi~;..¡)( 21 )/~(,, .•.. r., .•• jl~ci::~· ±i.) .:~A~2c/::::;-i-1J · ) 

· .. ··.·._ •. > . • ·.·.·•· ..• ·/· ··•·••·.· .. · .··•···.·. •• f;'{ .;~~~\i~·~iGir1'~¡0}_i,~(cfü~;,)·~L;:~;:t;\' > 
Porlo tanto el resultado se· sigue iumediatameil:ti;> 'or induccion: 1 

-~ , 0._-0~':>'.\~·}~·~' -::p;~~(~~~~~-::_.:r;\~c:-~~-f · }:~y~·.,_::ii:.-:-:~--~~-,:-:-'·-~~ -_ ·~ 

Teorema 5.13 Para un \'iIT?i'::{ij~ff&$~~;.-~J~,: ,)J0i':'~"~f; el invariante 
para el espacio lente L(p, q )es',;,:• /~,;~ ;i;~]j~;~·;,ti'.~\!; ,'!'? ;,~f: e •• 

. -··-._~*;;~;t;.9~~¡~~~f ~~~t;?TI~:-,7_" •• 
(C-1)r.46(i)) .• ·>cA2:B'~*in(~:~e;-n0J~ x 

-:-,~'' . ' . '.' . ·. . : . ' ' 

( ir [( -1 )ªi;í A.";i/+2a;i; (A2(i;-i+1)(i;f;)4~4~2(i;'.... 1 +i)(i;+ll)]) 

J=l ' . . . 
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donde a y T/ son la signatura y nulidad de la matriz de enlace para L(p, q), 
n es el número ele elementos en la expansión de ~ como una fracción con
tinuada substractiva (ver teorema 3.22), i 0 = O, y los ªi son los elementos 
en la expansión de la fracción continuada. La matriz de enlace consiste de 
los elementos ele la fracción continuada en la diagonal principal, de 1 's en 
las dos diagonales menores, y de ceros. en todas las <lemas entradas. 

Demostración: Salvo imrar·iai1te todo lo <lemas es inmediato del 
teorema 3.22,' por lo tanto bast1:1, dlernosti~ar la fórmula del invariante, veamos 
que: 

= 

Por lo tanto el resultado se sigue inmediatamente si su:stitu.imqsJc1s,,:rfüml
tados de los dos lemas anteriores .. 1 
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Sea Dn :,~~·donde lo• a; 'ºº entem• 

0~ ... 
ª1 ~ 

ª2 
a partir de D,;, construyamos D~, siendo el mismo diagrama pero con todos 
los coeficientes de cirugía cambiados por cero 

'Lema 5.14. 

Demostración: Como euél lema·:5.12 

~D' (~;o,··.,~;")= ~D' (8;0 ~Y(io))',M; 1 ?/.';S;~J~)). 
n =. ¿;"s¡ n ¡k~·n:fc~~tiff~~t:i)'ft:i¿l);j~ij,?7:7{~i::J ... 

k~O , . '~;·'') '-::,::_:-,~, 

= ~ D~_, (~d•>:·:;,~~;;1)S;n('._:A2(fotl) -Á-:2(Ío+l)) 

~ ~ D~ _, ( </;., ... '</¡. _,) <c-R:·{A';,;::~ '.:::; = ~ =:; ::: : '.". H)) 
El resultado se sigue im:rik.diafame~te por inducción. 1 
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Teorema 5.15. Para uilvalor fljo de r, r 2:'. 3; y A == ef; el invariante 
para Dn es 

X 

( g ( ( -1) ~(i; 1ª?tf:t+:~:~:;,~f.~,~~;~;¡~~~'.°%2(i,+1:))] > ··X.·• 

~J;~·;;j~~;;~~![~A~li~i:~1c;~~~?~)t~~ •. ~'.~ ....... . 
donde a y v son la sfgn~ttii~.;·ri~üdad d·~ la. matriz de·~nl~~~ íniraDn, los 
ªi son los coeficientes d()Jél.§ comP:c)nerites: a0 = 1, a1 :::::= 2/a2}= ~1p3 ==.5. 

Demostracióri: ~veamos que:· · 
... ··, .. : ".'.:'.-; .·::··_,·,"_'·-._ . '.''.'-: 

iP D. ( •, '.A f ~~- ~}3 µ;, ~;.,. . ' I: µ;. ~;.) 
·, __ -~-.:---w ... ,-io=:=D-- zn=D 

Por lo tanto el resultado se sigue inmediatamente del lema 5.11 y si susti
tuimos el resultado del lema anterior. 1 
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Calculemos eLinvariante de L(18, 5) con r = 3, primero recordemos 
(teorem8: 3.?2):q~e L(p, q) esta representado por: 

2 3 4 

(1) 

(2) 

y para .el tercer factor. del invariante tenemos que a1 = 2, a2 = 3, a3 = 4, 
r - 2=1 y diremos_ que ii ::::: i, i 2 = j e ia = k entonces el tercer factor del 
iüvarfailte es - t t t [(A2(k+i) ~ A-2(k+1)) X 

i=O j=O k=O 

(-1)2i A2i2 +4i(A2(0+l)(i+l) - A-2(0+I)(i+ll) X 

(-1)ªi_43j2 +6j(A2(i+l)(j+1) -A-2(i+l)(j+l)) X 

(-l)4k.44k2 +sk(A2u+1J(k+1) -A-2u+1)(k+Il)] 

= 1.5 + i4.330126 (3) 
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·. . .. . . . :.· ' ·~ 

Por lo tanto 11sand()las ~c;uaci~11és (1), (2).Y·(3).Jenémeio que ~l i_nvariante 

para L(18,5) ef_ ... ·•·•.·••··· , > ·.··••• .. ·• ...•••... •· .· / > ,,; /) .·.·····• 

*Mi~~1~~~~~~i1~W~i~3i~~t~~~
1

2i~b 
Entonce~ t(2, 3),·se··~ii_~(le: ;épl'esel'.ita~ pór · · ... 

, · ' . .; ; : • • o/. ..: e . · ·, .• , • ~. • , 

Calc,ulando su niatrii. de enfo.ce dél. +•~ ... 

con. polinómid ;€~á~,i~cttli~~~¡(~;S•(. .~ A) 
Por lo tanto a =' 2; v ='·.o·.y ri· d;::;2;.•entonées 'usando el Teorema 5.13 

.. ; __ •_l·_._ .. 1c't.·.·_·~_'.:.{f_·,,_;·~4_ •. ~.·.·(\)',.)•~+~-" = 1 (4) ; . ~.::: .. ·~.~i:f~· l . . J . . 
Por otro lado :~:~"\·· ,"° 

.·.· J1~?+3n 1 
(A2_-:.1=:2J((l±i)fir = - 6\1'3 = -0.096225 (5) 

y para el tercer factor del invariante tenemos que ª1 = 3, a2 = 1, 1' - 2 = 1 
y diremos que i 1 = i, i 2 = k entonces el tercer factor del invariante es 

t t [(A2(k+I) -A-2(k+I)) X 

i=O k=O 

(-1)3i.43i2 +6i(A2(0+l)(i+l) - A-2(0+1)(;+1)) X 

(-1 )k A k2 +2k(A 2( i+I)(k+l) - .4 -2(i+l )(k+I))] 

il0.392305 (6) 
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,.. ' 

Poi lo.tanto Üsand~1~·~2ii~C:l8nes'Ú~, (5) y (6) tenemos que el invariante 
paraL(2;3)es ....... rnv·ci~(·2!'3);~~;:¿.ifa:ig~§995)····· 

,.. ~:.,~-) >~>S ~-;;,-:::->-~-~------~ 

Note.se,~u~'.·LN\~}~;~tc~Hff§j~f~,/ •¡, .... ,,;· ',· 
;' ,.,~: :·. ::~·:' :.•·;"< .. , ,· ~ ;• ;· :~; . ' ~· 

Po~···ú.lÚmÜ.:c~c@eni'ó~·:ii1ih\iadarif'¿~P#á,iiayari~cla:4de Poin~aré. Re
cordemos (ú:It~.mo;te9.i:eil'l.~ del éapí~:u10 Mela siguiénte. J:epresentación de la 
variedad··de ~PoillCaré' · ~'",: i;··· - - •• 

por lo que la matriz de enlace es: 

1 
2 
o 
o 

1 
o 
3 
o 

· con polinomio característico: ,\4 -8,\3 +22,\2 -36..\+11. Notemos que como 
la matriz es simétrica las raices de su polinomio son todas reales, y que para 
>. ::; O el polinomio es mayor que cero, por lo tanto las raices del polinomio 
son todas positivas. Entonces usando el Teorema 5.15 tenemos que a = 4, 
v = O y n = 3 (ciertamente nuestro diagrama tiene 4 componentes pero 
en el enunciado del teorema n es el número de componentes enlazadas a la 
componen te ; principal') ,entonces: 

(7) 
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Por otro. lado tenemos que 

y 

1 

((i +1)\,/r)~t 1 
••. • .. ::=.-::35 

-',-· ... ,, .. ,,-;_ 

. . ·::.~; _:·: .. 

..• ;.g .. ~;~~~"B··• 
·'io:o.·;{::o i2::0.ia=.o: 

(i{r;s1fa;;~~f ftt~¡~~tr,;"y;¿c'(';?''i1 X 

(8) 

11b: 0~';;ii~~t~'iki~!~~i;~~~i~'t~ ~.· ;t2"~,S~3~1~s1~ 1º;" c9i 
Por lo, téLnt(> de Ia~Nl~iiu.~·t:~#s_J~u~5i~~~s.~e~~'er,flg~·g~e':i'· ··· 

Inv(T7 m~iedad - d~-,~oih~/u~e)''l }}~(2.3~4186) x 10-16 

NOTA: En general omitimos por completo el cálculo de los últimos 
factores de los tres invariantes que calculamos, por ser bastante engorrosos, 
pero desde luego lo importante de este invariante, es que es fácil de poner el 
algoritmo en programas de computación, y por lo tanto si son calculables. 
En la siguiente hoja anexamos el programa que se uso para el cálculo del 
último factor ( eccuación 9) del invariante de la Variedad de Poincaré. Este 
programa solo sirve para una variedad en particular, sin embargo se puede 
modificar para calcular el invariante de cualquier variedad de cirugía del 
tipo de las que se describen en el Teorema.5.15. Este programa esta hecho 
en basic ( quick basic), sin embargo existen otros lenguajes y paquetes en 
los cuales es mas fácil expresar las sumas y productos. 
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Apéndice 

Teorema de los arcos. 

Sean A y B dos arcos con puntos finales comúnes e interiores disjuntos 
(solo se intersectan en los puntos finales). Entonces existe una isotopía 
ambiente en R 2 , que manda A en B y fija los puntos finales, mas aun 
fuera de una vecindad, de la cerradura de la región que acota A U B, es la 
identidad. 

Demostración: Ver [R]. 1 

Teorema de la cuerda. 

Supongamos que X es un subespacio de R 2 conexo por trayectorias, y 
Ces una cuerda (segmento de linea recta) con puntos finales en X. Supong
amos que O < a < l. Entonces, entre todas las cuerdas con puntos finales 
en X y paralelas a e, hay una de longitud aiCI o una de longitud (1-a)jCj. 

Demostración: Ver [R]. 1 
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DIM a(4), i (4), co(5), sc(5), alpha(4), bcta(4), rel (4), iml (4), im2(4), •sel (4) 
'D!M gama(4), rez(3), imz(3), rey(3), imy(3), rex(3), Imx(3),-rew(3), imw(3) 
p1 = 3.1415927# 
a(l) = 1: a(2) = 2: a(3) = 3: a(4) 5 
FOR w = 1 TO 2 
i(l) = w - 1: re1~(0):: O: imw(O) =O 

FOR x = 1 TO 2 
i ( 2) = x - 1: rex (O) = O: i mx (O) = O 

FOR y = 1 TO 2 
i(3) = v - l: rev(O> =O: imv(O) =O 

FOR- z = 1 TO. 2 . 
i ( 4) = z - l : rez (O) = O: i mz (O) = O 
co(O) = 1: sc(ü) = l 
REM "EN EL SIGUIENTE SEGMENTO CALCULAMOS LOS SUMANDOS" 
REM "SEPARANDOLOS EN PARTE lMAGINARIA Y REAL" 
REM "EL SEGUNDO FACTOR ES UN REAL OUE SU CALCULO SE SEPARA" 
REM "PRIMERO EL NUMERADOR Y LUEGO EL DENOMINADOR, AMBOS" 
REM "IMAGINARIOS PUROS" 

NEXT z 

REM "PRIMER Fi\CTOH" 
FOR j = l TO 4 
a 1 pha (j) = a ( j) 1 ( i( .i)) " 2 + 2 * a ( .i) * i {j) 
beta(j) = 2 1 (i(j) + l) _ _ _ _ __ _ 

co(j) = -2 ' SJN((pi / 6) * alpha(j)) * SIN((pi /- 3) * L>eta(J)) 
se(j) = 2' COS((pi / 6) * alpha(.i)) * SlN((pi / 3) * beta(j)) 
rel(J) = co(J - 1) * co(j) - se(J - 1) * sc(j) 
iml(J) = se(J - 1) •· co(j) + co(J - l) t- se(j) 
NEXT .i 
REM "CALCULO DEL NUMERADOR DEL SEGUNDO FACTOR" 
im2< 1) = 1 

FOR k = 2 TO 4 
gama ( k ) = 2 ' ( i ( l ) + 1 ) * ( j ( k ) + 1 ) 
sel(k) = 2' SIN((pi / 61 • gama(k)) 
im2(k) = im2(k - l) * sel(k) 
NEXT k 
REM "C1\LCULO DEL DENOMINADOR" 
h = 1 / (8 1 SlN(pi / 3) ' (SIN((pi / 3) t (i(l) + 1))) A 2) 
REM ".llllORA EMPEZAREMOS 1\ SlJM1\R PARTES REALES CON PARTES REALES" 
REM "PASANDO IJE SUMA EN SUMA, ANALOGAMENTE PARTES IMAGINARIAS" 
rez(z) = im:.:(4) ' h •· re1(4) + rcz(z - 1) 
imz(z) = im2(4) • h • im1(4) + imz(z - l) 

rcy(y) = rez(2) + rcyly - 1) 
imy(y) = imz(2) + imy(y - l) 

NEXT y 
rex(K) = rcy(2) + rex(x - 1) 
imx(x) = imy(2) + imx(x - l) 

NEXT x 
row(w) rex(2) + rew(w - l) 
imw(w) = imx(2) + imw(w -_1) 

NEKT w 
CLS 
FOR t. = 1 TO 20 
l'RlNT 
NEXT t 
PRINT "el invariante es"1 re~(2); "+ "; imw(2) 
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