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Pi‘éldigb

La teorfa de nudos ha ocupado un lugar importante en el estudio de
la Topologia de dimensién baja, especialmente en el correspondiente a las
variedades de dimensién 3, orientables y cerradas. A partir de un enlace
al cual se le ha asignado un ndmero racional a cada una de sus compo-
nentes, podemos construir una 3-variedad cerrada y orientable (Cirugfa de
Dhen, ver pag. 63), mas aun por el Teorema de Lickorish (Teorema 3.21),
dada cualquier 3-variedad cerrada y orientable, se puede representar por
un diagrame de enlace con marcos, y la relacién entre tales diagramas y
las variedades correspondientes, estd totalmente descrita por el Teorema de
Kirby (Teorema 5.3). Entonces el estudio de invariantes para 3-variedades
cerradas y orientables se reduce al estudio de invariantes para tales diagra-
mas en S? (el enlace vive en S® (R?), pero su diagrama en S? (R2) ver cap.

1).

Uno de los invariantes mas famosos para nudos y enlaces (diagramas de
-}, es el polinomio de Alexander (1928, [A]), que se obtiene apartir del de-
terminante de una matriz asociada a un diagrama apropiado del nudo. Mas
adelante Conway obtiene una reformulacién del polinomio de Alexander
(1969, [C]), que facilita el calculo del polinomio por medio de una férmula
recursiva (ver cap. 1). La materia de los polinomios para enlaces, abrié sus
caminos con la aparicién del polinomio de Jones, siendo el primer polinomio
capaz de distinguir nudos de sus imdgenes en el espejo, y con la formulacién
del polinomio de Kauffman. El polinomio de kauffman, a diferencia de los
demaés, resulta ficil su manipulacién y, apartir de una normalizacién se ob-
tiene una reformulacién bastante sencilla del polinomio de Jones. Asi el
campo de estudio a crecido ultimamente a grandes pasos, con remarcables
" contribuciones de matemadticos y fisicos. Una ola de inavriantes para 3-
variedades cerradas y orientables ha sido revelada por Witten [W] usando
la inspiracidn de la teoria de Campos Cudnticos. Cuando la 3-variedad es la
3—esfera, estos invariantes son esencialmente el polinomio de Jones (o una
de sus generalizaciones) del enlace, evaluado en raices de la unidad. Por
otro lado Kirby y Melvin [ki,M] han trabajado y discutido estos invariantes
via grupos cudnticos.

La idea de esta tesis es mostrar una reformulacién del invariante de
Witten, dada por Lickorish. Esta reformulacioén da una forma bastante
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‘;”sme_néilla. y elemental de la descripcién de estos invariantes, si bien como se
“muestra en el capitulo 5, el cdlculo del invariante es algo engorroso, son
-faciles de programar en computadora, para su cilculo. La descripcién del
" invariante que da esta reformulacién, se basa en la manipulacién de la teoria
-“del polinomio de Kauffman e interpretada via el lgebra de Temperley-Lieb.
La combinacién de estas teorias da una prueba elegante, corta, directa y
sencilla de la existencia de algunos invariantes de Witten.

En la tesis se desarrolla primero la teoria de los polinomios para enlaces,
principalmente la de Kauffman (cap. 1), después se introduce la teoria del
algebra de Temperley-Lieb (cap. 2), seguida de la representacién de las
3-variedades por enlaces marcados, para después combinarse todo y hacer
algunos célculos (cap. 4) y obtener, de una forma, casi mégica, el invariante
y calcularlo para algunos ejemplos particulares.

Por ltimo quiero dar las gracias a mis padres, a mi abuelita y a mis
hermanos por el apoyo durante mis estudios y la rtealizacién de esta tesis,
a mi asesor Mario, por su paciencia y sabiduria en la direccién de esta tesis,
a Jose Carlos por su apoyo académico al invitarme a varios congresos sobre
el tema, que afortunadamente se atravesaron durante la realizacién de la
tesis, y su apoyo material y moral, al darme la oportunidad de trabajar
en su cubiculo durante este trabajo. A Ana Irene por su apoyo durante
la carrera. También quiero agradecer a mis sinodales Paz, Max y Fico
por sus comentarios y correciones para la realizacién final de esta tesis. Y
por ultimo quiero agradecer a mis amigos, por su compaifia y por todos
los buenos momentos, trataré de enunciarlos a todos: Roberto Rivera y su
linda familia, Haydeé H., Cecile, Rafael H., Edgar H., Carlos V., Gerardo
S., Carlos 1., Daniel M., David C., Jorge M., Rita, Lorena, Edith, Hugo,
Armando, Gil, Rafael V., Luis V., Jose L., Leén Kushner profesor y amigo,
Yy en general a todos mis maestros. A todos ellos dedico con gran afecto
este trabajo, pero en forma muy especial se lo dedico a mi hermano:
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Introduccion

Nudos y Enlaces
Un nudo es un encaje de S! en R3 (S®), entonces es una curva simple
cerrada en R3 (§3). El nudo mas ‘sencillo’ es el nudo trivial U:

Un nudo K se dice que estd desanudado si se puede ‘deformar sin
romper’ al nudo trivial:

De la misma forma diremos que dos nudos [ y K’ son equivalentes
K ~ K’ si uno se deforma en el otro, asi K estd desanudado si X ~ U. En
forma mds precisa I ~ K’ si existe h : R® — R® homeomorfismo tal que
h(K) = K’. Sin embargo en general es muy dificil con este criterio decir

si dos nudos son equivalentes o no. Este problema puede ser un poco més
dificil si al nudo le afiadimos una orientacién (inducida por la de S*):

O -




" Entonces para que I ~ K’ pediremos ademis que el homeomorfismo
h preserve la orientacién de R®. : RIS
' De forma inmediata pasamos a la equivalencia entre enlaces, donde
un enlace L con ¢(L) componentes es una subvariedad de R® que consiste
de ¢(L) curvas simples cerradas (orientadas para enlaces orientados), en
particular un nudo es un enlace con una componente. Aqui ademds de
anudamiento tenemos ‘enlazamiento’:

/A\ L

C(K)=2

Asi que no es tan ficil decir cuando dos enlaces son equivalentes o no.
En el capitulo 1 desarrollaremos algunos invariantes para enlaces. Antes,
definamos los diagramas de enlaces. Un diagrama de un enlace (orientado)
es una inmersién de la unién disjunta de un nimero finito de copias de
81 (orientadas) en R? (52), cuyo conjunto singular es un nimero finito de
puntos dobles (los cruces) cada uno con informacién del tipo ‘arriba’/‘abajo’.
Asf un diagrama de enlace podemos considerarlo como una proyeccién de
R® a R? con un ntimero finito de cruces los cuales son solamente dobles:

> = > >
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- Capitulo 1.

Movimientos de Reidemeister
Los movimientos de Reidemeister son deformaciones topolégicas que se
hacen a los diagramas de enlaces y hay tres tipos bésicos de movimientos
(en cada caso, aparte del area dibujada, los enlaces son idénticos antes y
después del movimiento):




~ por ejemplo:

Ahora enunciaremos un teorema con respecto a las equivalencias entre
nudos.

Teorema 1.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Existe & : R®* — R® homeomorfismo (que preserva la orientacién de
R3) tal que A(K) = K’

b) Existe una isotopia ‘ambiente de K en J'. Vease para la definicién
de isotopia. ambiente.

c) Existe una sucesién finita {S5;}%; de movimientos de Reidemeister
y sus inversos tales que X' = §1S2---S,K. Aqui X y K’ son diagramas
de nudos.

Demostracién: Ver [B,Z]. I



Polinomios para enlaces

En esta seccién introduciremos répidamente algunos 1nvar1antes para:v L
enlaces, estos invariantes son polinomios. = ‘ S

Polinomio de Alexander—Cénway

Es un invariante para enlaces (diagramas- de ) onentado
descrito por tres axiomas consistentes: T
1) Para todo enlace orientado I existe vk(z) E Z[z] : 81 Ko~ K
entonces Vx = V. B
2) Si K ~ U (el trivial) entonces x = 1. »
3) Supongamos que Ly, L-, Ly son tres enlaces 1dent1cos excepto por
una vecindad de un cruce, como se muestra a continuacién, entonces

VL.,'.,— ViL_ =2VL,:

Nota: Z{z] es el anillo de polinomios en z con coeficientes enteros. De
los axiomas se sigue mmedxatamente que Yx es un invariante de enlaces
orientados.



Lema 1.2. Si Les eqiﬁvdénté aun enlace cuyo diagrama contiene dos -
partes no vacfas que v1ven en bolas dlSJuntas entonces 7z = 0 (a L se le
" llama separable):

O Re %

Demostraciéon:
L se puede representar por el siguiente diagrama:

L

Consideremos los diagramas:

L 1 _le
Ly ~ Ly via un giro de 27. Entonces:
- VLQ = va

como L; ~ L, tenemos que: e
O = Z'VLv .



“ por lo tanto
SR 0=vL |
+ Veamos que si ‘caminamos’ por el diagrama de un nudo (enlace) si-
guiendo la orientacién, y todos los cruces los ‘pasamos’ por abajo la primera
vez que los encontramos, entonces el diagraina es equivalente al trivial. Por
ejemplo constriiyase un diagrama de la forma siguiente:

DL 2>
> 2y S

siempre cruzando por abajo, el resultado es un diagrama trivial.- “ Usando.
este heclio y el axioma 3) podemos calcular el polinomio de cualquler nudo
o enlace. Por ejemplo:

o K VE = Vky = 2Vky
Vi — VU = 2(Vks + 2Vk,)

Ve —~1=2z(Vyz +2Vv)

~ Vi~ 1=2(z)

O @Kg @4
- Q QU



Por el lado izquierdo vamos cambiando los cruces necesarios para que
todos queden por abajo (arriba) hasta llegar al iltimo diagrama que serd
equivalente al trivial (hay un ndimero finito de cruces), y por la derecha
separamos el cruce en cuestién (guidndonos por la orientacién), de tal forma
que nos queda un nudo (enlace) con un cruce menos y aplicamos de nuevo
el criterio asi sucesivamente. Al final quedan cosas del tipo:

OO0 .

y sabemos que:
‘ Vo=1, 0= VQO,VOOO

Se puede demostrar que el polinomio no depende de la eleccién del
primer cruce que intercambiemos ni de la componente por la cual empeze-
mos en el caso de los enlaces. Vease [K] para una demostracién completa.

Abora enunciaremos sin mds detalle otros polinomios, el de Jones y el
Generalizado. Sean Ly, L., Ly enlaces como en el polinomio de Alexander-
Conway.

Polinomio de Jones

El polinomio de Jones Vi.(t) € Z[t1/2,¢1/?] est4 descrito por:
1) K ~ K’ entonces Vi (t) = Vi (2) .
2) Vu=1

3) t™Wi, —tVy_ = (t1 — ¢~ %)V,

Vease {L2].



Polinomio Generalizado G

Este polinomio de dos va.mables esta. descnto por
1) K ~ K’ entonces Py (é m) PK: (8 m)

2y Py=1 .
3) fPL+ + £~ IPL -{-TnP[,0 —0 y
Vease [L2]. :

Los algoritmos de estos pohnomlos a menudo se expresan de la 51gu1ente
forma, para no hacer mencién explicita de Ly, L_ y de Ly.

Vx - Vi = V=
P - o VA =tt"2—t“”r) V,—z
U Px 1Py v P< =0

Polinomio de Kauffman

El siguiente es un polinomio para diagramas no orientados de enlaces,
es invariante bajo isotopia regular (movimientos del tipo 2 y 3 de Reide-
meister), pero a partir de él, bajo cierta ‘normalizacién’ obtendremos un
invariante para enlaces orientados. Denotemos por U a c copias disjuntas
sin cruces del nudo trivial. Entonces el Polinomio de Kauffman estd descrito
por: .
1) Para todo diagrama D del enlace L existe < D > polinomio en
Z[A, A7

2) <Ue> = (—(A72 + A%))°.

3)<D>=A<D;>+A"1 < Dy >.

oo iy ettt



, D'o’nde, D, D; y D son iguales excepté enun ér_uce; donde ivaksté,n dados por:
D D, D,

o

Asi que podemos escribir el algoritmo como:

'

Apartir de 1), 2) y 3) podemos deducir: :
4) < DU >= (-A~% — A?) < D > donde DU es D unién U, una compo-
nente cerrada simple. Vease [K2].

Teorema 1.3. El polinomio de Kauffman estd bién definido, esto es,
no depende del cruce por el que empezemos la formula recursiva.

Demostracién:

Lo demostraremos por induccién sobre el niimero de cruces del enlace.
Cuando tenemos cero cruces o solo uno, es evidente que se cumple el teo-
rema, ahora supongamos que el teorema es cierto para enlaces con k cruces
donde k£ < n.

Sea D un enlace con n + 1 cruces, dados dos cruces del enlace, mar-
quémoslos con 1y 2. Sea S;D igual a D pero con el cruce 7 separado como
en D; de la definicién del polinomio para i = 1,2, y S!D igual a D pero
con el cruce 7 separado como en D». Es claro que los S;, S conmutan (por
supuesto para subindices distintos), por ejemplo:

10



+ATU < §4D>

A<sD>

Usando la hipétesis 1nduct1va en los S iy S  tienen n cruces queda
demostrado lo deseado. i : : i A ‘




Teorema 1.4. El polinomio de Kauffman es_
regulares, esto es bajo movimientos de Reldemexster:d
es invariante del movimiento del tipo 1. i

Demostracién: ’
(¥)= ACTY+ 4™Y)
"( A (A e 4%) + 4T D)
= 43\

Slmnlarmente

(Gr= AN\

Iy = AT+ AT
= e 4D 4T (AR AT )
= OO0

(D= A+ 4700
= A+ AT00

= (>

12+



: Ahora supongamos que D- tiene una onenta,cmn (como subvariedad
.de R?), a2 menudo tal orientacién serd: heredad : enlace onentado
representado por el diagrama D. Se :

:si-el cruce es positivo
negativo, esto es como
de Alexander-Conway).

: donde ,B(D) es: el con
es'decir; es como el de L]
el de L_ (ver L+

Teorema 1. 5 ori ﬁtado L, entonces:

es un invariante de L, blen deﬁmd
es-el pohn,ormo de Jones V(D), donde ,

Demostracion: o
Claramente, W(D) no es mvanante baJo tmiovimientos de Reidemeister

del tipo 1:
= X

W( D')=W ( D) % 1

pero si del tipo 2y 3:

( andlogamente para los demas casos )

13



Asf cualquier combinacién de W (D) y < D > seré invariante bajo.
movimientos del tipo 2y 3, y la no invariancia del movimiento del tipo'1, -
se cancela en la expresién XD, por que si la orientacion estd dada por: '

-

consideremos::

por lo tanto esta expresién es un in
Sabemos que: T

X =
Ahora para hacer algo similar con:

X

14



basta ver que:

SO0 = AR+ 400

entonces :
A =) = (A% A 00

Supongamos que las orientaciones pueden ser elegidas, para. estos tres ‘
ultlmos dlagrama,s tal que las flechas apunten casi hac1a a.rnba s

AR X

llamémosles Dy, D'y Dy respectivamente, e_ntdnc
W(Dy)=W(Do)£ 1

Entonces multiplicando la relacién por (—A)"sW D'J) usando la igualdad
anterior y sustituyendo < > por R da:

A(—A3)ND+ - A‘l(—A)*3RD

esto es: o )

—A(~A*)RDy 4 A™}(= A)‘3ND —(4% = A7*)RDy
escribiendo A = ¢t~% da: .

t7IRD, — tRD_ = (¢t — t~1)RD,

Asi 6RD es el polinomio de Jones V (D), por que satisfacen la misma férmula ‘
de definicién (basta multiplicar en ambos lados por §~!, RD es casi V(D)
salvo por una parametrizacion). [l

15



Modelos de estado.

Denotemos por c;,cs,...,¢, alos cruces'de D. Un“estado pa.ra ‘D es

una funcién s : {1,2,. n} — {=1,1}. Sea sD, D con todos sus cruces
anulados (separados) de acuerdo con la mgmente regla: -
al cruce: ;
X e

marcado con ¢;, cambia a: '

sis(i)=1ya: : e
= )C
si s(¢) = —1. Sea | sD | el nimero de componentes (las cuales son curvas
simples cerradas disjuntas) de sD. Entonces, se cumple el siguiente:

Teorema 1.6. Para todo diagrama D de enlace tenemos que:

<D>= Z Azis(i)(_A-2 _A2)|sD|
se2n

Demostracién:
Lo demostraremos por induccién en el nimero de cruces, es claro que

se cumple para cero y un cruce, ahora supongamos que se cumple para
enlaces con n cruces. Sea D un enlace con n + 1 cruces entonces:

<D>=A<D;>+4+A"1 <Dy >

= AZS]GZ" AE.- 51(1')(_A—2 _ AZ)]s, Dy}
+4-1 25262" AZ.- Sz(i)(_A—zv_ A2)|5202| ‘

16



Donde los s; son estados de D;. Veamos que D tiene los mismos cruces de
D;, excepto el que separamos para formar a D;, marquemos a este cruce
como el n+ 1 en D, entonces dado s; estado de D;, sea s'; el estado de
D tal que s'1(i) = 51(¢) para toda i < n y s’;(n+ 1) = 1. Analogamente
construimos s's con §’a(n + 1) = —1. Asf construimos exactamente todos
los estados de D, ya que los s'; son distintos y 2" + 2™ = 2°*! y ademas
tenemos que | s;D; |=| §/;D |. Por lo tanto, si juntamos las dos sumas
anteriores tenemos que:

<D>= ) AZ (=2 _ 42)ls' DI
s'g2m AR

quedando demostrado el teorema. i



Capitulo 2.

Algebra de‘ Temperley-Lieb.

Consideremos un cuadrado en la variedad orientada S% =

m-puntos especificados en su cara ‘izquierda’ y otros m puntos:
‘derecha’:

ER

Consideremnos todos los diagramas de owillos en el cuadrado, esto es,

diagramas cuyas componentes son curvas cerradas y arcos, con los puntos
antes especificados como frontera:

Ve

Do

Definicién: Sea Fy, el médulo sobre Z[4, A™!], libremente generado
por (clases de isotopia plana de) todos los diagramas de ovillos con m puntos
de cada lado, y A, el submédulo de Fy, generado por las relaciones:

i)DUU =8D, §=-A%~A4*
ii) (X) A=)+ A7TOQ

18



Notemos que los elementos de A,, son combinaciones lineales de elementos
de la forma PD—APD;-A"'PD, y QDU -6QD, donde P,Q € Z[A,A™}],.

= (—A? — A=2), DU es D unién U (una componente cerrada trivial), y
D, Dy, Dy diagramas de ovillos relacionados de la misma forma que en la
definicién del polinimio de Kauffman (capitulo 1).

Entonces definamos el médulo V,,, como
Vm' = m/ Am

Aqui como de costumbre, en ii) los diagramas son iguales excepto: en ' un
cruce.

Definicion: Dos diagramas son regularmente isotdpicos si difieren por
una isotopia plana que fije la frontera y por una sucesién finita de movimien-
tos de Reidemeister del tipo 2 y 3 y sus inversos.

Notemos que cuando m = 0, los diagramas en el cuadrado deben pen-
sarse como diagramas de enlaces, y que dos de tales enlaces son equivalentes
si sus diagramas difieren por una isotopia plana y una sucesién finita de
movimientos de Reidemeister del tipo 2 y 3 y sus inversos.

Lema 2.1. Diagfamas regularmente isotdpicos en el cuadrado, repre-
sentan el mismo elemento de V,,, pero no es asi bajo los movimientos del
tipo 1.

Demostraciéon: Veamos que las relaciones son precisamente las férmu-
las de los algoritmos del polinomio de Kauffman, por lo tanto el lema se
sigue inmediatamente del teorema 1.4. [l

Podemos cambiar a A por un nimero complejo distinto del cero (o
para obtener en lugar de un médulo un espacio vectorial, podemos cambiar
a Z[A, A~1] por los Complejos).

A nuestro médulo V,, podemos darle estructura de dlgebra. Primero
definamos un producto entre ovillos, y esto lo haremos ‘juntando’ los ovillos:

), o G & = G
S BT B

‘°’/

19



_obtemendo

siendo s el andlogo para ia ' os; de los: estados de un dia-
grama de enlace, sD es D conisus: Tuces ‘separados seglin s. pero elimi-
nando las posibles componentcs cerradas simples resultantes de separar los
cruces (para diagramas de’ enlaces 'se definié distinto' por ser de distinta
naturaleza), y | sD | es el ntiimero de 1'1': componentes cerradas simples que
resultan al separar los cruces.: Ahora extendamos ¢ linealmente a todo F,.
NOTA: para diagramas de enlacos se definid distinto, pero desde luego esta
definicién y la anterior son las gener thd(‘lOll(“Z uahualm de sus correspon-
dientes para diagramas de enlaces. e




Todo esto es para h ‘er,nota alg‘ mpor

/- , 1 2m
imension de V.., es el niimero Cataldn: 15 (%)

Demostracién: tenemos.que demostrar que-el mimero de ovillos con




se pueden unir de f (m) f (0) f (m) formas dlstmtas

}mcnros{

Ahora; no podemos uhir el primero de.la izquierda con el segundo dela
~derecha, por que el primero de la derecha no tendria con quien unirse, pues
no se permiten cruces, por.lo tanto-lo unimos con el tercero de la derecha.
As{ los puntos restantes se pueden unir de tantas formas como el producto
del ntimero de posibilidades distintas de como se pueden unir los puntos de
‘arriba’ por las posibilidades distintas de como se pueden unir los puntos
de ‘abajo’, esto es f(1)f(m —1):

m,m.

nedr

arriba ]

Wik

s
3

ROV SR
Wty h

abeajo

derecha, esto es parz
tanto quedando

1-quien’
unirse: i

R DTS




' 51endo f (k) f (m ) 1 ntimero de’ p051b111da
‘unir los puntos restantes:

o'se pueden

Ahora sea a;

con. ag



la funcién generatriz para ao, a1, as; Entonces multiplicando a
~p(z):por ella.misma, tenemos que ‘ :




para | z.[<-1..Si cambiamos-z

los puntos de
“abajo para arriba:

SJ&,ulcndo ld 1¢
, quo consta, dc m rcc s pd ilels




lado del cuadro, Y e, el ov1110 en el que el punto ) del lado derecho 10 ununos

“en el plano.,,

13,7€1, €s, eres y 6061 y por lo* tanto forman una base;pa.r
lo demostraremos en general para Vin ent el siguiente teoxema,
demostremos un lema’

Lema 2.4: Sea D € Y un dlagrama tal que se puede escnblr como un’”’
producto de elementos de {lm,el, St 3€m=1 } (por lo tanto no tiene cruces),
vy si. D’ es D, pero sin todas sus pOSIbIes componentes. cerradas simples, en-
tonces D’ amblen se puede. escr1b1 COMmo un'ploducto de dichos elementos.

Demostracién: Como D se escribe como un producto de los e;, a
lo mas tiene un niin.ero finito de componentes cerradas simples, las cuales
llamaremos bolas. Ahora si consideramos el interior del cuadro como R?,
entonces toda bola lo separa en dos componentes (Teorema de la curva de
Jordan), a la componente, dcotada 1a llamaremos el interior de la bola, ¥
Hamemos bola-interior a todanquolla Dola, que no contiene a ninguna.otra
bola en su interior; desdo luc-g,o como son Uil num(\xo hwto, (11 menos existe
una, tal vez no tinica, :




considéremos el pnmer e :
lo cambiamos por 1., deshacemos la bola in er1or, por que el arco snnetnco
(+) no puede ser parte de la bola interior, por que silo fuese contradiriamos
que ¢;; es el primero en intersectarla; asi al cambiar ei; por 1,, nos queda
D menos esa bola interior, esto porque lo que. queda: de la bola interior lo
podemos ‘deformar’ para que nos quede la cresta (+). Entonces podemos
expresar a D menos una bola interior como un producto de e}s, y podemos
hacer esto con todas las bolas interiores, y al diagrama que nos quede, le
aplicamos el mismo proceso, hasta quitarle todas las bolas a D (durante el
proceso algunas bolas que no eran interiores se convierten en interiores). Por
lo tanto a D menos sus componentes cerradas simples lo podemos expresar

*como un producto de ¢ts. |l

Teorema 2.5: El dlgebra 1/, estd generada por::1,;,€1,€2,..+5€m=1.




Supongamo ‘que pe

untos como en e;; . ~Dela

Ky
7}

iy un ‘ovillo en T’m+1, con'los -
»yen lo de aba_]o unimos los
"y delos e ., es




CASO 2)

Supongamos que en el dlgmma de ovxllo D hay por 107 menos una curva
que ‘va’ de‘lado a lado, esto es,.que une.al punto J.dela 1zqu1erda conel I
“de la derecha (J # K). Cons1deremos la‘pnmera de estas curvas,: es dec1r
~que Jesel menor entero ‘tal que el punto\'J de la 1zqu1erda $€ une con uno
de la derecha en D
Supongamos que
entonces J —'1 es’ par
~se unen entre. ellos nism

Veamos que D,D; =:DUT U F pedec componentes :
cerradas simples. Dy'y Dj. se. pue(lcn cscr1b1r como product,os de:() sporel
caso anterior. entonces Dy Dy tambleh se puede escribir como producto de -
¢hs. Entonces por ¢l lcum 2:4 D sc puodo eqcnbu‘ Co110. producto de 08 ehsi
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Para J <k es similar, usamos el dibujo:

no euste otra cresta en D del mismo lado con extremos a; b’ ‘tales que
a < a<b<¥. Entonces dlstmgmendo‘ as crestas ma\.lmas en ambos
lados tenemos que D se ve como: : ¢
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‘CASO 3.1)

deremos los- -

‘ los tres 0

ar como-un. -




CASO 3. 3) o7
Dtiene.una, sola cresta m
se concluye del siguiente dibui

el teorema’

ma en ambos lados, como ant

tal que e,il este_-de

N OTA Veamo q
camblarse por algun t
4 # O y los teoremas

R.




conmuta con estos.



cammo en la retxcula Z 5,08 : referunos
cone\a cuyos vertlces t;xeneu coordenad



que tocan

'el. punto ‘dlagonal’ '

la dlagonal) de (b a)a (],j) y de_]cmos
‘sin® camblos Esto deﬁne una blyecmou entle

( ,d) (e,d)
N(:b _ N(b a)

'dlagonal prmc1pal
caminos de (a+1;
y sn numero es-p

‘d(' esta form

o de:-estos:caminos- - -



educ1dos es m("m) L

xpreéarse como:combinacién’;
‘(V[ ) < (‘m) ‘Porlo tanto

m

m+1

R=C (los nimeros complejos) yi A 'ec, A, 6 76 0

36



Capitulo 3.

3-Variedades. |

Introduccién




Para todo entero n inayor o igual a cero. deﬁmmos la n- vauedad

1espect1vament \
homeomorfos,

Entonce sea J

puntos h(a,) € 8B Se puede demostrar que esta constluccmn 1o depende =
de la eleccién de  nide Ay B. A propésito, D™ es casi una variedad, salvo
por sus puntos frontera; y hay muchos otros espacms en’igu svlt‘i»lac;on,‘a' ;
continuacién consideraremos a todos aquellos.- . L pea
' Un espacio. M es una wvariedad con frontera si; _cumple con 1) y en 2)
en 1ugar de R™(*) ponemos H™*) = {2 € R": 'mn >0}, también es muy,-
comtn pedir 3).- Por ejemplo si M y A4 son como en la construccién de
arriba, entonces M — (A°) es una n-variedad con frontera, Ahora; veremos -
algunos teoremas importantes que usaremos mds adelante, que tienen que”
ver con nuestras definiciones anteriores. Varios de ellos se demostraran geo-’
metricamente cortando. y pegando,. sin embargo las demostrciones: estarin -
respaldadas por los teoremas de identificaciones. En el siguiente teorema
mencionamos algunos de ellos.que usaremos bastante en forma implicita,
antes recordemos que una identificacién es una funcién sobre f:; X '— ¥,
tal que Y tiene la topologia coinducida por f, dicho de otra formaf.es sobre,

continua y si. f7(E) es ahlexto (cerrado) entonces E es abierto: (ccrrado)" :
dc Y. Se dlce en; hl ca@o que } esun cspauo de nlenhﬁca,cmn dc X Por -




es identificacion, G es un

X eY respectnamente. Si
tinua qu preserva las equivalencias (es decir
ces:existe tina tnica funcién F' que hace

al 51gu1ent:e

(lond@} Py g s¢
v'sl ademds:



e po1 el inciso anterior G esuna 1de11t1ﬁ

funcm .

: b 4 Este inciso es ‘consecuencia mmedlata del anterior salvo-que. ahora:
G— es'inyectiva; y si g es 1dent1ﬁcac10n ‘es: homeomorﬁsmo “En‘efecto;
G(p(z)) = G(p(y)) (recordemos quep es. Vbre) implica g(z) = 9(y), luego..
TEYY p(:c) = p(y), y por lo tanto, ‘myectlva ysiges identificacién, =
on myectlva entonces es blyectlva~ Lok
continua y abierta, pues pa.ra X ¢01no A=G- 1(G’( 4)) yG
identificacién implica. que G(A) ‘es un abierto’de Z, por lo tanto G’ es. unf
homeomorﬁsmo L : e

2 c) Como p es’ sobre ‘todos los elementos de X/~ son:de la forma p('L),:"' ;
deﬁnamos F(p(z)) q(f(m)), : nid: »

que F también lo es, el hecho de que F o P
continuas'y sobre implican que F': es. cont1
abierto de X/~ entonces p~!(F~
v ¢ son identificaciones, de manera mas generc :
bre es identificacién), pero p~! (F~ ](—1)) ;
es abierto de Y.y de 1;_,11(11 forma -1 s abier



identificacién. Ademds si f(z) = f(y) implica z ~ Y, Verémos que esto
implicaria que F' es inyectiva y abierta y por lo tanto serfa un homeo-
morfismo: si F(p(z)) = F(p(y)) tenemos que ¢(f(z)) = q(f(¥)) lo que
implica que f(z) = f(y) entonces z ~ y y por lo tanto p(z) = p(y) de-
mostrando que F' es inyectiva (lo que implica que F' es biyectiva); ahora
para ver que es abierta sea U abierto de X/~ como U = F~1(F(U)) en-
tonces p~! (F~1(F(U))) = f~ (g~} (F(U))) es abierto de X por lo que F\(U)
es abierto de Y/=, por lo tanto F' es homeomorfismo. Asi terminamos de
demostrar el teorema. [}

A continuacién daremos algunos ejemplos geométricos donde se aplican los
incisos b) y c) del teorema anterior, siguiendo la linea que usaremos pa,ra‘
demostrar algunos de los siguientes teoremas.

Q

|
— >

<

q\'“’ J /

S

’
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Lema 3 1 (Ale\ander) Sl A~ =B~ D
morﬁsmo h: 04 — BB se e\tlende‘ a: un hom

onces’cualquier ‘liomeo- . ..
I - ;

Ahora si A B~ D" sean. f,.v
homeomorﬁsmos, entonces g o B

e Io e\tlende
que extiende
5, implica que es
E"@D" v d) extiende

un pun’co es el espacm ,\ Lo X Uoo don:
de Xy y ademas todos los complement

(M- {p})* — M donde f(7 S= @-par az e M-—{p}ty
f() = p. Demostraremos: que es contmua o Claramente es continua en
A — {p}; ahora sea U una vecmdad de p, entonces M =T es cerrado en M,

por lo tanto compacto, entonces por i deﬁmcmn existe una vecindad V de oo
tal que V—{o0} C U, entonces fV)c U, por 10 tanto f es continua. Ahora
es facil ver que ¢ : 7\I — (M ={p})*, con g(z)'= z para toda x € M — {p}
v 9(p) = o es inversa. de: f, y contmua 1)01que dada una vecindad V de
>0 existe U compacto de M= {p} con:Vi— {oo} =M -~ U, tencinos que
M ~ U es abierto ¥y es una vcundad de p ¥ ol M.—U) C V, porlo que f cs
continua. Por lo tanto quod mostrada 01 tooremd ]




Corolario 3.3. (R™)* ~ sn—1"

Demostracion: Via la proyeccidn estereogrdfica, sabemos que si N R
S7=1 es el polo norte: N = (0,0,...,1) € R", entonces S*7! —~ Ni~ Rn
pero como S”~! es compacta entonces usando el teorema antenorA te
que la compactificacién de §*~1 — N es S™~! entonces el corolario se
del hecho de que si dos espacios son homeomorfos, entonce 521
compactificaciones por un punto. [l

Corolario 3.4. Si M es una variedad compacta ta.l qu' :
se cumple M — {p} ~ R". Entonces M =~ .S'" -1, ‘

Demostracién: M ~ (M — {p})* ~ (R”)* ~ S"“1 l
Corolario 3.5. Existe h:'S? - §? homeomorﬁsmo, tal que:
DU, D¥=35°

Demostracién: Sera geometrica. Consideremos dos copias de D3, A, By
a una de ellas, quitemosle el centro p = (0,0, 0), entonces A — {p} es homeo-
morfa a A menos una bola cerrada C de radio 1/2 (D? es una bola de radio
1), esto se sigue de que existe f : (0,1] — (1/2,1] homeomorfismo, entonces
F: A—{p} = A~ C definida por F(z) = f(||z||)z/||z|| es homeomorfismo.

=A 'B -{p}
.

Ahora cortemos a A — C por el ecuador, nos qucdan dos espacios como
‘cascaras’ de naranja, si las ‘volteamos’ y las volvemos a pegar por los
puntos correspondientes, la forntera de A—C, estd ahora ‘adentro’, entonces
podemos ‘meter’ a B dentro de A — C pegando puntos correspondientes de
las fronteras que define al homeomorfismo k, que intuitivamente, parece ser
la identidad.
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Entonces 10 que nos queda. es una. bola abzerta que es ho
“R3. Asf demostramos que B o

(D Un D) — {p} = B
por los corola.rios y el teorema anteriores concluimos que;
DdupyD3=83 |
Teorema 3.6. Si h:S% — 52 es un homeomorfismo, A y B dos coplas de

D3, entonces:
AU, B =253

No depende de h. Esto es no importa como ‘peguemos’, siempre nos va a. . ...
P p Slem

dar lo mismo.

Demostracién: Consideremos dos homeomorfismos h, &’ : §2 — S2.
Sean M = AU, By M’ = AUy B. Sea S el subconjunto de M formado por
la identificacién de los S2, analogamente sea S’ para M’. Entonces existe
un homeomorfismo de S sobre S’, y por el lema 3.1, lo podemos extender
a los dos subconjuntos (que son homeomorfos a D?) correspondientes a los
D3, en M, demostrando que M y M’ son homeomorfos, y por el corolario
anterior, son homeomorfos a 53. I}
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Estas ﬁguras muestran_.que 1ay orlo menv dos tipo “distintos de

nudos en el toro T2 =

Como el Brupo fundamental
fundamental m (T2 ) = Z@Z A

dos geueradores estandar p
Longitud

- Meridiano + =

0 < 6 < 2%. Una vez que S! teﬁ"g’a{‘fma orientacién, cualquier mapeo |
f:8' = T? puede considerarse como un lazo,: representando un ‘elemento
[f] de m1(T?). Los puntos base son aqui despreciables. Entonces [f] se
puede escribir en terminos de la’ base longitud- meridiano. [f] =< a;b>
Entonces la longitud tienc clase:< 1,0 > y el meridiano <'0,1 >

J\/I 0 ‘[Entonces no



Teorema 3.7. Sea N un toro sohdo estandar (por e_]emplo una. 'uecm-
dad tubular del nudo trivial) en S3 ¢ conlym una longitud y un meridianoen
ON respectivamente. Entonces S3 — IN° es homeomorfo a un' toro estandarr'v
" M en R® donde { es ahora un mendlano de M' y ™ una longitud.

Demostracién: Por los teoremas y corolanos anteriores sabemos que
53 ~ D3 U, D® donde h : §? — S2 es cualquier homeomorfismo; entonces
podemos pensar a §° — N° como (D3 Ne)Uy, D3 con N C (D3) ).

Mcrrzdzano de é’aV

pero veamos que si cortamos por el ecuador a D3 — N° como se muestra en
el dibujo anterior y volvemos a pegar de otra forma (desde luego los puntos
identificados) nos queda un toro estandar al cual sustraimos de su interior
el interior de un D? ahora podemos ‘meter’ ahi el D® restante pegando las
fronteras, quedandonos lo deseado, las afirmaciones acerca de { y m son
inmediatas del dibujo. |
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Ahora 1dent1ﬁquemos
denota.r como;z’

. donde

Es fac11 venﬁcar queel d1a.grama conmut ue los tres mapeos son cubri-
" entes.- La- cubmente universal de. T2 es. prec1samente p:C — T2, ysus
‘traslaciones cubrientes son de la forma 2z +— z + 2m(m + in),m,n € Z.
Un lazo w : [0,1] — T2 es de clase < a;b-> en T2 si 'y solo si se le-
vanta a un camino @ en C, que satisface: w (1) — @ (0) = 27 (a + ib). La
cubriénte g : C — {0} — T2, es la correspondiente al subgrupo meridional
0@ Z C Z @ Z. Entonces lazos de clase < a,b > en T? se levantan a lazos
en C — {0}, exactamente cuando a = 0.

Teorema 3.8. La clase < a,b > en m;(T2) es representada por un
encaje S1 — T° si y solo sia = b =0, o el mayor comiin denominador de
aybesigual al, (a,b) =1, esto es si son primos relativos.

Demostracién: Un nudo de clase < 0,0 > es del tipo de J (dibujo
anterior). Para construir un nudo de clase < a,b >, consideremos el mapeo
St — 81 x §' = T2 dado por z — (29,2%), ~—e’0651

Este mapeo es un encaje si y solo si @ y b son primos relativos, por que
de otra forma el mapeo no seria inyectivo (ver dibujo)

8
8T
4+

2T

21 47 BT BT
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relativos es necesaria, considere
< a,b >#< 0,0 >, donde: (a b)’

tales que @ (s) — W (t) = 27r(d
y por lo tanto la imagen de w no puede s
completa la demostracién. |

en el toro, entonces emste una 1sotop1 biente entre ellos. Usaremos el
otro espacio cubriente g : C — {0} —-T2 para-estudiar isotopias ambiente.
Diremos que un conjunto X C.C = {0} estd en una regidn fundamental, si
tiene una vecindad U, X C U ¢ €= {0}, tal que g|y es un homeomorfismo.

Entonces si el soporte de-un homeomorfismo h:C—{0} — C-{0},
sop(h) = {z : h(z) # 2 a regién fundamental, este induce un
homeomorﬁsmo h' de ul:

en q(sop(h)

_en el'resto

Demostracién: Existen levantamientos &, £’ de & y &’ (via q), que
encierran un anillo 4 C C' - {0}, tal que A° no contiene otros levantamien-
tos. Mas ain A estd en una regién fundamental, de lo contrario existiria
otro levantamiento de alguno de los nudos. Entonces hay una isotopia am-
biente de C' — {0}, con soporte en una vecindad pequefia de A, tomando a

k en k. Esto como se describié arriba. nos da una isotopia ambiente de T2
que toma k en k', demostrando el lema (ver dibujo). |

48



Desde luego en: el teorem pod
de curvas, lo cual 1mphca que exis

hg_zdyhlok—K

e una 1sotop1a amblente h,’.

A dos nudos J ¥ Ix (e les llama tmnsve ales en
si existe una vecindad U.de meomorfismo i L
MUNJ)y (U NK) son lineas rectas bggpjeggl_ijqula;es

Lema 3.10: Supongamos que k. es un nudo de clase < 0, _
intersecta al meridiano M “solo en un ndmero finito de punt;os transver-
salmente. Entonces hay una ISOtOpla ambiente entre k y M.

Demostracién: Consideremos un levantamiento fijo £ C C'— {0} de .
Entonces k£ N ¢~ (M) es un conjunto finito de puntos transversales. Para
demostrar el lema es suficiente encontrar una sucesién de isotopias ambiente
de C—{0}, cuyo soporte este contenido en regiones fundamentales, tales que
hagan a k disjunto de ¢~} (/). Entonces esto induce una isotopia ambiente
de T2 que manda a k a un nudo del tipo < 0,1 > disjunto de M, y luego
aplicamos el lema anterior. :

Ahora para reducir el nimero de intersecciones de k con g~!(Af)
tomemos un punto z € k& de norma maximal y consideremos la compo-
nente de k& — ¢~!(A4) que contiene a =. Esta junto con la parte de ¢~ (M)
son la frontera de un disco (algo homeomorfo a-) que estd contenido en una
regién fundamental, y podemos usar este disco para eliminar dos intersec-
ciones (por lo menos) de & con ¢~ (M), esto lo hacemos usando el hecho de
que existe una isotopfa ambiente de C' — {0} que manda a la componente
de k — ¢~!(M) que contiene a = a la parte de g~} (M) con la que forma la
frontera de un disco, y que fuera de una vecindad suficientemente pequena
de ese disco es la identidad (ver apéndice el teorema de arcos), y después
usando un argumento similar lo ‘despegamos’ de la frontera del disco.
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‘Un ntmero finito de este tipo de operaciones reducira el niimero de
intersecciones a cero, quedando disjuntos, entonces podemos aphcar el lema
3.9, quedando demostrado este lema. [l

Es claro que dada G una curva simple cerrada en. C — {0}, en cada
vecindad de G hay curva simple cerrada G’ que es dlSJunta de G, homotépica
a G y que intersecta a todas las curvas ¢”1(Af) en un ndmero finito de
puntos y ademds transversalmente. Usando' esto y los lemas anteriores
tenemos el siguiente teorema. e G

G '

g (M)

Teorema 3.11: Dados dos nudos en 72 de clase < 0, £1 >, exlste una

_ isotopia ambiente entre ellos.

Demostracién: Por el comentario anterior y el lema 3.10, hay iso-
topias ambiente de 72 que mandan a cada uno de los nudos a M, por lo
tanto existe una que manda un nudo al otro, demostrando lo deseado. i

Consideremos los siguientes homeomorfismos de 7' sobre él mismo:
he(e?, e'?) = (e’ (949 ¢i?) ‘giro longitudinal’

Dl (€79, €?) = (&, 'O+ ) ‘giro meridional’
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lamaremos homeomorfismos de

e 1111 10IMEO-

morfismo A : T- — T2, el cual puede tomars cot omposxcmnes de ho-"

meomorfismos de glro, que satisface hy < a, b >=< 0, dk >, donded = = (a; b)
es el mximo comin divisor de a y b a menos quea=b= 0 (d=0). '

Demostracién: Supongamos que |a| > |bl. Entonces si b # 0; el
algoritmo euclidiano da un entero n tal que a = nb-a’, donde 0 < a’ < |b].
Entonces h;" < a,b >=< a’,b >. Ahora si |a| < [b], y a # 0, empleamos
de forma similar el inverso de h;,,. En cualquier caso, uno de |al, |b] es
estrictamente reducido, asi después de un nimero de aplicar estos procesos,
obtenemos una composicién de homeomorfismos de giro que mandan a
< a,b > en una de las clases < ¢,0 > 0 < 0,¢ >, es claro del método que en
ambos casos ¢ = (a, b) (st alguno de ellos es cero también nos quedan estos
casos). Ahora para acabar basta demostrar que existe una composicién de
homeomorfismos de giro que manda a < ¢,0 > en < 0, ¢ > veamos que:

hi' 0 hm, <c,0>=<¢,0> ((1) i) (__11 ?)

‘ 10 :
~——<c,c>( 1 1> :

—<Oc>

7 quedando demostrado el lema .
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de clase [k] #< 0,0 >,

‘Teorema 3.13. Dado cualq ier udo k c T2
' = M, el meridiano

existe un homeomorfismo h :
estandar.

Entonces: el homeomorfismo del
lema 3.12 manda a k en k' declase 1 > (recordemos que si k es un
nudo entonces por el teorema 3.8 (a,b) = 1). Entonces por el teorema 3.11,
podemos mandar a k' en M por un. segundo homeomorﬁsmo demostrando
el teorema. [l

Demostracién: Sea [k] =<

El teorema anterior nos dice que hay dos clases de nudos en T2, los nul-
homotdpicos que son los de clase < 0,0 >, y los de clase < a,b >#< 0,0 >.
Se puede demostrar que dados dos nudos nul-homotdpicos existe un homeo-
morfismo en T2 que manda uno en otro, mas aun hay una isotopia ambiente
entre ellos, lo cual no pasa en la segunda clase. Por ejemplo, por el teorema
anterior hay un homeomorfismo de T2 sobre si mismo, que manda a un
meridiauo en una longitud, pero no existe una isotopia ambiente entre ellos,
geometrmamente no podemos deformar el meridiano en T2 ala long1tud i
sin ‘romper’ el toro. El siguiente teorema nos habla de esto.- ; ol

Teorema 3,14: Dados dos nudos J y Ii en T“, emste una 1sotop1a &
ambiente entre ellos si y solo si [J] i[Ix] L ' :

Demostracién: Si existe una 1sotop1a ambiente: entre ellos ‘en par-
ticular existe una homotopia entre ellos, entonces [J] [K].  Ahora si
[J] = £[K] $#< 0,0 >, por el lema 3.12 tomemos % : T2 — T2 homeomor-
fismo tal que h,[J] = £h,[K] =< 0,£1 >. Entonces aplicando el teorema
3.11, existe una isotopfa ambiente g; : T — T2, tal que gl(h(J)) = h(K).
Entonces h~!g;h es una-isotopia ambiente  de T2 con h glh(J) =Ry
quedando. demostrado el teorema. K

En particular dados dos nudos en T2 del rmsrno tlpo de homotopla
existe una isotopia ambiente entre ellos. o

P
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Espacios Lente

Sean Vi y V dos toros sohdos,

ymeomorfismo. -
Definamos M3 como sigue: SR e

que es el resultado de 1dent1ﬁcar
disjunta de ¥ y Va.

Demostracién: Sea U una vecmda
de cilindro sélido

Entonces 17 — (U7° U (U N 8V})) ~ D3, llamémosle a este espacio M.
Ahora ‘peguemos’ a U y a V5 identificando via h a U NEV; con (U NEV).
Al espacio cociente resultante llamémosle Aa(h).
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la siguiente funcién
e ddnde' e

,Notese que Vi Uy Vo ~ M'1 U¢,, Alo (h)-
Sea h 6V1 — 9V, otro homeoinorﬁs

tal que cada Gt(z) G(z,1) de V5 (T?) sobre él
mismo, G es laidentidad y. Gl(h(ml)) Consxderemos al espacio
0Va x I (I = [0,1]), se ve como: un. toro vohdo que le remov1eron el interior
de un ‘tubo’ en el centro: : »

s un homeomorfismo.



Tamblen es facd ver que {6“19 X I}/— L~ V(= St x D2) donde
(a,b,0) = (a,V, 0) € S* x.8! x I.= 0V, x-I. Sea 7 la proyeccién natural
deﬁmda por =.. Entonces si en orema.\‘3 0 c¢) sustituimos p, g por w, .y
usamos nuestra f definida anterlor, y notando que f ‘respeta’
equivalencias como en el tltimo:caso del'i mcxso ¢ del teorema 3.0, tenemos
que existe un homeomorﬁ

‘ Veamos que 6(U n 6V1) son dos curvas cerradas dlsJuntas, llamemosles %]
¥ 2.7 Por el lema 3.9 estas 7v; son isotépicas a m; (para cada i existe

.’ una isotopia ambiente entre 7; y mi). Entonces el hecho de que g(m;) =

“mj y el comentario anterior implican que g(y1) ¥ g(72) son isotépicas a
m; (todo esto en OV;). Con todo esto es ficil dar una isotopia ambiente
“en 0V; entre U N 8V} y su imagen bajo g, llamémosle H a esta isotopia.
Entonces exdctamente de la misma forma como extendimos G; a todo V2
en la construccién de F, se puede extender H; a todo V. A esta extencién
denotémosla por:

‘E'V —’—Vl S

Sea U’ = E(U). entoncesf',demostm mos.que. ]\/Ig(h) UUp Vo ~
‘J\Ig(h’) =U"Up. Va. Par SR

donde. g:



bas homeomorfas a §? por que Jl{[l v My son homeomorfos '

es mmedlata su prueba. Por el lema 3. las
morfismo ERRT
o a :i'.MI

Entonces tenemos un homedmorﬁsmo'
' a(x)
F(z)  siz € Ma(h)

~BEs facil ver que A respeta las equivalencias al cocientar My U Ma(h) y
M{ U M>(R') para obtener M; Ug, Ma2(h) y M] Uy M>(h'). Por lo tanto
usando el teorema 3.0 c) tenemos que existe un homeomorfismo

A My Uy, Ma(h) — M U, Ma(R')

por lo tanto
Viup Vo ~ VU

asi la variedad resultante no depende de h sino del tlpo de homotopn de
h(m;) demostrando el teorema. i : : :



"Ii'efo existe un homeomorfismo del toro sélido en el mismo, tal que la imagen
de la curva (1, ¢) es la curva (1,0) y por lo tanto basta considerar este caso.

| 4

=
)

= &
myj; --IE mz -

Sea U una vecindad de m; en V4 en forma de cilindro solido, entonces
salvo homeomorfismo A(U) es como en el dibujo, entonces al pegar U y V»
identificando via h a U N dV; con h(U) N 8Vz, nos queda algo homeomorfo
a D3 y Vi - U° =~ D3, y lo que falta por hacer es identificar estos dos
conjuntos por la frontera que por corolario 3.5 y teorema 3.6 resulta ser $3
por lo tanto

L(1,q) ~ §°

Para ver quien es L(0,1), por el teorema 3.14 podemos suponer que % es la

identidad, entonces cortemos a V7 y peguémoslo a V5 como se muestra:: -
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en el dlbujo (desde luego las paltes planas de lo que ‘nos queda estan
1dent1ﬁcadas luego volveremos a pegar puntos correspondlentes) ‘

Entonces si- tomamos cualquler rebanada de el espacm resultante ve—
mos que es 52 : : IR INRR gl gl T

" por lo tanto
) L(O )= .5’2 x Sl
Ahora para ver quién es L(2,1) desarrollaremos otra forma de contruccmn _
de los espacios lente. . T

Teorema 3.16. Consideremos a D® C R3, si identificamos-cada punto
en la mitad superior (z > 0) de 8D con su imagen bajo una rotacién en el
sentido opuesto a las manecillas del reloj, por un angulo 27g/p, al rededor
del eje z, seguida de una reflexién en el plano zy como lo indica el dibujo,
~ entonces el espacio que obtenemos es precisamente L(p, q). ’

Demostracién: Con51derem s a, D3 como cl espacio con forma de
lente sélido con su orilla en’el. circulo 22 452 = 1.y el angulo entre las dos
caras de 27/p. Sea V) la parte de este espacxo que estd dentro del cilindro
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22 + y2 <1 /4 (con sus resp ctlvas 1dent1ﬁca10nes) y sea V4 la cerradura de
lo que resta. :

Es claro que’ T ‘e un cilindro sohdo con sus ‘tapas identificadas (con
un giro de 2wq/p); esto i que es un’ ‘toro sélido. Ahora para ver que V5
es también un toro sohdo separemoslo en ‘gajos’ (en el dibujo se muestra
elcasop=35,¢g= 2)

y reenzamblemoslos de acuerdo a las identificaciones preescritas en el enun-
ciado del teorema, como un gran queso:

=

Todavia tenemos que identificar las partes de V2 que fueron separadas
por la diseccién anterior. Pero esto es precisamente pegar las dos tapas
del queso (con cierto giro) para formar un toro sélido. Ahora una curva
meridional de V5 en el queso se ve como una curva alrededor del perimetro
del queso (paralela a la frontera de cada una de las tapas del queso). En
/1 (antes de identificar las tapas) esta curva consiste de p lineas verticales
igualmente espaciadas, en la frontera del cilindro 22 + y* < 1/4. Como las
dos tapas del cilindro estan identificadas ¢on un giro de 2wg/p, la curva
meridional de V5 es una curva p,¢ en Vi, por lo tanto nuestro espacio de
identificacién es realmente L(p,q). I

Entonces el teorema anterior implica que L(2,1) es D® identificando en

la frontera puntos antipodas, que es.lo mismo que S® identificando antipodas
por lo tanto tenemos que es el espacio proyectivo:

L(2,1) = RP®
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~Esto abarca a todos los espacios lente 1la egenemdos Los unicos
.degenerados son S% y §% x 51, Ensegmd enunciaremos una afirmacién
‘cuya demostracién no se dard.

Afirmacién 3.A.
1) L(p,q) vy L(p,q’) son hom
2) L(p,q) y L(p,q') son del
£gq’ = m? (mod p) para algt

Demostracién: Para 1)~v,

Ahora veremos otra forma de constrtu a 2(p;q) cuya generalizacién

serd de gran utilidad.

Teorema 3.17. Si removemos una vecindad tubular del nudo trivial
de S3, y luego volvamos a pegarla identificando un toro sélido estandar con
la frontera de S menos tal vecindad, de tal forma que un meridiano en el
toro estandar, vaya a un nudo g,p (en la frontera de la vecindad en S$%).
Entonces el espacio que nos queda es precisamente L(p, g).

Demostracién: Por el teorema 3.7 tenemos que S° menos el interior
de un toro sélido estandar 77 (remover una vecindad tubular del nudo tri-
vial), es de nuevo un toro sélido estandar T3, solo que lo que era un meridi-
ano (longitud) en 77 es una longitud (meridiano) en 75, de la misma forma
un nudo ¢,p en 77 es un nudo p,q en T» por lo que nuestro espacio de
identificacién es precisamente la definicién original de L{p, ¢}, demostrando
el teorema. i
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‘Diagramas de Heegaard

Ahora vamos a generalizar la construccién de la seccién anterior. Lla-
maremos Cuerpo con asas de género g al resultado de pegar g asas disjuntas
D?x[-1,1] a una 3—bola B® (algo homeomorfo a D?) de la siguiente forma:
pegamos las partes D? x {1} de las asas a 2g discos disjuntos en B2, de
tal forma que el resultado sea una 3—variedad orientable con frontera. Dos
cuerpos con asas son homeomorfos si y solo si son del mismo género. La
frontera de un cuerpo con asas de género g es una 2—variedad orientable de
género ¢ (en el sentido usual para 2—variedades). Sean H; y Hoy cuerpos -
con asas del mismo género g, y sea h : 0H; — 8Ho un homeomorfismo. " - .
Entonces formemos el espacio de 1dent1ﬁcacmn . -

’ ]\4:3 it

como antes. De nuevo, es faci
orientable. Al trio (Hl,Hz,h) s :
separacién de Heegaard): de gener g par la. variedad ]\4

El género de una 3—va,rledad M les el género mds pequefio-de todos‘
los diagramas de Heegaard que dan lugar a M (salvo homeomorfismo).
Entonces tenemos: : S

‘0 4=>M .93

. género(M) =

1 4::) ]\I es un- espacio lente 05%.x .S'1

Teorema 3.18. Toda'3;Vafiedad cerrada orientable tiene un-dia- - -
grama de Heegaard, y por lo tanto un género bién definido.

Demostraciéon: Daremos un bosquejo geométrico de la demostracion.
Consideremos una triangulacién de la variedad (toda 3— variedad es trian-
gulable, desde luego para el caso de 2—variedades usamos cosas homeomor-
fas a triangulos en R?, en este caso usamos cosas homeomorfas a tetrahedros
o 3-simplejos , 3-simplices). Sea M el I-esqueleto de la triangulacién (for-
mado por los vertices y aristas de los 3-simplejos, esto es las fronteras de
las ‘caras’ de los simplejos). En una segunda subdivisién baricéntrica, sea
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M el 1-esqueleto dual; esto es la unién de todos los nuevos vertices y aris-
tas que no intersectan a Afj.  Sean /Ni'y 'J\ , vecindades s1n1pl1cxa1es de
M y M, con respecto a la subd1v151on Es facﬂ ver que N; y N{ son
3-variedades que se intersectan en una frontera comun, y que su unién es
M. Basta mostrar que N; y-N{-son cuerpos con asas. Para esto, notemos
que Ay es una grdfica, por lo tanto tiene un drbol maximal, esto es un drbol
que contiene a todos los vertices. Por induccién se puede demostrar que la
vecindad simplicial ‘de este drbol es una 3-bola. Poniéndole a la vecindad
simplicial una vecindad de cada uno de los 1-simplejos faltantes de A, es
justamente afadir una asa (1-asa) a esta bola, y después de afiadir todos
ellos, nos queda N;. Como M es orientable, N7 debe ser también orientable,
por lo tanto /V; es un cuerpo con asas. De igual forma N{, demostrando el
teorema. i

cada 3
simplejo
contribuye con

para N, o para N >

Una forma que a veces es de gran utilidad para ver los diagramas de
Heegaard es la siguiente: consideremos los discos Di,D»,...,Dy de H;
correspondientes a los centros D; x {0} de las 1—asas D; x [—1,1] (dado un
cuerpo con asas abstracto, existen muchas formas de elegir esta coleccién).
Entonces cada una de las 1—asas de H, es un collar de sus discos centrales,
¥ tenemos que H; — (collares abiertos de los D;) es una 3—bola. Sea Cj la
frontera de D; y C; = h(C;) la imagen en 8H» de C; bajo el homeomorfismo
h:8H; — OH>. A los C! llamémosles curvas caracteristicas del diagrama.

Por el teorema 3.6 y el comentario anterior, la variedad H; Up Ho
estd determinada (salvo homeomorfismo) por la coleccién de curvas C] U
CyU---UC) en OH>. Mas aun, si otro diagrama N = H; Uy Ha del
mismo género, tiene curvas caracteristicas que pueden ser enviadas sobre
ClUC;U- - -UCY, (en cualquier orden) por un homeomorfismo de H> (no basta
que el homeomorfismo sca de 8H37), entonces M y N son homeomorfas.
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Una consecuencia de esta observacién es que algunos problem de
teoria de 3-var1edades puede reducirse a la teoria de enlac'

Cirugia sobre 3-variedades

Ahora vamos a generalizar las construcciones
variedades; supongamos que tenemos da.dos I

‘a) Una 3-variedad M, pomblement '
b) Un enlace L = Ly U-:- U L, de curvas
interior de M. _ Lo
¢) Vecindades tubula.tes disjin
d) Una curva smlple cerrada»Ji especifice

Entonces podemos const_rmr 1a.3-var1

4'=(M~(NfU---U N,‘i)) Uh (V1

donde los V; sou toros sélidos y & es la unién de los homeomorﬁsmos h; :
8V; — 8N; C M, cada uno de los cuales toma la curva mendlano m; de V;
sobre la curva especifica J;. :

Por las mismas razones que se dieron para cuerpos con asas y espacios
lente, M’ no depende del homeomorfismo h; esto es M’ estd bién definida
por las condiciones a) - d). ‘

La 3-variedad M’ se dice que es el resultado de una cirugia de Dehn
sobre M a lo largo del enlace L con instrucciones de cirugia c¢) y
d). ’

De igual forma que en los espacios lente, solamente basta especificar
la clase de homotopia de las J; en dN;. Ademds, asumiendo el teorema
de unicidad de las vecindades tubulares, la eleccién de c) es irrelevante. El
caso especial mds importante serd M = 5% o R?, y en estos casos las in-
strucciones de cirugia podran ser expresadas simplemente por la asignacién
de un nimero racional r; (posiblemente = oo0) a cada componente L; del
enlace, como se describe a continuacién.
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Veamos cudl es la razén de la importancia de M = $2 (R?). Primero
veamos que en un toro sélido un’ meridiano es una parte intrinseca de él,
esto por que dados dos meridianos existe una isotopia ambiente entre ellos
(ver seccién de nudos en el toro), pero dadas dos longitudes, ciertamente
existe un homeomorfismo en el toro sélido que manda una en la otra, pero
existe una infinidad de clases bajo isotopias ambiente de longitudes.

Consideremos un toro sélido encajado en S%, V' C S®. Sea X la cer-
radura de $3 —V. Asumamos que V estd encajado de forma suficientemente
“bonita’ tal que X es una variedad con frontera 8X = V. Entonces usando
la sucecidn de Mayer-Vietoris de (S3,V, X) tenemos que: ~

‘ (Z i=0,1
R Ao T2

mas aun el meridiano de V representa un generador de H;(X). Ademis
se.puede demostrar que salvo isotopia ambiente existe una nica longitud
que es' homoldgicamente trivial en X. A esta longitud se le llama longitud
preferente. Mas aun salvo isotopia ambiente existe una \nica ‘construccién’
h:S!xD? — V tal que h(S! x {1}) (considere 1 € 3D* C C) es la longitud
prefernte en X. - A esta construccién se le conoce como la construccidn
preferente de un toro sélido en S3 (Para mds detalles vease [BZ)).

Por ejemplo en forma mads sencilla, tenemos que una longitud preferente
de un encaje V C S3, estd caracterizada entre todas las demds longitudes
posibles, por que su nimero de enlace con el ceniro (en nuestro caso el
nudo L; en 8N;) de V debe ser cero (dados dos nudos orientados en S2 su
nimero de enlace es precisamente 1/2 de la funcién W {enlace formado por

los nudos) de la pdgina 13, donde ahora 3 es el conjunto de cruces entre los -

dos nudos).

La longitud preferente, puede no ser la que se ve mas obvia. En los
siguientes dibujos estdn dibujados los meridianos y longitudes, determma—'
dos por construcciones preferentes de distintos encajes V C S3.
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Asf cada componente L; de un enlace orientado L en S® (R®) tiene una
construccién preferente para una vecindad tubular N;, en la cusl su longitud
preferente {; estd orientada de la-misma forma que L;, y el meridiano m;
tiene nimero de enlace +1, con L;.:. Entonces ‘podemos. escnblr la curva
J; en terminos de la base: (su equlva,lent” en: la notacién de la seccién de
nudos en el toro es < a,b >) :

h*(m,-) = [J; r

con la amblguedad de un signo 4= depen klend
Ji. Notemos que b; = ntmero de enlacer en
desaparece si tomamos la razén:

orhb se desee orientar
iy Ji.- La ambigiiedad

r; = bi/a;

Llamaremos a r; el coeficiente de cirugia asociado con la componente
L;. Si a; =0, entonces b; = = + 1, y escribimos r; = co.

La eleccién de una orientacién para L; es también irrelevante para la
definicién de 7;. Sin embargo si cambiamos la orientacién de S® o RZ,
cambian los signos de todos los r;, ya que el nimero de enlace cambia
de signo. Por lo tanto asumirémos que R?® o S° siempre tiene una
orintacién dada, que sera fija, correspondiente con la regla de la mano
derecha, para computar el niimero de enlace.

Asi cualquier enlace L en S% con niimeros racionales asignados a sus
componentes, a los que llamarémos coeficientes, determina una cirugfa, la
cudl da, sin ambigliedad, una 3-variedad cerrada orientada. Uno de los
principales teoremas que vamos a ver es que toda 3-variedad cerrada
orientable se puede construir de esta manera.

En la practica se describe la variedad, dibujando a L con sus coeficientes
de cirugia en sus respectivas componentes. Por ejemplo, sea L el nudo

trivial, entonces el coeficiente de cirugfa » = b/a determina la variedad
(por cirugfa) M3 =~ L(b,a) (recuerde teorema 3.7) un espacio lente, y en
particular

M~8>xS'sir=0

M ~ 83 sir =1, :}:1/2,...:l:1/n...,oo
Un ejemplo de esta construccidén es el que se muestra en el siguiente dibujo,
que por definicién, es equivalente a remover de 3 una vecindad tubular N
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ol 'rlafa pegar, énviand.
la curva que se ‘quiénes son el meridia:
_en 6N S para que’l cerradura de N sea una- construccmn preferent

'

Este es un ejemplo de una esfera homoldgica esto es Hy(M) = 0 (se
demuestra usando la sucesién de Mayer-Vietoris), que no es homeomorfa a
53 (se puede calcular que 71 (M) 5 0). Esta se debe a Poincaré, aunque el
lo describié de otra forma, aqui lo. presentamos por cirugia de Dehn, y lo
llamaremos variedad de Poincaré.

Counsideremos el siguiente ejemplo:

3 /5

Por el comentario anteno > ale
L(3,4) = L(3 1).
Otro eJemplo

a el espacio lente

para este ejemplo recordemos que S% = S34:53%, entonces como en el enlace
se pueden separar sus dos componentes por una 2-esfera (bicollar), tenemos
que la variedad representada por el diagrama de arriba es homeomorfa a la
suma conexa de dos copias de:
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esto es M = S2 x S14S52 x S,

Esto desde luego se puede hacer en general. Si alguna 2-esfera separa
las componentes de un enlace en S2, entonces la cirugfa sobre el enlace,
da una 3-variedad que es homeomorfa, a la suma conexa de las variedades
resultantes, de la cirugia sobre los.dos subenlaces.

Es facil demostrar que una variedad de cirugia determinada por un
enlace L = Ly U---UL, en S con coeficientes »y,...r,, permanece sin
cambios cuando borramos todas las componentes de 'L que tienen coeficiente
Veamos mds ejemplos de cirugias:

‘Recordando que S menos el interior de un toro sélido estandar N
(vecindad tubular de un nudo trivial por ejemplo), nos da un toro sélido
estandar M, y si @ C ON es una longitud (meridiano) entonces a C M es
un meridiano (longitud), por lo tanto nos queda:

el espacio” X" complemento de una vecindad tubular del enlace en S®, es
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homeéomorfo a ! x §1 x I sea h: S! x §! x'I — X tal que:

- h(§! x * x 0) = meridiano de la primera componente

~A(S! x % x 1) = longitud de la segunda componente

* h(*x S! x 0) = longitud de la primera componente

h(* x S! x 1) = meridiano de la segunda componente.

Entonces ambas curvas de cirugia son < 1,1 > en las coordenadas corre-
spondientes de H;(X ) Z @ Z. Consideremos un homeomorfismo g de
81 x St x I sobre él mismo, que mande a < 1,1 > en la curva < 0 1>y por %

ejemplo eligase uno con matm homologa

Considerando el homeo_morﬁsm g

enemos que la variedad porcirigia
tiene la descripcidn: o

o geometricamente:
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Aqui nos ﬁ_]ar‘ mos e el Complement' de' L. 'endo este un toro sohdo ,
‘ en segulda se- muestra S

- complemenio de L

Veamos como modifica esto a Lo

complemento de L, - giro

por lo tant;griylg;)’s vq'uedé:;:_

describiendo la misma variedad, asi la variedad de cirugia de este ejemplo
es precisamente la variedad de Poincaré. A continuacién generalizamos este
“truco. o

Supongamos que tenemos un enlace L = L; U---U L, con coeficientes
de cirugia 71,...7, y que L) es trivial. Entonces el complemento de una
vecindad tubular de L; es un toro sélido, que modicaremos por un giro
meridional. Esto alterara el enlace de la siguiente forma:

Sea D un disco con frontera L, y tal que las otras componentes pasan
a través de €l en segmentos de linea (por facilidad asumiremos que D .es
redondo y plano). Entonces los segmentos de linea son reemplazados por
una hélice (al efectuar el giro meridional) que se enrrola en el sentido de la
mano derecha:
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‘El'nuevo enlace I’ = Ly UL, U .- U L!, nos da la misma variedad por
cirugia, siempre y cuando pongamos atencidén a la revisién de los correspon-
dientes coeficientes de cirugfa. Primero consideremos a r; = b1/a,. El giro
manda una longitud en una longitud y un meridiano en un meridiano +-
una longitud. Entonces el nuevo coeﬁciemf,e es .

B 1»'
Tl —b1/(a1+b1) = 1+1/71

Los coeficientes de cirugia de las otra.s-_componentes cambian de forma dis-
tinta. Por ejemplo consideremos un meridiano en la frontera de una vecin-
dad tubular de otra componente, digamos de L,. Su imagen bajo este
homeomorfismo es de nuevo un meridiano. Una longitud, sin embargo, si
cambia aumentando sus componentes meridionales dependiendo de cuantas
veces es torcida.

‘ho zontalmente y 0
'd]I‘GCC]Oll hacm :

Para calcular
sea u_el mimero de ‘pedaz




arriba y d el nimero qu'é pasa hacia abajo. Si A2 es una longitud de Lo,
deseamos calcular el nimero:de enlace’'de A5 con' Lj." Si asignamos +1 y
—1 alos cruces del tipo L : espectlvamente (L como en el polinomio
de Alexander-Conway cap:.:1); entonces tenemos. que cada.pedazo de A}
dirigido hacia arriba contribuye con u— d rmentras cada uno de los pedazos
dirigidos hacia aba.Jo contribuye con' ‘

= (bo + as (L'k(A
= (N, L)
=7+ (ek(f;z!;‘Li))')z |

similarmente r3, etc. ~ )
De manera més general, después de aphcar t giros en sentido de la mano
derecha en la componente desanudada L; de un enlace L tenemos que los
coeficientes de cirugia cambian segin las formulas (aqui serd t < 0 para
giros en el sentido de la mano izquierda):

S Y 1
para la componente de giro tenemos que: 75 = 577

para las otras: 7 = r; + t(Ck(L;, Lj))>.



‘Ahora daremos un ejemplo de esto, aprovechando también para mostrar
otro truco importante. Recordemos que una variedad por cirugia deter-
minada por un enlace con coeficientes, también queda determinada por el
mismo enlace pero quitandole las componentes con coeficiente co. De igual
manera tendremos la misma variedad si afiadimos una componente con co-
eficiente co. Mas atin en el siguiente ejemplo mostraremos que la cirugia
sobre un nudo (primo) puede darnos una variedad que es una suma conexa
no trivial. '

Ejemplo:

- Loep i L an



Para conchur este capltulo demostra;emos el eorema fundamental de :

dad anular de

ela-eleccién
de la orientacién, ambas son perrmtldas y una es:lainver a de la ot1a.

Teorema 3.19. Sea M2 una 2-variedad cerrada orlentable de genero g.
Entonces todo homeomorfismo que preserve la orientacién de M es isotépico
a un producto (finito) de homeomorfismos de ‘giro’ a lo largo de las 3g — 1
curvas que a continuacién se dibujan. '

‘ ‘ ova

Demostracién: Ver [L]. I
Una consecuencia de este teorema es el siguiente lema.

Lema 3.20. Supongamos que H y H' son cuerpos con asas del mismo
género y sea f : 0H — OH' un homeomorfismo. Entonces existen toros
sélidos disjuntos V1,...,V,. en H y \/] y--, V! en H' tales qu(, f se extiende
a un homeomorfismo f H — (V2 U---UV?) = H' — (V' U---U V).



Demostracién: Como H y H' son homeomorfos, podemos asumir que
H = H'. Ademds podemos asumir que f : §H — QH' preserva orientacién.
Ahora cualquier homeomorfismo que es isotdpico a la identidad, facilmente
se extiende a un homeomorfismo de todo H sobre él mismo, moviendo
solamente un collar de la frontera. Asf por el teorema anterior, nesecitamos
considerar unicamente el caso f = 7.--- 727, una composicién de giros a
lo largo de algunas o de todas las 3g — 1 curvas candnicas. Ahora 7, esla
identidad fuera de una vecindad A de su curva de giro en 0 H. Consideremos
el tunel excavado en H justamente debajo de este anillo (dentro de un collar

de 6H):

curva. 3H

Este tunel es un toro sélido, lamémosle V;. La regién entre V; y A es una
copia de A x I, la cual puede ser girada por 71 x id. Entonces 7, puede ser
extendida por este mapeo, junto con la identidad en lo demdés de H — V.
Llamemos a esta extensién 71 : H — V}° — H — V. Similarmente 7, puede
extenderse a un homeomorfismo 7, : H-VyY — H—Vy. Excavando un poco
mas profundo que antes, si es nesesario, se puede prevenir que V5 se tope
con V4 y por lo tanto tener que 7 seca la identidad en V5. Inductivamente
definamos de esta manera una coleccién dé toros sélidos disjuntos (tdneles)
Vi,..., Vy y extensiones 7; : H—V,? — H -V de tal forma que 7; deja fijo a
V; cuando i < j. Definamos f = 7, .- - # 7 restringidaa H— (1°U---UV,?).
Los toros sélidos que debemos remover para obtener el rango de f son
V!=V,yV/=m7--1:1(V;) para i < r, entonces

fiH-(PU--—-UV) = H—(VU---UV)

es la extensién de f deseada. il



Teorema 3.21 (Tcorcma fundamental); Toda 31 vanedad .M 3 cerrada., _
orientable y conexa, se puede obtene por. sobre un enlace en S3.
Ademds, siempre podemos encontrar una tal representacién de cirugia enla.
cual los coeficientes de cirugia son:to p ‘nentes 1nd1v1dua1es »
del enlace estdn desanudadas. ’

Demostracién: Dada una 3-variedad A

‘cerrada, orientable y conexa
uno puede elegir descomposiciones'd

eegaard del mismo género:

5% = H{ Ugr H‘.IZ

Donde g : 0H; — OHz y g’ : 6H; — OHj; son homeomorfismos que iden-
tifican a los cuerpos con asas. Como todos los cuerpos con asas de un género
dado son homeomorfos, con51deremos cualquler homeomorfismo h : Hy —
H}. Por el lema anterior, el homeomorfismo (') ~1hg : H; — OH} se ex-:
tiende a un homeomorfismo de H; —(VU- - -UV,?) sobre Hj — (V{°U- - -UV;®);

donde los V;y VY son toros sohdos. Esto se.extiende a un homeomorﬁsmo L

h:Ss—(Vl —(V’U---UV’)
Por la prueba del lema antenor vemos que h manda 8V; a 8V y que la

preimagen de un 1ner1d1a.no de’ V /esun meridiano + una longxtud de V;.

En otras palabras, M ‘es el resul’cado de una #1 cirugia en S® sobre los

toros sélidos V4,...,V,, si los 7; son distintos, pero si no lo fueran, esto es

usamos dos o mas veces una misma curva canénica, entonces nos estaria

aumentando el nimero de longitudes, para evitar esto en lugar de usar la

misma curva basta usar una distinta moviendola tantito isotépicamente, de

tal forma que sus vecindades de las cuales las 7 son la identidad, no se

intersecten, quedando demostrado el teorema. |

Entonces toda 3-variedad cerrada y orientable se puede construir por
cirugia sobre un enlace con coeficientes £1 y tal que todas sus componentes
son triviales. Esto es de gran importancia para la construccién del invariante
de Witten (capitulo 5), sin embargo pediremos menos, esto es, nos bastara
con que los coeficientes sean enteros, y el hecho de que cada componente sea
trivial tampoco es necesario pero reducird los cdlculos en forma importante.

Dada una 3-variedad es dificil dar en forma explicita su representacién
como en el teorema anterior. Nosotros daremos representaciones suficientes
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(parrafo anterlor) para el calculo del invariante de los ejemplos 'que dar“‘ mos H
que son los espacios lente v la val :

enteros aj,...,a, tales que’

Y ademds la 51gu1ent
lente L(p, q) ~

onces existen en-

con0'<p <dq <p <
con 0 < p{m) < g(m= vl
que una de lasp o ¢ se







Teorema 3.23. La sigui
de Poincaré: i

Demostracién: -




Capitulo 4

Polinomios de Cheby;‘sjhe,.

Dado un ent
gunda clase, reno
por:

Demostracién:

1) Por induccidn sobre n. Sg y S; claramente son mdénicos, con coe-
ficientes enteros, y de grados 0 y 1 respectivamente. Supongamos que Sj
es moénico con coeficientes enteros y de grado &, para todo k£ < n — 1, en-
tonces de: Sy(z) = 2S,-1(2) — Sn—2(2), se sigue que S,(2) es ménico con
coeficientes enteros y de grado n.

-0 ESTA TESIS MO DpE
SHIR BE L4 BlBLIOTEGH






por lo “itén»tg:'
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("3%). M

2

pues (;"41

- Esta formula la abreviaremos como:

Sulw) = 37 Sy pat

=
Donde Snk :;EQ'Isi'k)'f ny ‘S1’1,n = 1 :



. Ahora deﬁnamos a A
y hac1endo t =42 tenemos

usando 3) del teorema 4.1 -

. 'Pai'a cada n <
"y definamos f,

Teorema 4.2. f,~ 1,,1 é
de Vi, generada por los. e, .e

Demostracién: Lo ha.remo
se cumple Ahora supongamos qu
quen+1 <m-—1y A1l
estdn definidas. Ahora tenem

fn+1 - 1m (fn (An/
= (fn— lm) -

Corolario 4.3. f, conmuta

Demostracién: Es mmedxata de
los es {capitulo 2). |l :

Particular importancia tendra el el

Lema 4.4. Supongamos que
n<m=1, A1Ag Ay # O.‘ ‘Entonce
(1n) f2=fa =
(2,) eifn = 0 para toda i<in
(32) (€nt1fn)? = (Ar{f;/A__

: que I'par'a algtn



Demostracmn Es ’clar
ductivamente supongam
‘quen+:1 <m—1yA1
' ,’deﬁmdas

) G ngamos
fn+1 estan

En lal,"‘s‘g_gupgia Jgualdad ilsamos '(én'), ahora'xpai‘a" terminar con ('2',,.,.1)‘

6n+1fn+1 = €n+1(fn — (An/An+1)fnen+1fn)

= en+1fn - (A11/An+l)(en+1fn)
=0

. Aqui-usamos (3,,).7-- :
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Aqui usamos la definicié

-Corolario 4.5 C\‘_ov:n.
(1) fnei= 0 para toda i
: (2n) ('fnen+1)2 = (An+1/A

Demostracién: Es anilo

n)f




‘ Ahora si ';’D es un dla,grama de ovillo en el cuadro, con m puntos de
- cada; Iado D répresenta un elemento [D] de V;,. Entonces definimos tr[D]
i como el polinomio de Kauffman evaluado en el valor de A
omplejos, del diagrama de enlace formado por D al unir los

zquierda del cuadro, con sus correspondientes en la derecha

‘como uno.
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_Lleb”: pueden ‘eje-
cutarse’ con cualquler superﬁc1e (con o' in pu a frontera especificos)
en lugar del cuadro. Sea R el espacio vectorial- complejo de diagramas de
enlaces de curvas cerradas en un ‘anidllo (un- c1hndro) ‘médulo las mismas
relaciones de V;,, solo que ahora (?):se reﬁere solo a componentes sin cruces,
que son nul-homotdpicas en el anillo. El proceso de formar un anillo a par-
tir de dos, identificando:una componente de la frontera de uno, con una
componente-de la‘frontera del otro (pega.ndo los c11mdros para hacer otro),
mduce un producto en &, por e_]emplo > N

e

~_ G

Notemos que en R diagramas regularmente isotépicos (movimientos del
tipo 2 y 3) representan el mismo elemento. Asi no es dificil ver que R es un
algebra conmutativa. Sea a € R representada por el diagrama que consiste,
precisamente de una curva cerrada simple sin cruces que es ‘concéntrica’
al anillo. Entonces o™ se representa por m curvas ‘paralelas’ sin cruces
‘concéntricas’ al anillo, entonces ® es el dlgebra polinomial Cla].

Consideremos ahora la operacién de insertar un diagrama D de ovillo
que represente un elemento de V,,,, dentro del anillo, donde los puntos fron-
tera del cuadro se unen por m arcos paralelos, alrededor del anillo (ver
dibujo). Esto induce un mapeo lineal bién definido:

O:71, - R
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‘ Notemos que @(1 v .,‘v que G) no es un rnorfismo de ‘élgebras.

Supongamos ‘que D dlagrama (plano) de un- enlace de n compo-
, s el encaje en 5° (R®) de n copias disjuntas de S y D
estd en’ 52 (RZ)) ‘Consideremos vecindades ‘tubulareés de cada una de las
‘componentes, ‘que las podemos considerar. como 7 anillos encajados en el

plano, con informacién de cruces:‘arriba’/ ‘aba‘]o‘ inducida por los cruces de
D. : S

—) - G

Consideremos la operacién, de tomar n diagramas de enlaces en n ani-
llos ‘estandar, y luego ‘insertar’alos amillos estandar en los anillos definidos
por D (péarrafo anterior), obedeciendo las instrucciones de cruces inducidas
por D en la forma obvia:

Ivas no. es necesaria

para’ est




Ahora definamos én € ?R por an
Chebyshev, evaluado en el algebra. ;
Pk>o Snkaf (teorema 4. 1)

Proposicién 4.6. {¢o,¢1,
bases para el mismo subespacio de’ ?R
triangular con unos en su d1agonal ‘

Demostracién: Las os por construccmn son base de un subespacio
de R, ahora S,(a) por el teorema 4.1-es un polinomio ménico de grado n.
Usando esto vemos que la matriz de cambio de base es triangular de n x n,
abajo de la diagonal tiene solo ceros, y la diagonal tiene puros unos (por
ser ménicos los polinomios), porlo tanto es invertible. Por ejemplo:

$o'= ag (representado en R por el anillo sin curvas)

Pr=a
¢o = Qz
Bs=0a —
¢4 =at.
entonces

demostrando la proposicién. [l
La base {¢o, ¢1, @2, ...} nos serd bastqntegﬁtil par‘a' nuestros propésitos

posteriores. -

Teorema 4.7. Supongamos que‘Aj:Ao _1 ;é 0 Entonces fm=1
estd definida; denotemos f;,—1 por f("') Entonces

Gm = em(f“"
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Demostracién: Prlmero vea
O(yx). Esto se sigue del truco de qu
diagrama que representa a y, da 1do
la izquierda del diagrama que.réep

Para la demostracmn u

eo(f(o)) = a9 '--; ¢0
cuadro sin puntos especificos
f ) = Jo = 11 € Vl)
toda E<m — 1 ‘enton

(mev’o)_;\;@r:; '1(',’(*?—1‘))»&

Esto por que por el teorema 4.2, al expresar fn,_s como combinacién
lineal de la base (en Vj,) en todos los bésicos que no tienen coeficiente
cero, el punto m de la derecha se une con el punto m de la izquierda,
entonces en todos los sumandos de ©,,(fm-2) la recta que une a estos
puntos se ‘convierte’ en una curva cerrada que rodea todo el anillo (desde
luego f(""l) € Vmm—1). He aqui la razén del cambio de notacién, fm—#
puede denotar (siendo un diagrama distinto en cada caso) un. elemento de
Vim 0 uno de Vi, pero f(¥) siempre estard en Vk)

Ahora el segundo término de (1) es:

@m(frn—°em lfm—") = G)m(em lfn
d lp'r'

Para esto usamos la observac
el lema 4, 4 Pero

Om(em -—lfm







EnténéeS":si en (1

(3),";;ﬁe1:jeiri(')"s qjie;

= 2y(Sm()) RN |



Capitulo

Un invariante para 3-variedades

En este capitulo mostraremos y calcularemos para casos especiales, un
invariante para 3-variedades cerradas y orientables, este es la reformulacién
que dio Lickorish al invariante de Witten.

. "8i L es un enlace orientado en S° representado por el diagrama D,
recordemos que W (D) es la suma de los signos(%1) de los cruces. En el
fcapxtulo 3 vimos que toda 3-variedad M3 se puede obtener de S° por cirugfa
‘de un enlace (no orientado) con coeficientes +1, sin embargo nos bastard
‘'que estos sean enteros. A estos enlaces los denotaremos por (L, f) (enlace
‘marcado’) donde a cada componente Ls le asignamos el coeficiente entero

f(s).

Definicién: Dado un diagrama D en R? U oo, se dira que representa a
(L, f) si D es un diagrama para L en el sentido usual, y si denotamos por
D, a la parte de D que le corresponde a Lg, se tiene que W (Ds) = f(s)
para cada s. (Notemos que W (Ds) no depende de la orientacién de D).

Asi cuando D represente a L, para cada componente, la suma de los
signos de los cruces serd el coeficiente. de cirugia. Desde luego cualquier
~ diagrama para L puede ser modlﬁcado, ‘insertando pequefios rizos en sus
componentes, para representara (L, f). =




Entre los enlaces (L f) y:(L f') en: S? existe una sot‘,opla amblente, sr

dos por los diagramas
(L Ay L, f)ensS*
" RZUoo. o

Demostracmn' El regreso de la doble 1mp11cac1on es: 1nmed1ato de-
mostraremos solo la otra implicacion. :

Si existe una isotopia ambiente entre (L, f) y (T, f’) en S® entonces
por definicién existe una isotopia ambiente entre L y L’ en S3 que fija los
coeficientes de las componentes correspondientes. Entonces por el Teorema
1.1 hay una sucesién finita de movimientos de Reidemeister y sus inversos,
tales que mandan a D en D’y fijan los coeficientes, esto es W(D;) = W(D}).
Queremos demostrar, que de hecho bastan movimientos del tipo dos y tres
de Reidemeister y sus inversos para llevar a D en D’ (recordemos que W(D)
es invariante bajo estos movimientos).

Supongamos que la sucesién de movimientos tiene n elementos, en-
tonces consideremos a D en 5% x {0} y a D’ en S x {n} y en 52 x {i} con
1 < n consideremos a D despues de aplicarle los primeros 7 movimientos.

Ahora vamos a dar una isotopia regular entre D+ rizos y D’'. Cuando
en un nivel de §? x {1,2,...,n} de la isotopfa anterior introduzcamos un
rizo (primer movimiento) hagdmoslo tambien en los niveles anteriores, in-
cluyendo el nivel cero. Si en un nivel hay que eliminar un rizo (inverso del
primer movimiento) procedemos como en la siguiente figura:

i — . (]
{ \\ \\;\ _:/ / / Ry
e Y () — ~—
~ : . \, . .
isortopia \ Lsotopia
— \\._ . S~ reguelar > regular
Hzo por eliminar ponernos orro rizoy lo : S—

oajarnos a los rm'clcs
inferiores : .

De esta manera obtenemos. la ‘isotopia regular entre D + rizos y D',
Podemos asumir que todos-los-rizos afiadidos a D estan en un subarco de. -
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D, que no conmene‘ unt:os d bles (cruces), entonces tenemos algo que se ve
como: : z :

El dibujo anterior, contiene los cuatro posibles tipos de rizos que pueden
darse. Asi podemos distinguir en rizos que estan por ‘arriba’y por ‘abajo’
del subarco. Sea a4 el nimero de rizos que estan arriba y que contribuyen
con +1, a_ el niumero de rizos que estan abajo y que contribuyen con —1,
analogamente by y b_ para los que estan abajo. Entonces como por hipote-
sis W(D) = W(D') y hay una isotopia regular entre D+rizos y D’ tenemos
que

ay + by =a_ +b-

Ahora supongamos que hay el rmsmo numero de nzos arnba. y abajo en-
tonces tendriamos que : . : '

las dos ecuaciones anteriores implican:que*
-a+=b_’ y a‘_=b+

pero esto implica que todos los rizos se pueden cancelar por movimientos
del tipo 2, como se muestra en el dibujo de la pagina anterior. Por lo tanto
para demostrar la proposicién basta que via una isotopia regular forcemos
a que halla el mismo niimero de rizos arriba y abajo, sin cambiar a W (D).
Para esto supongamos que hay mas rizos abajo que arriba (la demostracién
del otro caso es similar), entonces tenemos que

O0<bp+b_.—ay—a_
y sabemos que

ay +by =a_+b_ . que: Zmplwa obptbe—ayp —as=2(bn = ay)




.pero e

,'Esto s tenemos que aumentar. el niimero de rizos arriba en una cantidad
par v1a una, 1sotop1a regular y por lo tanto que no contribuyan a W (D),
lo podemos ‘hacer de la siguiente forma, en donde usamos una
genera,hzacmn del movimiento 2, en el cual se involucran movimientos del
‘tipo+2: y‘3 LEh '

Quédando;'glemosﬁradé. la proposicién. il
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Entonces el polinomio de Kauffman de un diagrama que represente
(L, f) es un invariante bajo isotopias ambiente de los enlaces (‘marcados’)
(L,f). Si al enlace (L, f) se le asigna una orientacién, los nimeros de
enlace entre pares de las componentes forman una matriz simétrica, en la
cual f(s) se considera como el ndmero de enlace de L(s) con ella misma.
La signatura y nulidad de esta matriz son independientes de la eleccién de
las orientaciones. El siguiente teorema nos da un invariante en los nimeros
complejos para 3-variedades. Pero antes definamos los siguientes diagramas:
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polinomio) que A;Ag---
bien definidas.

respondiendo a A existe un' tnico’ élemeuto
generado por {a®, a,...,a" "%} tal que

P p1,1)(a, )=‘§Ut_ )

como funciones de R en C (los ndmeros complejos) Suponga.mos que la 3-
variedad A4 es obtenida por cirugia sobre el enlace (L :f)-de n. componentes,
que es representado por el diagrama plano: D, y seda gy vla sxgnatura yla
nulidad de la matriz de enlace de (L, f) (con los coe c1entes de cirugia en
la diagonal). Entonces el ntimero complejo .

‘. . - u -

(Pu(-1 )(a))

I s
(I)D(av
es un invariante de A4.

La demostracién del teorema serd en partes, demostrando varios lemas.
El Teorema de Kirby describe como los enlaces con coeficientes estdn rela-
cionados si describen (via cirugia) la misma 3-variedad. Ese teorema ahora
refinado por Fenn y Rourke, puede ser interpretado por medio de diagra-
mas. Y establece que enlaces marcados con coeficientes corresponden a la
misma 3-variedad si y sélo si cualesquiera diagramas que los representan,
estan relacionados por una isotopia regular y por la relacién de equivalencia
generada por dos tipos de ‘movimientos’(movimientos de Kirby).

Movimientos de Kirby:

1) En este primer movimiento el diagrama D estd relacionado con D’
donde D’ se obtiene de D insertando una componente desanudada extra
Dy, con W(D; ) =1,y aiadiendo un ‘gird positivo’ (un rizo) en aquel-
las cuerdas (componentes) que son enlazadas por esta componente como se
muestra en el siguiente dibujo:
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: 2) En"'eli;ségﬁnd:o:ti
D" es D junto con una:component,
de D con W(D/l,4)

Ahora enunciarémos un teorema bastante importante pero desgraci-
adamente no lo probaremos ya que su demostracién es bastante larga y
complicada.

Teorema 5.3. Consideremos dos enlaces (L, f) y (L', f'). Entonces
las variedades por cirugia correspondientes son homeomorfas si y sélo si uno
se puede ‘llevar’ al otro por medio de una isotopia regular y una sucecién
finita de movimientos de kirby.

Demostracién: Ver [Ki] o [F, R].

Empleando este resultado, un invariante para 3-variedades puede estar
dado por una cantidad asociada a diagramas de enlaces en S? que es un
inavriante bajo isotopias regulares y bajo los dos tipos de movimientos antes
descritos.
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Lerna 5. 4. Supongamos que dada Aunaraiz pnrmtuva 4r-ésima de la

unidad e}qste un tnico elemento a. € R [ ta en‘el espac1o generado por
{a a, a2, ..., "2} tal que: R

-es un mvarlante para 3-

Demostracion: ‘Por el teorema.'5 3 basta. demostrar que es un. inva-
riante bajo los dos movmuentos de Kirby. Esto essi Dy D' estdn en la
misma clase deﬁmda por los movnmentos de Klrby entonces:

v - . 2 B o’ iu —n!

(Pu-py(a)) = a -(QW;UWD 2 ¢D&aap-qal
Si aph'cambé o

factor no se: altera al au.

ponentes, por'lo :

"@b@u

0 mov1m1ento el exponente del pmmer
ntar en’uno: ambos s1gnat;ura y numero de com- -

,@:@d@m@gf

Usando el he es multilineal téhémdé qu
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12 Movimiento:

" Sea + el enlace que se obtiene a partir de D pero en lugar de la primera
componente consideramos su ‘cable’ de j; copias, en lugar de la segunda
componente consideramos su cable de j» copias, asi sucesivamente hasta la

n-éSima Componente:
(_j I'i

Dy Ji

Ahora consideremos el elemento 7/ € R:

entonces por hipétesis tenemos que':v
@u(v') = ®ra,a(e, ")
pero es facil ver que:

B p(alt, o, . ..,aj'f) =dy(vY)
=B ya,1(a,7)
= @D:(a,aj‘_,ajiz,-. o ,Cllfj") .
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2do Movimiento:

Es exactamente igual, solo que vy o4 déBén ser:

Asi que el teorema 5.2 quedard demostrado si se demuestra que la
hipétesis del lema anterior es siempre cierta, esto es que siempre se puede
encontrar a tal que:

®rane )=2u( )

Demostraremos esto con una serie de cuatro lemas. Primero recordemos
que V,,, como espacio vectorial tiene una base natural que consiste en los
diagramas en el cuadro (con los 2m puntos dados en la frontera) que no
tienen cruces ni componentes cerradas. Para cada z € V,,, sea 1} (z) el
coeficiente de 1,, en la expansién de & como suma lineal de estos elementos
bésicos. Desde luego, cada elemento bésico distinto de 1,, es un producto
no vacio de los e}s. Entonces el siguiente resultado es claro.

Lema 5.5. Si 2 € Vi, entonces f(™a = zf(™) = (17, (z)) f(™.

Demostracién: Consideremos la expresién de x como suma lineal de
elementos bésicos. De la observacién anterior, del lema 4.4 y el corolario
4.5, tenemos que en ambas multiplicaciones f(™z y 2 (™), el unico fac-
tor que no se anula en cada producto es f(™)(1%,(2))1m ¥ (1%,(2))1m fC)
respectivamente, por lo tanto:

fMz = f(15,(2)1m = (@) = (15, (@)1 0 = 2 f™
Esto significa que f(™z es un ‘multiplo escalar’ de f(™) para cualquier

Expresar un elemento x de V,, como suma lineal de elementos de la
base natural es, en general, no tan sencillo. Sin embargo encontrar 1}, (z)
es un trabajo un poco mas ficil.
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- Consideremos los siguientes elementos c

Lema 5.6. Sean
los diagramas anterlo

L 6) 13, (zm)——-(.,
(@) 1 ((em)) =

Demostracm

spondientes a-

Entonces -

»ni- 1

)

1* (ém)— 4‘”/’2-!).2';;:?
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asf que 1%, (zm) = (—A)A*™=D1* _ (z;,-1), por que para el calculo de
1}, no es necesaria la consideracién de. los ‘diagramas que no tiene un
arco que conecte el lado izquierdo con el derecho del cuadro, por lo tanto -
los' sumandos correspondientes a (1. — A~*) los desechamos. Esta sim=~
ple férmula de recurrencia que empieza con 13(z0) = 1, da 1; (zm) =
(- )3’".4"((’”‘1)'*‘(’"‘2)"‘ "‘1) ¥ usando 1a'~formula n+(n— 1) Fotl=
ﬁgﬂi}l tenemos que : :

Tintem) =

(i3) c':‘onsrideré»r"nor

K= T ) = (I=AD 5\ + 47

=(7-4%).42|m-2 q_ +(I-A")(1-4")

Ahora claramente 1}, es cero en el diagrama de en medio en los tres diagra-
mas de la ultima linea de la figura, ya que expansiones posteriores nunca
tendrdn diagramas con m arcos que conecten el lado izquierdo con el dere-
cho del cuadro. Ahora repitiendo la ultima expansién m — 2 veces en el
primer termino de la ultima linea tenemos una relacién de recurrencia:

171 an') = (1 - A4)(4 )777 -1 +A‘ -1777 l(mTﬂ—])
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Usando "‘l.:ifl‘gu'zva.lciafd

neal de los elementos bésicos
e los factores Zm, y por lo tanto
unicamente el termmo 1 u1r al tenmno 1m en (a,m)’ :

por lo tanto:

Con la a)-'llda__de;:_c_e_gt; pﬁédéx_i’..e_mpezar..i:.Recbrdhémfo.
los diagramas de H(1;1) ( tc.:(ver pagina 97). R

Lema 5.7. .
(A2 - A"z)‘I’H(l,l)(@Si,‘f’j) =A

Supongamos que el nimero complejo (no cero) A es elegido de tal forma
que AjAq - Apaagiyy # 0 asf que f() y f(9) estdn definidos. Entonces
por el teorema 4.7, el siguiente dibujo y los dos lemas anteriores tenemos
que:

P42 425 AAAFDGH) 420G,



: Ahora‘otra'_vez por el lema anterior, teorema 4.7, corolario 4.8, teorema
4.1 (3), la definicién de los ¢;’s y el siguiente dibujo tenemos que:

I
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: @H(O,o)(?ﬁi,¢j) = @H(O,O)(eif.(i);sj(Q))"’
: - Zsj.k‘ﬁfl(d,O)(eif(j)}
2 N
= Z Sj,kQU(ei(éf

k>0 ~

AT?C‘H))@W r

1) L A=2(H1)(HD)
D) . A5

— AT26+D)

~AZ + A2

entonces

YD) L g=20+DGHD)
A2 A2

& s e 2 A%
H(0,0)(‘bu ¢J) = ( ) - o

Asi de ambos desarrollos (el de & H(i,ij ¥y el dé ®7(0,0y) obtenemos que:
(A% — A™)®p1,1)(bir 65) = Ai%z"”’*“(A"'("“)(j“) — AT2HDGHD)

107



En todo loc que sxgue supondre’ os que A es una raiz nrmt1va. 41 esxma.;':
de la. umdad : : : . sy

Lema 5.8, Sea 'a

Entonces ® y(1,1)(a, )= ®y(
Demostracion:

Usando que @ es multilineal basta. demo‘str'a.:ii'qﬁ'é‘:paia"'i;oda J tene_mds_que: i

Para demostrar esto primero veamos que para tod‘d j,£ EZ ténemos que:

4r
Z(AZJIc A—”Jk)(AZkE A—2k£)AJ +ls:2-i-£2 —
k=1 g
4ar ST B ’ " R
= ZA—ﬁjE(A(k+j+€)’ 4 A(k-(j+e))2) _ AZJ'E(A_(’@+.7'—‘5)Q + A(k—(j-f))z) —
k=1 iR . S
‘ . Car . . ‘
— 2(A—2_1£ AZJE) ZAk » (1)
. k=1 o o
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sumas y usando el hecho de

de: las sumas

Ahora por
e

S g
Cok=l o

Usando que 4*63("’""‘) = AT2Bk A(°"k)2+35+“2' A’”2 1 y‘ que A
—~1 (entonces lo que esta en paréntesis del 2r- esxmo y del r-esnno términos
'de la Ultima suma son cero) tenemos que

2r

Sl )
Z(lo mzsmo)—ZZ mismo —42(10 mismo) (2)

k=1

Entonces si consideramos la ecuaciones (1) y (2) tenemos que:
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entonces

k=0
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Crliué»ﬁnalmle'nt‘év::d R

ZML‘I’uu)(f/"A)

Ahora usando las propiedades de conjugacion ¥ recordando_que cuando
|Al =1 entonces para cualquier polinomio P tenemos que P(4) = P(A™")
y ademads recordando la relacién de la férmula del polinomio de Kauffman
al cambiar un cruce (paginas 14 y 15) y que las ¢; se pueden expresar como
suma lineal de las o’ resulta que

=2

Zﬂk‘I’U(—z)(@-) =

k=0

B B TN



~ NOTA: Para nuestros célcul
ezr. Entonces tenemos la siguien osicién.

:

aremos la raiz natural primitivad =

i’roposicién 5.10. G(A4) =3 ‘i;l Pr 2(1 +14)y/r donde A = edt.

Demostracién: Recordemos que si ¢ es una funcién suave excepto
por discontinuidades remowibles, entonces sus Series de Fourier converge
puntualmente al punto medio de la discontinuidad (véase Courant: Andlisis
Matemadtico I). En particular, si ¢ es una funcién que es diferenciable con

continuidad en el intervalo [0, 1], entonces

p(0) + (1) _

donde ¢, es el m-ésimo coeficiente dé Fourier:

o

/ p(z)e 2mime gy
(RS IE SR DN

v la suma se toma sobre todos los enteros m.
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ca.lcular la suma
ey L [\,2

0. - A

,1er’tenemos que ‘si

asf nuestra ultima expresién’queda como::

: ~mibm? b 2xi m‘ 2
L= E e 2 eT(‘T— 2 ) da
. - Jo ,

lm wllmz

Sim es pa.r entonces e~ = 1. Si m es impar entonces e
Separarémos la suma en dos, m pares y m impares. Con algunos célculos

=3,
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esi 0 < a < f3, entonces

La integral I, convei,rge;ﬁen"v |
] 1do por partes se puede

cambiando variables, 1. =
mostrar que :

p_c—;quenas;;'vFina;lme'n'te sea. -

: / 0 dy = Vb / T gy = VT (% % %)

donde I, es la integral que se obtiene de sustituir b por 1 en la ecuacién ().
El valor de I; se obtiene de sustituir b por 1 en la ecuacién (*%), la suma
claramente se hace 1. por lo-tanto tenemos que

1= (14O I =1/(1+i71)

Si en la ecuacién (##) sustituimos I; nos da




Y por tltimo si sustituimos b p 41‘0btenemos que S

_om. | i

Demostracién: Es mm? : '55‘ )y « del hecho;d 3 que

reduce a —i. i}

n > Por el ejemplo en la pdgina
57 en el capitulo 3, se tiene que S° se’ representa por el enlace U(1). Asi su
matriz de enlace es (1), lueg_ 1,v'=0yn= 1. Entonces usando la
'segunda ecuacién de la demostracmn del lema 5 9 tenemos que:

Ahora calculemos el ‘i

Im;(s3) = (‘I’U( 1)(‘1)) ‘I’U(l)(a) =1

A contmuacmn Veremos alguuos ejemplos no tnvmles, pero para esto
defindmos primero algunos dlagramas B :

Definicidn: Hn(al,az,... . 10ta e enlace de cirugia:
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Lema 5. 12

0) (¢u 3.

i’H,,(o 0,.

2r el invariante

1;=01,=0 1,=0

n :
( [(-——l)njij_4(ljij2+2ajij(A2(i-"_vl+1,)~(,’4
=1 S

116




donde o y » son la signatura y nulidad de la matriz de enlace para L(p, q),
n es el nimero de elementos en la expansion de g como una fraccién con-
tinuada substractiva (ver teorema’3.22), ig = 0, y los a; son los elementos
en la expansién de la fraccién continuada. La matriz de enlace consiste de
los elementos de la fraccién continuada en la diagonal principal, de 1’s en
las dos diagonales menores, y-de ceros,en todas las demas entradas.

Demostracién: Salvo el mvanante todo lo demas es inmediato del
teorema 3.22, por lo tanto basta. demostra.r la férmula del mvarlante, veamos

que:

...

foy
I}
=)
“

5
|

w0
":

i

>[I

Por lo tanto el rcsultado se sigue 1nmed1atameute si sustxtu
tados de los dos lemas anteriores. . PN

J—l

..
o
It
o
=
Il



" Sea D, el siguiente dlagrama donde los a; son enteros

Q

a partir de D,, construyamos D}, | siendo el mismo dlagrama pero con tOdOS‘
los coeficientes de cirugia camblados - por cero

O

" H (A0 DG+ 4200+ 1)(is+1)y
1.1) )
A—2)(A°(1u+1) —. A-—"(io-{-l))n—l .

Lema 5.14.

@Dﬁ.(&l;o’ ,¢1n) - ( 1)(2

Demostracién' "como e

q)D; (.¢io7 7¢1n) = QD' (ezo y

S (200 +1)(int1) - A—z(i.,+i)(i,,+1)
= <I’D’ (¢fo" @i 4 2(i0+1). — A 2(io+1) ) ‘

El resultado se 81gue mmedlatamenfe por induccién. i
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~donde ¢ y v son la sign:
a; son los coeficientes

®Dn (a ‘ a )uto qblo’ Z ,U'!,, ¢1,,
e z,.=0 B
P2 T
e » Z [H”I,](I’D (¢203
1@:_0 n=0 =0
r=2 ' r—2 n k
=Y X [T, (@za(Z”f(’“) :
ig=0 ip=0 "~ =0 o
= 7‘2—%, . § [H#z (- l)aﬂ;A_au,+2a,u]q>D, (d,lo,
ig=0 i,=0 ~j=0

Por lo tanto el resultado se sigue inmediatamente del lema 5 11 y si sustl-
tuimos el resultado del lema anterior. ||} : ;
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nvatiante de L(18,5) con r =3, p'r_im"géroﬁ, recordemos v

E (t‘é‘aoréin‘ ,9) esta representado por:

v yé_i :qu'é_: S

por lo-que la matri

34+vV3-2)B-v3-Y
nces usando el Teorerna 5. 13

"tﬁ_ =1 o

i1 e
= == 0.0277778(4— 1 o (2)
,; @ AT IV = 5 Gn 8
.y para-el tercer factor del invariante tenemos que a; = 2, az = 3, as = 4 o
r =2 =1y diremos que i; =i, iz =j eiz =k entonces el-tercer factor delw

~irivariante es
ZZZ [(AL’(H-I) A—z(k+l)) %

=0 7=0 k=0
(_1)21A2.2+41(A2(o+1)(i+1) _ A—2(0+1)(i+1)) x

(—1)3F 435°H65 201G+ _ 4=20+DGHDY

(_1)4k_44k2+8k(_42(j+1)(k+1) — ATk ))]

= 1.5+ i4.330126- E (3)
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Por lo t;z"mto' s u el,lpva;f‘ia'nte

:'con : pohD.O :
Por lo tanto
foen =1 | e "'(4)5

Por Vo:trc‘)‘ lado

"'y para el tercer factor dél mvanaute tenemos que a; =3,a2 =1, r—-2=1
¥ diremos que 7; =1, i3 = k entonces el tercer factor del invariante es

11
Z Z [(A2(k+l) _ A—'z(k+1)) x
7=0 k=0

(__1)3i‘43i2+6i(A2(0+1)(i+1) _ A-2(0+1)(i+1)) ><

(_1)k_4k2+2k(‘42(5+1)(k+1) 4—"(1+1)(I~+1))J
= 410392305 T (6)
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Poincaré. Re-
presentaciénde la -

* cordemos (dlt
i 'va}ri‘e'da’,_fd'yd 3

por lo'que lé,‘_'hi:a,ftfi‘z‘n_

O o Oirmid
OO

e B R e LR -
O O

--con polinomio caracteristico: A? ~8A% 4-22)%—36A-11. Notemos que como
la matriz es simétrica las raices de su polinomio son todas reales, y que para
A <0 el polinomio es mayor que cero, por lo tanto las raices del polinomio
son todas positivas. Entonces usando el Teorema 5.15 tenemos que o = 4,
v = 0 y n = 3 (ciertamente nuestro diagrama tiene 4 componentes pero
en el enunciado del teorema 7 es el nimero de componentes enlazadas a la
componente ‘principal’),entonces:

(o a@) T — gl

12



Por otro lado tenemos que -

~ Inu(Variedad

NOTA: En general omitimos por completo el cdlculo de los tltimos
factores de los tres invariantes que calculamos, por ser bastante engorrosos,
pero desde luego lo importante de este invariante, es que es facil de poner el
algoritmo en programas de computacién, y por lo tanto si son calculables.
En la siguiente hoja anexamos el programa que se uso para el célculo del
tltimo factor (eccuacién 9) del invariante de la Variedad de Poincaré. Este
programa solo sirve para una variedad en particular, sin embargo se puede
modificar para calcular el invariante de cualquier variedad de cirugia del
tipo de las que se describen en el Teorema 5.15. Este programa esta hecho
en basic {quick basic), sin embargo existen otros lenguajes y paquetes en
los cuales es mas facil expresar las sumas y productos.
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Apéndice

Teorema de los arcos.

Sean A y B dos arcos con puntos finales comines e interiores disjuntos
(solo se intersectan en los puntos finales). Entonces existe una isotopia
ambiente en R?, que manda A en B y fija los puntos finales, mas aun
fuera de una vecindad, de la cerradura de la regién que acota AU B, es la
identidad.

Demostracién: Ver [R].

Teorema de la cuerda.

Supongamos que X es un subespacio de R? conexo por trayectorias, y
C es una cuerda (segmento de linea recta) con puntos finales en X. Supong-
amos que 0 < o < 1. Entonces, entre todas las cuerdas con puntos finales
en X y paralelas a C, hay una de longitud «|C| o una de longitud (1—a)|C/|.

Demostracién: Ver [R]. |
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co(5); Se(5), alpha(a), beta(a), relld), ini(4), 1mz(z.), “sel (&)

4),-1(4),.
DIM gama(4): rez(3 imz(3), rey 2 rex :
i =83'1£1%927# (3}, lmL(i), 13}(3),_1my(3),»19x(3),;1mx(3), 1ew(3), 1mw‘3)
a(l) =-1: a(2) = 23 a(3). = 3: a(4) =5 . g
FOR - w =1 TO 2 : .
(1) = w —"1: rew(0) = 0: imw(0) = O
FOR x = 1 TO 2 ) L
i(2) = x - 1: rex{(0) = 0: imx(0) = 0
FOR y =1 TO 2 :
i(3) = v —- 1: vrey(0) = 0: imy(0) = 0
FOR z =1 TO 2 ‘
itd) = z - 1: rez(0) = 0: inz(0) =0
co(0) = 1: se(0) =1
REM "EN EL SIGUIENTE SEGMENTO CALCULAMOS LOb SUMANDOS"
REM "SEPARANDOLOS EN PARTE [MAGINARTIA Y REAL" - i i
_REM "EL SEGUNDO FACTOR ES UN REAL QUE.SU CALCULO:SE SEPARA"~
REM "PRIMERO EL NUMERADOR Y LUEGO EL DLNONINADOR AMBOS"
REM "IMAGINARIOS PUROS™ o =
REM "PRIMER FACTOR" .
FOR j =1 TO &4 RS SN )
alpha(j) = a(j) ' (i{jy)y "~ 2.4.2% a(J) Fig) e
beta(j) = 2.+ (i(Jj) + 1) ) IEORER e ST EE T SR :
co(J) = -2 * SIN((pi / 6)"* alpha(j) g SIN((pi. ) ¥ . beta(j))
se(j) = 2 + COS((pi / 6)Y * alpha(j)) ¥ SIN((pi: /. 3),:% beta(j))
ret(j) = co{j ~ 1) *'cold):— se(j = 1) * se(J)
iml(j) = se(Jj - l) + CO(J) + CO(J —rl) * se(J)
NEXT j
REM "CALCULO DEL NUMERADOR DFL bFGUNDO bACTOl"
im2¢1) =1
FOR k = 2 TO 4 '
gama(k) = 2 ¢+ (i(1) + 1) * (i(k) + 1)
sel(k) = 2 ¥ SIN((pl / 6) * gama(k))
im2(k) = im2(k - 1) * sel(k)
NEXT Kk
-REM "CALCULO DL, DENOMINADOR"
h =1/ (8 ¥ SIN(pi / 3) * (SIN((pi / 3) © (i(1) + 1))) ~ 2)
REM "AHORA EMPEZAREMOS A SUMAR PARTES REALES CON PARTES REALES"
REM "PASANDO DE SUMA EN SUMA, ANALOGAMENTE PARTES IMAGINARIAS"
rez{(z) = im2¢4) ¥ h * rel(4) + rez(z - 1)
imz(z) = im2(4) * h * iml(4) + imz(z - 1)
NEXT =z
rey(y) = rez(2) + rey{y - 1)
imy(y) = imz(2) + imy(y - 1)
NEXT y
reg(x} = rey(2) + rex(x - 1)
imx{(x) = imy(2) + imx(x - 1)
NEXT x -
rew(w) = rex(2) + rew(w —.1)
imwiw) = Qmx{2) 4o imw(We=ol). i,
NEXT w Vi T a
CLS
"FOR £ = 1-TO
PRINT
NEXT t

PRINT "el invariante es "b . v imw(2)
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