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Introducción 



!11t.1·odu.(Ti,J11-. 2 

Jntrod11rrt'.\n 

C110 dt' Jo.., ohj1·tivo . ..; d('l prt':--1'llf1· 1rc1h<1jo de f1·.,.,j ..... 1·~ CtllLIJli1rt1r In:-: l't'...,tlltHdo~ 

dt' do:-. rcnrÍ;1--·. r!li! d1· dln:--. '""' lH 1pH' 1k .... ;11Tollr1rult Bdf/1•r ~- J.h•11IIHT ( ID.S.~,) >' 

( 1DS7) y };1 olr;i , . .., e·! ).l1"1od11 .-\11tot'11!1..._j-..,ff'l!l1 -, l<t n1;il f11i' d1·-..;q¡11]hd11 p~1r ~:tlJillit 

y \\'illi:--. ¡JU!):?¡. FI pHil1k111;1 c¡111· ;11¡¡L;1-.. !1·(1n;1-., •':·.t11di:i11 1·, 1 l d,· prc1p<1~:.:1<'i1'111 de 

011cl:1~ 1·l<i-...1i1·:1 .... 1·11 r11;1'¡·ri;d1'-.. polini-r;diuo:-.. L;1 !1'( 1 1'1<1 d1"·itJJolL1.l1t ¡n11 Hdr:'tT y 

Bn1111wr ( l~),.;.;:l¡ y ( l'.).)/l 1·11n...,i-...11· ,·¡¡ 111i!i.·;1r J;1-.. 11'/;1··i1,¡w· ,¡, h-rn1'11 r .... y J\ro1111¡ 

p:1r;1 l;i 1·J;i.....tir·ir!;Hl. F-..i:1·, ¡1·l:1t·i1¡¡¡,, 1L1t1 1111;1 f1n1n;1 ¡1:1n1 !1;1!\:1: L1 ,.,.j()(·j,J: ,{ ,!1· L1-.1 

r·t11110 f11w·i1.>JJ d1· ];1 f11·1·¡¡¡·11ci;1 nJJJ(l!·i1·11dn e\,· ::i1t1·1u:tiio l:i ;:!(·1i11:wi(JJ1 ,¡,. l:1 01¡;!;1. 

.\ lo I:11i.;u 1!1· /11..,, 1·;1pl11d11:-. ~1' d1''-:tt111)J;11;11! !ch dc•JJH'l!ll!" w i'< ;1JHi-.. ¡1;1¡;¡ li;iJJ:!l 

f <t11t u L1 ;d l'!Jllit('il-l!J cn¡¡;n 1;1 \·d1H'id;1~1 i\i · f;1-.1 · 1 ·11 f1 ! ! ti'i('ni d!' L1 fr('('; l( 'J1··i;1. E11 '·l 

: ,,¡, ,, , , - , ;. • 1 · ~;1 ..... r ic ida1 J. .':'.)t • 

ohti1·111·11 !;1...., ec·11;11•i11Il(';-, l>;i:-.i1'(1.-.. 1]1· cli1·!iE·i<l;11l ;1 ¡1;111i1 1lt- ];i·. li-_\1'-... ,¡,. t«11! ... 1T\'ftl'i1'n1 

COJJIO :'=tJIJ. 1n:1.--.n, ltl<i!Jl•'llfn li111·;1l. !JlP!jJl'lJl1\ <1!1•.1,\IL11 y ('/lt'J ~'.!;l. J.;1 ll'(lrJil q111· ,...,,, 

propotlt', p<1n1 d ,-.--.111di1_, dr· 1:1 1•];1 .. ri1·itbd. 1 1<1 l¡·11ti:1 1irw;1l. _"-;1· 1 ·-t11di('1 1•] 11ujo 

d1• <'IH'rgioi. Pnr 1'1lti1ttn .• ,. 1•:-rw!i;1 ];1 ¡nup;1t'.;11·i(JJ1 d1· 11n:1 (!J1d:1 pL11t:1 1·1¡ 1111 11ll'diu 

<·hí~tico li111w·.L1./'ll•-·<11' j .. (.1t1up(). El jll• ~t'llft' (·;1p1t11]11 f111 !1;1-...:1d1:' ,!'J:(·i:dr1w1d1' ''11 J;¡...., 

1H·cl111 nrnudo 1111<1 uJJd:t ·-i· ¡iro¡i;t~11 1111 1 11 1u1 !!wdiCJ p.dici i-..1;1]i1111 ',1• ¡it1"-1°11t:1 1·~!1 

Jlli:--1110 frw'1111t·J10. S1· t· ...... 111di;1 !:1 J>Iílp;1!..'._;1cit'111 de· 1111;1 1111d;1 ¡1l;i11<1 lJ11wrollt:'1tin1 1'11 

1111n 1·1wnl;:1 1Jo l111rno~1~1w;1 1· .... t11 ,J,.J,i,!ri" •;"," ( · '.1 1 ,:.,~1~. ,Ji.i --·· JHwti1· lt<11i:1r ~11 

:--nluci{»ll cxp1ít·i1;1. S1· f'llllIJCi<r >. !11t'L'.,t) -.(' 11-....;1 t'l ll'(t)'1'!P:1 rf,, TJ•,·!:·,:1¡ :L L jlllt'. !11 1pll' 

t~St(• rnuti1·111·<1 l<t.-.. n·l;11·i1>1w:-.dt· hr•11111·1.-y f\1~1ui.!.'.1J 1;1nil•i1'·11 IL11!1i1!\;1-... H1h:r·1ortt.<l dt 

di.«JU'f',oJ.Úfl. L;¡:-: rd;11·io1w-.:. d1· I\r;11JWJ·, l\:ro11i~ "tlll 11--;1rl;1--. ¡i;11;1 (11.tt'LtT J;1.-. 11 l;wiu111·:-

d<• di:--pr-r:--i/n1 p:1n1 b1 <"L1~ricid:1d. f.:1-.. I1°lí11·in1w--. dt· di..,,¡wr--i1'JJ1 p<1r;1 1•J;1·,fi1·id:1d ~Oll 

f'JJ 1111 Illl'dio di¡wr:-iiYrl. 

En c'J cupit11lo f1'lTt'l'<' .... ,. ohti,·111• L1 ;t!t'll1li1f'i1.1!1 d1· lll!il <1WL\ ,.11 \l!J 11wdio poJi

crist:diuo c'oIIlO f11u1·]('¡¡¡ df• J;1 fr1·fºll<'l11·i:1. El IWHlcll) q11,· .,,. t'~t r1clú1 <'"' ,.¡ .:'dod1·lo dl' 

Tiokhliu (1070). Dl'~p1ll'':-- dt· luilwr Ji;til;1d() lo1 i1tl'lilt<:ci">11 1'c1JJ111 l'11nci1'n1 ck la fn·

ClH'IH-·ia si• hnr·pu ln.s µ;r<ifit-;1~ d1· id,1;n11;1"' c1tr\'i1 .... E<... lll'tT:-i<1rio r1.uoc1·r 1:1 ar1.•u11;witl11 
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y :un retornar las relnci(1ncs dt• di::'!pt'r:-.ión pi1ra poder 1·nk11iar L1 Yt lucidad. 

La l<'oría de l3yI3¡10501 "'ªla f,",r1J111la .¡,. n .. khliu í E1;o¡ y I"'"" t111 ;ijt1,I<' 

dP tn•s pnnítnf·tn1-; liln<':-- 11tilin11nlo re:--11ltt1dn-.. d1• St;n1kf• y [\iuq f J~)S:Jl. El trahajn 

dt~ S y I~ (1053) da n··-ult;1do:-. <1.'-illti'iricw- p;u;, lt1 <1t1·1nw1·i,'•ll 1·11 lt1·.-, iut1·1y;¡Jo..-; d" 

fn•cu<'nCÍCI dif1-rt·11tl'. By 13l10~3) ,·,11JJlii11r111 ],¡-., 11·~1ilrad1,:-- di- H11kiili11 ( 1D70) t'í11l 

Jos df• S y h ( l!J.·:<3). y In:-- n·l1wi<11w.-.; di· di:--p1T~ir'nt p:1r;1 ];~ 1·l;1:-ri~·i(l;11l y <1:·.:í 1·:-. n11110 

calculan la \'l'locidnd d1· f;1:-.r-. F:n 1·! ,,;q1it11lo n1;1rtl1 :-.1· uLtinw lo.-., t1·1·:-. p;1r{111wtro:--1 

liht«'S u:--a11dn ;1111l10.1.., l't':-.lllt ;ido;.;, t':-. d4·1·ir\ !lJ:-, d1· Ht 1khlin { 1070) y ]u~ .. d1· s y E: ( l!JS3 ). 

Se calcula la \'t'lucíd;H l dt' f;1!--t' 11--awln J;1~ 1~'J;11·i11!w._ dt' di-..p1·r .,,¡(111 p:1r;1 la 1'la~t icidad 

<¡llt> t--t' Yi1·ro11 1·11 t·l ~·')-',lltido c:qiítnlo. P;1ra p11d1·r 1•lJt1•1w1 la \drn·idi11l de fa:-.t• :-.t~ 

hnc(' uso df' alµ;tUH>:-: 1'1» ... ult<.dq-... iuq>1lr!;1:d1·:, 1k .,·r11iHlil·· ("•J11qilcj¡i. Al final d1• t'::-te 

n1pítulo ~e cu111pan111 lo~ n·~nltadu:-; c1\,11·ni<l1>:--. ~·11 ('l prt':'-1'1!!1• tr;d1aj<i f'(111 l<1:-... de· I3 y 

I3 ( lfJ.S,)) y ( 1!1~1) y .... ,, ()li~1'!T:111 .Jjf"!"t'!!1·i·!~· J:•":!li)r·-.. ~1• );;!r'f' ·i:~ 1•: ~1:rl!,) lt<i11111:in.::o 

de las diftTt'llt'Íi1...; d~· lc•.., l't':--tilt111lu:-. y >t' n111di!_\'t' qllf' lo:-. rt'~-J1Jt;1dr1.-.. 1h"' U y 13 ( E)8,~} 

y (l!JSI} para las \'t'locid;1dt·-.. 1klw1;Í11 :--1·r ,.,)Il"\'.!!..idii~. 

En el capítulo q11i11tu ..;1· li:wt· llll<1 1111•\"r' d1"·qTlpci/H1 dd \lodcln :\llt<won.--.i~tf'nte 

de Sa biun y \Villi., ( l !)()2 ). 

Eu d últi1no (';1pítulo :-.1' 1't)Jnp;1r<111 lu:, ri•.-..1dt;1dd:-:. dt· !it:-. d1), ... tcqria y s1• µ,rafic.iLU 

junto ~on lo:-; rt·s11ltHdP'-' cx¡wrint1'nf;d,·:-- t·xi-..t1·11t1·:-.. L'l'-' llli!ft'ri;df':-- polin·i:-:.talinos 

qnf' se e~tndiau :-.nll f•l fkrrll, alt11ninin y níqud. Se· oh--1·n·a q111• J;¡-.. do~ tet)ría:-; qtw 

~P ror:nparnn ;1rn.1j;1n n·:-nl!;-:d(··~ 1:111y .... i;nil;irt ·"' p~ttd uudü.-. S t·11 fi, z1,1 y t1lt11uj1iio. 

si11 PJ11bnr,t;o para onda~ P 1·:1 Ju..., t n·.s I!lilt(·rirdi:·~· }()...: J'í'...:1ilt ;11!1):-- d1• <11nhas tf•oría.-; no 

son cornparabl<·~ y tc111ipc1co lo :-:.1n1 p<1ra ouda:-- S t'JJ nícp11·L 

Por últirnn se (':-.crih<·n las ctn1cl11:--icH1~·s dt>l pr(';:..<'Ilt(' tr;tl:ajo de t<'sis. 



Capítulo 1 

Elasticidad: 

Conceptos Básicos 
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1.1 I11t.rudt1<:dú11 

T'odn Clll't"po :-.t' d<'Íonna. en n1c1yor o 1111·nor i!;rado. nwndn M' le aplica qna 

f1wrza. En í'l pr<':--~·1Jtt• trahnjrJ :-.f' }i(li'C' u..-;o d<' !:1 ft''11ría dt• la Iilf'CtÍI1ica d1• los Illt'dios 

COlltilltlO<.; fI\lt' trata <k JH~ 1!1{11Jlll(H'i<lll~'S Y Jos lllO\'i111it'lJtdS de los Ctll'rpc1-. J1ajo Ja Íll

flucnciH de rf1•ct11'i t'Xf1'l'lt<1s, ttdc·:-- 1·111uq f11('r/:i~. il1·:--pla:;u11i1·ut<)~. 1·:1111hic1::-. t1~nni1·os. 

i11tt·n11TÍ()Ill'S qui1uica:-.. t•f1·ctcb ('l1_·ctn11u;ig11i''tic1i~ y otrtJ:-- n1n1hi1h d1·l 1111·dio a111hi

l'Jlte. Para ,.J t>:--t 11dio aq11Í 1 e ·ali1adn :-c'iln :--t· t·o11.--.id1·1 ci11 l:L'-' fw·r /~1..., d1• orír,c11 lllt'c;í.uieu. 

Dirha t1•f1ría ~(· l1:i-..:i 1·11 la hip('1t<·:-.is dt>l ('t111tir111u. E:--fi1 lii¡it'1t1·:·Ú~ d<·.:--¡in·1·ia Ja f•;;tr11c~ 

tura :tl1.1111i(·a dt' !;1 rn;it1·rir1. ,., ... dt·cir. 110 10111<1 ('JI n11·11t:1 ~11 1·~tn1t't11r;1 di:--.crctn y 

:-.upozw qur> f':-:. 11u 11wdid 1'1>11!iJ111n n1y11~ p11:Jfo:-: _L',1•1111H"tri1·0 ... :-<' id1·11t ili«all 1·on p1uJto:-, 

1nnt•·rial1· .... E...;to ¡•rpli\·;iJ, .. fí-.ii-:inw:rte. ;1 dt'i·ir 1p1~· 1·11td•J1Iit r 1·!1·1111·11to dt' \·u1t111w11 

cn11ti1·llt' 1111 grnn 111í11wro (l(• ;ÍtoI111).... C'i111 t"·.;t;1 bip1')t('~j..; t'...,fnn10-.: cuu~icl1·rando 

Í<'IH)1n1•110-.; 111rtcT1):-.c<J¡1i1·p:-,. ('n¡¡111J1¡ ~<' }¡;i!ilt· 1le 1n1 1·lt·t!!•'!lfn d·· \·11!•nn•·n ínfiuitcs

in1al :-d1·111prc Sf' qui1·11• cl1'cir que 1·;-.; un1y 111·1pwúo •'ll t'{)u1pauwi<'n1 <'<iil ··l vol11ITH'I1 

del c1wrpo que• :-.e 1·:--t11dia. p<'ro un1y gr;1nd1· 1·11 cu111paríH'it'111 nin 1:1:-= dist;1nri;is cutre~ 

:-.ll;:-, CÍ.tu111u:"I. lFig. 1.1.l J Tar11i>i1'·11 la~ C<tIJtHi<1d1·:-. f1~w~1s que se c•u1plt'illl 1·11 la teoría, 

tales cn1no, d<'n:-iidad de rna~a. d(·:-.pla;-·;:tJui1·11t(). 1·tc. ~t> cnn:·,ideran coIIHl fttn<'iouc:.; 

co11ti1111as de la pt1 . ...,ici<'n1 x y el tit'IllJH• t. 

Punto 
Material 

Cuerpo 
Continuo 

Figurn 1.1.1 1.'n punto m;i.IPrial en r''iacir)n al cuPrpo, quv !<~ cun~iJ(•rn. co11tin110 y muy 

grande. 

1.2 Coordenadas 

Para dP,cribir la pnsicióu de un punto en el medio continuo se pueden emplear 
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dos tipos de coordenadas <pH· Sf' dc·Sl'riben n contin11aci1'ni. Lo·, ¡iunt11s n1at1·rialt'~ 1lc· 

un ruedio continuo al t it•znpu t -: O ocupan nua rq~i1'm n q1w c11n..,i:-;t1· (id volutnt'Il 

1naterinl l' y :-;u ... n¡wrficit· S. La pu:-.ici(.,tl di· 1111 ptu1t11 1n<lt1·ri~tl P d,.,. 11 :-i1: pucd(· 

dr·~crihir u:-.a111lo 1111 :--i:itt·11111 dt• t'(_)<1rd1·11<-ul;1.-.. c;1rt¡·~i;111;1:--, X -- { .Y 1 . • \".: . • Y-1 ) 1i por Pl 

VPctor P' q11v v;1 dí'l orit..:,1'11 () d1_• !;,,.., 1·t111r<l1·1I;1d:t;, al p11uf1) P. { Fig. 1.:!. l .;:1) 

.----------------------·-----------·------------
s x, 

s 

V 

B 

/ 
o x, t x, 

x, 

Figura 1.2.1. Si ... tqn;1 dt• t:c•urd•·nada-. r,1rt1 .. •ia1ta!' p;n:i 11l.icar un puuto í<n 1·1 c:u1·rpo (a) a.I 

tíempu f :-.:::: Ü autt'!- dL' la d1 fc~rma< Í•in. (J,¡ al ticmp•• f ,¡,._ .. ¡ntf·.;. de h.ih1 r !-ido •kfurm.:i.Jo 

De!"pllés de Ull ti1·111po t lu:-- J111Ilto...; Ill:tlt'ri.-d1·:-; dt• n (H"llJ>tlil ltlla f('gílu1 b 

(fig. 1.2.l.b) que cou:-.i~te llt-l Yolutllt'll 1·spaci<d 1· y ::-u ~npcrficic• "'· Eu f'slí~ es

tado clcfnn1111do. d p11uto 111at1·ri;d P p<1-.a :i on1p;1r ttu p1111to t·:--pacinl p, que se 

put>de locrilizar por un y1•ct"r p 1pw \"(l d1·l orig('ll o d1· otrn n1<1n·o de coordPIHHlll~ 

('artc:-;inn;1~ 01 p1111t1J p x -:--=. (.r1 . . r:_ •. r·¡, ). 

Hastn. :1<p1Í '"lf' h;u1 11~;:1dq d1):-. 1ip1b dt· t·nordl'IIrtda-"': h1s lli1111::1da:> maff ria/c'f o 

la.gra11yia11a,<1 X y l:is r·3¡wr:i11fr.~ n 1 11lrrw1u1-~ x. Ln:-> <k·fon1uu-ionf'~ sufridas por 

f'l cu11rpo y su 1110\·in1if'nto lleva a vario"' puntos tnatt'rialt~:-i i.I lo lar.c;o dt~ \"arias 

posicion<-'s e~p;icialf~~. t·z;, d(•cir, 

x ~ x(X,1), (L2,l) 

y tn1nhil·n rccíprn<:'an1eutt' 

X= Xix,f), (L2,2) 

D(' acnt'rdo a la ecnaci<'in ( 1.2. l ), Pl mm'ÍmÍ<'nto ll<'\'a a un punto ma.t<'rinl P de 

B al tiPn1po t = O a uua po:-.icic~m Pspacial p en b nl t.ie1npo t. El 111ovi1niento inverso 
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( 1.2.2) nos dice que poden1os ro~trt:ar los p!Iutos lll<th·rj;d(•s que octtpnn la posiriúu 

x, 

x, 

fb) x, 

t·n b al tiempo t a la. po~kián origiu.11 B. 

Axioma de eo11ti11uidad 

Suponernos qw• 1•l urnpa (1.::?.1) e:-:; u11ifur11w y que po::-n_• dl'rinLdas parcialc>.s 

couti11uas con rPsp('cto de sus arµ;nuwntos dt• cirnlquicr orden 'l'lt' .se Ift'Cf':--ite. t'Xn·pto 

posiblc1neute. t•!l idgnun-.; p1111tCJ.3, ('III \·;1::- y ."'.1ip1·rtici«~ ~i11,µ;11l:1re:-.. E.-..to in1plicn cpti· 

cadc1 una de la~ ecu<H'Í()JH's de { 1.2.1) y ( I .:?.~) ,.~ el l11v1•r .... o ÜJJi1·0 d1: Ja:-; ut ras en 

la \·Pciudad dt·l punt(J nwrcrial P. Í.<'., lr. rn:1t1·ria e:-- i1ide:-.t111ctihlt'. o .... 1·a. <flH' no 

es po~ible 1lt.fonu~1r 1111 \·ol11n1l'Il finito dt• 11wt1·1iíl cu 1u1 n>lnr1wu d1· t;1111<1i10 cero 

o iufi1dto. La 1n:ttt'ria f':-; i1upc•JJPtnd.1lt'. u :::-.Vit. <Jlll' Pl n1ovi111it·nto lle\·;1 r·adn n:~ióu 

a una n·gi<'>n, cada ~llp<:rficie a 1111;1 "1lp 1 'rfl(·~f'. :» f';,;!;¡ 1 !IJ \01 tt 11na c11rVH. l"na 

porf'i<'.in dC' la r11att'l'i~1 u1111co pt·1w1ra eJ1 (lfI'ít. ETJ Ia l'r;íf·tir·;1, l;;:¡y t'•t:-:u~ ... t·ll !11.-. qac 

este axio1na no ~P cu111plc. por <'j<'Illp1o. cu;indo lwy rupt1In1s, f't1'. :\o c's así f'll ('1 

presente trabajo. 

En gc1H•ra1. el obj<'tivu d<' la tn<·c<Í.uir-a d<'l int·dio coiitiuno ro11:-.i:;tt.· ('IJ bal1:1r la 

fonna explicita de (1.2.1) fUando los t>fectos eXtC'rnos y las 101Hiiciou<·s inicial~s y 

de frontera ~e co!HH'('fl. es decir. si det.t·nnintttuo~ p(t) para cada pnnto 1uatc·rinl P, 

podc1nos construir la 1111<.•va fonna y posiclón ckl cuerpo a cada fit·n1po t rdat.ivo al 

tiempo t = O. 
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1.3 Defornrnciones 

Para haeer uu aucíli~is dt• la dt•funnacit)n :-o(' lcH':tliza a In._, p11ut,1~ dt·l nwrpo t'fl 

los ebtnclos ,..,¡u (kfu11nar y d<.fonnadus p()r tnt·dio dl·l 1ni..;1110 sist•·111¿1 de coordt•tH1das 

rectangulares J'¡. J' 2 y .r ¡. 

S('an dS y d .... la:S i<1J1git11des dt· lns t'l1·1u1•nto,.¡ d(• lín<'<l i11fi11ih·~i1nalc~ í'll los 

estados ~iu dt.fonnar y defor111;1do rc·:-:.¡h·1·t iY:lIIH'Ilfl' 1·11tu11Ct'~: 

( 1.3.1) 

( 1.3.2) 

a nieno8 <pH ... ~e (liga lo cu11trario t'Il <'l pn·,-.,cntc· tr;1hnjo se U'\Hn1 Ia COH\'t•nción de 

su111n dr' Einstein ll1· índin·:-. repl'tido:-". 

Aquí el c•stndin dt' b1 d1•fortnt1ci(~lll :"t.' luin't r.·oufon11e n b1 des.cripriún hi);rnng;íana. 

i.e .. x es uun funcic'n1 X y t. Pnr lo t;1nto: 

De (1.3.1) se ticrw qw• 

<lon<le Eu ('S la delta de I\:ru1wck1·r 

{ 
1, 
o. 

d.~2 

si k = 1, 
si /.: 'f. l. 

(1.3.3) 

(1.3.3) 

( 1.3.4) 

( !.3.5) 

Cnn condición que se debe· el<' .satisfa1·f•r para qur- Ja defonnaci/n1 sea nna de nn 

nlo\·i1nirnto clf' Cllf'!"fH' rigido e~ q1u• dS 2 
=: d ..... 2 para todo par df' puuto:-; f'Il d cuerpo 

en 1novirniP.nto. Por e~te hcC'ho SP pu,·d<' con~idf'rar a la dif{·n·ucia d,.;'1 -- d5 2 con10 

una n1edida Je la defornu-iciln1. Esta relacióu si• ptted{· <>.scribir cnn1n 

(1.3.7) 

donde 
. 1 ( D.r ¡ éJ.r, ) 
~kl = 2 D.\• D.\1 - ~u . (1.3.8) 
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es In Ilarnada dt.'fot-rnacicJn lagrangia.1ui. El \"ector dl"" dc~plaza11iie11to se dcfin(~ con10 

u= X - X. ( 1.3.0) 

Sustituyendo ( 1.3.0) <'Il ( 1.3.S) "'' obti1·11<· 

( 1.3.10) 

Para ttun th.funnrH·ión prrpu·:l:1 tal qnc el ~r~idÍL·uh· dt'I dc!'>pla,1,<11nineto es pequctlo 

s~ tiene que (kl ~e reduce a In rhfornuir:i<in i11Jinit,r·.~i mal fu cuando ¡_.;:e desprecian 

en (1.3.10) términos s11periorc'' nl de primer orden. O"'ª'!'"' 

(¡.¡ = k (0_';_ + _q~) = r¡.¡. 
_ D.\1 D.\< 

(1.3.11) 

:\ÓtC'se que lkl f'S un tc11sor dP !-icg1111do ordr>n ~ÍIIH:tricu y qtH~ a partir ele aquí Sl' cs

taní tratando de> la tf'orin d{' ckf(Jrn1;1i·ioues p1·qt11·iiw:i rnl1·s qur· rada co1npo1ic•11te del 

gradiPnte de• <k,:.;pJnza1ni1·11to r.s 111uy p1·q1wúu. Para r·11tt'ud,·r 111Pj1Jf rl ~ig11ifintdo d<>I 

tf'IlHH de d<'furu1:1ció11 ü1tiuite.->iu1al "<' pa . ..;arr't a d;1r una int1•r¡a·ptaci(111 µ;<·unu"trica. 

Se> puedeu di~tiuguir do~ tipos dP d1.for111cwil'J11 1·.-;1•1wiahn<'Ilt<• dif~·ri·utes: uua que <'s 

11orn1:::l o lu11¡:;iti1di11<:1i. i.t'.. <11. <n y (:n y/;¡ ntr;l df' <'nrfr• o tr:HJ~\.('f~al. i.t.'., t.1~· 

La pritnera corrc.spoudieute a f 11 !')<-' pucdr' v1•r en la fi~. 1.3.1. Se puecl<~ notar 

1111 aumento ck longitud en la dirección O.r 1 , d rocicnt<' <le dicho cnmbio d" longitud 

entre la longitud iuirial . esto es: 

0.-1 1 -OA 
0.4 



r~ta es la p;trt<~ nonnal n lou~itudinrd de la d1·fonnaci6n. 

dx, 

x, 

e 

O '---·-------A A, 
dx, 

e,
1
dx

1 
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('lelllt:"lllo de voluml'n !.UÍtc un;l d..fortn<Hión uorio.d o ltm~i1udit1<d ''n la lin·cción (J.r1. La 

UIJt•\«L "(.•('.( 1011 1 rallS\"('r'ial t'~ () .·Í¡ fl¡ e·. 

La partC' cortautt· o trausn·rs;:d dt> b1dt.forintwiónr: 12 Sf' rnwdí'. vc!r cu la figu~ 

rn 1.3.2. 

f
--------~ --- ---------- --- ---·---------

X, 1 . ¡ 

~*~·-----------
B, 

B 

e cr-------·--1 
dx, 

: 1 
¡ .

/ r, / 

L
I ¡: o 1- l." "ªc1x 
1 ·"'\ " _____________ ._ f ..... ~ ' 

--'~--------'L.:_: ___ LJ __ ~ 
o -----·------.. X. 

dx' 

--·---·-

Figuro 1.3,2. En d plano .r¡.r~. l.i iwcción tr.-..n .. \1·r.,;d (JA.BC' d1! un p<·qu1:l10 cl(•fllento 

dl' volumen C!:-la i.ujrto a una d('form,i.ción d(· corlf· o tran~\'t'r~al en d mismo pla.no. La. nueva 

sección tr:i.ns.Vt.'rsal ()A2B2C2 ."<' manifü·~l.\ l'íl J;i varLu:icin angular Bt2· 
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Estt~ rs otro tip~~ de \J1..:fu1n1,tcit.H.l y ti<~ne qtte \'l~I' con las Yariaeiones dt• Jo.., 

.Ángulo~ r~ y f,:. ('-.t11 t•:-. 

Por shuetrin. c~t(' ítrHllisis ,...;¡• p1wd{' lin1·1·r para los dcu1{1s plan<is y t>l razuua· 

llli(•JJtO t'S P} IllÍ~lllO p;.1ra !<1:-; Otra.'-. l'Oil1JH1Il(_'flft'~ fll)rIJlétle:-. r dt' COf[!'. 

1 .·1 El t.core1na df.'I t ra11sport.c 

Para d(·rivar J;~ 1•t·H:1riorH'.'- i~t· n1(1\·i1llÍ1·uto d1• la t'ln:-.ricid:1d lineal s<' hace uso 

de la foru111lacif'm ¡..?;]oh..-d de cuatro kyt•;-; de f'1111~<TYí11·i1'i11 q1w sou: Illt1:·-.a~ c;1utidad 

de 1nnviu1ic•nto liucal. Ill<J!lll'I1tn 1111¡.;ular y i'llt'q.~í;i. T<11JllJi/·u :-i<' 11:--1t1 el tr'orr'.111a de 

tran:.i.portr: qttt-• a l'UIJti1ntHci('H1 :->t' cxpo11P. 

rreore111a dP 1'ransporte La dt•rinuln lllfltr'ri;il dt• 11!1<J Ü1ft',U:rnl dr· t•n/11111r~11 

de n1al<¡11fr·r ca111pn 1 . .'J d<'ii11iclo r'Il el i11ftTior tÍ1' 1111 ,.dl111;Jt'll 1nnt1·1·i:il t• cu_,·n frfJ11t1Ta 

{ 1.4.1) 

do11d(' n f's la nonrwl 111iidac/ ('XfC'rinr a ...... ú 1 r· ..... la d(·rirar/a 111;iterial di' };i 1·0111p1 >lle11te 

j df> u. 

Fna dc1nostrnciú11 de c:--te h·on·u1a :-:1• p111·1k consnltc:u· r'IJ Eri11geu. lOSO pag. 

77. Se debPn liac1'r ;.dgurrn .... c1d:tracin1w:-i :--obre l:i funci<)a qtH' ~<· t'Sf a dPrh·ando, o 

S<'a, si es una furh·ic.Jn 111:1tf'ri;.d o si uo J<, cs. Si f 1·:-: 11Ha f1111ci1)u uwterial. í~S decir 

para x indq1cndicut1: <le t. PiltülH'1·~ 

f = f(x,t). 

df íJJ 
dt = &· 

En cun1bio si fes una funcjón <.·~pacial, o sea 

se tiene que 

f = f(x.t), 

df 
di 

X= x(t), 

( 1.-1.2) 

(lA.3) 

( 1.4.4) 

( 1.4.5) 
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E:-::tn ('~ dcbklo ;i, qt~e x...:...:. x(t ). ¿.\.1 pri1uer tt:nuinn de ( 1.4.51 :-:e le llanHt 1·a:án loctJ.l 

o no f:.idar;l)Tu1ria n1it·11r.n1s c1u{~ rJ ~-.cg,undu ::..t' lt 4 t'tllHJl.t' cou10 t·l tt;nniuo run1•1cfilio. 

Sr usanl ln uotaciún j :::~: dfjdt p<tra indin1r la dt·rz'1•ada rnatt ria/. 

1.5 La ecuación de co11ti1111idad 

El pri1lCipin dt' cntJ:-.t'IT<-t1·ión di> 1;1 1n:1.--a die(' q1w la 111r1:-.a tnt al <kl nwrpo uo 

ca111bia d11ra11ft• t'l n1ovi1uit•11to, t'~ ckcir, q1w 110 ~e eren n1<1=-..¿1 JH'ro t:unpnco s<' 

tlc-st rny<'. 

SL'an ¡l(X, t) y Poi X, t) };1~ d1•n:-.id:-tdt·~ dt>I nt1~diu corHÍlllhJ ('ll ('1 :-.i:-.tc'Jlla ('!°)JHtcial r 
11iaft·1ial n·:-.jH:ctiv;11n1·11tc. EntullC<'!" ~e· pnt>dt• 1·:_..cribir };, cou...;1-r\·ad<'n1 ~JolrnJ o tntc-d 

de la u1;1. .... a nJino 

( 1.5.1) 

~i!_ ! ,,,¡,. = º· 
rÍI "' 

( 1.5.2) 

dondt• r//dt "'la d .. rivada rnat<'rial. 

En f'I tcoriema d .. trnnsport<' ( l.·I 1) ,,,. id .. ntifica :1 ó = t'· Aplkando el lt'orema 

de la din~rµ;t·ucia a la iutcgral dt> s11pt>rfki1' !--(' obti('ll<~ 

! (J,, D . ) - + -·-(¡>1!1 ) ¡/¡•o= 0. 
. , .Dt D.r 1 

(1.5.3) 

(Uí.4) 

Estn c:o; la nn1s<·n·acic'n1 dí• la 1u;:1:-;a lond y Sf' !1• roIHin• ronH.> la cr.-uacit?n de. cnn· 

tinuidn.d. 

Para el ca::..l) d..: 1111;1 dt{onuacitJn í11tinit('sin1al 

. Du 1 Du 1 D.r" 
"J = 7TI + 3.~ Di· ( 1.5.5) 

se reduce a 

(1.5.G) 

yn que se despreciaron t<'.·nuino' d<· scp;uudo ol'<kn. Tambié-r1. ¡¡] mismo orden de 

magnitud 

(1.5.7) 
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Substituyendo ( 1.5. 7) •'n (1.5.4) ~·' ti<:uc 

p(O) =Po· ( 1.5.8) 

Int<•grnndo esta ecuación y tollJando <'ll c1w¡¡t a <¡lle 'JJ (tl l == O ><? obt Í<'ne 

(1.5.9) 

Como CJJ << 1 , ( 1.5.D) da 11! prim1•r ord•·u de lll'1J!,llit11d 

( 1.5.10) 

entoncE's 
'.:<:. ~ ...'.I 11.5.11) 

ya que la nrnsa total dPI nwdio eoutiw1u <·s la 1ui:--n1;1 autes y ck~p11t~s dt., h-i df.'forrna

ción. ~se llanHt ln drlolnci,Jn r1íhio! ¡11'.•':-\1_; q'.~1· \lü d c<1JJ1ÍJiu r<'l;¡t]t·o c•u ('l vol11n1en 

d<'fonuado i-. Hay qtw 11nt:1r q1w Cl!HUdn ~<O Stº trata de• uu;1 co111presic'111. 

1.6 Balance de la cantidad de movimieuto lineal 

El pri1wipio del L<ilt1111'(' de• lrL 1·;11d idad di· 11Hn-i1ni<>nto liIIcal dir.c qtw la razllJt 

ternpora1 d,·J l1Hllllf'I1to li111•nl ,.s ig1rnl a la ftir'rza re~ultantc· F q1w nctúa sobre el 

nwrpo. f'S dn.·ir: 

- 11ud1·:_:;:. • d J . l' 
di ,. 

( 1.6. l) 

Ea la tnc•c·;íuic<i d1 1 Jn~ uwdin:-:; <'011tiin1os t':-1 w·cp:-.;1rio con~idc·r<1r dos tipos de fuer

za:-;: las de 1'1l('rpo y l;i:-: :-11p(·rfici:1lr-. ...;. Aq1wJln~ <1111.' ;wtú:1u ~1d>rt· lo:-;. punto . ...; 1Iu1:-;;i 

del cuerpo Sl' lirnunr1 f11r1·.-n" rf,. c~~cr1·)t1; jHJ.i c·j1·111ph>. las frn•r;:;1...: dt• la gnln __ •tlruJ y 

Plt:'ctré1st<-1tica. >.Iic·ufri-IS qtu• las f11rr~"·" .<r!qwr//\:iu.l1.~ :->(111 w1111•lb1 . ..:; q11e n·sultan de 

la arcióu r_Jt--. un n1erpo ~ol>n .. · otrn it tr:ivt"s d(' la frt1t1tt·ra. Por cjc•IJ1pln. la prc . ..:;ióu 

hidrostc'tticn qut• af'füa :-.ubrP la ~iipf'rfiri<' dl' un cw_·qK1. 

Sf'a t(u, x} la tracciúu. j.e .. la f1wrza por ur1id<1d de éÍrr·;i dt·l r1u·rpo dcfl.Jl"Jllado 

quC' actIÍ<1 ~ulJre la rara d<' uu pcq111•úo dc'IJwnto de :-.11pedici<~ n1ya norrllal uuidad 

exterior '?s u y cent ro de i1plirncic1u es x. ( \ºrr fil(. l .G. l) 

S11ponrn1os que t es 1u1a funci(')l1 continua. Ad1•1n:í~ ::;e c11111pk que 

t(-11.x) ""-t(n,xl (l .6.2) 
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por la tcrcf'ra ley de :\cwt<•n. 

Sea F la flwrzn de cuerpo <'Xtc111a por nuidad de tnasa. La cc11nci<'n1 dP la 

cantidad df• n1uviniiPnto ~e f':--cril11• co1110: 

'-
1
- {1'¡11¡,.ºº /.f'Fd1··t-_/,t(11.x)d., 

<Ít },, • 1 - -

( l.G.3) 

nplicnndo •·l tcor<'rna d<> tralf'J">rf<- (l.·!.l) al lad•> iz<¡uit·nlo de (l.G.3) con<.'>= ¡ni, 

se obtien<' 

!!_ f 1>1i d1• = f !21 ,,,] ¡r/,. +. f ,mi,ú;n1d.' 
dt ,. ' . ,. 01· 1 

' • 

!r D .. D .. ¡1 y(¡m,)+ ·1~(¡Hlj1L;) ti' 
~ 1 ... ( f (, I) .J 

_c1_ r 1"¡,,J¡. = j {f' [i!.~ +,; /'i'-'-] 
dt }., ,. Dt J.r, 

= ¡,,;;,,¡,._ 
. [º"' D . ] ) _¡. u, -:-- + ---( ¡>11)) 1 di· 

Dt UI; 
( 1.G.4) 

v~ando }a ('C'UttCién1 de COIItiuuidad f' idt•ntif"ic:audo fa derÍvada total Jp Ú1 f(•spf'CtO 

del tit>mpo S<' tír1w que 

j (!(ü - F¡1fr = / t111.x¡d.,. (l.G.5) 

Para obtener la ecuación local de ron:--.crvaci<)n de la cc1utidad de 111ovi111iento 

lineal es necesario expresar a la inkgral dc· sn¡wdkif• ( l.G.5 i como una intrgral <le 

,·olumcn. Con este propósito se aplica la ec11ació11 (l.G.5) a 11n pN¡uetio volumen 

tctracdral v como lo m11<'stra la figura l.G. l. 
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x. 
t (n,x) 

X' 

x. 

Figurn 1.6.1. Pnpwf10 tetr.-u·dr" d" \dl111J1f·n i· Se IUUf'«tra. la tr;-,.-,~1«t11 t .. nt,r" Ja r:<ir.i. 

inclinada de <ir1·;1 Y.:: y vt·,·tor 11•-Hm.i.I unid.~d n 

Sea n la uonual <·xtr'rior a la c:1n1 inclinada dt•I tetr;wdrn. dP :írca :=', y q1ie 

dbta h del ccntro Xo. S11poI1t'llH>~ que t( n. x) e~ 1111<1 f11ncit'>11 t'11utirn1a ck x y que 

F y i.i sou finita~ en 1· . .-\plica11do Pl f<'oft'Ina df'l \'alor 1w·dio p<1n1 i11trgralf':-: a la 

ecuación ( l.G . .:i) .-..(• tk11f' qtt(': 

( l.G.G) 

donde k es [p(Ü- F)j(ll) para :il.~1111 H <¡llf' '''t" d<'ntro d,, 1· y ad .. m:í., k •·,t;í acotmlo. 

El valor de k se totlHt df' 1•: ... tH llltl!H'!'H dd1idn :1 qn,. '.:-·1· apli1·;-i el t~·urL·111a clt-·l valor 

tnL'<liu cu a1nba;- parlt·-.. d1· l<t 1·c11:1cÍÚil ( l.ti.~l). L :-;~m In:-. ve1·tnrv~ llllidnd cu l:-is 

dirccdonr:>s d(' los <"jPs y :-.on pcrpt'JHliculare ..... a b1:-. otra .... tn•.-.: cara:-1 dL·l tetnu·dro 

con vc;.rt.ice Xu , doud" X1. i = 1.2.3.-1, ~ou p11ut<1~ C'Il <'ada llIHl d<· las r1tr<1~ clPl 

tetraedro. En d límite. c11;i11do h -~ O. siendo x d p11uto lílllite C•HTl'>)H>Ildic11tP dP! 

tetrac•dro. se tiene 

t( n, x 0 ) = - [11¡ t( -i1, xo) + ni t( -i,. Xo) + 113 t( -i3, Xo )j . (1.6.7) 

Si se escribe 

j = 1,2,3, ( 1.6.8) 
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Se tit·llt.' t•utuuccs qnP, p;1ra c11akpticr punto X, 

( l.G.OJ 

puesto que t, y n, :--nn Yi'dnrt·.:-.. ª;• t""' llI1 t1·11...,or de :--q.',nndn ord1·n llan1ado t•l tuu~or 

dr: r.</u.azn. 

SP ha probado q1w t'] t':-otado dt• f1wr1.as nlrcdednr de t'tHdq11i,·r JHlillo del Ctl('J'po 

ésta co1upll'ta1nrutc n1l''1Ctt'l'i1arlo pnr la:-; 1n11•\"1' cnlllJHllJ(•Jlf<':: d¡•} tPn:--or df• <'~fiwrzo 

t711 • La rc-uai~ión de co11:-.(•1T;u·it'1n dt• IJ10llH'flf11 lin,•:d qw·da c1:rouct·~~ cl,!llo 

( l.G.10) 

Ahora :-,,~aplica f<"nr1·nn1 iJ,-. la dj,·,·rp_1·n1·i:! y :-•' ~1.l.',ru¡1;n~ tlld\l:-, !d.~ tt"nHino:-. ('ll 111ia 

sola. iutl'g;ral. Cuu10 1·:·.t o St' dc>JH' n1111p1ir pHitl todo \·olurnt'll 1• la t·cuación que 

resulta es: 
[).,). ... 

pu,....:::: -·- + pl·1· 
D.r1 

(l.G.11) 

que es la t·c:uaci('1n q1w n·prc'::-t>ut a t•l li:ilcin<·t· df' la cautidHd d(• II10111t•ntn lin1:al local. 

Si p = ¡JÚ <'S la di:n.•idad di! la ,·,rnlídad r/¡: momento li11r·al, la r·nwci,'m (1.G.11) 

se pur<lc Pscribir co1110 

(l.6.12) 

1.7 Ilalance de la cantidad de momento nngular 

El priucipin df•l bnl:.111cc df' la c·antidad de 111011H·11ro anµ;ul:1r dicC' <p1C' Ja razón 

de catnhio u~n1pora1 dt·l II101111•nto a11~11lar aln·(kdnr <l'· 1111 p11uto tijn O es igual a la 

tu1ca n::-.nltaIItl' I\I aln·<k·dnr dt· O. f':-oto 1>,o..; 

,¡ ! ··- ¡l( X ;\ Ú )d1· o~ :\J. 
rlt. ,. 

(l. i.1) 

Para obtener una ('C11acil)11 que I"l'JH't's<'ntc In cou~t·n·acil)n local del 1nonu•nto an

gular se usará el !t"Orl'1u;t 1.l<·l trt1Il:--jHJrte y de las lt~.n.'-" de co11:-PrYación ha;-;ta aquí 

obtenidas. 

Se escribe el lado <kr<'cho •·xplícita11wnt<' 

_dd J.p(x /\ u)rfr = J.p(x /\ F)rh• + jx /\ t(n,x)ri.;. 
t t• l' .~ 

(l.7.2) 
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dj . /f(íJ . . J.·] -
1 

p(X1\1t)r/i·= )I' .,,-(Xi\ll)+u1 ---(X1\U) 
< t t' • ,, l ut D .r J 

[ 
') í] ')1} + (X /1 Ú) ( Lj~ i· ···i ¡JÚ ) cÍJ•. 
ÜI Jt 1 j 

Eu d ~f'.!:{tllldo su111ando d('I lado df'ri'chr1 d1• ('...,t ;¡ 1'f"lUH'i1'Jil. e! tt"nni1w t'Jil n· JHin:utP!-iis 

rC'pn'~eut a la c:onscn·éwi<'n1 de l;1 toa:- a por lo q1 lf' e·~ ignal a Cf'ro. EntoIH'C'S queda 

dj . ! " . ! .. -:---- 11\x"'.U).!1-._ 11--¡-1Xi·llJrl1•ccc ¡1(x/1u)dt'. 
dt ,. v l' ( t 'e 

por<¡ll<' ú /\ ú =O. Así'" p1wd<' •»crihir de ( 1.7.3) y ( 1.7.2) 

j pX ,\ ( Ü - F )dr e~ f X /1 t( n. X),/.-. 

La ecuación (l. 7.-!) se puPde csrrilJir <'Il co111p<>IH'llle's ll'illl<lo ( l.G.11) 

donde f,Jk t'S d tc~nsor de Lt•\·j Chivita ••sta ddi11idn por 

cntuncP~ 

O sea que 

{ 

l. 

o. 

-1. 

~i ijk .... on una penn11taí'i(n1 
par de 123 
si ij k hay dos índicPs 
r('pt·tidos 
si ijk ~ou 11ua p('nuutacióu 
irnp:lT de 1 ~3 

( 1.7.3) 

(1.7.4) 

(1.7.5) 

(1.7.6) 

(1.7.7) 

Es decir, que el tensor de esfuerzo es simétrico. Esta es la ley lor:al de conservación 

dC'l momento angular. 
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1...:1 rnz(')J1 de Ci11nbio ft•1npor;1] de ln ... 1101a d1· l;1, ... c111•rgÍ;1...., cini'·tica f\p e> ÍllfiTna 

U <'S igual 11 la "llllla .¡,. la pok1wia P de ¡,,, f11,·ua., <'Xf•T!las IllÚ' todas las ntrns 

" 111 ' e J oc J' , (j. 
dt 

( l.S. l ¡ 

donde C 'S p ~OJI la t'llt'l',CJil iutt·rrm y t•} trabajo d1• }¡¡:-, fllt'J za.:- f'Xtl'filit:-i por unidad 

rle tiPn1po rP~pt•rti\·;nuf'llt1• y (j t·:-. L1 t'JH'l)~Í:t 1·a]orífi1·a pur 1utidad de til'lUpo <pie {'l 

la !Íuictl ot rH t'ru·r,~ía qll<' ~e ce 1n .... id1•ra en ('~ t 1~ 1 r;1 L¡1j(). 

Se calc11!a explícir:i11wnt•' !', 

[' '~ .! pF~1i,,Ji· + f, l,(n, x l1i,d.<. (l.S.2) 

S11stitttycndo t, ~::: rr11 11 1 d1•1.1.ü.~n t'!l 11.8.:2) y aplic'.:tJ:ido el teur1·111a dt· la di\'ergcueia 

~e dene que 

I' '= / [11,(¡•f~ + cr,1 ,1 )-+ <T, 1 ~~] d1·. ( 1.8.3) 

La prin1cra JHtrte de }¡1 f'C:-l1t11·i1'n1 alltf·ri11r c'.-i i.r:.nnl n 11,Jti 1/dt por d pd11<'ipio del 

balance' de}¿¡ rnntidarl d<' JI10\·in1k11to litwal. dt' f'sta uwrwra la 1·c11aciúu anterior es 

ahora. 

!( .dii, D1i,) P ::...= pu,-,.--+ 0 11 -,·---:- dt·. 
. \ <.t l. .1 J 

{ 1.8.4) 

ideutiticando a ltt t'!lerg-ÍH ciiú1 tic<t por unidad <l<· tit>rnpo cnruo 

. l f .. 1 h = 2~,.f'll1ll1((' (1.8.5) 

Pura obten('r la \·ciriacit)u tetupnral de la (•111·r¡;-Íi1 iu11•n1n ,.f' ticn(· que definir a 

E ct1n10 la e1H·r~ía intt:rna pnr unidaJ de 111:1. .... H. f'~to cs. 

por lo tanto 

r· = ¡,,Ed,., 
,. 

dC j dE dt = ,. dt-c/¡•, 

(l.S.G) 

(1.8.7) 

l;sando las ccundoncs ( 1.8.-1) y ( 1 .S.5) la cruaeiún t::<~ ia co11:;r•r\·aci1j11 d•~ la energía 

se puede escribir de la sigui<'nt.c· manPra 

¡ ( dE Dti,) Q = p-1 - ª•1-D cfr. 
1 ( t .r) 

(1.S.8) 
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Supougan1os qnf' In." prot'"c~ns cptt' ti1'Ill'"Il lue:ar ~nn ft>VPr'ih!e.~, f\-, d._'c!i, au }¡;1y 

di~ipanon <l1· r·ncrgía. Si S t·~ };1 t'Jttropi<1p11r1n1!d:td de n~a .... ;1 y T t·:-- !u tt'I!tpcratura 

al1:-.oluta cnro1wc.s ,..,e ti('Ilt' que 

j dS e¿ = ¡iT ·--di·. 
' di 

(1.S.OJ 

sustituyenrlo la c•c11adó11 ( l .S.S) c11 ( 1.S.()) '" nbt if'!lf' 

(l.S.10) 

Por lo que se lkg;a f;ícilnwntc a 

a)!.!~'. + p( Td_5_ -· ~¡¡.:_ l =O 
D.r1 di d! · ' 

(1.8.11) 

dado que i· es arbitrario. Esta P~ la ''n 11wió11 df' J;¡ cousPr\·acicJ11 dt· la euergía local. 

( 1.8.1:2) 

rlnnrle 

¡¡") = ~ (' º!!._¿ - iJ.i:...) 
'.! . D;·, J,·1 

( 1.8.13) 

es la rotación infinitesimal. P<'ro a, 1 1i· 11 = O porqnc Ps el producto de un tf'nsor 

siinét.rico con uno anti:-;irnt~tri<'o. Pur lo tauto ~<' p1wck• f::-.<-ribir la t•cun<'ión ( 1.8.12) 

corno 

P (iJE _ TDS) =a iJ.'..!J... 
DI Dt '1 ¡¡¡ 

( 1.8.141 

·Tenirondo Jn t'í'll;"tdr'in gc11t:r<d p<1n1 Iü 1·ous1·n·acii'ln local de· la energía :-it' p11cdPn 

hacer algunas hipóte;i~ sobn• c·l prohkuu1 q1H· ~,. quien, trabajar. 

Si el proceso es ndiabático. es dt•eir. pnJCf'sos que sou 1n11y rúpidos (Plnsti(_'idad 

rlinnmica) entonces 

dQ =0. dS =O. (l.8.15) 

La densirlad de •·m·rgía interna Ps 

W=pE. ( 1.8. 16) 
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(LS.17) 

Co1no en t'l caso anterior. :--i la e1wrgía iut<'rua f'.S :-;oliunt:>Iltt> fu111·i{Jn de• f 'J, t>ntonce~ 

(LS.18) 

1.0 Ecuaciones Constitutivas 

L"ua n·h1cic'111 l't)11~ti111ti\'a ('~ a1pit·lla q11(' cHr;ictcrlza :.1l 1natt'rial qttí' :-;t' t.•,..,tudia. 

P1a•dP ~<'runa r1•laci<'J11 t·11tn· t'l <'sf1H'rzc1 y la dt·fonli<tri1'm o 1'ILtn• la:-. ra;,nu('s de de-

experiuwntnl del 111::1teri;il t·:-.tudiado. 

Aquí~(· P:-:t11rli:111 r11;trí'ri;1le~~ i·L!--..:ti(·n .. n!y(i i·t,:r:pr1tt;ir::~1'L!t1 1-:--t:~ d;.~<~o por lti 

lry ck Hooke. i.c .. uua n·lacicln linVid t'lltn' los ft'll...,ofC'S dt• 1·:--fu1TZ'> y d<'fonnaci{1n. 

(LO.!) 

doudc~ l,1 ,_.t e~ Pl llatnado trru"-oT dr' m1;d1tlo." d<iJ!u·o_~. y t's 1u1 t:'ll:~Dr cartc•siano de 

cuarto orden. () bit>Il In ccuaci/)11 ( 1.0.I) :-.1· p\lt•d1' c':-icril>ir ta111Lit~Il ('01110 

cr = L< (L0.2) 

Debido a lns :-;inwtríns d<•l tcu....,or de 1'sÍ11cr~:n y ck rlt>furruacic'1u. l que• lo deno

tará en forrna ahrl'viada ti<'llf' la."' sig;uientt·s :-;inwtrias: 

por lo <pte t•l nú111cro co111pon<·11h•:' in(lt-p!'11rll1'11tt·.-, ~(' rcdun· de 3·1 :.:.: 81 a 21 ~oln-

1nentc, cu el ca~o nuís general de uu 111(·dio aui~<')f ropo. 

Un 111cdio se lla111a i.~átropo ~i la.-. propicdad"s cl,;lsticas f'II cada punto del cuPrpo 

~on lns rnisn1as en todas las direccio11es en e~f" pnnto. La expr(':-:ióu para d tensor 

de esfuerzo con estas caractPfÍ$tica.s se pttt•dc escribir co1110: 

(UJ,3) 
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Lo~ dos ccu•fid<•nt'•:-; ,\ y ,11 ..;(' llnrnan pRnÍnwtro:-. de LtttlH~. El tt:-n:-:or de t•sf11c-rzo 

Uunbit~:l ~[>puede e.c:C"r!Lir f'!l t<~1·::2!!:n:-: d1·J !~:/,d1dn tJ,. rn 1 np-.·1·•1;1i!idf!d 1 .. ; y d1-• riytdf':! 

¡1 1 esto es, 

dond<· h. Sf' pu~df' r•scriliir ('11 t(·nninos d.· ,\ y de· ¡L. h. ceo .\ + i ¡1 (Landa u 1 GSG. paµ;. 

10). 

Un n1atf•riaJ. con ~ÍJilctría cúbica ti1•nt• In propicdnd dt· <}lIP si St' rota l(}s cjt•s 

cristalográficos respecto del nrip~t'll «'Il r. /'2 1as propicdrides dd nrnterial no ctttnhinn. 

Para 1111 111atl'rial cou e:-;t a ~inwt ría. Pl tt'Il:--o¡· c.k cu11:-it itlit(•.-. t•l1'1:-.t icc1:-, :c.t• pucd1· l'!"icribir 

con10: 

( L,, 
L12 Ln () o 

o ) 
[¡., L11 L12 o o o 

[ ·- l.11 L 11 L 11 o o o 
'··- o o () L,, o o 

o o o o L,, ¿ o o l) () () 

bajo la siguicntf' con\T·ncic1n <lndo que s1· 1·~t <1 t'M·ribicndo un tcn:-,ur d1• cunrto onlcn 

en una 111atriz de seis por s<·is. 

(11)--.1, (32) __, (23) __, (4). 

(22) __, 2. (13) __, (31) __, (5). 

(33)-->3. (21) _, (121 __, (G). 

En ténnino3 de las consta:1tc~J c];Í~~ticn::; f;. ¡t~ y J1 f'! tensor de con:::tnntcs elásticas 

L ee ¡nwclP ""crihir como: 

e+ i'" f'lc - Í/lc 
. 2 o o 

,!J 

1-ic - 311c 
1-ic-~/lc "e+ 11'c ti.e-: }Jlc o o 

L= "'-e - lile "'-e - tJlc h" e -r 1 /Lc o o 
o o o ,,~ o 
o o o o JL~ 
o o o o o 

Para un material isótropo: 
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( "'" ,\ ,\ o o 

I) 
.\ ,\ '.., ,\ o o T" -f"-

L == .\ .\ .\ + 2,, o o 
o o o ,, o 
o o () o I' 
o o o o o Jl 

1.10 Flujo ele energía 

El flujo d0 ('Ut'rp;ía es la raz<ln d<' ca1nbio d1~ la f'llt'rgía por unidad ti<·111po en 

una unidad de ií.rea. Cua fortna para c1m1itifi1·ar (';-.fP fl11jo r-s to1nar f•l producto 

es<:"alnr •'lltn• la tn1c,·i(l11 t y la \"f'locidad ú. i.c· .. 

!' = t. ú. (l.10.l) 

La tracción por dt.fi11i1·i1_.>11 <-·~ la f1u·1?a pnr 111iid;1d de ,·,r1•;L Al ru1dtipJi«ar la trae~ 

ción por ú ~e 0Ltie1w una 1111•dida d1·l flujo d1.• cneq!:,Ía. .tst.o !'f' puede \"Pr f'l1 la 

fig11rn( 1.10.1 ). 

eucierra el voh1111en 1'. 

Consi<l<'rando a 11 como el \'<'ctor norwal a la superfici<' s la ecuación (1.10.1) 

se ptw<le reescribir como: 
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La pot.('nri.1. por nr~!drul .-_!e á:"t.:a clanunditt· 11_·p:t·;-,~·utd 1·l finjo dt• t•rwrgia a 

traX<
1

'[-; de In :--tlpt~rfit·ip .... 

Este conc('pto c:-; i1nport:-n1tc porqlH' drl uua idea de r11;iuta t'Ilt'rgía t·~ta tl11yendo 

a tl'H\"(~:-; de uua cil'rta su¡H·rfici<'. En los cl1píru}o.., µo ..... terion·.., :-;e utilinuá e~U· 

conrepto parn calndar !;1 at1•1111nci<'n1 cl1· una onda. 

1.11 Ondas Planas 

La propitgaci(!lll d(· 11n:1 onda pl;1ua di• dt':--pl:1z;111ii1•1it11-; t·n IIH :II1'di11 1·l;í.:-.tíco :-.e 

puede p....,cribir corno: 

u~J1x·p d¡d. ( 1.11.1) 

dondf• u es el d<'~:p1:.11:an1k11to. p y d .:-.ull n'ct ore:-:. 11uit ario-. 1·11 la dirc1·1·i<'111 de· propa~ 

gación <le la ondn y di1-cc1·ic'111 del cl1·:..;plan1111it'1ttu. n•;...¡wctiv;uncntr. Ln velocidad 

de fa...;;e d<· didrn onda :-,p dPnntn pc1r e E' f'l;trn r1n1• x - p - - \·,l~1:~taute dL...,1:1ibc un 

plano norrnal ;¡J n·clnr p. 

Con la ('n1:1ci1)11 ( 1.G.111 y u~ando Ja.., 1'ci1;11·i;111t•...: cnn...._titnfi\·11·~ p;1n1 1111 nwdio 

isótropo se ptt<'d<· lkgHr a 

' 1 .. ¡1\•11 +(ti ·i 311)\\ · 11 , .. _ ¡HI, ( 1.11.2) 

donde ~es In co111pre~ibilidad y ¡1 <'S la riµ;id<·¡;. Eu la rc11<iri()n ( 1 11.2) :-;t• consirlera 

nn IllC'dio ho1nog<~nco, i!·-.<)tropo y t.'11 a11:-;t'IH"Ía dt• ftwrl'.a:-: rk <'ll<'rpo. La C("llacióu 

(1.11.2) s(~ ]e eonocf• co111n In t•r·1rncl('in d(• N11 11 u:r. 

Sustituy<'ndo la <'<'ttaci<'in ( 1.11.1) <'Il ( 1.11.2) ,,,. lkga f;í,·ilrn<'nt<' a: 

1 1 
(¡1 - ¡w")d +(ti¡.. 311)(p · dip =O. (l.10.3) 

cou10 p y d son dos \·1·ctorc~ nnitnrio~ dif,·n·iit<''.-i, para <pw ~e c111npla la <•cuaci(>n 

<i11tt·1ior ~e tlcbt:U nuuplir ttl Illf'Jlo:-, q11c d = ::t:p o p · ci =(l. 

Si d = ±p 1·IJt011n·' 

e = e¿ = ( ~~-.¡~;fl'.) ~ (1.11.4) 

en este caso la din~ccic)n <h" Ins d"~pl:1nttniento~ es la n1is1na que la din~cciún tle 

propagación. 

Si p · d = O Pntonces se obtiene: 

C = CJ' = ( 1.11.5) 
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f'Yl f'Stf' c:-t~o la difl..'.(.,:ilJil de p1up11~aci1'11 es pt'fjH'lldkular a la din'ccic'>n d<· In"' 

dc:->pl.-uan1i1·ntns. A la onda ttllt' Clllllplc· co11 la prirnern coudicitln St' 11~ cnuon· rn1110 

onda longitudúLal o corn.pn.,Úonal y a la qu<' cun1pk· con la sf~guuda .st• Jt· conoce 

con10 onda tran.i11er,ial o d(• cortr:. :'\<')tí':-.<' que e L > r r pttt·~to 'lll(' f'i + {~ 11 > ¡1 y 

">O. 



Capít"L1lo II 

Relacio11es de 

Dispersió11 
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2.1 Jutroducción 

F.n t·l pn·.'.'ie!ltl' cc_1pÍt11lo ~<' <'~tudian lns rc1aci11rws d(' di:-.p¡·r.-..ii'i11 p¿1ra !;1 ela:-.tiri

dad. Pri1nero se c~t udia d prubkn1a (le di~p1't!-<i1'n1 t'tl una hurra qne c.-., linH1ogt'·ut>a 

por pedazos. ('Il .-,~·guida H' t·1n111cia el t<·0Jl'l!1a dt' Titch-..rna:-.h y }Jt)f 1'iltin10 si· u~a 

C'StC tf'Of<'lllll lHlf'H olJtt'IH'I' lit rt•la(·j{'Hl d1-. di ..... ptT...,j('111 p;ira l;i da:-rici¡};ul. 

Coinn u1oti\·ació11 al prnhl1·11w dt· di.••p1·1 ..,¡,·111 :~e r<'>llt·h·,• el pr1Jh!t·uia de 111ir1 

bnrra llO l1u1no~~~llf'fi ('JI ]H cu;:d inridl' llll<I onil;1 é1nw'iui1'(t pl;111a. Si· r'Jl('Ul'lltra qur· 

]n. transtni~ic')u es 11na fu11cic'n1 cft• la fr1·<·111•1ir·i;t. Si· f'"tu4lj;u1 al.e;1111;i .... pnlpi<'dndt·:-; dí' 

la tra11s1ní:-.ic'H1 c01110 ,..,¡ fw·ra 111rn fu1wi1'>r1 d(' \'<triable 1·uinplrja .-\¡< ~ ... :. 

E11 la ~ig11i1·ut1· ;:-,t'ccic'n1 ¡,t• ('Jl!II!Cia el Tturnrrn dr Tifrf1n!ar.~h E:,tt' ft·oft'Ula 

n~Ja,'ioua cuIJcc·ptu:-. dt' li1wnlida<l d1·l :-;]:--t1·n1:1 fí ..... it·n c'fJlt J;_1 an;diti1'idad d<' la funcic'>n 

tranfcr<>n<"ia <¡lle> se uhri1·1w clt·l prohk1ua qli<' .... (' t':-.1 wli:1. La f1111cic'J11 <JTHilitir·a r¡nc 

resulta dP fi,..;t1· prohku1;1 ti1·1tt' td~111w:-:: 1·1udid;id1·:-. irnp"rt;intt·~~ tal1•:-; co111u: <ladn 

la parte n·al de P~ta f11ucic'1u analíti<'a s~· put·1fe n\Jtt'IH'r la p:1rt1• irnap;i1wria de· e::;H 

fuución y ,·iccn•rsa. La.'-i r1·];1cin11t• ..... de h~rt!1.'lf ,.,, ;· !1F:~:~ •• ·!) ¡1.tiit la ('lastindad :-;ou 11n 

ca ... '-'o partícnlar del Tonurw dF. 'I'itclnnar.'<h 1·1u1ndo la f11ncióu ;111alíti<'a 1·u t11rnn es 

el índice de refracci<•n. 

Si .se tozna la fnnci,'.111 milític:i <'orno (•l íudin~ d1• ft'fracciún :-:e• llt•ga a una forrna 

cerrada para obt('J1f'r la \·eloridad df' f,1...,1• c<nnn f11nciúu de la a1< 1 u11:u·i<'H1 de lCJ onda en 

el n1<~<lio donde s1• propaga. S<· deLc" Illt'tJcioH:ir q11(' tanto}¡:¡ n"'loddad de fa~e corno 

la at.<•n11ació11 so11 funri<HH'S d<• la fren1ui1·ia. Ln. relacúlu ciuc uos da la ,·docida<l de 

fase co1no funciún df' la ate1111a\il>r1 h<' conoce con10 relación de dispersión para la 

<'lasticida<l. 
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2.2 Dispersión en una dimensión 

El n1otivo de t·'!itudiar la di:-;pcr~i/111 d,.., llllil onclct t'll una 1li111t'Il~it'1n t'Il un tnatt·ri

al inho111ogt~Ilt'O es <"~tnhlcl·t•r cierta.!-i propicdHd~·~ C<tractt·rísticas de prnhlcnia.s, co1110 

por f'j{'n1plo. la \'ariari6n de• la an1plitud d(• la onda co1110 f1111ci<'n1 dt• la fr,•ct1('11cia 

en un proLI(\Illtl que St' pw'da n·:..olv1•r ('Xplíc·it;itnr·nt('. 

Cua11du una uuda atravit•:--a 11u uwdio q1w un f'S ho111t)µ/111·0 pl't'~t·uta t•l ft.·nó

nH•no de disp1·r~i1'n1, o ;-;(';1, qllt' un p11l.-.;o 1·;u11l>í;1 df' forrna Hl propagar~e t>Jl dkho 

tnedio. Por cjt•111plo. :--.11p/111R:t:-:t· q111• :-.(' ti1·111' una Ctl1·nb1 iufinita hnu1og1~11ea pnr 

peda_,o., "" I<" r«c;iu1wo: D0 ~' {.r/.r >O}; Di 00 {.r/O < .r </)y D2 -~ {J·/.r > /} 
en la t'llHl incide Hna onda plnlla c·1 nnn lo Illllt'q r:1 la Hg. :2.:?. l. La.:-; velocidadc::; dP 

propagacic'>n df' la onda l~ll In nwrda :-;1m <'o = l. <'1 y (',i. t'll los uwdío~ Do. D 1 y 

D 2 rc.•spcctivatn<'Ute. Xt'>t.c·~e que ]a yefocidad dt' propac;a1·i/n1 d<>l n11'dio D 0 .i..:t.• e.-.:tá 

tornando cn111n rt'ÍPI'f'llf"Ía al ton1nrla igual a la nuidad. 

º· o, o' 

e, e' 

Figura 2.2.1 Pua cuerda hon1ogl·11ca pur pedn¿o:;. Eu las n·giones 

D 0 (x <O), D¡(O < .r < /) y D·2(i· > /) la velocidad d<' propagación de 
las ondas es ca. c1 y c2. rcspectivarneutf'. 

Para resolVL'r el problen1a de la tn1ns1nisi('n1 en una cut>nla inhornogénea se~ 

debe resoh·cr la ecuación de onda en las distintas nogiones además de satisfacer las 

condiciones de frontera correspondientes, i.e .. S<' busca una función ·.p == ·,:(.r,1) t;il 



que 

satisfaga 

{ 

\'.'o(.r, f), 

'r'( .r' 1) = ~ 1 ( , •• 1)' 
'r~( .r. t ). 
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.r <O. 
o< .r < [, 

.r > [. 

.r <O, 

o< .r < /, 

.r > /, 

(2.2.1) 

con las condiciones ck fro11tf·ra siguicutt·~: 

-,:-o(O,I) = ,,- 1 (0.1); 

D-,:cd!J:~l i'.J:c'1L0._1!: 
D.r D.r 

D,: 1(1.t) 

D.r 
D.;;,rl.tl (2.2.2) 

D.r . 

E:->tas cu11dicin11('~ de frout1·ra din·u qtH' el d~'~plnzan1i(·uto y su ~n1di,,ntl' son 

continuos <.,.Il las iuterfon·~. 

por: 

,:>u(x.t) "'- ,•-·(r··I) + u,-•-·(dtl, 

X.'P1(J·,I) = A<'"'{r/r¡-1) + B,-•-ü/•·1+1), 

:,.·
2
(:r,I) = y,i-·{r/c,-n, 

.r <O, 

o< .r <l. 

:r > !, 

(2.2.3) 

duude w es la frecuencia angular, t <'l ticn1po y .r f'S la coordt·uada f~spa<'inl. Estas 

soluciones tienen 1n siguiPntt.,. í11tt•rpretw·i<l11: En la rcg;ión Du . .,:: 0 f'S 111u1 onda plaua 

ar1nónica n1ono(Toni;í.ti1a quf' iucidt' de izqui('rda n d•·n'cha co11 t1111plitud i~ual n 

uno y una onda r<'Hejada con a111plitud igual a R: c·n In rcµ;ic)a D 1 . .,..· 1 es la s111ua 

de una onda transmitida ck amplitud A y una 011.!a rdJr.jada <1" a111plitud !J; por 

últirno, en la regic)n D 2 sólo hay una oilda 'r .. 2 que s'' trau...,ruite con :uuplitnd T. 
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Ésto se put•dc \"t'r esqu<·n1:i.ticnn1f·1Ht-> <·n ln flgnr~ ~.2.2. 

o, º· 

vwv 

Figura 2.2.2. La so111ri<)n dP la Pniarir')!l de o!lda t·ll L1::i [lt.'~ regiunt·~ D 0 • 

D 1 r D2 • En la rPgiún Do hay una ou.Ja de amplitud uno c¡u<' incid<' de 

izquierda a ckrcrha y iuia c¡<l<' "' r..f!eja d<' awplit11d JI, r·n la n·gi<Ín D 1 

hnr dos ondas. una qtw se tran:::u1itf' d0 <H11plit11d A y una qw~ h<' t":fleja 

de amplitud n y !'[] la rPp;ii>n D2 sólo hay lllJ<l onda Cjll<' sr• transmik Cüll 

amplitud T. :\<'•tt'"'' d rambio de an1plit11d<·s y d·· lollp;itnr!f's <le oll<lil en 

n1da n1cdio. 

Se tienen cu;itro an1plit11df'~ a detr·rrninar R. A, By T. S(· tiew·n cuatro condi~ 

cionf's de frontera. Por lo tanto S<' tit•nc 1111 sisten1a li1wal dP <'cuaciones consistente 

el cual se puede resolver féÍcilzuentC'. l":-'ititdo la;-; f'ftHH'Í<HlC'S (2.2.3) y las condiciones 

de frontera (2.2.2) .se obtiPtwn la~ cuatro ec:uarinucs sig11ie11t<'s: 

-l7+A+B=1. 

R +A.fe¡ - D/cr =l. 

~--lc' .... '11 ''l + n(-·i...:l/C'¡ - Tc'"•-' 1ÍC'J =o. 
A/ C¡ c'"'l/c¡ - IJ / C¡ e_,..,¡¡,, - T.! ,.~,i-·l/c, ~ O. 

(2.2.4) 

En esta sección sólo se ti<'n<' intcrl·s <'IJ hallar a T. Después de hacer algunas 

rnanipulaciones algcbrnicns con <'st as ec11acio1u~~ sP llPga a: 

.je e ,•-'(l/•1-l/c1 )/ 
T = -1 z 

(c 1 + l)(c1 +c2)-(r1 -l)(r¡ -c2 )c•2..,//q · 
(2.2.5) 
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Si la rapidez dt,.] IIlP<:Ilo DJ t'S. i~ual a ln r!el !!wdin D.:. "-f' ll1·~~:t ~'-! !·~..:·1h?.r~0 q1!e 

reporta :\!arsckn, l!l73 pnp;. 420. 

El cuadra< lo dPl valtH al1~uluto d1• T 1c·prt""'t'l1T H };1 iut1•11:--id:1d de la onda trans-

1nitida Pn la rt·~j,'n1 D 2 . E:-. int''l"l''."'-<tlll<' c¡¡}1·11br la 1•xplíciL111wntt> la i1itt~nsidnd de la 

onda ITl 2 

fT\2 -- ----~-'.j_~·L ___ ._. 
lle¡ +·!)¡e,..¡ c2) .. (c 1 - l)l<'¡ ·- c 2 )< l•-l.1··• 

(2.2.G) 

Se debe bnc1•r la nhst.T\·aci('1n de q11c la trau~•111i:--il)ll dt·¡>t·11dt· d.._. la:-- propi<'dadcs 

<lel IIH:clio dc:ol cua1 ll1·g;<t. Pnr <'j<'u1pln. si lt1 ondri p11 ..... a de• 1111 uwditl a (lfrn 1n1ls h·nto, 

ln an1plitud d(• la 0I1da 1 ran.-..111itid:i :-;1•r(¡ 1n1·uor q1w 1:1 d(• la 011d;1 rdl1•jada. Por otro, 

lado !-ii pn.<:-a. H un nwdio iw·nu:-; knro la ;:1n1plitud c-t·n't u1ayor. E:-.to <'s debido a In 

cons<·rYati/>11 de 1'1 <'llcrgía. 

Pclrél. t·l 1:ét."">lJ <HillÍ t":-.l1uli<tdu d1· J,t 1..'t1c·rd<l llO 11n11it1.t;1»1wa 

energía se const:rYa, e•:-; dt'cir. que:-;(' \Uinpla la relaci(1n 

"' (1 - !RI') =!Ti'· 

ct1111probó que la 

Para \·er t:'l cou1port :uui<·uto <k la au1plit11d •lt• la onda tra11<..:111itida ('Il la rep;ión 

D2 vale la fH'na hacer unos cú.lculo~ n1111H~rico~ p;1ra alg11nos n1att•riale:-;. En la figura 

2..2.3, se grafica el cundrado c:h• la intr·n:-;idad dt· la onda tnui;:.n1itida IT! 2 contra 

la frecuf•ncia nornrnli:1ada .... ://e¡ para cuatro coufi~uracinrws dlstínta.._s usando trc:-; 

matcrinles que son los siguic·ut<'~ acero~ Hhuninio y cohn·. L:1 n1pidt•z para enda uno 

estos n1ntrrialcs se J>rPsf·ut ;111 ('ll la tabla 2.2.1. 

~latPrial Rapi<kz "' / ,, f! 

Acr•rn .'i!100 

Alumiuio G300 

Cobre .JGOO 

Tabla 2.2.1. Rapid<'z de propagación de una onda <'!l dif<•n,utes materia

les. 
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Se estudian dos casos dP trti11su1i~il1II con tn•s 1natt·riah .. '~ di-.:.ti11to . .;; y otros dos 

en el que los 1nateriah's dt' los t>Xtrt•n1os son ig:nnlt·~1. ¡'•:-.to~ .-.;ou: 1U'r'ro-al1111nnio

cobre, cobrc-al1Hninio-cohrc. alu1ni11io-robre-afo11tlnio y pt1r 1'tltit1H) 1'obn·-alu1ninio

accro. El priu1er caso (:-;uptTior izquit·rda fiµ;. 2.:2.3) es un u1edio r;~pidu-r:qiidí·d1110-

lcnto. La au1plit11d d1• In nnda tran:-<111itida ('~ 111ayur qlll' la a111plit ud d(' la onda 

de incideucia. En <·l Sl'p.;1111do cri>D (snpe1ior d1•n·cl1a Hg. 2.2.:3) t'~ llll ;u·npl<1n1i1·uto 

leuto-rapidísi1110-kuto. La ::uuplitud d<' la onda t1cu1~111iti1l:1 crt'<._'t• OJJJ la f1Tcu1·ncia 

ha ... sta. ;r/2 y hWJ;O df'CaP y PStH ;:1111plitud {':-, nu'1:-i JH'<!lh'ÜO q1H' la dP ht oJJda df' 

incideuc;a. Para un acopln1ni<'nto r<1pidí:--into·l(·Jlto-1apidí~i1110 \ infcTior i.~<plif'rdo 

fig. 2.2.3) prcsf·nta t•l u1i:--1110 cou1portau1i1'11to qw• l<'11to-n1pidi~in1t>-lcntn p••rn la 

transrnisión f'S n11·11or qlH' "n ,.J ca.--.o cintt'." dt;1dn. En t•l últiu10 ;ic11pl;1111i1·nto lcnto

rapidísin10-nipidn ( ,!enYhn inf¡·rior fig. ::?.2.3) la iriti·n~idad d<' la onda transndticla 

di::i1ni11uye conft>rtllf' :u111H·nta la fr(·nw11cia y l11e.f.!iO \·11elvP a a11nH·11tar. n pt•sar dr· 

este co1nportan1ícnto In intc·n:'lid:td d(· <':-.1a1i111l<1 t·~ uwyur quP la di' la nndn inridt•utP. 

l.)J¡----

1 1 12..~¡ 
1.12¡ I 

1.115~ ,./ 
1. 

1.11t-:.... 
o 

º""¡ 
0.96r 

Al·Cu-..\1 

º""r, 
0.92F~ -~ ¡----- 2 3 

O'J'lJr 

' O'ffll J 

i 
0.97~ \ -1 

O.Cl6~ \\ J 
095~~ ---·-·-------- _:_ ____ J 

o 1 2 J .. 

J.]J•--
0 

\ 

Figura 2.2.3. Gráfica dd cuadrado dPl módulo de la ampli

tud de la ouda tran~nliti<la !T! 2 contra la frt'C.U(-'ncin nonnnl

izada ...;//r 1 • (a) acrro-alurninio·cobr<'. (b) cobre-aluminio

cobre. (e) alu1ni11io-collr<'-alurninio y (d) 1·nhff•-¡il111nini<,-nrr>

ro. 

En la figura 2.2.3 se puPrk obsi:rvar que •'l cuadrado rkl vnlnr al>"oluto el<' la amplitud 

de la onda transtnitida sie1nprc ton1a su n1:-'1xiu10 o :-;u n1ínin1u rn O. rr /2 y 7í ~ótcsc 

que ITl 2 es una función periódirn. de periodo ;; . 
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En <>1 probk111a de di:·qH'rsiún de una cuerda nn bo1nol!t"1H·a ~P p111•dt• }¡;i,·cr notar 

que el cuadrado rfr·l \'alor absoluto de"' la '111da t ra11:-;1nit ida dt'JH'11d1• 'I(' la fn•cuc·ncia 

asi co1no tan1hit~·n d(· la lungit11d dc·l p('dazo iut1·rnit~dio y de• la-.. v(·lncidadc:; t'Il los 

tres u1Pdios donde se pn1pn~a la ond~t qw· ~e di~1H:rs;t. 

Es intcn•santP d1•st;1<·ar qw· la f11nci«)u T T( ..... :) :--1• pn(_'de pt·n~ar coino una 

funcit)n d("' la variable co:11pkja ...... ·. T tit·rw };i,c., : .. ig11i1·ut<'S propit·d;Hli·~: 

l. T <~ti una f1111ci/>11 1n•·ro111orfa de ... : y tit'llt' pPlus cu t•l st•111iplanu iufrrior 

~·ce«¡ ( 117C - ir·) íf 11=l.2,3 .. 

doIHI<• ,. <'S '"!uciún d•• ''' ce [ ( r'¡ + ,., Jí t'¡ l· 1 )/( C¡ ·- C·i )( C¡ - l)], 

2. /T/ = 1 niaJl(lo ~· "' tal que, '•~ 1 1°• =, 1 y c1 e" l. 

3. Cu::indo -· -· ix. T -~O ¡,¡ c 1 > <, ). 
4. Cun11do ..,.,,. ----• --ix, T --1o x (,,j C¡ > <'1 ). 

Ha!"ta c:-iu~ p11uro :--e ha n•stH'lto <'l probl1·111a de dispf'rsirln f"Il una cuerda y se han 

estudiado alg;111H1~ caractt·rí~ticas de la traHs111isic'111 eo1no una fu11ción dr variable 

con1pJeja. Es de f'.Sp(•rnr cp11.· cuaudo St.' rcsudva el problt'IIm d<• disp('rsión para 

policristales, otrr1s propiedades cuino. por Pj<'tuplo, la tran:--udsión qut~ f'n C'stc ca.so 

será la atenuación t<11nbi1"11 dqi1_•11da d1· la fn:ctreucia. df' la rapid1•¿ de propagación 

df" ln onda f'n cnda grano y d1·l tc-11n1túo dP lo::; gnn1ns. 

2.3 Teorema de Titchmarsh 

En la pr{'~cnt(' :-,1·eciú11 St> 1_•nt111c·ia <'l teoreu1a de Tich:-.11rnr:->h puesto este tco~ 

reina 1nne::;tra una ('<¡niv<d<·ncia t'ntrc c11atro re:--;nltndos aparcntr-1uente distintos. 

Relaciona conceptos dí' liw'nlidad y analítiridad ('fl un :-;ish.'Illil físico con d princi

pio df' r.a11:-;.nlid~d. ;uft•m:\....: d1• •hr ;•r11arin!'!'·~· p~1:·a hall~ir L1 jl<df¡· Lt'Lil dt> 11ua iu1J1..:i<'>11 

analítiea dada la part<• iu1ac;i1rnria de ''sa f11uci<'n1 y vic1'\'1•r-.::1. Estas últiaia.~ se le 

conocen eon10 ln.s rf'lacioIH's de dispersic'n1 <') la:-. relaciotH'~ d'• I\ratnt•rs y I\:ronip;. 

Teore111a de Titch111arsh Si 11na [1wci.j11 ele <"ll<Hirnrlo i111egrn/ih· (;(_,_¡) c11mple 

una dC' lns ..J conclicio11c .... siguicutcs f'11to11n·s c1Ju1ple }¡¡.-; dt•n1tis. 

i) La trnnsíormada inn·rsa elf' Frnirier g(t) rl" G(u.1) '"' n·u• ¡Jiirn t < (): 

g(t) =o. (t < ()) (2.3.1) 

ii) G( 11) es para casi toda 11. <>i limite cuando i: _, 0+ Je 1111a fo11ción ;urnlitica 

G(u + il') que es holornorfa en I:'/ sc.·wiplano superior y de nwdrndo integrable 
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sobre cualquier línea µarafrla al eje n•a/· 

1: /G(11 + it·J/ 2
d11 <C. (1' > 0) (2.3.2) 

iii) Re Ge ~rn G safi..;;;fncc_•11 fo pri111r.>ra Í<Ínuufo prclhninar: 

1 . j" .J111 G( .. :') , Re G(;..,·) =- -1 P ---------d~·, 
. rr --...:. ..,_,1 _.....,. 

(2.3.3) 

E_:__(;S::J dj. 
..... :' -- w 

(2.3.4) 

png. 125-120. 

En las secciorH·s i) y ii) relaciona los co11c<·ptc1s <le analiticidad cou ca11.salidad 

y los do' iíltimos son las rc!acim1c~ ck Iüanwrs y l\ronig. D<' hecho la parte del 

tcorcn1a que se u~ará f'Il el pn•st:n(e trahr1jo t'"' l'1uicaUH'JJtc iii) rou10 ~e verá PU la 

siguiente sección. 

2.4 Relaciones de dispc•rsión para la dast icidad 

Las rdaciotlf'S de dl:-;p(•r:.;i1~H1 para la f•l:i.~ricidad nos relacicnwn In. atenuación de 

una onda dc•ntro d(' uu n1Pdio nn1 1H vdocidad (h• fa~f' de la onda en dicho n1edio, En 

el pre~entC" trabajo PS d<· especial irit(Tt"s roJHJCf'l' c1'.)Ino :-.e propoga una ouda eléistica 

en un tnedio policri~taliun y pur Itlr'dío de las u:l:1,·io1ws dt· di...:p•·r .. ·ir\n j)Odc xnu.-. 

encontrar n la ,-elnridnd de fas~· cuu10 f1111ri/}u d1~ la fr1-c1H·ncia. 

Para hnccr uso de 1n.s rdac-ionc:-; d1_• I\:rauwrs y I\ronig que puedan ~<'r nplica<la~"i 

en dasticidad se tir•tH' t¡ll(' definir 11nn f11rwi(')n qw· ~ati~faga las ldp(Jtt':.>is dd teorP

ma y que rclacionl~n cantidad(·s que Ct>Uozc<11nos. [ua función que satisface estas 

condiciones t~.., t•l índicf' de rcfrac¡·jl,Jil JJ.111 uwli1.adu, i. P .. 

G
, 11(0.:) - 11(.Jo) 
( ... :) == ---

...J - ....... '¡¡ 
(2.4.l) 

donde n(¡.._•0 ) es un índice ele refracción d<' ref<.reucia y ~·o es una frccu<'ncia de refe

rencia. El índice de refracción normalizado <'S nna fonción analítica en el semi plano 



superior adenuis de sf'r df' cnadrndo illtl·~rilhk y que dn:<w :-.tdi1·it'utt·111t·11tt· rápi1l(> 

en f'l infinito. El índic<~ (lP n-fracrit'n1 f':-- por (kfi11ici1.1J1 TI( ..... :):-:· <'ol·( •.•. : )¡ .... : doitllP ¡,. t·~ 

el UÍU11f'I'O dt• onda t'll llllii <>IHl:1 éll'Illl,Hiil.'11 pl:111<1 

(:2.l.:2i 

donde/.·( ..•. :)= ..... :/<'( .... :)+ uq ..... .'). n st• le c1111(11'1' 1'tHW~ la <.1tt·u11ar·it'1u dt~ la oridn y <'o c•f. 

uua \'doddnd dt• n·f1·n·11da. 

\"ale ]n pcuíl ,-,T c('11t10 -..(· in;111ifi1·~t:1 };i af1·111i;tt'i<'>n de una 01Hln a1111ú11ic;:1 plana 

(2.3.2) cn1110 f11ncir'1t1 d1• la pn~i<'i/)rl P<lt:t r'·-.,to '-i' p1wclt· h:1c1·r una ,en.'d1ca d<' la 

arnplirud de la ouda t·ontrr1 1:1('oord1·1i:1da1•,¡i¡1i·inl .r {\'r'l' (:?.3.1 )) 

04' 

1 

U.2 ~ 
1 

O· 

.J ·-·---º 1 

y .. Re c.rfi{b · wtll 

k.• 'A!lo+ ia 

4 5 6 8 9 10 

Figura 2.3.1. Amplitud d" una owla plmrn d<' la forma 

fa(A-r- ... :t) ron A· =.-:_ .... :/e+ in co1110 f1111ci1)n de la po:-.irión ,r. 

Ln arnplitnd df' did1<1 nndn va d''CétYt'IHÍo cnn la di~tn11cia. 

I\ot<~sc quC' la atuplit11cl de la onda d~·,·¿¡p 1·xpo1wucial11wut1• con ln posici<~Hl y 

ude111ás ~igue a~cilaudo. 

Iletou1nudo ,.¡ p1111to di· las rc·lacio111·:-o 1k di:-.JH·r-..i<'1n y pan1 h:dl:1r n la vc·loridnd 

clC' fase se torna la rclndt'n1 iii) plH'.'-'to qw· ,,~ la q1lf' r"1ario11;1 l(',, G' con CJ111 G'. 

Sustituyendo G' en iii ). to1ua11do cotIH> frt·cu1·1wí11 dt• reftTP111·i;1 n ...... :0 =.:: O y ltacic·nclo 

n]gunas 1nanip11lario1w~ ::dµrhraica~ ('::-. fi1cil ol>terwr <Jllt' 

el...,) = 1 + ~~~:_c_u \. p r -- ;-~· (~_l ___ :;-¿.'. 
[ ]

-! ., "- , 

ro " .fo -·'"(-·'· - -··) 
(2..l.3) 
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dnndf' c0 f•s 1í1nit1~ <ie la n~Iocidnd rl.c fa:-;P ni:111do ... · -t O j' i · IJ dettc>tt1 t.'i valor 

principal de Cnurhy. 

La c-ctrnción (2.3.3) ll<>s permite hallar la ,·elucidad dP fa.si: romo f1111ció11 de 

la frecuencia si se conoIH'<' d0 nntt~uwno la ntc11und/1n dt~ la onda. E:-ta ecuación 

ta1nbién se le cCJ11on~ co1110 la relación de di.~¡n:r.~itín ¡;ara la t:la .. ~ticidad. 

En los capítulos po~tPrion·s se ha1Ianí la aten11acil)11 ro1110 f11ucién1 de la frecuen

cia. y después SC' caleular<Í la velocidad de fa~c ta1nbil-n co1no fnncic'u1 d<' la frecuencia 

vía la rf'lación dC' disp<'rsión pnra la ela:;tícidad. 



Capítulo III 

Modelo de 

Rokhli11 
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3.1 Introducción 

E11uotivo <lel JH<':.:.f·ntc capítulo f•:-; ohti·nt·r 111w f,~ir.n11il;1 pnra Ja ntF.~1111aciÓ!1 t'uI!lO 

funeic'n1 de la frt'l'Ut'Ih'Ía para así pod<•r 11~ar las relacioues de di~pf·r~ión (2.3.3) 

para obte11<·r la \·c!o<"id:.d ,¡,. fa,,.. A•¡llÍ "' 1·otudia el rnrnklo .¡,. flokhlin para !a 

ntcnuaci(ln cu tttl Iliedio polkriqaJino. 

Se d(•scribe hn·\·1•nwtltt· qn1'• es un polin·istal ad<·rníÍ..s d1• dar la:-> hiJH,,tt·~is bajo las 

cuales el 1110<1<•10 dl' Tiokhliu es vcílido. Cou las t.'CU:tciotw:~ h1í:-.ica.:-; dt• la f'lr1stiddad 

y haciendo algunas aproxi1nacion1'S Sf' to1ua d ll11jo 1k t'IltT~Ía (ptt· pa:,a a t nn·és de 

dos grauos adyacentes y fiualnw11t1• :-:<· lle,!!-a <1 una f1'1r11111la para la att•1u1aci1'n1 que 

es: 

Esta t•s una f<'1rrnula p:tra calcular la at1·1111a1·ióu con10 f1111ci<'111 ele la frenJl'llCÍa 

para toda fre«u1·n1·ia. ptF";tq 'illt::' ,,¡ IlÚ:ll'T<J 1.k nti\?íl ! .. · t'~~ta dadu q1h: k = w/c. Siu 

ernbargo no predic(' cou n111cha exactitud lo~ n·~ulados <'Xperinlf•ntalt·s que se ticne-n. 

El trabajo df• Rnkhlin nHÍ~ tnrdP lo utili?flriÍ Delt1f'r y J3r;111nrwr p:1ra cucoutrar 

la wlocidad de fa"·· 
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3.2 Policristales 

Durante ca;..i todo el el pn·:-wutf' trah<1j<l .q~ h~~-:.h !::~:d~d 1?t ¡111Ji1·ri-,r;1ks pur iu 

que es neee:-.ario dedict1rJ,. 11na :--1•ccic.l11 a ,··:-.tos. l''n cri:-.ta11•s uu <1fTt'glo pt'Iil\di1·0 dt· 

celda.s dt~ un 111i:->u10 1rlílttTia1 t'll el c:-:pacio. l·11 i~olicri,trd ''"' 1111 IIÚlll<'J11 n1uy ~ra11d1• 

de p;ranos ¡H·~ado'.-> 11nu a otro a lo largo de i11tt·rf;1n·~. :\ cacLt gr;i11n ~t· Ir· ,:i~rwia 1111 

conjunto de eje•::; crbtaln.~rt\firo:--. Lo~ cj1·:-. •'I'i~t al1)J;;r;;tlco.-. :'1H1 llll conju11to de ejes 

ele-fluido~ <'11 tc~nninos d1•1 poliedro a ..... 1)•·iado it 1111 gr;11111 (t'll 1•l rw11klo dt• ílokhlin lo:-. 

ejes cristalogn'tfkos son lo'-> (•jt•s célrf1· . ..,j;11H1:-. .ry:). 

3.3 l'Vfodelo de Rokhlin 

En 111odl'lo d,• Hukldin p;1n1 un polkri<-:ta1 co11:--id('rí:t qul' todo-.; lns .e;rn.no~ tÍeil<'ll 

la rnbtua foruia. ln:' f'j1·~ cri:--t;-dogr;'tficos d« c:1d;1 1111" d" Jos ~ranos ('t--ttln di:..; tribuido~ 

all'atorin1llt'Ilfe y todo:-. los gr:1nos :-:e (·11nwtn1II n11ido:-; rígidanwnte. Dajo c· . ...;tas 

hipótesis ~r· quicrP t•ucoritrar un<1 rt'laci/m t·!ll r1· Jn 1·1u-r,~i:< 1!i:)¡n·r..,;1da d1·l policri~taJ 

co1no fnn<'ión <!<-' la frt•c1wn1·ia. 

El tnndPlo <le Rnkhliu ::.1' con:-:id"r;i '{llP todos lo~ [!"!";1nn. ti( :w~: !:•. !~:i::::~;.., f.Hiilil 

y que los <'jt~s cristtdogrúflco.s 1':-,1<1Il ori<·1it;nlos alet;irianwutt', cnda grano tit'Ilt' ck 

Indo y alturn a u1ientr:.~~ <¡llt' c·n la dirección t·n •Jllt' .'--(' pr11p;1ga la n11da 1·ou1prt'...,iot1al 

mide b, como se puNle V•T la figura (3.~!.J ). l'or la ma!l<'!'H dr· ,J..durir la formula de 

RokhJin no se cousidf'rn nill_!!;tllla :->iuwt ría c11 par! in1!rtr. .-,in 1·znbargc > cu;1wlo De·lr zt·r 

y Drau11er rt>ton1a11 f'Ste..> t rabnjo para obtt'lHT la \·ehu·idad t i1·1H'JI q1w ;ij11:-:tar trt·~ 

panítnC'tros y cuaudo aju....tnu ,~stos ~e con:-;idcra q1w t':-; 1ir1 poli•Ti"1al 1'oll :--i!II('tría 

ctlbica (sC' rC'tnn1aní. este punto en los ::..iguit·nr1·<:- c<tpÍtulos). La ah·111HH'i<·,u t's una 

zncdida de la energía <ple' s<· di:-;pcr:-.a eu un r11edio. La ;1t1:11u;1ci,·n1 ~,, d('filH' co1no: 

(3.3.lo) 

donde Ir r~ f'1 tohd de f'1H·~·g:í<1 di.-..¡Jc 1 :--dd,1 por u111dad di> \·o1unH'1l ('fl una uuiJad 

de tietnpo micntn1s quf' I ,,~ In f'tu•rgía <{llf' c:ntrn pu1 \'d1idad d1• voliull('ll rn una 

unidad de tiempo. I rs 

(3.3.Jb¡ 

donde < E11 Ct1 > es el Yalor prcH111 .. din d1•l Hujo <le t~T.1.L'ft,Ía c1nrt~ dos granos a<lya· 

centes, el 4/a viene de co11sid<·rar cJ finjo (le- eu<'rgfo a trav("s d<' las fnmtC'ras del 

grano, que en c . ..:; te ca.so e.s .fab (son 4 cant!-. y cada car<t 1uide ab) y sobrP dn.:.: veces el 

vohunen debido a que la onda atraviesa dos ~rnuos cuyo \'olt111H'Il t'Il total PS 2ab'2 

por lo tanto 4ab/2ob! = 2/a. Si s<' cnnsidf'ra que• la onda 51' dispersa eu ambas 
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direccioues en la frontt~ra de los dos g;rauos, c-1 factor d1~ prnporciuuaJídad t>utn~ Ir y 

el fluju dt• t'nt'rgia t.'s ·l/11. en c·s la n1pidez de l0t uuda qtH' arravii'...:a lt1:' 1·11ritrn ,·a:-:i:~ 

del grann. Ltt at t·1uuH:i1'1n ~P nu11iitiesta couio funci1'm dt• la Ín'cw·nda eu el IH'cho 

de que la erwrgía pro111cdio En dep1'n<k' dt-- la fr1·nw1H"ih. D·· li<'clio lo quf• se ti<'nc 

(jllf' hacf'r es cakular la <'IHTgÍa pro1uedio < Ett > pi1ra todo tit·n1po en Pl yohtt1wu 

de uu grano. 

Figura 3.3.1. En d mod..Jo de Rokhliu para uu pnlirristal 
es un arrC>glo de grauos y cada grano t i(•ne la fon na d<• un 
paraklepípedo de ancho y altura a mirutras qtw de largo 
rnide b. Los gr;-111os e.st nn unidos ríg;idaIIlf'Ute <'nt rl"· t·llo~ 1ni.s-
1nos y los cj1·~ crist:iloµ;nificos de lo~ gr;urns t·~tnn distribuidos 
nlentorianll'Ilt('. 

Para contiuuar se drbt•n ha<·1·r J;-,.., ~ig11i<'ntt~~·; <u1bi1kral·Íu1lt':-.: Ia ('.0111ponent~ 

>l. norrnal del esfuerzo dt~ dos granos adyaccntt~::-,011 r1·~p('d iYHHH'llt.e 

O'¡ = O'rJS<'ll{ k11 X - ~·t ). 

a¿ = a 0 sen{kux - ~·t ). 

(2rz) 

(2b) 

donde k11 y k12 son los números de onda co1-respo11di1'11tc para cada 11110 de los granos 

1 y 2, w es la frC'cnencia circular (Y<'r figura 3.3.2). 
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b 

Figura 3.3.2. Dos granot; adyncentf•s con rn'uuero de onda 
distintos. Pna sola onda q11P .S(' propaga «'Il dos granos ady
acentes. La~ difereucia.s en el n1'uucro de onda se 1ntt11ificsta 

en que la onda no se propada de ig1inl manera en d grauo 1 
que en el grano 2. 

Los nümcros de onda son distintos dehido a que ]os Pj<'s cristalognífirns d<'l 

grano 1 y del grano 2 no estan orientados <'ll la misma dirccri(m. 

Cuando se unen los granos los desplaza1nientos deben ~<'r coutiuuos. f'Il otras 

palabras los frentes de onda deben unirse <'n la interfase y <'stu su vez produce un 

esfuerzo tangencial que hace que se propague otra onda trnnwrsal a la dire«ción de 
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propagación d .. la u11da ¡ncid•·ntt>. Esto St' puede ver en la fig11ra (3.3.3). 

----, 
1 

\[ ____ ª 
o 

Figura 3.3.1. CuaIIdo Sf' propaga uua onda dentro de dos granos con 
111írncro dP onda cli:-.tinto y ~1· 1uwn ;unl10~ gTann~ ~<' prnd11rc uu f1_'1i<)111eno 

ro1110 '-'1 que s1· 11111t•:..tra aquí. 

Se <iPhf' IlH'llcion:1r f'l lwd1n dP qtu· 1·l prohknl<t cu111pl1·to no :..e pur·dc rC'.solver 

pu(•sto que para cada p,rano s1' tc11drían 3G c·cuadon(·s adetnú~ df· conocer cou exac

titud la oriPnfnci()n d(• lo:~ cjC'.S i-ri:-t•d,1grúfi1·os pí1r;1 cnda uno de lof; granos. Este es 

un problema muy difícil de r<'"'lnr por lo <¡ne "' rJ,•Jn•n dF hacer 1t!g11n;L<; simplifi

cncioues. Tnn1hi<'·n ~e d1·hc n11•1winrHtT qw• para 1·l probli·nrn de l(l~ po1icristalcs no 

sólo cxistf' un inndt>lo. En <•1 ct1pítulo '' ;-;t• da otro 1nod1·lo p<1r;1 lns policri:-:ttak~. 

3.4 Deducción d<• la fórmula de la aturn<tciúu 

Para ns:tr las rt'lal'Íl)lll'~ dt_' di:-rJtTsir.n1 ( ~.:J.:J) se twcesi ta 1111;1 fr,nuul<i para In 

atc•nuaci/m \on10 funcióu d1· la fn·ctwncia. por lo que en cst :1 scccióu t'f! ohtt·ndrá 

dicha f<'mnula. Bajo 111~ hip<)tesis d..J rnod<'lo de Rokhlin s.· obti"n" la energía 

pronlC·d.io dispPrsada ent.rt' dos grauos en un pt•rí/,cJo con1pletn. Fnn ''t.•~ (ptc yn. 

i:,e tiene la f>Ilf'rgía proznedio di .... p<'rsada sP balla la aten11aciin1 dr· la onda que se 

propaga. Para <'!ICoutrar f'sta ent~rgía se n·suf:'h·r·n las ec11;1cio11<'S húsicas de la 

elasticidad para este probleina con bis respl•ctiYas cnndicio11f·s de frunt<'ra y las 

aproxirnacioues corn•sp<1ndif'nte~. 
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Lo quf' st• ha <l1'~cnto en la ~('l'cinn ::tutc'rior t.':'> t'l 111nd1·l1i qu~' ~1' tt:--<1rr'1 p<1ra 

dt~1ludr la fónuula para la att·nnnciún, t•s <keir. bc1jn cptt'• hi11<·ll, . ._,j.~ t"-.t<I f1'11tnnla :--t'n; 

\·rilida. Auncpw ln.s hipc'lt1'~i~ ~clil 111uclw:-- t':-> un't''.--Hrin I1ic·1n·iun;11 q1.11· ln-. l't':--llltíldo~ 

qur Sf' ohti1'I1t'Il no e:--t<'111 tan alf•j:uln~ dt· Jn..., datí''- t•x¡wri1111'JJf:1b'--. 1·xi--t1·1Jf•·:-. ClHllO 

Sf~ podría pPtl.'--ílr. E:-tP :-d' n·1;'1 1·11 la :-.i.e.11it'Ht1· :--1'1'1·ic'>J1 

Pnra nH1ti11ttt1r C(III d t':-,tudio d1·l ptt)1ilt'l11:1 d1• liall:1r la 11t1·111uu·i1'111 c()1110 funci1)11 

de la fn·c11e11cia :-.t' <kh1' 11a1'1'r 11:-.0 d1· lé1::i l<t'.'l t·1·11;H·iont· .... l,;í-...ir·;1-... d1· L:1 1•l(í..,ticidHd. 

En a\lS('JlCií-1 de• f1u·rz;1:-::. t'Xtt·rna:-. d(• c111-rp" (gn1n'd:1d. el1·1·t10111<1g111"tic;1. 1·rc. l y 

solnnwntt' co11-..id1·r;11nlo 1:1~ f111·r1;1~ c:.:ten1;1.., d1· :-.11p.,rfic·i1· lc1 1·1·1n1d/1u h;'t:--i\'H de• la 

eslnst icidad ( l.G.111 '"" 

Drr1 1 -o:;;· i . .i oc l.~. :l. ( 3.-1.1 (/ ). 

doral(• p ('t- la densidad dt:l 111:1tt·rial t'Il t•l ci1t1l st' pn1paga la 11J11la. u, :--on los des

plaznu1it•ntos eu dir(•1·cinrws i = l. 2.3 .r. y. : IT:-.p1·cti\·a1w·1it1· y n 11 t':-. el tt'usor 

de <·sfu<•rz11s. D1•bido a que· ::-:e' rou~i<kra que· la 011da 1·nn1¡iri·-..ioual :--e prupnga f'Il 

dirección .l' c1ltorH'1':-- la 1·c11:ici,·111 q111· c¡w·dH 1':--: 

i).~ 11 -~ {)!'.1_0. 
-J~r-1-

1 D t 
2 

D"11 

o.;:~· 
(3.-!. lb) 

de la C'cunción 3.-1. la. Esto qni1•rt• d"eir qtw :-;c'>lo ~<' tit·ne la con1po11f'tP nonual tlf•l 

tensor de esfuerzos y q11l.' rr 1 ~ y a¡;1 ::-011 i~naks a cr'rn. Dr· aqní ~e tiene ciuP de la 

ecuación (3.4.lb) q11ed": 

D"'u, 1 D 
f'[JT¡ = D.r O'osf'n( k11 x - "-'t ). 

análoga1nC'ute pHrH el grtiuo 2 

{) 2 u,~ i) 
f'--¡jif' = D:r aos1•11(k1,x - "-'t), 

integrando dos \'cccs con respecto al tif'mpo se obtir·11c <¡U<' 

k11 O"o 
11,¡ = ---2- cos(k11:r - ;.d) + c 1t + c2 , 

p;;..· 



JI/ Moddo d" Rokhlin. 43 

de·bC'1nos to1nar a c 1 = O porqut: uo ~e p1u:·de ar'eptar dt•spln1,;1111it'ntos infiiiitos y 

c2 = O porque' se pue(_k• tou1ar cn1no n•Ít'l"t'n1~ia rr -- P Dd 1::::-::Ld •u.\.11lu .:-t: hact• 

para el grano 2. Se tiPilf' t•ntnnre" fl'!f' 

/;""º llrJ = -·--;;-Cus(k¡¡I --~·t). 
¡>v.)" 

La diferencias de los u(unero;o; de oudas en los granos 1 y ~ pro\'Ora q11t• haya 

otra onda que se propag:u<' l~n Ja dirccciún ¡¡. La fiµ;. 3.4.l pn<·dt' ay11dnr a \"<'r t>sto. 

Co1no es un di:-.turbio q111· :-.e propag~n ''ll llll JJlt•dio dt•hp ::-:ati:...fr1Cc'l' la f•cuaci/111 de 

onda con vr-locidad i,e;1i;-d n la rapid1•z dt• prnpag;1ci«)n t'Il c: .. a diru_·i·i('ni. Lc1 t•cuación 

de onda e~: 
D' 11 , í.J' 11 

üt' '' i-¡ ~J~,7· (3.4.2) 

donde Ct C'S la rnpickz dt• la onda qHC' :-:f• propaga 1•u la dircc<·i<'H1 y. Para r<'solvc~r 

el probl<·n1a s0 rfr·lwn to1n<ir c·n Cllf'ntn J;¡_c.; t'<111di··íor:~·;¡ t!:· frtJ:~t(T.i. Eu l':-.tc• caso la 

condición de froutera es q111? en Ja 1111i()n f'Iltn· los ~rauos 1 y 2 sf• d1_·be satisfan·r la 

siguiente condidóu 

esto es debido a que los granos deben ('St ar unidos. l' 1111 fuucic'in qu<· satisface la 

ecuación <le ondn con C'stas ccn1dicionf'S es 

donde 1-.·11 e~ el núrucro de> onda t.rnnsvt·rsal. El csfur·rzo tangt·ncial vicnP ciado cotno: 

dondeµ es el modulo de corte en •·l prinwr grano. Por lo t;uito: 

ªº k11 <712 = -p--2-f Á·12 eos( k12x - .,_,¡) - k/J ros(.(·11 I - ~·t))scnk11 y. 
pw 

En g('neral la cnf'f!~Ía qne atra\'icsa cada uua de Jn~ cuatro caras ob es: 

E11 == ¡1 ( Du t1 ) 2 
Dy . 
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que es la energía df' d(.fnnuación que ::-t' oht 11\'n en el capít 1110 I cuando ~olanH'ntl• 

se tie1H•n dt-.fonnacione::; uonnalt•s que rontriln1yt'I1 a la <'Ilf'rg_·ía 1111t• i11t,--.IT''ª 1•11 "~'te 

u10111f'11to. De nquí ~,f' ühtit·11e que 

to1nat1do PI pro111eclio t'll uu periódn eon1plcto S1)hre uu grnuo ~<' llt'ga a 

(3.4.3) 

La (k11~idad de erwrp;ía prrra la onda lo11git ndirwl, t'~ d1•cír. para la onda iuci

dente <'s: 

(3.·1.4) 

donde e¡ es es la rnpidcz d<> h ouda loup;itndiual y e; 1 es ··l ¡ir•mwdio d<' la com

pnnf'nt<' del t Cil'.'-of d1_· nH'1dulu:~ cl~i~ticu:-; (J.l!•· g; 1bil'I U<1 L::1 j>I <>J 1a~aci<>n dt~ la ouda 

longitudinal . Se to1na el pro1nedio por la liiJHjtesis de qll(' los rj1•s cri~ta!ográflcos 

están distribuidos nleatoriaIIH·Jltt» St> lia1«· una supo:-.ición ('XT ra. Se supon(~ que 

k1 1 = ku+f, q11<'da11dose a ordeu C<'rn cu F y 11sa11rlo las cc11acio11•·s (3.3.la), (3.3.!b), 

(3.4.3) y (3.4.-1) se tic'!l<' <¡11e: 

lp 
o(w) = [ (3..1.5.) 

si se utiliza el hcd10 de <¡ue e¡= (C; 1 /¡>¡t. que e,= (¡1/p) ~y r, 0= l.·,/w se ll<'ga a: 

4c1 (. s<.·n21cn") ( s<'nD./.:1h) 
o(~·J = - l - ---- l - --- . 

e¡ 21.-na D.k1I> 
(3..1.6) 

EH cltirn rpu~ ~j el rn'unrro de nu<la /; dcpl'll<.k dt· la fit·CtH'IlCiH .....,· eutouce!':i la atcuua

ción a es uua función de la frecuerida. 

Se han hecho alguuos cálculos para saber cúmo varían 2/.:1a y ¿,J.-1b (Rokhlin 

[1970]) para algunos materiales que se muestran"" la tnhla 3.3.J. 
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TAIJLA S.S./. 

~1ag11c . ...,i(l 

Al11mi11io ·10.:? 
1-----1---------- -------

Fit'JTll 39.fl 

Tabla 3.:3.1 Se lllll<'-'fr;¡¡¡ ¡¡Jo,1111os •:(tlntlos ( Hokldi11 [l!JIO]) 
para la.s varincinrw~ dt•l 11úu11·1u dí' unda kt y pnra f.~,, para 
el ?\fn~uf·sio. Al11nliuio y Fit'ITO. 

Esta tnhln sugi<·n· (l11<' hay:1 t n·~ inr1•1T:do.'-' a co11 . ...;idcrar ii<·liido la difcrcuda. de 

los ordenes de n1agnitwl. .E ..... toc.; inrf·n·:J!q...: t::;:1Li1'u ,..,,. pu<'dt·ri 11 ..... ar para c<1racteriiar 

el tarnaün dP }!;ranos o cri:--.t<1l<·:-i q11'-' :-,(' c·~rudia1i. Los int(·rvalo~ ~t·r;1u: 2kta << 2rr 

J" D,_f...·1b << tr/2 para ~rililOS jH'f11H'iH>:-., '2k,a >> :?;-;- y -~Á:1/i <.-- -;-;/':'_ p<1ra gr<UloS 

gz·r~n<lcs y el últítno iut1·1Tétln '2k 1r1 > > 2;r y ~k,b >> ~ /2. E~to Ií1nit1's t.nrubi<~n son 

cono('idos Pll la Iiti'rntura co1no )o.-.; lír11itt·s d1· Raylr-igli. cstoc(1~ti<·o y gt'Ollh:trico (S 

y I{ [l!JS3j). 

La ate111wcic'>n c1n110 f1111ci1Ju tk la frecw·ucia que :-,t:' l1a r·ric1intradc) e;.; de uiudnt 

utiliJad. yn se ptlt'dt·u thar las n·Iacir>Ill'"' de di~per..:;ii)n dd c:1pít11Io anterjor para 

encontrar la vPlocidad de fo"'· 

Renornbrnudo los coeficiente:-; ndcnrnd111n<•ntc la enwci/n1 (3..-1.G.) Sl' puede 

escribir corno 
(f., •. - ><·ni..: JI:~· -- ><·111~· J 

o(~·J =e .-1--------~T.::,----------. 

donde f.w == 2kna, :~· == ::,,k¡a con a= by A-~ ·11·,jc¡. 

(3.4.7) 

La cruarif1n (3.4.7) n.:pn•seuta la atcnuaric)n df' 11na ondn qnc s1· p1up<-tga en 

un u1cdio policr-i:-.::t :dino cu1110 fuucic'm de la fn.•cttt'Jlci:i. Se· 1lt-lw uwcionar que estos 

resultados no coih'uerdan con los dato., expt·rin1r-1H:df's q1w ~(' c1iilfJCTU. Siu euibnrgo 

StankP y I{ino (19S3J desarrollaroil una teoría qu(' da asíntotas para la ateuuacicln 

en tres intervalos de frl'cll•'l!<"Ía. La id<·:i de u11ir lit leuría de Hoklilin [l!JIO] con la 

Stanke y Kino [l!JS3J ¡rnra nht<'1wr ndon•s p;1ra by •1 y ltwgo n·tomar ]as rdacioues 

de dispersión para hallar la V<'locidad de fas<' corno fu11ci{n1 .¡ .. la fn·cucncia es de> 

Beltzcr y Braun11cr [l!JS5]. Esta última trnría "-' dc'sarrollaní cu el eapítulo IV. 
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3.5 Algunas gráílcns pnrn In 11t<>n11nc-icli1 

Para analizar la. a.tt·uuaci,'in de i.d~1u1u!.") iu<llt·1i;tl1·~ \'ah· la pt'tla ver algun.a .. 'i 

gnificns de la ate111uH·ic'n1 dl' alg11uns dt~ 1•1Iu~. (La 11i;1twra d<' c<)u10 fw·ron calculados 

los panÍlll<"tros 6, ¡ y .4 "'da 4'11 1•! capít11ln IV ) Lo, val<>n'> .J .. lcoo p;1nim<'tros f, y 

I que se usarrín para 1no~trar tdt;uua;-; ,~r:ítica . ...; :-.<' 1n1lP:--tr<H11'11 la tahla 3.5.l. 

TA!JL\ 3.3.1 

Tipo d .. Ouda b 

Al11111illio P J.LGS3 0.01-lS 

Al11111iIIio S :2.3·~GGI O.OG·l3 

Fi<'rro S :2.3G131 0.331 

Tabla 3.5.1 \"hlü~t·:-i de(:· y ; para el altuuilliu y el fierro que 
son usados para obt eu<~r las gníficas qu<' Sf' prescut an f'Il esta 
sección. 

o~·nAS s All 'lt!SlO 

IO" [----,.,- .... ,,,....,-

f 
ID' ~ 
ID' 

10• ¡ 
f 

'º' ,.// 
10 12 - • - ---~----- - ---·--- -~-.-........... 

10·1 ID·I 100 JOI m: 10' 

Figura 3.5.1. La afr11uació11 normalizada od contra la fre
cuencia nortnnliza<la u..:d/c~ para onda.-.; S t'n f'l Alu1ninio. 
G=¡ y D=li. 
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.-\quí :'.)(.' g,rafica la att•uuacion d<.• una onda S t'IJ nhuuinio nndtiplin1da por ln 

distancia caractl'l'Í~tica t'uIJI n1 la fn•c11P111·ia nnnnali1ada q1H' t's .... :d/c .•. Las ~i~uicn

tcs gnlfiras t-:011 oudHs S para el ti<'rro y nnd<t P para c·l nhuninin. 

En lns siguientP.-.: fiµ;ura.:-; ~f' g;rafica In atcruwcit.lll nnn11ttli/:1da nd doude d t'.S t•I 

valor caract{_'rístico tlt-1 pnlicri:-;ital. n>Ilf 1·;1 la fn'f.'lit'lld:t uorrnali%:1da .... :d/<'n dundt~ 

Cn es la rapidez qth' corrc·:-..ponclf' td tipo d1" onda <111e se (':-.ta c·:-.tudiando. S<' hncf'Il 

gn'tfi1·a.s para ond11s .5 pnra cdnn1i11io y fi<·1-rn y I' para al1uui11io. E11 cada fi!~tlra se 

seüala 'lll<~ tipo d1• onda t's y cual t•s ,,J nrnh·rial t'Il t11ruo. 

Ln nwnif<':-t<1Cit'.i11 dt· l;i."> ;1.'-'Íllfoté1s p;int hojn, rnedinIJa y alta f:t·cuc·111·ia se \'C (~U 

li:L<; 1w11di1•1itc•s qtu· touwn la.-.; cun·a . ...; f'II lo;-; dif1·r1•11t1·:-. intcrndo!'>. Pclr<1 haja fn:nH·ncin 

la pcndi(·11te t'S ip;11al a cuatro, p:1ra Ult'di:u1:1 la pt•ndie11te <·:-; iµ;ual a dos JJ1ie11tras 

que pnr:1 alta frcc11<'ncia la 1w11dit 1 IJf(' <'~ Íg1wl n ci·rn. Xotc"f-.<' q1w el ;:u1<"ho dt.• cada 

inter\·alo de frt'<'.llt'I11..·i;1 dcjH'IJdl' d1• lt1:i diú·n·w·ia~ df' (l!'d<'n de 111::ic,nit11d dt· by;. 

Se ha enroutrado Ullil forn1a fun1·io1ud para 1;1 att·u1wcic'111 con1u fn11ci1'lu dC' la 

frrcu<•nrin <'Il 11n !Jlt'd!o P·)licrbt.::•!iav. Hn·hu t:~to :;1· dei)Cil ennn1trar n·l:1cioncs 

pn.ra Ó y 1 cpte se HC'L'rquen rnús a lo.') datos t'Xperi1n<'11ta1<'~ que se tiew·n. Cuando 

Sf' t<'nga una rclnci1ln para la ntt'll1lilci<'>II ~t~ p1wdt> lbar las r<'b1cioncs d(· dispersiún 

para l1a1lar la velodclc1d de fasP con10 funric)u de la frecUPllCÍa. 

OSDAS S 1 ll:RRO 

dw/Cs 

Figura 3.5.2. La atPn11ación normaliznda od coutra la fre
cuencia normalizada ;.,;d/c., para oudas Sen d Fierro. G=-; 
y D=8. 
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O~llAS r .-.tt1ML'il0 

io• r·,..---.,...,.-,....,.....,,,.--..--·~-,--,,.......,.+-T~~~. ~~~~--r--..-r...-,Ttn--r ........ T<l 

~ ~ 

'º' ~ //-------1 
~10··~ . /~ ; 

~f /~ . ~ 
t / 1" 
1 / + 0•14.GJJ."i G•OOI48 

10• ¡ / ; 
':,,/' 1 

10 "[ __ "-····"--·---···-·-·- ....... ----·--~-~-~-~---J 
10·~ JO·l JOO JQI JOl 1().1 (O' 

dw/C~ 

Figura 3,5,2. La at<'mrnción nnrmnlizadn nd contra la fre
cuencia normalizada wd/c, para on<la.s P en el Aluminio. 
G=-y y D=li. 
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1.1 Introducción 

En el prese11te capítulo st~ hace el cúk11lo dt• la \'f'i(11·ida1i 1\1· f;i:-.1• c111110 f11ucit,'Il 

de la fr,•cue¡¡cin usa!ldo d mocl<'lo d" I3elt1<T y Bra111wr ( 10~'<•). El rnod<'lo d<' By I3 

(1085) consi~te bi\;-.ica1n1·11tt• t'Jl rdo111ar 1·l t1;il1<tjo de S y E! 10~·-l l q111· 1b1 a:--Íntotas 

para baja, IlH.,diana y alta fr('rtlt'lll'Ííl p:tr<-i la ;1tt'IJ1i<H'ií'111 1·011 e1 tr11h<tjo de Hnkhlin 

(1070) <'ll do!lde hay trl's par;Í11wtroo lilir<';; a d1•t•·rn1inar. By B (JOS~) t<>lll<>ll lns 

valorf's n:-;iutc'Jtico:-; para la at1·u11acit)11 c·n 111~ dif1·n·11tt·~ iuttTvalo:-, d1· frt·ctu·ndtt y 

u~an la fc.lnnula funcional p:1ra ln at¡·11111u·i1'n1 (fúrn111la;-. d1· Hoklilin cnp. 111) para 

ohteucr la at1·nu<1cit'.H11·nII1n f1111cic'n1 d(• la frc·cuf·1H·ia vúlida ¡1;1ni toclo el ~':-.p<'«tro de 

fr<'Cllf'llt'Íi-lS. 

En la seccil)n ·L2 SP llllll'~tra la 1n;1fl1'ra dt· r1'il1111 <1Lt(·11c1 lC):~ tn''.'> par¿'1111etru!"> 

lil.H('S qne se tienl'Il en la frlnnnln dP 11.okhliti. S1~ ol1tit·1w11 1<1.~ tn·s par;:'11ndro~ libres 

li!Jllu para tHL<la:-. s l'Ulll.1) lútl"il lHhla;-; P. En la c:e1·,·i/1a 1.:J ~,. 1•;ilnd;1 h n•lo1·!1l<1d dP 

fase usando las rclacio1w~ df' dip('r.si('n1 <pH' :-;e c1ht11\·j1_•ron t'll el capítulo 11 (2.2.3) 

y alg11no~ resultados tle Yariahl<· cotnplcja. St• oh:·.i·rv:1 clar;11111'tC' q1tt~ ('Xist<· una 

velocidad líruite. la Vclocidctd dP fa~,(' qtH' :-:1· (ll>tit•Jl(' C'S'. 

En la secci<)n ~l.4 S(' tHllf'str:-111 :dp;111ws p.;rrifica;-; para la Y<:locidad df' fa;-;(' a~í 

COfllO para }a atf'nnaci/Hl. S(' C't>II1pí'lrélJI }os l't'~Ultados 'f\IC' St' cak111:111 l'Il e} prcf-:,f'lltC 

trnbnjo con los que ;,e rcporta11 c•n I3 y B i 10.S5) y i l 9S7 ). 5,. nhs<•n'f\ll dif<'J'<'ncinR 

itnportnntcs ''11 la \·elocidacl, ~in f'Jnbtll"µ,n para la att·1111<1ci<'m ~(' pucdcu r<'producir 

los rt"5ultnrfn, (•xact:1nH'nte. SP hnct• 1111 c:-;tnrlio tktallado para 1::1 vdoddncl y se 

concluye que los cnlculos 1H'd1os <·n 13 y B ( HJS;;) y i 10S7) dl'l1eran st'r 1.·u1Te¡;i<los. 
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4.2 C;llculo de o y , 

En let 1<1 prt·.-..,·nu~ !--1'CL"ii111 ::.e <;ht ic:1w11 his n·lacionr•s ¡1ar<1 l'· y ~ .. qnr· ~1· w•¡•1·..,it nu 

en ,.J ajuste el<" la ff'1n1111la dt· Ruklilin (3.3.7 J pan1 la <ltc•1111at·i1',1i. Pé1n1 la uhtt·n('it.lll 

dr estas reh1cion<·s ~•' d1·b1· 1·nn,....id1•rar d trabajo d1' Src:n1ki· y J\i1111 {10S·!J ya qui' ('ll 

e~te trabajo ~l~ lrnllnroll a.-..íntora.s partt l1nja. llll'di;1n:t y ;tita f11·c111·w·i:1. (\)Jl t•:-.tas 

a~íutotas se puPdf'll calcular ti y --, .. 

En la fc}nutdé1 p;tra la ;:1tt·u1w1·i()n (3.!.7) :-'.t .. pth'dPU idc11tifii-ar cl<tr;u111·ut(' tn's 

inter\"nlos distiutos que ¡wr111itir1'1 rt·l:H·i11J1<trlos con lzi . .., n_..,iurof;¡~ q1w ,'-.t' dau en S y 

K [J!JS.J]. Esto tr•·s i111 .. n·(¡J.,, ,,,,i: 

o{~·) ~e A¡ 1 ~· 2 /G 

ni-·) -- A 

cuando ·:~· < 1 < t...J, 

1 < -,~· < ~~ .. 

(4.2.1) 

Para obtcrlf'r la f'X:pre.si('.i11 parn la ah·1111ariúu eu los t r<'~ intt·r\«Ílo .... ;111t<>rinrf'~ t'1ni+ 

ca1n('ntc se ex1rn111Ie <'ll series de T;_1ylor a n y .Sf' llcµ;a d<· una 1naw•n1.- u1uy :->t>ncílla 

a (ns ectmcioues (.J.2.1 ). 

S" toma el tralinjo d" Stank1· y !\in" [l!JS-!) acerca d·· ¡,., a,íntota' para ba

ja y tncdiaua frt'Cll<'IlCia. Lt1s t•c11ariones qut• corn·sprJIJdC'll a dicho;-; inti·n·alos de 

frec1wncia son Jo:; ernacio11cs (2.J 1 y ¡33) de S y[\: [lOS.J; y""" 

l ~ k¡'1,, 
111(k) == ---- -----

31.'i w:', >' [ 
3 ( ('/') '] 1 -t- 2 ~~ (2-lJ 

donde l ~ = ;;-ü 3 y ú es l<1 di:-.tnucia caracti'rÍ:--tin1, 11 ('~ el factor d" aubotrpía, 

C?1 e.sel pro1ncdio de \"oight. A·r e~ el 111'1nwro dt• n11da q1H' 1·~r;i n·lw·iouado eon la 
frec11f'nt·in y In rnpld~·2'. de· p:·,;¡J:•s;ií j/nJ de ~a onda de la s1~1111·11f(' J!lé!IHT;1: ..• .::.! = kf /e; 
(el subíndice p in<lira que."(' tr;ita d0 nnd:i:; l1111~itudiualt':-. ). c., y <'11 :-;on ]a rapidez 

de propHgarión de la ouda transn·r~<d y lonµ;itudinal n·~p1·.·li\·;11Ut'I1tf'. La rclaciúu 

para el prom('dio d" \'oigt ,.,,fa dada por ( Ycr S y h [lOS4] 1 

31· eº == .\ + 2,, - -;;-. IJ 0 

o bien en tfrmiuos de la compresibilidad q11eda así 

eº 4 3,, 
11="+3¡t- 5 

(4.2.2) 
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Para u1Prlinna frecuencia se t ienr> que 

(33) 

Estas dos P.Cllín·iont·~ ( 2~1) y ( 33) rt.'11rt'~1 'llt nn la at1·11nación dl' oudns long_it udinalt·s 

para baja y JJll'diana fr1•nH·11da r1·~1wctin111tt'llff'. 

Coninbinaudoltu; cc11aeio1u::-. (2·lJ y (a:>) con !ns P«1tario1tt'." (4.2.1) y ~uponiendo 

A= l/d donde á = d/2 ~<· obticIH' 1·xpn':-.io1u·:-; p•1ra ¡ y~- q1u• :--.ou: 

~ 'º { 2.1 [2 ¡- 3U; Y']}~ d 
r,. (·l.2.3J 

( l~) t " d -, ... ., .. (~~~~ _J_._) 

Esta.;; ecuadonf's dan fc'Jru111las cxplicita.s pnrt1 el cc.1k11l11 d<• ?\.~,y A qt10 son los tn.'~ 

pará1netros quf' se <p1erían detenuinar. 

Se <l<•he adarar q11e <'!'te c~tudio par•1 la oh11·nci<ln de Jo;-¡ p<1rú111etro::. ¿, • •1 y A 
se ha hecho {111icmnPnte p<1ra undn.s loo!!;itudin:dt'S. El trata1ni(•J1to lH'1ho para ondas 

longitudinnks ta1nbié11 ~e pu< ... dc ltac<'r para nnd;:1:-; tn1IJ~\·(·r:--al1·::;. El razona1niento 

c.s c>l n1b1no cpw , ... ¡anterior. Lns enrncionc'-' que ~1' f(J!l!it.'-' dt• S y l\. [lCIS-1] ;-;ou la (25) 

y (34) 

n. - __ l __ r __ ,,,. l 1.!¡¡ 
, - 100 uq,;' J .... ·· 

(23) 

(34¡ 

Finaln1entc la!-i expresiones para 6 y -1 en el estudio d<' ondas S son n·spcC'tiYntnente: 

1 
A= J" 

lí= 

,.., == 

(4.2.4) 
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donde d promedio de• \"oio;t parn C'_~'.1 '"'' (\'<'r S y K flDS.Jj) 

! 12.:il 

Se httu ubtcIJidn rc·laci1111e:.. para('; y : i·on la .... t1>Í11tota."' q111.' ~l' d:111 t'Il S y K 

[108-1-] t auto para 011d¡1;-; S co1110 para ond:i."' /l. Pur ut rn ladu con <'l cálculo d<· 

6 .. -, y A, Sf· ha obt1·nicl(l In .at1·u11aci('1n 1·,11110 f11I1l·il'H1 d1· la fn·nw11cia \';ílida para 

todn.s ÍH'('ll<'l1Cit1:->. Ht·1·liu t":-.to ~t· ptwd<' tuiu<:zr lít:-. r1·l;1cio1w:" d1_• di~¡wrsi/111 pnra para 

obtl'll<'r la vcln(·id:Hl de f;1:-.1· r<nnn fn11cúº111 dt· la frt'Cllt'lll'ia. 

4.3 C:ikulo de d-· 1 

En la ¡>IT~é·Idt' :--t'l'CÍ1'111 :-.1· tuw•:--tr<1 uu;1 fnn1i<1 d<· hallar J;¡ Ydo<·idad de fa~{' co1no 

función df' la frce111·11cic1 11:-.;1nd() l;1s n·J;icinTJt'C-:: (lt' rli"I)f'r~i/m (~.-1.3). La \"Clncidad 

de fast• ~e p1wdt• cakular pw'-..lo qw· ya :--1' conoc1· la ;:1tt·1111ack111 C1>JJ10 f1111('i/n1 de In 

fn.'cueucia. Par;1 nd1~11Jcll" la \"t•lu1·ídad de fo_..,,, .'-'t.' ddJ(• c:dnilar f'I \·;dnr prirwipnl <pH.' 

~e s('üala L·n la <·c·11acl(\n (:? . ..;.:J J. 

(2.2.11) 

donclP c0 es uua n·locidad <k rcf1·rt'1tria que ~·11 1·:-it1· ca:~(J ~'-' to1nn <'l líuiitc de c(....,1) 

ctu1nrl.o ..... · ---t O y n es la at<'n11111·í1'in dt' lc1 ()Jl<i:t clt·urru <it-l policri:-.trd <pte 1•sta dadn 

por: 

(3..J.i') 

dond<1 ti y ""¡ se hallarou 1~n la sf'rci<'iu ~L2 y l:1s expr1·:.:;i<1rws pc1ra ondas S son Ia.s 

ecuaciones (4.2AJ y paro In::. ondn::; P ~011 ln~ cc1111<'ÍoIJt'!-i (-t.:2.3). [:-;ta::. ecuaciones 

se presentan a continncwiún: 

d' 

b= {H3 + 2 c~rJr d 

c .• 
(4.2..J) 

(~f 
,, d 

-, = 
c.?~~· 

Las ccuacimws ( 4.2.4) Mlll parn lns ondas S. mi<·ntras que para las ondas P las 

relaciones ¡Hu·a "¡ y b "m: 
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S={::u (-l.2.3) 

(-l.2 .• ~) 

y 

(-l.2.2) 

11 (~s r:ol f:11·tor de a~li::-:1Hr1Jp¡'11 y t•.--.1;1 t('lc1•'it111ad{) 1.'1H1 las con~t.antes cl.1stica:; dt· la 

siguiente 11u1nt>rn: 

i•=C'11 --(··,,-?C,,. 

E11 la ral)!a -l.:1.1 :-e' t·ll•'l!l'I1tr;1 l1ic.:. \':1lnn•o..: <k lit'- 1·n11...;tant1·:-- q1w ~e ton1aron para 

el c;ílculo dt' t y de~, y par;L calc11!;1r r'l f;Lctt)f de :i::i~~otropía ,..;P i1:c;nn los valores de 

las con:-:ta11tc~ t 1 !<'i~tini:-; <pl•' ;1p;1HY('!1 i·u J;: t:1hL1 L:3.:2. 

Tnlil:1 -i :J.1 

,·, /! I' Je;'¡ 
.-\ lnrninio 1 li.:31 '.)/:u ;)I) f :u ::':l ( ::'.fj.¡ 1 -1.1 ! ::'. l'l 

Fi1·rr<> i .-.. '.)lllJ 1:3.?:\IJ1 :i.u:J:) ! s.:.>! e 1-t:>.G ! .-.. ;~ 

Tabla .J.:3.1. 1. • ., I 

··~-. ! . 

111il'atra.-.., qtw ¡><1rn 111:-, p<1r;1nwtro:~ 1l1· L;un•·'. I' y p:1r:1 ,-•. /; ---11n 1.010 _Y/1n·.! 

¡n y n 11!Fl/i 

7'·1i1l·1 1 •• •) 

¡) 

.\inrnillio ! 10.:H 1 ;J.' i 2.SG 

FJ. •'1·1·0 1 ·oi ·J·J 1 ·i ·o ¡' ~ 11 , 11 'J., i --'-·· - v.¡_ - .. - 7870 

·u:: fJ 1 l~J~I·]. 
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Con esta infonuaciOn ~ólo basta cakular t·l valor principal dt• la ('cua<"i('n1 ( :!.-1.3 J 

para obtcn,•r la velurid;id dt> fa~e. 

Retornaudo la t·nrncic'1n ra -1.71 y <.11·-ri1!!yi·:1dn !~t "'·"1a··:(·,:~ ·1 :.:1; 1.:li<: ,·;d. nl;jf 

la. VPloddnd de fo:--c ..... e t i1·1w qtw: 

[ ) 

·- l •) ' "" 

--- -- 1 ,. -· ·--e(~·) - ' _,.¡_.-,."\'])¡ 
Co ~/, .. ¡ íl 

( -1.3.3) 

do11dc"' A.by¡ ~011 },,:-- tn·s p:1r;Í.nwtr11s lilir<·~ d1· qtlt.' ya :-.e·}¡;¡ luil1ln1l111·1m alltl·rinr

idad. 

Para c1dcular <':-itc tjpo d1• i11tc~r;d,·::- ~1· d('lw h•t<'t•r un c;11nhio dt· \·ariable para 

la f11nck111 s1·110. lue.L!;o to1uar n·~:inn1·,..., d<· iut(·~n11·ir'n1 dl)z1rli> h.;; iHt«grak"-> í'ulJ.\'Cl)~t·n 

y uua \"t_'Z qui· ya st' f':-,Cop;io 1<1 rq!;i<'iu d1• iute~ntci,'>11 ~t' aplic:1 1•l t1•or1•IIJ<1 di· 1r~iduns. 

,,1.;: r-1.= 

St'Jl: = ---·~-.--' 
2l 

(.J.3..!) 

sust.ituyendo en In f'c1i:1cióu (..J..:3.3) y :--f.'JHlrando la.-.. inr,·.{;ral<'~ f'!l f'XI)(1JH'n1ialC>:-' po

sith·as y negativas 11 t• 12 n·!'-p<-ctinullf'Iltt.., sP ol1ti1·n,•: 

y 

rnientras que el térn1ino que 110 df'pt>ndc de l'Xporn_'JJ1·iales 

es igual a t'l'ro por la :-:in1etría d1• In f11uci1'm. t·11 1•l JJH1nwntn d•"' ln~ <:"ríkulos de los 

residuos. 

Para las intc>grales /J y [z se p1wdt• hat<•r la obscrvcH·kn1 de <)Uf' :-;i :--f' liac(• un 

ca111bio de \"ariablf' ::' = -:: SP lkga H quC' 11 = 1'2. por lo qnt· ~1..' ~i111plificnu el 

trabajo. 

La integral /1 se puf'dr divi(lir t'll dos int<'.e;rnl•·s 111 y ! 12 dP la :->i.~ni•·ntt~ rna1wra: 

(.J.3.5) 
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y la otra iut<•gral queda 

(c•1t'?'--:.1: _ r rtl'i--i.l:} T 
- --··- --- -----~----------ti:: 

.'>¡:'1 =' -- ~·2) 
(t > -, /. \ l.3.G 1 

las dos iutcf!;rak~ 111 y 112 1ic1wl1pt>ln~ .. 1·fl ....... ·,O y ..... : dt' dift·rt·11rc nrd''Il. Pan:1 cidcular 

!ns integrn1e:'I 111 y 111 ~P puede• lia1·t·r n~n df'l 'J'eore1na 13 qw· ~1· 1•nnw11tra 1•11 

).larsdf'u p;1g. 202 y c¡111• !"e t'lltll1Cia d<• la rnn1w1·a ~i~t1i1·nte: 

Teore1na 13 5,.,1 /(=) aualíti1·¡¡ r'X¡'1•pto 1·11 1111 111í1111·ro Ji11ito el(' p(llo . ..::. 

St~n11 .r1 • .r,,, Ju.-; pulo .... d1• f fjllt' ,._.,f.'lll .... (//in' r•} 1)1• rt'nl .\' SIJj>OIJP,<t 

t¡llt~ c¡11e el ord1·11 ,¡,. ln:-: pnJ,,_.; f~-" finito. S'i f(:: i t i.i: g(.: ). d11tJd1· u > O y 

exi.<rt'll R y.\!> O tal '1'"' JJ:ir:i ,,,,J;¡' 1·1111 fui e 2 O il)j(I ;,¡ ~ R .1· ·''' 

tÍ('Ill' 1¡ue Ju(:)J S .\lfl::i 1·nrouCr'S \"P f.~x f(1·)d.r exi~rt• .\· ,•-.t;¡ <Í;;ula por 

\·p 1: f(i·).J~· =2:ri L{"1111a ,¡,. n·sirlnos •'ll ,.[ s«mipla1w snp<'rior} 

-r~ irl. L {~uu1a ~ubn· t•l <·je x}. 

El tipo de funciones que se q11i1:n• integrar sólo tÍ<'Jl('ll polos sobre el ej<' rPal 

por lo que 

( 4.3.í) 

Lo lÍnico que n·sta para obtener la iutt·gnd es han·r Pl ('<~k11lo d(' los re:-:;iduos de 

los polos en ...... ·. O. y - ..... .: !::ohn· el <~_if' x. P:1n1 n1lr-1ilr•!' 11 )'"' ri·~· .. i•.!•,:n~' :-:e l~<:Cc 1.L:iO de};¡_ 

siguiente rclaci<~n: 
CJ(:)=f(oj(:-:,)" 

.,<k-ll(:,) 
¡¡' = -¡¡.:-=-i)! 

donde k es d orden dd JH>lu dd rc»id1111 t'IJ o,. 1,\-,.r :O.farsrl<'n pag. 20G) 

La integral / 11 se puede <'scrihir como 

(4.3.8) 
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donde R 111 (':'\ t~l re:-.id110 t·n -u..1 • R1 12 t·11 n y R: 1·1 f'P .. .:.· :'.!~:~! ·~:,:~>·:.~t' p¿:~·;¡ ! 1:. 

i .t~ •• 

HaciPndo u~o dPl T'eorenHl 13 j11I1fo nH1 J;1s ''n1;ici~ nw:-. i ·! .3. 7 ! . ( ·1.3.S) y 

de~pués rlP hact~r lUlu~ c:lk1tltb :-'t'tlCilJo-; de 1!1·ri,·111la . ..; '."-(' l11·~a a: 

::¡ ::_;::;: --....·. 

::; :::..:;:; -v.J, 

Ri,, =:.-e¡('+ k,~) -~-% = o~ O. 

Ri ,, ~ ~~~ [ ~-'.
1

-~~--~-:::.::,··~:'=º~ J ::: =.....,•, 

para hallar la i11f('gral 11 = 111 + / 1 .! ~1· d'-'IH' :--uuwr todns los JT:--idnos tunltiplkados 

por ;ri. Sun1c1ndo todo::i los r1'::-.id1lt1~ y La.-i1'11dn t·l cr11nhin dt• VHriahle ele la ecui.1ci{JI1 

( ·1.3.-1) juuto 1·l ~igui<'lltf' n1u1'.1io de Y<1ri11hk: 

(·l.3.!J) 

~e llega a: 

( 1.3.10) 

sustituyC'ndo el \·:dnr dP e~ta iurC'gr;tl en la cc11a('i1'n1 (4.3.3) y :-::dii1•11do q11c A.:::::: 1/d 

se obtif'Ilf' h1 Y<'locidad dí' fast• co1110 una f11ució11 de la frf'cueucia y d<· la c~tructura 

<lPI tllntcrinl cornn 'ip;11t-: 

cos ¡~· 
--,-+ 

¡ ...... : .. ~;) 
(-l.3.11) 
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en funch)n d1? la t'struct11r;1 ;-;t> 1nnnifit•:-.1a 1·11 la d. ciado q1tt· d 1·s b1 l(1111:;itud c;1rac. 

tf'ri:-:;tica ckl tn111aúo d1• h1s l!r<111os di'} polit'ri:-..trtl. t"n calndo :-.t'rn·il1l1 que~·· JJ\11·d1· 

hacer y que sPn\ d<> 1111Klia 11ltilidnd f·s <"l líulir1· c11i1wll1 .... : ti•·ndt• a intiuitn y 1'1H·1n1trar 

una \«•lorida<l líinitc esto 1·~: 

li111 e(_·) i ·1.3.1::?) 
r-x ru 

De la L'rtrnrión (·t.3.l~l SI' \"t' dan1lllt'llll' qllt' c·xi~fl' llllíl \'t'l(Jddad líinite y fttlP 

esta nn1y bif'Il clr>tt·rn1i11nd;1 :--i ..,,. nllHH't' ~· • /l y <'o· Si -í < l "1 t1"11uiw1 cpw do111i11a 

es ,.., /2 porque ~, '2 /Gf. r·:-: auu 1ut\~ ¡i1'(pwúo. 

Ln 1•nuwi/1n (-1.~3.11) 11111t»"I ra ;i la \'t•lo1·idnd d1· f;1:-;1' corno f111wion di• la fr1•c111·t1· 

cia. La id<'a dP cnkulnr ln \'1•l11cid:11l d" f;1:-.1' 1k l':--1<1 111:1111·ra :--t' d1·bt· ;:1 íldtz1•r y 

Drauu1wr [lGSZ,j. Ello:-. hicil'nHl t'l t·~tudio pritlH'rt> p:ir;1 (inda:-:. S y lw·µ;o ¡iata \inda 

F' [lOS7J . .:\ut/'...,C' tn1nhi{11 í¡lll' D ~- I3 obt ll\·i'T«Hl la \·1·lrwid;td di· fa"e p;1r11 toda 

frprut•nci:i, e~ df'c·ir. pnra .....J t: [n . ........:- ). l·no de In .... in1·n11n·11if'll!t':' d1• 1·.--ta ftinna dt· 

cakuiar ia vclocidaci t':-. 1pw ::-.1· 1wn·:--it;1 J;¡ \"t•l1widl11i c11;twÍJ> ...._· ---. O. Exi:..t1·11 uir<t~ 

fonuns rl(' cakular la \"t'l<widnd dt• Í;i:--.1• t'll un nwdio p11licri-..t1di110. pnr t'jt•111plo t>l 

d(·sarrol1;1do por Sabina y \\'illis (100:2]. E11 did1u artíndo :--1· nbti1·1w la Yt'l()cidad 

para un cierto intt>r\':do de fr1·r1H·ucia. 

E11 la ~ip:;Hin1lt· :-;en.:ic'111 :-.1' lll\It·"tr:in al,:.:,1111a-.. µ,rcífic;i:-. pc1n1 011da ... S y par,:1 ondas 

P de alguno;-.. ruah·rial1•.c;., 

4.4 Graficas para la. vc>locidad y la atenuacicín 

En la pn·~e11te M'ccit'H1 :->t' }ll"t''.'cHt<1I1 alY:,1111as µy11íic:1:-. tanto pítra 1mdas P con10 

pnra nndns S pélr;t nlgutHJ> 1nat(·ri:tlt\'-'. En tod:1. ..... }ns fignras ~P gr;1f-ica contra la 

ÍJ'L•ctu:neia 11orn1ali.~ada ..... 1 , 1 = .... :d/c., para cn1dH:-: S y .....,· 11 == .....,·d/c¡i p;1ra onda:-; P. 
En cada fi.c;nr¡1 :-.t· din· q!I(· H1;1t1·1itti y •pH·· iipl1 d1_· •>ütlü 1>. S1· gr,:1fl,-.-, !;1 1.·t !11ci11.:1d 

frnccionarin. i.<~ .. r( •.•. :)/c.. 1 ~i ('~ onfb S y e(_,)/ r 1, -- 1 <;"i P~ o!ld:1 P. L;i fiµ;11ra d(• 
nrriba (>!'la atPnnacióu nonnalizHda que e:--ra dada puro(...: )d. 
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Figura 4.4.1. Ondas S :\huninio. Ln !!;rt'dlt·a de a) 1nnr·stra ln atenuación 

normalizada contra la frecuencia 11ormalizada. La gráfica de b) 11111<',tra la 

\"elocidnd de fase fracciouariH contra la fr<'cueucia nonnalizada. 
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Figura 4.4.2. Ondas P Aluminio. Ln p;r<Ífka de a) muestrn la atenui1rión 

norn1alizada contra la frecuencia nonnaliza<ln.. La gnífica de b) 1nucstra la 

velocidad dC' fasr> fraccionaria contra In frPcu1·11cia nonnaliznda. 
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Figura 4.4.3. Ondas S Fil'rro. La gnífica de a) mul'strn In nt<'nunción 

nonnnlizada contra la frecut.."nda nonnalizada. Ln grc-ifin-t de b) 1ntte~tra la 

vclocidnd de' f;1se fraccionaria contra 111 frenlf'ncia nonnalizada. 
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dw/Cp 

dw/C'p 

Figura 4.4.1. Ondn.s P Fierro. La gráfica de a) rnu<'stra Ja at.ennación 

normruizada contra la frecuencia normalizada. La gráfica ele b) muestra la 

velocidad de fase fraccionaria contra la frecuencia normalizada. 
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4.5 Co1uparación de resultados con los prPs<•ntados B :v B [1985] y [1987] 

En la pt-CSP!lt(' :-Ol'rt·ióu ~(_' l'lllli}H1l<·tll !u:-- ll':...ldtadu:l \k n y B ~l:_·,~;.,j;. :¡:1~/) 1·1111 

los que se cakul:n1 i•u t>l pre~t·nte trabajo y :--t· •'1l.Cllt'1itr<111 dift·n·ncins uutahks ('Jl la 

velcwidad. S(· }¡;H'r• 1111 t'~t11tlin dt>t<1llad11 d,, la Yt>lncidad \';1ri<tJ1d\i ~~y -1 p;-1ra :'<tlwr 

si hay 1111a pan•ja f, y -1 <pw p1i1'cbn r<"pro<lw·ir l():-i n·~ultndq...; d1• 13 y B. Se coucluyl' 

que no exi;:-;tt·n <klta:-: y p;<1n1nrn."' (l11f' ¡nwd;111 r«'producir loo.; rt·:--11ltados de I3 y I3 

[HJS5] y [HJSIJ. 

Figura 4.5.1. Ondas P. En la figura dP a) S<' mues! rnn las gnificas de !a 

atenuación nonnaliznd.a o.d contra la fn•l'llP11ci<'1 nonualizndn .... :d/cp = i,..;,.'u· 

La curva contiuua se obtu\'o de calcular ,\ y ¡ de lns Pcua.-iones ( 4.2.3 ). 

La curva punteacln se obtuvo de l'"'r directameute el<> 13 y 13 [lDi:if.lj pag. 

1054 fig.l y la lv·dia con rayitas de cnkular ":/ = 0.(ll5:).j, En!;, fip;urn ele 

b) se n1ut·:-;tra la n•locirlad frac·cionaria e(..,,.,·) - cp/cp 1·011tra la frf'cuencia 

normalizada. Ln uotncicln e.s la n1is111;1. qlle a) y In gri.Ífiras <lue ~P lee 

directanwntc e~ de I3 y B [l!JS5] pag. 1055 fig.2. 
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En ln tig. ~l.0.1 ~P unw:-.t ra lti. (dt L1;.:.~cl(1:¡ •·' r:::~:!i:~~.d:1 a~ ~: ~n ,·,.lncidad frar

cionarin L}. PhHt la att·h\lilL'l1. .. 1n prai:tic:inwzir,· I11• ,._.._j ... :1· d;f111 ¡,"¡;, 1·:.~:~~ l:;~ !~:.·~ ·~'!I' 

::;.(' nbtif'Uf'Il de (·aln1l:1r .~ y -1 coa la~ t•rnariotws ( ·1.:! .3) y las <¡lll' :--t· 1t'l111rt an t·t1 B y 

I3 (1DS5] pag. 103-l 11~.1. Por otro };Hlo t'll h1 fl,e11ra dondt• ~1· p!t"::-1'nt<1 l;t \'1·ln1·iiL11l 

fraccinnaria daratnt'Utt> !--t· ;q1r('cia111lif1·r1·w"'i;t.-..1·11t1f· la r;1kul;1da nm 1<1~ p;1r<Í111t'fru-... 

{·. r '"'¡ de la:-; t'("lll1Cio1ws l ·l.~.3) ( cnnt in1w 1 y la qw· ... ,. il'1· d1 1 B y B ¡10.'3.:1] pa1..1.;. 10:)[¡ 

fig.2 {cuu rayitas). Eu el l11t1•r\·rdo dr· frerl.lt'llcia 11.,nnalinula _· 11 n11·t1nr tpw 10 1 

no ~1.· aprt·cian dif1•rc·11ci;1:-; 111h'nt rns qu{' ¡iarc1 ..... ·11 uiayur <ptt' 10 1 la~ dift'rP11cia:-; ~011 

notables. D¡1clo qut· t'Xi:--tt· u:1a r1•lnci1')u 1u11y :--1·111·illa p;1ra lt1 \'t'lncid<ttl li111it~ y los 

pan~nwtro:-. f. y .. í ~e pncd(' fij:1r n11 p:u-/1uwtrn y vnri;1r i'} (ltro. Se fija i: qllt' .... e :-.llp<.Hlt' 

1nt\s cnnfiahl<~ y st• ('IH'H1·11tra -:; a 1·~tc uw·\·o pnr;'1n1t'tto :->(' k l1a1I1<1ní. ~<t!Htna 1í1uitt• 

-,,. Ln gní.fkn puutt·ada n•prt':--1•11ta to1na11dn el ,·alor d1· Í' =~: l·l.t.15 que !:-t' fijo y la 

gauuna lí1nite -,, :=-.: O.Olf>'~Ú. Clar:ttI1<.'HtP H' n•n 1lift•1·1•1u·ia:-; de l<1s n1rvas para :.....· 11 

f'ntrc }Q 1 y lÜ:i Illit'llt.l'étS qH<' ftH'l'a de t,•:.,tt' illtt·n·;1ln Uu :--t.' pill.1'1_·ia11 llÍfl'rl'll(iL1.s. P~n·a 

Yer nJ1no Yaría la curva de Yf'locidadPs si st· \'i.tl'Ía los para IIH't ros b y ... , se ptu•de 

~:cr h1 figura ·L::-1.:2 
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t'• 
/ 
I 

Figura 4.5.2. En ln. figura a) la c11rYa C'CJ11tinua es la c11rYa que se lee 

de B y B [10S5] pag;. 1005 fiµ;.2 y la;.; pnntc.1das re::;11lt:1u 1 le \'c'.11;r1r In 

-y= 0.008 ,0.010 .0.015:3:>, 0.0::!0. 0.030. O.lJ.!() co11 ~ = l.\.GS. E11 ];, fip;nra 

de b) es la tni~ina notaci<'111 pero ahora ~C' \·aríH la dPlt a con !) = G.GS. 

10.G.S. H.G~. J.-;.ti:-i. :!:!.liS. :!·i.GS. rt>JJ ¡ "' ü.01.:;s.:, 

Con lo que st' pllt:dc· npn·ciar «:11 la figura -l.5.2 nin_µ:ttiia po:-.ibk· co111hinacióu dt.> 

delt n,; y p;nmmns pue'!P r••prudncir lu <¡ll•' "' n·prn·t a 1.•11 Il y B íJ 9S5]. Por lo que se 

concluye que los rc,ultaclns que >'.' pn·:ce11ta11 <'11 Il y 13 f 19S.:J] debl'n ser corregidos. 

El 1nb1110 autlli~i!-> t.':, uat<nJo p•na outb . ., S en el alunliuio. Este e~tudio s,~ 

presenta a continuación. 



IV Cálculo de la Vducidad. G6 

Ondas S Aluminio 

º°'¡--·-- ·---.. -···~~---~-----¡ 
O!ll'"- •········ .• i 
001~ 

o o:s~ 

002~ 

0015f 

i 
!101 ~ 

oms~ ¡ 
oL .J 
~-- ·-·-·----.._.-....._,.....,-

I 

Figura 4.5.3. Ondas S. En la figura <_{p a) ~f' ruuf'stran la.~ gnífieas de 

la atenuación nonualiznda nd coutra la fr1·crn.·ncia nortnnlizadn '""':d/c, •. La 

ctu·,·a continua se nht1n·o dP c·Hkular t. y -, d<' las e1~11éu·icHit'-" ( .1.-1.2 J. La 

Cllr\'.í"t JH1HÍ<'CH1H ~l' ofHU\ºO tfr• J('t'r cfin·«f<tJll<_>fltt~ de IJ y D [1951\ pag. 20-1 

fig.:.? y b !wdia con rnyi1a, .¡,. cak11h1r íi -~ O.IJ73G. En la Jie;11rn de b) si' 

n1uestra la velncid11d frnccionaria e·(-')- c.~/c.~ CIHJtra la fr1·1·11nwia nonual

izada. La not<1ci('111 e~ ltt u1i~111a qw· a) y la grúfil'H (lll(' s1• lt·r· din·ctauic·ute 

es de D y D [IOS7] pa!:';. 200 fie;.4. 

Los análisi~ de las fig11ra -1.5.3 y -t.5.0 :-;ou azuilogo~ al <J,. la fig;nra -1.G.1 por 

lo que 1Ínican1c11tc ac1uí ~r· pre:-.rntan lns run·a~ ,·:1riando t:tI1to la -, corno la ó y St> 

concluye Jo tnisruo qnc• t'Il el cn .... o anterior. es d<'cir. que los re~tiltados de D y B 

!1987) dcbcran ser currrgidos. 
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Figura 4.5.·1. En ln figura a) la c11rYa co11tint1n es la r11rYa <¡U<' se lec 

de B y B [1087) pag. 205 fip;.2 y las punt<'adas n•snltan de variar la •1 = 
0.06.0.010.0.0135. O.OSO, O.OS5. 0.000, 0.(J().'j con ti = 2.3·! l. E11 la fip;ura 

L) t.:;:j la 1ni:-.1Híl notaci~)u pcru ahi>ra. :-.l~ \"tiria la d¡'lta. ¡·011 1~ -~ 0.3--17. 1.3-1:1. 

2.3-17, 3.3-17. 4.3-17. 7.347 .. con-,= 0.0735 

Clan:un~ntc no f'XÍsten gnnunas y delta~ qnc reprodu7.can los rei'nltadns de B y 

I3 (1987] pag. 205 fip;.-1. 
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Ondas S Fierro 

0~1H5 S fU·JtRO 

Figura 4.5.5. Oudas S. En la fig11rn d,, a) ot· 11nH·s11-;1n las gníficas de 

la atenuaci6n nonnalizada nd coutra J.a frecuencia uorrnnlizadn ..... :d/c_.,. La 

cun-a contin11a "' ohtm·o de cakubr b y -¡ d1' las ecuaciones (3.4.2). La 

cur\'a punteada se ohtu\·o de· !eC'r dirc·ct:imeutc• de [3 y [3 ílDS7] pag. 205 

fi¡;.3 y b hedrn cuu rnyit ab <le calcular ¡¡ = 0.285. En la fig11ra de b) se 

rnucstrn Ja vt•locidad fraceio1Htria e(..,_•)- c.'l/r_., coutra la frtsucucia nonna.l

izada. La notociún t~s la 111isn1a que a) y la gnífica qu(' sf' lre din•ctarnente 

es de B y B [1087) pag. 20G fig.5. 
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Ln siguirnte figura se obtiene ch~ \'ariar los p;in\11u·tros ¡..y ;. 
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Figura 4.5.6. En la figura d(' a) la cnrvn <'nntiuna C"~ In c111Tn 'lllf' ~P 

lee de [2] pag. 205 fig.2 y las ptmtendas l"l'>'11ltan .¡,,variar la ; = 0.250. 

0.270, 0.2S5. 0.300. 0.320. 0.330 ro11 t- = 2.3G2. En la fü;nrn d .. b) Ps 

la misma notaci<n1 pero ahora se ,-aría la cldta con ~ = 0.3G2 . 1.362. 

2.362, 3.3G2. l.3G2, 7.3G2, . .-un ·1 ~ (J.2Sv 

Clara111e11te 110 exi~tcu ganunas y ddta~ qne reprudnzca11 los rrsnltados qtu• se 

presentan en I3 y I3 [l!JSI] png. 20G fi.~.G. 
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5.1 Introducción 

El n1ctlHI1.1 í.U1f,,t.iJJ1:-.i .... teult" lo t¡tte :-.e q11i('r(· h;1:-:iCéiIJI1•11tc 1·~ c·1l,r1·1wr };1;-; pn1¡1ic

dadcs t~fectiva.:-. d,. 1111 policri~tal y a~Í con r1•laciu1ws n111y ;;1·1will:1.-.. poder n1k11lar la 

velocidad d<· fa.'."<.' y la at1•n11nci1'rn. El lIH'todo a11tnn>11"i'"lt('Jitc 1'c1n~id1:r:1 un IJll'dio 

donde hny grtlHOs i11cru.-..tado~ ;1l1·;itoria11w111c y 111101 1J!lfl:1 .... ,. prt1pt1ga dcutro d1•l 

111f'din y dl~ cadn uno dt· in:-; ~r<1110~ incni:-.t;ido:-.. Lo~ pP]icri:--r ;¡},", 1'11n:--id1THdo.-., e.-:.t ;111 

eornpuc~tn·> dP grann':i de nn S(l1o 111ntc·ri;d d1• 1 al 1ua1wra <¡th· J;i i1Jliouio.t!/'Ilt'idad :-ot' 

presenta por lt'Ilt'r lns eje~ rrisr;ilogr:'tfin1:-- d1~ lo" 1!,r<111n . .., di:--tri!Jttidll:-- ;il1':1tori;111H·nt<'. 

Una tnancra f'SC'llf:'tíi p:1ra di'.'-'Cril1ir t•! ntt't(Hlu a11tc11·11n-...i:--f1'11t1· t·;-; i··l :-ig;uit·11tt•: 

Se tou1n 11n 1111·1lio t>l nw1 ~e cnJHH"<'Il t(Jdtt."' J;i.-. pn1pi1·1l•Hl1·-- 1·l:í:-ti<':1:-. y ~f' con

sid('ffl un ,_;n1JJ0 deutro d" t'·~t1•, :-it· rv:-udn· el prol1J1•nu1 ¡1.:1r;1 1111 :-.('>lo ~rano. 

es decir, ~<· rc·:·.iwlvt> r·l problenw d1• 111rn 1)JHla 'jllt' :'t' pru¡1aga ('11 «l 1w•dio 

Se propont• q1w t'Xistt' un t1·u~or d1• 111/1dnln:-: ('L'Í~! ico~ <'f1·c·t i\·n d(' f Cldo 1·l u1atrricd 

que vi<"rw rk c<H1:-idcrar ík:-plr11;u11i1•11t<1-.; t{(·cti\-<h. i t' .. d1·~;1L,, :•:;:it·;,:1;::-. q1¡c .:.e 

nwnifiestan IlHti:ruscopicaIJJt'Utc'. :\~í .'-'.f' t'lll'llt'Iltr<t 1u1<1 f(¡ffIW in1plicita para en 

tPnsor de 1n<')d11ln;.; (•l<í~tit·os. 

Por últi1110. cnn f'l tc•u::-or d(' ru/,d11lns dfr-.tico::-. halladu ..... ,, n·-...111-·lvt• al1ora 1.'l 

problenia de• u11a ouda q111• :-.1· prop;1µ;:1 en un Illt'dio con bt.'-' can.11·t,·rísticw; 

cl<•l u1Pdio cft•1·tivo. De t·~t.n nrnzwra ~,, }l\il'(k t'l1Colltr:1r 1·11 1ní11u•ro d(• ollda 

cornplcjo /; t'! nial cn11ticrH' n la \'f•lncid:1d d<" 1Jr(Jp<1i:;<1cit'.>u d1• l<1 nnda a . ..;i <·orno 

la ateuuarión d1• la 111i:-.nut. 

La pn~;;;entc~ tPoría es \·;ílida para cualr1ui('r :-,iuwtría. Eu t•I pn•:..:;entt' trabajo 

se considcrnu ;-;olanu:11te cou granos ron !-.inwltría cúbica. Lo" rnalt~riales r¡ue se 

estudiau sou: PI fi<'ITO, ,.¡ aluminio y el uíqud. 
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5.2 Planteamiento dPI Problema 

El Illíltcrinl policri~tnlinn qllt' ;-il_' (_'~tudia ln'llJ'él llll \'ic·t to du111i11io n 'illf' r•:-.t ri 

conipucstn de 111url1(1 . .., gra11t1~ de u11 :--<1lo u1;1r1'rial. LH lkn:--idad ck 111a--.a ¡1 d1· cndn 

granos e~ la u1i.-..111a. Sin (·n1h111)!.,t). 1·! r1·u~ur de n1ndnlo~ elc'1:--rico-., f,\ Jiq lo P:i. Lo~ 

gn111n:-; St' JHH·d1~n <·ti<pwt;n dr· In ~i~ui1·11t1· 111;1111·r;l n -_: l.'.!, .... \' (du!1dl' .Y 1'S 1111 

ntÍng·ro 1n11y grancl1•). Tndo:-; ln:-- ~r;1n(1:-, qttt' '.:>!' p1It'd1·n ,·;1nil'fcri1.;1r p<1r "1 1uí:-:1no 

t<·n~nr df' u1nd11lo~ 1•l;í.:--;tiro'-i L,- f('lati\'o a <tiL';Úll n1nju11to de· tj(':--; 1Ti~talogníficos, 

()('Upan la rc·p.;il'>11 n.~ de n. La urit·ntacic'lll dt• lu:-; ('jc•:--; cri.-.;tal1)µ;nifi1~(g; <':-.ta definida 

por una 1uatri/ de rot<1<'i('H1 U ... d.• 1"·it;1 lll<tiwr:1 !:i~ C(>!l1p11nellh':-o dd U·nsdr dt" 

111nd11]0:-; elú:..ticos ]o po1kttHis ,•:..cril1ir c1rn10: 

(5.2. l) 

Por Jll(•dio de uua ftt11cii'a1 c;:1ractcri::-.tica f.,. Cjllt"' :'f' d1~ti1w l'OillO 1 ~¡ X E n(l y <'Pre> 

en cualquier otro c;i...-o. t'l tPIL-;,or dP n1od11lo.s 1·bí . ...;1ii:n::-. L p<1rn t11do d policri..;tal ~e 

puede escribir co1no sif!;11c: 

,'; 

L(x) = L L,,fo(X), X En. (5.2.2) 
<t=l 

En todo~ los probk1nas dr• la t~la:--ti(·iclíid q1tt• se qni<'rau n·:~nlvcr sien1pn~ ~P 

debe hacer u~o de la:-i en1acin1H'S liú:-,in1s dt• <'lasticirlad qll(' :-,e ohtu\·ieron e11 t~l 

prinH•r capítulo, i.<> .• la cc11ació11 de rnovirni1·11to ( 1 . .S.11). cn1a1·iorn·s coII:-,tituti\'a.s 

(1.S.l), 1nás condicion<•;; dP frontera y l'<1ndicinn1·~ iuici:.dP.s. Dcliidn a quf' d 11úuwro 

de ecuaciones q1w lwbría que rc . ...;(¡ln·r Ps 1n11y grau(lc• el prohh·111;1 ,·n111pkto 110 H' 

puede n·soh·er r·n fonna <'Xact;i. E11to11C1's. bajo cit·rtas co11di1·in1ws. :--.l' cou.'-'id<'rnrá al 

policristal co1110 la r1·nlin1ci/n1de11n 11wdio Hl1·;ttorin (r'nT1j11nto 1uiin·r:--~;t!) y .:.~e cspL't'a 

t¡lll' el pro1u1:diu, :--.ol1n: to<Lt~ las n·alíznciuw':-. c1w· se d('uota por{·). di• las C<tntidadPs 

físicas que se (•st udian .c;ean n·pri•:-.1·ntat i\·a:-. dl' lo qnc· ocnrrl.' ('Jl nu poli('risud dado. 

Por cjt•111plo Sf' quiere 1·11contrar el pro1w~dio d<·l \"('<.:lor di' dt'~plannnir•ntos (u). ~Iás 

abajo se dt ... fine lo 1p1c se ent Íf•ndc por pronu.·dio. La t''C11acit)11 hcísica d1_• la f'lHsticidad 

(1.G.11) es: 

(5.2.3) 

Lo que i1nport a eu este 11101nento l'~ ohtcuer los pro111Prlios por lo que se prorn<'dia 

en ambos lados 

(a,i).j + pF, = (pii;). (5.2.4} 
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Para continuar Sf" debe hact'f u~n de> las t•\·11ac·l111H':-' cn11...,tit1ní,·a::i ( l .S.l) . c~to es, 

e::; L(:. l.11.H.1.1,.!1..' J e-. l'l 1·-...fUt 1 /l), L t·~ 1..:1 1t·11:-r11r d1· llltHÍlli, !" ,.i;i ..... tICtl'"i y t 1'-> d lt'llSOr 

(5.2.5) 

Dr• hecho L es 11n opt·n1dor. L d1·fiuc 1.'l /01.o;or dr modulo.~ rlá:dico.~ tffctit'O dd 

polieristal. D..tiui .. ndn 

/'olX) '~ (.f.,(xJ) 

. {u(x.ttfolX)) 
U 0 (X, 1) ~' ------~------, 

¡1.,1x¡ 

((i.2.6) 

(5.2.i') 

de estt" n1odo Pn(X) e:-; In probnhili1lad q1w X ptTtt'llf'lnt al gr:u1n o y Un Sf'a d ,-aJor 

pro1ncdio de u condi~ionado a qtH' x p1'rU•IJ1'1rn al grano n. :\:-;Í .~e JHh'1,.ll~ ubtnwr 

(•l valor pro1ncdio de u. a y t. i.t'., 

(a)(x,I) 

\' 

(u)(x.I) -~ 2::11 0 (x)u,,(x.I). 

,\ 

¿p,,(x)J 0 (x,t1. 
n=1 

<1::::} 

.\' 

(r)(x.I) = ¿p.,lx)r,,(x.I). 
/.f=l 

(5.2.S) 

(5.2.!J) 

Lo 4uc s<' desea t'llC'•)JJt n1r para cada gr:1nn n los co1Tt~:-:poll4 lieutPs a 0 y t. cr· Para 

asi poder obteuf'r t~I tt'Ji:-;or dr' 111/)dnlf)s <·lú;..;ti1·<.b t'ft'cti\·o L pnr rw,din de (5.2.!)) y 

(5.2.5). 

5.3 Aproxi1nación de la autoconsistencia 

E1 prc~cnte tnd1•1Jn ;..;1• c'('IJI r;ir;-'1 ..;pfir1' l!!l do:nillio i1ifinit1J y uua di:-itril.anri<'>u 

cstadí . .:;ti\·a. ho1u.u,1.!/11cil y 11uift1rUit' cuu todas}¡¡;-; oncnrat·ion1·:- }'(J:-\ibl<':.... Sc• considera 

que,,¡ nú111cro dr grr1W)~ .Y e~ n1uy ,t;r<11Hk tan1hi/·u y qtH.' tiP111•11 };, t11i:-..11ul fonna. 

Ln uui<Jn de todos lu~ n 0 e~ el dn1uinio de todo 1·l policristal. 

El hecho de qn-:· la di:--;trib1wii'll1 dP lo-.: granrt'-' "";1 tn1ifu:-!nc y hon:i.o¿:/w'il i1nplica 

qne hny una iuYariancia dP l J'i':-,p1·cto a tra·:la1·ionc;; y rutaciu1w ..... St· piwcl('!J hu~ntr 

solucioues de la~ ccu¿1ciotH'S (5.2..!) y (5.:?.ó) de• la f1in11a de llIHt onda plana 

(u)(.r.I) = Ac'1k x-.-t). (5.3.1) 
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dond<' k es f'l Vf'etor r~1!:1:1_':·0 1..k 1..n1dft, ~· frn·11t·rwu:1 circular y • ..\ la a11qdit1ul d1• !n 

onda. Sf' dcb(' atJ;1n1r '(lit' 1•j ('t1~0 flllt' illlt.'lt·:-(t 1·~ CllitlHlO ]í!:-:- flli'f/.H:-. dt• CUc·rpo :'Oil 

igual a cero. Sustituyendo 1:-i onda pL11Ja 1.·u la t'fllt1ci/i11 ( t>.2A 1 :-:1• ohti1·ru· la r1•lhd1.,ll 

de dbp<·rsi<'n1 sigujt•11tt•: 

pidien<lo que no tPnga ~oliwi('>u trivial. :\qui la nn!;1ci<'>u L significa <ttH' <'S la trttns

formada de Fouri<'r d<·l opnadnr L, <'Yaluado en ( --<·, ~· ), 
Para r<·soln·r <"1 prnblt•rna :-;r· hac(' tbo d·· lo :-.igui1·11te. El 1;'.::.f111·r10 :-'t' ~·::-cribe de 

]n siguie>ute 1uanera: 

(5.3.3) 

donde Lo es el ten::.ur de 111od1tlo~ <'l<Í:'tÍn>s d1• nu uwdio d1• ITÍ<'r1·::<·i~ <_'ollucidd y 

T d1.·fine un tensor de <:!-'ftwr.1,0 polarizado. Est0 1·tlti1uo n11u1H> t•:-- cun10 una pl'r

turhación al problC>rna dt· nn '."i<")lo g:ntlltl ('Il nn IIlPdio de pr<ipi<'dack~ I 0 . .-\hora 

to1nnndo d pronwdin cnr1di( i1 1 !.:~11 :-t.' ticLt': 

o,_,.:::: [ 0 (1, -- Lot(, ·!· r, •. (i.i.3.-!) 

Por otro lado, f'l probl<'ma de· di,p<·rsi<;ll .¡,, la <rnda plaua i i.i.:J. l) p<>r 1u1 f.\r<lllO de 

propiedadf'.s L 0 c•11tt:rrado 1'11 1111 uwdin rk propiedadt.'s L 0 S(' pnede cscril>ir para 

t:l dcsplnzn111icuto t'Il tc"nuino~ df'l ctunpo polarizado r por I11t>dio d1· In c(·uaciún 

integral. l'~crita e11 f(Jrn1;1 :'Í1uh/)lir·a. P~ ck<·ir. 

u::::;. Uu ~Sr, (i.i.3.i.i) 

donde u 0 corrcspondr· al c;.11npo q111• res11lt n 'iolo de con..:;idc•rtlr la ondr1 pla1w ( 0.3. l) 

C'll el poUcristal. y Ses uu operador cuyo núcJt~o c:--tn p•Jn1·inI!:1do et1n t l tc11!'!ol" dt_• 

Green fHtra d c;¡:-;o dt•l 111cdin cou propit·d;nlt·s L0. Los teu~on•s S y S". "t> pr:edea 

\·cr en Sal.1i11a y \\'illis f 1DS5J. Sf' pucdf• f'11coutn1r tan1hil·n urw t'xpn·sic'III aníiloga 

para la defor111aci{'>1i. esto <'S. 

(i.i.3.G) 

Tonun1do ln~ pron1c<lios dt.:· fo~ dos 1ílti111a:-; ecuaciones se tit~nc que: 

(u) = uo - S(r), (5.3.7J 

y 

(e) =lo - S,(r). (5.3.S) 
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~fientras que dC"' la cetHlCÍÓn (5.3.3. ). la r<'lacíón t''titre el <''.-fncr~~o y L..i dt'Íunnnción 

qucda 

(a) = L(c) + (r), (5.3.9) 

donde 

(r) = L ]!u r,.., (5.3.10) 

Uua forma pnru cstimar r,, rs <'llfl'rrar un grano del tipo o en 11u policrista.I 

con propi,•dad<'s Lo y rl,.gir L 0 aulocon.<i.llcnloncnte p1tra que se comporte como rl 

mrdio efectivo L é·sto es, L 0 (<') = L(c). Esto '"I11i,·ale a qtH' rl promcclio dd campo 

T es cero, i.e. 1 

(r) =O. (5.3.11) 

Una consecuencia in1nediat a a ( 5.3. 7) c.s 

uo =(u}. (5.3.12) 

O S('tl que ln nnda prurnedio e;, u1 cft.·l'.tu la ouda plana que se propaga '~11 el n1crlio 

efectivo. 

Para efectos de c1ílc11lo, se <'SJ><·cifica tlll grano por L 0 y la densidad p, con

siderando una sola indusi/m dd material dr·l tipo o. Para f'Spccificar los difrrent.cs 

do1ninios de los granos o que ~t· rl·pit1•11 SC' cor1str11ye la función rar;1ctrrística fin 

que corrcspoude a un don1iuio n l () (·~to ,~s: 

( 5.3.13) 

donde loo es la función caract<'rÍstica de f1 0 n. 

Se supone una onda incidente plana, 

(5.2.14) 

sustituyendo en la ecuación bá.sica rle elasticidad se tiene q1w: 

( 5.3.15) 

Los desplazamientos en tfrminos dd campo polarizado se pueden e'cribir por medio 

de la ecuación integral como 

U= Uo - S(r1aÍ10), (5.3.16) 
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y la corrcspnndit~ntt~ defonnación 

(5.3.17) 

(5.3.JS) 

Para rc~olvPr In ecuaci1'i11 intt'g;ral :--rf' lJ<a'f' la aproxi111acic'n1 de qtit• el carnpo de 

polarización Sf'a COll:-.t<trttt• sof>t't' 1•} 1l0Illinio f!¡ 0 . f.11tOJ1Ct'S tolllfllldO prOtJlt>dins Cll 

la eetHH'it1n t111terior se llt•ga a 

t 5.3. l(J) 

(.j,3.20) 

donrl.C' h r; ( ~·) r;.; f'] \'<i!t >f pn 1!!lf'1 !i1 l e !1 · r·.\p:' k · (X X¡ )1 :::ohr<' f21 0 o f:"(p1i·•;:dt'i¡tc1nc.:ntc 

d valor promedio <k <'Xp( ik . X) l"'ra ,.¡ d<>miuio no,,. Finalmentf' r,, S<' ohtieue 

totnando C'l prniuedio T¡ 0 (X.f) :->olJre ttido~ l1>s X¡ para los cuaks X(:_ fl 10 . Csando 

las dos ecuarionf' . ...; ant<'rion·s ~t· ti1·1H' <Jll!•; 

r 0 (x.t) = l".(-1.·)h.,(ki [¡L,. ·- Lu)- 1 +5,J- 1 r 0 (x.I). (5.3.21) 

y la autocon~i~u·ucia :--1_· rcducC' a: 

(5.3.22) 

l7na forn1a eqnivaleutc. pt1r•1 la t>C1H1C'it'n1 (3.3.22), que sr·rú d~· 111Cl:-- utilidad para. 

h;w~r ln.;,; rri]r11fn<.: €'.;; h .:..:i,i;•11"!1tP 

Clan1n1cnte se\'(' que Psta tiltirna (.·nwdin1 es n·n1rsivn. Para obt(·twr los inódulos 

elásticos efccth·os L 0 :-.e elche re::-nlver esta Pcunciún para cada frpcnencia. Et'tos 

rnódulos <lrpf'ndernn de la fn.'cueuria qu(• H ~u vez ~enin nlÍn1erns con1pl<-·jos. 



5.4. Poliaistal isótropo 

La t•c11aci('>n aut(·rior :--e pw·dt· 11:-.ar par<t 1·! c¡1.-...t) dt• 1111 pt1licri~r;d i;-~)trop11. Lo-.; 

grauos quf' se t•:--t11dian i\<¡uí ~Pll 1·:--fl'nt~ n,n r;1dio u. T(ld;l;-, li1s 11rit·nt:1ci<1IH''"' dt~ los 

ejes cri~tnlognífic(t...., ·"' 111 igti;tlrn1·11tt• pe i:-il1l1·:-. p:ir :1 r;1da u,1 ;1w). El \'ul111111•11 dt• c11da 

grauo (•:-; f>,l. Lc1 fnnci<'1n !1,.(.~·¡ d~·¡wndi• :--<1lo dd t:11n:1ú(l di·! ~~r;11111 y df• L1 f1JrI!l.a 

pero f'Il p,...;tt· c<1:-.o tud():-- lo:-. ,c,rawh ti1·JJ('Il la furuui d1' 1•-..f1·1 ;, ..... \· ...... nu n·1·1nplazc1das 

por h.-.{l·) <j1H' ~e <1plica pnra l(is i:;1;11111:-. d1· nidio 11. S1· to1n:1 <1 l. 0 t'n1110 i:--r'itropo, 

ron los u1c'><lulo:-. d<· 1'0IIlJll·1·.:'ihíli1l:1d y,¡(' 1'11rtt' h1 1 y ¡111 1-e:--111Yfi\·;11lJl'Jlf1•, los n1al1·:s 

df•1wrHl1•11 di.• la fre1·11,,r.cia y étdnn;Í-. :-.1J11 ui'i1w·Hi-. <'<>JJJjlic-jP:-.. El fi'll>••r Sr c:-.ta d¿1do 

t'Il S y \r. [10$0}. E~t<' prohk111<t .. ,,. ¡n11·dt· rq>r1·.--1·111:n· ('Iitnw·1': ... Cil!l lo:-. iuc'>d11lo~ 

t~I::ístiros si~uicutt•s r-..·.~, /is: 

(0..!.l) 

donde: 

f¡. = 10.4.2) 

y fina1ntf'Iltt• Jo qnc St' q11i1·rt• t's oht1•w·r a la velocidad dt> fits1: en ténninos de In:-:; 

constnnf('s t"·l;í~tica:-:- q11e dq>t·nd~~u de la fr1>etH'Ilrií1, la \'l•locidad de fa.-;e para bL-; 

ondas S y para la:-. ondas }"l 1•:-.tan n'l:u·i11nnda.-... d1· la :--ig11it·ntt: 1n;11wra: 

(0.-1.3) 

la idea, t~s p1ws. dadt1 una frt 1 CW'llt'i<1 t•r1co11tr;1r lo<:- 1n1'1d11!n;-. eJ;~~tiro~ tut>diantt• la 

fónnula de n·ctt1T('IlCÍ:1 <pw si· da t'tl Ja t•t·u;ici(JIJ ( .~1.3.~I J. 

ExitP un aJgt•hra flllf' :-:i111p!ific;-: 1nud1u 11) . ..:. ,•;'ik11!11~ p<HtJ t1·11....;orPS dl' rnr'>dulos 

f1 lá~ti1..·ns de· JUitt('rinks con slrl11'tría nihicn. Por ('::-.rn r;1¿/)Il ~,. tpnrn a Lr co1110 un 

tensor dC' ruód11lo.'-' cl;ísticos 1·on :--inwtría níbi1·;1. 

Sj Le es un ten:,or de 111úd11Jo~ "l(1: .. ricos. 1·ou ~irw·tria n'1Lin1 s<• p1H·dt• f•scribir 

corno: 

(5.4..1) 

La ley de HookP parad caso de 1111 uwdin cnu ~iuwt rÍti cübica e:-i 

') 

O'¡¡= 1'cf<11 + 'i2 + ln) + 511cí2'-11 - lll - <:1.1) 

a12 = 2¡1~c1·z. 
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Si se tonuu1 todos los granos cnn t~l n1isrno radio a y la con1prt·.-..il1ilidad r.:c d~-. Jos 

granos i,c;unl a l<t con1prc:-;il>ilidad 111a<Toscopi<'<t .-..1• pn, ·d(• ll1•g;1r ;1 

t· -l JI~ (JI,, -·- jiu ) j 

Aquí se obtii:rw 11u;1 n·laf'i<lu r1•1'11rr1·1ir1· p;i:a t>l 1w·,dull) d1· ri~ideL efPctivo <>u 

tt'.rrninos ¡1,., ¡1~ q11r' :-.n11 lo:-i 111/)dulos p11ra 11n :-olo J~rauo dl' tipo i"'. Esta t.~cuación se 

rf'stteh·f• nu1n<·rir<1u11'Jllt' p:ira ¡1 0 y~(' rt'ttJI11;1n i.i~ ,.,.lwcio11t!S (0.·L3) para cakular 

la \'elncidad d<' lit onda S y d.-· la ond" I'. 

S<' tiene <¡llf' rrali¡1jnr 1111who para 11':-icdn·r 1'•st;1 1•1·iracit'in p1•ro fin;d1n1•ut<• ~<~ Jlr .... ga 

a los ret-11ltt1do:-:: q1It· ~t· pn·~1·ntr1n 1·11 ('l ~i~ui1·nt1· c:tpÍtulo. 

5.5 Resultados 

Para obtt·w·r la élff'!Hlilt~i,)11 ~1· r1·~11dn· la t'Cll:Jci('1n (5.3.10) con lo..; 1nódulos 

ehí.sticos cft~.._·tivos . ..;;,. li:i11:1 f'! núruct\J ~J,~ 1)nd<1 k y L:i parte í1ua.l!;iuaria de t~Sft' es 

la atcnunclóu n1it•11fn1:-. <pw JHtra la,...; vd11t'idadcs :-::<· 11.:...:1ri IllH-'\'fll!Jt'I1t1· las t·t~trnciones 

(5.4.3). El n1íuwro dP ouda CC>tnp1cjo J.:<'.:-' 1JIH1 ,·onil)i1rnr·íún df' 1:1 \'1·lndd<'.d dt~ fa...,e 

y de la att·nunci<)n corno ~r Yi1J Pll t·1 cHpit11lo J\'. 1''.".-tu es, 

~· + 1n( ..... :J. 
e(~·) 

El Illf'todo autocousisf1'Jltf' q11t' :--1• plnIJtt'a 1·11 el pn·s1'11tc capítulo t:unbit'.'u da uua 

1n<.111era para ohtellf'f el nt'unt'fO de oud;t. l"ria uia1wra d<' obt1·1wr los n·~.nltado e;;; la 

siguieutt•: !:'e torna la parte irnap;iuaria dd 11ú1n1·ro d<' onda u111ltiplil·Hdo por 1•1 vulor 

{'aracterístico df'l polirri~tal q1w Sf' cst 11dia. A ,·~t;:1 c:1utid11d :·-t' le 1Ia1na :itcn11ari611 

nonnnlizada, i.<' .. 

!111(/.:)d = ,,¡_·;d = "'" 

Cua forrua d<· prt':->r'ntar !fJ:-; rt':"'lllt ddcJ:-i p;1ra la afí·1111;:wí/H1 t':' guificar la atPnua

ción uorrnnlizad¡1 coutra la frecuf'n<"ja uonnaJi1.adt1. 

P<u·a el estudio dt> la \'eloridad, lo <fllt' :-;e hé-tn' f's tornar la vdocidad fraccionaria, 

es decir, 
e(...:) 
·--- - 1 

r¡, 

dondC' cP C'sla dada en la ecuación (5.4.3). 



inaterialcs se tient'll \·nlon's 1·xpt>rin11·ntilll':-' qttt' c--(' pr('~1'nt<1r;'tn 1·u¡¡11do :-.t• co111¡HHl'n 

los rf'sultados d<' B y B «oll los d1' S y \\'. 

EST~ TESlS 
SALIR GE IJ, 

NO arnE 
~leUlHECA 
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x 10·> Ondas S Alum1mo 
'¡------~-------------··-

6l 
! 

st 
4~ 

1 

3~ 
2~ 

1 

1 t 
1 ,,/ 

o:....--.~-- ---k-~-----'-----·------.--~-·--o 0.5 1 ,_, 2 

wd/Cp 

:-.J0·1 

____ J 
25 

0.51------------- ---~------~-~-----·1 

1 ./ ''-... \ 

o~ / '. j 
1 / ' ' í 

-OSr / "'-- ~ 
.,ir. / 

! 
1 ,/ 
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·.......... _,,/ ·2.S~ 
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.3; ____________________ --------- -~-------J 
o 0.5 1 1.5 2 25 

"'d/Cp 

Figura l'j.5.1. En la figura. de arriba (a) se ~rafira la a.lP1111a.ción normalílada. [n1 ka contra 

la frecucncin normalirnrla .... :d/cp. En la de ab.i.jo (b} ~e ¡;ra.fica. c(w') -- <"p/Cp qut· <·s la. 

,,.elocidad frac:donaria contr:i ),"1 misma frecut>ucia. La~ Ji,.., fiv,ur.\~ ~on JMra la~ onrJ.a,., S en 

aluminio. 
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Para las ondas P los r"s11lrlarlns son: 

i 
l.5é 

! 
¡ 

1 ~ 
i 

1 o.sr 
1 

OnJa.~ P .\lutninio 

/ 
º~_:::-~_" __________ ._ ________ ,... __________ ..___ __ .. _ __¡ 

o 0.5 1 1.5 2 2.5 

xJO·• 
2¡-------------·-.....---------~---------1 

! 1 

oL j 
'•.. 1 

1 i 

j 
! 

-8~ 

------------------ ··-·-
0.5 1 1.5 2.5 

~d/Cp 

Figuro 5.5.1. En Ia figura df> arriba {a.) !oot' grafica la alr·nuac'iü11 uorm;dizad<t /rn ka c011tra 

la frecut~nc:icl. normnli1ad,1 ;.,.,•d/cp. En la df' ab¡¡jo (b) .,,. grafica r( ...... •) - r1,/cp que f•>< la 

\'f."locidad fraccionaria contra la mi~rnil. fr<~cut•nci.'"I.. lit" du<; figuras ~un p.n:1 la" onda:- P en 

aluminio. 
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Los resultados para c·l Fierro son: 

0.1.!---

1 

0.1 ~ 

,1 

Ondas S Fierro 

/ 
/ o.osr / 

1 I 

~ ::r ,/ 
1 / 
1 Í 

om¡ // 
0'--/-~---
0 o.s 

0.01--------

''°', 

¡ ----------' 

/ 
J 

l.S 

wd/Cp 

-O.OS'---------------·--·~----------··----

:.s 

º 0.5 1 1.5 2 2.S 

~d!Cp 

Figura 5.5.1. En la figura de arríba (a) sr. grafica la atf:nuac:ión normaliza.da frn ka contra 

la írecucncia normalizMh . . .,,,.:d/c1,. En la. dl' ahajo lb) "if' ¡.;rafic.i. e( ..... ·) - c 11 /t1, qur e-; la 

\'elocidad fraccionaria co11tra. la misma frecuencia. Las do-; ~rcifica~ :!!Oll para la.!! onda .. S en 

Fierro. 
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Ondas r Jiel'1"0 
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O.OOsf 
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o~---__,,-;_·:: __ . . --·--·--"---------~---·--- -·---'--··--···-·-·--"' 
O 0.5 1 l.S 2 15 

~U/Cp 

xto-1 51--·--- ··- ----------·----· ... ·-------.-,..~----···; 

/ 

~ ·S' . ' 

¡ ·IOr // j 
! 
1 / j -15t.__,· 

-............ ¡ 
¡ ,_ ¡ 

! '------- / ! 
-20'------·--·-~--------------__.._ ________ ___...; 

O 0.5 1 J.S 2 2.5 

ud/Cp 

Figura 5.5.1. En la figura de arriba (a)~(' grnfica la au~1111ació11 normaliLada /11l /...·a contra 

la frecuencia. normalilada ¡,,,/c//cp. En la di.;' abajo (h) ~r ¡;;rafic:a c(u..•) - cp/Cp quf' es la 

vdoddad fra.ccic:inaria contra la mi5ma frecu<'ncia. la!i do!i )l.rific:a'i! ~on para las ondat> P en 

Fierro. 
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Los re~11ltados para d '.'\íq11Pl son: 

On.luSSir.¡IJ(.:1 
7····-····-··-------·--·-----···-···-··--· 

6· 

\ 

5f \ 

4~ 
JL 

1 

2r 
1 ~ 

ol~¿-----·~-~-----~__._--~--~-----
o 0.5 1 1.S 2 2.S 

•d/Cp 

·25,~ '·"" -.....______/ 
i i 

·3 ~-----~-----~---~- .. -• ·- ---~-------__J 
o o.s 1 1.5 2 1.5 

Figurn :S,,5.1. En la fip;ura de arriha (a.) ~e grafica. la atPnuaciOn normalira.da [112 /..:a contra. 

la frecuencia normalizada .... :d/cp. En la d(' ah.'ljo {h) ~'" grafica e(....,·) - r1,/cp qut, <'"'la 

\'clocidad fraccionari.1 contra la misma fn·cu<·nc1a. Las rlos gr<i.fica~ -.on para J.i.s ou.-i.l..-. S en 
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Ondas P S1qucl 

o~--.---=.::::::~--· .. -·----~-·--···----'-'--------·-º O.S 1 l.S 

~---

-o.os~ 

-0.0G'·o o.s 

wd;Cp 

15 

'Ad/C'p 

:u 

Figura .5 • .5.l. En f.1 figura rk arriL.i. (a}.,,. i;rafica. la at,_•nuaciún uorma.li1ad.i. fn1 J.·a cnntr:1 

Ja. Crt-ctwncia normaliT;1da ...,.,·d/Cp- En la. df" a.bajn (h) ~,, .'{tafica c(¡,.,.1 ) - rp/Cp r¡nc t'!l la 

\•eloci<lad fritccionaria contra. l.1t. rni~Uhl. írt·citt·ucia.. ¡;, .. do., gr;ífic;1~ ..,,,n pilra Ja ... nnd<1!- P. 
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Xotésf' que en toda:) la:'i fig11ra.s se pr1•:-f'llta un patrún caractt·rí~tico. Pt1r Pjt•n1· 

plo ('Il todas llt=-' ~nífica~ pitra la <1t<'ll1Utci1'1n, /·~t:t <Tf'l't' y l]r'!~a h~!...:ra U!! ::!:~.xitno y 

l111~go decar>. Péifél l:L v1·lof'idad n1n1hi.~11 :-.•• pt1PdP idPnt ificar un cierto pat rc\11 t·nrac

tcrístico. La Vt·loridad prir111•nl dt·c:l'" llq~a a ttII 1nínirno. l11c·e;o 1·r,·e1· linsra nlcanzar 

un 11Hlxi1110 y h11·µ;0 vut·ln· n d1·c<H'r. 
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6.1 Introducción 

,. ( l 0'37 ,1 ('~ !: ! ; 

6.2 Comparación 

Cuo d1' }os obj1·Tj\·u-.. d1•J }ll't':'t'llt(' tz;i!J;¡jo d1• t1·.-.,is t•:-; ('(lJllJ.l<1I'!1I" e} ('Hf'¿'¡,·tcr }'l'<.'

dictivo dP dns t1·nrÚl:-- p;ll;i e>} 1ui~111t1 prqlil{·rna. El prohl1'!1Jil (jllt' ,-.;I' Pstudio ft1f• es 

f•l dr.o Pro¡u19ari(ír1 dt 011da," r liJ.~tio1.~ nt 11wf1 ria/e,-( pulir·n·.~talino," :; l:i~ t1·t1I'Í;1.<.: .son: 

una dl's:in'<•ll;1<la ¡>•>!' fJ,.J¡¡,.r y Brall!ll'l' í 10.'·IJ :•la urra por S:i!.i11<> y \\'illis (1002). 

Lns dato.'- 1·x1wrin11·ut:d1·:1 <pw JHt':-1·11ft1ll <tq11Í f1J1·r11H f(iJ11c1dcJ" d,, Pttp;1d;1ki~ (1907). 

I.<t tc·oría d1•:--f1IT11lbda p1Jr B1·lt1·/1'r y Bn1u1wr ( 1~1S·lJ :--1· ('>tw!io 1·11 los c:ipít11los 

JI. JII .r I\' nii,·11tr;h q1H· !;1 t1·urí:1 di· S<1hina y \\'illi:-. l. 1:1D:2J ~t· l'rc:-.1·1ita f'n ,.¡ 
caplt.11ll) \'". P<1l<l ;n11lio-.. 1n1b(1j(lS ~t' pn·...,~·ur~ttl n·~1dt;11lu:-. par;-1 d cd11n1inin. Pl fierro 

y Pl 11íq1H·l taIIto p<11a u1nl;1'.'"> S 1'1irno p:tr:1 nllda . ...; P. By B :-.nl<1rn1'11tP h11n·11 c;Ílculos 

para el fil'rro ~· p;1r;1 rd11rninin. prJI' c•tn) L~1!r1 S y \\' !1.h l::._·, :~ ¡1;lri1 1·l í:t"ITO y el 

11Í<¡11el. 

Co111n :-.l' IW'IJci1111/i 1'tt ~·l capítulo I\r bay a!L~1uw~ difon•uci:t<.; ''litre lo que n·por

tnn I3eltz1•r y Bru11w·r 110,S.j) y (1057) c1H1 !11:--. n·;.;11lt;11lo qw· t'I1 11rincipio <l1·bcríaI1 

dt~ ~1~r. Por el rnotin) ;1Jifl'r]or lo!-> t~:ík11ln:-- <Jll•' se 11~;1n ¡iara 1·11111pc1rar Hrlll>o~ tt•orías 

debe :'.('r lo~ va]ort' . ., lJUllH~rir;J':' cpw :-t• h:iJlan;., y-,. (la:-. 1·xpt<"·,i111w:-- d(' ti y d<•; se 

Pnc11c11tratI 1'I1 ,.¡ c:tpírnlc1 I\F p~u·:: or.:d<t:-. S y p<1ra ~Htda:-. P_¡ cou lo....: paritrrwtrns que 

~e pres<~nt;1n ca la t;ihla G.2.1. 

'.11<1 tnial C11 e,., ~ ,, .. G' Fic1To 23. 7 H. l ªº-~ 
21.10. ~. ,-;;;-

-· 
Al1u11i11it) iü.S G. i:J ~.:<i ¡ li-t.-.o 11 :J? ~ 2t!O::i 

:\1q11d :25 lG 11.S j ::;sss .11C3 1 S005 

Tabla 6.2.1 \'alurcs <le las constantes <·l(i>tica.' U<' cada mat('rial <'ll 

1010 ;.Y/111 2 • c11 t'S la \'l''locidad co111presiu11al y e,. la de 1;1 ()JldH slw:tr. an1ha~ 

estan en m/.<rg. f' es la d•'ll"idad dd rnatnial. . .\uld (l!Jl:J ). 

Las gráficas de los c;lk11los 1111111(',ricos se pr(•:;.(_•r1tllS a continuncic)n. Se debe 
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rnencionar que para co111parar ln~ resultados dt' 13 y B { 10:3,)) y ¡ l D57) cou lo~ de S 

y \\' ( Hl!l2) se rl<'ben d,, H't'"'ªlar- ]o, restl]t ado~ dt' S y \\' ( l '.lél~ ). [n le" nik11!1>0 

r¡ul.' se haceu t'll Il y B l lelSZJ) y¡ l~ISJ"J ~(· 1kL(· t1'1lfT 1uut \1·;\11·ili,td 1it· 11·f¡ ;, i.\_'itt (\1. 

esta velocidad ~e tn111a dt· ln tcuria dP 13 y 13 11C)•J:2.i. L;i tni1i<t dt' S y\\"\ l~,'.J~J 11q 

nceC>sita dt• alguna Yt'l<widad de r(:f1·r1'1icia ¡iu1·~t1) (PH' la 111i-..111a t1'<)ria :'.'11' cla. 
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Figura l. Ourlas S Fierro. En la fig;11ra rk nrriha si· graficn la 11U.·11un

ciúu 11on11alizada (nd) y t'H hl <le abajo la vdocidrrcl dP fase fracci()nnrin 

(C(\A..') - Cn/Cn) \"S. la frt .. 'C\lt'llC"iH IlClflllíllinlda ( .. ;..:<fíen). S(' Cotllpttr(l }os 

resultados de Sabina y \\'illis ( nmtinna ) con los ck DPlt¿n y Dra11n<T 

(CfllCCS)j }as Cl'l1Cf'S snn pc1ra las fll·}tn~ y }a~ .l!;étll1R.S qtH' da la lt'OI'Ía dl' il 

y B. (s~ fHllf'St rnn en ln partt' supi-riur de la fi~urn ). Los cirntlos :;011 los 

valore~~ PXpcriIIH'Ilt Hlr.s que SP tiC'rwu. La uotnciún es la 111i~n1a f'll nu1bas 

grúficns. 
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o_r,l)AS P FIERRO 

o o;¡-·------------·- - ·--····-- - ... --
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o 05 1 L5 2 2.5 
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of 
J 
1 -s¡ 
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• 1 

~ ·lOf 
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i ¡ 
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1 ""...___..-
·10·-------·-·------ ----~------·-. 

o 05 1 15 
__ J ___ ¡ ______ .... 

"'dlCp 

Figura 2. Ondns P Fif'rro. En la fihnrn rle arriba ~f· grnfka In ntf•nna

cif,n nonnalizada (nd) y t•n la 1.k nbajo la n·loci1lad ele fa:")P fr1H:ci<1Lrnria 

(c(w) - c,1/cn) vs. la fn·c11P11cia uonnalintda (....,·d/r 11 ). Se co1npara los 

resultados de Sahi1m y \\"ilfü; ( co11tim1a ) con los <l<' B..Itz<'r y Bra11n<'r 

(cruces): las lTUCf'S :-;on para la~ d1•lta:-:1 y las gaiuas c¡ne da la teoríti < lt• D 

y 13. (se m1.a"tra11 en la parte stt¡H'rior do· la figttra). Los circulos rn11 los 

valores cxperin1entnles que :-;e tienen. La notacióu e~ la u1i~111a <'Il nn1ba .. ,;;; 

gr:\ficas. 
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110·l 
0.5:--------.... A---·-••-

! 

º' 
1 

-0.5~ 

~ ', 1 
'-,,1 

j 

·3k--·- 0.5 

Figura 3. (Jndas S Alununio. Ea la tignra de arriba s1! grafica la atPnua

cit.:'in nonnalin:nla (cu/) y t'll la 1.k (drnjo la \·l'lucidad d1· fa:--t> frtH'Ciuuaria 

(c(u..·) - c 11 /cn) vs. la frec11e11cia IHinualizada (...,,·d/cfl ). Se t"<Hllpnra. los 

ri•:;ult<1d1....):-; de Sal,ina y \\"illi~ ( cout iu11a ) co11 los de Bclt,:er y Dn111!11.'I' 

(cruces); las <TllC'C'S SOil para }as ddt H!" y la:--. ,g<1tl1i:IS <¡UP da }a tr•oría de il y 

B, (se n1ucstrnn en la parte stqwrior <lP la figura). La 11ntncit'u1 es la rnb111a 

en a1nbas gnífiras. 
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! ; 
o~-- .................. J.t tJ~ •t• •!•! •• ~~!· ·...:~·: ·-·~-·~~·~·_:_~r~ 

05 1:. 2.5 

l IO ... 'r-------- --~---- ------

_,[ 
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1 _,, 
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v.J/('p 

:r··~:~=·:···'.·····························1 
! 

-10'.._.___ ____ ·-·~ 
o 0.5 

Figura 4. Ondas P AhII11inio. En la figur<t de nTriba ~f' g;nd-ic·a l:i rttt•1111a

ción nonnalizada 1 nd J y PU la dt• aiiaju 1<t \ ,.¡, ,,·idHd ,_}t. Íti. ... t' f1 <11·1:iu.t¡i1ria 

(e(....,') - t'n/t'n) v:=;.. la fn'Clll.'Ih'i~:i 1l•)n11~1li,:ada (-«Í/c 11 ). S·· nnupn.ra los 

resultados de Saliiua y \\"illis 1 «nntiuua ) con los de 13ducr y l3ra11ncr 

(cntct•s); la:-i cr111:1\.., son para la.:' d(·ltas y lr.1~ g:11na.s que da ];_1 teoría de By 

B. (se 1nuc~trau en la parte -,upPrior ck la tiµ,ura). La notacic'111 es la rni~rua 

en nrnhas gnHieas. 
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0/\1JAS S /\1QL1:L 
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Figura 5, Ondao S :'\ír¡url. Eu la fie;ura de arriba se ¡;rafica la atenua

ción .!H.Jnr.:díü1da ( nd J y ('ll la df· olrnjo In vrlocirlnd Je fo."e fracciouaria 

{dv.:)- r 11 /cu) \·s. la frt·i:Lit:uriH 11onnalizr1da (· ... :d/cni· Se 1..·ornpara los 

resultados de Sabiua y \\"illis ( crmtiuua ) r:<>ll lo, ck lJdtzer y Bra11ner 

( cntcf•s ); lns cruce.:; son péira la~ dl'lta!:i y l:1s g<11IWS <pw dn la teorín dt• D 

y 13. (~e ruuPstran cu Ja pnrte su¡H·rior dr la fic;ura ). Lo~ ,·ir1·1iln-..: '-'nn lo~ 

valores c-Xpf•rinwntnks que sr tiPIH'll. La notacicJn t•s la 1ni:-:n1a en arnhas 

gráfirns. 
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0!\'DAS P ;"1.lQl'EL 

1 
J 
1 

o.oif 

¡ 
00! ¡ . • i 
0:~.~~;••••••U•" '"""~'~·'' •L•.U.•.,-'.!.'-'--!.!._'._•!:_J 
o 05 l L5 2 2.5 

o.oo.•¡·--

of 
1 

-OOOSf 
1 

~ : 
~ -001 ~ 

~ ~ 
.-0015'-

r·'-'--:.:.:: · · · ·· · · · · · ·' · · · · · · · · · ·· · · · · · · · · · • · · · •· · · • 
.Q.02 ~ ·--------/./ 

1 

-- - --------·-----....... __ _J 

º' .2.5 

Figura 6. Outla~ P );íqud. En la figura dt> ;uTiha :'1: ~rafica la atenua

ción norn1alizada (nd) y <'ll la dP nbajo la \"t•lociclad de fa:--c frarcionaria 

(c(...v) - c 11 /c 11 ) \"~. la frecucurin nonnr.diznda ( ..• .:d/rn J. St• 1·01111wra los 

rcsultndos de Snhi11a y \\'illis ( cn11ti1n1a 1 col! los dt' Bdtzcr y l3ra1ul!'r 

(cruce~): las cn1C'f' . .:.:. son para l;1~ cl1•lta...- y };¡;-; g:uuas qttf' d:1 la tPoría dC' D 

y B~ (sf' 111uc~tran c•n In parte ::-:up••rinr d(• h1 fi~ura). L<h cirTnlos ~on lo~ 

vnlorcs cxperin1entHlcs q1u· !'ie ti1_·1w11. La uotaci<'J11 c·s 1<1 1ni~111a cn lln1bas 

gráficas. 



Clartt111,·ute :--t' Yt' que para n11cllts S l'Il nlu1ninio y flt·rro ln~ rc..:.11lt<ulu--. :-:t"lll xnuy 

SCillt'JHiltC~ <'Il d llltt·1qdq dt• \tdi1!1'L ,·lt' la t''íHla ;1ntu1·on~·L-h·11t1· El i11ft't\;ilu dt• 

Yalidez Ps dt> l't•n1 a ~/'2 <qlrt1xl111:itin111c·11lí'. Par;1 d !l1·1r11 11111.J:1-... S.1 Lt 111;.tx1111a 

variacit'llt 1:s d~· l:! ···; pn1;1 la \'do.·icl;id. y pnr:1 !;1 ;tf1'Illl:t'·l1'n. •'" d1· 1.~i l; :1¡11nxi

nHula111entt> { fig;11ra 1 l. En 1·} 1·;1.--.11 d1·l ;1lt11:1i:ti11 ; 011d;1." .'":·; i L1 dif1·11·u1·i;1 u:;íxi1n:1 

entrP ;nuh:ts t1·ori;1-..:. fllt' dl'I ti':: n1i1·11tI;1.., c¡111· p;1r~1 L1 atc·111i;tt·i···;: fn·· dd .r·; ;1pr(lxi-

1nada1nt>11tf' ( fig11r;1 :3) 

figura~ 2. -l, [), y ü. 

:\11f('·...;1• qlH' 1·1i:indn 1·l ordi'IJ di· 1n;1'.~.11i111d 1•11rr1• 1'> y~. t'" d" 1111n o dri...: lo-.: n·..,11!~ 

lados C}llt:' ~(' !Jll<'dt'll olitc•¡¡1·r. al t~:tlll}HtI'<!f le:~ d11:-. fnH·Ía;-; I':-. ;ilt:llllt'!ift' --.¡¡tj:-,f;11•tt1rio. 

Eu c>l co.::-o nnndo i·:-t1· nrdf·H d1· 111;;µ;11ir111l t'>:c1·d1· ;1 do;-; no l'Xi,.,,t1• co111p<1r:H·i~'in. En 

Ja.-.: fiµ;ura~ 2. -i, .J. y ti ~i· p1wd1· 1il¡-..1•r\·;1r q1H· p;tI;1 dif1·n·uci;:1...; ~\1a11di·:-; d1' <irdc·n dt.• 

11u1guit11d t'lltrt' r y-: pr;u·1ic:11111·1111·:-. IHl i1;1y \·Hri;14·j,·,u ni d1· ¡,, ;1r1·1111<11_·i1n1 ni d<· la 

Vl'locidad frarciotlilri<t i'Jl ];1 tcDria de B y n. 

las onda;-; S t•11 uwtc-rialc ...... polini:-ittdio1>" (t-iern1 y :\lin1iiniu) pn·:--1·1!ta11 1111 patrón 

n1ra,terístico. El patrc'n1 íplt' pn·~~·nt<in 1·s 11111• la \'t•l(lcidad di:-.u1iu11yt· c11t1rH!o an

inenta ln frt·c11c·nria nnrn1<ilizad;1, llt·ga a 11ll n1ÍnÍnH1 y Iuc·go :11u1w11t:L. Pur otro lado 

la at(·nuacicJn a1111w1ita c11ufon1w la frt·t'llt'lll'ia nonn1tli1.ndH 1t11ll1•·nta. llt·~a hasta 

cierto valor y <kca1• ( fi.e:11r;¡,; 1 y 31. 
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Co11cl11sio11f>s 

- Las dos t(•orías <pw st• co111pararon pn'dicen prw:tinu1w11tt_' lo n1isn10 para 

ondas Sen el al111uinio y el fi.«"'ITO (policri~talf's). 

Se p11C'dc nl,ti·!ler 1111 p;itrc'n1 1«1ractcTÍ~tico para ondas S qne s1· propagan 

en un IlHtft-riid policú:-.tnlino (ya ~t·a fierro o ahuuinio). 

Un n·~ultndo in1portautc qttt' ::e• obtit'll<' t'Il la pn•:--(•Jltí' tcsi~ e'..; que Jos 

datos r¡\l<' S<' n·¡ •nrt ¡¡¡¡ t'll [B y B] ( 1 os.¡) y ( ¡J y BJ ( l 0S7l t ••rid r'•Il <jl!<' >C'r 

corrcgiclos. 

- La id<'a de obtt•rt('f ln vt.'lot·idnd d<· fa~e n 1n las rclncio1ws dt~ dispt·r:-ii<)n e-.; 

11111,r burnn ponplt' :-:P ohti1·tH' la \'('l<H'idad para toda fu•c1w1wla pero se~ 

debt• coutar cou una nwjor aproxin1aci/111 para };1 at1·1111aci<'m. 

La teoría atttoconsistc'nt<~ [S y \\'j ( 1902) f'S 1n11d10 111;_]:-; Jnod1·~ta en cuan

to a intt.:r'>~llo \:e ,-,,Iid1:1, .._ju 1·1uhargo ~<' Hproxinw. ndt-s a los rt'!"llltados 

cxpcrimentaks. 
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