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INTRODUCCION

Actualmente hay una intensa investigacién en el campo de las variedades diferenciables
de dimensién 4, donde el objetivo principal es dar una clasificacién. Para su estudio, a cada
variedad se le asocia una forma bilineal simétrica unimodular, definida sobre su segundo
grupo de homologia Hp(M; Z), llamada forma de interseccion de la variedad. En 1949,
Whitehead prueba que las variedades de dimensién 4 cerradas, orientadas y simplemente
conexas estan clasificadas por su forma de interseccién salvo equivalencia homotépica. En
1982, Freedman da una clasificacion completa de las variedades topoldgicas de dimensién 4
simplemente conexas y en 1983, Donalson da restricciones en las formas bilineales que pueden
ser formas de interseccién de variedades diferenciables de dimensién 4, empleando con mucho
éxito, técnicas provenientes de la fisica de la la teoria de los campos de Yang-Mills, a partir
de entonces, se abrié un nuevo camino para el estudio de las variedades diferenciables de
dimensién 4 y es la razén por la que muches topdlogos estén interesados en estudiar teorias

de Norma.

Para la demostracion del Teorema de Donalson, se construye un haz vectorial sobre M con
fibra SU(2) correspondiente a la clase de Chern —1 y se estudia el espacio de las conecciones
autoduales en dicho haz, que son las conexiones cuya curvatura satisface las ecuaciones de
Yang-Mills. Utilizando el Teorema del indice de Atiyah-Singer se demuestra que el espatio de
conecciones autoduales es una variedad diferenciable de dimensién cinco. Las singularidades
corresponden a conecciones reducibles y cada una tiene una vecindad que es un cono sobre
CP?. Esto permite construir una variedad de dimensién 5, W, tal que su frontera es M y
la union ajena de copias de CP?, posteriormente, mediante un argumento de cobordismo se

llega al resultado.

El propésito del presente trabajo, es llegar a entender el teorema de Donalson pero medi-
ante la prueba alternativa que dieron Fintushel y Stern en 1984 utilizando haces vectoriales
con fibra SO(3), en vez de SU(2) como lo hizo Donalson originalmente, dando como re-
sultado una demostracién mas topoldgica que simplifica considerablemente las cuestiones de

analisis involucladas.



Introduccidn

A continuacién daremos una idea de como se desarrolla el trabajo.

En el Capitulos 0, se describen con mas detalle algunos de los resultados sobre variedades
de dimensién 4 previos al teorema de Donalson y se presenta material preliminar sobre formas

bilineales simétricas y de formas de interseccidn.

" En los Capitulos 1 y 2, se definen los conceptos de conexidn, curvatura y clases carac-
teristicas y se dan algunos resultados relacionados con ellos que se empleardn en los capitulos
posteriores par el estudio de los espacios de méduli.

En el Capitulo 3 se introducen las ecuaciones de Yang-Mills y el grupo de norma, y se

definen los espacios de méduli de conexiones.

En el Capitulo 4 se estudian las SO(3)-conexiones reducibles autoduales, probando su
existencia y contdndolas salvo equivalencia bajo el grupo de norma.

En el Capitulo 5 se emplean los complejos elipticos y el teorema del indice de Atiyah-
Singer para calcular la dimensién del espacio de mdduli.

Los Capitulos 6 y 7 presentan un andlisis detallade de los espacios de méduli virtuales.
El Capitulo 5 estudia al espacio de méduli B de las conexiones virtuales, el cual contiene al
espacio de méduli M de las conexiones virtuales autoduales que se estudia en el Capitulo 6.

En el Capitulo 8 se combinan los resultados anteriores para demostrar €l teorema de

Donalson.



. CAPITULO 0

VARIEDADES DE DIMENSION 4

El comenzar las cosas,
es tenerlas medio acabadas.

-— CERVANTES, Don Quijote de /a Mancha. (1615)

1. INTRODUCCION .

En el presente capitulo, daremos un breve panorama sobre los resultados acerca de la clasi-
ficacién de variedades de dimensién 4, anteriores al Teorema de Donsalson. Primero ilus-
traremos la importancia del papel que juega la forma de interseccién en la clasificacién de
las variedades de dimensién 4, compardndola con el resultado cldsico de la clasificacidén de
las superficies cerradas. Posteriormente enunciaremos el Teorema de Freedman, que nos da
una clasificacién de las variedades topolégicas de dimensién 4, y compararemos con algunos

resultados que consideran el caso diferenciable.
2. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR. .

En esta seccién, veremos algunas definiciones sobre espacios con producto interior, que nos
serdn titiles para clasificar a las formas de interseccién de las variedades de dimensién 4.

Def: Un espacio con producto interior sobre un subanillo A de R, es un A-mddulo libre
finitamente generado V' con una forma bilineal simétrica no degenerada (o producto interior)
#g={, ). Siv,we€V, denotaremos su producto interior por u(v,w) o (v,w). Uxn espacio
con producto interior es positivo definido si {v,v) > 0 para toda v # 0, negativo definido si
(v,v) < 0, para toda v # 0 e indefinido, si (v,v) toma valores positivos y negativos.

Def: Si p es upa forma simétrica bilineal en V', existen dos invariantes fundamentales, el
rango y la signatura, que estin definidos de la siguiente manera.

rangV =dim(V ® R),

signV =rangV - 2g,
donde ¢ es la dimensién méxima de un subepacio de V ® R sobre el cual px es negativa
definida.
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Def: Si rangV = k y consideramos una base de V', podemos representar a { , ) mediante
una matriz de k X k y por lo tanto, podemos asociarle a & el determinante de dicha matriz.
Una forma bilineal es unimodular, si Ju| = 1.

Def: Dos espacios con producto interior (V, u) y (V’, u') son 'iaomorfos si existe una biyeccién
R-lineal f:V — V' que

(), £(0)) = pluv)
paratodauy venV.

Dos elementos u, v de un espacio con producto interior son ortogonales si p(u,v) =0.

Ejemplo: El espacio con producto interior diagonal, es cualquier A-médulo libre finitamente
generado, cuya forma bilineal es (respecto a alguna base) la matriz identidad.

3. CLASIFICACION DE SUPERFICIES CERRADAS .

Una buena motivacién hacia la teoria de variedades de dimensién 4, consiste en expresar el
teorema cldsico de clasificacidén de superficies cerradas (compactas y sin frontera), en términos

de la forma de interseccién.

Sea £ una superficie conexa, compacta y sin frontera y sean 7 y 72 dos curvas cerradas
en L. Mediante pequefias deformaciones, podemos hacer que -, y 72 sean trangversales,
entonces las curvas se intersectardn en un niimero finito de puntos. Este nimero de inter-
seccidn, médulo 2, solamente depende de las clases de homologia de 71 y 2 en H;(Z;22),
por lo que define una forma simétrica bilineal

wHy (T Z0) x Hi(Z;2Z2) — Zs

llamada la forma de interseccion de L. Por la dualidad de Poincaré, tenemos que esta forma
bilineal es no degenerada. Decimos que u es de tipo II'si u(z,z) = 0 para toda z y en otro
caso, diremos que es de tipo L

Teorema 0.3.1: Dos superficies conexas y compactas son difeomorfas, si y sdlo si, sus formas
de interseccion son equivalentes. Las superficies pueden separarse en dos tipos: I y II. Las de
tipo I no son orientables y se pueden descomponer como suma conexa de planos proyectivos
reales. Las de tipo II son orientables y se pueden descomponer como suma conexa de una
esfera y toros.

1 pELe---a(l) T = RP#. .. #ZRP?
1 pENHLs---0J2 T = 2SN % SOE. - (5 x 81)
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con S? correspondiendo al caso en que p es vacia'y,

0 1
2= (—1 0)
4. VARIEDADES DE DIMENSION 4 SIMPLEMENTE CONEXAS .

La clasificacidén de estas variedades también estd dada en términos de la forma de interseccién

definida en el grupo de homologia de dimensién 2:

wH (M Z) x Hy(MZ) — Z.

La dualidad de Poincaré implica en este caso que u es unimodular (esta condicién nos dice
que induce un isomorfismo entre los grupos H; y H? = Hom(H3; Z)). Bajo las hipdtesis de
que M es una variedad de dimensidn 4, simplemente conexa y orientada, toda la informacién
geométrica de M se encuentra en Hz(M;Z), ya que como m (M) = {0}, tenemos que
H)(M;Z) = {0} (y por lo tanto H3(M;Z) = {0} por dualidad de Poincaré). Luego, por
el teorema de coeficientes universales, Hj(M;Z) = {0} implica que H*(M;Z) es un grupo
abeliano libre y por dualidad de Poincaré, Ha(M; Z) también lo es. Mediante la dualidad de
Poincaré, podemos ver a la forma de interseccién definida sobre los grupos de cohomologia

mediante el producto ‘cup’ U
(z,y9) = (z Uy){M],
donde [M] es la clase de orientacién de M en H(M;Z) dada por la orientacién.

Geomeétricamente, podemos interpretar a dos clases z,y € Hy(M; Z) como dos superficies
£ y ¥z en M, puestas en posicién general, que se intersectan en un niimero finito de puntos.
A cada punto se le asocia un signo +1, dependiendo si concuerdan las orientaciones mediante
el isomorfismo candnico

TM =T%, & TS,

de los haces tangentes en dichos puntos. El nimero de interseccién u(z,y) estd dado por el

ntimero de puntos contados con signo.

La importancia del estudio de las formas de interseccién de las variedades de dimensién

4 simplemente conexas esta reflejada en el resultado clasico de Whitehead.



.

Teorema 0.4.1: (Whitehead [20]) Dos variedades d‘e'b dimensidn 4, -'simp.lemente conexas,
cerradas y orientadas, son homotdpicamente equivalentes si y sélo si sus formas de interseccién
son equivalentes. g

El teorema de Whitehead sugiere hacerse las siguientes preguntas:

o Existencia: ;Cudles formas bilineales simétricas unimodulares pueden ser formas de
interseccién de una variedad de dimension 4 cerrada simplemente conexa?

o ;Ctantas variedades no equivalentes tienen la misma forma de interseccién?
Ambas preguntas pueden hacerse tanto en la categoria topolégica como en la diferenciable,
donde ‘equivalente’ significa ‘homeomorfo’ o ‘difeomorfo’ respectivamente.

5. CLASIFICACION DE FORMAS BILINEALES .

Por el teorema de Whitehead, tenemos que al clasificar a las formas de interseccién, clasifi-
camos a las variedades de dimensén 4 simplemente conexas salvo equivalencia homotdpica.

A continuacién, enunciaremos los resultados principales sobre la clasificacion de formas
bilineales sinétricas unimodulares, para mayores detalles consultar [13].

Def: Sea x una forma bilineal simétrica sobre V, u es de tipo II si
p(v,v) =0 (mod 2) para toda v € V;

en otro caso, u es de tipo I. Diremos también, que un espacio con producto interior es de
tipo I o II de acuerdo con el tipo de su producto interior.
Existe una restriccién en cuanto a la signatura de los espacios con producto interior de

tipo IL.

Proposicién 0.5.1: [13, Teo. 5.1, p. 24] La signatura de un espacio con producto interior
de tipo II es un multiplo de 8. g

Las formas bilineales simétricas unimodulares indefinidas, estdn comnpletamente determi-

nadas (salvo equivalencia) por su rango y signatura.

Teorema 0.5.2: [13, Teo. 5.3, p. 25] Sea V un espac:o con producto interior sobre Z con

producto interior u indefinido.

e Si u es de tipo I, entonces

pEQ S -8 {~-1) o & (-1),

Variedades de Dimension ¢ 4
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donde (1) y (— 1) son las dos pos:bles formas de rango 1.y, por ser’ p mdeﬁmda, ambas

aparecen en la descomposicién.

® Si u es de tipo II, entonces

HEHO  OHOE®---® Es,

donde :
Lo 2.1 0 00 000
R 12100 000
o 01210000
_f0o-1) 8 001 210600
H—(l ’0) B= 00012100
0000120090
0 00010 21
0 0 0 00 O01 2

¥y al menos aparece una H. g

La clasificacion de las formas simétricas unimodulares definidas es mucho mas complicada:
Por ejemplo, para las formas de tipo II, se sabe que hay solamente una de rango 8; que hay
dos no equivalentes de rango 16; que hay 24 no equivalentes de rango 24; mas de 107 no

equivalentes de rango 32 y mas de 105! de rango 40.
6. VARIEDADES TOPOLOGICAS .

En el caso topoldgico, las preguntas de existencia y unicidad planteadas anteriormente fueron

totalmente contestadas por Freedman en el siguiente teorema.

Teorema 0.8.1; (Freedman [5]) Toda forma bilineal simétrica unimodular, es la forma de
interseccién de una variedad de dimension 4 simplemente conexa, cerrada y orientada. En
el caso de que la forma sea de tipo II, Ia variedad es iinica salvo homeomorfismo y en el
caso que sea del tipo I, existen exactamente dos clases de homeomorfismo no equivalentes

correspondientes a la forma de interseccién. g
7. VARIEDADES DIFERENCIABLES .

Al considerer las mismas preguntas en el caso de variedades diferenciables, podemos ver
que existe una gran diferencia, ya que es sabido que algunas formas bilineales simétricas
unimodulares, no pueden ser formas de interseccién de variedades diferenciables de dimensién

4 simplemente conexas, cerradas y orientadas.
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Teorema 0.7.1: (Rochlin [16]) Si M es una variedad diferenciable de dimensién 4, simple-
mente conexa, cerrada y orientada, con forma de interseccion p de tipo II, entonces

signpy =0 (mod 16). §

Por la Proposicién 0.5.1, tenemos que la signatura de una forma de tipo II siempre es
miltiplo de 8. Ademds, formas con signatura congruentes con 8 mod 16 sf existen (por
ejemplo, la signatura de Eg es 8). Por lo tanto, podemos definir el invariante de Rochlin
p(u) de una forma unimodular de tipo II como

pl) = gsign(s) (mod 2).-

Las formas con invariante de Rochlin distinto de cero, no pueden ser formas de interseccién
de variedades diferenciables de dimensién 4 simplemente conexas, cerradas y orientadas.

Otro resultado que restringe a las formas unimodulares para ser formas de interseccién
de variedades diferenciables de dimensién 4 con las hipdtesis mencionadas, para el caso de
formas definidas positivas, es el Teorema de Donalson, el cual serd nuestro objetivo a lo largo

de este trabajo.

Teorema 0.7.2: (Donalson [2], [3]) Si M es una variedad de dimension 4, cerrada, ori-
entada y simplemente conexa, con forma de interseccién positiva definida p, entonces p es
equivalente a la forma diagonal. g

Una caracteristica importante del resultado anterior es que para estudiar variedades di-
ferenciables de dimensién 4 con forma de interseccién positiva definida, no hay que enfrentar
las dificultades de clasificacién de dichas formas.

Comparando los resultados de Freedman y Donalson, podemos ver que hay muchas va-
riedades topoldgicas que no admiten estructuras diferenciables.

Por 1iltimo, cabe mencionar que a partir de los resultados de Freedman y Donalson se

puede demostrar la existencia de R* exéticos.
Teorema 0.7.3: Existe una variedad homeomorfa pero no difeomorfa a R*.

Lo sorpendente de esto es que es la dnica dimensidn para la cual sucede esto: para n 5 4,
no existen R" exéticos. Ver [12, p. 5-10] para un bosquejo de la demostracién.



CAPITULO 1

CONEXIONES

De todas las Geometrfas, la que a mi ser
‘cautiva, es la que proviene de ti.

— JOSE LUIS CISNEROS (1992)

1. INTRODUCCION .

En este capitulo, veremos varias definiciones equivalentes de una conexién en un haz fibrado.
Empezaremos por la definicién més general y geométrica, hasta llegar a la que emplearemos
a lo largo de los demds capitulos para el caso particular de haces vectoriales.

2. CONEXIONES .

Sea £ = (E,p, B, F,G) un haz fibrado con espacio total E, base M, proyeccién p: E — M,
fibra F' y grupo estructural G.

Un haz fibrado equipado con una conexién, puede ser pensado intuitivamente de la si-
guiente manera. Tenemos una familia {F;} de espacios (fibras)(donde el pardmetro = corre
sobre el espacio base M) cuya unidn es el espacio total E. Dada cualquier trayectoria (t)
con a <t < b, enlabase M, la conexién proporciona una regla para el “transporte paralelo”
de la fibra F' a lo largo de la trayectoria 4 de un extremo al otro, es decir, nos da un
difeomorfismo

Py Fzy > Fry  zo=1(a)y 51 =(b)
que satisface las siguientes condiciones:
(i) w4 depende continuamente de la trayectoria ~.

() Pmy = PnPni Pr-t = (Py)"}; ¥ si la trayectoria es constante, entonces py es la
identidad. '

(ili) @y es independiente de la parametrizacién de 7.

A continuacién, daremos una definicién precisa de una conexién en un haz fibrado y
después veremos como a partir de esta definicién obtenemos las aplicaciones ¢,. La idea
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intuitiva es dar sobre E una familia de direcciones horizontales, es decir, para cada punto
e € E, dar una descomposicién del espacio tangente a £ en e en el subespacio tangente a la

fibra F. y un subespacio “horizontal” Q..
Def: Sea £ = (E,p,M,F,G) un haz fibrado sobre una variedad M. Para cada e € E, sea

T.E el espacio tangente de E en e y T.F. el subespcio de T.E que consiste en los vectores
tangentes a la fibra que pasa por e. Una conezién en E, es un subhaz @ del haz tangente
TE de E, tal que para cada punto e € E, la fibra de @ sobre e, es un subespacio Q. de
T.E, tal que

(a) dim @.=m con m =dim M,
(b) T.E=T.F. @ Q..

Llamaremos a T, F, el subespacio vertical y a Q. el subespacio horizontal de T.E. Un
vector X € T, E es llamado vertical (resp. horizontal) si pertenece a T, F, (resp. a @.). Por

(b), todo vector X € T, E puede ser escrito de manera inica como

X=Y+2, donde YeT.F.y Z € Q..

Llamaremos a Y la componente vertical de X y a Z, la componente horizontal de X.

En términos de haces vectoriales, la definicién anterior puede verse de la siguiente manera.
Sea ’
i F, - F
la inclusidn, entonces tenemos que su diferencial

di:TF. - TE

es un homomorfismo de haces vectoriales.
Sea p*TM, el haz vectorial sobre F, dado por el producto fibrado (“pull back”) del haz
tangente de M, wpr: TM — M mediante la proyeccién p: E — M, expresada en el siguiente

diagrama
P —m— TM

p'rul XA
£ M

donde
P'TM = {(e,v) € E x TM | p(e) = mp(v) }.

8
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Para e € E, tenemos que
Prife)={(e,v) e ExTM |v € w;,l(i.;), p’(e) ’="'z; ).
por lo tanto, p‘ﬂ';ll(e) =T.M.

Por otro lado, tenemos el diagrama conmutativo

. dp
T —_—

'Ef f;lm
E — M,

y por la propiedad universal del producto fibrado, tenemos que existe un \inico homomorfismo

de haces
@w:TE — p*'TM

v = (ng(v), dp(v))
que hace conmutar el diagrama

TE

Entonces tenemos la siguiente sucesién de haces vectoriales
0 —+ TF,- 25 TE-Zp* TM —s 0,

que es exacta, ya que dp |, (I.F.) = 0 y hablfamos visto que p*n3/(e) = T>M. Por lo
tanto, se escinde y obtenemos una descomposicién de T, E- como suma directa de T.F, y
p*rii(e) 2 T M, que corresponde a la descomposicién en subespacios horizonteles definida
anteriormente. Nétese que distintas escisiones de la sucesién nos dan diferentes descomposi-

ciones, o en otras palabras, distintas conexiones en E.

El método geométrico mas simple de obtener una conexién sobre un haz fibrado, es
explotar la existencia de una métrica Riemanniana en FE, definiendo la las direcciones ho-
rizontales en cada punto de E, como el subespacio de dimensién m del espacio tangente,

ortogonal al espacio tangente a la fibra que pasa por dicho punto.

Un método alternativo para definir una conexidn, consiste en dar el campo de direcciones

horizontales sobre E, mediante una 1-forma diferencial sobre E con valores vectoriales.
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Para cada fibra F, de E (donde F; = p~!(z), p(e) =z y z€ IVI)-; definimos una forma

con valores en TF, de la siguiente manera:

wV=V para toda V € T, F,.

Nétese que & no se anula en vectores distintos de cero (pues basicamente es la identidad).

Def: Una conezién en un haz fibrado, es una 1-forma w sobre E, con valores en el haz
tangente T'F, tal que la restriccién de la forma w a la fibra F¢, es la 1-forma @ definida
anteriormente, es decir, si consideramos la mclusion de la fibra ¥, en £

wF,. - F

entonces
*w =@,

A continuacién, veremos la equivalencia de las dos definiciones de conexién que hemos.

dado.

Lema 1.2.1: Sea £ = (E,p, M,F,G) un haz fibrado sobre una variedad M. Entonces

(i) Dada cualquier conexién w sobre £, la ecuacidn w = 0, define una familia de direcciones
horizontales sobre E.

(ii) Reciprocamente, cualquier familia de direcciones horizontales sobre E, estd definida por

una ecuacion de la forma w = 0, para alguna conexion w en E.

Dem: (=) Sea w la conexién dada, para e € E, definimos el conjunto

Qe={XeTl,F|wX=0},

veamos que los (), definen una familia de direcciones horizontales, verificando que cumplen

las propiedades:

(a) dim @, =m.

Sea e € E, tenemos que dim T.E es n+m, donde m =dim M y n = dim F. Como la
restriccién de la forma we a los vectores de T, F,, es la forma @&, que sabemos no se anula
para vectores tangentes a T.F, distintos de cero, tenemos que dim imwe = n. Como

Q. = kerw, y tenemos que

dim kerwe 4+ dim imw, = dim T.F

10
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entoncesk R S R i
R dim Q. =dim T, F = dim imw,
C=nt+m-n_
=m.

(b) LE=T.F.0Q..
Como dim T.E = dim T.F..+ dim Q., solo hay que verificar que T.F, N Q. = {0}.
Supongamos que no es asi, entonces existe X # 0 tal que X € T.F, N Q.. Como X € Q.
tenemos que w.X = 0, pero esto contradice el hecho de que si X € T.F, y X # 0
entonces weX # 0.

(¢<) Dada una familia de direcciones horizontales, queremos construir una 1-forma en
cada punto e € E, con valores en TF,, que cumple con la propiedad de que restringida a los

vectores tangentes a la fibra, coincide con la 1-forma @.

Para cada F,, tenemos definida la forma @, tal que

oV =V para toda V € T, F,.

De la propiedad (b) de la familia de direcciones horizontales, tenemos que para cada
ec E ’
LE=TF 0q.,

y tenemos definida la proyeccion
m:T.E— T F,,

donde #n(Q.) = 0.

Construimos la forma w pedida, como la composicién
T.E-5ST.F TR,

para la cual es claro que cumple con la propiedad de la restriccién. g

Observacién: Hemos visto que una conexién queda definida mediante una 1-forma en E
con valores en el haz TF,. En el caso de que el haz sea un haz principal, es decir, que su
fibra coincida con su grupo estructural F' = G, tenemos que para cada punto e € E, T.G,
es isomorfo al dlgebra de Lie de G, por lo tanto una conexién en un haz principal, queda
definida mediante una 1-forma en E con valores en el dlgebra de Lie de G. Este punto de
vista es el que generalmente se describe en los textos, ver por ejemplo, [4, Sec. 25] o [11,
Cap. 2]. .
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Anteriormente vimos que la proyeccién p: E — M induce un homomorfismo lineal, me-
diante su diferencial dp |:T.E — T:M, para cada e € E, donde p(e) = z. Cuando una
conexién es dada en E, dp manda al subespacio horizontal . isomorfamente en T: M.

Un levantamiento horizontal, de un campo vectorial X en M , es un tinico campo vectorial
X* en E que es horizontal y que se proyecta en X, es decir, tal que dp(X;) = X, para
toda e € E.

Lema 1.2.2: Dada una conexién en E y un campo vectorial X en M, existe un tnico

levantamiento horizontal X* de X.

Dem: La existencia y unicidad es clara del hecho de que dp es un isomorfismo lineal de @, .

en TP(C)M. B
3. TRANSPORTE PARALELO .

Dada una conexién en un haz fibrado E, definiremos el transporte paralelo de las fibras a lo

largo de una curva - sobre la base.

Def: Sea v:[a,b] — M una curva diferenciable por pedazos de clase C! en M. Un
levantamiento horizontal de +, es una curva horizontal 4*: [@,5] — E en E, tal que p(v*(¢)) =
7(t) para ¢ < ¢ £ b. Donde curva horizontel en E, significa una curva diferenciable por
pedazos de clase C?, cuyos vectores tangentes son horizontales.

La nocién de levantamiento de una curva, corresponde a la nocién de levantamiento de
un campo vectorial. Si X* es el levantamiento de un campo vectorial X en M, entonces la
curva integral de X* que pasa por un punto eg € E, es el levantamiento de la curva integral
de X, que pasa por el punto zo = p(ep) € M. Por lo tanto tenemos la siguiente:

Proposicion 1.3.1: Sea 7(t) = z4 con 0 £ t < 1 una curva de clase C! en M. Para
cualquier punto arbitrario eq de E con p(eg) = zo, existe un unico levantamiento v* de v,

que comienza en v*(0) =ep. §

A continuacidn, utilizando la Proposicién 1.3.1, definimos el transporte paralelo de las

fibras de la siguiente manera.

Def: Sea 4(t) = 7y, con 0 <t < 1, una curva diferenciable de clase C! en M. Sea e; un
punto arbitrario de E con p(eg) = zg. El tinico levantamiento v* de v que pasa por e,
tiene como punto final a e;, tal que p(e;) = r;. Haclendo variar a ¢p' a lo largo de la fibra
p~Y(z0), obtenemos una aplicacién de la fibra p~1(x) en la fibra p~!(z1), que manda a €
en e;. Denotaremos a esta aplicacién por ¢, y diremos que es el transporte paralelo a lo

largo de la curva 7.

12
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4. SECCIONES DE HACES VECTORIALES .

A partir de ahora, solamente consideraremos haces vectoriales, ya que son el tipo de haces con
los que trabajaremos en los capitulos posteriores. A continuacién veremos a las conexiones
en un haz vectorial en términos de una derivada covariante de secciones del haz, pero antes

de ello, daremos alguna notacién y un lema que nos seré til mas adelante.

Sean E y F haces vectoriales reales sobre una variedad Riemanniana C® orientada M.
Supondremos siempre, que los haces vectoriales son orientados, que estan equipados con una

métrica Riemanniana y por lo tanto, que tienen un producto interior en cada fibra.

Denotaremos por I'(E) o T'E a las secciones de E, por Qf = I'{A* T* M) a las k-formas
sobre M y por QF(E) = T(A* T*M ® E) a las k-formas sobre M con valores en E.

Si {, ) es el producto interior sobre la fibra E. de E sobre £ € M, entonces existe un

producto interior inducido sobre A* T2 M definido de la siguiente manera.

Sea = € Mj vy,...,vk,v),...,v € Ty M. Entonces definimos
(v Avr e Avg, o) Ae- Avh) = det({vi, v5))

donde det denota el determinante.
A su vez, podemos inducir un producto interior sobre A*T:M @ E

Sea x € M; v1,...,%,,...,vy ETSM y e,e' € E;. Entonces definimos

(ViA- Avg@e v A Avp®e') = (e, €} - det((vi,v})).

Lema 1.4.1: Sean E y F haces vectoriales sobre M . Entonces la aplicacidn
T:THom(E, F') = Homeg(T(E), T'(F))

donde i
T(s)(s')=) = s(z)(s'(2))

es un isomorfismo, para s € THom(E,F), s e (E) y zr € M.

Dem: Primero veamos que T'(s) € Homg=(T'(E), ['(F)).
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Sean s';s" € _I‘(Er),y,:,\ EREntonces
L TGS+ )(E) = s+ "))
o =s(@)s (@) + (=)
Y= g(z)d (x) + s(z)s"(z)

=T(s)(s')(x) + T(s)(«")(=)
= (T(s)(s") + T(s)(s"))(z)

T(s)(As')(z) = s(z)((As')())
= s(z)(As'(2))
= As(z)(s'())
= AT(s)(s')(z).

Como siguiente paso, comprobemos que T' es un homomorfismo de THom(E,F) en

Homc(T'(E), I'(FY)).
Sean sy,82 € P'Hom(E, F), s' e '(E) y A € R. Entonces

T(s1 + 92)(s')(z) = (81 + 92)(z)(s'(2))
= (s1(z) + s2(2))(s'())
= s1(z)(s'(2)) + s2(z)(s'(2))
= T(81)(s")(2) + T(s2)(s')()
= (T(s1) + T(s2))(s')(z)

T(As1)(s')(z) = (As1)(s'(z))
= As1(z)(s'(2))
= AT(s1)(s')(z)-

Por 1iltimo, veamos que T' es un isomorfismo dando su inversa

T-1: Homew(D(E), [(F)) — THom(E, F).



~1 estd dada por
TN = ) o

Veamos que efectivamente es la inversa, ya que

(T o T)(s)(z)(e) = T~H(T(s))(z)(e)

= T(s)(s')(z)
s(z)(s'(z))
s(z)(e)

I

It

(T o T™)(f)(' =) = T(T™(A)) (=)
=T X (f)(2)(d (z))
= f(s')z). &

5. CONEXIONES,DERIVADA COVARIANTE Y CURVATURA .

Sea E un haz vectorial sobre una variedad M dotado de una conexién. Sea +(t) = z;, con
a<t<bunacurvaen M y v* su levantamiento horizontal respecto a la conexién. Sea
s € I'(E) y sea el vector tangente a v en r,. Entonces, para cada ¢ fija, la derivada
covariante Vg,s de s en la direccién de #; esta definida por

.1
Vs = Jim 2o (s(zern)) = (20,

donde it p “1(z44n) — p~1(z¢) denota el dezplazamiento paralelo de la fibra p~1(zs4s) 2
lo largo de v de x4 & 2;. Por lo tanto, Vs € p~!(z) para toda ¢ y define una seccién
de E a lo largo de <. La seccidén s es paralela, es decir, la cirva s(zy) en E es horizontal, si
y sblo si Vs =0 para toda t.

Sea X un campo vectorial en M y s una seccién de E. Entonces la derivada covariante
Vxs de s en la direccién de X, se define de la siguiente manera. Sea %(t) = z; una curva
integral de X, es decir £y = X(z,;) para toda t. Entonces definimos

Vxs =Vgas.

Proposicién 1.5.1: Sean X y Y campos vectorialesde M, s y s' secciones de E. Entonces
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(1) V(s +)=Vxs+Vxs,
(2) Vx(As) =(XX):s+ A-Vxs, donde X es una funcién en M con valores reales,

Dem: Tenemos que (1) es inmediato de la definicién y (2) se sigue de que
MA@ ) - (2148)) = M@r4n) - @1 (5(2e4n))- W

Todo lo anterior, lo podemos interpretar en términos de formas diferenciables con valores
en E. Sea s seccién de E, es decir s € I'(E) = Q°(E), para cada campo vectorial X en
M, obtenemos mediante la derivada covariante una nueva seccién Vxs € Q°(E). Entonces,
* podemos ver a la derivada covariante como un operador que manda 0-formas con valores en F
(secciones de E) a 1-formas con valores en E (para cada campo vectorial en M obtenemos
una seccién de E). Entonces definimos una conezidn df en E, como un homomorfismo
R-lineal d€: Q% E) — Q!(E) el cual, por la Proposicién 1.5.1, es una derivacién, es decir,
satisface la regla de Leibniz

dE(al ®o)=do1®oz2+ 01 A dfa,
donde ¢ € Q°, 02 € Q%(E) y d es la derivada exterior en el complejo de De Rham
0- 0040 d,024,...
De ahora en adelante, esta serd la definicién de conexién que usaremos.
Podemos extender una conexién df a una aplicacién R.-lineal
df:Qk(E) - QFY(E)

definiendo
dE(m ® 02) = do; ® o2 + (—l)kal A dEaz

para o) € QF y o, € QY E).
Lema 1.5.2: df o d€:Q%E) — Q*(E) es C®(M)-lineal.
Dem: Sea s € QUE) y f € C®(M). Entonces

df o df(fs) = dF(df @ s + fdFs)
=ddf @ s —df Ad¥s + df AdEs + fdFdEs
= fdfd®s. g
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Lostemas 14.1 ty,.l‘.5“.2znos permiten ver a df o dF de diferentes mahefa.s:" -
" dF 0 df € Hompm (s (R E), Q3(E))
= Homgee (4)(T(E), (A’ T*M © E))
& I(Hom(E, \" T*M ® E)
=T(E' ® (N T'M @ E))
=T\’ T°M @ E g (E° ® E))
= T(A\’T*M ® E ® Hom(E, E))
= Q?Hom(E, E). :

Def: La curvatura R = R(df) de la conexién d¥, estd definida como

R=dfodf € Q*Hom(E, E).

A continuacién, daremos las expresiones locales para df y R.
Sea E el haz vectorial trivial de dimension k sobre M. Sea s = (s1,...,8;) un marco
para E, es decir, una k-ada de secciones s; € I'(£) que generan a la fibra de E en cada

punto. Entonces
k
df5; =3 6;;®s; e (T"M QE)
i=t
donde cada 6;; es una 1-forma sobre M. La matriz k x k de 1-formas ¢ = (6;;), es lamada

la matriz de conezién de d¥ respecto al marco s.

Si o € I'(¥), entonces ¢ = EL] fisi, donde f; € C°°(M), por lo que podemos pensar a
o como una k-ada de funciones C* sobre M, es decir, o = (f1,..., fi). De manera analoga,
s5iwe Q'(E), entonces w puede verse como una k-ada (wy,...,wk) de {-formas sobre M.
Si o = (f1,---+fi) € T(E), entonces do = (dfi,...,dft) € QYE) y

® dfo = do + 08 € QU(E).

Si s =(s1,...,8) es un marco para E, podemos representar a R(d®) como una matriz
k xk © de 2-formas

k
R(dE)S.' = dE ] dEs,‘ = Z @,‘j ® 3;
=1

llamada la matriz de curvature para d¥ respecto al marco s.
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Lema 1.5.3: La matriz de curvatura de d® puede sér ex; ieéade:i: en’ término de,zla. hiatriz
: P P en b

de conexién como
O=d0—-8A86.

Dem: Aplicando directamente la definicién de df tenemos
d 0 dB(si) = dB(3_ 05 @ 5)
= Zd;gj ® 55 - 29.‘]' A dESj
= zj:da.',' ® 85 — i G A dssz
i
= Zdﬂ;,‘ ® 55— zl:ﬁ.';/\ ZBU ® 35
i J
= Z(dg,'j - ;9,1 N6 ® s5. B
5
Def; Dada una conexién df sobre E, definimos una con;exién dHom(E.E) en Hom(E, E)
como sigue. Sea L € Q°Hom(E, E) y ¢ € I'(E). Entonces definimos

dBom(EE)(L)(8) = dB(Lg) - LdFe.

Es facil verificar que

dHom(EB)L & Homgem(ar)(Q°(E), 2 (E)) = Q'Hom(E, E).

Esta definicién se extiende de manera tinica & 2*Hom(E, E) para toda i, de la siguiente
manera. Sea L € Q'Hom(E, E) y ¢ € I'(E). Definimos

dHom(E|E)(L)(¢) = dE(L¢) + (—l)iLdE(¢)'

La representacién local de dBem(E:£) puede darse en términos de la representacién local
de d€. Supongamos que df tiene matriz de conexién 8 y veamos a L € ¥'Hom(E, E) como

una matriz de k x K de i-formas. Entonces por () tenemos que
dHem(BB)f, — d[ 4 (~1)'L — 6L

es una matriz de k % k de (¢ + 1)-formas.
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Teorema 1.5.4: [Identidad de Bianchi] diom(£:£)p = g,

Dem: v
dHom(E,E)R = dHom(E,E)(dEdE)

= d8(dfd¥) - (dFd®)df = 0. g
En los siguientes resultados escogeremos una base local, en la cual, la matriz de conexién -

se anula en un punto y veremos como se transforma la curvatura bajo cambios de base.

Lema 1.5.5: Sea E un haz vectorial sobre una variedad M y df una conexidén en E.
Entonces, para cada z € M, existe una base local para E, tal que la matriz de conexidn de

1-formas asociada, se anula en x.

Dem: Sea (U,, o) una vecindad localmente trivial de E y sea s' = (s),...,5}) una base
local arbitraria para E, en la cual, d¥ tiene matriz de conexién local ¢'. Supongamos que
escogemos una nueva base local s = A¢’, donde A es un automorfismo local de E. Entonces

k
dfs; = 3 dE(A,','sg-)

J=1
k
= Y (dAi;s; + Aijds))
J=l1
k k
=) _(d4i; + Y Auby;)s;
J=1 =1
k k k :
= Z(dA,'j + ZA.'[G;]-) Z Bimsm
=1 I=1 m=]
k k kK
= E (Z dA;;Bjm + z z AilBjm) Sm
j=1 \m=1 1=1 m=1

donde la matriz B = (B;;) es la matriz inversa de 4 (B = 4~1), por lo tanto, § = A§'A~! 4
(dA)A~! con 8 la matriz de conexidn local respecto a s.

Sea zj1,...,z, un sistema de coordenadas locales en U, dada por una parametrizacién
h, tal que A(0) = z. Si denotamos por ¥' a la matriz de conexién ¥ = 6’ o h bajada a R*

mediante la parametrizacién, entonces tenemos que
n
' !
95 = Y Oii(er)de
k=1

donde e¢j,...,¢e, son la base canénica de R" y por lo tanto 19§j(eL) € C*(R"), por lo que

podemos escribir
n
9i5(z") = 3 Oij(ex)(a’)dex .
k=1
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Apa.ra.“:r' € h™\(U,). Sea
Aij(a) =& =3

Entonces tenemos que

ya que R : g
- dA4;;(0) = ds;; —Ed(t"ij(ek)(z')ik) o~ S

= = 32(dt}(ex) o (0) + Ty (ex)( OV o)

n
=- :;Z i5(ex )(0)dz g
=1
= —9;;(0)
y A(0) = Id por que A;;(0) = §;;. Cambiando a la nueva base s(z') = A(z')s'(z'), obtenemos
una nueva matriz de conexidén local 9 tal que

9(0) = A(0)9'(0)A1(0) + (dA)(0)A™1(0) = ¥'(0) — ¥'(0) = 0.

Componiendo a # con k™! obtenemos una matriz de conexién local de 1-formas sobre
M 6=90h"! tal que §(z) =0. g

Lema 1.5.6: Sien la baselocal s', dF tiene matriz de curvatura R' y s = As' es un cambio
de base, entonces la nueva matriz de curvaturaes R= AR'A™}.

Dem: En términos de la matriz de conexién #', la primera parte de la demostracién del
Lema 1.5.5, muestra que la nueve matriz de conexién es § = A6'A™1 + (dA)A™}. Asf
R=d6—-0n6

= d(A6'A™! + (dA)A™!) — (A0'A™! + (dA)A™T) A (A6 AT + (dA)A™)
=d(AF'A™) + d((dA)A™!) — (A6'A™! +(dA)A=) A AF'A™?
— (A0'A 1+ (dA)AT) A (dA)A™?
=dA0'A™Y + A(dO')A™Y — AF'(dA™Y) — dAdA™ — AP'ATI A AF'AT!
—(dA)ATPAAG AT — APATT A (dA)A™! — (dA)A™ A (dAYA™?
=dA0"A™Y + A(d8)A! — AG'(dA™) — dAdA™! — A6 A 8'YAT?
—(dA)0' A"} — A6'A"YdA)A™! — (dA)A™) (dA)A™!
= A(d6") A~ — A(0 AG'YATI ~ AF((dA™Y)
+ A"YdA)ATY) — (dAY(dA™Y) + A~1(dA)A™Y)
= A(d6' — ¢ AG)A™?
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'Vya que de la identidad 0 = d(A4~!) = (dA)A™? + A(dA~!) tenemos que

A(dA)A™! 4+ (dA™Y) = A7(0) =0. u




CAPITULO 2

CLASES CARACTERISTICAS

Ave matemdtica,

nivelada es

como una ruleta

que baja y que sube

feliz, a cordel.

— RAMON LOPEZ VELARDE (1932)

1. INTRODUCCION .

En este capitulo, enunciaremos algunos resultados sobre clases caracteristicas (la mayoria de
ellos sin demostracién), que usaremos en los capitulos posteriores, para mayores referencias
consultar [14].

2. CLASES CARACTERISTICAS .

Sea £ un F-haz vectorial de dimensién n, sobre un espacio topolégico X,donde F =R 6 C.
Para un haz vectorial real £, existe la k-ésima clase de Stiefel-Whitney wi(¢) € HF(X; Z3)
y la k-ésima clase de Pontrjagin p, € H**(X;Z). Para un haz vectorial complejo £, existe
la k-ésima clase de Chern c(€) € H’”‘(X Z). Estes dan clases totales

w() = Z wi(§) € @H"(X Z;)

k=0

P = Zm(c) € GBH"‘(X;Z)
e(§) = Eck(f) € GBH“(X zZ)

k=0

Las clases totales, son multiplicativas (posiblemente médulo elementos de orden 2) res-
pecto a las sumas de Whitney:
w(l ®n) = w(f) wn)
p{€ ®n) = p(¢) - p(n) mbdulo elementos de orden 2
c(§@n) = c(§) - c(n)

Si £ es un haz trivial de cualquier dimensién, w() =1, p(é) =1y c(é) =1 sxempre que
estas clases estén definidas.
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3. HACES PROYECTIVOS .

Sea £ = (E,m,X) un F-haz vectorial sobre X, donde F = R 6 C. Sea P(E) = E —
39(X)/ ~, donde 3g: X — E es la seccién cero, ysieexs € E; = 17 Xz) y er,e2 # 0,
entonces e; ~ ez si existe A € F tal que e; = Aez. Sea np: P(E) — X la aplicacién inducida
por la proyeccién 7: E — X . Llamaremos a P(¢) = (P(E),wp,X) el haz proyectivo sobre X,
asociado con £. La fibra sobre un punto z € X es n5'(z) = P(E;), es el espacio proyectivo

de la fibra E;.

El haz £ puede ser “jalado” mediante la aplicacién wp:P(E) — X, para dar un haz
np(€) sobre P(E)

p(§) ——— E

xp

El espacio total de mh(£) es
Tp(E) = {(Le) | mp(l) = n(e)} CP(E) x E
e incluye al espacio total
W(E)={(le)|mp(l)=n(e) y e€ 1} C mp(E)

de un haz lineal 5(§) sobre P(E).

Un producto interior sobre £, induce uno sobre #}(£), respecto a este producto interior,
n(£) tiene un complemento ortogonal n(£)*. La idea del principio de descomposicién, es
descomponer haces de manera sucesiva. Con objeto de cubrir los casos real y complejo al
mismo tiempo, definimos

A= {Z siF=C
Z, siF=R
d(F) = dimp F.

Nétese que H*(P(£); A) es un médulo sobre H*(X ;4A), la estructura de médulo, estd

dada por el homomorfismo de anillos de cohomologia

mp: HY(X;A) — H'(P(¢); A).
Teorema 2.3.1: [Teorema de la base (Leray-Hirsch)] El médulo H*(P(£);A) es un

médulo libre sobre H*(X; A), con base 1,y,...,y"" !, donde y € H¥FYP(£); A), n = dim ¢
yy=am§)siF=C,yy=wi(n(§))siF=R. g
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Teorema 2.3.2: [Principio de descomposicién] Dado cualquier haz vectorial sobre X,
existe un espacio F(£) y una aplicacién f: F(§) — X tal que f*(£) es una suma de haces
lineales y

fHHYX5A) — HY(F(E)A)
es un monomorfismo en cohomologia.

Dem: Este teorema se demuestra por induccién sobre dim £. Si dim £ = 1, entonces
F(£) = X y no hay nada que hacer. Supongamos que dim £ = n y que el teorema es cierto
para dim £ < n. Formamos el haz proyectivo P(£) = (P(E),7p,X) y lo descomponemos
mediante el haz lineal (). Entonces

TH(E) = n(E) & n(EY*-
y dim n{E)*+ = n — 1, entonces usamos la hipétesis de induccién. g
La conclusién de este teorema, es que para trabajar con clases caracteristicas, es suficiente
con considerar los haces lineales.
4. CLASES DE STIEFEL-WHITNEY .
Las clases de Stiefel-Whitnet, pueden definirse axiomdticamente, para mayores detalles, ver
[14, Cap. 4]. Sea £ un haz vectorial real, sobre un espacio topolégico X .

1. Axioma de existencia: Para cada k > 0, existe una clase de Stiefel- Whitney

wi(€) € HY(X; Z2).

2. Axioma de naturalidad: La clase total w(§) = L wi(f) € H*(X;Z2) es natural
respecto a las aplicaciones, es decir, si f: X — Y es continua, entonces

fH(w(£)) = w(f£7(€)).

3. Axioma de la suma de Whitnet: Si £ y n son haces vectoriales reales sobre X,

entonces

k
we( @ 1) = 3 wi(€) Uwi-i(n)

§=0
donde U denota al producto ‘cup’.
4. Axioma de normalizacién: Sea 7] el haz lineal canénico sobre P®, cuyo espacio total

es el subconjunto E C P" x R"*!| que consiste en las parejas ([z],v) € P*" x R"**! enlas
cuales v es un multiplo de z y cuya proyeccién m: E — P ests dada por [z}, v) = [z].
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La fibra sobre un punto [x] € P" es la linea que pasa por z y ~z en R"*! y heredala

estructura de espacio vectorial.

El axioma de normalizacién, nos dice que para el haz lineal candnico 43 sobre P!, la

primera clase de Stiefel-Whitney wi(7}) es distinta de cero.

Los axiomas anteriores tienen las siguientes consecuencias inmediatas (ver [14, Cap. 4]
Lema 2.4.1: Si { y 1 son isomorfos, entonces wi(€) = wi(y). g

Lema 2.4.2: Si " es un haz trivial de dimensién n, entonces wi(e") =0 para k> 0. g

Lema 2.4.3: Si €” es un haz trivial de dimensién n y £ es cualquier haz vectorial con el.

mismo espacio base, entonces wi(e” @) = wi(€). @
5. CLASES DE CHERN .

Definiremos también a las clases de Chern axtomdticamente. Sea ¢ un haz vectorial complejo
sobre X .

1. Axioma de existencia: Para cada k > 0 existe una clase de Chern
cx(€) € H*(X;Z)

y co(§) = 1.

2. Axioma de naturalidad: La clase total ¢(£) = 3 cx(€) € H*(X; Z) es natural respecto
a las aplicaciones, es decir, si f:¥ — X es continua, entonces

fHe(8)) = e(£*(6)).

3. Axioma de la suma de Whitney: Si &;,...,£; son haces vectoriales complejos sobre

X, entonces
q

1@ @E) = T (&)

=1

4. Axioma de normalizacién: si £ es un F-haz vectorial sobre X, denotaremos por £*
al haz vectorial dual Hom(&,F) sobre X . Consideremos a C® como un C-haz vectorial
sobre un punto y definimos a P(C") y a 7(C™) como en la seccién 3. Definimos también
a n*(C"™), como el dual de n(C™). Sea i: P(C*~!} — P(C") la inclusién, y sean

[P(C™)] € Hano(P(C"); 2),
[P(C"!)] € Han-a(P(C"1); Z),

25
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las clases fundamentales. El axioma de normalizacién pide que

ai(n*(C™) N [P(C™)] = i.[P(C"™1)].

Lema 2.5.1: {10, p. 246) Sobre un espacio paracompacto, la reduccion mod 2 de ¢,(£) es
w2(€), para un haz lineal complejo £. g

Sea £ es el haz vectorial complejo sobre X, conjugado del haz £. Entonces tenemos los
siguientes resultados:

Lema 2.5.2: [14, Lema 15.4, p. 176] Para todo haz vectorial complejo £, la compleji-
ficacién £ @r C del haz vectorial real subyacente, es candnicamente isomorfo a la suma de
Whitney € ®E. g

Lema 2.5.3: [14, Lema 14.9, p. 168] La clase de Chern ci(£) es igual a (—1)¥ci(€). Sea
£ es el haz vectorial complejo conjugado de £. g

6. CLASES DE PONTRJAGIN .

Def: Las clases de Ponirjagin de un haz vectorial real £, es.tén definidas por
pil€) = (-1Y'e2i(§ ® C),

donde cz; denota la 2i-ésima clase de Chern del haz vectorial complejo £ ® C.

Observacién: La reduccién mod 2 de p;(£) es wy;(€)? (ver [14, p. 181]).

7. LA CLASE DE EULER.

A continuacién, daremos algunos resultados sobre la clase de Euler, que usaremos en el
capitulo 4.

Def: Una orientacién en un espacio vectorial real V' de dimensién n > 0, es una clase de
equivalencia de bases, donde dos bases (ordenadas) vy,..., v, ¥ v1,...,0, son equivalentes,
si y sélo si la matriz (ai;) definida por la ecuacién

!
vy = E ai;vy
tiene determinante positivo.

Evidentemente, todo espacio vectorial V tiene precisamente dos orientaciones distintas.
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Nétese que el espacio coordenado R" tiene una orientacién canénica, correspondiente a

su base ordenada candnica.

En topologia algebraica, es costumbre especificar la orientacién de un simplejo, escogiendo
algiin orden en sus vértices. Nuestro concepto de orientacién, esta relacionado con esto, de la
siguiente manera. Sea A" un n-simplejo, encajado linealmente en el espacio vectorial V' de
dimensidén n, con vértices ordenados A4,,...,A,. Entonces, tomando el vector de Ay a 4,
como el primer vector de la base, al vector de A} a Az como el segundo, y asi sucesivamente,

obtenemos la orientacién correspondiente para el espacio veetorial V.

Sea Vo = V — {0}. Nétese que la eleccién de una orientacién para V, corresponde
a la eleccién de uno de los dos posibles generadores para el grupo de homologia singular
H,.(V,V; Z). De hecho, sea A™ el n-simplejo estandar, con vértices candnicamente ordena-

dos. Escojamos algiin encaje lineal

g A" =V
que preserve la orientacién y que mande el baricentro de A™ al vector cero (y por lo tanto,
mandari a la frontera de A" en V). Entonces ¢ es un n-simplejo singular, que representa
a un elemento en el grupo de n-ciclos relativos Z,(V, Vp; Z). La clase de homologia de este

n-ciclo o, es el generador fundamental gy para el grupo de homologia H,(V, Vu; Z).

Anélogamente, el grupo de cohomologia H"(V, V4;Z) asociado con un espacio vectorial

V', tiene un generador fundamental, que denotaremos por uy, determinado por la ecuacién

uy(py) = +1.

Ahora consideremos un haz vectorial £ con fibra de dimensién n > 0.

Def: Una orientacién para £, es una funcién que asigna una orientacion a cada fibra F de
£, sujeta a la siguiente condicién de compatibilidad local. Para todo punto zg en el espacio
base, debe existir un sistema de coordenadas locales (Uy,q) con g € Uy ¥ @a: Uy x R® —
7~Y(U,), tal que para cada fibra F = n~!(z) sobre U,, el homomorfismo y = ¢(z,y) de
R" a F, preserva la orientacién. (O equivalentemente, existen secciones $1,...,8,: Uy —
7~ (U,), tales que la base s1{z),...,9,(z) determina la orientacién requerida de 7~1(z)

para cada z € Uy ).

En términos de cohomologfa, esto significa que a cada fibra F se le asigna un generador

fundamental
up € H(F, Fo; Z).

27
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La condicién de compatibilidad local, implica que para cada punto en el espacio base,
existe una vecindad U, y una clase de cohomologia
u € HY(n™ ' (Ua), 771 (Ua)o; Z)
tal que, para cada fibra F sobre U,, la restriccién
Cu I(F.Fg)e H"(F, Fy; Z)

esiguala up.

Sea E un haz vectorial orientado de dimensién n sobre un espacio topoldgico X, y sea

Ey igual a E menos la seccién cero.
Teorema 2.7.1: [14, Teo. 9.1, p. 97] El grupo de cohomologia
HY(E, En; Z)
es 0 para ¢ < n y existe una unica clase (la clase de Thom)
u € H*(E, Ep)
cuya restriccion a (E;, Ey.), da la clase de orientacidn
o, € H'(E;, Eox; Z)

de la fibra E; paratoda z € X. Ademds la aplicacién
HY(E;Z) — H*™(E, Eq; Z)
y=ryUu
es un isomorfismo para cada k € Z. (Llamaremos a la clase u, la clase fundamental de
cohomologia).
En lenguaje mas técnico, H*(E, Eg; Z) es un H*(E; Z)-mdédulo libre sobre un generador
u de gradon. g

Tenemos que la proyeccién 7: E — X induce un isomorfismo
HYX) - H*(B),

ya que la seccién cero es un encaje de X como retracto por deformacién de E con retraccién

T,
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Por lo tanto, tenemos que H**7 (B, Ey; Z) es isomorfo al grupo de cohomolog:a HYX; Z)
del espacio base. De hecho, el isomorfismo de Thom

$: HF(X; Z) — HY™(EB, Ey; Z)
puede ser definido por la férmula
#(z) = (7*z)Uu.
Ejemplo: Sea X un punto. Entonces E =R", Eg =R" — {0} y

H(E,B) = HR™R* - (0) = {§ ;57

Proposicién 2.7.2: S5i g: E — E es un automorfismo que invierte la orientacién, entonces

g'(u) = —u.

Dem: Es suficiente tomar a X como un punto. Para ver esto, sea iz: 2z — X la inclusién de
un punto. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo
H'(E,E;) —— Hi(E)
il
HY(E;, Ep;) ——— HY(E:)
Asi, i3(u) = o, € H*(E,, Ep.). .
Por hipdtesis, gior = —o0;. Como i7(g°u) = gzit(u) = —o;, la clase —g*(u) se restringe
a oy para toda r € X. Por la unicidad en el Teorema 2.7.1, tenemos que —g¢*(u) = u y
g (u)=-u. g
Definiremos ahora una nueva clase caracteristica. Dado un haz vectorial orientado E, la

inclusién (E,0) C (E, Ep), induce un homomorfismo de restriccién
r*:H*(E, Ey;Z) — H*(E; Z).

En particular, aplicando este homomorfismo a la clase fundamental u € H*(E, Ep; Z),

obtenemos una nueva clase de cohomologia
u | p€ H'(E; 2),

Ademas, tenemos que H"(E;Z) es isomorfo de manera candnica, al grupo de cohomologia
H"(X;Z) del espacio base. :
Def: Sea sg: X — E la seccidn cero. Definimos la clase de Euler de E, por e(E) = sfr*(u),
donde r*:H™(E, Ey) — H"(E) es la aplicacién inducida por la inclusién, y sp: H?*(E) —
H"*(X) es la aplicacién inducida por sq.
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Proposicién 2.7.3: Sea.g: E —rEun ét;t@xi]orﬁ;ﬁno de haces que invierte la orientacion.

Entonces 2¢(FE) = 0. AN

ué g°(u) = ~u. El siguiente diagrama conmutativo

Dem: Por la Proposicién 272, tene

induce el diagrama conmutativo i
H™(E,E) & HYE) % HYX)

g g =
H"(E,Ey) = HYE) -3 H'(X).
Por lo tanto,
sgr*(—u) = sjr*g*u = sfr*u = e(E)

pero
sprt(—u) = —spr*(u) = —¢(E)

por lo tanto e(B) = —e(E). g

Observacién: Para n impar, la aplicacidn antipoda en cada fibra, invierte la orientacién,

por lo tanto 2e(e) = 0 en este caso, por el resultado anterior.
8. CONEXIONES Y CLASES DE PONTRJAGIN .

En esta seccidn, definiremos las clases de Pontrjagin de un haz vectorial E, en términos de

la curvatura de una conexién en E.

Primero daremos algunos preliminares algebraicos. Sea M(k,R) las matrices de k x &
con entradas reales.

Def: Un polinomio invariante sobre M(k,R) es una funcién
P:M(k,R) - R
que puede expresarse como un polinomio en las entradas de la matriz y satisface
P(TXT™Y) = P(X)

para toda matriz no singular T'. Llamaremos I, al dlgebra de polinomios invariantes,

30
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Ejemplo:
1) La traza
"M(,R)— R
A =(Aij)— 3 Ai = traza(A).
2) El determinante
M(k,R)> R
A v det(A).

3) Sumas de potencias de eigenvalores

M(,R)— R
A traza(A') = e;(A)

4) Funciones simétricas elementales de eigenvalores
M(k,R)— R
Ao 5(4)
donde
det(Id + tA) = i g(AN,

=0

Los ejemplos anteriores, generan a I como anillo de polinomios.
Proposicién 2.8.1: [14, Lema 6, p. 299] I =R[a1,...,&]. ®

Aplicaremos los polinomios anteriores a la matriz de curvatura. Si E es un haz vectorial
de dimensién k sobre M, entonces la forma local para la curvatura R de una conexién df
es

O=d8—6A6
una matriz de k¥ x & de 2-formas. Sea P:M(k,R) — R, un polinomio invariante de grado
i. Entonces P(R) es una 2i-forma sobre M. Como P(ABA~!) = P(B), tenemos que
P(R) € Q% est4 bien definido. '

Afirmamos que P(R) es una forma cerrada, es decir, su derivada exterior dP(R) se anula.

Esto es consecuencia del siguiente resultado:
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Lema 2.8.2: [8, p. 402-3) Sea I, los polmomxos invariantes bajo con_)ugaczon de grado n
con dominio M(k,R), y sea P € I.. Entonces existe un polinomio n-hnea.l mva.nante bajo
conjugacién
P: M(k,R)x --- x M(k,R) » R
n

con P(A) = P(4,...,A) paratoda A € M(k,R). g

Ejemplo: Si P € I, entonces
" 1
P(A,B) = 3(P(A + B) — P(4) — P(B)).

Corolario 2.8.3: dP(R)=0.

Dem: Fijemos zo € M, el Lema 1.5.5 nos permite escojer una base local para E tal que
si  es la matriz de conexién local correspondiente, entonces 8(zg) = 0. Por el Lema 2.8.2,
existe un polinomio i-lineal tal que P(R) = P(R,...,R). Como P es i-lineal y el grado de
R es par,

5
dP(R)= 3" P(R,...,R,dR,R,...,R)

(donde el término dR aparece en el j-ésimo lugar); entonces

dR(z0) = —d8(zo) A 8(z0) + 8(z0) A dB(zo) = 0.

En este cdlculo, R es la matriz de 2-formas localmente representada por © y dR es la
matriz de 3-formas obtenida aplicando la derivada exterior a las coordenadas de la matriz,

Entonces
dP(R)(zo) = Z P(R(z0),...,R(z0),dR(z0), R(z0),..., R(z0)) = 0. g
i=1

Sea P cualquier polinomio invariante de grado ¢. Sea E un haz vectorial sobre una
variedad M C*® y df una conexién sobre E con curvatura R. Hemos demostrado que
P(R) determina un elemento [P(R)] € H¥*(M;R).

Def: Sea E un haz vectorial sobre una variedad M. Sea d€ una conexién en E con curvatura
R. Definimos pi(E), la k-ésima clase de Ponirjagin de E, como la clase de cohomologia

1
Pe(B) = [(=1en (5-R)| € HE (M R)
donde &; denota la i-ésima funcidn simétrica elemental. Esta definicidn es independilente de

la conexién df (ver [14, p. 208]) y es consistente con la definicién topolégica de pr(E) dada

anteriormente. Frecuentemente, omitiremos los corchetes.
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9. CONEXIONES Y CLASES DE CHERN .

Anteriormente expresamos las clases de Pontrjagin de un haz vectorial real E, en términos
de la curvatura de una conexién en E. Ahora haremos lo mismo para las clases de Chern de

haces vectoriales complejos.

Def: Supongamos que E es un haz vectorial complejo de dimensién compleja n, sobre una
variedad M y que E tiene un producto interior Hermitiano. Entonces E es también un haz
véctorial real sobre M de dimensidén real 2n y con producto interior real. Una Un-conexién
en E, es una aplicacién C-lineal d?:Q%(E) — QI(E) que se extiende a una aplicacién
C-lineal df:Q¥(E) — Q*}(E) para i > 0, que satisface la regla de Leibniz y también la
condicién de ortogonalidad de una conexién. Expresada como una matriz real, la matriz de

conexién local de df es antisimétrica; como matriz compleja es antihebmitiana.

Def: Sea E un haz vectorial complejo sobre una variedad M con una conexién Hermitiana
dE. Definimos ci(E), la k-ésima clase de Chern de E, como la clase de cohomologia

cx(E) = [ek (%R(d‘:))] € H*(M,R).

donde & es la k-ésima funcién simétrica elemental. Al igual que la definicién de las clases
de Pontrjagin, esta definicidon concuerda con la definicién topolégica.



CAPITULO 3 :

ECUACIONES DE YANG-MILLS

Yo también b ¢ mi i
cuando el imiento no me inspirab
la sospecha de una descomposicién cerebral.

— RAMON LOPEZ VELARDE (1923)

1. INTRODUCCICN .

En el presente capitulo, definiremos la nocién de conexién ortogonal en un haz vectorial F
sobre una variedad M y formaremos el espacio C = C(E) de conexiones ortogonales en un
haz vectorial E sobre una variedad M. Definiremos también la funcional de Yang-Mills, que
es una funcién YM:C — R, y daremos una cota inferior para los valores de esta funcidn, en
términos de la primera clase de Pontrjagin de Af. Posteriormente, veremos que los puntos
criticos de la funcional de Yang-Mills son las conexiones que satisfacen las ecuaciones de Yang-
Mills. Definiremos también al grupo de norma § = G{E) que actita sobre los espacios C de
conexiones y A = A(E) de conexiones autoduales, por lo que podemos definir los espacios
de méduli B = C/G y M = A/G, como los espacios de érbitas de dicha accién. En los
siguientes capitulos, estudiaremos las estructuras local y global de B y M y veremos como
estén relacionadas con invariantes del haz vectorial original y la variedad M.

2. LA FUNCIONAL DE YANG-MILLS .

Sea E un haz vectorial sobre una variedad M, cerrada y orientada. Recordemos que estamos
haciendo la suposicién de que todos los haces vectoriales son orientables y que estén provistos
de una métrica Riemanniana. En el Capitulo 1, vimos que la métrica Riemanniana en E,
induce una sobre A* T*M ® E. Esta a su vez, induce un producto interior £y sobre QF(E)

mediante

@)= [, (@@, p@)dvoD), 4,9 € O(E).
Def: Si £ es cualquier haz vectorial, tenemos que

Q/(E) =T\ T°M © E) = (A" T* M) @ I(E) = & @0 O)(E).
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Existe una aplicacién

OB E) o
dada por s ' .
(51 ® 51, 52 ® 9)(2) = s1(2) A s2(z)(s1(%), 5(=))
para 81 ® 8} € ¥ Qo QUE) = Q(E),520 sh € W Qo W(E) = Q(E) y 2 € M. Nétese
que la definicion de (, ) depende de la definicién de la métrica Riemanniana original {, ).

Lema 3.2.1: Si 01,0} € @ y 02,0} € Q%(E), entonces

{01 ® 02,0] ® a3) = {((61 ® 02),0%),01).

Dem:

(o1 @ 03,01 ® o) =_/ (01 ® 02)(2), (07 ® 03)(2))d(vol)
o zeEM
= [ (01(2) ® 02(2), 0} (2) ® 7h(z))d(vol)
zEM
= [ (o2(2), o3(@)){(e1(2), o (2))d(vol)
zeM
= [ {{o2(2),0b(e)or(2), oh(z))d(vol)
eM
= [ ((01®02,54)(z), o}(2))d(vol)
reM
=((1® ”2r”’2)v0'1)' B
Def: Sea E un haz vectorial sobre una variedad diferenciable M con una métrica Riema-
nniana { , ). Sea df una conexién en E. Decimos que df es ortogonal respecto a {, ),
si
d(s1, s2) = (d€sy,52) + (51,d559)

para toda 3,92 € QUE).

Lema 3.2.2: Sea df una conexidn ortogonal en un haz vectorial sobre una variedad M.

Entonces la matriz de conexién local § de dE respecto a un marco ortogonal, es antisimétrica.

Dem: La matriz de conexién local, dado un marco ortogonal, estéd definida por

k
dfs; =3 6;®s;,
i=1
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como dE es ortogonal, tenemos que

= (Zall ®3113])+(3n Z [

l=] m=1".

= Z(anl ®3le1) + E(sn im . ® sm)

I— m—]

m®3m)

= Zoll(\’h 3)) + Z (31) 3m)
m=1
O+ 050

por lo tanto 6;; = —6;, es decir, @ es antisimétrica. g

Def: Si E es un haz vectorial sobre una variedad dlferenmable M, definimos C = C(E) como’

el espacio de coneziones ortogonales en E.

Hasta ahora, C es solamente un conjunto, mas adelante veremos que tiene estructura de

espacio afin.

Def: Dada una métrica sobre E, existe una métrica inducida en Hom(E, E). Sea 4,B €
Hom(E;, E;), con z € M. Definimos el producto interior {, ) en la fibra sobre = por

(A, B) = traza(4'B).

Este producto interior, junto con el producto interior sobre A*¥ T* M, dado por la métrica
Riemanniana sobre M, induce un producto interior {, ) y una norma |-|| en 2¥*Hom(E, E).
Def: La funcional de Yang-Mills YM:C — R estd definida por

YM(AE) = JIRI,
donde df es una conexién ortogonal en E y R es su curvatura.

Queremos encontrar una cota inferior para los valores dela funcional de Yang-Mills, para

esto necesitamos los siguientes lemas y definiciones.

Lema 3.2.3: Si df es una conexién ortogonal en E con curvatura R, entonces
1
n(E)=- traza(R AR).
Dem: Recordemos que p1(E) = —&; (5';:}2) , donde &; es la segunda funcidén simétrica ele-
mental de los eigenvalores de R. Tenemos que para toda matriz 4

&(4) = %((trazaA)z — trazad?).
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Como dF es ortogonal, cualquier matriz de conexidn local es antisimétrica. Esto implica

que la forma local d@ — 9 A6 para R es antisimétrica y por lo tanto tiene traza cero. Se sigue-

que .
. H
n(E)= e (5 )
i 2
traza (2—7‘_R)
1 2
traza (— ,,Rz)
4=

1
= —8—7rz-tra.za(R AR). n

[ S SR

Def: El operador * de Hodge, AV = A"V esta definido como sigue. Sea e3,...,€q

una base ortonormal orientada positivamente de V. Entonces * estd definido por la ecuacién
ey A Aeg{v, vy =vAx

parav,v' € N V. Nétese que e; A---Ae, es la clase de orientacién de V), la cual denotaremos

por orient.
Lema 3.2.4: *2 = (=1)0~: ATV S ATV
Dem: De la definicién se sigue que si e1 A-«- A e, es la clase de orientacién, entonces

e A Ae)=eig1 A Aey

et A Aen) = (=1)"" ey A ey

Lo mismo sucede para todos los bisicos e, A+ Aeg, con 1< <+ <l; <n de NV,
por lo que el resultado se sigue en general. g

Corolario 3.2.5: Si dimV = 4k, entonces +: A*V — AV es una isometria de orden 2.

Dem: . , .
orient(xv, *v') = xv A x x v

VAV

v A v

orient(v', v)

orient{v,v')

por lo tanto {*v,*v') = (v,v'}). g
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Lema 3.2.6: Sea V un espacio vectorial con producto interior ( ) S:
isometria, entonces sus valores propios son 1 y —1 inicamente. :

Dem: Sea A un eigenvalor y v un eigenvector asociado a A, es decir, Tv = A :

isometria

(v,v) = (Tv, Tv)
= (Av, Av)
= [A[{v,v)
por lo que A2 =1 y por lo tanto A = *1.

Lema 3.2.7: Sea T es una isometria y 4V y _V los eigenespacios correspondientes a los
eigenvalores 1 y —1. Entonces V = .V @& _V es una descomposicion ortogonal.

Dem: El hecho de que V es la suma directa de los eigenespacios, es un resultado conocido
de algebra lineal. Veamos que +V y _V son ortogonales. Sea vy € 4V, es decir Tvy =v; y
vy € _V, es decir, Tvs = —v2. Como T es isometria

{v1,v2) = (Tvy, Tva)

= (v1,~v2)
—{v1, v2)
por lo que {vi,v2) =0.

Def: Sea dimV =n =4k y sean A,V y A_V los eigenespacios de * correspondientes a
los eigenvalores 1 y —1 respectivamente. Por los Lemas 3.2. 6 y32TANFFV=ALVOAV
es una descomposicién ortogonal.

Supongamos que W es otro espacio vectorial con producto interior {, ). Entonces VQW
tiene un producto interior natural definido por (v @ w,v' @ w') = (v,v'}(w,w’). Podemos
extender * de A’V a A'V © W mediante * ® Id, es decir, si a € A'V y b € W, entonces
*(a @ b) = *a @ b. Esto da la extension

“Avew A" vew

Si dimV = 4k, entonces *2 =1d, y * es una isometria, por lo que tenemos nuevamente

una descomposicién ortogonal

NEVew =\ Vvew a(\_Vew).

A continuacidn, la definicién anterior la extenderemos a haces vectoriales.
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Def: Sea E' un haz vectorial de dimensién n sobre una variedad M: Supongamos que E'
¥ M tienen métricas Riemannianas. Definimos s

= Q(E') - Q"(E")
como sigue. Sea ¢ € Q(E') y z € M. Entonces (x0)(z) = *(o(z)).

Aplicamos este nuevo operador de Hodge *, al caso en el que E' = Hom(E, E), donde
E es un haz vectorial sobre una variedad M de dimensién 4. El operador de Hodge * actia
sobre A2T*M ® Hom(E, E) y sobre Q?Hom(E, E) para dar descomposiciones ortogonales

A T*M @ Hom(E, E) = (A, T*M @ Hom(E, E)) & (\_ T*M ® Hom(E, E))

Q%Hom(E, E) = Q,Hom(E, E) @ Q_Hom(E, E).

En particular, la curvatura R = R(d%) de una conexién d en E, se descompone como
R=R;y+ R_,donde xRy =R, y *R_ = —R._.

Esta descomposicién serd usada para encontrar la cota inferior de la funcional de Yang-

Mills Y M, pero antes de ello, veamos algunas definiciones mas.

Def: Sea M una variedad de dimensién 4 y sea E un haz vectorial sobre M. Una conexidn
ortogonal d¥ en E es autodual (respectivamente antiautodual) si su curvatura satisface «R =
R (respectivamente *R = —R).

Def: Definimos A = A(E) como el espacio de coneziones autoduales sobre E.
Lema 3.2.8: Sea F un haz vectorial sobre una variedad M de dimensién 4 cerrada y

orientada, equipada con una métrica Riemanniana. Sea df una conexién ortogonal en E
con curvatura R. Entonces

YM() = 2RI + |RI1).
Dem: 1
YM(@E) = SR
1

= E(Rv R)

= %(R», +R_,Ry+R.)

= H(Re,Ry) + (R, R2) + (R, By) + (R, R)

= 2R+, B4 + (R, R-))

= 2URZ + 1R-1P). »
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.Def Extenderemos las definiciones de traza y traspuesta de Hom(E E) a- /\’(T‘M) ®
Hom(FE, E). Para a € /\'(T‘}\/I) y b € Hom(E, E) definimos
traza{a ® b) = e traza(b)

(a®b) =a® b
Lema 3.2.9: Si ¢,% € N(T"M) ® Hom(E, E). Entonces
orient(d, ) = traza(¢' A *1p).
Dem: Sean a,d' € A(T*M) y b,b' € Hom{E, E). Usando el producto interior en Hom(E, E)

tenemos que
orient(a ® b, a' ® b') = orient(a, a'traza(b't")

= (a A *a')traza(b'¥')

= traza((a A *a') @ b'd')

= traza((a ® b') A (+a' @ B"))

= traza{(a ® b)! A +(a' @ )). @
Teorema 3.2.10: Sea E un haz vectorial real sobre una variedad M de dimensidn 4, cerrada
y orientada, y sea d€ cualquier conexidn ortogonal en E. Entonces

YM(d®) 2 4x’pi(E)M]
donde [M] es la clase de orientacién de M.
Dem: Si d es ortogonal, entonces R = —R. Por el Lema 3.2.3 tenemos

1 (E)[M] =/M = 2ttaza(R/\R)
—-—/ traza(R A R)

81r2/ traza(-R A R)

/ traza(R' A R)

8'rr2

A* % R)
= 37: j (R, +R)d(vol)
527 [ {Re + Ry # (R + Ro)hd(val)
577 [y (ResB) = (R, Rod(vol)

8,2(nR+u?—|u°c I

,_.

por el Lema 3.2.8 tenemos:
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P(EBIM < g5 (IR? + [R-]?)

1
< gYM(E).

3. LAS ECUACIONES DE YANG-MILLS .

Las ecuaciones de Yang-Mills dan condiciones sobre una conexién de manera mas o menos
analoga a las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Mostraremos que los puntos criticos de la
funcional de Yang-Mills son las soluciones de las ecuaciones de Yang-Mills.

Def: Sea E un haz vectorial sobre una variedad M cerrada y orientada y sea df una
conexién en E. La adjunte de df

§E. Qi-&-l(E) — Qi(E)
esté definida por (df¢,v) = (¢, 65¢) para toda ¢ € QY(E) vy ¢ € Q+YE). El Laplaciano

de df
AL Q(E) - Q(E)
estd definido por

AF = §EdF + dFsE,

Def: Una conexién df en E es llamada conezién de Yang-Mills, si cualquiera de las siguien-

tes condiciones equivalentes es satisfecha.
1) §Hom(E.E)R =0,
2) Alem(EE)R = 0.

Las ecuaciones 1) y 2) son lamadas las ecuaciones de Yang-Mills. Su equivalencia de-
pende de la identidad de Bianchi (Teorema 1.5.4) ya que

AHom(E,E)R - 6Hom(E,E)dHom(E,E)R + dHom(E,E)&Hom(E,E)R =0

de donde
_6Hom(E,E)dHom(E.E)R = dHOm(E,E)aHom(E,E)R

pero por la identidad de Bianchi dB°m(£.E)R = ¢ por lo que

gHom(E,E) gHom(E,E) p _

entonces, para toda ¢ € Q°Hom(E, E) tenemos que

0= (0’ ¢) = (dHom(E.E)é‘Hom(E,E)R’ ¢) = (6H°m(B‘E)R, dHom(E,E)¢)
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por lo tanto
’ §Hom(EE) p —

Para ver la otra implicacién, se sigue el razonamiento inverso.
Def: Una conexién ortogonal d€ es un punto critico de la funcional de Yang-Mills, si para

cualquier curva f(t) en C tal que YM(f(t)) es C® y f(0) = dF, entonces

d
EyM(f(t)) Je=p= 0-

Para ver quienes son los puntos criticos de la funcional de Yang-Mills, necesitamos los

siguientes resultados.

Def: Sea of = {L € Hom(E,E) | L* = ~L}, donde L! es la traspuesta de L.

Lema 3.3.1: El espacio C(E) de conexiones ortogonales en'E es isomorfo a Q!(o®). 5i df
es cualquier conexidn ortogonal, el isomorfismo (d®): Q1(0f) — C(E) estd dado por

QdE)A) = df + A,
Dem: Sea dF' cualquier conéxic’m ortogonalen E y sea 4 = df —~ dF, Supongamos que
f€C®(M)y seT(E). Entonces

(dF —dEY(fs)=df @ s+ fadEs —df @ s — fAdE
= f(d¥ - dF)(s)

por lo tanto A(fs) = fA(s). Asi, A € Homg=(QYE), Q1(E)) = Q'Hom(E, E). Como df y
df’ son ortogonales, A € Q1(of), por lo que d&' = Q(dF)(4).

Reciprocamente, dado un elemento A € Q!(of), obtenemos una nueva conexién ortogonal
dE' = dF 4 A, es decir, una conexién, cuya matriz de conexién local es 8 + A, si la matriz
de conexién local para d€ es 8. Por lo que Q(dE)"1(dF') = 4. ¢

Veamos como cambia la curvatura de una conexién bajo traslaciones.
Lema 3.3.2: Para A € 21(oF), las curvaturas de df y df + A estdn relacionadas por

R(d® + A) = R(dE) + dHo™EBE) 4 oA A
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Dem: Sea 8 la matriz de conexién local para d€. Entonces § + A es la matriz de conexién
local para df 4+ A. Formando la representacién local de R tenemos

RAE +A)=d0+A)~ (6 +A)A(8+A)
=df+dAd—OA0—6AA~-ANO—ANA
=(d0—0A0)+(dA-AANI—BAA)—AAA
= R(dE) +dHmEE) g4 _ 47 A g

Prpoposicién 3.3.3: Los puntos criticos de la funcional de Yang-Mills, son exactamente las

soluciones de las ecuaciones de Yang-Mills.

Dem: Sea df una conexién sobre E. Primero mostraremos que si d€ es un punto eritico
de la funcional de Yang-Mills, entonces :

6Hom(E.E)R(dE) = 0.
Sea A € Q(0f) y df = df +tA. Por el Lema 3.3.2, la conexién df tiene curvatura

R(df) = R(d®) + td®om(EE) g — 24 A 4

YM(IE) = JIR@EN? = 5 [ (R(F), RaE)d(vol).

1
2
Entonces, con f(t) = d,E,
1
YM(F®) = 5 [ (R(EF), RAF)d(vel)
= % /M (R(F) + tdTomEE) 4 — 24 A 4, R(dF) + tdTom(EE) 4 — 124 A A)d(vol)
1 m.
=3 /M (R(dF), R(F))d(vol) + t /M (R(AE), dFom(E.E) 1) d(vol)
2
& [ (R(dF), 4 A A)d(vol) + % [ {dHom (BB 4, qHom(E.5) ) d(vol)
43 Hom(E,E) ﬁ
t /M(d A A A A)d(vol) + 5 /A (AN A, AN A)d(vol)
de donde tenemos que
4 — Ey sHom(E,E)
FIMU®O) o = [ (R(dE).d A)d(vol)
= /4 (6% EE) R(dF), A)d(vol) = 0

para toda 4 € Q1(oF), por lo tanto §EOMEE)R == (. El argimento es totalmente reversible.
[ ]
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4. EL. GRUPO DE NORMA .

Dado un haz vectorial E, definiremos un grupo G = G(E) que actiia sobre el espacio C = C(E)
de conexiones en E.

Def: Denotaremos por G = O, SO y U a los grupos de Lie de las matrices ortogonales,
ortogonales especiales y unitarias respectivamente y por g = 0, so y u sus correspondientes
algebras de Lie.

La expresién G -haz vectorial se refiere a un haz vectorial con grupo estructural G. Si
E es un G-haz vectorial, entonces una G-conexién en F es una conexidn ortogonal en E si
G = O o G = SO; y una conexién Hermitiana si G = U.

Def: Un haz vectorial con grupo estructural G da origen a un haz Gg de grupos de Lie y
un haz asociado g€ de algebras de Lie. Las definiciones explicitas para las distintas opciones
de G son las siguientes:
1. G = 0. Sea E un O-haz vectorial, es decir, un haz vectorial real. Entonces
of = {L € Homp(E,E) | L*= ~L},
Op={L e Homg(E,E)|L'=L"1},
donde L! es la traspuesta de L.
2. G =S0. Sea E un SO-haz vectorial, es decir, un haz vectorial real orientado. Entonces
sof = o,
SOz = {L € Homp(E,E) | L' = L™}
y L preserva orientacién }.
3. G =U. Sea E un U-haz vectorial, es decir, un haz vectorial complejo. Entonces
uf = {L € Homg(E,E) | L' = -L
como elementos de Homgr(E, E) }
={L € Homc(E,E) | L'=-L}
Ug ={L € Homp(E, E) IL‘ =L!
como elementos de Homg(E, E) }
={L € Homp(E,E) | Lt = L71}.
donde L! es la traspuésta real y L! es la traspuesta compleja.

Def: El grupo de norma G = G(F) de E es el grupo de secciones C® de Gg,
G =I(GE).
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Un elemento g € G es un isomorfismo de haces vectoriales g:E— E. Si E es un G-haz

vectorial sobre M, 2 € M y E; es la fibra sobre z, entonces g|g, estd en G.

Def: Extenderemos ahora la definicién de C(E). Si E es un G-haz vectorial, entonces C(E)
es el espacio de G'-conexiones en E. Argumentos andlogos a lo del Lema 3.3.1 muestran que

C(E) = Ql(gF).

Def: El grupo de norma § = G(E) actiia sobre el espacio C = C(E) de conexiones en E
como sigue. Sean g € G y d € C. Entonces

9(df) = gafg1.

Nétese que

R(g(d®)) = g(d®) 0 g(dF) = (¢dFg")(gdfg™") = gRg~".

Es facil ver que algunas de las construcciones que hemos dado son invariante bajo el grupo
de norma:
Lema 3.4.1:
1. Para g € G, ||R(g(d®))|| = | RE)].
2. La funcional de Yang-Mills Y M es invariante bajo G(E).
3. G(E) preserva autodualidad,

Dem: Sea R la matriz de curvatura de df respecto a un s, por el Lema 1.5.6 bajo un
cambio de base s' = As tenemos que R' = ARA™!. Entonces

| R(g(dB))]l = llgRg~|| = 1Rl = || R(AE)]|

probando asi a 1. Los incisos 2 y 3 son inmediatosde 1. g

Ahora podemos definir los espacios de méduli B y M que serdn estudiados extensiva-
mente mas adelante.

Def: El espacio de méduli B = B(E) de G-conexiones en un G-haz vectorial E, es el espacio
de 6rbitas B = C(E)/G(E). El espacio de mdduli M = M(E) de G-conexiones autoduales
en un G-haz vectorial E, es el espacio de 6rbitas M = A(E)/G(E).



CAPITULO 4

S03-CONEXIONES

Fulminado por el soez disparate de la ecliptica,
prescindl del ciiculo diferencial y del integral,
resigndndome a aprovechar, con modestia, la magia
de dentro y de fuera.

— RAMON LOPEZ VELARDE (1923)

1. INTRODUCCION .

Def: El grupo de norma G = G(F) = ['(Gg) actia sobre el espacio de G-conexiones
por conjugacién. Adoptaremos la convencién de que una vez que un haz vectorial se ha
especificado que es un G-haz vectorial entonces implicitamente supondremos que G = G(E)

es el grupo de norma I'(GEg) y que una conexién en E es una G-conexidn.

Def: el grupo de isotropia de la accién de G de una conexién df es denotado por I'(dF)

esto es,

[(df) = {g € GlgdPg~! = dF} = {g € g|dHom(EE) g = 0}

ya que gdfg~! = df siy sélo si gdf = dfy y esto sucede si y s6lo si 0 = dEg — gdf =
dHom(E,E)g_

Cuando dim(E) = n y G = SO, es decir, £ es un SO(n)-haz vectorial, diremos
sélamente que df es una SO-conexién, en lugar de una SO(n)-conexién..

Def: Para el caso especial n = 3, decimos que una SO(3)-conexién d¥ es irreducible si:
1) Existe un SO(2)-haz vectorial L, tal que
E=L@e¢
donde ¢ es el haz trivial de dimensién 1.
2) Existe una SO(2)-conexién df en L tal que
df=dt @ d

donde d! = d es la derivada exterior en e.
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El objetivo de este capitulo, es relacionar la topologia de E con las clases de equivalencia
del grupo de norma de las conexiones reducibles en E. Primero veremos que el grupo de
isotropia de cualquier SO -conexién sobre un SO-haz vectorial E, puede ser identificado por

restriccion a la fibra, con un subgrupo compacto de SO(dim E).

Posteriormente, relacionaremos la reducibilidad de una SO(3)-conexién con su grupo
de isotropia. El resultado final cuenta el niimero de clases de equivalencia de conexiones
reducibles sobre un SO(3)-haz vectorial sobre una variedad M cerrada y orientada de di-
mension 4, con forma de interseccién positiva definida y H;(M; Z2) = 0.

2. EL KERNEL DE LAS CONEXIONES .

En esta seccién, E es un haz vectorial Riemanniano sobre una variedad compacta y conexa
M y dF es una conexién ortogonal en E. Estableceremos las propiedades de kerdf que

tienen consecuencias geométricas fundamentales para los espacios de méduli de conexiones.

Def: Paraz e M
RE: Q% E) - E;

denota la evaluacién en X. Cuando no haya confusién respecto a z, abreviaremos hE por
he.

Teorema 4.2.1: kerdf es de dimensién finita. 57 s, 92 € kerd® y s1(z) = sa(z), entouces

381 = 39.

Dem: Escojamos un marco local s = (s1,...,3m) para E, donde m = dim E. Respecto a
este marco, d€ puede representarse por una matriz §(6;;) de 1-formas en E, por lo tanto

dEs,' = Z 0:; ® s;.

j=1
La ecuacién df¢ = 0, da origen a un sistema de ecuaciones de m x m
® dé +6¢4 =0.

Restringiendo esta ecuacién a una curva 7(f) en M, obtenemos la ecuacién de primer

orden d
O GO

cuyas soluciones estén determinadas por ¢(0). g
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.

Corolario 4.2.2: La restriccidn hE lkerda:kerd_E ' :id'é.féo_‘bre su imagen.

Dem: Como d¥ es una conexién ortogonal
d(s1,52) = (ds1, )+ (s1,d%s2) = 0.
para sy, sz € kerdZ, por lo tanto (s,s2) = (51(3),32(1‘)) paré' toda z € M. Asi

(sry0) = [ (o1,52) = (s1(2), (o))

A continuacién, damos una caracterizacién alternativa de I(d¥).
Proposicién 4.2.3: I(df) = {g € Q(Hom(E, E)) | glg = 1, dHem(E:E)g = 0},

Dem: Sélamente hay que recordar que Gg = {g € Hom(E,E) | ¢! = g1}, § =I(Gg) ¥
que Q°%(Hom(E, B)) =I'(Hom(E, E)). g

Corolario 4.2.4: Para z € M, la aplicacidn h, = A3 EE) manda o N(dE) ¢ G(E)
Q% Hom(E, E)) inyectivamente sobre un subgrupo cerrado (y por lo tanto compacto) de

SO(E;) C Hom(E, E).

Dem: De la Proposicién 4.2.3 I(d€) es un subespacio cerrado de ker dHom(£,E)  Aplicando el
Corolario 4.2.2 para Hom(£&, E), este subespacio es aplicado inyectivamente sobre su imagen,
que es cerrada en W = h ker dBOm(£.E) y por lo tanto en Hom(E:x, E;) por que W es cerrado

en Hom(E;, E;). @
3. REDUCIBILIDAD Y GRUPOS DE ISOTROPIA .

A continuacién, demostraremos un teorema que relaciona la reducibilidad de una SQ(3)-
conexién d€ en E, con su subgrupo de isotropia I'(df). Para ello, necesitamos algunos

resultados preliminares sobre la clase de Euler.

Sea E un haz vectorial complejo de dimensién N sobre un espacio topolégico X . Usare-
mos la notacién e(E) € H*(X) para denotar la clase de Euler de E.
Nuestro primer resultado relaciona la existencia de mapeos que invierten la orientacién,

con la clase de Euler.
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Teorema 4.3.1: [14, p. 158) Si E es un haz vectorial cbmplejo de dimensidn n, entonces
cn(E) = e(E). u

Corolario 4.3.2: Si L es un haz lineal complejo con una métrica Hermitiana que admite

un automorfismo de haces real lineal, que invierte la orientacion, entonces 2¢;(L) = 0.
Dem: Es in mediato de la Proposicién 2.7.3 y del Teorema 4.3.1. g

Corolario 4.3.3: Si L es un haz lineal complejo no trivial sobre X, con Hy(X;Z;) = 0,

entonces L no admite un automorfismo de haces que invierta la orientacidn.

Dem: La hipétesis de que Hy(X;Z2) = 0 y el Teorema de los coeficientes Universales,
implica que H%(X;Z) no tiene 2-torsién. Como L es no trivial, ¢;(L) # 0 en H3(X) y no
es un elemento de orden 2. El resultado se sigue del Corolario 4.3.2. g

A continuacién, damos una reformulacién del Corolario 4.3.3 que usaremos mas adelante.

Lema 4.3.4: Sea L un haz lineal complejo sobre un espacio topoldgico X cuya primera
clase de Chern no es de orden 2 en H*(X;Z). Entonces L no admite un automorfismo real

lineal que invierta la orientacién en las fibras. g

Un haz lineal complejo con una métrica Hermitiana, sobre un espacio topoldgico X, es
por definicidn un U(n)-haz vectorial. Como U(1) = SO(2), L es un SO(2)-haz vectorial.
Entonces E = L @ € es un SO(3)-haz vectorial. Recordemos que § = G(E) = I'(80g); por
lotantosi g €G y ¢ € X, entonces para hy = hi°™ 5 tenemos que det hy(g) = 1.

Corolario 4.3.5: Sea L un haz lineal complejo no trivial sobre una variedad deferenciable
compacta M, con Hi(M;Z;) =0. Sea E = L& ¢ y sea H un subgrupo de G(E) que manda
a € en si mismo. Entonces H manda a L en s{ mismo y h?om(E'E)(H) C SO(2) ¢ SO(3),
para cada ¢ € M.

Dem: Como L = ¢t (el complemento ortogonal de ¢), H preserva el producto interior y H
manda a € en si mismo, entonces H manda a L en si mismo. Entonces h?"m(L'L)(H) C O(2)
para toda z € M. Sea g € H, como g € G(E), 21*™EE)g) € SO(3) por lo que

h?om(L,L)(g)

hﬂom(E,E)(g) = (
i 0

0
e €SO3
pfem ")(9)) (3

donde h§°“‘(‘”'“ es una matriz ortogonal de 2 x 2, y

hBemlc)(g) = det hHom(LL)(g) = 1.

)



Capitulo 4: SO3-Conexiones 50

Afirmamos que det hF™EE)(g) = 1, si no, det plem(Llligy = 1y ¢ invertiria la
orientacion sobre las fibras de L, lo que contradice el Corolario 4.3.4. por lo tanto, hf om(E,£)
mada a H en un subgrupo de SO(2) C SO(3). g

Corolario 4.3.6: Sean M, L y ¢ como en el Corolario 4.3.5. Sea E = L (B¢, donde L es
no trivial. Si d€ es una conexién reducible en E, entonces I'(df) = §1.

Dem: Si df es reducible, entonces df = df ® d. Tenemos que S! = SO(2)c Gy
actila rotando cada fibra de L la misma cantidad, mediante la multiplicacién compleja, y
trivialmente sobre €. Si g € S' y o € QUE)

df(go) = dg ® o + gdfo = gdfo

por lo que
dEg = ng

es decir, g(df) = gd€g~! = d¥ por lo tanto g € I(dF).
Por otro lado, si g € I'(d€), entonces
gdEg=1 = gF
g(d* o)y~ = d- od
gdbg ' @gdg' =d @ d

por lo tanto, g fija a ¢ y rota a L. Como g(d¥) = gd€fg~! = df tenemos que gdf = dfyg,
entonces, para toda ¢ € QO(E) tenemos que

9df(c) = df(go) = dg @ o + gd¥o,
entonces, dg = 0, de donde g es constante para toda z € M, por lo que ¢ € S y por lo
tanto I'(df) = §!. g

Teorema 4.3.7: Sea E Un SO(3)-haz vectorial sobre una variedad compacta M de di-
mensidn 4, con Hi(M; Z2) = 0. Sea d€ una conexién ortogonal en E. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(1) df es una conexién reducible sobre E.
(2) T(df) = 5! = SO(2).

(3) T(d®) # {1d}.

Dem: (1) = (2). Corolario 4.3.6. (2) = (3). Obvio. (3) = (1). Por hipdtesis, existe
g€ I‘(dE) tal que g # Id. Sobre cada punto z € M, g.|g, tiene un eigenvector real. Como
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g € I(df), tenemos que dMom(E:Ely — 0, es decir, ¢ es una seccién de Hom(E,E) que
es paralela, por lo tanto el eigenvalor A es constante a lo largo de M. El correspondiente
eigenespacio 7, es una recta real en cada fibre de E, que junto con su complemento ortogonal

L =71 da una descomposicién E = L @ 5, donde L es un O(1)-haz vectorial.

Sea H el subgrupo de G(E) que manda a 7 en si mismo, entonces, como H,(AM;Z;) =0,
por el Corolario 4.3.5 tenemos que h?""‘(E'E)g' € SO(2) para toda ¢ € H, por lo tanto L
es un SO(2)-haz vectorial y n & ¢.

Falta ver que existe una descomposicién df = df + d, donde d% = dElno(L). Como
g € T(df), G conmuta con 4. Si s € Q°(e) entonces gd€s = dEgs = dBAs = AdEs, por lo
que dEs € ©i(e). Ahora veamos que df manda a QL) en QY(L). Como $¥(L) = (),
basta ver que {d€s,s;) = 0 para toda s € QL) y &1 € Q(e).

Sea 33 = 311 ® 812 € N}(¢) donde s31 € ', 512 € N%e). Por el isomorfismo
2 ®qe 0°(e)
es suficiente considerar elementos de esta forma. Tenemos que
(dFs, 311 © s12) = ((dFs, 812), s11)
como (8,912) =0 y d¥ es ortogonal, tenemos que

d(s, s12) = (dFs, s12) + (s,dFs12) = 0.

Recordemos que dfs;y; € QMe) ¥ s € QL). Asi, (s,dFsp2) = 0 y por lo tanto
(dFs,s12) = 0. Esto implica que (dFs,s1; ® s13) = 0, terminando asi las demostracién.

4. SO(2)-CONEXIONES .

En esta seccidn, veremos la relacién entre las SO(2)-conexiones y las U(1)-conexiones.

Sea V' un espacio vectorial real orientado de dimensién 2 con un producto interior. V
tiene una estructura compleja compatible con su orientacién definida de la siguiente manera.
Sea i = /—1 y V € v. Definimos iv como el tnico vector en (v} cuya norma es igual a
la norma de v y tal que el par ordenado (v,iv) concuerde con la orientacién dadaen V. Si
expresamos a v por v = (v1,v,), donde vy y vz son las coordenadas de v en una base de V,

tenemos que iv = (—v2,v1).

51
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Supongamos que E es un haz vectorial real orientado de dimensién 2 sobre una variedad
M. Usando la definicién anterior, podemos definir una multiplicacidn por i sobre las fibras
de E. Esto da a E la estructura de un Haz vectorial complejo.

Sea df una SO(2)-conexién en E y sea # su matriz de conexién local. Como las SO(2)-

conexiones son ortogonales, # es antisimétrica, entonces

0o -¢
=6 )

donde &' es una l-forma real en M, entonces, por la estructura inducida en E tenemos que
8 = i8' ya que si v = (vy,vz)

_ 0 —9’ vy _ —-01)‘2
bv = (9 0 ) (v2> - ( 9"!!1
a0 _ [ ~Ov
9 =i (0'v2> = ( 8'vy
por lo tanto, 8 es lineal compleja usando el isomorfismo de espacios vectoriales R? = C. Por

lo que df es una U(1)-conexién en E visto como un haz vectorial complejo con matriz de

conexién anti-hermitiana @ = i#’ donde & es una 1-forma real en M.

Reciprocamente, dada una U(1)-conexién dZ en un haz vectorial complejo E, la matriz
de conexidn local 8 satisface que # = if' por ser anti-hermitiana, donde 4 es una l-forma
real en M. Viendo a E como un haz vectorial real, d€ es una SO(2)-conexién con matriz

_(o0 -¢
a_(a, O).

Def: Sea E unhaz vectorial complejo de dimensidn 1 sobre una variedad M. Sea C el espacio

de U(1)-conexiones (equivalentemente SO(2)-conexiones) en E. Tenemos una aplicacién

de conexidn local

7C - Q2 =T\’ T*M)
dado por
7(df) = o) (£ R(dF)) = £R(45),
una 2-forma representante de c¢i(E), la primera clase de Chern de E.

Lema 4.4.1: Sea L un haz lineal complejo sobre una variedad M con Hi(M;Z;) = 0.

Entonces

(L) = {7 | feC=(n}.
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Dem: Sea g € G y ¢ € M. Entonces la aplicacién g(z):L; — L, es un elemento de
U(L;) =2 U(1) 2 S'. Como U(1) es conmutativo, tenemos una aplicacién g: M — S!. Bajo
la aplicacidn cubriente R — §!: ¢+ ', ¢ levanta a una aplicacién f: M — R, si y sdlo si
g1 (M) — 7,(S?) tiene imagen cero. Sim embargo, 7;(S1) = Z en abeliano, por lo tanto,
g. se factoriza a través de [m(M), m1(M)] para dar una aplicacién

m(M) [ [my(m), m(M)] = Hi(M;Z) - Z
es decir, un elemento de Homz(H;(M; Z),Z). Como HY(M;Z) = 0 (por que H{(M;Z3) =0)
Homz(H1(M;2),Z) =0
¥ g» s la aplicacidn trivial. Por lo tanto g = ¢/ para alguna f € C°(M). g

Proposicién 4.4.2: Sea L un haz lineal complejo sobre una variedad M con Hy,(M;Z3) = 0.
Entonces la aplicacion r definida anteriormente, da una correspondencia uno a uno entre las

clases de equivalencia de conexiones Hermitianas en L y 2-formas en M representantes de

c(L).

Dem: Primero veamos que T estd bien definida sobre las clases de equivalencia de las
conexiones Hermitianas en L. Sea d% una conexién Hermitiana en L con matriz de conexidn
local compleja 8. Entonces § = i6', donde 6 es una 1-forma real en M. Por lo tanto,
OA0=—0 Ad =0 ycomo R=dl —6AH, entonces R=d0 y

r(d) = o1 (£ R(dY)) = LR(d") = £df.

Sea f € C®(M), g=¢/ € G, s € Q%L). Entonces
gdbg=1 = eif ghe=il g
=ef(de"f @s+ e Adls)
el (—ie=df @ s + e~ Adks)
= —idf ® s +dls

por lo quela matriz de conexién local de e/fd*e™%f es —idf + 6. Entonces
7(gdlg™) = f(~id f + df) = Ldb = +(d¥).
Ahora veamos que 7 es inyectiva. Supongamos que d% y d%' son conexiones en L y que

r(d%) = 7(d%", Usando el Lema 3.3.1, sabemos que d&' — d% = 4 € Q!(sol). Como so’ es
un haz lineal real sobre M y HY{M;Z) = 0, so’ es trivial.
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Entonces 4 = i4', donde A’ ‘es una 1-formia real en M. Si 8 = i€’ es la matriz de
conexién local de df, entonces ‘i(O’ 4+ A') ‘es 1a matriz de conexién local de dZ', por lo
que 7(d%) = 53(d8' + dA'). Pero 7(dF') = r(db) = 1d¢ por lo que dA' = 0. Como
H!(M;Z) = 0, existe una f € C®(M) con df = A'. Entonces dl' = 4L +idf y por nuestros
calculos anteriores, dX' = e~i/dleif , por lo que dL es equivalente a df bajo el grupo de

norma.

Finalmente, veamos que 7 es suprayectiva. Sea 2 una 2-forma que representa a ¢;(L).
Sea dL una conexién en L con matriz de conexidn local 8. Entonces r(d%) = %dﬂ =+ dw
para alguna w € Q. Sea df' = 4l — Zx.). Entonces 7(d¥) = +(dL - Tw) = %dG —dw =
Q 4+ dw — dw = Q. Esto completa la prueba. g

5. EXISTENCIA DE s0(2)-CONEXIONES AUTODUALES .

Hasta ahora, sélamente hemos definido a las SO(2)-conexiones autoduales, pero no hemos
demostrado que existen. El resultado principal de esta seccidn prueba su existencia usando
algunos preliminares de la Teoria de Hodge. Las SO(2)-conexiones autoduales serdn usadas

posteriormente para construir SO(3)-conexiones reducibles autoduales.

Sea L un haz lineal complejo L sobre una variedad Riemanniana M cerrada y orientada
de dimensién 4, y sea d¥ una conexién Hermitiana en L. Recordemos que d% es autodual si
*R(d%) = R(dL). Por lo tanto d¥ es autodual si y sélo si

7(d") = fR(d%) = £ * R(d%) = +r(d").

x

.

Como
ai(L) = [£R(d5)] = [r(d")] e HA(M;R),

*7(d?) = 7(d%) implica que *c1(L) = c1(L). Veremos que el reciproco es cierto.

Cada €' en el complejo de De Rham de M, hereda un producto interior de la métrica
Riemanniana de M. El Teorema de Hodge dice que respecto a este producto interior

Q' = H @imd®imé
donde Hf es el subespacio de i-formas arménicas, es decir, el espacio
H={wef|Aw=0},

y ademids, que H' = H' el {-ésimo grupo de cohomologia de De Rham. (Nétese que d: Q-
§+1 es la derivada exterior en el complejo de De Rham, §: 2+ — QO es la adjuntade d y
A = éd 4 dé es el Laplaciano). El Teorema de Hodge implica que cada clase de cohomologia
tiene un tinico representante armoénico.
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Proposicién 4.5.1: Sea §: Q1! - la ad;unta a¢ dQ'—-» Q;;*l,'fa drerivadarexterior del
complejo de De Rham. Sea +:§¥ — Q"' el operador de Hodge. Entonces
(1) & =(—1)n+ «de. ‘
(2) *A = Ax.
Dem: Para probar (1), sea 6 = —+d* y sean o € @ y 8 € Q'+, Recordemos del
Lema 3.2.4, que *? = (—1)i(»=%)_ "Entonces
daAxf—aA+88=daA+f—(-1)"laAsxdx g
=da g+ (=1)"(=1)*~d 3
=daA+f+ (-1)m+n—F 4. g
=daA*f+(-1)d+ 3
=d(a*f) ’
ya que si i es par, también lo es i2. Integrando ambos miembros tenemos
/M(da A*B—aAx8B)=0

/Mda/\ “f = /Ma/\ «8p
/M (dex, B)d(vol) = /M (e, 6'B)d(vol)

(da, B) = (o, &'B)
es decir, d y § son adjuntos, por lo tanto § = §'.

por lo tanto

Ahora probemos (2). Por (1) tenemos
A=6éd+dbs

A = (—1)"H (xd + d + d * dv)
*A = (—1)‘"*1(* *d* d + *d * dx)
*A = (—l)i"+l((—li("-i)d* d + *d * d*)
$A = (=1)"F (dxd x4 sdxde)
*A = db * +6d+
*xA=A=x*. g
Proposicién 4.5.2: Toda 2-forma arménica es auto dual si M tiene forma de interseccion

positiva definida.

Dem: Recuérdese que el operador * actia en Q2 como una isometria de orden 2, por lo que
induce una descomposicién ortogonal 2 = Q, ® Q., donde
Qr={z€Q|+z ==z}

t
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Los elementos de 2, son llamados formas cutoduales. Por el Lema 4.5.1, % preserva
formas armdnicas, por lo que induce una descomposicién ortogonal H? = H, @ H_. Supon-
gamos que M tiene forma de interseccién positiva definida. Sea z € H? ¥ supongamos que

*z = +z. Entonces

o) =e]-le] = [ zAz

= / s Ax*zx

M
= /M (z, *z)d(vol)
= ||z|i*.

Nétese que ¢ es la forma cuadrdtica asociada con la forma de interseccién. Asf, ¢ es +

definida sobre Hy, por lo que H? = H,., es decir, toda 2-forma arménica es autodual. g

Corolario 4.5.3: Sea M una variedad Riemanniana cerrada, con forma de interseccidn
positiva definida, tal que Hi(M;Z,) = 0. Entonces cualquier haz lineal complejo no trivial
L sobre M tiene una conexion autodual, que es unica salvo equivalencia bajo el grupo de

norma. Es decir, A(L) / G(L) es un punto.

Dem: Primero supongamos que d¥ es autodual. Entonces r(dl) = z_';r‘R(d[') es una 2-forma

cerrada por ser un representante de ¢;(L). Como es autodual tenemos

Ar(db) = 6dr(d¥) 4 dér(d*)
= dér(d%)
= (=1)"Hd« d « r(dL)
= (=1)"*+1d « dr(d])
=0

entonces, T(dl)} es una 2-forma arménica y por lo tanto, inica en su clase de De Rham.
Por la Proposicién 4.4.2, el conjunto de conexiones autoduales en L cae en una clase de

equivalencia del grupo de norma,

Reciprocamente, sea y el tnico representante armonico de ¢1(L) y sea fil' una conexién
con r(dL) = y. Entonces por la Proposicién 4.4.2, d% es vinica salvo equivalencia bajo el grupo
de norma. De la Proposicién 4.5.2, tenemos que *7(d%) = 7(d%), por lo que *R(d¥) = R(dL),

lo que significa que L tiene una conexién autodual. g
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6. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR .

Desarrollaremos algunos resultados y notacién sobre espacios con producto interior. Estos
resultados serdn usados para contar las clases de isomorfismo de haces lineales complejos que
descomponen a un SO(3)-haz vectorial.

Sea V' un espacio con producto interior positivo definido sobre Z. Si v;,v2 € V, deno-
taremos con(vy, v2) o con v - vz; el producto interior de v; con v,. También usaremos v’
para v -v. !

Def: Sean vy = (ai1,...,a,),v2 = (b1,...,ba) € V expresados en coordenadas respecto a
una base de V', donde rangV = n. Decimos que v; = v; (mod 2) si ¢; =b; (mod 2) con
1<i<n.

Def: Un vector e € V es minimal si para todo v € V con v = e (mod 2) se tiene que
e < v2,

Def: Sea V un espacio con producto interior positivo definido sobre Z. Definimos una
relacién de equivalencia ~ en V como sigue: si v,v' € V, decimos que v ~ v’ si v = '
(mod 2) y v? = v'2. También definimos w:V — Z por

pe)=3#{V eV |v ~v}
donde # denota cardinalidad.

Ejemplo: Consideremos el espacio con producto interior diagonal {1)&---@®{1). Los vectores
minimales tienen la forma e = (e1,...,€6) donde ¢ =0 o x1. Sea n el nimero de £1 en
el vector minimal particular e. Entonces u(e) = 12" = 2°~!_ Por lo tanto u(e) es par, al

menos que e tenga solamente un 1, en dicho caso u(e) =1y €2 =1.

Ejemplo: Sea Ej el espacio con producto interior que consiste en el grupo abeliano Z8 y Ia

matriz
210000 00
12100000
01210000
E® = 0 01 21000
0 001 2100
0 00012 00
000010 21
00 00 O0O0C 1 2
Ordenemos los vectores de la base vy,...,vs ¥ sea e = vg. Entonces e? = 2, e es minimal,

pero p(e) = 1. Comparando con el ejemplo anterior, concluimos que Eg no es isomorfo al
espacio con producto interior diagonal.
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La siguiente proposicién, caracteriza el espacio con producto interior diagonal, en términos
del invariante g. L ’

Proposicién 4.6.1: Un espacio con producto interior V sobre Z es diagonal, si y sélo si,

para cada vector minimal e € V con €? > 1, u(e) es par.

Dem: “=" Esta condicién es cierta para el espacio con producto interior diagonal, por el
ejemplo visto anteriormente.

“<=" Supongamos que V no es diagonal. Queremos encontrar un vector minimal e con
€2 > 2 y u(e) impar.

Sea v € V un vector unitario. Entonces V = (v} & (v)1. (Como Z no es un campo,

necesitamos un vector unitario para poder definir el complemento ortogonal). Si despues del

proceso de descomponer inductivamente a V mediante vectores unitarios tenemos que
V={(v)® - & (va)

donde n = rangV’, tendriamos que V es diagonal, lo que contradice nuestra suposicién. Por
lo tanto, V tiene un sumando U en el cual todos los vectores distintos de cero tienen longitud
v? > 2. Sea e € U un vector de longitud minima. Si v ~ ¢, entonces v = e (mod 2), por

lo que existe un vector w € U, tal que v = e + 2w. Entonces
e? =? =(e+2w)2 = €2 4 de - w + 4w?
por lo tanto w - (w + ¢) = 0. Entonces
e = v¥ = (e +2w) = ((e + w) +w)? = (e + w)® + v
Como e tiene longitud minima en U, esto implica que @ = 0 o w = —e. Esto significa
que si v ~ ¢, entonces v = e y p(e) = 1. Esto completa la prueba. g
7. 80(2)-CONEXIONES REDUCIBLES AUTODUALES .

Sea M una variedad cerrada, orientada de dimensién 4 con Hy(M;Z;) = 0. Sea E un
SO(3)-haz vectorial no trivial sobre M. Nuestro objetivo es contar el niimero de clases de
equivalencia bajo el grupo de norma, de las conexiones autoduales reducibles sobre E, bajo

la hipétesis adicional de que M tiene forma de interseccién positiva definida.
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Lema 4.7.1: Sean df y dzE conexiones reducibles en E, definidas por las descomposiciones
E=L ®e y E=L;®e. Supongamos que df y df son equivalentes bajo el grupo
de norma, es decir, existe g € G con gdfg~! = df. Entonces ¢ manda a L, en Ly y por
lo tanto da un isomorfismo de haces vectoriales Ly & Ly (que posiblemente no preserve la

orientacién), por lo que Ly es isomorfo a Ly o a L1 como haz lineal complejo.

Dem: Si df es cualquier conexién reducible en E definida por la descomposicién E = L@e,
entonces para cualquier v € I'(d¥) con v # 1, tenemos que ¢ = {vERIyv=v}. SeaveEe;
y 1 # v € I(df). Como df = gdfg~!, I'(df) = gT'(df )¢, por lo que gyg~! € I(d¥). Por
lo tanto, si v € €2, tenemos que gyg~'(v) = v, por lo tanto 9™ lv =g~ lv y g~ lv € ¢,. Esto
implica que ¢~! manda a €; en ¢, y equivalentemente ¢ manda a L; en Ly. Por lo que L,
y L2 son haces vectoriales complejos que vistos como haces vectoriales reales son isomorfos

y por lo tanto L es isomorfoa Ly oa L. g

El grupo Z; act\a en el conjunto de haces lineales complejos sobre M. Un generador de
Z; actiia mandando a un haz lineal complejo a su complejo conjugado. Sea E un SO(2)-haz
sobre M. El conjunto § de clases de isomorfismo de haces lineales complejos sobre M que
descomponen a E, es un subconjunto Z;-invariante (como veremos en el siguiente Lema).

El grupo Z; también actia en H*(M;Z). Un generador de Z; actiia por multiplicacién
por —1. El subconjunto :

S'={veHAM;Z) |v* =pi(E) y v=wy(E) (mod 2)}

es Z»-invariante.

Lema 4.7.2: La primera clase de Chern define un isomorfismo

ca:S— 8.

Dem: Supongamos que £ = L @ ¢, donde L es un haz lineal complejo sobre M. Entonces
p(E) =pi(L) Por que E = L&e,
= —c2(L ®r C) por definicién de p1(L),
=—c(L®L) por €l Lema 2.5.2,
= —cy(L)c1(L) por el axioma de la suma,
= ¢i(L)? por el Lema 2.5.3.

En general, la clase superior de Stiefel-Whitney de un haz vectorial complejo es la clase
superior de Chern  (mod 2) (ver [14, Prop. 9.5, p. 99]) por lo tanto wa(E) = wa(L) =
(L) (mod 2). Por lo tanto la aplicacién

S —8":Lw (L)
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es Zg-invariante por que ¢1(L) = —¢;(L). Esta aplicacién es una correspondencia uno a uno
por que los SO(3)-haces vectoriales sobre una variedad de dimensidn 4, estdn clasificados
por p1 y w2 [7, p.- 223] y los haces lineales complejos sobre una variedad, estdn clasificados
por ¢; ([10, Teo 3.4, p. 236]). §

Sea L un haz lineal complejo sobre M y E =L@ e€. Sea
S(L)Y=8 /2y = {{L'] | I es un haz lineal complejo, L' ®e 2 L e} / 2.

donde [L'] denota la clase de isomorfismo de L. Denotaremos a la cardinalidad de S(L) por
p(L).

Lema 4.7.3: Supongamos que M tiene una forma de interseccion positiva definida. En-
tonces el conjunto de clases de equivalencia bajo el grupo de norma de conexiones reducibles
autoduales en E, estdn en correspondencia uno a uno, con el conjunto de clases de equiva-

lencia de haces lineales complejos que descomponen a E bajo la accidn de Z;, es decir,
A(E)rea/ 9(E) = S(L).

Dem: Supongamos que L descompone a E. Sea d una SO(2)-conexién autodual en L.
Esta conexién existe y es tnica salvo equivalencia bajo el grupo de norma, por el Coro-
lario 4.5.3. Entonces df = d! @ d es una conexién reducible autodual en E.

Supongamos ahora que Iy y L2 son haces lineales complejos que descomponen a E y
que sus correspondientes conexiones reducibles df y df son equivalentes bajo el grupo de
norma. Entonces por el Lema 4.7.1, L1 y L, son isomorfos como haces vectoriales reales. Por

lo tanto L3 es isomorfoa Ly oa L.

Combinando los Lemas 4.7.2 y 4.7.3 obtenemos el siguiente

Teorema 4.7.4: Sea M una variedad cerrada y orientada de dimensién 4, con forma de
interseccidn positiva definida y Hy(M;Z2) = 0. Sea E = L@®e. Entonces el nimero de clases

de equivalencia de conexiones reducibles autoduales en E bajo el grupo de norma, es igual a

p(L) = 3#{y e H¥(M;2) | ¥’ =ai(L) yy = c1(L)* (mod 2)}.

Dem: Por los Lemas 4.7.2 y 4.7.3 tenemos que

H#(A(E)rea / G(E)) = #S(L) = p(L) = #(S / 2%)) = #(S" | 2°).

60



»Cap‘)'tulo 4: 503-Conexiones 61

Por hipétesis, Hy(M;Z;) = 0, por lo tanto H*(M;Z) no tiene elementos distintos del
cero que sean anulados por 2. Como 0 ¢ §' C H2(M;Z), tenemos que #(S'/Z,) = L #'.
Haciendo la observacién de que pi{E) = e1(L)? y que wz(E) = ci(L) (mod 2), el teorema
queda probado. g

Observacién: Sea V el cociente de H%(M;Z) por su subgrupo de torsién 7. Entonces V
es un grupo abeliano libre. a forma de interseccién en V, le da estructura de espacio con

producto interior; por lo tanto la aplicacidn u: V — Z queda definida, entonces
p(L) = p(er(L)) - H(M;Z)]

es el ntmero de clases de equivalencia bajo el grupo de norma, de conexiones reducibles en
E = L & e. Esto se sigue del Teorema 4.7.4 y del hecho de que Hi(M;Z) = T es un grupo

de exponente impar.

Este resultado serd usado posteriormente para ver que p(L) cuenta las singularidades del
espacio de méduli M(E).



CAPITULO 5

EL INDICE DE LOS COMPLEJOS FUNDAMENTALES

Siento que hay un isomorfismo entre la

esencia de la Geometria y el amor que por tf
siento: es invariante bajo transformaciones

¥y bajo cada una de ellas se descubre una nueva
parte de su inconmensurable belleza.

— JOSE LUIS CISNEROS (1992)

1. INTRODUCCION .

En este capitulo desarrollaremos los preliminares necesarios para definir los complejos elipticos
y para establecer el Teorema de Atiyah-Singer. Introduciremos el complejo fundamental,
asociado a una conexidn autodual en un SO-haz vectorial sobre una variedad compacta,
orientada, de dimensién cuatro. Aunque algunos de los resultados no lo requieren, supon-
dremos también, que H;(M; Z;) = 0. En la seccién final, calcularemos el indice del complejo
fundamental. Este resultado serd usado para calcular la dimensién del espacio de méduli
virtual perturbado M’'.

2. OPERADORES DIFERENCIALES SOBRE HACES VECTORIALES .

Empezaremos introduciendo la terminologia de operadores diferenciales. Como esta es una
nocién local, primero daremos las definiciones en los haces triviales y despues las genera-

lizaremos a haces vectoriales arbitrarios.

Sean A y B espacios vectoriales sobre F = R 6 C y sea U un subconjunto abierto de
R". Sea E=UxAy F=Ux B.

Def: Un operador F-lineal D:T'(E) — I'(F) es un operador diferencial de orden k sobre
F, si para cada n-ada a(ay,...,a,) de enteros no negativos, existe una aplicacién La:U ~
Hom(A4, B) tal que para todo f € T(E), se tiene que D(f} = Ciejsk La D f, donde |af =

Thiaiy
- Hlel

T Bz ., Bzpn
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Def: Sean y = (y1;...,¥n) € R*, y* =y ...y, y v=(z,y) € U x R". Definimos
. y 12 n

oy(D) = |‘!/:1, y?Lo{z): A— B.

La aplicacién
o(D):U x R® — Hom(4, B)
' v 0o(D)

es llamada el simbolo de D. '
Def: El operador diferencial D es eliptico, si 0,{D) es-un isomorfismo para todo v = (z,y)
con y #0.

A continuacién, tomaremos estas definiciones locales y las extenderemos a haces vecto-
riales,

Sean E y F F-haces vectoriales sobre una variedad diferenciable M y sea m: T*M — M
la proyeccién. ’
Def: Una aplicacién F-lineal D:I'(E) — I'(F) es un operador diferencial de orden k sobre

F, si para cada carta coordenada U C M sobre la cual E y F son triviales, D]y es un

operador diferencial de orden % en el sentido de la definicién anterior.

Def: Seaz€ M y v € Ty M. Definimos
oy(D):E;: — fr

como sigue. Sea e € E; y s € [(E) con s(z) = e. Sea g € C(M) con g(z) =0y
dg(z) = v. Entonces

e(D)=D (’i—;s) (z) € F.

Notese que del siguiente diagrama

TE ——
x* T
T'm E— M
tenemos que e; = (7*E), y andlogamente f; 2 (7*),. Por lo tanto, la aplicacién v - 0,(D),

define un elemento o(D) € I'(w * E, n*F), que es el Simbolo de D.

Def: D es un operador elipiico si o,(D) es un isomorfismo para toda z € M y v € T*M
con v # 0.
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Ejemplo: Una conexién df: QHE) —» QH(E) es un operador diferencial lineal de primer
orden. En particular, df tiene la siguiente descripcién local. Sea sy,...,s; una base local
para E sobre una carta U C M. Sea § la matriz de conexién respecto a esta base local. Para
zelU,yj=1,...,n =dim M, definimos Lj(z): B; ~ T;M @ E, por Lj(z)s; =dr; ®s;
para i = 1,...,k. Entonces
n
E .8
d¥lp = Z Ljaz; +6.

j=1
Ahora calcularemos el simbolo de dF: Q/(E) —» QHY(E). Sea w®ee NNT¢M QR E, |
vETIM Yy g € C®°(M) con g(z) =0 y dg(z) = v; y sea s € QN(E) con s(z) =w®e.

Entonces
ou(dF)w ® e) df(gs)(z)

= dg(2) ® s(z) + g()(d"s)(=)
=(vAw)Qe.
3. COMPLEJOS ELIPTICOS .
Def: Sean E*, con i = 1,...,n, F-haces vectoriales sobre una variedad M, junto con los

operadores diferenciales d': T'(E*) — I(E**1) sobre F con dt! o d' = 0 para toda i. Dicha

coleccién es llamada un complejo y es denotado por

=(E,d) i=1,...,n

E: - —(EYLNEHESNE) —

Asociada con un complejo E, esté la sucesidn de simbolos, definida para toda z € M y

v € Ty M por ) "
_— E;"ﬁ.)E;'H”".("_, )Ei“ —_

donde g,(d*) es el simbolo del operador diferencial d'.

Def: El complejo E sobre M es eliptico, si la sucesién de simbolos es exacta, para toda
zE€EM yve€TgM con v#0.

Ejemplo: Supongamos que D:I(E) — I'(F) es un operador diferencial eliptico. Sea E? =
E,E'=Fyd®=D. Entonces

E=(E'd) i=0,1

es un complejo eliptico.
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Ejemplo: El complejo de De Rham E = (A T* M, d'), donde
&\ T*M) - TN T M)
es la derivada exterior, es un complejo eliptico.

Para ver que la sucesién de simbolos asociada al complejo de De Rham es exacta, nétese
que T{A'T*M) = Q¥(e) y d': Q(e) — Q¥*(¢) es una conexién. Entonces por el Ejemplo de
la seccién anterior

ou(d) = (AR N TiM - AT TEM.

Proposicion 5.3.1: Sea A cualquier espacio vectorial de dimensién n y a€ A, cona #0,

entonces la sucesién
0—-»/\014“—/\'»/\1.4“—/\}/\2,4_;..._./\"14——»0
es exacta,
Dem: t Sea b€imaA-, entonces b=a Ac, paraalguna cy aAb=aAaAc=0,porlo

tanto, imaA - C kera A -.

Para ver que kera A+ C ima A -, primero consideremos el caso en que a es el primer
elemento de una base ordenada de A. Sea 0 # b € A* A expresado como combinacién lineal

de las k-formas basicas como

b= Y. biiaTi A AT,
iSn<..<ix<n

si b € kera A -, tenemos que

alb= Z b iiaAziy A ANz, =0,
1€i)1<...<ixgn

entonces, a Az, A--- Az, = 0 para cada b;,_, # 0, por lo tanto z;, = a y tenemos que

b=aA Z biy . inTis Ao Ay,
28<...<ixn

concluyendo asi, que kera A - Cima A - y por lo tanto, que la sucesion es exacta.

Para el caso general, solamente basta con completar una base para A con a como primer

elemento basico. g

t Demostradién de Miguel Angel Zdrate Reyes.
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.

Corolario 5.3.2: La sucesion de simbolos

es exacta para v # 0.

Dem: Inmediato de la Proposicién 5.3.1. g

Una propiedad esencial de un complejo eliptico E de F-haces vectoriales, es que el Z-ésimo

grupo de homologia
HY(E)=kerd [ im "~}

es un espacio vectorial de dimensién finita, por lo tanto
indr(E) = Y_(~1) dimp H'(E)

estd definido.

Un complejo E de R-haces vectoriales, da un complejo E ® C de C-haces vectoriales,
haciendo el producto tensorial sobre R con C. Por el Teorema de coeficientes Universales

tenermos

indp(E) = indc(E® C).

La necesidad de la relacidn anterior, es que el Teorema del indice de Atiyah-Singer,
calcula el indice indc de una sucesién eliptice da haces vectoriales complejos, en términos
de invariantes topoldgicos. Por otro lado, necesitamos indr(F), donde F es el complejo

fundamental de los haces vectoriales reales que definiremos mas adclante.

Sea M una variedad cerrada y orientada de dimensién cuatro, con forma de interseccién
positiva definida. Sea E un haz vectorial real orientado de dimensidn &, sobre M. Suponemos
que E y T*M tienen un productos interiores que inducen un producto interior en Q(E).

Sea df una SO(k)-conexién autodual en E. Sea
sof = {L € Hom(E,E) | L' = -L}
y sea Q_(s0F) el eigenespacio correspondiente al eigenvalor —1 de
+:0%(s0F) = Q¥(so?)
donde * es el operador de Hodge. Tenemos el complejo fundamental

(*) E:  0— Q%s0F)Li0l(s0F)450_(s0f) — 0,
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donde d® = dHom(E.E) || — gs0® ‘pr i Q%(s0f) - Q_(sof) es'la proyeccién y d! = pr_o
s0F i -
E

dse”,
Si h es un haz de dlgebras de Lie, el corchete de Lie, induce una aplicacién de haces
Ad: h — Hom(h, h)

definida en cada fibra por Ad(a)(b) = [a,b]. A su vez, esta aplicacién induce otra en las
formas

Ad: (h) — Q' (Hom(h, h)).
dada por ﬂ(s ® a)(b) =3 ® [a,b] para s € ', a,b € QOh).

Aplicaremos esto al caso h = sof.

Lema 5.3.3: AdR(df)= R(d*").
Dem: Para L € Q%sof),
R(d*°)(L)) = d*° (d*°(L))
= d*°(df L — L)
= df(dfL - Ldf) + (dFL — LaF)dE
= dfdfL — Ldfd®
= [R@®), L)
= AdR(dEYL). g
Lema 5.3.4: d'd° = 0.
Dem:
d'd® = pr_deo® gso°
= pr_Ad R(d%)
= X&pr_R(dE)
= O ~F
por que d¥ es autodual. g

Este Lema implica que la sucesién (x) es un complejo, por lo que queda justificado
el llamarle complejo fundamental. E] i-ésimo grupo de cohomologia de este complejo es
denotado por H¥(dF), es decir,

HY(dF) =kerd' /imd"~! = H'(F).
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Sea sof =s50f ® C. d° y d1 Se exh :‘ra,u.ni’c?a.‘?a.;opétédores diferenciales
comple_]os G

d%:ﬂo(sog) —+Ql(so€) -

di:Ql(s0&) = Q_(sok). ’

Nétese que df = prCo dE; donde pr€ y d"“ son las extensiones complejas lineales de
_y deo® respectivamente. Esto nos da el complejo fundamental complejo

E®C: 00— QD(SOC)—»Q (soc) Q (sof) — 0.

Es claro que d5 o di = 0. La sucesién de simbolos asociada a este complejo es
0 — 50&, "2 M @ 508,79 A T2M ® 50, — 0,
donde a.,(d'é) es la dnica extensidn lineal compleja de o(d).
Para ver que el complejo fundamental complejo es eliptico, necesitamos el siguiente:

Lema 5.3.5: Sea A un espacio vectorial real orientado de dimension cuatro, con un producto

interior. sea A_ A el eigenespacio correspondiente al eigenvalor —1 de
*2 /\2 A /\2 A
Sea v € A con v # 0. Entonces la sucesidn
0 /\OA"—A; /\l APLL(Y;A‘)/\_ A—0

es exacta.

Dem: Como vimos en el segundo ejemplo de esta seccién, la sucesién
0 - At L A2 L A3 . oAt
0— A A A A AT A AT A ATA — 0

es exacta. Por la definicién de *, si v,w € A,entonces x(vAw) = v Aw implica que vAw =0,

ya que
vAuAx(vAw)=(vAw,vAwle; A---Aey

vAwAvAw=(vAw,vAw)e; A Aey
0=(v/\w,v/\w)e;/§-~~/\c;;
por lotanto v Aw|? =0y vAw=090.
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Entbnces tenemos que ’
ker{(vA-2: N\ A= /\2 A) =ker(pr_o (v A )/\1 A— A_A).

Es suficiente ver que pr_o (¢ A-:A'A — A_A es sobre. Dado v € A con v # 0,

es claro que al normalizar a2 v no afecta a impr_o (v A -}, entonces, por el proceso de

Gram-Schmidt, podemos suponer que v = v;, donde (v1,v2,v3,v4) es una base ortonormal

orientada positivamente de A. Como +(v;,v;) = (v, vr) si (3,7, k, 1) es una permutacién par
de (1,2,3,4), As A tiene base

(viAvratvzAvg,v Avzt VA v, Up Avg vy A v3).

Asf, (v A-): Al A — A_ A es sobre, ya que
' ' 1
pr_(vi Awv) = 5(”; Avy—v3 Avy)
1 .
pro(viAvy) = -2-(1.:1 Avi—vgAvg)

1
pr_(vl A 04) = 3(1.:1 Avg—v2 A v3). ']

Proposicién 5.3.8: E!l complejo fundamental complejo F ® C es eliptico.

Dem: Tenemos que demostrar que la sucesién de simbolos
1
0— sogxaﬁ)T;M ® so@,""—“‘f)/\_ TrM @ s0k, — 0,

es exacta paratodaz € M y v € T} M, con v # 0.
Como o,{d?) = v®Id, o,(d}) = v ® Id. Para calcular 5,(d) usaremos los siguientes

hechos:

1. Supongamos que E) y E; son haces vectoriales sobre una variedad M y h: Ey — E3 es
una aplicacién de haces vectoriales. Existe una aplicacién inducida I'(h): I'(Ey) — I'(£2)
en las secciones. La aplicacién I'(h) es un operador diferencial de orden 0 y

ou(L(h)) = b |(g,),: (B1)z — (E2)z

paratodaz € M y ve T, M.

2. El simbolo de la composicién de dos operadores diferenciales, es la composicién de los

simbolos.



‘Por definicifon:dl = es la aplicacion sobre las secciones, inducido

o Tt P
pr(_::';/\z'fl‘,"M ®sog =+ /\.. T*M ® sok.
Por el hecho 1, prC es un operador diferencial de orden 0 con simbolo

prC: /\2 T°M ®sof - \_T*M ®sok.

Hemos visto que 04(d*") = (v A-) ® Id, como 0,(d*€) = (v A -) ® Id. Por el hecho 2,
oy(dE) = prCo (v A-) ® Id. Por lo tanto, la sucesidn de simbolos es

aoneld
0 — s0E, N8BT u1 @ 4oE PO f ey @ s0E, — 0

que es exacta si y solo si la sucesién
0 — AT M A TS A T —0
es exacta, pero por el Lema 5.3.5 esto se cumple. g
Como el complejo fundamental es eliptico, los grupos de ecchomologia son espacios vecto-
riales de dimensién finita. Por lo tanto podemos definir
2 - .
inddf = 37(~1)" dimp H'(d®) = indg(F).
i=0
Ahora calcularemos el indice del complejo fundamental

0 — Q%(s0E) 20 (508) 250 _(s0&) — 0.

La herramienta principal para hacer esto, es el Teorema del indice de Atiyah-Singer, pero

antes necesitamos algunos preliminares.

4. G-HACES PRINCIPALES .

En esta seccién definiremos los G-haces principales y veremos como construir clases carac-
teristicas. En particular, seremos capaces de definir la clase del indice,

Def: Sea G un grupo topoldgico. Un G -haz principal sobre un espacio topoldgico X es un
espacio topoldgico P con una accién libre de G cuyo espacio de drbitas P/G es X.

Sea F =R 6 C. Sea V un espacio vectorial sobre F' con dimgV = n. Supongamos
que V es una representacién de G, es decir, existe un homomorfismo p:G — GL(n, V).
Supongamos que p(G) C O(n) si F=R y que p(G) CU(N)si F=C.

Capl’t 105E1 In}dice de los Complejos Fundamentales
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Dadoun' G -haz p;‘inéipal'éob.fe X ; formamos
PxgV=PxV/(p,v)~ (g™ plgh)

"parapEP,veV y g€ G. Entonces P Xg V es un haz vectorial sobre X con proyeccién
m: P xgV — X = P/G definido por #([p,v]) = [p].

De esta construccién, obtenemos una funcién V +— P XV de las representaciones de G
a los haces vectoriales sobre X . Clases caracteristicas de estos haces vectoriales, dan clases

de cohomologia en H*(X).
Dado un haz vectorial E sobre X y un polinomio invariante bajo el grupo de Weil del
grupo estructural de E asociado, existe una clase de cohomologia en
oo .
H"(X;Q) = [[HY(X;Q)
=0
que contiene a las clases caracteristicas de E. Veamos algunos ejemplos de esto.

Def: Sea E unj U(n)-haz vectorial sobre un espacio topolégico X. Sea f(z1,...,zn) una
serie de potencias formal en zj,...,z, invariante bajo permutaciones de las coordenadas, es

decir, f es una serie de potencias simétrica.

Sean o1,...,0, las funciones simétricas elementales en n variables. Entonces
f(z1,...,xzn) = R{o1(z1,.. ., Zn), . .- ,a"(‘xl,. ey Zn))
para alguna serie de potencias h. Definimos
f(E) = h(e1(E),...,cn(E)) € H™(X;Q),
donde c¢i(E) es la i-ésima clase de Chern de E.
Ejemplo: Sea

n n L
f(zly-")xn):zeti=n+zmg+z;‘i‘+"'.

g=) i=1 =1

Entonces f(E) estd definida por ch(E) € H**(X; Q), donde

ch(E) =n+a(E) + %(cl(E)2 —2c2(E)) +---.

Def: Sea E un O(m)-haz vectorial sobre X y sea n = [m/2]. Sea f(z3,...,22) una seric

de potenciay simétrica, en las variables
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Entonces L R R

£&h i) = hor(eho

para alguna serie de potencias h. Definimos : ‘ 7 ;
f(B) = h(p1(B),- .7 B) € H(X5Q))

donde pi( E) es la i-ésima clase de Pontrjagin de E.

Ejemplo: Sea

n

fen ez =11 B

i=1 =1

Claramente f es simétrica en zy,...,T, € invariante bajo las substituciones
(192 2Zn) ™ (T1y -0 s Tim1y =Tis Titlye o -1 Zn),s
por lo que f es simétrica en z7,...,22. Definimos
I(z%,...,:r?,) = f(z1,.-++%n)
Llamaremos a Z(E) la clase del indice de E.
Un célculo simple usando el principio de escisién (Teorema 2.3.2) nos da la siguiente:

Proposicién 5.4.1: [1, p. 556]

I(Ey=1~- E—l—l(gl + términos de orden superior. g

Daremos una idea de la prueba de la Proposicién:

2
z z T
o= =zttt
por lo tanto
- T _4 :c_2_+
1—e 1—e% 12

Usando el principio de escisién y el hecho de que p; es la j-ésima funcién simétrica
elemental de 2?. Témese j = 1.

Def: Sea E un SO(2m)-haz vectorial sobre X y sea f([Ii; ;) una serie de potencias en
una variable [T/2, zi. Definimos

f(B) = f(e(B)) € H(X;Q),

Sy
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donde e(E) es la clase de Euler de E.

Desarrollaremos algunos resultados para describir estas ¢lases de cohomologia.

Sea G un grupo topoldgico y sea E(G) un complejo CW contraible, sobre el cual G actia
libre y celularmente.

Ejemplo: Sea G = S!. Entonces S! actiia libremente en S$?"~! para toda n > 1 y
S ¢ $* C S$° C .... Definimos §° = U, S?"!. Entonces S! actiia libremente en
5% mediante la multiplicacién compleja. El primer grupo de homotopia distinto de cero de
5§27-1 es mp,.,. Por lo tanto 7,(S%) =0 y por un Teorema de J. H. C. Whitehead, §% es
contraible. Por lo tanto §%° = E(S').

Mas detalles acerca de los resultados mencionados mas adelante estdn en [1]

Teorema 5.4,2: Si E(G) y E(G") son complejos CW contraibles sobre los cuales G actia
libremente, entonces son G-homotdpicamente equivalentes. g

Si H C Gy E(G) es dado, podemos tomar E(H) como E(G). Los G-espacios E(G)
denotan G-haces principales. Denotamos E(G)/G por Bg.
Consideremos el grupo U(n). El toro maximal de |U(n) es T = T", donde

E(T) = B(§") x --- x E(§)
n
donde T actiia de la manera obvia sobre E(T'). Entonces

Br = E(T)/T = [] E(S")/S" = [] /5" = [[ CP™.

=1 =1 i=1

El T-haz principal es

Por lo tanto H**(Br; Q) es el anillo de series de potencias sobre Q en las variables
Zlyrevy 2
donde z; € H3(BT; Q) = Qlf=1,. .., 24]].

Sea f; la representacién compleja de dimensién 1 de T que actda sobre los complejos,

mediante la multiplicacidn compleja en la i-ésima coordenada:

(t1y. .- 2ta) - v = v,

Sea #; = E(T) X7 t;, un haz lineal complejo sobre Brp.
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Teorema 5.4.3: z; = ¢i(%), pox‘yltr)‘tanté :
H™*(Br; Q) = Z[fe1(@D)s... ;1)) w
Si G y G' son grupos topolégicos y p: G — G’ es un homomorfismo continuo, entonces

existe una aplicacién inducida B,: B¢ — Bg. Esta aplicacién B, induce a su vez otra en

ecohomologia : .
B;:H"(Bg; Z) — H''(Bg; 2).

Def: Sea G un grupo topolégico compacto y conexo con toro maxime T'. Definimos el grupo
de Weil W = W(G) de G por W(G) = N(T)/T, donde N(T) es el normalizador de 7.
Nétese que W es finito y actila sobre H**(Br; Q).

Teorema 5.4.4: Si p:T — G es la inclusion, entonces

B;H"(Bg;Q) = H"(Bri Q)"
={zeH"(BriQ)|w-z=z paratodawe W}. g

Teorema 5.4.5: Sea P un G-haz principal sobre X. Entonces existe una aplicacion
hp: X — Bg, bien definida salvo homotapia, tal que Rp(E(G)) = P. g

Def: Sean z € H**(Bg; Q) y P un G-haz principal sobre X con P = hp(E(G)). Definimos

2(P) = hp(z) € H*(X; Q).

Ejemplo: Si G = U(n), entonces N(T) = S, - T (producto semidirecto de S, y T'), donde

Sp es el grupo de permutaciones de n letras y W = S, actia sobre

H"(B,Q) = Q[[z1.- ., za]]

permutando las variables z;,...,z,. Asi, BJH**(B8¢; Q) es el anillo de series de potencias
simétricas sobre Q en las variables z1,...,z,, donde z; = ¢(%).
Supongamos que f es una serie de potencias simétrica en las variables z1,...,z,. Sea

¥V = C" con la acién usual de G = U(N) y su toro maximal 7. Formemos los haces
vectoriales E(G) xgV — Bg y E(T) xTV ~ Br. Sea Bp: Bg — Br. De los axiomas de

las clases de Chern tenemos que

¢;(B(T) xr V) = gj(e1(ti), ..., ea(Fn)).
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donde’ ‘oj es laj-ésima funcién sxmetrlca _ele
con B,H"*(Br;Q), tenemos que

G(E(G)xg V) -—;-,a,(m

De lo anterior tenemos que f(E(G) xg V) = -f(cl(—), . :’cl(t:)). Ademds, si P es un
haz principal sobre X con hp(E(G)) = P~ Sr‘E P XG V entonces

F(P xg V) = hpf(E(G) %g V) f(E(G) % V)(P).

Ahora sea G = SO(2m). El toro maximal de G es

cosfy —senf
sen cos .
T= .. :0<6; < 2n
cosf,, —senb,
send,, cosb,

que podemos identificar con T™ por’

cosf; —senb; )

18, 10m H
(™. . ¢ )r——vdlag(senoj cosb;

Sea t; la representacién compleja de dimensién 1 de T, dada por (e'%,...,e ).z = &1z
para z € C y sea f; como antes. Entonces H"(Br; Q) = Q[[z1,.-.,2zm]] para z; = ai(t;)
que en particular, es un dominio entero. Sea f(z},...,z2) una serie de potencias simétrica

en las variables 2_2,, y sea g(z1...zm) una serie de potencias en la dnica variable 2y...zq,.
Si existe una serie de potencias u(r;,...,znm) tal que gu = f, entonces u es iinica. En este
caso, definimos f/g = u € H*(Br; Q). Como f y g son invariantes bajo W, f/g también
loesy

flg € H**(Br; Q)" = H"*(Bs; Q).

Ademss, si P — X es cualquier G-haz principal con P = h}H(E(G)), entonces
(fl9)(P)=hp(f/g) € H"(X;Q)

esta bien definida.

Nétese que si p: H — G ='SO(2m) es un homomorfismo y f/g € H**(Bg; Q), entonces
B;(f/g9) € H*(B#; Q). De hecho

Bi(f) = By(f/9)B,{g0,

de identificar 2 H**(Bg; Q)
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por lo ta.nto, si B® (g) # o, escnblmos

p(f )
B:(g)’

p(f/ )_'

Def: Definiremos ch(A), donde A es una representacién compleja de U(n) de dimensién

m. Formemos el haz vectorial
Eyn) Xum) 4 = Bum),

y sea T el toro maximal de U(n). La restriccibSn de A a T es Al = L; @ --- @ L,,, donde
L; es una representacién de T de dimensién 1. Para cada i, formamos el haz vectorial
Epr x7 L; - Br,y sea u; = ey( Ep x1 L;). Definimos

ch(4) e H**(By(): Q)

como €l elemento en
W
H*"(By(.); Q)
representado por 3,2, e™.

Def: Supongamos que A es una representaciéon compleja de dimensién m de un grupo de
Lie H, por lo tanto, hay un homomorfismo p: H — U(m). Sea C™ la representacién usual
de U(m). Definimos

ch(A4) = B,ch(C™) € H**(By; Q).

5. EL TEOREMA DEL INDICE DE ATIYAH-SINGER .

Necesitamos una definicién mas, antes de poder enunciar el Teorema del Indice de Atiyah-
Singer. Sea H un grupo de Lie compacto y sea p: H — SO(2!) un homomorfismo. Sea V =
R2 con la accién usual de SO(2!). Mediante p podemos ver a V como una representacién
de H. Ahora supongamos que X es una variedad compacta, orientada de dimensién 2!
¥y que existe un H-haz principal P sobre X tal que TX & P xg V como haz vectorial
orientado sobre X. Sean M°% M!,..., M" representaciones complejas de H,y sean ¢i: V —
Hom(M?, M+1) aplicaciones H-equivariantes, tales que la sucesién

0 — M08 10Q | Gzl a1t @pen g

es exacta para toda £ € V con £ #0.
Def: Si E = (E',d') es un complejo de haces vectoriales sobre X, tal que Ei=pxg My

la sucesién de simbolos de E es la sucesién anterior, decimos que la sucesién de simbolos de

E esta asociada con la H-estructura de X.
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Teorema 5.5.1: [1, Teo. 2.17] Sea poH — SO(2!) un homomorfismo tal que el toro
maximal de H no tiene vectores fijos distintos de cero. Entonces Bp*(e) # 0. Sea X una
variedad cerrada, orientada, de dimensién 2! con una H -estructura dada por p y P. Sea E
el complejo eliptico sobre X cuya sucesidn de simbolos estd asociada con la H -estructura.

Entonces ) ,
—1)'chM?

indGE = (~1)f [Z( 3 (P)-I(TX)] (1x1).

Donde Z(TX) esta definido en la Proposicién 5.4.1 con E=TX. ]

Apliquemos este Teorema al complejo fundamental (complejo)
! 1
EF®C: 0— Qo(sog)ﬁ;ﬂl(sog)ﬁtﬂ_(sog) — 0.

con sucesién de simbolos

pr_o(_tf:;)@ld

0 — A’ T2 M @508, "8 AT a1 @ 50, A_T:M ®soE, — 0,

para 0 # v € TiM.

Sea 0
F® = A T*M ® sof,

Fl = /\1 T*M @ sof,
F?=A\_T'M@®so”.

y sea M' = Fi® C para cada z € M. Para aplicar el Teorema a F® C necesitamos definir
un grupo de Lie compacto H, una H-estructura de médulo en M' y un homomorfismo
p: H — SO(4) tal que

1) Existe un H-haz principal P sobre M con TM = PxyV ,donde V = R* con la accién
de H inducida por la accién usual de SO(4).

2) Las aplicaciones ¢;: TeM = V — Homg(M', M*1) son H -equivariantes, donde h € H
actia en L € Homg(M', M*+!) por

(RL)(m) = hL(k™'m)

para m € M',
3) FF®C=Pxg M.

Lo anterior nos lo proporciona el siguiente:

7
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Lema 5.5.2: Sea M una variedad diferenciable cerrada y orientada, de dimensidn 4. Sea
F un SO(k)-haz vectorial sobre M. Sea H = SO(4) x SO(k). Entonces existe un H-haz
principal P sobre M, talque PxgV = TM y PxyW = F. Donde V = R* con la accidn
de H inducida por la proyeccion H — SO(4) y W es alguna representacién de SO(%) con
la acecidén de H inducida por la proyeccion H — SO(k). »

Sea M una variedad diferenciable, cerrada, orientada, de dimensién 4 con forma de
interseccion positiva definida. Sea E = L @ ¢, donde L es un haz lineal complejo, € el
haz real trivial y sof ¢ Hom(E, E) es un haz real orientado de dimensidn tres. De hecho

E =2 s0f como veremos mas adelante. Asi

sof@C=(Lal)dec.

Por el Lema 5.5.2, para H = SO(4) x SO(3), tenemos un H-haz principal P sobre M
con PxgRA=TM=T'My

PxyR}=s0f 2 E

Tenemos que SO(k) actia en R* en la forma usual. Entonces AR1®C y A_R'®@C
son H -médulos complejos mediante la proyeccién sobre SO({4). De manera andloga, R3@ C

es un H-médulo complejo, mediante la proyeccién sobre SO(3). Tenemos que
NT'MeC=Pxy AN'Rt&C,
AN T"M®C=Pxy \_R*®C,
sof@C=PxyR*®C.

Tomando los productos tensoriales adecuados, obtenemos el punto 3) anterior.
Para verificar €l punto 2), tenemos que ver que las aplicaciones
T:M — Homc(M*, M™1)
v — ¢i(v)
en la sucesién de simbolos
0 — MO8z g
para F'® C son h-equivariantes. En detalle, esta sucesién de simbolos es

. Jeld
0— ATt M @s0f @ "B Al e i @ s0F @ CP PN i @sof @ C 0.
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El calculo de que ¢o es H -eqmvarxante, es el siguie
/\° T:M y w € sof ® C. Entonces ~ :
' ¢0(hv)(n®w) —(hv/\n)®w"
= (hv Ahh~'n) @ hh™'w
=h{(v AR™n) ® b w)
= h[go(v)(R"'n ® h~1w)]
= ho(v)[h~}(n ® w)]
= (ho)(n 8 w),
por lo tanto ¢g es equivariante. Un argumento similar, muestra que ¢; también es H-
equivariante.

A continuacién, haremos el célculo de indr(F) = indc(F ® C). Primero calcularemos
ch(M?*)(P). Nétese que M* como H-mddulo complejo, es €l producto tensorial sobre C de
NM=ANc'=AR'eC

y C*=R*®C para i =0,1 yde
=A_C'=A_R!'@C
y C? para i = 2. Esto implica
ch(MY)(P) = ch(Nf @c C*)(P) = ch(N*)(P)ch(C*)(P).
Sea P = h*Ey, donde h = hp (ver Teorema 5.4.5). Entonces
ch(C*)(P) = h*Bjch(Ey(3) xu (3)C*)
= h*ch(Eg x g C%)
=ch(P xz C?)
=ch{E @ C)
=ch(L ® L' B ec)
= ecl(L) + e—cl(L) +1
=3+ ¢1(L)* + términos de orden superior
e H'(M; Q).
Ahora calcularemos ch(N'){P). Sea T = 5! x 5! el toro maximal de SO(4). Tenemos
que
Nip=1
N p=t;+ 7} +ta + 51 RS BEE
s

Np =14+ t183 + 17 s,
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pa.ra.(tl,"tzjeyT. : TR S )
‘Sea z'= () € H*(Br; QW = H"(Bso(4)iQ) v v = ai(fz) € H"(Bsou); Q)-
Entonces .
, ch(N%) = B}(e®) =1 € H*(By; Q)
ch(Nl) = B;(e’ +e*+el +e7V) e H* (By; Q)
ch(N?) = Bj(1 +e" ¥ +e~(==9) € H'*(By; Q).
Por lo que

T(~1)'ch(N?)
By (P)

=h*B" 1—(e+e ™ +e¥+e¥) 4 (14 &Y + E-(z-1))
= " p”
= h*B, [—2 - (—15(2(:r2 +y%) = 3zy) + términos de grado> 4]

=2 %(2p1(TM - 3¢(TM)) € H*(M; Q).

Multiplicando por ch(C?*)(P) tenemos

T(—1)’ch(M?)

= (3 + ¢1(L)?{M] + términos superiores) (—2 - %(2p1(TM) - Se(TM))) .
Para completar el cidlculo, ndtese que por el Teorema de la signatura de Hirzebruch
™ . .
%—-—)([M]) = sign(M) = dimq H3(M; Q),
ya que suponemos que M tiene forma de interseccién positiva definida. Como H,(M;Z2) =0,
e(TM)M] = 2 + dimg H2(M; Q).

Finalmente, recordemos de la Proposicién 5.4.1, que

I(TM)=1— P]_(ig_ﬂ’f_) + términos de orden superior.

Entonces _ )
indc(E® C) = [—-—-—Z(—;)‘.:(C?)(Ml)

= [~2e1(L)? - 2@p(TM) - 3e(T M) + 625 ((M])

= [~2eu(L)? - § (B5M) — o(T M) ([M))

= —2¢;(L?[M] + 3

= —2p1(E)[M] + 3

(P) ‘I(TM)] (M)
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(ver demostracién del Teorema 4.7.2). Juntando todos los cdlculos anteriores hemos probado
el siguiente:

Teorema §.5.3: Sea L un haz de linea complejo sobre una variedad M compacta, orien-
tada de dimensién 4, cuya forma de interseccidn es positiva definida. Supongamos que
Hi(M;Z;)=0. Si E+L@c y df es cualquier conexién autodual en E, entonces

indd® = indpF = indcE ® C = —2¢,(L)2[M] + 3. §
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CAPITULO 6

EL ESPACIO DE MODULI VIRTUAL
DE CONEXIONES VIRTUALES

Mistica integral,

melémano alfiler sin fe de erratas,
que yendo de puntillas por el globo
las libélulas atas y desatas.

— RAMON LOPEZ VELARDE (1932)

1. INTRODUCCION .

A lo largo de este capitulo emplearemos la siguiente notacién. Sea M una variedad diferen-
ciable cerrada, orientada, de dimensién 4, con forma de interseccién positiva definida y tal
que H;(M;2;) =0. Sea F un SO(3)-haz vectorial sobre M. Entonces

G =T(SOg) = el grupo de norma .

C =C(E) = ' (sof) = el espacio de SO(3)-conexiones en E

A = A(E) = el espacio de SO(3)-conexiones autoduales en E

B =B(E)=C/G = el espacio de mdduli de conexiones

M = M(E)=A/G = el espacio de méduli de conexiones autoduales.

Nuestro objetivo es entender la estructura de los espacios de méduli M y B. Para ello,
introduciremos una serie de normas en 7(E), llamadas normas de Sobolev, y considerare-
mos completaciones respecto a esas normas. A los espacios completados, los denotaremos

subrayando el simbolo del espacio respectivo.

Estamos interesados en la estructura del espacio de méduli virtual, de las conexiones
virtuales autoduales. En este capitulo, trataremos al espacio de méduli virtual B, y en el
sigutente a M.

La topologia de 3 estd determinada por las propiedades del grupo de transformaciones
de la G-accién en C (que esencialmente estd determinada por la G-accién sobre C). Por
ejemplo, los puntos singulares de B, corresponden a las érbitas Gz de puntos = en C, donde
el grupo de isotropia G, en z es no trivial. Para determinar los puntos singulares, debemos
describir los grupos de isotropia G, para z €C.
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2. CONEXIONES VIRTUALES .

En esta seccién, extenderemos la nocién de conexién, usando las completaciones' de Sobolev

y les llamaremos conexiones virtuales en E.

Sea E un haz vectorial sobre cualquier variedad diferenciable M, y supongamos que E

y M tienen métricas Riemannianas. Sea df una conexién en E.

Def: La k-norma de Sobolev en Q7(E), esta definida por

6% = [, (16l + I4BSI® + - + @B YaI)

para ¢ € Q"(E) y k 2 0. Métricas y conexiones equivalentes dan normas equivalentes.

Def: Sea QL(E) el espacio de Hilbert obtenido al completar a Q7(E) respecto a la k-norma
de Sobolev.

La razén para trabajar con Q}(E) en vez de Q"(E), es que en el espacio completado,
podemos emplear herramientas de andlisis, como lo son, los teoremas de la funcién implicita
e inversa, el teorema de la aplicacién abierta y resultados de soluciones de ecuaciones difer-
enciales parciales. Para que este analisis sea 1til, tenemos que asegurar que el espacio de
conexiones completado se comporta bien respecto a la accién (completada) del grupo de

norma. Esto lo haremos después de establecer algunos resultados preliminares.

Tres teoremas de analisis respecto a las completaciones de Sobolev, son esenciales para ex-
tender el desarrollo de las conexiones y las transformaciones de norma. Estos son los teoremas

de encaje de Sobolev, los cuales enunciaremos sin demostracién (ver [12, Apéndice I}).

Def: Un operador en un espacio de Hilbert se lama totalmente continuo cuando transforma

toda sucesién débilmente convergente en una convergente fuertemente.

Sea E un haz vectorial Riemanniano sobre una variedad compacta de dimensién 4.

Teorema 6.2.1: Sea k — 2 > ! y sea C!(E) el espacio de secciones de E con ! derivadas
continuas. Entonces Q(E) C CYE) y en particular, existen encajes totalmente continuos
U(E) c CHE) y W(E)C CUE). &

—
Sean E y F haces vectoriales Riemannianos sobre M.
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Teorema 6.2.2: [Relaciones bilineales] E! producto tensorial

cacion bilineal continua

2(E)® UF) = U(ES F)

para0<i<k,conk>3. n

Teorema 6.2.3: [Teorema de Rellich] Si & > !, entonces la inclusién Qi (E) C Q)(E) es
continua y si k > 1 es completamente continua. g

A continuacidn, fijaremos la notacién y las siguientes abreviaciones:
GE)=Gi(E)=¢
Ql(E) = Q‘;—I(E) i=0,1,2
Q(e)=Q' el espacio completado de i-formas en M
02 (s0f) = cerradura de 22 (s0f) en Q2 (s0F).

Empleando las relaciones bilineales obtenemos una aplicacién bilineal continua
2°(E) @ Q' (s0”) — Q'(E)

y representa a Q'(s0F) como un espacio de operadores lineales de Q0(E) a Q!(E). Fijemos
una conexién base df en E. Entonces df + A: Q% E) — Q'(E) es un operador diferencial
de primer orden, siempre que 4 € Q*(sof). Definimos

C(E) = {df + A:QYE) — QY(E) | A € 2'(so®) }.

Llamaremos a C(E) el espacio de coneziones virtuales en E. Damos a C(F) una topologia
tal que A — df + A es un homeomorfismo de Q!(sof) a C(E). Desde ahora, usaremos la

notacién df para conexiones virtuales,
La aplicacién
R_:0(sof) = Q% (so®)

se extiende a una aplicacién .
R_:92'(s0f) — Q2 (s0f).
Sean
AE)={dfec(B) | R_(d®)=0} =4
M(E)= AE)/GE)=A4/G=M
B(E)=C(E)/G(E)=C/d=B.
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Teorema 6.2.4: G es un grupo de Lie modelado sobre un espacio de Hilbert y Ia accidn de
G en C se extiende a una accién diferenciable de G en C. L
Dem: Para un bosquejo de la demostracién véase [12, Teorema 7.10,p. 22]. g

Def: Una conexién virtual reducible df, se define directamente para un SO(3)-haz vectorial
E. Se requiere que £ = L @ ¢ para un haz lineal complejo L y df = dl @ d, donde dL esla
conexién virtual en L. El conjunto de conexiones reducibles virtuales es denotado por C,.4.

Los puntos en el complemento ¢ = € — C,.q son llamados coneziones virtuales irreducibles.

Obsérvese que las conexiones virtuales son automaticamente ortogonales por definicién,
es decir, satisfacen
d(s1,92) = (431, 82) + (81,dFs2)
para s; € Q(E).
A continuacién, se darin dos teoremas que proporcionan propiedades esenciales de las

conexiones, necesarias para estudiar los espacios completados.

Teorema 6.2.5: Sea dE:ﬂo(E) — QI(E) una conexidn virtual en E, donde E es un haz
vectorial Riemanniano sobre una variedad M compacta, conexa y orientada de dimension 4.

Entonces

(i) kerdf es de dimensién finita y dF tiene rango cerrado. Si 31,92 € kerd® y s1(2) = s2(z),
para alguna ¢ € M, entonces 381 = 83.

(i) Si df es una conexién, ker d¥ C QU(E) (es decir, las secciones en kerd® son C*).

(iii) Para cada k = 1,2,3,4, existen constantes c; tales que
lslle < cxlldBslig—1
para toda s € (ker dE)L,

Dem:
(i) La demostracién es esencialmente la misma que la del Teorema 4.2.1.

(ii) El que kerdf ¢ Q(E) cuando d¥ esuna conexidn, se sigue del hecho de que las soluciones
del sistema de ecuaciones (§) en el Teorema 4.2.1, con ¢ € QU(E), caen en Q¥ E). Ver

(8]



Capitulo 6: El Espacio de M&duﬂ Virtué.l'de'Coﬁexjo’ne's Virtuales
(iii) SEa df = D una conexién fija en E. Entonces d¥ = D + A para alguna A € Q'(sof).
Para u € Q%(E) y 0< s < 3,

s = f Clull + UDul? + -+ + D))

= [P+ [ (UDul 4 + D™ u)?)
= Nulf + 1 Dul.

Por otro lado tenemos que lull2 < ||u||2, entonces
Mullies < llulld + 1Dull? < Null® + 2(ull? + | Duli3,
por lo tanto
() llullses < llulls + [ Dulls.
De la desigualdad triangular
[l41 - 1 Bll| < 4 - BY
aplicada & A = Du y B = —Au, tenemos

[1Dulls — Nl 4ully] = |I1Dull; - | - Aulls

=< |Du — (—Au)lls = || Du + Aul,,

por lo tanto,
| Dulls < | Du + Aull, + [} Aull,.

Como la multiplicacién por A es un operador acotado, existe ¢; > 0 en R, tal que

lAulls < eflulls,

por lo que

1 Dulls < §Du + Aulls + erfjulls.

—hen

Combinando con (*) tenemos que

llulls+1 < 1Du + Aulls + (e1 + Dlfulls
S (e + D)(I1Du + Aulls + Hulls)-

Si hacemos ¢ = ¢ + 1, entonces

(+*) lullsr £ e2(l|Du + Aulls + [|ulls)-
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La desigualdad (%) imﬁﬁéa ;‘qu'e‘texxs e una éé)néfanté csy tal que
Neillara < eo(l|Du + Aull,), -
para toda u € ker(D + A)L = K. Si no es asi, entonces para cada n € N existirfa u, € K

tal que
|[Un”a+l > Tl"Dun + Aun",.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que |juyl{;+1 = 1 para toda n. Entonces
tenemos una sucesién {us}52; C K, tal que |lualls41 =1y ||Dun + Aunlls < L para toda
neN.

La sucesién {up} converge debilmente en Q0,;(E) a un elemento de ker(D + 4), y
como cada u, € K, tiene que ser al cero. Entonces por el Lema de Rellich, {us} converge
fuertemente a 0 en QI(E). Pero por (++), ||un||s+1 converge a 0, lo que es una contradiccién

con la suposicién de que ||uglls+1 = 1 paratodane N. g

Sea hE:QUE) — E. la evaluacién en z € M.

Corolario 6.2.6: La restriccion hE|y, 45 — E: es una isometria sobre un subespacio lineal
de E;.

Dem: La misma del Corolario 4.2.2. g
3. GRUPOS DE ISOTROPIA .

En esta seccién usaremos las propiedades de las conexiones virtuales establecidas en la seccién
anterior, para describir los grupos de isotropia de la G(E)-accién en C(F) y A(F). Dos de
los resultados principales, son andlogos exactos de los Teoremas 4.3.7 y 4.7.3. Las pruebas
son las mismas, excepto por apropiadas substituciones de las propiedades de las conexiones

virtuales en las pruebas del Capitulo 4.
Def: El subgrupo de isotropia de G de una conexién virtual df € C ests definida como

rdf)y={geg|gdfg~! = df}.

.

A continuacién, daremos otra descripcién de I'(dF). Sea d°™E:£) 1a conexién virtual

en Hom(E, E) inducida por la conexién virtual d€ en E. Entonces

(1) r(df) = {g € Q%(Hom(E, E)) | g'g =1, dHem(EE)g =0},
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Nétese que esta definicién concuerda con nuestra notacién previa para I'(d€) cuando
df es una coneccién. En este caso dHom(£.E) g5 una conexién en Hom(E, E), por lo que
el Teorema 6.2.5 (ii) se aplica a la descripcién anterior de ['(df) y muestra que I'(df) C
Q%Hom(E, E)).

Para uso posterior, pondremos esto en terminologia de grupos de transformaciones. Sea
G, (respectivamente G:) el grupo de isotropiaen = € C (= € C) respecto a la G-accidnen C
(G-accién en C). Entonces

i) ¢, = I'(d%) para x = d€ € ¢ por definicién de T'(dF).

(ii) SizelCc(, G: =G, por el Teorema 6.2.5 (ii).

Por lo tanto df denota a una coneccidén virtual en E, y si df es una conexién, empleare-

mos la misma notacién.

Corolario 6.3.1: Sea z € M. Entonces la evaluacion en z dada por
pflem(E:E), g —, SO(E.)

manda a I(dF) inyectivamente en un subgrupo cerrado de SO(E;).

Dem: Se sigue del Corolario 6.2.6 (con Hom(E,F) en vezde E) yde (1). g

Como en el caso de las conexiones autoduales, existen grupos de cohomologia asociados
con las conexiones virtuales autoduales. Si df es cualquier conexién autodual, el complejo
fundamental asociado a ella es

(I) 0 — QO(SOE)dlinEﬁl (SOE)cF:d_i_odm

Q2 (s0f) — 0.

Este complejo es eliptico, es decir, su sucesién de simbolos es exacta, ya que la sucesién
de simbolos es independiente de la conexién virtual, y hemos visto en el Capitulo 5 que la
sucesion de simbolos de una conexién autodual es exacta.

Como el complejo (}) es eliptico, sus grupos de cohomologia son de dimension finita y los
denotaremos por
H'(d®) = kerd' /imd*~L.
Nuevamente debemos notar que esta definicién coincide con la definicién del Capitulo 4

cuando df es una conexién.

Para el resto de este seccién, E es un SO(3)-haz vectorial sobre una variedad M com-
pacta, conexa y orientada de dimensién 4, con forma de interseccion positiva definida y
H(M;Z;) =0.

A continuacién damos dos teoremas que muestran que los resultados del Capitulo 4 no
cambian al hacer la completacién de Sobolev.
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Teorema 6.3.2: Sea df una conexion. . Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(i) dF es reducible.

(ii) T(dE) = §' = s0(2).
(iii) T(dE) # {1d}.

Recuérdese del Lema 4.7.3, que el grupo Z; actiia en el conjunto de clases de isomorfismo
de haces lineales complejos: el generador 7 de Z; manda a un haz lineal complejo a su
conjugado complejo. Sea L un haz lineal complejo sobre M y E =L @¢. Sea

S(L) = {{L')| L' es un haz lineal complejo, L' ® e 2 L & ¢ }/Z2,
donde [L'] denota la clases de isomorfismo de L.

Teorema 6.3.3: El conjunto de G(FE)-clases de equivalencia de conexiones virtuales re-
ducibles autoduales en E = L & ¢, estd en correspondencia uno a uno con el conjunto de

Z,-clases de equivalencia de haces lineales complejos que descomponen a E, es decir

A(E)red/Q(E) S(L)

Para ilustrar como las pruebas del Capitulo 4 se adaptan aqui, mencionaremos los puntos
claves en la prueba del Teorema 6.3.3. (Su prueba imita la del Lema 4.7.3).

(1) Sea L un haz lineal complejo sobre M. Entonces
T:C(L)/G(L) — {z € Q(e) | [¢] = ex(D) }
es un isomorfismo. Aqui, 7(df) = c;(fi;R(dE)) = —i-R(dE).
(2) A(L)/G(L) es un punto. (Comparese con el Corolario 4.5.3).

() g(L)={el: M — 51| f € 9%e)}. (Compérese con el Lema 4.4.1).

Las demostraciones de los Teoremas 6.3.2 y 6.3.3, son son exdctamente las mismas para

sus andlogos 4.3.7y 4.7.3. El Teorema 6.2.5 nos da propiedades necesarias de las conexiones

virtuales, necesarias para demostrar 6.3.2 y 6.3.3, de la misma manera que su andlogo, el

Teorema 4.2.1 nos sirvié para demostrar 4.3.7 y 4.7.3.

En el siguiente teorema, describiremos los resultados anteriores, es términos de grupos de

transformaciones.
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Teorema 6.3.4: La G(E)-accion en C(E) y A(E) tiene las siguientes propiedades:

(1) Hay exactamente dos clases de grupos de isotropia de la accién de G(E) en C(E), que
son {Id} y S!. .

(2) A(EYE)GE) = A(E)rea/G(E) es finito para h = S!. (Compdrese con el Lema 4.7.3 y
el Teorema 4.7.4). Donde

AE)D = {2 c AB)|G(E), 2H). g
4. LA TOPOLOGIA DE B .

El resultado principal de esta seccién es el teorema de las rebanadas, que describe las vecin-
dades G(F)-invariantes de las G(F)-érbitas de los puntos de C{(E). Como resultado de este
teorema, obtenemos la descripcidn del espacio de érbitas B(E) = C(E)/G(FE).

Nétese que cualquier conexién virtual d? € C(E) determina un isomorfismo
2(df): ' (s0F) — ¢

dado por Q(df)(A) = df + A paratoda 4 € Q!(s0f). Obsérvese que Q(dF)(0) = df. El
grupo G actiaen C por g-df = gdfg~!, pare df € Cy g € §. Existe una tinica accién de §
en Q(sof) para la cual ©(d) es un isomorfismo equivariante. Si es equivariante, entonces
AdF)g- 4) = g- 2d"N4)’
dF)7'2(d)(g - 4) = QdF) g 2(dF)(4)
g-A=02dF)"g (d¥ + 4)
= Q(d®) 1g(df + A)g™!
=g(d¥ + A)g™" - d®
=gdfg! + gAg™! —dFgg~!
= (9df ~ dFg)g™! + gAg™!
= ~(d*"g)g™" +g4g~",

ya que Q(dE)"1(dF) = df — dF y d® = giom(EB) |,

Entonces, tenemos que la naturaleza local de las érbitas de la G -accién en C, es equivalente
a la naturaleza local de la érbita de la G-accién en Q!(s0f).

Sea I' = I(d€) el G grupo de isotropia de df € . Obsérvese que

ker6®® = {A € 0'(sof) | 6" A =0}
O'(dE, ) = { A € ker 6 | |Alls < £}
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son subespacios de I'-invariantes de Q!(sof), donde I actlia por

g -A=gAg}, g€erT, AGQI(SOE).

Ademids, Q(d€) manda a @'(d¥,¢) isomorfa y equivariantemente en
O(dB,e) = {dE+ 4|8 4=0, 4]z <)

Cuando trabajemos con el espacio de drbitas X/G de una G-accién sobre un espacio X,
usaremos [z] € X/G para denotar el punto de X /G determinado por z € X .

Sea g xr O(dE, &) el espacio de érbitas de la I'-accién sobre @ x O(dE, ¢), definida por
7(g,z) = (97, 7x), donde [g, z] denota el punto en el espacio de érbitas, determinado por
(g’ z).

Teorema 6.4.1: [Teorema de las rebanadas para C] Sean dfeg¢, r=r@d®) ye>0
suficientemente pequeiia. Entonces la aplicacidn

gxr O(df,e) = C,
definida por [g,z) — g -z con = € O(dF,¢), es un isomorfismo equivariante, sobre una

vecindad abierta equivariante, de la G-érbita de d£.

De la discusién anterior, este teorema nos da un teorema equivalente para Q(sof) que
enunciaremos de manera mas formal, para introducir la notacién para la demostracién.

La aplicacién :G x ker&®” — QY(sof) definida por ¥(g,4) = g- A, para g € § y
A € ker 8%0° , induce las aplicaciones

$:G xp ker 6*° — Q(sof)"

95 G xpr O'(df, ) - N'(so%)
para € > 0.
Teorema 6.4.2: [Teorema de las rebanadas para Q'(sof)] Sean df ¢ ¢, I = [(df) y
€ > 0 suficientemente pequefia. Entonces la aplicacién
¥e:g xp O'(df,e) - Q'(sof)
es un encaje abierto equivariante, sobre una vecindad de la §-érbita de 0 € Q*(so%).

Probaremos el Teorema 6.4.1, demostrando el enunciado equivalente 6.4.2, para ello,
veamos primero algunos lemas.
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Lema 6.4.3: El espacio tangente en d€ de la drbita de df ‘bajo G, es TyeGd¥ =im deo® ¥y
TyT(dE) = ker d®”, donde
d%°: 0%so”) - Q!(soF).

Dem: Definimos ¢:§ — C: g — gdEg~1, por lo tanto, la imagen de i es la Srbita de dF.
g ga=g

Sea di la diferencial de i, Ahora consideremos el diagrama
Tig 2L TyusC

Q%sof) ‘if» Q' (sof).

La igualdad TiI'(d) = ker d%® se sigue de consideraciones generales que probaremos en
el lema siguiente. Primero verifiquemos que el diagrama anterior conmuta, para ello, notemos
que g; = e'7 para v € Q%s0F) es una curva que pasa por 1 en G cuya tangente en el origen
es identificada con 7 bajo el isomorfismo Q%sof) = T)G. Entonces para s € £%(s0F),

%e“dEe'“(s) li=o = ye'TdEe=t1(s) — e”dE’YC_h(s) =0
= 1d¥(s) — dfy(s)
= —d*"y(s)
por otro lado,

. d - E
di(y) = Et-e‘vdﬂe M | _o=—d% (7). g

Lema 6.4.4: Sea G un grupo de Lie, que actda diferenciablemente en una variedad X . Sea

zg € X y sea ¢ la composicion

G+ Grg— X : g —+ gxo.
Entonces T)Gxo = kerdi, donde Gzg es el grupo de isotropia de zg.
Dem: Para cualquier v € TYG, sea 4¢(v) una curva en G con

d —
To() =1, () lg= v
Entonces yt(v) determina un campo vectorial V, sobre X por
d
Vile) = ()= lico

Nétese que
d ,
Vo(20) = S(0)(@0) leco= di(v).
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"Los puntos fijos de X bajo la curva, ovectona.l, es

decir

XM = {5 € X | Vele) = 0}

Si v € kerdi, entonces Vy(zg) = 0, por lo ta.nfo, zp es fijado por 1(v) y v € T1Gzp. El
argumento es reversible. g '

El Lema 6.4.3, implica que d=*® tiene rango cerrado, por lo tanto, im dws, el espacio

tangente a la Srbita, tiene un complemento ortogonal. Entonces Q!(sof) = im d®o” @ker 6%° .

Def: Sea 1: G x ker §° == Ql(soE) definido como antes por

W(g, A) =g A = —[d"(9)]g™! +gAg~! € Q}(s0E).

Calculemos la diferencial de ¥ en (1, 0). Nétese que’

d(1.0): TiG © ker(8°7) — ToQ'(s0F) = @(s0”).

Como Q(s0f) =im d=* @ ker(é“s), podemos considerar a la diferencial como la apli-
cacién

10y 2°(s0F) @ ker(6°°%) — im 6%,

Sea v € Q_o(soE), y sea A; una curva en ker 650° tal que
d
EAl |¢=0= a-

Sabemos que
B(e', 4) = —[d“s(e"’)]e—"’ + e Age™t,

por lo que
0,01 @) = S, 40) locg
= (gt e |,
=—d*"(7) +a

€ im d*° @ ker 6%,

Asi, dip ) = (—d®°®,1d); y por lo tanto, una condicién necesaria y suficiente para que
di(1,0) sea un isomorfismo, es que T\ T(dF) = ker d**® = 0. Del Teorema 6.3.3, este es el caso
siy sélosi d¥ es irreducible. Bajo esta condicién, ¥ es un difeomorfismo local en (1,0).
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El caso reducible es similar, excepto que ahora tenemos que tomar en cuenta los grupos
de xsotropxa Si df es reducible, entonces kerd®® es de dimensién uno y genera. el grupo

exp(ker dse”® ). Donde exp: TiG — G es la aplicacidn exponencial.
Def: Denotaremos a exp((ker d®°® )J') C G por I't, que es una subvariedad de codimensién
1 de G cerca del elemento identidad de G. Definimos

wo: T x ker6®” — Q!(s0f)

por g = 3 I[‘J.xker6w5'

Nétese que difg(; 9y es un isomorfismo, por lo que es un difeomorfismo local en (1,0).

Demostracién del Teorema 6.4.2: Como % es equivariante, el teorema queda de-

mostrado si se prueba que la diferencial dyyy o es un isomorfismo y que

(i) ¥lg,A1] = ®[1,42] = [g1,A1] = [1,A;] donde ||4)]l3 ¥ [|A42]|3 son suficientemente
pequenos.

Para comprobar esto, veremos a la aplicacién iy como la composicién
E E ¢
'L x ker & i“eQ xr ker 6% Jb—»ﬂl(soE).

donde 4(1, 4) = {1, A].

Hemos visto que la aplicacion 1o es un isomorfismo local en (1,0) y que su diferencial es
la identidad. Se puede ver que lo mismo sucede para dyy en (1,0), y por lo tante di(; q) es
un isomorfismo.

Verificaremos (i) en dos pasos. Primero mostraremos que
(i) #lg, A] = ¥[1, A2} = {91, A1) = [1,42] si y |lg1 — 1}js s0n suficientemente pequeios.
Entonces veremos que

(i) g =g17 donde v €T vy [lg1 — 1[l4 es pequefio si P[g, 41] = P[1, 42] ¥ [[A1ll3, [|42[ls son
suficientemente pequefios.

Como la diferencial en (1,1) de la muitiplicacién m:I-L xT' — G es la identidad, m esun
isomorfismo local. Esto quiere decir, que si ||g —1||4 es pequefio, existe una y € I'y 4Ltert
con ||yt —1]|l4 pequeiia, tal que ¥t = g. Entonces bajo la suposicién de (i)

wo(vh, 741) = B[rt, 41
= '7’[13 AZ]
= tho(1, A42).

94



- Capitulo 6: El Espaf:icﬁ :dé;MdHuIi-~.

Como 11)0 es un isomorfismo local en (1,0) y (1 ,7A1 Ag), apl:cando t,bo

igualdad, obtenemos la conclusién de (ii). ; :
Ahora veamos (iii). La suposicién de que ¥[g, Al] = 1b[1 Ag] 1mplxca
—(aom(EElg)g~1 1 gA1g71 = Ay,
es decir, dBem(&EE)g = g4, — A1g. Como
gc Q°(Hom(E, E)) = ker d1om(EE) g (ker dllom(BE)yL
podemos expresar a g como la suma ¢ = v + go, donde 79 € kerdH™EE) y 4 €

(kerdHom(£:£))L  Como d¥ es una conexidn, el Lema 6.2.5 implica que existe una constante

¢; tal que .
llgolls < crlldtem(EE) go|lq

= ¢yjjdliemEElg|l
=cillg4r — A2glfo

< ci(figAillo + || 42gl0
< alllAtllo + || Az2llo)
< 2cie

si 4; € O'(d£,¢), con i = 1,2. Este mismo argumento puede ser repetido cuatro veces, para
obtener la estimacién ||gofl4 < "¢ para alguna constante c*.

Ahora veremos que existe una v € T tal que |[yp—~|l4 es pequeiia. Para cualquier z € M,
el homomorfismo
hs: Q%(Hom(E, E)) ~ Hom(E;, E:) =V
manda a ker dHo™(E\E} jsométricamente, sobre un subespacio lineal W de V por el Coro-
lario 6.2.6.También manda a § en un subgrupo de G = SO(dim E;) y a I' isomorfamente
en

A(Ty={weWiww=1}

Recordemos que ||z|| = traza(z'z) para z € V. Esto significa que si z € W y z'z estd
cerca de 1, ||z|| estd cerca de |[1}] ¥ por lo tanto estd acotada. Como W es de dimensién
finita, esto implica que si z € W y z'z estd cerca de 1, z estd cerca de h,{I'). Aplicando
esto a hz(y0) concluimos que existe v € T" tal que ||k:(¥) — hz(70)| es pequedia. Como
hz:ker dHoM(EE) | W es una isometria, |7 — 70l|4 es pequefia. Por lo tanto tenemos

g=7+(0 =7 +g=0+(0-7+a00r™ )

donde vy €T y g1 =1+ (70 — v +g0)7"! estd cerca de 1 en || ||s. Esto completa la prueba
de (iii), ¥ por lo tanto la demostracién de Teorema. g
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5. B ES HAUSDORFF .

Para ver que B es Hausdorfl, necesitamos el siguiente

Lema 6.5.1: [12, Cor. 10.20, p. 36-7] Para una conexion d€ € C fija, existe un polinomio
e(z,y) tal quesig €G, A1, Az € Q'(soF) y

9(d® + A1)yt = df + Ay,
entonces |iglla < e(llA1lls, [ 42ll3). =

Si B no es Hausdorf, existe una sucesion de conexiones {dE} y {dE} en C que convergena
dE y a dE en C respectivamente, tales que gndEgr dE paraalguna ¢g; € G,y df =df+A4
para 4 € Q!(sof).

Sean {An} y {An} sucesiones en 9'(s0F), con df =df + A,, df =df 4+ A4,, 4, =0
y An — A, donde la convergencia es tomada respecto a la 3-norma de Sobolev || |[s. En
particular, las sucesiones {A4n} ¥ {An} estdn uniformemente acotadas en || {|a, por lo que el
lema implica que {g,} estd uniformemente acotada en || ||4. Un teorema de Rellich implica
que existe una subsucesion de {gn} que es una sucesién de Cauchy en || [|3. Notese que

dl{om(E,E)gn = gndn — Angn-

Por el Teorema de Rellich, {d#om(£:E)g ] tiene una subsucesién de Cauchy
{dllom(E,E)g"k}

en la norma || {|3. Como {gn} y las derivadas son de Cauchy en || {la, {gn} tiene una
subsucesién de Cauchy en | {4 que converge a un punto ¢ € Gy = G. Pero entonces,
gdfg—1dE = d€, lo que contradice el hecho de que df y d€ no estdn en la misma G-érbita.

Del Teorema de las rebanadas 6.4.1 y de la discusién anferior tenemos el siguiente:

Teorema 6.5.2: [Teorema de estructura] {12, Teo. 10.4]

1. B =_/G es Hausdorf.
2 B= C/C tiene estructura de variedad de Hilbert, con cartas locales O(d¥ &) = #®(d£,¢)

para ¢ suficientemente pequiia, que depende de 4 en ¢. Donde m: (. — B es la proyeccidn
sobre las érbitas y C=C —~ Crod-
3. m:C —+ B es una G-fibracién principal.
4. Para d¥ € C,.q, la aplicacién w: O(d¥,e)/T(dE) — B es un homeomorfismo sobre una
vecindad de [d¥] € B y un difeomorfismo en el complemento del grupo de isotropia G,. u

Observacién: Como B es Hausdorff, las §-érbitas son subconjuntos cerrades de (.
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CAPITULO 7

EL ESPACIO DE MODULI VIRTUAL
DE CONEXIONES AUTODUALES

Imagination is more important than knowledge.
— EINSTEIN (?)

1. INTRODUCCION .,

Sea M una variedad diferenciable, cerrada, orientada, de dimensién 4, con forma de inter-
seccion positiva definida y Hi(M;Z2) = 0. Sea L un haz lineal complejo sobre M con
c1(L)’[M] > 1. Sea E = L@ e y C = C(E). Nétese que la condicién de que ¢;(L)?[M] > 1
implica que ¢1(L) tiene orden finito en H*(M;Z).

El espacio de méduli virtual M = M(FE) de conexiones virtuales autoduales, es el espacio

e G-orbitas del conjunto de ceros de la aplicacién equivariante

R_:C — Q% (so®).

Existen algunas dificultades con la topologia de M, pero una pequeiia perturbacién
equivariante R de R_ tiene un conjunto de ceros cuyo espacio de érbitas M' = M'(E)
tiene propiedades topoldgicas interesantes. El analisis de M’ nos da restricciones sobre las
formas bilineales que son formas de interseccién de variedades de dimensién 4.

El objetivo de este capitulo, es demostrar los siguientes teoremas.
Teorema 7.1.1: 8i 0 < ¢;(L)}{M] < 4, el espacio de m’oduli M(E) es compacto.
Teorema 7.1.2: Supongamos que .

M(E) = {dF e ¢| R-(dF) = 0}/g

es compacto. Entonces existe una perturbacién compacta R = R_ + o tal que el espacio
de méduli perturbado

M(E)={dfe¢|R(dF)=0}/g
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es una variedad diferenciable compaéta cbp V|Hj (M;Z)| singularidades definidas

:qauciblles.' Cada punto singular, tiene una

por las G-crbitas de las conexiones autodu
- donde d = ¢1(L)2[M] — 1. La dimension de

vecindad homeomorfa a un cono sobre" CPi-
M' es R
—indd® =2d = 1 = 2¢,(L)}[M] - 3.

2. REPRESENTACIONES DEL GRUPO DE ISOTROPIA .

Las representaciones H*(dE) de T{d¥) con d¥ una conexién autodual, juegan un papel muy
importante en ¢l andlisis del espacio de mdduli virtual de las conexiones autoduales. En esta
seccion describiremos dichas representaciones.

Recordemos que E = L @ ¢ es un SO(3)-haz vectorial reducible sobre M. El producto
cruz vectorial, define un isomorfismo de haces vectoriales E = so® para cualquier SO(3)-haz
vectorial E, no solamente para haces reducibles. En el caso reducible, es facil verificarlo y

ver que el isomorfismo es I'(df)-equivariante para cualquier SO(3)-conexidn virtual en E.

Proposicién 7.2.1: Sea E = L@ ¢. Existe un isomorfismo ' = I'(d®) equivariante I E —

sof definido sobre la fibra E; para ¢ € M por
(v, t)(w,u) = (itw + vu, - R{w, v}),

donde R denota la parte real de un niimero complejo, { , } denota la métrica Hermitiana en

L,y
(v,)eL: De; ECBR,

(wu) el de, =CaR.

Dem: Es facil ver que I (v,t) es antisimétrica, I'(d€)-equivariante y un isomorfismo sobre

las fibras.

El isomorfismo I y la descomposicién de E da una descomposicién de los I'-mdédulos
QP (sof) = QP(L) @ 07(e).

(Como ¢ es el haz trivial, QP(¢) es el espacio de p-formas sobre M .)
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Proposicién 7.2.2: La descomposicién anterior, inducida por la conexién reducible d€ en
E, es T'-equivariante, donde I' actia trivialmente sobre QP(¢) y mediante la multiplicacién

compleja sobre QP(L). Las aplicaciones lineales
de; QP(SOE) N Q”'H(SOE)
preservan la descomposicidn y se restringen a

a=®:9(e) — QF+(e)

dME:QP(L) N Qp+l(L)

donde la primera aplicacion es la derivada exterior y la segunda es lineal compleja y por lo

tanto, conmuta con T'. g

A continuacién, veremos algunos resultados, que junto con la Proposicién 7.2.2, nos ayu-

dardn a describir la homologia H*(d£) del complejo fundamental
wf 0o
0 — Q%s05)E5 01 (505502 (s0F) — 0

de una conexién virtual autodual d€. Si df es reducible, entonces de la Proposicién 7.2.2

obtenemos descomposiciones

HY(dP) = HY(d? |)) @ H(¢)

© HYdF) = H2(dF | ) @ HE(e),

donde H?(e) = H2(M) es el espacio de 2-formas arménicas antiautoduales, o equivalente-
mente, el subespacio de H2(M) sobre el cual la forma de interseccién es negativa definida.

Esto nos da la siguiente:

Proposicién 7.2.3: Sea M una variedad de dimensién 4 compacta, con forma de inter-
seccion positiva definida y Hi(M;Z2) = 0. Sea L un haz lineal complejo sobre M v df
una conexién virtual reducible en E = L @ ¢. Entonces H(dF) = C*+d H?(dF) = C*
para d = ¢;(L)2[M] — 1 y para alg’un entero k; ademds, I(d€) = S! actia sobre H}(dF) y
H?(d®) mediante la multiplicacion compleja. Finalmente, H(d%¥) = R..

Dem: Hl(e) = H(M) =0y H%:(e) = H (M) =0, ya que H;(M;Z2) = 0 y M tiene
forma de interseccién positiva definida. De la descomposicién () y de la Proposicién 7.2.2,
tenemos que para i > 0, H(dF) = H'(d? | L) €s un espacio vectorial complejo sobre el cual
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'(df) actia mediante la multiplicacién compleja. Por el Lema 6.4.3, el espacio tangente a la
identidad de T(df) es kerd®e® = HO(d%); por lo tanto H%(d¥) = R.. Por el Teorema 5.5.3,

inddf = 1 — dim H}(d®) + dim H*(d%)
= —2¢)(L)*[M] +3;
por lo tanto

dim H'(dF) — dim H2(dF) = 2¢;(L)?[M] — 2.

Como “dim” significa dimensién real, las dimensiones complejas de estos dos espacios
vectoriales, difieren por ¢)(L)*[M]—1. §g

Proposicién 7.2.4: Si E es un SO(3)-haz vectorial sobre una variedad M compacta, o-
rientada, de dimensidn 4, con Hi(M;Z3)=0 y df es una conexién virtual irreducible en E,
entonces H*(d%) = 0.

Dem: Se sigue del Lema 6.4.3 y del hecho de que en este caso I'(d¥) = {Id}. g

3. EL. TEOREMA DE TRANSVERSALIDAD .

Sea N una variedad diferenciable de Hilbert, sobre la cual actia un grupo de Lie de Hilbert
‘H diferenciablemente. Supongamos que H preserva el producto interior sobre las fibras de
TN . La representacién en rebanadas de H, paraz € N es

S, = (T, Hz)* c T.N,

que es el complemento ortogonal en T;N del espacio tangente de la 6rbita Hz. Para una
€ > 0 fija (que puede variar con z), sea

O: ={vesS:||v||<e}.
Una funcidn de corte p: O — [0, 1] es una 2{,-aplicacién diferenciable que vale 1 en una
vecindad del 0, y 0 para ||lv] = /2.

Sea W una representacién de 2,y f: N — W una aplicacién diferenciable equivariante,
también llamada H-aplicacidn.

Def: Definimos Af como la coleccién de aplicaciones H, -lineales

Afe = dfs |g,: S — W. .

Def: f: N —+ W es Fredholm por rebanadas si Af; es Fredholm para toda z € N.
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Def: yf"~f~ Fy

' 2(f) =kerAfey o
Le(f) = (imAf2)h,

Lo(f)* =imAfs.

Si f ’ es Fredholm por rebanadas,

© 8z = Kx(f) ® K=(f)*,
W = L(f) @ L(f)*,
v Mo Ke(FYE = Le(f)t es un isomorfismo de representac.iones de espacios de Hilbert de
H..
Sea V' y W representaciones de espacios de Hilbert de un grupo de Lie compacto H.

Supongamos que f:V — W es H-equivariante y diferenciable.

Lema 7.3.1: Sea Afs Fredholm. Entonces existe una aplicacion diferenciable que es H-
equivariante ®: Ko(f) — Lo(f) definida en una vecindad de 0 € Ky(f) y un difeomorfismo
local H -equivariante F:(V,0) — (V,0) tal que

FoF =(2,Mo)V = Ko(f)® Ko(f)" — Lo(f) ® Lo(F)* = W

Expresaremos lo anterior, diciendo que f y (®, A fg) tienen gérmenes equivalentes en 0.
Dem: Sea p; la proyeccién de V sobre Ko(f)* y de W en Ly(f)L. Sea po la proyeccién

sobre sus complementos ortogonales. Definimos G:(V,0) — (V,0) por

G =Id +(Mo)'pi(f — Af)-

Como dGp = Id, G es un H-difeomorfismo local. Sea F una inversa local cerca del 0.

Sea
¢ = po o fo F: Ko(f) — La(f).
Entonces fo F = (®,Afs) o equivalentemente f = (¥, fg) o G. Entonces

(®,Afo) o G =(pofFG, A foG)
= (pof, Afo + p1f ~ p1ASo)
= (pof,p1f).

El siguiente lema es una consecuencia inmediata del Lema 7.3.1 y de las definiciones.
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Lema 7.3.2: Sea f:N — W una ﬂ-apbcac:on F}'edholm 'por rebanadas. Entonces para
cada z € N, existe una H_-aplicacidn ‘I’, K ( f)“'—+ L,( f) definida en una vecindad de
0 € K, (f) tal que f |5 ¥

(®2yAf2): Sz = Ko(f) @ Kz(f)l - Lz(f) ® Lz(f)* =W

tienen gérmenes equivalentes en 0 especto a H,. |

Diremos que el teorema de las rebanadas se cumple para IV, o que N tiene rebanadas, si
existe un H-encaje O, — N que manda al 0 en = y que se extiende a un }-encaje abierto
de H xp, Oy — N. Para el caso en que NN tiene rebanadas, la topologia local de N/H
alrededor de un punto [z] € N/H (con representante + € N} es la misma que la topologia
local de O;/H, alrededor del [0].

Si P es un subespacio invariante de N, y H es un subgrupo de 2{, sea

PH) = (zeN|H, = H}.

Posteriormente, usaremos el siguiente principio en varias ocasiones: las H-aplicaciones
H xI'P — W estén en correspondencia uno a uno con las T-aplicaciones P — W. La
correspondencia de H-aplicaciones a ['-aplicaciones, estd definida mediante la restriccidn a
P. Aqui, W es un X -espacio, A es un I'-espacio, y I' es un subgrupo de .

Haremos las siguientes suposiciones acerca de las H-variedades N para que cumplan el

teorema de transversalidad:
(»)
(i) N tiene rebanadas.
(ii) N/H es Hausdorff.
(iii) Hay exactamente dos clases de isomorfismo de grupos de isotropia, {Id} y H, donde H

es un grupo de Lie compacto.

Teorema 7.3.3: [Teorema de transversalidad equivariante] Sea W una representacidn
de Hilbert de H y sea f:N — W una H-aplicacidn diferenciable que tiene las siguientes
propiedades:

(i) f es Fredholm por rebanadas.
(ii) Para cada z € f~1(0) con H, #1
() Ku(f)fe =0y

102



- lCapx'tulo 7:‘EI~Efsp‘a’é de Mdduli Virtual de Conexiones Autoduales

( b) ex:ste una ﬂ aphcacwn Imea.l supreyec va

Gii) f~ 1(0)/ﬁL es compacto,
(iv) f"l(O)(H)/ZL es un conjunto finito. Entonces ;

a perturbacmn compacta f' de

F que es equivariante y transversal a 0, que .,ahsféce las condiciones (i)-(iv) y tal que'

F#'710) cumple con
@) £ = o),

(vi) el teorema de las rebanadas se cumple para f'—l(O);

(vii) si z € N y H, # 1, la representacion por rebanadas en z es kerJ.. Ademsds, si
T = f’_l(O)(H)/ﬂ = f~10)(#)/H, entonces f’—l(O)(”)/ﬂ— L es una variedad diferenciable
¥ T es el conjunto de puntos singulares de f'"}(0)/H. Si = € f(0), denotaremos su clase
en X por [z]. Entonces H; = H y una vecindad de [z] en FHOWH) es isomorfa a ker Jz/H;,
donde a [0} le corresponde [z]. En particular, dim F Y o) /o = dim ker J, — dim H para
toda z € f7'(0)(#) . Finalmente, f’—l(O)(H)/ﬁ es compacto.

Dem: La demostracién la haremos en 2 pasos.
Paso 1: Hacer a f equivariantemente transversal a 0 en N{H),

Sea z € NU) con f(z) = 0 y sin pérdida de generalidad, supongamos que M, = H.
Como f es Fredholm por rebanadas, por el Lema 7.3.2 tenemos que el germen en 0 de f lo.
es equivalente al germen en 0 de ($:,Af;). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que ambos gérmenes son iguales. Sea p una funcién de corte en O, y denotemos por o% a

la 1inica aplicacién de N a W que satisface
sopa® C H xg O:
a® |O, = p(Jz - Q210)'

Sea f' = f+ 0” temporalmenle. Entonces el germen en 0 de f' |5 es el germen en 0
de (Jz,Af:), que es suprayectivo, y por lo tanto transversal a 0. Como f' es equivariante,

tenernos que:
(a) f' es transversal a 0 en una H-vecindad de la érbita Hzx.

(b) Cada punto z € Hz tiene una rebanada en f"l(O) cuya representacion en rebanadas en
ker J,.

Por (iv), existe un conjunto finito F de puntos de N con grupo de isotropia isomorfo a
H, tal que f~1(0)¥#) = Uzer Hz. Como N/H es Hausdorfl, existen vecindades H Xy Oy
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de z € F disjuntas dos a dos. Repetxmo la
Sea LA

Entonces

o= (1 = )2 + pJz, Afe);

por lo que ¢l germen en 0 de f' |g_ es el mismo que el germen en 0 de (Jx, Afz) y por lo
tanto, f’ es transversal 2 0 en 0 € O;. Si z € O, y f'(z) = 0, entonces Af.(z) = 0; por lo
que z € K (f). Si z es fijada por X, entonces por (ii}(a), z = 0. Esto muestra que f' es
transversal a 0 en N() | ya que f y f' coinciden fuera de

U2t x3, Oz,

¥ F~H0)H) estd contenida en esta unidn.

()
(d)

(e

)

La funcién perturbada f' tiene las siguientes propiedades adicionales:
IO = f10)H,

Cada z € f~1(0)#) tiene una vecindad en f'~!(0) y su representacién por rebanadas

en z es kerJ,.

A/H estd contenida en un subconjunto compacto del complementeo de
{lz]|z€ F}

en f~1(0)/H. Donde A es el conjunto de puntos de f'~'(0) donde f’ no es transversal

a 0. Esta propiedad usa la suposicidn de que f~1(0)/H es compacto y la forma explicita

de f' en las rebanadas donde f y f' difieren.

f' es Fredholm por rebanadas. Esta propiedad se sigue del hecho de que o [5_ tiene
rango de dimensidn finita para z € F.

Ahora, denotaremos por f a f'.
Paso 2: Hacer a f transversal a 0 en N — N(¥},

Por la propiedad (e), A estd contenida en la unién de una cantidad finita de vecindades

por rebanadas

{HxO0]i=12,...,m}

que no intersectan N(H), (Nétese que H, = 1 para = € N — N{#)) Supongamos que
f ,Ox;'_" (®z:5 Afz;)y yo que tienen el mismo germen en 0. (Entonces (w,0) es un valor



Virtual ‘.de‘ Cone onés Aft’z‘todua.les

Qapftlxljlo‘,‘(& E}:;Esbacid: ddMéauh

regular'de f |o_ 'siy'sdlosi w es un yaldx: reg
Oz y wi € Lg;,y sea o

la dnica fincién H-invariante, que es igual a pjw; en O;, con soporte en H X Op,. Sea
o
f’(w) =f+ Z”wi
i=1

para
w = (w1ye..,wm) € Lz, X - x Ly, = RA.

(Recordemos que cada L., es un espacio vectorial de dimensién finita por que f es
Fredholm por rebanadas.}) Extendamos cada p; a una aplicacién equivariante de V a R con
soporte en M X Or,. Sea D4(6) = {z € R4 | j|z]| < §}. Definimos

FiNxDa(8) =W

por f(z,w) = f(w)(z) para ¢ € N, w € R*, Veremos que f es transversal a 0 para §

suficientemente pequeiia.

Fuera de la unién de los soportes de p; (usados para definir o,,), f(-,w) = f y f es
transversal a 0 en este conjunto. Supongamos que f(z,w) = 0 y que z estd en el soporte
de p; (que estd contenido en M x O;,). Tenemos que en Oy, f = f + & + p;w;, donde
0 = ¥ j#i 0w, €s uniformemente C!. Como ¢ es H-equivariante, es uniformemente pequefio
en H X Og,. Esto garantiza que la diferencial d(f + o); permanece transversal a Ly C W.
La diferencial total d}'(,_w) manda al subespacio L., de T(; )N x D4(8), en Lz; C W) (ya
que r estd en el soporte de p;); por lo tanto, dff, ) es suprayectiva y f es transversal a 0.

Como f es H-equivariante y { actda libremente en N — N, por el Teorema de Sard
para familias, tenemos que }'(-,w) es transversal a 0 para casi toda w € Dx(6). Para
aplicar el Teorema de Sard, tenemos que hacer uso de la equivalencia de las }-aplicaciones
de N — NUH) 2 W y las secciones del haz

(N = Ny sy W s N = N1,
La conclusién, es que para casi todo w, f(w) es transversal a 0 Y
{z €N - ND|fw)z)=0}/H
es una variedad diferenciable. Entonces

{zeN-NT | fuw)z)=0}
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es una H -variedad diferenciable con rebanadas, ya que la proyeccién de este espacio sobre su
espacio de érbitas, es un H-haz principal. Sea

f,=.-f('\w)

para toda w, para la cual f' es transversal a 0. Entonces f' es una perturbacién compacta
de f que satisface los requerimientos del teorema.

Como f'~}(0) tiene ﬂ-reba.ﬁadas, una H-vecindad de un punto z € £'~}(0) es H iso-
morfo a H x3, S, donde S; es larepresentacion en rebanadas en r. Entonces, una vecindad
de [z] en f'~'(0)/H es isomorfa a S,/H.. Si [z] € T, entonces S, = ker J, por la propiedad
(iv), y Hy es isomorfo a H y dim S;/H, = dim kerJ: —dim H. Si H, = 1, entonces [z] es
un punto suave de /71 (0)/H. g

4. EL TEOREMA DE TRANSVERSALIDAD .

En esta seccidn, veremos que las hipdtesis del teorema de transversalidad se cumplen para la
aplicacidn

R_:C— Q2 (sof)=W.

La accién de G en 2 (s0F), definidapor g-s = gsg~!, parag € G vy s € 02 (s0F), hace a
W una representacion de Hilbert de ¢. La accidén de G en C es diferenciable, tiene rebanadas
y su espacio de érbitas es Hausdorff; ademds, los grupos de isotropia de esta accién, que no
son triviales, son isomorfos a S! (ver Teoremas 6.3.2 y 4.3.7.), por lo tanto se cumplen las

condiciones (&) (i)-(iii) para el teorema de transversalidad.

A continuacidn, verificaremos las condiciones 7.3.3 (i)-(iv), donde H =G, N =C, f = R—
y W =02 (s0oF). Nétese que R_. es G-equivariante por la definicién de la accién de G en C.

Sea df una conexién virtual. Entonces d€ define los siguientes operadores lineales:
d*°: Q'(sof) — Q%(soF)
680"‘:9_1(505) - QO(SOE)
d_=pr_o d”s:ﬂl(soE) — Q2 (sof).
Estas aplicaciones aparecen en la sucesién fundamental
aof " od'oE
0— Qo(soE)d——vﬂl(soE)p —_— ﬂz_(soE) — 0

que depende de la conexién virtual d€ € €. Si df es una conexidn autodual, la sucesidn es
la completacién de Sobolev del complejo fundamental del Capitulo 4. La sucesién anterior,
es un complejo, si d¥ es una conexién virtual autodual.
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Una conexién es un operador lineal de primer orden, y una conexidn virtual difiere de una
conexién por un operador de orden cero (un elemento en 2!(sof)), por lo que la sucesién de
simbolos anterior, es independiente de la conexién virtual. Como la sucesién de simbolos es
exacta para una conexién autodual, es exacta para cualquier conexién virtual. Por lo tanto

tenemos el siguiente:
Lema 7.4.1: El operador lineal
d_ =pro 4 ker6°° — Q2 (sof)

es Fredholm. (Aqui, 6“5:51‘(505) — 9% (sof) es el adjunto de dso”® y Fredholm significa

que tiene kernel y cokernel de dimensién finita).
Dem: Como la sucesidn de simbolos es exacta,
D = 6*° @ d_: 0'(soF) - Q9(sof) @ 22 (soF)

es eliptica, es decir, el simbolo de D es un isomorfismo. Por lo que

ker D = kerd_ ,kerﬁ"‘E
coker D D cokerd-.. | o 5e0f

son de dimensién finita; por lo tanto d- |, sz s Fredholm. g

Recordemos que para cada df € C tenemos un isomorfismo Q(d¥): Q'(sof) — C: 4 —
df + A con Q(d€)(0) = d¥. Definimos

¥ = R_ o Q(dF): Q'(s0®) — Q% (s0f).

Como R(df + A) = R(d) + dHem(EE) _ 4 A A y d®°" = qHom(E.E) n!(so)» tenemos

V(A) =R_(dE)+d_A—~ (AN A)-
=d_A—(AA A). sidf esautodual,

de donde tenemos que

d- = dUg:ker 550 — Q2 (soF);

entonces, por el Lema 7.4.1, d¥p [, 50 €s Fredholm.



es Fredholm. g

El teorema de las rebanados nos dice que G x [‘O(dE ,€) es una vecindad abierta invariante,
de la érbita Gd¥, donde T’ = I'(df) y

O(d®,e) = Q(dE){v € ker 6°° | o]} < ¢ }.
Se sigue que Sge = dQ(df)gker 60 es In representacién en rebanadas de T(d¥).

Corolario 7.4.3: R_ es Fredholm por rebanadas. g

Supongamos que df € C es autodusl, es decir, R-(df) = 0. Entonces el isomorfismo
dﬂ(dE )o induce los isomorfismos

HYdE) = ker 6%° Nkerd_ = Ky4s(R.)
H*dE) = (imd_)* = Ly=(R-).

Supongamos que df es una conexién virtual reducible; entonces I' = I'(df¥) = S!, En-
tonces por la Proposicién 7.2.3

©)
(a) HY(dE) =0 = Ky=(R_)F.
(b) Existe una aplicacién I'-lineal

Jye: Kge(R_) = H\(df) —» H*(dF) = La=(R.).

(¢} kerJgs 22 C¥ con I' = §! actuando mediante la multiplicacién compleja, y ker Jgs /T es
un cono abierto sobre CP?1, donde d = c1(L)?(M] — 1.

Por lo tanto se cumple la condicién 7.3.3 (ii).

Nétese que la condicidn 7.3.3 (iv) quiere decir que el conjunto de conexiones virtuales
rducibles autoduales, consta de un niimero finito de G-drbitas (ver Teoremas 6.3.3 y 4.3.7).

Solamente nos falta verificar la condicién 7.3.3 (iii), que dice que f~!(0)/g es com-
pacta, suponiendo que el SO(3)-haz E satisface algunas condiciones. La verificacién de esta

condicidn la haremos en la siguiente seccidn.
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5. COMPACIDAD DEL ESPACIO DE MODULI VIRTUAL".

En esta seccién, veremos que el espacio de méduli M = M(E) es compacto, suponiendo que
0 <pi(E)M] < 4.

Proposicién 7.5.1: [Teorema de la burbuja) [18] Sea {d£} una sucesién de conexiones

virtuales autoduales en E. Entonces se cumple alguna de las sigulentes afirmaciones:

1. Existe una subsucesién {df} y conexiones equivalentes bajo el grupo de norma {df},

tales que a,E" — dE,, que es una conexidn virtual autodual en E.

2. Existe un nimero finito de puntos z1,...,r; en M, una subsucesién {d£}, y conexiones
virtuales equivalentes bajo el grupo de norma {df}, tales que d% — d£ , que es una conexisn
autodual en E |y, , donde My = M — {zy,...,2:}. n

Proposicién 7.5.2: [19] Sea df una SO(3)-conexidn autodual en un haz E; definido
sobre Mo = M — {z1,...,z;}. Supongamos que YM(dE) < co. Entonces la conexion dF

se extiende de manera diferenciable sobre M. g

Las proposiciones anteriores nos dan el siguiente teorema, que dice que M es compacta

si p)(E) es suficientemente pequena.

Teorema 7.5.3: [Teorema de compacidad] Sea E un SO(3)-haz vectorial sobre una
variedad M orientada de dimension 4, y supongamos que 0 < p(E) < 3. Entonces M es

compacta.

Dem: Sea {[df]} una sucesién en M. Si {[dF]} no tiene subsucesiones convergentes,
entonces se cumple el caso 2 de la Proposicién 7.5.1, y existe alguna subsucesién {df} y
conexiones virtuales equivalentes bajo el grupo de norma {a,’;: } tales que, a;’;} — dfo , que es
una conexién autodual en E |, , donde Mo = M — {z1,...,zz} para algin conjunto finito
de puntos {zy,...,xx} C M. Cada df es una conexién virtual autodual en E, por lo que

YM(F) = 2r’py(E).

Por el Lema de Fatou tenemos

1
0 yMEE) = 5 [ IREE)I
— .1_ JEy2
=3 MO_IIR(d.: )
= YM(dF) = 2r%p)(E) < oo.
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Esto quiere decir; que la Propdsicién 7.5.2 se puede aplicar a d&, por lo que d£ se
extiende a una conexion autodual en un haz E, definido sobre toda M. Sedlacek [17]
demostrd que wi(Eow) = w(E), por lo que pi(Ex) = pi(E) (mod 4) [15, Teo. B.1.2].
Como

0 < SYM(E)/* = pi(Ew)
tenemos que 0 < p1(Ey) < pi(E). Bajo la condicién 0 < pi(E) < 3, esto implica que
P1(Fx) = pi(E). Por resultados de clasificacién de SO(3)-haces vectoriales, tenemos que

'« = E y {[df]} tiene una subsucesién convergente. §

6. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.1.2 .

En las secciones anteriores verificamos las condiciones del teorema de transversalidad para la
aplicacién
R_:C — Q% (sof).

Como consecuencia de ese teorema, existe una perturbacién G-equivariante R que es
transversal a cero. Sea .
A(E)={df eC|R_(dF) =0} = (RL)™(0)
M(E) = A(E)/G.

Por el teorema de transversalidad, la G-variedad diferenciable A'(E) tiene rebanadas. Los
grupos de isotropia no triviales de la G-accidén en C, y por lo tanto en A'(E), son todos iso-
morfosa H = S'. Para ¢ = df € € con I'(df) = G.#1ly R_(df) = 0, la representacién en
rebanadas es Jye. Por el Teorema 7.3.3, [d£] tiene una vecindad homeomorfa a ker Jyz/G, ,
donde G, =T(df) = §! = H. Por (V) (c), esta vecindad es isomorfa al cono abierto sobre
CP4-1, donde d = ¢;(L)2[M]— 1. Asi, M'(E) tiene la misma dimensién que ker J3z/T'(dF)
y esta es dim ker Jyr — dim I'(d®) = —inddf ((V) (b)). Ademds, ker Jg=/T(dE) es iso-
morfo a un cono abierto sobre CP4~1 ((V) (c)) cuya dimensién es 2d —1 = ~indd® o
d = (1 —inddf)/2 = ¢;(L)}[M] — 1 ((V) (c)).

El conjunto de singularidades £ de M'(E) (puntos en los cuales M'(E) = RZ}(0)/¢
no es diferenciable) es RZ!(0)(#) /G por el Teorema 7.3.3. Donde H es cualquier grupo de
isotropia no trivial de la G-accidn sobre ¢ = C(E). Por el Teorema 6.3.4, H = Sty

A(E)rcd = R:I(O)(H)'

Entonces & = RZ1(0)#) /G = A(E),eq/G. Por el Teorema 6.3.3, A(E)red/C = S(L) vy la
cgrdinalidad p{L) de este conjunto estd dada por
o(L) = p(er(L)) - [Hi(M; Z)].
Lo tinico que falta verificar en el Teorema 7.1.2, es que M'(E) es compacto. Esto es una
consecuencia del teorema de perturbacién de Donalson:
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Teorema 7.6.1: {2, p. 293) S5{ R_+0 es una perturbacién compacta de R_ sobre O(dE ¢),

entonces para cualquier r > 0 y eualquier conjunto cerrado N ¢ O(d¥£,¢), el conjunto
{df+Ae N |(R-+o)@" + A)lls <}

es compacto en la topologia L en O(df,e). »



CAPITULO 8

EL TEOREMA DE DONALSON

Es el mismo gusto que se deleita con una
demostracién matemdtica el que aprecia la
semejanza entre una pintura y su modelo...
Su fundamento, inalterable y eterno, reside
en la naturaleza. Es por tanto, sujeto de la
curiosidad de la razon.

— SIR J. REYNOLDS, Discourses on Art. (1797)

1. INTRODUCCION .

En este capitulo, haremos uso de todos los resultados anteriores para demostrar un teorema

sobre las formas de interseccién de variedades diferenciables de dimensién cuatro.
2. EL. TEOREMA PRINCIPAL.

Sea M una variedad diferenciable, cerrada, orientada de dimensién 4, con forma de inter-
seccidn positiva definida y con H(M;Z2) = 0. Sea L haz vectorial lineal complejo sobre
M con ci(L)*[M] > 1. Formemos el haz asociado E = L @ ¢. Usaremos el material de
los Capitulos 5 y 6 para formar el espacio de méduli virtual perturbado M' de conexiones
virtuales autoduales en E. Bajo ciertas suposiciones, este espacio es compacto. Al remover
las vecindades de las clases de equivalencia, de las conexiones virtuales reducibles autoduales
(que corresponden a las singularidades de M'), se produce un cobordismo no crientable del
espacio de mdduli virtual perturbado.

Teorema 8.2.1: [6, Teo. 5.6] Sea M una variedad diferenciable, cerrada, orientada, de
dimensidn cuatro, con forma de interseccién positiva definida y Hy(M; Z2) = 0. Supongamos
que L es un haz lineal complejo sobre M con c;(LY{M] > 1 y que el espacio de mdduli
virtual M(E) de E = L @ € es compacto. Entonces p(e) es par, para e = ¢;(L).

Dem: Si e?[M] > 1, entonces el espacio de méduli virtual perturbado M'(E) es de dimensién
2d ~ 1, donde d = €*M] — 1 con p(e) - [Hi(M;2)| puntos singulares, cada uno de los
cuales tiene una vecindad que es un cono sobre el espacio proyectivo complejo CP9~! (ver
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Teorema 7.1.2). Al quitar los interiores de los conos, obtenemos una variedad diferenciable
W de dimensién 2d — 1, cuya frontera es la unién disjunta de copias de CP%~1, Observemos
que

u(e) - |Hi(M; Z)| = p(e) (mod 2).

Para cualquier entero k, CP2f tiene caracteristica de Euler impar, por lo tanto, un
niimero impar de CP2?* no puede ser frontera de una variedad diferenciable, por lo tanto, si

€*[M] es par, u(e) debe ser par.

Veamos que e?[M] es par. Fijemos un punto base x € M y consideremos

gI):{gEg,glE,:Id:Er"’Ez}-

Entonces @, es normal en G, G/G, = SO(E;) =2 SO(3) y G, actiia libremente sobre el
espacio A' de las conexiones virtuales irreducibles autoduales perturbadas en E. La fibracién
™ j’ — ,&1’ se factoriza en

A4 g, M,
donde my es la proyeccién de un G,-haz principal, y m es la proyeccién de un SO(3)-haz
principal.

Sea df una conexién virtual reducible autodual en E. Por el Teorema 6.4.2 y la de-
mostracién del Teorema 7.1.2, tenemos que el Teorema de las rebanadas se cumple para la
G-accidén sobre 4'. Por (V) (c), la representacién por rebanadas de la G-accién sobre A’ en
df es O = ker Jy= = C? con I(d®) = §!, que acta mediante la multiplicacién compleja.
Sea X una esfera centrada en 0 en @, que es invariante bajo la accién de ['(dE) = §!. (Por
el teorema de las rebanadas, podemos considerar a O como una vecindad I'(dF)-invariante

de df en A', donde 0 corresponde a dF).

Si ¢ € G mueve una conexién virtual en ¥ a otra conexién virtual en X, entonces
g € [(df), ya que O es una rebanada. Para dicha g, g© = £. Las conexiones virtuales
reducibles d£, se descomponen como dLG)d en L@e,y laaccién de ['(df) = §! es mediante
SO(2) sobre L y trivialmente sobre e (ver demostracién del Teorema 4.3.5). Entonces
I(df)N g, = 1. Esto implica que cada g € G, con g # 1, mueve a T fuera de si misma, y
que la proyeccién Tor A — ,A'/ g, es inyectiva sobre . En A /Gy, un elemento g € SO(3)
mande a una conexién virtual en 7o(L) a otra conexién virtual en mo(Z), si y sélosi g € T'(dE)

por la misma razén que antes.
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Sea d€' € £ una conexién virtual, y consideremos las SO(3)-érbitas 0= SO(3)(m(dE".
Entonces O N mo(X) = F(dE)(wo(dE')) es un circulo. Esto muestra que & xg SO(3) =
71 17(L) y que el SO(3)-haz principal ¢ dado por

= Y(x(2)) — 7(T) = CPI-!
se reduce a un S'-haz
¥=no(Z) — n(2) = CPHY,
que es el haz de Hopf n. Esto quiere decir que la segunda clase de Stiefel-Whitney wp(€') del
SO(3)-haz
¢ =€ xs0(3) R

asociado con £ es la misma que la segunda clase de Stiefel-Whitney w2(n') del SO(3)-haz
1,’ =N XxXs R3
asociado con 7. Aquf, S' = SO(2), actiia sobre R® mediante el homomorfismo

A0
SO(2) - SO(3): A — (0 1).

Entonces, tenemos que n' = 5" @ ¢, donde 7" es el SO(2)-haz vectorial canénico so-
bre CP41, cuya segunda clase de Stiefel-Whitney wa(n") genera a H(CP4~1;Z;). Pero
wa(n") = wal" D) y wali’ @e) = waly') = w(€"). Entonces wa(€')~* = wa(n")4~" genera
a H2-1)(CPi-1:7,), por lo que

wz(EI)d—l[CPd"I] =1 (mod ."2).

Sea w el SO(3)-haz principal x~'W — W, A el SO(2)-haz principal A(x~W — W e
i: W — W la inclusién. Entonces i*wz(w') = wo()'). (Nuevamente, los haces primados son

los SO(3)-haces asociados). Entonces, calculando mod 2,
u(e) = p(ewa(€)[CPH]

= wa(N )41 [aW)

= i*wy(w’) 4 W)

= wa(w')? ! [1,0W]

=0,
por lo tanto u(e) es par. g

Aufwiedersehen!
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APENDICE
'EL TEOREMA DE COEFICIENTES UNIVERSALES
1. PRELIMINARES .
Antes de enunciar el teorema, veremos algunas definiciones y proposiciones preliminares.

Proposicidn 1.1: Sean M, N, P,Q mddulos sobre el anillo conmutativo con uno R. Si

tenemos la sucesidn exacta
MI.N L p_o0

entonces Ja siguiente sucesidn es exacta
0 — Homp(P,Q) L+ Homp(N, Q) < Homp(M, Q)

donde f*(h) = hf. Esto se expresa diciendo que el funtor Hompg( -, Q) es exacto izquierdo.
Si la sucesidn exacta
0—M-LNLp—o

se escinde, entonces la sucesidn
0 — Homg(P, @) L5 Homp(N, Q) < Homp(M, Q) ~=» 0
se escinde y por tanto es exacta. La sucesidn exacta dada se escinde cuando P es libre sobre

R. g

Proposicién 1.2: Sea @ un mddulo fijo sobre el anillo R. Entonces existe una sucesion de
funtores contravariantes Ext"(-,Q) en la categoria de mdédulos sobre R tal que dada una
sucesidn exacta de modulos

0—M-—N-—P—)
existe una sucesion exacta larga
0 — Homp(P, @) — Homp(N, Q) — Hompg(M,Q) 4, Ext!(P,Q)
— Ext!(N, Q) — Ext}(M, Q) - Ext*(P,Q) — -+~
con la propiedad de que Ext"(N,Q) = O si N es libre sobre; R. g
Si R es un dominio de ideales principales, el médulo Ext!(M,Q) = Ext(M, Q) puede
calcularse de la siguiente manera: Consideremos una sucesién exacta
0— K-S F—M—0
con F libre sobre R. E.ntonces
Ext(M,Q) = Hom(K,@)/:* Hom(F, Q)
es decir, Ext(M, Q) es el cokernel de i*.




Apéndice : El Teorema de Coeficientes Universales 116
2. EL TEOREMA DE COEFICIENTES UNIVERSALES .

Teorema 2.1: Sea R un anillo conmutativo con uno, cuyo grupo abeliano subyacente

consideraremos mddulo sobre Z. Entonces existe una sucesion exacta

0 — Ext(H,—1(X, 4;2), R) — H™(X, A; R) — Homg(Ha(X, A;Z),R) — 0

Dem: Escribiremos Sy, By, Zn, Hn por Sa(X, A; Z), etc. Tenemos sucesiones exactas

0 — B2, H, — 0

0 — 2,485,288, ; — 0

(Denotamos con D,, a 8, con el codominio restringido, es decir, 8, = ijD,). La segunda
sucesidn se escinde, pues By es submédulo de S;; que es libre sobre Z, que es un dominio

de ideales principales.
Consideremos el diagrama

0 Hom(Sp41, R)
. . D:--n
Hom(Ha,R) L+ Hom(Zs,R) -> Hom(Bn,R) -2+ Ext(Hs,R) — 0

0 Hom(Sy, R) 0
. Dy
Hom(Zy-1,R) <> Hom(Bn-1,R) = Ext(Hnp-1,R) — 0
-
Hom(Sn—1,R) 0

con renglones y columnas exactos. Definimos

Fb = ker(Hom(Sn, R) ~— Hom(Za, R))
Fy = ker(Hom(S», R) 25 Hom(B,, R))
Tenemos Fy C Fy. Como 8}, = Dj,,j%" y Dy, es inyectiva, se sigue que kerd;,, = Fi.
Veamos ahora que existe un epimorfismo s que hace conmutar el diagrama

0

. T
0 — Hom(Hn,R) - Hom(Z,,R) -+ Hom(B,,R)

0 — B —+ Hom(Sy, R)
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Por definicién de F}, tenemos que #*(Fy) C kerj*. Ahora,si f € kerj* existe g € Hom(Sy, R)
tal que i*(g) = f, entonces j*i*(g) = j*(f) = O, por tanto g € F}, es decir f € i*(F1). De
aqui, se sigue que i*(F}) = kerj* = img¢*, por tanto s = (¢*)"'i* es un epimorfismo como
deseamos. ;Cudl es el kernel de s?7 Tenemos s(f) =0 &= ¢*s(f) =0 <= *(f) =0 <
f € Fy, de donde kers = Fy.

Por exactitud de la columna‘ central, tenemos Hom(Byp.1, R) & im D, = Fy bajo D,.

Llamaremos r: Fy — Hom(By—_1,R) a la inversa de este isomorfismo, entonces
Fy 8L Ext(H,_,, R)
es un epimorfismo, & cuyo kernel llamamos K. Entonces
r
K = ker(Ar)=kerA = imj* T es isomorfismo, exactitud
=imj*:* 1* es suprayectiva
D" . X . -
2 Dp(im j**) Dy es inyectiva

= im Dy j*i*

= imJy, conmutatividad
Como Dyr = idf,, tenemos K =imJ;.

Tenemos entonces el diagrama

11{ = imla,‘,
0 — Fy — Fa] _— /R — 0

|ar | , B

Ext(Hs_1,R) 2> F/imd, < Hom(H,,R)

donde 3 es un isomorfismo. Los morfismos @', que hacen conmutar el diagrama son iinicos.
Por ejemplo, dado f € Ext(Hyp-1, R), sea g € Fy tal que Ar(g) = f. Definimos B/'(f) =
g+imd;. Si g' € Fy es tal que Ar(g') = f, entonces ¢ - ¢ € K = imd}, por tanto
g +imd, = ¢ +1imaé;, es decir B’ esti bien definida. Ahora, dada f + im d;, definimos
(f+im8) =3(f+ Fy) = s(f). Si f—f €im, = K C Fy = kers, entonces s(f) = s(f').

Por caceria de diagramas, es inmediato que la sucesién
0 —+ Ext(Hn_1, R) 25 kerdl,,/im 8} 25 Hom(H,, R) — 0

es exacta.
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- Ahora, consideremos el diagrama conmutativo-
Hom(Ss,R) ~-» Homp(Sa(X,4:R),R)
an st

Hom(Sp—1,R) —— Homp(Sa—1(X,4;R), R)
donde I(f)(¢) = f(o) tiene inversa k(g)(¢) = g(¢), es decir ! define un isomorfismo de
complejos, de alli .

kerd;,,/imd;, = ker6”/im 6"~} = H™(X, A; R)
¥y por tanto

0 —s Ext(Ha—1, R) 25 H"(X, A; R) % Hom(Ha, R) — 0

esexacta, con =18y a=co'k. g

Por ejemplo, calculemos la cohomologia de las esferas de dimensién > 1 sobre el anillo R,

a partir de
Z k=n0

ny o
Hy(S7) = {0 k#n,0
Como Ext(0,R) = R, el teorema nos dice que H*(S™;R) = Hom(Z,R) = R; y como
Hom(0, R) = 0, aplicando el teorema con n + 1, llegamos a que

H™+1(S™; R) & Ext(H,(S"),R) =0

pues H,(S") es libre sobre Z.
Si k > 0 y distinto de n,n + 1, es claro que H*¥(S"; R) = 0. Ahora, como cualquier

espacio conexo por trayectorias, sabemos H%(S"; R) & R. De todo ésto se sigue

R k=n,0

kegn, ~
H(S"R) = 0 k#n,0
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