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Introducción 

Un problema central en Geometría Diferencial es el de clasificar va
riedades, para esto, normalmente se busca la manera de asociarle algún 
objeto a la variedad con la propiedad <le que si dos variedades son iguales 
entonces los correspondientes objetos asociados también sean iguales, al 
hacer esto, el problema origiual se trarisforma, en cierto sentido, en cómo 
calcular estos invariantes. 

En esta Tesis, p] ohjet.ivo rs describir como asociarle a una variedad un 
complejo ele cadenas (el complejo de vVitten) y demostrar que la homología 
asociada a este complejo ele cadenas es la homologfa singular, este complejo 
de cadenas se construye a partir ele los puntos críticos de una función ele 
Morse en la variedad y las orbitas del flujo asociado que los conectan. 

En los capítulos 1 y 2 se revisa el material clásico ele Teoría de Morse, 
como el Lema de Morse, y cómo cambia el tipo ele homotopía ele los niveles 
asociados al pasar por un punto crítico, además de estudiar la relación de 
la topología de la variedad y el número de puntos críticos de una función 
de Mor::;e (Desigualdades de Morse). 

En el capítulo 3 se construye el complejo de Witten y se demuestra 
que la homología asociada coincide con la homología singular además de 
ejemplificar con algunos calculos. 

La idea de los apéndices es demostrar resultados que se usan en los 
capítulos. 



Capítulo 1 

Dos Teoremas in1portantes 

Sea f : lvl --" R una función diferenciable de una n-variedad J\1 en R, 
p E 1VI es un p'unto crítico de f si dfp : TpA1 __, T¡(p)R es la transformación 
cero, esto es, si x es una pararnetrización de 111 en p, entonces p es punto 
crítico si y sólo si 

fJJ uf of 
-p= -p= ... = -p=O 
OX1 OJ:2 O:J.:n 

riecimos además que p es no degenerado si la matriz A con entradas ( A.;j) = 
( -8· 

8
.
2

8f . p) es no singular, más adelante veremos que esta definición no dc-x, x1 , 

pende del la parametrización escogida. 

Si p es un punto crítico de f podemos definir una funcional simétrica 
y biliueal H fp en TpiVl llamada el Hessiano de f en p, si v, w E Tp1Vl 
podemos tomar extensiones 'Ü y w a campos vectoriales en la imagen de 
la parametrización tales que v(p) = V y w(p) = w, definimos entonces 
Hfp(v,w) = v(p)w(f), notemos entonces que 

Hfp(v,w) - Hfp(w,v) = 'Ü(p)w(J) - ·iú(p)v(f) 

= [v, w]p(J) = o 
ya que pes punto crítico y podemos pensar a [v, w]p como un vector tangente 
actuando en f, obtenemos que H f P es simétrica. 

Si x = (x1, ... , Xn) es una parametrización local de iVI en p entonces v = 
"'a· ..JL y w = "' b · ..JL por lo que L.,, '8x¡ L.J J 8Xj 



__!fJ__ y entonces la matriz (a.x:ax;P) representa a Hfp con respecto a la base 

{a~ 1 '· ·., a~J. 

Podemos ahora hablar del índice y nulidad de la funcional bilineal H f P en 
Tp.L'vf. 

De manera general el índice de una funcional bilineal H sobre un espacio 
vectorial V es 

ind(H) = max{ dim(W) 1 TV < V, H es definida negativa en W} 

y la n·ulidad es 

nulidad= dim{v E V 1 H(v, w) = ~ 'v'w E V} 

Entonces p es no degenerado si y sólo si mtlidad(H fp) = O en TpAf, al 
índice ele H f P en Tp1Vf lo llamaremos el índice de f en p. 

Lema 
Sea f ·una función de clase C 00 en ·una ·vecindad convexa V del O en Rn 
con f(O) =O entonces 

n 

f(x1, ... , x,,) = L x;g;(x1, ... , i·n) 
1 

para alg'U7WS g; de clase e= definidas en V con g;(O) = *f¡(o) 
Dem. 

!( . )-11
df(tx1, ... ,txn)d 

X1,. .. ,Xn - d t 
o t . 

1
1 n aj 

= L ~(tx1, ... , txn)x;dt 
o 1 ux, 
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basta entonces con definir g;( X¡, •.. , xn) = "J01 -Jl~ (tx ¡, ... , tx n)dt y observar 

que g¡(O) = .g.f¡(o) & 

demostraremos ahora un resultado bastante útil en todo lo que sigue 

Lema (de Morse) 
Sea p un p·unto cr{tico no degenerado de f, entonces existe ·un sistema local 
de coordenadas (y1 , ... , y11 ) en mw vecindad U de p con y;(p) =O y tal que 

f = f(p) - YI - ... - y~+ Y~+l + ... +y; 
en U donde ,\ es el índice de f en p. 
Dem. 
Podemos suponer sin perdida de generalidad que p = O y que f (p) = O, por 
el lema anterior f se puede escribir como 

TI 

f(:i:¡, ... ,xn) = .2.~>jgj(X¡, ... ,xn) 
j==l 

y como O es punto crítico gj(O) = jf¡(O) =O a las 9j la podemos escribir 
como 

n 

Yj(X¡' ... 'Xn) = ¿ x¡/i;j(X¡' ... , Xn) 
j==l 

para ciertas h¡j (de hecho hu = a~:!;) se tiene entonces que 

f (x1' ... ' Xn) = ¿ XiXjhij(X¡' ... 'Xn) 
i,j 

Podemos suponer sin perder generaiidad que h;j = hji, ya que si no, basta 
- 1 ""' -con definir h;j = 2(h;j + hi;) y entonces f = wi,j x¡xjhij, notemos ademas 

que, h;j = t 8~:!;, y por lo tanto (h;j) es no singular. 
Como (h;j(O)) es no singular, podemos suponer que h11 ::/:O, en caso de que 
no, hacemos lo que sigue: si h;;(O) f. O con i f. 1 basta con permutar, si no, 
entonces algun h;j(O) f. O, introducimos entonces nuevas coordenadas de la 
siguiente manera 
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y;=x¡+Xj 

Yj=X¡-Xj 

Yk = x1.; si k =/= i,j 

3 

con este cambio de variables obtenemos que g¡;(O) =/=O por lo que podemos 
ahora definir 

/IL-- ¿j>l hijXj 
Yl =y ¡n11(0)l(x1 + Jhu(O)j ) 

Yk = x1.; si l.: == 2, ... , n 

si ademas definimos 

entonces 

n 

f = I:, h;jx;xj =±vi+ L 9ijYiVi 
i,j i,j>l 

denotemos por el momento a /Jh11 (O)J por a entonces 

por lo que 
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'> n ., 1 
±yj + L gijYiYj = O..Ti + 2 Lh1p:jX1 + - L h1jh1iXiXj 

i,j>l j>l a i,j>I 
n 

+ L g¡jYiYj 

i,j>I 

= axi + 2 L h¡p:JX1 + L ( ~h1jhli + g;j):J:;Xj 

J>l 1,J>l ª 
= a:i:i + 2 L hirrix1 

j>l 

1 1 + L (-h1jh1; + h;j - -h 1Jhu):r;Xj 
i,j>I a a 

. = Lhij:J:¡Xj = f 
i,j 

supongamos ahora que 

f=±yi+···+±y;_¡ + ¿ U¡UjHij(U¡, ... ,v.n) 
i,j>r 

4 

de nueva cuenta podemos suponer que Hrr(O) i= O y escribamos Hri· = 
IHrr(O)I~ definamos ahora 

V¡ =U¡ si Í -:j:. /' 

_ H (· ~ ·u;H;r(u1, ... , ·u,.)) 
Vr - rr Ur + L__,¡ H 2 

i>1· rr 

de nueva cuenta podemos definir 

y obtenemos que 

f = .L±v[ + L v;vjGij 
i$r i,j>r 
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como conclusión obtenemos que 

f = f(p) - YT - ... - !J~ + !IX+1 + ... +y~ 

demostraremos ahora que ,\ es el índice de f en p. 
Notemos que 

fP J {-2 
--= 2 
OzjOZ¡ , O 

esto es si f3 = { 8~,} entonces 

-2 

\ o 

si i = j :::; ,\ 
si i = j > ,\ 
en otro caso 

-2 
2 

o 

2 

5 

esto PS existe un subespacio de TpAI de dimeu::;ión ;\donde Hf p es definido 
negativo y un subespacio W de dimensión n - ,\ donde H f p es positiva 
definida, si existiera un subespacio de dimensión mayor que ,\ donde H f P 

fuera negativa definida entonces tendría que intersectar a rv lo cual eviden-
temente no puede pasar, por lo que ,\ es el índice de f en p 111 

como corolario obtenemos 

Corolario 
Los p'untos críticos no degenerados son aislados 

Veremos a continuación ejemplos de funciones y que tipos de puntos críticos 
tienen: 

(a) f ( x) = x3, el origen es un punto crítico degenerado 

(b) F(x) =e- x
12 sen2 (~),el origen es un punto crítico degenerado no aislado 
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(c) f(x, y) = x3 - 3xy2
, (O, O) es un punto crítico degenerado 

(d) f(x; y)= x2, el conjunto de puntos críticos es el eje x, todos son dege-
~~~ . 

(e) f(x,z¡) = x2y 2 , el conjunto de puntos críticos es la unión de los ejes X 
y Y, todos los cuales son degenerados. 

Demostraremos ahora un lema que nos darn cierta información sobre como 
se ven los puntos críticos cuando cambiamos de coordenadas 

Lema 
Sean f : U e R" --+ R y F : V e R" _, R fu.nciones diferenciables, sea 
<p : \/ _, U ·un difeomorfismo tal q?te F = f o <p entonces 
(a) Los puntos críticos de f y F estan en correspondencia ·uno a uno bajo 
<p. 
(b) Los índices y nulidad de los p·u.ntos críticos correspondientes son igv.ales. 

Dem. 
Para (a) basta con observar que: 

oF(x) = ~ éJf(cp(x)) ocpk(x) 
éJ:c i ¿_, é};-¡; k ax; 

k 

para (b) notemos que si e es la matrii jacobiana. ele <p entonces 

( rP F ) _ et ( a2 
J ) e 

OX;Oxj - OxkOX¡ 

11 

Notemos que con est.a demostración obtenemos que la definición de índice y 
nulidad de un punto crítico no dependen del sistema coordenado escogido. 

De aquí en adelante f siempre denotara una funcion de clase C 00 de una 
variedad M en R. 
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Definimos 111ª = {p E AI 1 f(p) ~a}= ¡-1(-00,a] 

TEOREMA 
Sea J : lvl --; R una función diferenciable, supongamos que a < b y 
que ¡-1 [a,b] = {p E 1VI 1 a~ f(p):::; b} es compacto y no contiene pnntos 
críticos de f, entonces lvlª es dijeom01jo a lvfb. Más a·!Í,n, Jvlª es nn retracto 
por deformación de iYJb, esto es, la inclitsión lvfll <---+ ivl1; es 'Una eq·uivalencia. 
homotóp-ica 

necesitamos antes unos lemas: 

Lema 1 
Para todo p E Al existen vecindades compactas J(¡ C ](2 y funciones gp : 

A1--; R diferenciables tal que !lpJK 1 = 1, gpJK,-K, ~O :IJ !lp!M-I\2 =O 
Dem. 
Es claro que basta hacerlo para R", sea a E R" y sea E > O definamos 

y definamos también 

h(t) = {'º_1 t:::; o 
e ' t >O 

notemos primero que el denominador nunca es cero, y cuando llxJJ 2:: E el 
numerador es cero, además cuando l!xll :::; ~E entonces g(x) = 1, basta 

entonces con tomar como K 2 = B¿(O) y K 1 = B~(O) El 

Lema 2 
Dado cualquier compacto J{ C lvl existe un compacto K 1 , con J( C J(1 y 
una función g : lvf --; R diferenciable, tal que 9IK = 1, !7IK1 -k 2:: O y 
!7IM-K1 =0 
Dem.· 
Por el lema 1, existen q1 , ••. , qn puntos en J( y fqt1 ... , fqn funciones clifer
enciables y compactos Cq1 e B 9Jl ... , Cq,. e Bq,. tal que fq, le., = 1, 
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fq,ls.,-c., :?'.O, y fq,IM-B,u =O, ba.<;ta entonces con definir K 1 = U¡Bq, y 

f(x) = 1- 11;(1- fq,(:r)) !!! 

Lema 3 
Dado c·ualq'Uier compacto K e ¡\I y f : I\ --+ R diferenciable, entonces 
existe ·un compacto K 1 en J.Vf, y ·una /'Unción diferenciable f. : Af --+ R tal 

q'Ue I\ e f(1, J.IK = f y J.IM-l\1 =O 
Dem. 
Por el lema 2, existen K 1 compacto y h : Al ---> R diferenciable con J( C J(1 

tal que hlM-1\1 =O y hlK = 1, por lo que basta con definir f.= h o f a 

Demostración del Teorema 
La idea de la demostración es empujar ¡1Jb hacia j\Iª a lo largo de las 
trayectorias ortogonales a las hipersuperficies f = cte. 
Escojamos una métrica. riernanniana en 11! tal qqe (X, Y) denote el pro
ducto interior ele dos vectores, el gradiente de f es el campo vectorial en 1\!l 
caracterizado por la identidad 

(X, gradf) = X (f) 

(esto es, es la derivada direccional de f a lo largo ele X), para cualquier 
campo vectorial X. 
De esta observación es claro que gradf se anula precisamente en los puntos 
críticos de f, si además e : R --+ j\,f es una curva diferenciable con vector 
velocidad de entonces dt 

(
de dlf) d(foc) -,gra = 
dt dt 

como ¡-1 [a, b] es compacto, existe p: M--+ R diferenciable tal que p(x) = 
(grad/gradf) si x E ¡-1 [a, b] y p se anula fuera de una vecindad compacta de 

¡-1¡a, b], entonces si definimos X(q) = p(q)(gradf)(q), este campo vectorial 
tiene soporte compacto, por lo que genera un grupo de difeomorfismos a un 
parámetro 

'Pt: M--+ M 
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para q E M consideremos la función l t-t f(<p 1(q)) si cp 1(q) E ¡-1¡a, b] 
entonces 

df(<fd"t(q)) = (d<plt(q) ,gradf} = (X,gradf) = 1 
t et 

de donde se obtiene que la función t t-t f ('?t ( q)) es lineal con derivada igual 
a 1, mientras que f(<p 1(q)) este contenido entre a y b. Si consideramos el 
difeomorfismo <?b-a : lvI __, lvI entonces obtenemos que manda 1\1" difeo
morfamcnte en AJb, para la segun el a parte de la demostración definamos 
R : lvfb x I -> 1H" cornu 

R {q sif(q):::;a 
(q, t) = (Pt(a-J(q))(IJ) si a:::; f(q):::; b 

es claro de la definición que R( *, O) = I el y que R( *, 1) es una retracción de 
}¡Jb en l'vf", de esto lvfª es un retracto por deformación de 1Wb 11 

Corolario 

Con las mismas hipótesis del teorema, ¡-1 [a, b] es difeom01ja a i.Wa X [a, b] 
y a Mb x [a, b], donde M,1 = {:r: E lvf 1 f(x) =a}= ¡-1(a) 

TEOREMA 

Sea f : Al --r R una función diferenciable, sea p E iW un p·unto crítico 
no degenerado de índice ,\ con f (p) = e, supongamos que ¡-1 [e - t=:, e+ E] 
es compacto y no contiene otros puntos críticos distintos de p para alguna 
E > O, entonces para toda E > O suficientemente peqv.eña 11;Jc+e. tiene el 
mismo tipo de homotopía de 1wc-e. con una ,\-celda adfuntada. 

La idea de la demostración <le este teorema está indicada en la siguiente 
figura para el caso especial del toro. 
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La idea también es introducir una nueva función F : lvf ---> R la cual 
coincida con la función f excepto que F < f en una pequeña vecindad 
de p, esto es, p-I (-00, e - t:] = AJc-t UH donde H es una vecindad de 
p, si escogemos una celda adecuada e·\ C H, un argumento directo nos 
demostrará que }.;¡e-e U e,\ es un retracto por deformación de iVIc-[ UH, 
luego usaremos el teorema anterior para la función F y la región p-l [e -
t:, e+ e] para demostrar que j\,f"-¿ u e es un retracto por deformación <le 
¡Vfc+•, lo cual terminaría la. demostración. 

Demostración del Teorema 
Escojamos un sistema ele coordenadas v1 , ... , u,,, en una vecindad U de p 
tal que 

entonces el punto crítico tiene coordenadas 

u 1 (p) = ... = v,, (p) = o 

Sr:;a E > O suficientemente pequeña para que: 
(1) ¡-1 (e - e, e+ e] sea compacto y no contenga otros puntos críticos de f 
distintos de p 
(2) La imagen de U bajo el difeomorfisrno. ·u : U __, R 11 contenga la bola 
Cerrada { (U¡, ... , Un) 1 ¿ llT ::; 2é} 

Defimunos ahora e·\ como el conjunto ele puntos en U tal que 
(1) uj + .. · + ul 2:: E y 

(2) ·u,\+I = · · · = ·u,, = O 

En el caso del toro lo que obtenemos es 

Notemos que e,\ n }.;¡e-• = Dé, esto es, e·' esta adjuntada a J\¡Jc-e como 
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requeríamos, debernos probar ahora que ¡'¡fe-o U e>. es un retracto por de
formación de 1Vf1+"-. 

Sea JL : R __, R una función difcrcnciable tal que · 
(1) p(O) >O 
(2) µ(r) = O si r ~ 2c. 
(~) -1 < ¡l(r) ::; O para toda r 
donde ¡l (r) significa la derivada de Jl con respecto a r. 

Definamos entonces F : AJ _,. R corno 

F = f - p(ni +···+u~+ 2(u1+1 +···+u;,)) 

es claro entonces que F y f coinciden fuera de U y por lo tanto F define 
una función difcrenciable en toda AJ. Para simplificar la notación defifüimos 
f ' · e rr (O ) t: '' '' " 

9 
unc10nes s, q : u ---+ , <X• corno e, = Uí + · · · +u;, y q = U).+ 1 + · · ·+u;,, 

entonces f = e - ~ + I] y 

F(q) =e - ~(q) + r¡(q) - ¡i(~(q) + 2r¡(q)) 

Notemos primero que fuera de la región definida por ~ + 21¡ ::; 22 tenemos 
que f = F, mientras que dentro 

1 
F ::; f = e - ~ + r¡ ::; e+ 2~ + r¡ ::; e+ e 

por lo que 

Los puntos críticos de F y f coinciden ya que 

[)F '( ) - = -1 - Jl E, + 2r¡ < o [)E, 

~: = 1 - 2p'(E, + 2r¡) ~ 1. 

Notemos ademas que 
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oF EJF ar, fJF a,1 -=---+-
ªU¡ fJ[, OU¡ OTJ fJ"-L¡ 

por lo que si i :::; >. entonces 

y si i > ,\ entonces 

oF DF fJr¡ 
-=---
fJu; 817 fJu¡ 

de donde se sigue la afirmación hecha. 

12 

Ahora consideremos la f"3gióu p-l [e - E, e+ E], como F ::; f obtenernos c;.ne 
p-l [c- c,c+é) C ¡-l [e- E,c+t:], de donde obtenemos que p-l [e-E, c+c] 
es compacto, y la única posibilidad que contenga a un punto crítico es en 
p, pero F(p) =e - µ(O) <e - E, dado que en p- 1 [c - E,c +E] no hay 
puntos críticos de F, obtenemos entonces (aplicando el teorema anterior) 
que: p-l (-ce, e+ e] es un retracto por deformación de j\,,¡c+e. 

Como .F-1 [e - c., e+ 2] C ¡-1 f.c - e, e+ e], podemos definir 
H = F-1 (-oo, e+ 2] - j\,fc-s y entonces escribimos p-l (-ce, e + e] = 
}v¡c-e UH 

Consideremos la celda é que consiste ele los puntos q tales que f,(q) ::; E y 
r¡(q) =O, notemos primero que e>. e H. 

Afirmación: ivfc-c. U e>. es un retracto por deformación ele j\¡¡c-e U H. 

Notemos que el caso del toro tenemos la siguiente situación: 

Definiremos una retracción R : 1wc-e UH x I -+ l\!Jc-e UH, empezamos 
definiendo R como la identidad fuera de U y en U la definimos corno sigue: 
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Caso 1: En la región ~ ::; E sea R cldinicla por 

R((u1, ... , u.,), t) = (11¡, ... , U,\, iiL>.+1, ... , tun) 

es claro de la definición qne R( *, 1) es la identidad y que R( *,O) manda la 
región en e>-

Caso 2: En la región ;:: ::.:; ~ ::;: 1¡ +e: definimos R como la transformación 

R((u1, ... , 11,,), t) = (111, ... , U,\, Stn.\+1, ... , StUn) 

donde s1 E [O, 1] y se define como s1 = t + (1 - t)N 
de nueva cuenta R(*, 1) es la identidad y R(*, O) nmpea la región entera 
en la hipersuperficie ¡-1 (c - e), notemos que coincide con el caso anterior 
cuando ~ =e:. 

Caso 3: En la región 17-l-E :::.; ~ (i.e. en 111c-~) definirnos R como la identidad, 
la cual también coincide con las definiciones anteriores. 

De todo lo anterior obtenernos que 

con lo que se termina la demostración l'il 

Corolario 
Si f tiene k p·u.ntos críticos no degenerados p 1 , ... , Pk con indfres >.1 , ... , ,\k 
en ¡-1(c) entonces 

Dem. 
Basta con observar que corno todos so'n aislados podernos escoger k fun
ciones F 1 , •.. , Fk tal que todos queden a ni veles distintos y aplicar inducción 
sobre el número de puntos críticos m 
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Corolario 
Bajo las mismas condiciones del Teorema Ale es ·u,n retracto por defor
mación de Afc+e 

TEOREMA 
Si f : 1\i ___, R es ·una función diferenciables con puntos críticos no de
generados, y si cada Alª es compacta, entonces .!.W tiene el mismo tipo de 
hornotopía q·u.e un complejo CW con uua célula de dimensión ,.\ por cada 
punto crítico de índice ,\ 

Antes de pasar a la demostración, necesitarnos unos lemas: 

Lema 
Sean fo, Ji : 8e>-. ___,X funciones homotópicas, entonces la id,,,ntidad de X 
se extiende a ·u.na equil'alencía homotópica 

Dem. 
Cuando uno quiere dar una función que salga de un cociente, formalmente 
lo que hay que hacer es dar la función antes de pasar al cociente, ver que 
es compatible con la identificación y entonces un obtiene la función de
seada, en nuestro caso queremos dar homotopías que salgan de un espacio 
de adjunción -- el cual es un cociente - , por lo que tendríamos que dar las 
homotopías desde la unión ajena de los conjuntos y ver que "pasan bien" 
al cociente, pero, por el procesador de texto, esto se vuelve medio latoso, 
por lo que sólo vamos a dar de manera explícita las hornotopías desde el 
cociente mismo. 

Sea F: 8e>-. x I -r X la homotopía entre fo y Ji, esto es F(x, O) = f 0 (x) 
y F(x, 1) = fi(x), para simplificar notación F(x, t) = ft(x). 

Definamos entonces la equivalencia homotópica co.mo sigue: 
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{ 

[x] 
k([x]) = [2tu] 

[h-21('u)] 

si x E X 
si x = tu donde u E De·\ y O :S: t :S: ~ 
si x = tu donde u E éJe>. ·y t :S: t :S: i 

Es claro entonces que su inverso homotópico está dado por 

l ."\ru ,\ vu >. 
•• ·:1. /1 e --+ •'- fo e 

{ 

[x] 
l([x]) = [2tu] 

[h-21(u)] 

si ;i; E X . 
si x =tu donde u E 8e·' y O :S: t :S: * 
si x = tu. donde u E éJe'' y t :S: t :S: i 

Notemos entonces que 

{ 

[J:j 
1 [4tu] 

l,,:[x] = [f ( )) 
•11-1 u 

[h-21(u)] 

si x E X 
si ~; = tu donde it E De>. y O :S: t :S: l 
si x = tu donde u E éJe>. y l :S: t :S: t 
si x = tu donde u E 8e'' y i :S: t :S: i 

Se puede entonces definir una homotopía de la siguiente manera 

H([x], s) = 

[x] 
[(1 - s)tu + 'lstu] 
U(l-2s)(4t-1) (u)] 
[2(1 - s )u+ (2s - l)tu] 
U(l-2s)( 1t-1) (u)] 
[2(1 - s)u + (2s - l)t·u] 

donde x =tu y u E Be>-. 

Es claro entonces que H(z, 1) = lk(z) y que H(z, O)= z m 

Lema 

15 
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Sea rp : 8e'' --+ X 'Una sit,uación de adjunción, entonces cualquier equiva
lencia homotópica f : X --. Y se extiende a una equivalencia homotópica 

Dem. 
De nueva cuenta, formalmente tendríamos que dar homotopías antes de 
pasar al cociente y verificar que todo sigue bien, pero, no lo haremos, esto es, 
sólo daremos las homotopías resultantes en los correspondientes cocientes. 

Sea g : Y --. X el inverso homotópico de f, entonces podemos definir 
F : X u.,, e'\ --. Y U"' e\ como 

F([i:]) = { [f(x)J 
[x] 

si :i: E X 
si x E e,x 

si y E Y 
si y E e'' 

Como g f <p ~ cp por el lema anterior, existe 

k .vu ,\~vu .x • .:~ gf<p e .. A ""e 

equivalencia homotópica, demostraremos entonces que kGF ~Id. 

Sea H la homotopía entre gf y Idx, denotemos por ht(*) = H(*, i), en
tonces, si usamos las definiciones específicas ele k, G y F obtenemos que 

{ 

[gf(x)] 
kGF([x]) = [2tu] 

[h2-2t ( <p( u)) l 

la homotopía requerida es entonces 

X EX 
x = tu u E 8e'' y O < t < l , - - 2 
X =tu u E ae,\ y .! < t < 1 , 2 - -

,\ . ,\ 
Q: (X U:r e ) x I--> X u.,, e 
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{ 

[h,,(.i:)] 
Q([:i:], s) = [(i!JtuJ 

[h2-21+s1?( u)] 

X EX 
O<t< ~ - - 2 

~:st::;l 

17 

donde x = tu con u E De\ no temo~ entonces que ( kG)F ~ Id, de donde 
se sigue que F tiene un inverso lrnmotópico izquierdo, con un argumento 
arnílogo, se concluye que F tiene un inverso homotópico derecho. 

La demostración ahora ele que F es una equivalencia homotópica es pura
mente formal. 

Sub lema 
Si F tiene un inverso homotópico izqnierdo L y un in·uerso homotópico 
derecho R, entonces F es ·una equ.iv~lencia homotópica !J R (o L) es ·nn 
inverso homotópico de F. 

Dem. 
Como LF ~ Id y FR ~ Id se sigue que L ~ L(FR) ::::: (LF)R c:::: fl, 
obtenemos entonces que RF ~ LF ~Id 111 

el lema se sigue de k(GF) ~Id implica que (GF)k ~ Id pero G(Fk) ~ 
Id implica que (Fk)G ~ Id, es decir obtuvimos que kG es un inverso 
homotópico ele F, por lo que F es una equivalencia homotópica m 

Demostración del Teorema 
Como cada J'vlª es compacta, entonces sean c1 < c2 < · · · , los valores 
críticos de f : J\1 ---...; R, es claro que la sucesión no tiene puntos ele acumu
lación. 

Notemos que A1ª es vacío si a < c1 (ya que c1 es el mínimo de f). 

La demostración es por inducción, sea e > O suficientemente pequeño para 
que en el intervalo [c1 -é, c1 +e] el único valor crítico sea c1, entonces J\1c1 +" 
tiene el tipo de homotopía ele un conjunto finito ele puntos ya que · 
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donde hay 11na célula por rada punto crítico en el nivel c1 • 

Sea a ;/= c1, c'2, c3 ..• y supongamos que ,i,;¡n es del mismo tipo de homotopía 
que Kª un complejo CW, esto es Alª ~ J(" y sea e el más pequeño c; > a 
entonces 

donde de nueva cuenta hay una célula de dimensión Aj por cada punto 
crítico de índice Aj en el nivel e, notemos también q1w 1\1ª :-= A1c-c: por lo 
que 

1wc+e: ~ Jvr-E u {Ue,\j(cl} 

~ .i'.Jll U {Ue'\j(cl} 

~ J(ª U {Ue'\j(c)} 

por lo que 11J"+ 0 es del mismo tipo ele horno to pía que un complejo CW, 

Notemos que si Af es compacta o el número de puntos críticos es finito, 
entonces esto, termina la demostración, si no, entonces tenemos un diagrama 
conmutativo 

J. J. l 

Sea entonces J( = U;Kª' el límite homot<$pico directo, y sea g : Al --r J( 

la función límite, entonces g en cada nivel es una equivalencia homotópica, 
y por lo tanto g misma es una equivalencia homotópica (Ver Apéndice 3) 
11 

Notemos también que se ha demostrado que cada i'vl'ª tiene el mismo tipo 
de homotopía que un complejo CW finito con una célula de dimensión ,\ 
por cada punto crítico de f con índice A. 



Capítulo 2 

Existencia de funciones 

de Morse y aplicaciones 

En está parte construiremos muchas funciones con puntos críticos no de
generados para variedades encajadas en R". 

Decimos que una función f : M -) R es una función de Morse si todos 
sns puntos críticos son no degenerados. 

Para p E R", defina.mas la función 

Lp:M~R 

q H llJJ-qll2 
Se demostrará que para casi toda p E Rn, Lv es una función de Morse en 
}¡J, 

Sea lvl C R" una variedad ele dimensión k < n encajada en R". Sea 
N C M x R" definida por 

N = {(q,v) 1 q E M, v l.. Tv1'1} 

no es difícil demostrar que N es una n-variedad diferenciable encajada en 
R2" (De hecho N es el haz normal a M). 

Sea E: N ---; R" definida por E(q, v) = q +v. 
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Decimos que e E R" es uu punto focal de (lvl,q) con multiplicidad µsi 
e = q + v, donde (q, v) E N y el .Jacobiano de E en (q, v) tiene nulidad 
ll >O. 
El punto e scní llmnado uu punto focal de ld si e es un punto focal de 
(M, q) para algun q E Al. 

Enunciaremos ahora un Teorema demostrado en el apéndice 2 

TEOREMA (de Sard) 
Sea f ; 1\I ---+ N \/,'fl,U función de clase C 1

1 entonces el confunto de valores 
críticos de f tiene medida cero en N 

tenemos entonces dos Corolarios 

Corolado 
El conj'l!.nto de valores reg·ula:rcs de mia función diferenciable f : lVI --+ N 
en denso en !.V 

Corolario 
Para casi toda x E R", x no es un p·unto focal de .ilf 
Dem. 
x es punto focal si y sólo si a: está en la imagen del conjunto de puntos 
críticos ele E : N -• R", por lo tanto la medida del conjunto de puntos 
focales es cero, por lo tanto su complemente es denso ia 

Para comprender mejor el concepto de punto focal es conveniente intro
ducir la segunda forma fundamental de una variedad en un espacio eucli
diano. Fijaremos por el momento un sistema local de coordenadas. Sean 
u 1 , u 2 , .•• , 'Uk coordenJ.das locales en una región de la variedad lvl C R", 
entonces el mapeo inclusión de lvl en R" determina n funciones diferencia
bles 

como notación, usaremos x = (x1, ... , x,1 ) = x(u1, ... , uk) 
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La primera forma funda·rnental a.sodarla con el sistema de coordenadas, 
está definida por la matriz simétrica de valores reales 

fü· fJx 
(gij) = (-.e;--) 

OU¡ úUj 

La segmzda forma fundamental, es una matriz simétrica ( l'.ij) con valores 
vectoriales que se define como sigue: 

el vector 0 ,?'J~. e11 un punto de 111 puede ser expresarlo como una suma . ) 

de un vector tangente a }vf y 1m vector normal a 1if, entonces ( f'.;:i) es la 

corn1)(mcnte normal de iJ. ª~a,, , dado cualquier vector u el cual es normal a 
U¡ llj 

.~1 en q, la matriz 

<Y·r 
(u·---·-)= (v · l'.;j) 

fJu;fJu j 

será llamada la seg·unda forma fu:ndamcntal de Al en q en la dirección de 
v. 

Simplificaremos la discusión snponienclo que el sistema ele coordenadas es 
tal que g;j(<J) = fiij· 

Entonces los valores propios de la matriz (v · l'.;j) son llamados las cnrva
turas principnles k1 , ... , kk de JV! en q en la dirección normal de v. Los 
recíprocos k1 1

, ••• ,k'J.; 1 son llamados los radios princípales de curvatitra. 

Por supuesto puede suceder que la matriz ( v · E;j) sea singular, en este caso, 
uno o más valores ele los k; son cero y entonces los correspondientes radios 
no estaran definidos. 

Consideremos ahora la linea normal f. que consiste de todos los q + tv donde 
v es un vector fijo ortogonal a Ñf en q. 

Lema 
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Los puntos focales de ( 1\I, q) sobre e son precisamente los puntos de la forma 
q + l.:¡ 1 v donde 1 ::=; i ::=; A:, k; f. O, existen a lo más k pv.ntos focales de 
(A1, q) a lo largo de e, cada nno contado con .rn propfo rn·ultiplicidad 
Dem. 
Escojamos n- k campos vectoriales w 1 ( u1 , ... , 'llk ), .•. , Wn-k( u1 , ••. , Uk) en 
la variedad tal que w 1 , ... , Wn-k son vectores unitarios ortonormales entre 
si y perpendiculares a 1H. 

Podemos introducir coordenadas ( H1, •.. , u1,;, t 1 , •. :, tn-d correspondientes 
al punto 

n-k 

(x(u1, ... , ttk), L tjwj(n1, ... , uk)) EN C j\{ x Rn 
j=l 

entonces la expresión local para la función E : N ----> R" es la función 

n-k 

e ( tt 1 , ... , it k, t 1 , ... , t n -d = J: (u 1 , ... , v, k) + 2.: t jW j ('tt 1 , ... , u k) 

j==l 

cuyas parciales son 

éJe o:i: ¿ OWj -=-+ t·--
OU¡ OU¡ J Otlj 

oc 
-=Wj 
EJt j 

si tomamos productos interiores con los n vectores linealmente independi
entes { %:. , w j} obtenemos una matriz de n x n cuyo rango es igual al rango 
del Jacoblano de E en el correspondiente punto ya que esta matriz es 

(L:ata~·'W(j)) 
Id 

entonces la nulidad de la matriz es igual a la nulidad del bloque superior 
derecho, usando que 
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entonces 

~ ax ax 8wa ax 
Yij - ¿__, taWa. e,j = -8 . -;:¡--+L.:: ta-¡;-. -8 

llj UUj a ult¡ Uj 

Ahora basta con observar que q + tv es un punto focal de ( Jvl, q) con multi
plicidadµ si y sólo si la matriz (% - tu· eij) .... ( *) es singular con nulidadµ, 
esto ya que si (Yii) = ( D;j) entonces ( *) es singular si y sólo si t es una valor 
propio de (u· e;j), más aún, la multiplicidad ¡1. es igual a la multiplicidad 
de t como valor propio 111 

Ahora para p fijo en R" estudiaremos la función f := Lp : Al .........., R, 

f (x( U¡' •.• ' uk)) = lix( U¡, ... ' Uk) - Pll2 =X. X - 2:i;. p +p. p 

entonces 

éJf í)x 
-=2-·(:i:-p) 
8u; au; 

por lo que q es un punto crítico de f si y sólo si q - p es normal a 11;! en q, 
notemos que las segundas parciales en un punto crítico son 

a2 f éJx ax 82 x --=2(-. -+-- ·(:i:-p)) 
éJu;auj éJu; Ollj au;auj 

haciendo p = x + tv obtenemos 

¡p f -- = 2(g;· - tv · f;·) 
O'll¡OUj J J • 

se concluye entonces que 

Lema 
El punto q E Jv[ es un punto crítico degenerado de f = Lp si y sólo si p es 
un punto focal de ( 1Vl, q). La nulidad de q como punto crítico es igual a la. 
m·ultiplicidad de p como punto focal 
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Corolario (Teorema del índice para Lp) 
El índice de Lp en nn P'llnto crítico no degenerado q E .~1 es ig'ual al n'Úmcro 
de p'Untos focales de (lvl, q) contenidos en el segmento de q a p contados cada 
uno con S'U m'U/tiplicidad 
Dem. 

( 
EPL ) __ P_ = 2(g¡ · - tv ·e;-) 

éJu;éJUj J J 

el índice de la !Ilatriz es igual al número de valores propios negativos, 
suponiendo que 9ij = 8¡J, esto es igual al numero ele valores propios de 
(v . eij) los cuales son 2: t, usando conjuntamente los lemas anteriores, 
obtenemos el resultado deseado El 

Si juntarnos los lemas anteriores tenemos 

TEOREMA 
Para casi todo p E R" (todos salvo ·nn conj'llnto de medida cero), la fnnción 
Lp: iVl __, R es ·1tna fnnción de Morse 

Veamos algunas consecuencias ele esto: 

Corolario 
Sobre C'Ua!qnier variedad AJ existe ·una función de iVIorse tal q'Ue iVIª es 
compacta para toda a E R 
Dem. 
Se sigue del hecho de que para cualquier variedad existe un encaje cerrado 
en algun Rn y de que Mª = M n Ba(q) l!l 

Notemos entonces que todas las suposiciones hechas al principio no inponían 
ninguna restricción sobre lo concluido. 

Aplicación 1 
Toda variedad diferenciable tiene el tipo de homotopía de un complejo CW 

A.plicación 2 
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Sobre una vmiedad compacta Al existe un campo vectorial X tal que la 
suma de los índices de los puntos críticos de X es igual a la característica 
de Euler x( M) de M. 

Sabemos que x0VI) = 2:(-1)-'C>., donde C-' es el número de puntos críticos 
con índice ,\, pero ( -1 )·\ es el índice del campo vectorial gradf en un punto 
donde f tiene índice A, se sigue entonces que la suma de los índices de 
cualquier campo vectorial en iVI es igual a x(Af), ya que esta suma es un 
invariante topológico. 

Aplicación 3 
TEOREMA (de Reeb) 
Si 1VI es una variedad compacta y f : ¡1[ --+ R es mio. función de Morse 
con sólo dos 1n1:ntoH críticos, entonces ¡Vf ~ S" 
Dem. 
Es claro que los puntos críticos son el rmiximo y el mínimo, supongamos sin 
perder generalidad que f(p) =-=O y f(q) = 1, existen coordenadas tal que 

f 
., ') 

. = 1 - :i:1 - · · · -- a:;, 
en una vecindad coordenada de q, seas > O sufirientemente pequeña tal que 
D+ := ¡-1 [1- e, l] ~ D", D- := ¡-1¡0,s] ~ D¡., y ¡-1[c-,1-c-] ~ sn-l x I, 
consideremos en 5 11

, vecindades B+ y B- de N y S, los polos norte y sur 
respectivamente, difeomorfas a D", sea C = S" - int(B+ U B-), es claro 
entonces que e~ sn-l X I yac= [)B+ u [)B- . . 

Sea ho : n+ --7 B+ un difeomorfismo de D" en D", es claro entonces que 
tenernos 

ho lan+ : 8D+ --+ ()B+ 

el cual se extiende a un difeomorfismo 

notemos que con esto tenemos definido un difeomorfismo 
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notemos que h1 lav- : an- --+ 8B- se puede extender a un homeomor
fismo g: 5n-l --; 5n-I d cual se puede extender a un homeomorfismo 

tu i--. tg(u) 

es decir, logramos extender h0 a un homeomorfismo h: AJ--+ S" 111 

El teorema sigue siendo válido si los puntos críticos son degenerados, pero 
la demostración es más complicada. 

No es cierto que J'vf deba ser difcrenciable a S" 

Aplicación 4 
Como construir una función de Morse sobre CP" .· 
Sea CP" el n espacio proyectivo complejo, esto es, CP" es el conjunto de 
clases den+ 1-éneadas ( .::0 , •.• , ;:;11 ) de números complejos, tal que 2::: lzil 2 = 
1, denotan~mns nna clas0 de equivalencia por [(zu, :::1 , ... , z,.)] = (;:;o : z1 : 

. •.: Zn) 

Sean e; E R tal que e¡ =f. Cj si 'Í =f. j para i =O, ... , n, definamos 

Sea 

f(zo: z1: · .. : :::,.) = L cilzil2 

j 

Uo = {(zo : z1 : · · ·: zn) 1 zo =f. O} 
= (1 : Z¡ : • • • : Zn) 

escribamos ahora a 1Wzj = Xj + ljj, entonces X¡, y¡, ... , Xn, Yn: Uo--+ R 
son las funciones coordenadas, mapeando U0 diferenciablemente en la bola 
unitaria de R 2

", como lzil 2 = x] +y], tenemos que lzol2 =1- I::(x] +y]) 
por lo que 

n 

f = co + L(ci - co)(x] + YJ) 
j=l 
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en U0 , entonces el único punto crítico eu U0 es justamente el punto p 0 = 
(í : O: · · · : O) ya que .!Jh = 2(cj - ca)xj y *!J = 2(cj - co)l/j ele donde es 
claro que solamente en el punto propuesto todas las parciales se hacen cero 
simul tanearnente. 

En este punto f es no degenerada y el índice es el doble ele números j tal 
que Cj < ca. 

Similarmente, podemos considerar los sistemas coordenados centrados en 
los puntos p1 = (O : 1 : O : · · · : O), ... , Pn = (O : · · · : O : 1) y entonces 
p0 ,p1 , .•• ,Pn son los i.í.nicos puntos críticos de f, además el índice de f en 
Pk es ig;ual al doble de j tales que Cj < Ck, estos índices estan entre O y 
2n y aparecen sólo una vez (esto se puede ver dando valores a los e¡, por 
ejemplo, e¡ = i + 1) obtenemos entonces que 

CP" '.:::::'. e0 U e2 U··· U e2
" 

Como parte final de este Capítulo veremos ahor~t como se relacionan la 
topología de la variedad JI y el número de puntos críticos de una función 
de Morse en la variedad. 

Si S es una función de pares ele espacios en los enteros, decimos que S es 
.mbaditi1ta si, Z e Y e X implica que 

S(X, Z) ::; S(X, Y)+ S(Y, Z) 

y decimos que es aditÍ'ua si la igualdad se da. 

Como un ejemplo, consideremos un campo F como el grupo de coeficientes, 
entonces, R>.(X, Y) = ,\-ésimo número de Betti de (X, Y), esto es, es el 
rango sobre F de H>.(X, Y; F), para cualquier par (X, Y) tal que este rango 
sea finito. 

Para ver que R>. es subaditiva, basta con observar· que en 
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~ 1 .• tj i • al3 • • r( + 
· · ·-+ H;...(1, Z)--+ H.\(.X, Z)-+ H;...(.X, Y)--+ ... 

R;...(X, Z) = rank(a2) + rank(a3 ), se define la característica de Enler 
x(X, Y) = 2::( -1 )" R;... (X, Y), y se obtiene entonces que x es una función 
aditiva, ya que si x(X), x(.11) y x(X, A.) existen, entonces x(X) = x(X, A.)+ 
x(A.). 

Tenemos ahora el siguiente lema para funciones snbaditivas (aditivas) 

Lema 
Sea S subaditi·va y sean X 0 e X 1 e · · · e Xn, entonces 

n 

S(Xn,Xo) :5 ¿ S(X¡, Xi-1) 

además, si S e.~ aditiva, ln igiwldad se da. 
Dem. 

(1) 

La demostración es por inducción sobre n, si n = 1 es claro que se da (1), 
si n = 2 entonces se sigue de la definición de S. 

Supongamos entonces que S(X,,_1,Xo) ::.:; ¿;•-l S(X;,X¡_ 1) tenemos en
tonces que 

n 

:::; L S(X;, X;-1) 
1 

a 
Denotemos por S(X) := S(X, 0), entonces si Xo = 0, podemos reescribir la 
desigualdad anterior como 

n 

S(Xn):::; ¿ S(X;,X;-1) 

y la igualdad se da si Ses aditiva. 
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Sea 1\1 una variedad compacta y f : 1\1 - R una función de Morse, sean 
a 1 < · · · < a1.: tal que Jvr• tieue exactamente i puntos críticos y l'vfªk = 1VI, 
entonces 

H.(AIª', J'vffi•- 1
) = H,(jvlª'- 1 U e>-•, 1\1ª'- 1 ) 

= H.(e>-',ae>-•) 

= { R en dimensión A¡ 
O cu otro caso 

donde la primera igualdad sP obtiene del teorema de escisióu. 
Si aplicamos el lema a 0 = jVJª 0 e · · · e i'vf"k = l'vf con S = R,1,, obtenemos 
que 

k 

R1a(A1) ~ 2:,R,\(M"',Mª'- 1
) = C>. 

1 

donde e>. es el número de puntos críticos de índice ,\, 

Si ahora aplicamos nuevamente el lema anterior para el caso S = x obtene
mos que 

k 

x(M) = LX(A1ª',1Wª•- 1
) =Ca - C1 + C2 - · · · ± Cn 

1 

hemos probado entonces 

TEOREMA (Desigualdades débiles) 
Si C,1, denota el número de p·untos críticos de índice A en la ·variedad com- . 
pacta lYI, entonces: . 

~~~ ~ 
I:(-1)>-R,1,(lvf) = I:(-1)>-c,1, {3) 

Una manera de mejorar estas desigualdades es usando el sig1üente argu
mento. 

Lema 
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Si S>.(X, Y) = R>.(X, Y) - R>.-i(X, Y)+···± R0 (X, Y) entonces S,\ es 
s·ubaditi11a 
Dem. 
Notemos que si 

h ; j 
--+ A. __, B --+ C ---+ · · · ---+ D --+ O 

es una sucesión exacta de espacios vectoriales, entonces 
rank(A) = rnnk(h) + 1·ank(i), entonces tenemos que 

rank(h) = rank(A) - rank(i) 2:: O 

= ranK(A) - rank(B) + rank(j) 

= rank(A.) - ranl.:(B) + rank(C) - · · · ± rank(D) 

consideremos ahora la sucesión exacta ele homología del triple Z C Y C X 
y apliquemos lo anterior al morfismo H>.+i(X, Y)---+ H.\(Y, Z), obtenemos 
que: 

rank(fJ) = R,\(Y, Z) - R,\(X, Z) + R.\(X, Y) -.R.\-i(Y, Z) + · · · 2:: O 

ag,Tupanclo de manera conveniente obtenemos que 

Si aplicamos esta función a los espacios 0 e 1VIª 1 e · · · e lvfªk = 1VI 
obtenemos las desigualdades de Morse 

k 

S>.(AI·) ~ LS>.(1VIª;,Ma;_ 1
) = C'>. - C'>.-1 + · .. ± Co 

1 

o equivalentemente 

R>.(M) - R>.-1(lvl) + · · · ± Ro(M) ~ C'>. - 0>.-1 + · · · ± Co (4>.) 
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de comparar ( 4,\) y ( 4.\-1) se obtiene (2) y si ademas ,\ > n entonces se 
obtiene (3). 

Se tiene además 

Corolario 
Si C,\+t = C,\ =O entonces R,\+1 = R,\ =O y R,\ = C,\ 

:/ 



Capítulo 3 

El complejo de Witten 

En esta parte del trabajo construiremos el complejo de Witten asociado a 
una variedad, y demostraremos que la homología a.sociada a este complejo 
es la homología simplicial. 

Empezaremos construyendo las variedades estables e inesta.bles asociadas a 
un punto punto crítico 110 degenerach 

Recordemos que si f : Af ----> R es una función ele flforse y p E 1\1 es 
un punto crítico, entonces existe una vecindad U C JI de p y uu sistema 
coordenado tal que 

donde k es el índice de f en p, es claro entonces que 

-"Vf = 2(x1, ... ,xk,-:l:k+1, ... , -x,,) 

definimos entonces la variedad inestable ele p como 

donde <.p8 es el flujo asociado al campo v0ctorial -V f, notemos que por el 
lema de Morse, en una vecindad de p difoemorfa al rt-disco 

(x1 1 ••• ,:J;,,) E lV;' {=:::::} x1o+1 = ··· = x,, =O 
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por lo que localmente, ~V;' se ve como el k disco, tenl'rnos que 

w;• = (Ui>otP1(D1.: - {O})] U {ip1(0)} 
donde 1p1(0) = p, es claro que el finjo nos da un difoemorfismo 

w
1
:· - {p} ~ n"' - {o} 

siempre y cuando 81\I = 0, por lo que en este caso obtenemos que TV;' ~ RI.:, 
notemos que en el caso en el que DA! f. 0, eutonces, igual H7 resulta una 
k variedad, pero ahora puede que tenga frontera. 
Para definir la 'VO:riedad estable en p, definirnos X=' grad(f) y definimos w; 
como la variedad inestable en p con respecto a e;otc nuevo campo, concluimos 
ahora que la dimensión de w; ('S n - l.: y que si oAJ = 0 entonces TV; ~ 
nn-1.:. Otra observación es que ambas variedades resultan conexas y que 
TVPu y TY1~ se intersectan trausverslamente en p. 

La herramienta que usaremos para demostrar el rc::;ulLado anunciado en el 
principio del capítulo, es la que se conoce como indice de Conley, de la cual 
en esta parte baremos uso ele algunos resultados y remitiremos la lector a 
la correspondiente cita. 

Empecemos con algunas definiciones. 

Supongamos ahora que tp1 : 1\I --t j\!f es el flujo en una \'arieclad compacta 
lvf, entonces S e ivf es invariante si ip1(S) = S para toda t E R, y es 
llamado aislado si existe una vecindad N de S tal que 

S = l(N) := ntER'Pt(N) 

Un índice par para un conjunto invariante aislado S C 1\!I es un par de 
conjuntos compactos L C N tal que 
(1) S = I(N - L) e int(N - L) 
(2) x EL, y 'P[o,t¡(x) C N implica 'Pt(x) EL 
(3) :i: E N - L implica 3t > O tal que ip¡0 ,1¡ e N. 

La condición (2) dice que Les positivamente invariante en N y (3) significa 
que toda orbita que deja N pasa primero por L. 
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Para las demostraciones de los siguientes teorema.~ ver : 

Teorema (Existencia de Indices pares) 
Sea 'Pt el flujo y N C J..1 '1tna 'llccindad aislante de el confu:nto invariante ais
lado S y U cualquier vecindad de S, entonces exsite un fndíce par (N1,N0 ) 

para S en AJ tal q'1te N1 - No C U 

Necesitamos ademas el siguiente resultado que nos dice que el tipo de homo
topía de el espacio cociente ¡\-¡ L es independiente de la elección del índice 
par para S. 

Lema (C. Conley) 
Si (N1 ,L 1 ) y (N2 ,L2 ) son indices pares para S, confnnto 'invariante ais
lado, entonces los espacios índices Ni/ L 1 y 1V2 / L 2 son del mismo tipo de 
hornotopía 

El indice de Conle!J de S es el tipo de homotopía de el espacio N /L. 

Si e es un nivel crítico de f entonces un Ílldice par para el conjunto invariante 
aislado 

S = {:i: E j\,f 1 vf(:r) =O, f(x) =e} 

esta dado por N = Mb y L = Mª, donde lvfª = {:1: E M J f(x) :::; a}, y 
a < b son valores regulares de f tal que e es el único valor crítico ele f en 
el intervalo (a, b). 

El flujo gradiente 'Ps ele una función de Morse f : 1\1 -+ R se dice del tipo 
Morse-Smale si para cualquiera dos puntos críticos x y y, las variedades 
estable e inestable w; y W~' se intersectan transversalmente. 
Notemos que esta condición se consigue con pequeñas alteraciones en la 
métrica riemanniana dada. (Vea.se apéndice 4). 

Si J es del tipo Morse-Srnale, entonces las orbitas cuuectantes determinan 
el siguiente complejo de cadenas. 
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Escojamos primero una orientación en el espacio vectorial E~ = T,, vV;' 
para todo punto crítico de f y denotemos por (x) al par qne consiste del 
punto crítico y su orientación, para toda k = º· 1, ... 'n denotamos por ck 
el grupo libre 

donde x corre sobre todos los puntos críticos ele índice k. Si f es del tipo 
Morse-Smale y ind(y)-ind(x) = 1 entonces TV:nw; consiste ele un número 
finito de orbi tas, en este c&'io podemos definir un entero n(y, .T) asignando 
un + 1 o -1 a cada orbi ta conectante y tomando la suma. 

Sea 7( s) una mbi ta conectante, esto es lim8 __ 00 7( 8) = y y lims-= ~r( s) = 
x, entonces (y) induce una orientación en el complemento ortogonal E~(y) 

d l. ·/(s) Eu 
e V= lffis--oo h(s)I en y· 

En el caso ind(y) - ind( :i:) = 1, el flujo induce un isomorfismo entre E~(y) 
y E~, definimos n.1 como ±1 cleµernliendo ele si esta función preserva la 
orientación o no. Definimos entonces n(y, x) = 2:::, n1 , donde la ¡;urna corre 
sobre todas las orbitas ¡ conectando :i; y y, defirJ.imos ahora el operador 
frontera 

como 

ac(y) = ¿n(y,x)(x) 
X 

donde la suma corre sobre todos los puntos críticos de índice k. 

Uno puede extender este complejo de cadenas a coeficientes en cualquier 
grupo abeliano G definiendo Ck(G) = G 0 Ck y 
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La importitncia de la construcción anterior se refleja en el siguiente resul
tado. 

TEOREMA (R. Thom, S. Smale, J. Milnor, C. Conley, E. Witten) 
(1) f)c (G) o éY(G) =O k-·l k 

( ) H ( 1 G) 
Ker8f_ 1 (G) 

2 k A;; ~ I W(C' rn k T¡ 

donde H.(1W; G) es la homología singular de la variedad. 

La formulación anterior se debe a Witten. 

Para proba.e el teorema anterior, consideremos ahora lo siguiente, para todo 
punto crítico J; de f, sea Nx, Lx el índice par descrito anteriormente, ob
servemos que una orientación de E~ = T,, lv;• determina un generador de 
H1.,(Nx, Lx; Z) ~ Z donde l.; = ind(x ), esto muestra que C1.: puede ser iden
tificado con 

Ck = ffixHdNx, Lx; Z) 

donde la suma corre sobre los puntos críticos ele índice k. 
Como lh(Nx, L,.; Z) es libre, se sigue del teorema universal de coeficientes 
que el homomorfismo natural G O Hk(Nx, L.r; Z) ---+ Jl¡,,(Nx, Lx; G) es un 
isomorfismo y entonces obtencnmos que 

G®Ck = ffi,,Hk(N,,,L,,;G) = CJ.:(g) 

Definamos M(y,x) = W~' n w: la unión de las.orbitas conectando y y 
x, este conjunto es una subvariedad de ¡VJ de dimensión ind(y) -· ind(x), 
suponiendo que <p8 es del tipo Morse-Smale y que S(y, x) = J\!I(y, x)U{x, y} 
es un conjunto aislado. Sea N2,No un índi-::e par para S(y,x) y definamos 
N1 =No U (N2 n hlª) donde f(x) <a< J(y), entonces N2, N1 es un índice 
par para y y N1, N0 es un índice par para x. 

Definamos eEl homomorfismo 

como la composición 
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H;:+1(N1"Ly;G)---+ lh+i(N2,N1;G) 

_il-+ Hk(N1,No;G) .......--; Hk(Nx,Lx;G) 

donde el primer y tercer isomorfismos estan ind11ciclos por la equivalencia 
homotópica entre los pares índices dada por el flujo, notemos entonces ép1e 
podemos extender este morfismo al modismo 

el cual coincide con el operador frontera anterior. 

Lema 
élc(G) = .6(G) 
Dem. 
Podemos suponer que x y y son los únicos puntes críticos de f en ¡-qa, b] 
donde a= f(x) y b = f(y). 
r..fas precisamente sea 

S' = {z E M j vf(z) =O, z f:. y ind(y) _:::; ind(z)} U lvl(z,y) 

entonces existe una función diferenciable g : Al ---+ R tal que 
N = g-1 ¡0,,:x:i) es una vecindad aislante para S y dg(z)\i'f(z) >O para 
z E fJiV = g- 1(0). 

Con e > O suficientemente pequeño, podemos escoger una función estricta
mente creciente p: R.......--; (O, 1] tal que p(r) =O sir::; O y p(r) = 1 sir~ e, 
definamos fe : M .......--; R como fc(z) = f(z) + cp(g(z)), es claro entonces 
que fe tiene los mismos puntos críticos que f para cualquier valor positivo 
de e, si además, e> b- inf(f) entonces S' e Íc- 1(b,oo). 

Un argumento análogo puede ser usado para los p1mtos críticos z -=/= x tales 
que ind(z)::; ind(x). 
Esta alteración no afecta a los homomorfismos ac y .6. 

Dados a < e < b, e > O suf, pequeiio y T > O suf. grande, definimos índices 
pares: 
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Ny = {z E M j f(ip-T(z)) :::; h +F.·, f(:::)?: c} 
L 11 ={zENulf(:::)=c} 
Nx = {z E M 1 f('?T(z))?: a -e:, f(:::):::; c} 
L_,, = {z E N.r: j f('?T(:::) =a -e} 
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Entonces un índice triple para el par x, y en el conjunto invariante ajslado 
S(y, :r) esta dado por N2 = 1V,, U Ny, N 1 = N.r U Ly y N 0 = L.r U Ly - N,,, 
nosotros usaremos esta triplct:a para demostrar que [JC = 6 para el caso de 
copficientes enteros. 
Para esto notemos que Ny se contrae a TV~' n {!?: c} cnando T ---too, de 
la misma manera Nx define una vecindad tubular de w; n {! :::; c} cuya 
anchura converge a cero cuando T --+ oo. 

Como Tv
1
;' y TV;,' se interscctan transversalmente se sigue q1H' NxnlV1~'n{f = 

e} consiste de un número finito de componentes, clig·amos, V1, ..• , 1 1~ 1 ,, cada 
una de las cuales contiene nn único pnnLo ::: j E 1\1 (y, .r) n 1'j. 
lvléís precisa.mente, si D"' denota la hola nnit.aria en R"' entonce~; existe un 
difeomorfismo 

tal que, 4'.r(L,:) = aD"' X nn-k, V1,,(Hi;, n N,.,) ="{O} X D"-k y 4Jx(11j) = 
D"' X {aj} donde Oj E 8D 11 -k. 

En particular, vj es una !.:-variedad con frontera TYj = T1j nL,, difocmorfa a 
Dk vía lf'j = 1f ¡o ip,, 1 V¡ : vj ---t D"' y entonces la función 7r 1 o ~·x : N,, --+ D"' 
induce isomorfismo en homología 

la orientación dada de E~ determina un generador <le la homología o:Hk(N -
x, Lx) ~ Z el cual bajo el isomorfismo anterior es mapeaclo a un generador 
D:j E H1.;(Vj, l-Vj), la clase de homología D:j esta determinada por la ori
entación de T=; Vj inducida por la orientación ele E~ via el isomorfismo 
definido por el flujo, T::; vj -; E~. 

Esta orientación puede o no coincidir con In. orientación inducida Je vV
1
;' 

vía la inyección 
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T,1 Vi= T::1 w~· n v f(zj)J.. e T::1 }V1~' 
(tornando - v f ( z j) corno el primer búsico). 
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No obstante ambas orientaciones coiucid<~n si y sólo si nj = 1, donde nj E 
{ -1, 1} es el signo a.c;ociado a la orbi ta conectante ¡J( s) = 'P s ( Z'j). 

Escojamos una triaug;ulación de las /.:-variedades Vj y extendamosla a una 
triangulación de la J,; + 1-variedad w~· n u 2 e} con frontera iv: n {f = e}' 
esto junto co11 la orientación dada de TV~' determina un generador 

/3 E lh+1 (w¡;' n Ny, W~' n Ly) p;:; I-h+1 (Ny, Ly) 

la. clase de homología 

esta representada por la triangulación original de Vj junto con la orientación 
inducida de TV

1
;• y entonces coincide con 11.jCl'.j, usando el isomorfismo 

obtenemos que 

m 

6.{3 = L np = n(y .. 'C)o: E H1.;(N,,, Lx) 
,i:=.l 

El caso geneal se sigue de la identidad 6.(G) = le 0 -6.(Z) el cual es con
secuencia de el hecho de que el homomorfismo G@ H1.:(*; Z) --t H1.:(*; G) 
conmuta con los operadores frontera n 

demostraremos ahora el teorema 

Demostración del Teorema 
Para j ::=; k, sea S1.:j = U(x,y)iVI(y,x) tal que x,y son puntos críticos de f 
con j S ind(x) ::::; ind(y) S k. Estos conjuntos resultan compactos si el 
flujo es del tipo Morse-Srnale y si j S k entonces Skj resulta un conjunto 
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invariante aislado, en particular S,,o = Al y Skk es el conjw1to de puutos 
críticos de íudice k. 

Existe entonces una filtración No e N1 e ... NTI = lvf tal que (Nk, Nj-1) 
es un par índice para Skj donde j ~ k y fll_ 1 = 0. 

Por el lema anterior existe un diagrama conmutativo 

Ci:+1(G) 
d~ 

Ck(G) 
?f° •.. 

---t ---t 

l 
a~ 

l 
d--· Hk+1(N1.:+i,Nk;G) -+ H¡,,(1Y"" Nk-i; G) ---t 

Ck-1(G) 
l 

Hk-1(Nk-1, Nk-2; G) 

en el cual los isomorfüm1os verticales estan dados por el lema de la equiva
lencia horno tópica entre pares índices, se sigue entoncus que 

Dt_ 1(G) oak(G) =O 

Ademas este mismo lema muestra que Hj(Nki Nk-I; G) ={O} para j =/:- ]( 

y se sigue de la sucesión exacta de homología que la inclusión 

Hj(lVk; G) ---t Hj(N11+1; G) 

es un isomorfismo para j ~ k, k + 1, esto demuestra que Hj(Nk; G) -
Hj(M; G) es un isomorfismo para j < k y HiU'h) =O si j > k, las identi
ficaciones anteriores muestran ¡pie el siguiente diagrama es conmutativo 

o 

las sucesiones horizontales y verticales son exactas, y en particular el ho
momorfismo Hk-1(Nk-1;G) ---t Hk-1(Nk-1,Nk-2;G) es inyectivo y los 
kernels de los dos homomorfismos frontera coincirlen, además ambos son 
isomorfos a Hk(Nk; G) y Ker(8f:_ 1 ) C Ck(G), concluimos entonces que la 
sucesión exacta de homología 
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es isomorfa a la sucesión 

de donde se concluye que 

11 

Pasaremos ahora a ejemplificar con algunos calculas 
(1) Sea 111 = Rn, definamos f : Al ~ R como f = ¿ x7, es claro que el 
único punto crítico (además no degenerado) es el cero, y el índice es cero, 
se obtiene entonces que 

obtenemos entonces que 

{ 
Z si k =O 

C'.i, = o en otro caso 

(Rn ) { Z Hm ;Z = O 
si m =O 
en otro caso 

(2) Sea lvl = S", y f : lvl ~ R la función "altura", es claro que los únicos 
puntos críticos son (0,. .. ,0, ±1) y los índices son del (O, ... ,O, 1) es n y el 
índice del punto (O, ... , O, -1) es cero, obtenemos que: 

las homologías son 

C' _ { Z si k = O, n 
k - O en otro caso 

si m = n,O 
en otro caso 
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(3) Sea 1\I = CP", recordemos que podemos encontrar una función f : 
lvf ___, R rou Hn p11nto crítico 110 degenerado por cada par entre O y 2n, 
esto es CP" = e0 U e2 U··· U c2 n 
(para esto ver las aplicaciones del capít.11]0 2) 
por lo que 

e, {z 
'k = o 

las homologías entouces son 

si O :::; /,: == 2i :::; 2n 
cu otro caso 

si m = 2i y O :::; '2i :::; 2n 
en otro caso 

(4) Sea 1\I el toro visto de la siguiente manera 

y f : }.;/ _ __, R la función "altura", notemos entonces que sólo hay cuantro 
puntos críticos, x, y, z, w con ind(a:) == 2, ind(y) = ind(z) = 1 y frul(w) ==O 
notemos entonces que 

es equivalente a 

O---¡ Z(x) ___, Z(y) 8 Z(z) ----+ Z(w) ---¡O 

notemos además que sólo hay dos orbitas conectando x y y las cuales llegan 
en dirección opuesta por lo que n.11 = -n.12 , por lo que 8 2 = O, con un 
argumento análogo se muestra que 8 1 ==O y entonces 

si rn =O, 2 
si rn = 1 
en otro caso 
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(5) De manera análoga, se pueden calcular las homologías de cualquier dos 
variedad compacta nrientable de género g . 

• 



Apéndice 1 

La existencia qe flujos 

Sea X un campo vectorial sobre una variedad cliforenciable AJ definido en 
una vecindad de Jl E 1\I. 
Una curva o: : (-E,¿) ---+ :H con u(O) = p (denotaremos al vector tangente 
en o:(t) por o:'(t) o ~~ ) y ·~~ = X(o:(t)) se llama una c·ur·va integral para 
X con conclicion iuicial u(O) =p. · 

Nuestro problema ahora es demostrar (]He dada mm variedad ivl y un campo 
vectorial X siempre existen las curvas integrales. Por el momento traba
jaremos en R" y luego ele manera natural "levantaremos" los resultados a 
M. 
Sea f : u e R" --+ R"' decirnos que f S[l,tísface una condición de Lipschitz 
en U si existe k E R tal que 

IJ(:c) - f(y)I::; kj:1; - yj 'r:/:i:, y E U 

Claramente una función ele Lipschitz es continua, pero no necesariamente 
es diforenciable, por ejemplo g(x) = lxJ, también toda función de clase C'1 

es localmente Lipschitz y toda función ele Lipschitz es acotada. en cualquier 
conjunto acotado. 
El Teorema de existencia y unicidad que andamos buscando depende del 
siguiente: 

TEOREMA (Lema de contracción) 
Sea (lvl, d) ·un espacio ·métrico cumvletu nu ·vacío y sea f : 1VI --+ AJ una 
contracción, esto es, existe e < 1 tal qne 



Apéndice 1 La existencia de flujos 

d(f(:r),f(u))::; cd(:r,y) 'ef:r,y E J\{ 

entonces existe 'ILn ·único :i: E JvI tal que J(:i:) = x . . 
Dem. 
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Notemos que f es continua por ser Lipschitz, sea :.c: 0 E NI y definamos 
x 11+1 = J(xn), i.e., Xn+1 = f"(.1:0) =(!o fo··· o J)(xo) n veces, es claro 
entonces que d(J:n, Xn+1)::; c"d(:ro,J:1) <mtouces 

d(1: 1,,1:n+k ~ d(:i: 11 ,Xn+l) + · ··d(:c,,+h:-1,Xn+k) 

~ (e"+···+ c11+k-l )d(xo, :1:1) 

como e< 1, I:c" c0nvcrge y (e"+···+ c11 +k-l) _,O, por lo que {xn} es 
una sucesión de Cauchy, por lo que existe :i: E j\J tal que Xn _, x, como f 
es continua 

f(:1:) = lim f(J:11) = lim Xn+l = x 
n--oo n- Xi 

la unicidad se sigue del hecho de que d(f(.r), J(.11)) ~ cd(x, y) 11 

Si (l"W, d) es un espacio métrico y X es un espacio compacto entonces 
C(X, .!.VI) = {f : X _, lvII f es continua} es un espacio métrico si defi
nimos t7(f,g) = sup{d(f(:c),g(:r))l:i: E X}, más aún, si Mes acotado, esto 
es la métrica es acotada, no es necesario que X sea compacto. 

Lema 
Si (lvI,d) es completo entonces (C(X,AI),t7) es completo 

Para demostrar esto básicamente lo que se usa es que convergencia uniforme 
de funciones continuas es continua, más el hecho ele que {fn(.T)} es una 
sucesión convergente para toda :i: E X. 
Notemos que si 1'1l C R" es compacto entonces (C(X,.LVI),a) es completo 
si definimos a(!, g) = sup{lf(x) - g(x)llx E X} , si U C R" y f: U---+ R" 
es continua entonces una función a: (-b, b)-t U. satisface que 

a'(t) = f (a(t)) 

a(O) = x 
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si satisface la ecuación integral 

a(t) = x + [' f(o:(u))du 
.fo 
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(1) 

donde ¡; f (a( u)) du = u; Ji ( a(u)) du,. .. ' ¡; Ín (a( u)) du)' inversamente, 
si a satisface (1) entonces a es diferenciable y por lo tanto continua, ademas, 
a' = f o a es coDtinua, por lo que 

o:(t) - x = o:(t) - o:(O) = lt a'(u)du =. ¡1 f(o:(u))du 
o ./o 

observemos ahora que si f : [a, b] ---+ R" es continua y JJJ ~ k entonces 

existe l 2: k tal que l t f(u)duJ ~ l(b- a), ya que 

l ·b lb f,b 
1 f ( u)duj = J ( Ji (n)du, ... , f,,(u)du) 1 

a a \a 

= l(J lb fi(u)duj, · ·., 1 lb Ín(u)dul)I 

~!(lb ifi(u)jdu, ... , ¡b Jfn(u)Jdu)I 

~ J(k(b-a), ... ,k(b-a))I 

= k(b-· a)(l, ... , 1) = (./ñk)(b - a) 

TEOREMA (De existencia local) 
Sea f: u--+ R" con u e Rn ab'ierto, sea Xo E u, a> o tal que B2a(xo) e 
U y supongamos que · 

(1) IJJ ~ L en B2a(xo) 
(2) IJ(x) - f(y)J ~ kjx - yj Vx, y E B2a(xo) 
escojamos b > O tal que 

(3) b ~ t 
(4) b < k 
entonces para todo x E Ba ( Xo) existe una única ax : (-b, b) --+ U tal que 

a~(t) = f(o:x(t)) 

a~(O) = x 
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Dem. 
Escojamos;¡; E B2a(:i:o) y fijemosla. 
Sea A1 ={a: (-b,b)--> B2a(xo)la es continua}, entonces j1vf es un espa
cio métrico completo. 
Para cada a E .L\1 definamos la curva SO! en ( -b, b) corno 

SO!(t) = x + 11 

f (a(u))du 

La curva Sa es continua, ele hecho si t E (-b, b) tenemos que 

ISa(t) - ti= 1.[ f(O!(n))duJ 

~ tL < bL 

~a 

la primera desigualdad es por (1) y la segunda por (3) como lx - x0 1 ~a 
entonces 

ISa(t) - xol::; ISa(t) - xi+ l:i: - xol < 2a Yt E (-b, b) 

esto es Sa.: (-E,E)--; B2a(xo) e Bza(xo) 
Notemos entonces que tenemos definida S : Al --> XI, ademas para a, /3 E 
Al tenemos que 

pero 

llSa - S/311=sup{l1
1 

(f (a(u)) - f (f3(u)))dult E (-b, b)} 

1 fo
1 

(fa - f/3)dul::; 1 fo
1 

!fa -- f/3ldul 
t . :::; 11 kla - /3ldul 

= k 11 

Ja - f3Jdu 

::; tkJa(t*) - f3(t*)I 
< bkla(t*) - f3(t*)I 
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donde t* E (O, t) e (-b, b), por lo que 

supl 1t (fa - f f3)dul < bksup{la:(t*) - f3(t*)l I - b < t* < b} 

= bklla -/311 
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pero bl> < 1 por lo que S : jvf -+ A1 es una contracción, de esto se sigue 
que S tiene un único punto fijo, i.e., existe un único a: (-b, b) ~ B2a(x0 ) 

tal que 

a(t) = x + fo
1 

f(a(u))du 

pero recordemos que queríamos una única a: (-b, b) -+U que satisfaciera 
( *), por lo que falta verificar que esta a es la única /3 : ( -b, b) -+ U 
tal que f3(t) = :i: + J~ f(/3(u))du, sea /3: (-b,b)-+ U tal que f3(t) = :r + 
1; f (/3( u)) du, notemos que para demostrar la unicidad basta con demostrar 

que /3 E M, esto es /3( t) E B2a ( x0 )Vt, recordemos que si O :::; t < b entonces 
/3(t) = x + 1; f (f3(u))dtt E B2a(:ro) por lo que si O .:S u < t entonces 

j3(u) E B2a(xo) C B2u(:i:o). 
Sea A= {t 1 O:::; t < b,(J(u) E B2a(x0 )Vu ~ t}. Sea a= supA y supong
amos que a< b, entonces f3(a) E B 2a(x0 ) pero por continuidad tenemos que 
¡3(a + s) E B 2a(xo) paras suficientemente pequeña, por lo que supA = b, 
un argumento análogo funciona para las t :::; O 111 

Sea a(t) tal que a'(t) = f(o:(t)) y definamos {3(t) = a(t0 + t) notemos que 

f3'(t) = c/(to + t) = f (o:( to+ t)) = J(/3(t)) 

TEOREMA 
Sean, f: U ~ Rn una función localmente Lípschitz, x E U y fr1 , fr2 dos 
funciones definidas en I = (a, b), con fr1 ( I), 0'2 ( I) C U y tales que 
{1) fr;(t) = f(fr;(t)) 
{2) fr¡(O) = x para i = 1, 2 
entonces fr1 = a 2 en I 
Dem. 
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Sabernos que o:1 (O) = 02(0), y satisfacen la misma ecuación diferencial por 
lo que para t suficientemente pequeña se tiene que a 1 ( t) = 0:2 ( t), definamos 
J = { t E I 1 a 1 ( t) = a 2 ( t)} es claro que J es no vacío y abierto y que Je 
también es abierto, por lo que J = l. u 

Notemos que podemos escribir ax(t) = a(t,x) y entonces tenemos definida 
una función a : ( -b, b) x Ea ( xo) ---; U que satisface: 

a(O,x)=x 
d 
dta(t,x) = f(a(t,:r)) 

A a le llamaremos el flujo local para f en (-b,b) x B"(x0 ). 

Si y = ll'x ( t0 ) entonces la curva integral a,, con condición inicial ax(O) = x 
difiere de ay con condición inicial o:y(O) = y solamente por una cambio de 
parámetro, esto es, las imagenes de ambas curvas se "traslapan" bien. 
Si fijamos x entonces la función t H a( t, x) "empuja" a x a lo largo de la 
curva integral con condición inicial o:x(O) = :z:. 
Denotaremos por </J1(x) = o:(t,x) = o:,,(t). 

TEOREMA 
Si f : U ---; R" el localrnente Lipschitz entonces el fi·ujo a ( -b, b) X 

Ba(:i·o)---+ U es contin'Uo 
Dem. 
Recordemos que denotamos por S a la función que a cada o: le asociaba 
Sa( t) = x + J; f (a( u)) du, y notemos que también depende de x, por lo 
que ahora la denotaremos por S,,a entonces 

ilax - Sya.cll = llS.co:x - Syaxll = lx - YI 
Recordando que llSo:-S¡Jll :s; bkjja-¡J!, y si denotamos por S~ a la n-ésima 
iteración de Sy entonces 

. ilo:x - s;o:,,11 :s; llax - Syaxil + llSvo:x - s;o:xll + · · · + llS;-1o:x - s;axil 
s (1 + bk + · · · + (bkr- 1 )lx -yl 

1 ' 
:s; 1 - bk lx - vi 



Apéndice 1 La existencia de flujos 50 

ademas s;o:x ---+ O!y por lo que 

1 . 
llo:x - ªull :S 1 _ bkl:i: -yl 

de donde obtenemos que a satisface una condición de Lipschitz y por lo 
tanto es continua 11 

Entre más condiciones le pidamos a f más condiciones tendremos sobre a, 
esto es 

TEOREMA 
S'i f: U---... Rn es de- clase Ck entonces el fi'1Ljo a: (-b, b) X Ba(x0 )--+ U 
también es de clase cJ.: 

Aceptando esto, tenemos que si f es de clase C 00 entonces <f>t es ele clase 
coo. 
Corno o:: (-b, b) x Ba(x0 ) --+U satisface o:(O, x) = x tenemos que 

o:: {O} x B!f(xo) -+ Bq-(xo) C Ba(xo) 

por la continuidad de o: y la compacidad de {O} X Bq-(xo), existe é >O tal 
que 

a: (-c:,c) X B~--+ Ba(a:o) 

Si isi < ¿y x E B!j(xo) entonces o:(s,x) E Ba(xo) y podernos definir 
entoncP.s 1(t) = a(t,a(s,x)) para itl <e, se satisface entonces que 

1'(t) = f (1(t)) 

1(0) = a(s,x) 

pero notemos que (3( t) = a( s + t, x) definida para \s +ti < é satisface que 

f3'(t) = J(f3(t)) 

{3(0) = a( s, X) 

consecuentemente, f3(t) = a(t,a(s, x)) para \ti< e: esto es si \s\, \t\, is+tl <e: 
entonces a ( t, a( s, x)) = a( s + t, x) 
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Si lo pensamos ahora como <Pt : B~ (:r0 ) __, Rn, y lsl, ltJ, ls+tl <e entonces 

para las x, cPt(x) E B~ (1:0), i.e., cPt+s = r/Jt o cPs = cPs o rPt, se sigue entonces 
que para lsl < E r/>s e~ un difcornoefismo con inverso (p-; 1 = <P-s· De todo 
esto obtenemos el siguiente 

TEOREMA 
Sea X ·un campo vectorial en J.'vl, p E J\.l, entonces existe ·un confunto abierto 
V, (p E V) v E > O tal que existe mw única colección rle difeomorfismos 
<Pt : V__, <Pt(V) e M para ltl <E con las sig·uientes propiedades: 
(1) cP : (-e:, ve) X V -: l'ví definirla por r/>( t, p) = <Pt(P) es de clase C 00 

(2) si lsl, ltl, Is+ ti< E y q, </>1(q) E V entonces <Ps+t(q) = rp,, o <Pt(q) 
(3) si q E V entonces X(q) es el vector tangente a lo. c·nrua t H ef; 1(q) en 
t=O 
Dem. 
Sea x : U __, J\;f" una parametrización ele 111 en p con x(O) = p, si X es 
campo vectorial en AJ, eutouces podemos definir 

es un campo vectorial en U, esto es Y : U __, R" y es de clase C00
, por lo 

que Y es localmente Lipschitz y se tiene entonces.que existe a > O, k y L 
tal que 
(1) IY('u) - Y(v)I ~ klzt - vi Vu, v E B2a(O) 
(2) IYI ~Len B2a(6) 
y si b es mayor que O y 

(3) b ~ f 
( 4) b < k 

entonces Vu E Ba(O) existe un único O'u: (-b, b) __,U tal que 

O'~ ( t) =Y ( CYu ( t)) 

o:u(O) =u 

asociado a a tenemos 1f;1(u) = a(t, u), escojamos entonces c: como antes y 
obtenemos que 7/Js o '1f.1t = 7/Js+t y ademas 
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Y(q)f = lim f (1/J1i(q)) - J(q) 
h-o h 

es decir Y(q) es el vector tangente a la curva t H ¡/;1(q) en t =O. 
Basta entonces con definir el "levantamiento" como sigue 

</>1(v) = (x o 1/J1 o x-1)(v) 

!'i'> . .., ... 

donde v E V= x(B2a(O), es claro que </; 1 : V__, c¡'i 1(V) es un difoomorfisrno 
y que </>t+s = cf>t + cf>s , (4) se sigue de(*) lll 

Notemos que </> no tiene por que estar definida para toda t, ni para todo 
p E 1W, (recordemos que el soporte de un campo vectorial es sop(X) = 
{p E AJ 1 X (p) =f. O}) pero si el soporte es compacto entonces 

TEOREMA 
Si X tiene soporte compacto (en partic'llalr si 1vf es compacta) entonces 
existen difoemorfismos c/>1 : M __, lvf Vt E R con las propiedades (1), (2) 
y (3) del teorema anterior 
Dem. 
Cubramos el soporte de X con una cubierta finita Vi, . .. , 1·~, con abiertos 
como en el teorema anterior, con correspondientes E 1 , .•. , En y difeomorfis
mos <Pi. 
S~a E= min{ E1 , ••• , En}, notemos que por la unicidad se tiene que </>H q) = 
rpi( q) para toda q E Vi n Vj podemos entonces definir 

, ( ) _ { <PHq) si q E Vi 
<Pt q - q si q 't sop(X) 

claramente</>: (-E,E) X Af __,Mes de clase C00 y <Ps+t = rPs o</>t si 
ltl, lsl, Is+ ti < E y cada </;1 es un difeomorfismo. · 
Para definir <Pt para 1t1 2'. E escribamos primero t = k ( ~) + r con k un entero 
Y lrl < ~ 
entonces 
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Obteuemos entonces { </;1} corno la colección buscada 11 

Podemos pensar ahora en una función R --+ Dif f (;."vf), t f--7 </;1 a esta 
función le llamaremos el gr'llpo de difeomurfismos a un parámetro y diremos 
que está generado por X. . 
En el caso local le llamaremos el grupo de dif eomorfismos locales a 1 pará
metro. Al campo vectorial X le llaman a veces el generador infinitesimal 
de {rpt}. 
La condición (3) del último teorema puede reescribirse de la siguiente ma
nera, si pensamos en la acción de X ( q) en una función f : lvl --+ R de clase 
C00 como 

(Xf)(q) = X(q)f = lim f(r/J1i(q)) - f(q) 
h-0 h 

ya que X(q) es el vector tangente a la curva t f--7 rp1(q) en t =O, 
Notemos también que de esta última igualdad, se obtiene que dado un 
grupo de difeomorfismos a un parámetro en 1vl podemos definir un campo 
vectorial. 
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El Teorema de Whitney 

Sea 111 una n-variedad diferenciable, decimos que A. C 1VI tiene medida 
cero si para toda ( r.p, U) carta de A,f, con r.p : U --+ R", se tiene que 
r.p(A. n U) e Rn tiene medida cero. 

Tenemos entonces un teorema que nos dice que tan "grande" es el conjunto 
ele valores críticos ele una función cliferenciable. 

TEOREMA (de Saicl) 
Sea f : AJ --+ N ·w1w fu.nción de clase C1 entre variedades de dimensión 
m y n respectivamente, entonces el conj1mto de valores críticos de f tiene 
medida cero en N 
Dem. 
Dado que las variedades con las que estamos trabajando son dos numerables, 
basta con que lo demostremos para el conjunto ele puntos críticos contenidos 
en una vecindad coordenada de .M, esto es, basta demostrar el caso j : U C 
Rm --+ R" con U abierto y f de clase C 1

• 

Sea C el conjunto de puntos críticos de f, esto es {x E U 1 rango(df,,) < ?}. 

Definamos C; = {x 1 todas las parciales de f de orden:::; i se anulan en x }, 
entonces tenemos una sucesión de conjuntos descendentes cerrados 

La demostración se divide en tres pasos 

(1) f(C - C1) tiene medida cero 
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(2) f(C¡ - C;+ 1) tiene medida cero para i ~ 1 
(3) f(Ck) tiene medida cero para k suficientemente grande 

Demostración del caso 1: Usaremos sin demostración la siguiente versión 
del teorema de Fubini: 
A e RP = R X RP-l tiene medida cero si ( cte X RP-l) n A tiene medida 
cero para toda de E R. 

La idea es usar inducción sobre la suma de las dimensiones de la variedad, 
y por lo tanto el pie de la inducción es claro. 

Para cada X E e - C1 encontraremos una vecindad abierta V e Rn tal 
que f(V n C) tiene medida cero, y como C - C'1 se puede cubrir por una 
cantidad numerable de estas vecindades, obtendremos que f(C - C'i) tiene 
medida cero. 

Sea x ~ C1 , entonces sin perder generalidad podemos suponer que ~(x) :/:-
0, definamos entonces · 

h: U-+ Rn 

x H (fi(x),x2, ... ,xn) 

es claro que dh,, es no singular, por lo que existe V EN,, abierto tal que 

hlv: V-+ V'= h(V) 

es un difeomorfismo, sea g =fo h-1 : V' --r RP, notemos entonces que 
los puntos críticos de g, conjunto al que denotaremos por C', satiface que 
C' = h(V n C), de donde g( C'), que es el conjunto de valores críticos de g 
es igual a f (V n C). 

Notemos también que por construcción, si (t, x2, ... , x 11 ) E V' entonces 
g(t,x2,. .. ,x11 ) está contenido en el hiperplano t X RP-l C RP, esto es g 
mancla hiperplanos ei:t hipcrplanos, definamos eutonces 
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donde gt = 9l(txRn--i)nV'' además un punto en t X Rn-l es un punto crítico 
de gt si y sólo si es 1lll punto crítico de g ya que 

(;:;)~e (~)) 
usando ahora la hipótesis de inducción, el conjunto de valores críticos de 
g1 tiene medida cero en t x Rµ-l, por lo que el conjunto de valores críticos 
de g intersecta cada hiperplano t x RP-l en un conjunto de medida cero, 
concluimos entonces que g(C') es medible, ya que puede ser expresado como 
una unión contable de conjuntos medibles, y usando Fubini, concluimos que 
f (V n C) = g( C') tiene medida cero, lo cual termina el primer caso. 

Demostración del Caso 2: De nueva cuenta si x E C¡,,-C¡,,+l entonces existe 
una k + 1 derivada parcial tal que 

ak¡ 
entonces w(y) = ax .. 

1 
... a:::.k+i (y) satisface que w(x) =O pero a~:1 (x) ::/:-O, 

supongamos sin perder generalidad que s1 = 1, entonces la función 

h: U--+ R" 

x ~ (w(x), X2, .•• , Xn} 

es no singular y hlv : V --+ V' = h(V) es un difeomorfismo para algun 
V E Nx abierto, notemos que h manda C¡,, n V en el hiperplano O x R 11

-.
1 , 

de, nuevo consideremos g =fo h-1 : V'--+ RP, sea 

usando nuevamente la hipótesis de inducción se conluye que el conjunto de 
valores críticos de g0 tiene medida cero en RP y de nuevo cada punto en 
h( C1c n V) es un puuto crítico de gº (ya que todas las derivadas de orden 
~ k se anulan). 
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Se sigue que f ( Ck n V) = gº h( Ck n V) tiene medida cero, y como Ck - Ck+1 
se puede cubrir con una colección contable de tales conjuntos V, concluimos 
que f(Ck - Ck+i) tiene medida cero. 

Demostración del Caso 3: Sea ¡n un cubo de lado ó, sea k tal que k > ~ -1, 
probaremos que f ( ck n ¡n) tiene me<licla cero, y como C'¡,, puede cubrirse 
con u~ número numerable de tales cubos, se seguira que f (Ck) tiene medida 
cero. 

Del teorema de Taylor, la compacidad de J" y la definición ele Ck tenemos 
que 

f(:i: + h) = f(x) + R(x, h) (1) 

donde llR(x, h)jj :::; cjlhll"+ 1 para x E C1.; n ¡n, :i: + h E ¡n, donde 1.; es una 
constante que depende sólo de f y ¡n, subdividamos!" en rn cubos de cubos 
de lados ~, sea !1 un cubo de la subdivisión tal que X E 11 n ck entonces 
cualquier punto de 11 puede escribirse como x + h donde, llhll :::; fo~, de 
(1) se sigue que f(Ii) está contenido en un cubo ele lado ,i'n centrado en 
f(x), donde a.= 2c(foó)"+1, de esto f(Ck n !")está contenido en una 
unión ele a lo más r" cubos teniendo un volumen total ele 

si k+ 1 > ~entonces V-• O, por lo que J(C1.;nln) tiene medida cero 11 

Corolario 
El conjunto de valores regulares de una función diferencia.ble f : J\;J --- N 
es denso en N 

Empezaremos recordando algunas definiciones básicas, si f : X --- Y es 
una función continua, la llamamos propia si ¡-1(K) e X es compacto para 
todo J( e y compacto. 
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Si f : lvl __, N es una función diferenciable entre las variedades J\,J y N, 
entonces la llamamos inmersión si rango(df.c) = dim(A1) para todo x E NI. 

A una inmersión f : X --+ Y tal que X es difeomorfo a f(X) e Y le 
llamamos un encaje. 

Tenemos entonces llll lema 

Lema 
Toda inmersión inyectiva y propia es un encaje 

Dem. 
Para ver que f(X) es una variedad, es suficiente mostrar que la imagen 
de cualquier abierto TV C X es un subconjunto abierto de f (X). Si f (W) 
no es abierto entonces existe una sucesión Yi E f (X) con y.; ~ f (W) pero 
que y; --+ y E f(W), notemos entonces que {{y¡}, y} es compacto, por 
lo que si x; = 1-1 (y¡) y x = ¡-1 (¡¡) entonces {{:i:;},x} es compacto, por 
ser f propia. Existe entonces una subsucesión { x j} tal que x j ---t ;; E X, 
tenemos entonces que f(xj)--+ f(z) y f(:i:¡)--+ f(:i:) pero sabernos que f 
es inyectiva, por lo que z = x, como x; --+ x, para i suficientemente grande 
x; E W, lo cual implica que f(:i:;) = y; E f(W) .lo cual no puede pasar, 
por lo que vV es abierto, tenemos ahora una función biyectiva y tal que es 
difeomorfismo local, por lo tanto es un difeomorfismo global 11 

Notemos que si X es compacto, entonces toda función continua es propia, 
más aún, f es un encaje si y sólo si f es una inmersión inyectiva. 

Daremos ahora una definición que nos resultará util en el desarrollo de esta 
parte de la teoría. 

Sea f : M __, N una función de clase Ck. Sea Z = { Z;, H;} un atlas 
localmente finito para N con H; = (z1;, ... , Zni) y W = {W;, h¡} un atlas 
localmente finito para JVI con h¡ = (w1;, ... , Wmi) tal que W; es compacto y 
f(W;) C Zj(i)· Sea también e(*) una función sobre M positiva y continua 
y k E N, entonces 
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N(W,Z,é,k,f) ={y: iv.f-+ N j g E C"'(M,N)} 

que satisfacen: 

g(W;) e Zj para todas i,j tal que J(~V;) e Zj, además para estos valores 
de i,j supongamos que las expresiones locales son 

Hj o fo h¡1 = (!¿, ... , J;'j) 

y 

H 1-l ( 1 n) jOgO l¡ = g¡j, ... ,gij 

entonces 

para toda w E h;(TY;), r = 1, ... ,n donde, D = (Bwi)"i-~-~aw,,,)'"" con 
O: = O:¡ + · · · + O:m '.S k. 

Esto es, al espacio de funciones entre J\.1 y N le estamos dando la topología 
C"' de \Vhituey, pero a nosotros no nos interesa este punto ele vista por lo 
que no volveremos a mencionar esto para nada. 

TEOREMA 
Sea f : lvf -+ N 1ma función de clase C"' con k ;:=: 2, si n ;:=: 2m entonces 
para toda (W,Z,c,k) existe g E N(W,Z,c,k,f) la cual es inmersión 

Antes de demostrar el teorema necesitamos de dos lemas au.xiliares 

Lema 
Sea F : U e Rm ~ Rn de clase C2 , donde n 2:: 2m, entonces para toda 
ó > O exite una matriz A = ( a¡i) de m x n con la;j 1 < ó y tal que la función 
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es una inmersión 
Dem. 

x H- F(:i:) +Ax 

60 

Denotemos por J(x) el jacobiano de F en x, entonces el jacobiano de la 
función anterior está dado por J(x) +A, la idea es escoger A tal que la 
matriz anterior tenga rango m en x, esto es queremos encontrar A que 
no sea de la forma B - J(x) donde rangoB < m para toda x E U, esto 
es, examinaremos el conjunto de matrices de la forma B - J( x) donde 
rangoB < m y x E U. 

Sea T(m, n; k) la variedad de todas las matrices de m x n de rango k, y sea 

Gk: U x T(m, n; k)-+ T(m, n) 

(x, B) 1-> B - J(x) 

Claramente G k es ele clase C 1' y la dimensión d~ u X T( m, n; k) es m + 
l•(m + n -k ), pensemos por un momento que esta dimensión es una función 
que depende de k, entonces sn derivada es m + n - 2t lo cual es mayor que 
cero si t < m < n, se concluye entonces que m + k(m + n - k) es monótona 
creciente para las k que satisfacen k < m, esto es, 

m + k(m + n - k) :S m + (m - l)(m + n - m + 1) 

= mn - (n - 2m) - 1 

:S mn 

donde la última desigualdad se da si n ~ 2m. 

Ahora, como la dimensión de T(m, n) es mn, el teorema de Sard implica que 
la imagen de Gk tiene medida cero en T(m, n), por lo que podemos encontrar 
A E T( m, n) tan cercana al cero como queram~s y tal que satisfaga lo 
predicho 111 

Notemos que P.sto lo que IflS dice es que siempre que tengamos cualquier 
función la podemos perturbar un poco para obtener una inmersión. 
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Lema 
Sea F : u e Rm --¡ R" de clase C 1

' .mpongarnos qu,e FIK tiene rango 
m para [{ C U compacto, entonces existe e > O tal q'lle C'ualq,uier función 
G: U__, R" satisfacienrlo llG - Fl! 1 <E tiene rango m en J{ 

Dem" 
Recordemos primero que 

. of; 
!IG - F!li = s1tp;,xlf;(x)I + SllJii,j,xl 0 :i:J (x)I 

Sea ó(x) el máximo de los valores absolutos ele los determinantes de las 
submatrices ele m X m de el jacohiano de F en .'V, entonces ó es una función 
continua definida positiva en el compacto K, por lo que ó(x) > ó >O en K. 

Podemos encontrar E tal que cambiar las entradas <le J(x) por algo menor 
que E produce un cambio en los determinantes por menos que *· bueno, es 
claro que esta E al combinarse con el lema anterior nos sirve - m 

Notemos que este lema lo que nos dice es que funciones muy "cercanas" a 
inmersiones son inmersiones. 

Demostracion del Teorema 
Dada la cubierta localmente finita {W;}, todo punto p tiene una vecindad 
Np que intersccta sólo un número finito de vV;. Como además 
{x 1 rango(!) = m} es abierto, podemos encontrar W vecindad de [{ tal 
que rango(!) = m en W. 

Sea ~V/;= NpnW y N; = Npn(AI-K), es claro también que al hacer variar 
la p, obtenemos una cubierta abierta { N~, N;} de lvl, por lo que podemos 
encontrar un refinamiento localmente finito numerable de vecindades V¡ que 
satisfacen: 

(1) {V¡} es un refinamiento localmente finito de {Wo:} 
(2) h;(V¡) = B3 
(3) O;:= hi1(Bf) cubre M 
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Por la definición de Nt cada v; está contenido en W o en 1'1 - J{, reindex
emos los índices de tal manera que Vi e TV si y sólo si i ::=:; O. 

Definamos P; = hi1 (B!f), esto es, O¡ e P; C V; y además P; es compacto, 
construiremos ahora inductivamente una sucesión de funciones de clase Ck 
{f n} tal que satisfagan: 

(1) fo =f 
(2) Ís E N(W, Z, 2~,, k,f.,-.¡) 
(3) Ís tiene rango m en Q., := U;<sOs 

(4) fs(x) = Ís-1(x) para toda x E M - Vs 

Veamos primero que con esto basta parn la conclusión del teorema. Notemos 
primero que del hecho de ser los 1/; localmente finito y ele (4), obtenemos 
que Ís ( x) = Ís-1 ( x) para s suficientemente grande y para cualquier a: en la 
vencinclacl ele cualquier p E Af, esto es la sucesión {is (a:)} --+ g( x), donde 
g es de clase ck y tiene rango m en todos lados, además por (3) y ( 4) es 
claro que g es c.;rcana a f hasta en las k-ésimas parciales, por lo que el 
único problema ahora es la construcción de dicha sucesión. 

Sea fo = f y supongamos que tenemos construida fs- 1 , la condición (4) 
determina a f s fuera de V., debemos entonces definir fs de manera que 
satisfaga (2) y (3) en V~ y se pegue "suavemente" con fs-1 fuera ele V~, 
garantizamos es to definiendo f., = f s-I en Vs - Ps, no ternos entonces que 
el problema original lo tradujimos a definir una función en un espacio eu
clidiano. 

Sabemos que fs-1(Vs) e Zp, sea entonces gs-1 = Hp o fs-1 o h-¡-1 su ex
presión local en estas cartas, queremos encontrar 9s : B!t --+ Hp(Zp) C Rn 
y definir Ís = H;1 o 9s o hs en Vs y tal que Ís = Ís-1 en iVI - v;,. 

Escojamos A suficientemente pequeña para que 

9s(x) = 9s-1(x) + cp(x)A(x) 
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sea una inmersión, donde r.p : Rm ---+ R es cliferenciablc, r.p 2:: O 
y 

( { 
1 si llxll2 < ~ . 

cp x) = O si llxll 2 ~ 2 
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por los lema.<; anteriores y por construcción es claro que está función g8 es 
la que anclamos buscando, por lo que se puede construir dicha sucesión • 

Corolario 
Cualquier variedad de clase Ck de dimensión n p·uede ser inmersa en R 2 n 

TEOREMA 
Sea f: i\1---+ R" una inmersión de clase Ck, sea vV = {W;, h¡} ·una atlas 
de lvf y Z el atlas ·usual de Rª, si n > 2m entonces para toda. t:( x), k 2:: O 
existe u1w inmersión 1-1, g : 1VI ---+ Rn ta.[ que g E N(W, Z, E, k, !), si 
además f es 1-1 en una vecindad vV de ·un co11funto cerrado K, entonces 
se puede escoger .'l tal que gil\= flI< 
Dem. 
La demostración es como antes. 
Notemos que el aspecto local es trivial en este caso, todo punto p tiene una 
vecindad NP tal que f es 1-1 en Np (Teorema de la función Implícita). 

Sea N; = Np n W y N; = Np n (M - K), escojamos una partición ele la 
unidad { rp;} subordinada a esta cubierta, y reindexemos a las <p; tal que 
sop( <p;) e W si y sólo si i :::; O definamos tentativamente 

00 

g = 1 + ¿b;r.p; 
i=l 

donde los b¡ E Rn se escogen de manera inductiva.como sigue: 

Sea bi lo suficientemente pequeño para que Ji = f + bi r.p1 sea inmersión. 
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Sea D1 = { (Y1, Y2) 1 <p1 (Y1) =/= <pi (Y2)} es claro que D1 es un abierto de 
iVl x JV! y por lo tanto variedad, definamos 

G1 : D1 ---+ R" 

( ) !(112)-!(111) 
111' 11? 1-·~ 

~ <p1 (Y1) - <p1 (112) 

es claro que G 1 es díferenciable y que dim( D1 ) = 2m < n, por el teorema de 
Sard, concluimos que G1 (D1 ) tiene medida cero, podemos entonces escoger 
b1 r/. G1(D1) tal que Ji sea inmersión. 

Supongamos ahora que tenemos los coeficientes b1, ... , bn de tal forma que 
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Ín = J + Lb;<p¡ 
1 

es una inmersión, d<; manera análoga definamos 

y 

Gn+l : Dn+l ---+ R" 

( ) 
f,,(112) - f,,(y1) 

111, Y2 H 
'Pn+1(Yi) - <pn+1(Y2) 

de nueva cuenta G 11+1 (Dn+i) tiene medida cero y podemos escoger bn+l r/. 
Gn+1(Dn+1) tal que .fn+l = fn + bn+l'Pn+I sea inmersión. 

Notemos ahora que si Ín+1(Y1) = Ín+1 (112) entonces usando la definición 

Ín(Y1) + bn+l<pn+I(Yi) = Ín(Y2) + bn+1<pn+i(Y2) 

bn+l (<pn+1(Y1) - 'Pn+1(Y2)) = Ín(Y2) - Ín(Y1) 

pero corno bn+l !t' Gn+1(Dn+1) esto sólo sucede si 

'Pn+i(Y1) = <pn1-1(Y2) 

Ín(Y2) = Ín(Y1) 
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definamos g como a.l principio, es claro entonces que g E N(W, Z, r::, k, !) y 
que g es una inmersión, basta entonces demostrar que g es inyectiva. 

Supongamos que g(¡¡1 ) = g(y2), como {ipi} es partición de la unidad, para 
r suficientemente grande se tiene que 'Pn (Y1) = <pn (Y2) = O si n > 7', por 
lo que fr(Y1) = g(y1 ) = g(112) = J,.(y2), justo por la última observación 
concluimos que lf'r(Yi) = ip,.(yz) =O y que fr-1(Y1) = Ír-1(Y2), aplicando 
inducción concluimos que f(y1) = J(y2) y que 1pi(Y1) = 1Pi(Y2) =O para 
toda i > O pero esto lÍltimo implica que y1, y2 E VV, donde la f es inyectiva 
por lo que Y1 = Y2 11 

Como lÍltimo teorema tenemos que 

Teorema (de Whitney) 
Cualquier n-'Variedad Al de clase Ck con k 2: 2 p·uede ser Ck encajada en 
R211+1 

Dem. 
Dada cualquier función de clase Ck de l'vl cu R2"+ 1 puede ser aproximada 
por una inmersión inyectiva g, para ver que es encaje basta demostrar que 

ges propia, y para esto basta con ver g- 1 (B~"+ 1 ) es compacto para toda 
.,., 

Escojamos una partición ele la unidad {ip;} y definamos f(x) = "¿,kcpk(x)e 
donde llell = 1 y e E R211+1, la cual resulta que está bien definida, sea 
E(x) = .\-, entonces existe una inmersión inyectiva g tal que lla(x )- f (x) 11 < 1 
si llg(x)jl :S n entonces llf(x)ll :S n+ 1 por lo que 

g-1(n;"+i) e ¡-1(n;+t1) e ui!11sopip; 

por lo que g es un encaje a 
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El tipo de Homotopía 

de una unión monótona 

Empezaremos esta parte dando la siguiente deflnición, 

Sea { Cn}o una sucesión de conjuntos ajenos tal que C0 #- 0, definamos 
ahora la sucesión ele espacios topológicos {X"} como sigue: 

(1) Xº = C0 con la topología discreta en C0 

(2) Si Cn = 0 entonces X" = xn- 1 , si Cn 10, supO!le'IlOS que tenemos una 
familia de funciones {<pi: 5n-1 --+ xn- 1 j ·í E Cn} llamadas o,plicaciones 
características . 
Sean Bf = B" y s;- 1 = S"- 1

, definamos S,. = U;Ec,.S¡'-1 y Bn = 
U;Ec,.Bi, es claro entonces que Sn C Bn y que la colección {<pi} determina 

f '' S vn-l t 1 j ; t d fi · una unc10n 'Pn : 11 --+ _,\_ a que 'Pn s;•-1 = r.p , en onces e mmos 

(3) Claramente se tienen encajes cerrados .xn-1 <-+X". 
Definamos X= UnX" con la topología de la unión, (K C X es cerrado si 
y sólo si J{ n X" es cerrado para toda n). 

Al espacio topológico X se le llama complejo CW , así como a cualquier 
homeomorfo a el. 

De esta construcción se obtiene que todo complejo CW es Hausdorff, local
mente conectable por trayectorias y además resulta ser normal y paracom
pacto. 
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Consideremos un espacio topológico X y una sucesión X 0 e X 1 e X 2 e · · · 
de subespacios, y definamos 

XE =Xo X [O,l)UX1 X (1,2]U··· 

con la topología como subespacio de X x R. 

Decimos que X es el límite horno tópico directo de la sucesión {X;} si la 
función proyección 

p:X¿; ---rX 

(x, t) H X 

es una equivalencia homotópica. 

Ejemplo 
(1) Supongamos que cada punto de X está contenido en el interior de algun 
X;, esto es, {int(X;)} forman una cubierta abierta de X, y qne X es para
compacto, entonces usando una partición de la unidad podemos construir 
una función f: X ---r R tal que f(x) 2: i + 1 si x ~X; y J(x) ~ O para 
toda x. entonces la función x H (x, f(. ·)) manda X homeomorfamente en 
un subconjunto de X¿; el cual es claramente un retracto por deformación. 
Es claro entonces que X es un límite homotópico directo. 

(2) El intervalo [O, l] no es el límite homotópico directo de la sucesión {[O] U 
[t, 1]} ya que en este caso X¿; es del mismo tipo de homotopía que dos 
puntos mientras que X es de uno solo. 

· El siguiente teorema relaciona el tipo de homofopía de dos límites ho
motópicos directos. 

TEOREMA 
Supongamos que X es el límite homotópico directo de {X;} y Y el límite 
homotópico directo de {Y¡}. Sea f: X--+ Y tal q·ue f manda cada X; en 
Y¡ como equivalencia homotópica, entonces f : X --> Y es una equivalencia 
homotópica 
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Dem. 
definamos 

fr; : XE --+YE 

(x, t) H (f(x), t) 

es claro que basta demostrar que h. es una equivalencia homotópica. 
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Caso 1: Supongamos que X; = Y; y que cada f; : X; --+ Y; (f; = f Jx.) 
es homotópica a la identidad, debemos probar que ÍE es una equivalencia 
horno tópica. 

Bajo estas condiciones resultaría natural conjeturar que fr. debe ser ho
motópica a la identidad, sin embargo esto no necesariamente es cierto. 

Para cada n E N sea H" : Xn XI--+ _,'(" tal que H"(x,0) = f,,(x) y 
H"(x, 1) = x, definamos entonces la homotopía como sigue: 

H : x~ x I __., x!: 

{ 

(H"(:i:, u), n + 2t) 
H((x,n+t),u) = (H"(:i:,(3-4t)u),n+l) 

(H"+l(x, ( 4t - 3)u), n + 1) 

si OS t::; ~ 
. 1 3 

SI 2 S t::; 4 

si ~ S t ::; 1 

si u = O tenemos una función H0 := H( *,O) : XE --+ XE la cual es 
homotópica a JE, mientras que H 1 := H(*, 1): Xr;--+ Xr; satisface que: 

1 
H 1(x,n+t)=(x,n+2t) O:St:::;-2 

1 
H 1(x,n+t)EXn+iX[n+l] 2:St:Sl 

La idea ahora es demostrar que H 1 es una equivalencia homotópica. De 
hecho una inversa homotópica g: Xr; --+ XE pude definirse como 

{ 
(x, n + 2t) si O :S t :S ~ 

g(x, n + t) = H1(x, n + ~ - t) si ~ :S t :S 1 
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notemos que está. bien definida, ya que 

' l 
H1(x, n + 2) = H1(x,n+1) = (x, n + 1) 

para probar que H 1g e:= Idxr:. observemos que 

{

(x,n+4t) 
H 1g(x, n + t) = H 1(x, n + 2t) 

H 1 ( :i:, n + ~ - t) 

si O ::; t :5 ~ 
s! t :5 t :5 2 
Sl 2 :s; t :5 1 
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definamos entonces una homotopía G : X¿; x 
O :$ u ::; ~ entonces: 

l ---+ X E como signe, si 

(para sinl:plificar la notación G,, ( *) = G( *,u)) 

{ 

H1g(x, n + t) 
G,,(x,n+t)= H1(x,n+l-u) 

Hig(x, n + t) 

si O :S t :5 1
:;-" 

si 1
-;-" < t < l +u 
2 - - 2 

si k + tt :::; t :::; 1 

notemos de nuevo que está bien definida ya que 

1- 'tl 1 
H1g(x, n + -

2
-) = H1g(x,n + 2 +u)= H1(x, n + 1- u) 

es claro entonces que G0 es igual a H 1g y que G i está dada por . . 
G ( t) ·{ (x, n + 4t) O < t < 11 1 xn+ = - _, 
2' (x,n+l) tst::;1 

la cual es claramente homotópica a la identicacl, esto es, H1g ~Id, con un 
argumento análogo se puede mostrar que gH1 ~Id. 

Caso 2: Sean X y Y arbitrarios, para cada n E N, sea Dn : Yn --+ X n el 
inverso homotópico de fn, notemos que el diagrama 

Yn --+ Xn 
l l 

Yn+l --+ Xn+l 

conmuta hasta homotopía, ya que, 
ESTr1 

St~Wt 

r~Bf. 
!-~ ~ :.~, .~ ~·:;{~~CA'. 
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Escojamos una homotopía Hn : Y,, X I -> Xn+I tal que H" (*,O) = Íngn 
y Hn(*, 1) = 9n+iJn y definamos G: Vi::---+ Xr; como 

G(y, n + t) = { (gniY), n + 2t) 
(H2t-r (y), n + 1) 

si O:::; t:::; ~ 
si ~ :::; t :::; i 

Mostraremos que la composición Gh : X¿ ---+ X¿ es una equivalencia 
homotópica. 

Sea 

x;; = Xo X [O, 1] u ... u Xn-1 X [n - 1, n] u Xn X [n] 

la composición G h manda X~~ en si mismo con una función que es ho
motópica a la identidad, de hecho XE contiene a X,, X [n] como un retracto 
por deformación y la función Gh restringida a Xn X [n] puede identificarse 
con 9nÍ n y por lo tanto es horno tópica a la identidad, podernos entonces 
aplicar el Caso 1 a la sucesión { XE} y concluimos entonces que G h es una 
equivalencia homotópica. 

Esto prueba entonces que f¿ tiene un inverso homotópico izquierdo, con un 
argumento análogo se muestra que hG : }~ -> YE es una equivalencia 
homotóp.ica y entonces JE tiene un inverso homotópico derecho. Por lo que 
h es una equivalencia hornotópica m 

Tenemos entonces un corolario bastante util 

Corolario 
Supongamos que X es el límite homotópico directo de {Xi}· Si cada X; 
tiene el tipo de homotopía de ·un complejo CW, entonces X es del tipo de 
homotopía de un complejo CW 
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Campos vectoriales gradientes 

Consideraremos en esta parte un campo vectorial Y de clase e= sobre una 
variedad compacta fvl", (la frontera 811-1 de A1 puede o no ser vacía), y 
demostraremos que puede ser aproximado por otro campo vectorial X que 
satisfaga las siguientes propiedades: 

(1) En cada punto singular (3 de X existe una vecindad celular N y una 
función f de clase C00 sobre N tal que X = grad(f) en IV en alguna 
estructura riemanniana en N. 
Aún más, /3 es un punto crítico no degenerado de f. Sean (31 , . •. , f3m estas 
singularidades. 

(2) Si x E füvf X(.T) es transversal a oM, esto es, X no es cero en 8111 

(3) Si x E }vf, sea tJt(x) la orbita de X a través de x satisfaciendo ¡p0 (a;) = x, 
entonces para todo x E J'vf, el conjunto límite de ip1(x) cuando t --t ±oo 
está contenido en la unión de los (3¡ 

( 4) Las variedades estables e inestables de los (3; tienen intersecciones nor
males unas con otras. 
Esto significa lo siguiente, si 

W;8 = {x E JVJ 1 lim 1Pt(x) = ,8;} 
t-+oo 

es la variedad estable y si 

Wt = {x E }1! 1 lim 1P1(x) = (3¡} 
t--oo 
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es la variedad inestable, entonces para x E H? (Wt) sea Tx W¡" (Tx ·wn el 
espacio tangP.nte de lV¡" (Wt) en x, entonces pára todo i,j si x E H'¡"nH'¡', 
la condición cuantro significa que 

dimW¡" + dimWJ - n = dim(Tx W¡" n Tx WJ') 

donde los dos espacios tangentes de la derecha son considerados como sube
spacios de el espacio tangente a 1H. 

TEOREMA 
Sea f : .iH --r R ·1ma función de Morse. diferenciable sobre la ·uariedad com
pacta lvl, s·upongamos que AJ la escogemos con ·una métrica riemanniana y 
que grad(f) es trans·uersal a 8ivl la frontera de Al,_ entonces grad(f) p·uede 
ser C1 aproximado por una campo vectorial que satisfaga las condiciones 
(1) - (4) 

La demostración del teorema la haremos en varios pasos. 
Observemos primero que podemos aproximar f por una función g C 1 cer
cana, tal que si {3; son los puntos críticos de f entonces pasa que i '!- j 
implica que g(f3¡) 'f. g({3j). Suponemos entonces que empezamos con una 
ele estas funciones. 

Lema 
Sea f: AI --r R 'ILna j'ILnción de Morse diferenciable y tal que X= grad(f) 
es transversal a 81'vl la frontera de lvl, entonces ·una S'uficientemente cer
cana aproximación C1 Y de X con Y = X en 'ILna vecindad de los p·untos 
singulares satisface la condición (3) 
Dem. 
Podernos suponer que X y Y tienen le propiedad de que excepto en puntos 
singulares df X y dfY son positivas, entonces una orbita <;?t (X) ele X o Y 
es o un punto singular o satisface que f(<p1(x)) crece cuando t crece, de la 
compacidad de la variedad, obtenemos la propiedad (3) 11 

Notemos de hecho que esta última observación también implica que no hay 
orbitas cerradas para X y Y. 



Apéndice 4 Campos vectoriales gradientes 73 

Por el lema anterior para demostrar el Teorema basta con demostrar 

Lema A 
Si f : lvl ___,. R es una función de Morse y i f:. .i implica q·ue f (/3;) i= f (/3j) 
y X= grad(f) es tmnsversal a 8AI la frontera de 111, entonces existe una 
aproximación C 1 Y de X q·ue satisface (4) y X= Y en alguna ·vecindad de 
los puntos críticos 

La demostración de este lema la haremos por inducción basanclonos en el 
lema que sigue, 

Indexemos los puntos críticos ¡3; tal que J(/3;) < f (f3;+ 1 ), es claro entonces 
que f (/31 ) es el mínimo de f, denotemos por lVr y lY/ a las variedades 
inestables y estables respectivamente, asociadas a /3;, sea b¡ = f(/3;). 

LemaB 
Dada c1 > O s·uficienternente peq·ucña v j, existe una aproximación C 1 Y 
de X, tal que Y== X fuera de ¡-1(bj +c1 ,bj +3c1) y en el sisterna Y W/ 
y lV;' tienen intersección normal para cada i 
Dem. 
Sea c1 > O tal que bj + 3c1 < bj+ 1, sea dimW/ = n - k y Q = ¡-1(bj + 
2e1) n W/ una subvariedad de AJ. Sea P = {x = (x1, ... ,xk) l llxll S l} 
el k-disco y I m = { z E R 1 - m S z S z} con m > O, entonces para m 
suficientemente pequeña, existe un difeomorfismo 

h : lm X p X Q --+ U 

donde U es una vecindad de Q, tal que h(O x O x Q) = Q y X= 7~, en U, 
donde z1 = h(z X 0 X 0) y U C ¡-1(bj +e¡, bj + 3c¡). 
Identificaremos puntos bajo h, con sus correspondientes en U y los repre
sentaremos por (z, x, y), lzl S m, llxll S 1 y y E Q. 
Enunciamos a continuación (sin demostración) dos lemas de cálculo nece
sarios en la demostración. 
Lema 
Sea Im = [-m, m], e> O, entonces existe ó > O tal que si v < ó entonces 
existe una función de clase C00 f3(z) en Im, que se an·ula en ·una ·vecindad 
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de 8Im, o::; /3(::) ::; é, J,B'(:)I::; é y 

{±m 
Jo /3(z)d:: = ±v 

Lema 
Sea P es k-disco como antes, entonces existe ·una función de clase C00 ¡ en 
P, la c·ual es cero en una vecindad de la frontera de P, O ::; 'i' ::; 1, 1i;¡1 ::; 2 
y¡(x) = 1 si ll:rll::;} 

Con e arbitrario, sea 81 = mín{ 8, 160 }, donde 8 es como en el lema anterior. 
Sea g la restricción de 

1íp: lm X P X Q --t Ü X P X Ü 

a U l'= 1 ( (O x P x Q) n Wt], por el teorema de Sard, podemos escoger u E P tal 
que llull = v < 81 y 2v es un valor regular de g, podemos suponer, usando 
un cambio ortogonal de coordenadas en P que 1t = (x 1 , .. ., :r¡.,,) = (v, O, ... , O). 

Sea Y ei campo vectorial eu ¡1f, el cual coincide con X fuera ele U y en U 
esta dado por 

o o 
y= - + /3(.:h(x)-

8:: OX¡ 

donde (3 y ~¡ se escogieron como en los lemas anteriores. 

Afirmamos que Y satisface lo pedido por el lema si e se escoge suficiente
mente pequeña. 
Para ver que Y esta bien definido basta con observar que el segundo termino 
se anula en una vecindad de la frontera de U, es claro que para é pequeña, 
Y puede ser tan cercano como queramos a X en el sentido C1, falta probar 
entonces que vVt y vVJ tienen intersección normal en el sistema Y, para 
toda i. 

En lo que sigue, supondremos que la i esta fija. sea 1/J1 la orbita en el sistema 
Y a través de x con 1/Jo(x) = x y denotemos por V/ y V/ a las variedades 
estables e inestables en el sistema Y". 
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Es suficiente probar que v/ y V;'' tienen intersección normal en U ya que 
cualquier punto q E \~un V/ es de la forma ¡/;1(p) con p E U, y ¡/;1 preserva 
la propiedad de intersección normal. 

Sea 

V= {(z,:r,y) E U l Jl:i:JI S ~} 

en V, 1' = fz + ¡3( z) 8~ 1 , si integramos el correspondiente sistema de ecua

ciones diferenciales, obtenemos que z(t) = t + k0 y x 1(t) = J~ /3(t)dt + k1 

donde las otras coordenadas estan fijas, se sigue entonces que en V 

rt 
1/.•1(0,.r,y) = (t,:r1 + }

0 
¡3(t)dt,:1:2, ... ,:ck,Y) 

usando la propiedad de ¡3(z), ¡/!1(0,x,y) E V si itl S m y Jlxll S k además 
1/J±m(O,x,y) = (±m,x ± v,y) si 11.'C¡¡ S {¡ 

Sean l'; = 1~" n V' \!j = 17 n F' donde V' = {(O, :i:, y) E U 1 llxll s ¿}. 
Basta entonces por construcción demostrar que Vi y Vj tienen intersección 
normal en O x P x Q. 

Como Wl n (O x P x Q) = {(0,0,y) E U 1 y E Q} y Wl =V/ cunado nos 
restringimos a {(-m, :1:, y) E U} y como 1/J=;11 (-m, :r, y)= (0,.?: + v,y) para 
llxJI S fi tenemos que 1j = {(0,+v,y) E U}. De todo esto si 7íp: U___, P 
es la proyección anteriormente definida, 7í P(°V¡) = +v. Si g1 es la restricción 
de 7í p a Vi entonces g¡:- 1 

( +v) = Vi n Vi, como la intersección de W¡' y V/ 
con {( +m, x, y) E U} son la misma y V'-m( +m, x, y)= (O, x-v, y) tenemos 
que Vi ={(O, x - v, y) 1 (O, x, y) E W/ n V, llx - vJI S H pero esto implica 
que como g tiene un valor regular en +2v, g1 tiene un valor regular en v, 
por lo que dím V; = dímP + dím(Vi n \!j) y como dímP = k, se sigue que 
V; y llj tienen intersección normal en O x P x Q, esto prueba el lema B 11 

Para demostrar el Lema A, se usa el Lema B e inducción de la siguiente 
manera, la hipótesis de inducción es 
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H(q): existe una aproxinmción C 1 X,1 de X tal que X 4 =X en una vecindad 
de /3¡, TV,!'_P y lV¡' tienen inter5ección normal en el sistema. Xc¡ para Luda 
p::; q y para toda i. 
Entonces H(O) es trivial y H(r) implica el Lema A, Mostraremos ahora que 
H(q - 1) implica H(q). 

Dado Xq-l por H(q - 1), construiremos Xq, podernos suponer que 
df(Xq_i) = O sólo en los puntos críticos, sea e: 1 = 4(bq+~ -bq), aplicando el 
Lema B, obtenemos una aproximación Xq de Xq-1 con df(Xq) =O sólo en 
los puntos críticos, Xq = Xq-l en nna vecindad de los (3; y en el sistema 
Xq, lVt y lVru-q tienen intersección normal para toda i, pero también, vVj 
y vV/ seguiran teniendo intersección normal en el sistema Xq para j > r - q 
y para toda i, ya que esto es cierto en el sistema. Xc¡-1, además Xq = Xq-l 
en ¡-1 [bq+l • br] y Wj n W/ C ¡-1 [l\1+1 , br], lo cual termina la demostración 
11 
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