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Introduccién

Un problema central en Geometria Diferencial es el de clasificar va-
riedades, para esto, normalmente se busca la manera de asociarle algin
objeto a la variedad con la propiedad de que si dos variedades son tguales
entonces los correspondientes objetos asociados también sean iguales, al
hacer esto, el problema original se trausforma, en cierto sentido, en cémo
calcular estos invariantes.

En esta Tesig, el ohjetivo es describir como asociarle a una variedad un
complejo de cadenas (el complejo de Witten) y demostrar que la homologia
asociada a este complejo de cadenas es la homologia singular, este complejo
de cadenas se coustruye a partir de los puntos criticos de una funcion de
Morse en la variedad y las orbitas del flujo asociado que los conectan.

En los capitulos 1 y 2 se revisa el material clasico de Teoria de Morse,
como el Lema de Morse, y cémo cambia el tipo de homotopia de los niveles
asociados al pasar por un punto critico, ademds de estudiar la relacién de
la topologia de la variedad y el numero de puntos criticos de una funcién
de Morse (Desigualdades de Morse).

En el capitulo 3 se construye el complejo de Witten y se demuestra
que la homologia asociada coincide con la homologia singular ademds de
ejemplificar con algunos calculos.

La idea de los apéndices es demostrar resultados que se usan en los
capitulos.



Capitulo 1

Dos Teoremas importantes

Sea f : M — R una funcién diferenciable de una n-variedad A en R,
p € M esun punto criticode f sidf, : TpM —— TR es la transformacién
cero, esto es, si ¢ es una parametrizacién de M en p, entonces p es punto
~critico si'y sélo si
af 2 of
(')_x:p On;gp - o Oarnp

decimos ademds que p es no degenerade si la matriz A con entradas (4;;) =

( g%p) es no singular, mds adelante veremos que esta definicién no de-
i 7 v
pende del la parametrizacién escogida.

Si p es un punto critico de f podemos definir una funcional simétrica
y bilineal H f, en Tp,M llamada el Hessiano de f en p, siv,w € T,M
podemos tomar extensiones ¢ y w a campos vectoriales en la imagen de
la parametrizacién tales que ¥(p) = v y w(p) = w, definimos entonces
H fp(v,w) = 5(p)ib(f), notemos entonces que

H fp(v,w) = H fp(w,v) = 5(p)ii(f) — w(p)i(f)
[9,@],(f) =0

ya que p es punto critico y podemos pensar a [z"), 'LTJ]P como un vector tangente
actuando en f, obtenemos que H f, es simétrica. :

Si z = (z1,...,%a) es una parametrizacién local de M en p entonces v = - -

Eaia%; yw= ij%j por lo que



9?f
Hfp(v,w) = E abJ6 81
)

y entonces la matriz ( a—;%%p) representa a Hf, con respecto a la base
0T

{31:1 o 3.1:"

Podemos ahora hablar del indice y nulidad de la funcional bilineal H f, en
T,M.

De manera general el indice de una funcional bilineal H sobre un espacio
vectorial V' es

ind(H) = maz{dim(W) | W < V,H es definida negativa en W}
v la nulidad es
nulidad = dim{v € V | H(v,w) =0VYw € V'}

Entonces p es no degenerado si y sélo si nulided(H f,) = 0 en T,M, al
indice de H f, en T, M lo llamaremos el indice de f en p.

Lema
Sea f una funcién de clase C™ en una vecindad conveza V del 0 en R™
con f(0) =0 entonces

n
f(ml,-'-amn) = Z‘Eigi(xlw-- ,-Tn.)

para algunas g; de clase C'™ definidas en V' con g;(0) = da:. 2L 0)
Dem.

f(“l’---’mn)=/lilf_(ﬁl’_é_t:’_@dt

/ ZB (tzy,.. twn)xidtr
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basta entoncLs con definir g;(z;, .y z,) = f; gf— (tzy,. .. ,';‘x,,)dt y observar
e gi(0) = ££(0)

demostraremos ahora un resultado bastante (il en todo lo que sigue

Lema (de Morse)
Sea p un punto critico no degenerado de f, entonces existe un sistema local
de coordenadas (y1,...,yn) en una vecindad U de p con y;(p) = 0 y tal que

F=Ffp)—yi— -+t +42

en U donde \ es el indice de f enp.

Dem.

Podemos suponer sin perdida de generalidad que p =0y que f(p) = 0, por
el lema anterior f se puede escribir como

n
..o z0) = ijgj($1,.--,wn)
j=1

y como 0 es punto critico g;(0) = ;%C—(O) =0 a las g; la podemos escribir
como

n
9i(T1,y. 0y 20) = Zm;/zij(xl, eeyn)
j=1
"para ciertas h;; (de becho A;; = 5;:5) se tiene entonces que
ey, . zy) = Zw;a;jh,-j(ml, ce s Tn)

Podemos suponer sin perder generandad que fy; = h],, ya que si no, basta
con definir h;; = %(hs; + ki) y entonces f = X rizihij, notemos ademas
que, 71— ;Bi:g—, y por lo tanto (A;;)} es no smgular

Como (h,J (0)) es no singular, podemos suponer que h;; # 0, en caso dc que -
no, hacemos lo que sigue: si 7;:(0) 5 0 con i % 1 basta con permutar, si no,
entonces algun h;;(0) # 0, introducimos entonces nuevas coordenadas de Ia '
siguiente manera
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Yi = i + I
Yj =7%Ti—Tj

Y = Tk ‘Si/\,#l,]

con este cambio de variables obtenemos que ¢;;(0) % 0 por lo que podemos
ahora definir

_ i1z
y1 =V |h11(0)] {21 + W)

Ye=xpsik=2...,n
si ademas definimos

hythy;
9ij(Uts -5 Un) = hij(a1,.. T0) = m

entonces
n
- 2
f= Zhij?l:il'j = ty7 + Z,gij'!/i!/j
i.d . 4,j>1

denotemos por el momento a /|y, (0)] por a entonces

PR ITES 1a
a

. ;
= aa:% -+ 2Zh1jmjm1 -+ 5 Z h;jhlimixj

j>1 i,j>1

.U% = (231 +

por lo que
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=N

:l:?h + Z 9ijyiy; = axi +:)Zhl-ﬂ111 T Z hjhiizia;

i,7>1 i>1 i,7>1
T
+ Z 9ijYiy;
i7>1
9 . 1
=azi+2 Zhlj”;jwl + Z (ahljhli + g,-j)a:ia:j ,
J>1 ,0>1
= aa:"l2 + 2 Z hyjaja
Ji>1
1/ / ! 1/ hij)z;z
+ Z (E vl + iy = i li)-’jilj

i,j>1

= E hija:,'a:jzf
iJ
supongamos ahora que

F=yi 4+ +Eyi+ Z U n,Hl](ul, ey Un)
i,j>r

de nueva cuenta podemos suponer que H,.(0) # 0 y escribamos H, =
|H,.(0)]7 definamos ahora

vi ==u;siiFE T

u; H u A
— rr ur"{‘z illir 17 n_))

i>r

de nueva cuenta podemos definir

HriHrj

Gij('U1, ‘e ,Un) = H,'j(ul,. . ,'u,,) - 7

y obtenemos que

f= Z:l:u + Z v;v;Gi;

i<r . i,j>r
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como conclusién obtenemos que

f=Ffp)-yi— =i+t +i2

demostraremos ahora que X es el indice de f en p.
Notemos que

Sl s Gi=isa
0,0z L0  en otro caso

o f {—25u=ng

esto es si § = {;2-} entonces

Hhls = ;

\ o 2

esto es existe un subespacic de TpA de dimensién A donde H f, es definido
negativo y un subespacio W de dimensién n — A donde H f, es positiva
definida, si existiera un subespacio de dimensién mayor que A donde Hf,
fuera negativa definida entonces tendria que intersectar a W lo cual eviden-

temente no puede pasar, por lo que Aes el indicede fenp m
como corolario obtenemos

Corolario-
Los puntos criticos no degenerados son aislados

Veremos a continuacién ejemplos de funciones y que tipos de puntos criticos
tienen: ' ‘

(a) f(z) = 23, el origen es un punto critico degenerado

(b) F(z) = e~ sen?(L), el origen es un punto critico degenerado no aislado

T
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(¢) f(z,y) = 2 — 32y?, (0,0) es un punto critico degenerado

(d) f(z;y) = 2°, el conjunto de puntos criticos es el eje z, todos son dege- -
nerados

(e) f(z,y) = 2%y?, el conjunto de puntos criticos es la unién de los ejes X
y Y, todos los cuales son degenerados.

Demostraremos ahora un lema que nos dara cierta informacién sobre como
se ven los puntos criticos cuando cambiamos de coordenadas

Lema

Sean f U CR*" — Ry F:V CR*— R funciones diferenciables, seu
p:V — U un difeormorfismo tal que F' = f o ¢ entonces

(a) Los puntos criticos de f y F estan en correspondencia uno a uno bajo
.

(b) Los indices y nulidad de los puntos criticos correspondientes son iguales.

Dem.
Para (a) basta con observar que:

OF(x)

oy B det]

k dzy, Ox;

para (b) notemos que si C es la matriz jacobiana de ¢ entonces
SR SBR[ &
<a$,5l)) =¢ ((?Lkall> ¢

Notemos que con esta demostracién obtenemos que la definicién de {ndice y
nulidad de un punto critico no dependen del sistema coordenado escogido.

De aqui en adelante f siempre denotara una funcion de clase C'*° de una
variedad M en R.
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Definimos M°® = {p € M | f(p) < a} = f~}(~cc,q]

TEOREMA

Sea f : M — R una funcidn diferenciable, supongamos que a < by
que f~4a,b) = {p € M |a < f(p) < b} es compacto y no contiene puntos
criticos de f, entonces M® es difeomorfo a M®, Mds atin, M® es un retracto
por deformacidn de M®, esto es, la inclusion M® — M es una equivalencia
homotopica

necesitamos antes unos lemas:

Lema 1 7
Para todo p € M existen vecindades compactas Iy C Ko y funciones gy, :
M — R diferenciables tal que g,|x, =1, g9pliy—5, 2 0 ¥ gplrs—i, =0
Dem.

Es claro que basta hacerlo para R", sea a € R™ y sea ¢ > 0 definamos .

Mﬂ:{

e"t >0

v definamos también

o(z) = %i-%hW)

h(e® = l=l?) + 2 (ll=ll® - 1¢°)

notemos primero que el denominador nunca es cero, y cuando [|z]] > ¢ el -

_numerador es cero, ademds cuando |jz|| < %e entonces g(z) = 1, basta

entonces con tomar como Ky = B (0) y K = B¢(0)

Lema 2
Dado cualguier compacto K C M existe un compacto K, con X C K; y
une funcion g : M — R diferenciable, tal que glx = 1, gli,<1 =2 0y

glm-x, =0
Dem.’
Por el lema 1, existen ¢i,...,¢, puntosen Ky fo,,..., fq. funciones difer-

enciables y compactos Cy, C By,,...,Cq, C By, tal que fylc,, =1,
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failBy=cy; 2 0, folar-p,, = 0, basta entonces con definir I(L = U; By,

fl)=1-1L(1- f,.(x)) =

Lema 3

Dado cualquier compacto K ¢ M y f : K —— R diferenciable, entonces
eziste un compacto Ky en M, y une funcidn diferenciable f. : M — R tal
que KC I{l_v f*;l\' = f Y fle—K] =0

Dem.

Por el lema 2, existen K’y compacto y b : M — R diferenciable con & C K
tal que h|pr—n, =0y ki =1, por lo que basta con definir fy =hof @&

Demostracién del Teorema

La idea de la demostracién es empujar M° hacia M® a lo largo de las
trayectorias ortogonales a las hipersuperficies f = cfe.

Escojamos una métrica riemanniana en M tal que (X,Y) denote el pro-
ducto interior de dos vectores, el gradiente de f es el campo vectorial en M
caracterizado por la identidad

(X, gradf) = X(f)

(esto es, es la derivada direccicnal de f a lo largo de .X), para cualquier
campo vectorial X.

De esta observacién es claro que gradf se anula precisamente en los puntos
criticos de f, si ademds ¢: R — A es una curva diferenciable con vector
velocidad Z; entonces

dec d(foc)
(Gproradh) = =7,

como f~![a,b] es compacto, existe p: M — R diferenciable tal que p(z) =
Tg_rm siz € f~![a,b] y p se anula fuera de una vecindad compacta de
[~ }a,b], entonces si definimos X (q) = p(q)(gradf)(q), este campo vectorial
tiene soporte compacto, por lo que genera un grupo de difeomorfismos a un
pardmetro

o i M — M
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para ¢ € M consideremos la funcién ¢ — f(ei(q)) si pi(q) € fa,b]
entonces

df(@:ltf(fI)) - (dso;t(q) ,gradf) = (X, gradf) =1

de donde se obtiene que la funcidén ¢ — f(¢;(q)) es lineal con derivada igual
a 1, mientras que f(v:(q)) este contenido entre @ y b. Si consideramos el
difeomorfisine @p_, : M — M entonces obtenemos que manda M difeo-
morfamente en M?®, para la segunda parte de la demostracién definamos
R:Mbx I — M"como

_fa si f((J) <a
R(g.t)= {(pl(_n..f(q))(’]) sia< flg)<b

‘es claro de la definicién que R(x,0) = Id y que R(*, 1) es una retraccién de
M en M, de esto M® es un retracto por deformacién de Af®

" Corolario

Con las mismas hipdtesis del teorema, f~[a,d] es difeomorfa o M, X [a,b]
y a My X [a,b], donde M, ={z € M | f(z) =a} = f~*(a)

TEOREMA
Sea f : M — R una funcidn diferenciable, sea p € M un punto critico
no degenerado de indice N con f(p) = c, supongamos que f~l[c —&,c+ €]
es compacto y no contiene otros puntos criticos distintos de p para algunag
g > 0, entonces para toda € > 0 suficientemente pequeria M°té tiene el
mismo tipo de homotopia de M™° con une A-celda adjuntada.

La idea de la demostracién de este teorema estd indicada en la siguiente
figura para el caso especial del toro.
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La idea también es introducir una nueva funcién F' : M — R la cual
coincida cou la funcién f excepto que F' < f en una pequena vecindad
de p, esto es, F71(~o0,c — €] = M** U H donde H es una vecindad de
P, si escogemos una celda adecuada ed ¢ H, un argumento directo nos
demostrard que M¢~¢ U e es un retracto por deformacién de M*~% U H,
luego usaremos el teorema anterior para la funcién F y la regién F~![¢c —
g, ¢+ €] para demostrar que M*7° U I es un retracto por deformacién de
Mete o cual terminaria la demostracidn.

Demostraciéon del Teorema
Escojamos un sistema de coordenadas uy,...,u, en una vecindad U de p
tal que

2 LT 2
f=c—uy = —uytuyy +oo oy

entonces el punto critico tiene coordenadas

UI(P) === ‘U-n(P) =0

Saa ¢ > 0 suficientemente pequetia para que:

(1) F [c = ,¢ + ¢] sea compacto y no contenga otros puntos criticos de f
distintos de p

(2) La imagen de U bajo el difcomorfismo u : U — R" contenga la bola
cerrada {(uy,...,u,) | Y uf < 2¢}

A

Definamos ahora e* como el conjunto de puntos en U tal que

Dui+-+uf ey
(2) Upgr =+ = tp = 0

En el caso del toro lo que obtenemos es -

Notemos que e* N M™% = de*, esto es, e* esta adjuntada a M°~° como
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requerfamos, debemos probar aliora que A/¢~¢ U e* es un retracto por de-
formacién de Me+e,

Sea gt : R — R una funcidn diferenciable tal que - .
(1) p(0) >0

(2 p(r)=0sir>2s

(3) =1 < p'(rr) € 0 para toda r

donde p/(r) significa la derivada de p con respecto a r.

Definamos entonces F : M — IR como

Fo=f—plef+- o+ ul+20uf g+ +uy))

es claro entonces que F' y f coinciden fuera de U y por lo tanto F' define
una funcién diferenciable en toda M. Para simplificar la notacién definamos
funciones &,n: U — [0,00) como £ = uf + -+ uf y n=uf 4+ +u;,
entonces f =c—E+ny

F(q) = c—&(q) +n(q) = 1(&(q) + 2n(q))

Notemos primero que fuera de la regién definida por & 4 2y < 2¢ tenemos
que f = F, mientras que dentro

1
Fsf=c-fdnsctzftnscte
por lo que

F Y (—o0,c+¢] = f}—00,c+¢] = M**

Los puntos criticos de F' y f coinciden ya que

OF )
pululk R R 9

o 1—p/(§+2n) <0
oF ,

=1 - >1.
o 1-24/(6+2n) > 1

Notemos ademas que
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or _orog  oF o
Qu; O du;  On Dy
por lo que si i < A entonces

OF _OF 3¢

du; € du;
y sii> A entonces

oF _oF oy

ou; Oy Ou;

de donde se sigue la afirmacién hecha.

Ahora considerernos la regién F~[c—¢,c+¢], como F < f obtenemos que
F=Yc—g,c+e] C f7 e—¢,c+¢], de donde obtenemos que F~l[c—e¢,c+¢]
es compacto, v la tnica posibilidad que contenga a un punto critico es en
p, pero F(p) = ¢ ~ p(0) < c— ¢, dado que en #~[e — &,c + €] no hay
puntos criticos de F, obtenemos entonces (aplicando el teorema anterior)
que: F~1(—oc, ¢ +¢] es un retracto por deformacién de Me*e.

Como F~llc—¢,c+¢] C f~ e = e,c+¢], podemos definir

H = F~1{—o0o,c+¢] — Me < y entonces escribimos F~!(~co,c + ¢] =
M= UH

Consideremos la celda e* que consiste de los puntos ¢ tales que £(¢) < ey
n(g) = 0, notemos primero que ¢ C H.

Afirmacién: M¢~¢ Ue? es un retracto por deformacién de M~ U H.

Notemos que el caso del toro tenemos la siguiente situacion:

Definiremos una retraccion B : M ¢ UH x I — M¢¢U H, empezamos
definiendo R como la identidad fuera de U y en U la definimos como sigue:
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Caso 1: En la regidn £ < ¢ sea R definida por

R((uys v oyun) ) = (g, .oy, fltagrs e oy tuy)

es claro de la definicién que R(*,1) es la identidad y que R(*,0) manda la
regién en e’

Caso 2: En la region = < § < 1+ ¢ definimos R como la transformacién

R((_'u,l,. coy ) b)) = (U U Sp U, - SeUn)

€
S

1
de nueva cuenta R(*,1) es la identidad y R(%,0) mapea la region entera
en la hipersuperficie f~!(c ~ ¢), notemos que coincide con el caso anterior
cuando € = ¢.

donde s; € [0,1] y se define como sy =1t + (1 —¢)

Caso 3: Enlaregion 5j-F< < € (i.e. en M%) definimos R como la identidad,
la cual también coincide con las definiciones anteriores.

De todo lo anterior obtenemos que

M o M UH ~ M Ue

con lo que se termina la demostracién ®

Corolario ’
St f tiene k puntos criticos no degenerados py, ..., pi con indices Ay, ..., Ak
en f~1(c) entonces '

Mete o M€ yeM U Uet

Dem.

Basta con observar que como todos son aislados podemos escoger £ fun-
ciones Fi, ..., F) tal que todos queden a niveles distintos y aplicar induccién.
sobre el nimero de puntos criticos
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Corolario
Bajo las mismas condiciones del Teorema M® es un retracto por defor-
macidn de Mete

TEOREMA

St f: M — R es una funcion diferenciables con puntos criticos no de-
generados, y si cada M es compacta, entonces M tiene el mismo tipo de
homotopic que un complejo CW con una célula de dimensidn X por cada
punto critico de indice A

Antes de pasar a la demostracion, necesitamos unos lemas:

Lema
Sean fo, fi : Oe* — X funciones homotdpicas, entonces la identidad de X
se extiende a una equivalencia homotdpica

kX U, 6/\ — X Uy, C’/\

Dem.

Cuando uno quiere dar una funcidn que salga de un cociente, formalmente
lo que hay que hacer es dar la funcién antes de pasar al cociente, ver que
es compatible con la identificacién y entonces un obtiene la funcién de-
seada, en nuestro caso queremos dar homotopias que salgan de un espacio
de adjuncidén - el cual es un cociente ~ , por lo que tendriamos que dar las
homotopias desde la union ajena de los conjuntos y ver que “pasan bien”
al cociente, pero, por el procesador de texto, esto se vuelve medio latoso,
por lo que sélo vamos a dar de manera explicita las homotopias desde el
cociente mismo.

Sea F': Oe* x I — X la homotopia entre fo y fi, esto es F(x,0) = fo(z)
y F(z,1) = fi(x), para simplificar notacién F(z,t) = fi(z).

Definamos entonces la equivalencia homotépica como sigue:
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kX Upe* — XUy e

[z]
k() = { (2t
[fz~zz(’u)]

size X

st & = tu donde u € Oe y0
1

si z = tu donde u € de* Y5

Es claro entonces que su inverso homot6épico estd dado por

{:
[]
ix)) = { [2rud
[f2moe(u)]
Notemos entonces que
i
=Y (fuama ()]
[fo—2: ()]

XUjpe* — XUy, et

siz €X
stz = tu donde u € 0(. v
siz =tu donde u € de y

= O

siz € X

si 2 = tu donde u € de?
si 2 = tu donde u € Je?
si z = tu donde u € de? y

wlmah- O

<
<

fad 0S|

<t
<t

IAIANIA
P g e [

<t
<t
<t

Se puede entonces definir una homeotopia de la siguiente manera

H:(XUped)yxI— XUy e

[z] r€X

[(1 = s)tu + 4stu] 0<t 5%

[fi~20)(at-1) (1)} o l<eciy
H([mlvs) = [ (11 - S)‘Z_*l.(‘)s - ]_)tu] % <t< % ¥y

[frr—2s)(ae-1) ()] 5<t<1ly

21 ~s)u+(2s—1)tu] $<t<1ly

donde & = tu y u € de?.

Es claro entonces que H(z,1) = {k(z) y que H(z,0) = z

Lema

w @

IA A A IA
wn @
INIA A IA

Wik Qo O

Ll S T

15
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Sea p 1 Oe) —+ X wuna situacién de adjuncion, entonces cualquier equiva-
lencia homotdpica f: X — Y se extiende a una equivalencia homotdpica

F:XUS,e’\-———»YU,,,e’\

Dem.

De nueva cuenta, formalmente tendriamos que dar homotopias antes de
pasar al cociente y verificar que todo sigue bien, pero, no lo haremos, esto es,
sdlo daremos las homotopias resultantes en los correspondientes cocientes.

Sea g : Y — X el inverso homotdpico de f, entonces podemos definir

F:XUge* — Y U, e como

o= {7 §2E3

vG:YUze! — XU, et como

sty €Y

(ol < J 9]
G([y]) = {[l} siye e
Como gfy ~ ¢ por el lema anterior, existe

k:XUgM,e’\ ———!XUPC"‘

equivalencia homotépica, demostraremos entonces que kGF ~ Id.

Sea H la homotopia entre gf v Idy, denotemos por hy(x) = H(*,1), en-
‘tonces, si usamos las definiciones especificas de k, G y F' obtenemos que

[9(=)] r€X
kGF([z]) = { [2tu] r=tu,u€dey
[ho—2i(p(u))] = =1tu, u € de* y

la homotopia requerida es entonces

Q:(XUpe*) x I — X U, e
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[As(2)]
Q([CL‘],S) = {(l+s)tu‘]
[ho—2etsp(u)]
donde z = tu con u € Je*, notemos entonces que (kG)F =~ Id, de donde

se sigue que F' tiene un inverso homotdpico izquierdo, con un argumento
andlogo, se concluye que F' tiene un inverso homotdpico derecho.

2

<t<1

~F n ;
I/\
fr

La demostracién ahora de que F es una equivalencia homotdpica es pura-
mente formal.

Sub lema
St F tiene un inverso homotopico izquierdo L y un inverso homotdpico
derccho R, entonces F es una equivalencia homotdpice y R (o L) es un
tnverso homotdpico de F. ‘

Dem.
Como LF =~ Id y FR ~ Id se sigue que L ~ L(FR) ~ (LF)R = I
obtenemos entonces que RF ~ LF ~1d B
el lema se sigue de k(GF) ~ Id implica que (GF)k.~ Id pero G(Fk) ~
Id implica que (Fk)G ~ Id, es decir obtuvimos que AG es un inverso
homotépico de F, por lo que F' es una equivalencia homotdpica

Demostraciéon del Teorema

Como cada M* es compacta, entonces sean ¢; < ¢» < -+, los valores
criticos de f: M — R, es claro que la sucesién no tiene puutos de acumu-
lacién.

Notemos que M*® es vacio si a < ¢; (ya que ¢; es el minimo de f).

La demostracién es por induccidn, sea ¢ > 0 suficientemente pequefio para
que en el intervalo [¢; —¢, ¢; +¢€] el tinico valor critico sea ¢y, entonces M1 +e
tiene el tipo de homotopia de un conjunto finito de puntos.ya que

£ ¢y —¢ ki k;
Meate o M= U {Usef ) = U{Ugel )
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donde hay una célula por cada punto critico en el nivel ¢;.

Sea a # ¢1,ca,¢3... y supongamos que M* es del mismo tipo de komotopia
que 1'% un complejo CW, esto es M® ~ K'® y sea ¢ el mds pequeiio ¢; > a
entonces

Mete o Meme U {ueit}

donde de nueva cuenta hay una célula de dimensién A; por cada punto
critico de fndice A; en el nivel ¢, notemos también que M*® ~ M°* por lo
que

Mere o Mome U {uetil9}
~ MU {uehile}
~ ¢ U {ueM(9}

or lo que M es del mismo tipo de homotopia que un complejo CW,
p q plej

Notemos que si M es compacta o el nimero de puntos criticos es finito,
entonces esto termina la demostracion, si no, entonces tenemos un diagrama
conmutativo ‘

Mo e MR = MY

l 4 !

Y o K% oy % oy

Sea entonces K = U; % el l{imite homotépico directo, y sea g : M — K
la funcién limite, entonces g en cada nivel es una equivalencia homotdpica,
y por lo tanto g misma es una equivalencia homotdpica {(Ver Apéndice 3)
] : .

Notemos también que se ha demostrado que cada M* tiene el mismo tipo
de homotopia que un complejo CW finito con una célula de dimensién A
por. cada punto critico de f con fndice A.



Capitulo 2

Existencia de funciones

de Morse y aplicaciones

En estd parte construiremos muchas funciones con puntos criticos no de-
generados para variedades encajadas en R".

Decimos que una funcién f : M —— R es una funcion de Morse si todos
sus puntos criticos son no degencerados.
Para p € R", definamos la funcién

L,: M —R

g~ |p - qll?

Se demostrard que para casi toda p € R, L, es una funcién de Morse en
M.

Sea-M C R™ una variedad de dimensidn & < n encajada en R". Sea
N C M x R™ definida por

N = {(q,‘U) | g€ AC[) vl TP'AJ}

no es dificil demostrar que N es una n-variedad diferenciable encajada en .
R?" (De hecho N es el haz normal a M).

Sea E: N —— R" definida por E(q,v) = g+ v.
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Decimos que e € R™ es un punto focal de (M,q) con multiplicidad 1 si
e = q + v, donde {¢g,v) € N y el Jacobiano de E en (q,v) tiene nulidad
p> 0.

El punto e serd llamado un punto focal de M si e es un punto focal de
(M, q) para algun g € M.

Enunciaremos ahora un Teorema demostrado en el apéndice 2

TEOREMA (de Sard)
Sea f: M — N una funcion de clase C*, entonces el conjunto de valores
eriticos de f tiene medida cero en N

tenemos entonces dos Corolarios

Corolario .
El conjunto de welores regulares de una funcion diferenciable f : M — N
en denso en N

Corolario K
Para cast toda @ € R, 2 no es wn punto focal de M ‘
Dem.

x es punto focal si y sélo si 2 estd cn la imagen del conjunto de puntos
criticos de £ : N — R™, por lo tanto la medida del conjunto de puntos
focales es cero, por lo tanto su complemente es denso o

Para comprender mejor el concepto de punto focal es conveniente intro-
ducir la segunda forma fundamental de una variedad en un espacio eucli-
diano. Fijaremos por el momento un sistema local de coordenadas. Sean
Uy, Uz, ..., U, coordenadas locales en una regién de la variedad M C R*,
entonces el mapeo inclusién de M en R™ determina n funciones diferencia-

bles

Zy(Ug,y ey U)o Tty .., Uk)

como notacién, usaremos z = (21,...,2,) = (Ui, ..., ux)
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La primera forma fundamental asociada con el sistema de coordenadas,
estd definida por la matriz simétrica de valores reales

dr Oz
(915) = (é_u'} ' 5@)

La segunda forma fundaemental, es una matriz simétrica (£;;) con valores
vectoriales que se define como sigue:

_&x
u;du

de un vector tmlgmlto a M y un vector normal a M, entonces (4;;) es la

el vector z7—— en un punto de M pucde ser expresado como una suma

componente normal de dado cualquier vector v el cual es normal a

du r);t ’
M en g, la matriz

Oz
Y= (v 0
(v 8&1 auJ ={v-6j)

serd llamada la segunda forma fundamental de M en q en la direccidn de
v.

Simplificaremos la discusién suponiendo que el sistema de coordenadas es
tal que gii(q) = &;.

Entonces los valores propios de la matriz (v - £;5) son llamados las curva-
turas principales ky,...,kr de M en q en la direccion normal de v. Los
reciprocos k7, ... ,k;l son llamados los radios principales de curvatura .

Por supuesto puede suceder que la matriz (v- {;;) sea singular, en este caso,
uno o mas valores de los &; son cero y entonces los correspondlentcs radlos
no estaran definidos.

Consideremos ahora la linea normal £ quie consiste de todos los g4-tv donde
v es un vector fijo ortogonal a M en q.

Lema
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Los puntos focales de (M, q) sobre € son precisamente los puntos de la forma
q -+ ki‘lv donde 1 <1 <k, k; # 0, emisten a lo mds k puntos focales de
(M, q) e lo largo de ¢, cada uno contado con su propia multiplicidad
Dem.

Escojamos n—k campos vectoriales w(uy, ..., ut), .., Wn—x(U1, ..., Ur) €0
la variedad tal que wy,...,w, 4 son vectores unitarios ortonormales entre
si y perpendiculares a M.

Podemos introducir coordenadas (w1, ..., ug, t1,.. ., ty—k) correspondientes
al punto

(z(u1, ..., u), Z tiwi(wr,...,w)) €N C M x R"

entonces la expresién local para la funciéon F: N — R" es la funcién

n—k
e(Ury ey Uk brye s tnop) = 2(Uy, .. uk) + Z tiwi(wi, ..o, )

cuyas parciales son

Oe _ Oa + c')wj
Ou; Ou c)uJ
de

'a—t; = ll}j

si tomamos productos interiores con los n vectores linealmente independi-

entes {3—‘9_%, w;} obtenemos una matriz de n x n cuyo rango es igual al rango -
1 - -

del Jacoblano de F en el correspondiente punto ya que csta matriz es

el Il Az Il
(82 e+ ratds d2)  (Tatalis ws)

0 Id
entonces la nulidad de la matriz es igual a la nulidad del bloque superior
derecho, usando que
0= 3] Ox Dz _ Ow, Oz 0%z

90 50) = By B T Bard
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entonces

— Ox Jw
% ta'a'ei':"—_—' =
9ij L w 77 Bu; au, +; @ azz, BuJ

Ahora basta con observar que g+ tv es un punto focal de (M, g) con multi-
plicidad 4 si y sélo si la matriz (g;; —tv-€;;)....(*) es singular con nulidad g,
esto ya que si (gi;) = (6i;) entonces (*) es singular si y sdlo si } es una valor
propio de (v - ¢;;), més atin, la multiplicidad s es igual a la multiplicidad
de 1 como valor propio

Abora para p fijo en R* estudiaremos la funcién f:=L,: M — R,

flzlur, .o u) = fla(ur,.yu) ~plP =22 =22 p+p-p
entonces

_6)_f_ 51 Az —p
By, = oa @

por lo que g es un punto critico de f si y s6lo si ¢ — p es normal a M en g,
notemos que las segundas parciales en un punto critico son

o2 f 8z Oz &z
OuiOu; =2 du; EE + Ju; O (2= p)

haciendo p = x + tv obtenemos

&*f

—_— ; .g‘_’
BuauJ 2gi5 = tv- &),

. se concluye entonces que

" Lema

El punto g € M es un punto critico degenerado de f = L, si.y sélo sip es
un punto focal de (M, q). La nulidad de g como punto critico es igual a la
multiplicidad de p como punto focal
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Corolario (Tcorema del indice para L,)

Elindice de L, en un punto critico no degenerado g € M es igual al nimero
de puntos focales de (M, q) contenidos en el segmento de ¢ ap contados cada
uno con su multiplicidad

Dem.

oL,
(E‘)'Uiauj) h 2(011 —t E,])

el indice de la matriz es igual al nimero de valores propios negativos,
suponiendo que g;; = &;;, esto es igual al numero de valores propios de
(v + £;;) los cuales son > %, usando conjuntamente los lemas anteriores,
obtenemos el resultado deseado

Si juntamos los lemas anteriores tenemos

TEOREMA
“ Para casi todo p € R™ (todos salvo un conjunto de medida cero), la funcion
L, M — R es una funcién de Morse

Veamos algunas consecuencias de esto:

Corolario

Sobre cualquier variedad M existe una funcidn de Morse tal que M*? es
compacta pare toda a € R

Dem.

Se sigue del hecho de que para cualquier variedad existe un encaje cerrado
en algun R" y de que M* =M NB,(q) B

Notemos entonces que todas las suposiciones hechas al principio no inponfan
ninguna restriccidn sobre lo concluido.

Aplicacién 1 ,
Toda variedad difererciable tiene el tipo de homotopia de un complejo CW

-Aplicacién 2
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Sobre una variedad compacta M existe un campo vectorial X tal que la
suma de los indices de los puntos criticos de X es igual a la caracteristica
de Euler x(M) de M.

Sabemos que x(M) = > (—1)*Cy, donde C} es el ntimero de puntos criticos
con fndice )\, pero (—1)* es el indice del campo vectorial gradf en un punto
donde f tiene fudice A, se sigue entonces que la suma de los indices de
cualquier campo vectorial en M es igual a x(M), ya que esta suma es un
invariante topoldgico.

Aplicacién 3

TEOREMA. (de Reeb)

Si M es una variedad compacta y f : M — R es una funcion de Morse
con s6lo dos puntos criticos, entonces M ~ S"

Dem.

Es claro que los puntos criticos son el mdximo y el minimo, supongamos sin
perder generalidad que f(p) =0y f(g) = 1, existen coordenadas tal que

2 2
f=l—-21— - a

en una vecindad coordenada de g, sea £ > 0 suficientemente pequeiia tal que
Dt = fl1-¢,1]= D", D™ = f~!0,e] = D"y fls,1—-¢] = S*~1 xI,
consideremos en S™, vecindades Bt y B~ de NV y S, los polos norte y sur
respectivamente, difeomorfas a D", sea C' = S§™ — int(B* U B~), es claro
entonces que C = S""! x [ y9C = 0BT UJB~. |

Sea hp : D¥ — BT un difeomorfismo de D" en D", es claro entonces que
tenemos

hOI8D+ . 8D+ ——F 8B+

el cual se extiende a un difeomorfismo

h:(8D*)x I — (@B*) x I

notemos que con esto tenemos definido un. difeomorfismo

hi:DYUf e l—e]l— BYUC
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notemos que hy|ap- : @D™ -— OB~ se puede extender a un homeomor-
fismo g : S"71 — S™"~! el cual se puede extender a un homeomorfismo

G:D" — D"
tu s tg(u)

es decir, logramos extender hp a un homeomorfismo h : M — ST B

El teorema sigue siendo vilido si los puntos criticos son degenerados, pero
ia demostracién es mds complicada.

No es cierto que M deba ser diferenciable a S™

Aplicacién 4

Como construir una funcién de Morse sobre CP"..

Sea C'P" el n espacio proyectivo complejo, esto es, CP" es el conjunto de
clases de n+ 1-éneadas (2, . . ., z») de nimeros complejos, tal que 3 |z;[?

1, denotaremos nna clase de equivalencia por [(zg,2),...,20)] = (20 @ 21 :

ot
P zy)

If

Sean ¢; € R tal que ¢; # ¢; si i % j parai=0,...,n, definamos

f(,:():zl:"-::n)zz:c]-lzjl2
J
Sea 7
Up={(z0:21 1+ :2n) | 20 #0}
=(lizyceee iz

escribamos ahora a zg zj = 2; + yj, entonces Ty, Y1,...,Tn,¥Yn : Uo — R

son las funciones coordenadas, mapeando Uy diferenciablemente en la bola
- 2n 12— 2 g 2 . 2 _1_ 24,2

unitaria de R*"?, como |z;{* = z7 +y7, tenemos que |z]? = 1~ 3 (a7 +y3)

por lo que

f=cot Y (e =)@ +)

=1
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en Ug, entonces el Gnico punto critico en Uy es justamente el punto pg =
(1:0:---:0) yaque a—J:L =2(c;j —co)zj y &L 2(cj — co)y; de donde es
claro que solamente en 01 punto propuesto toda,s las parciales se hacen cero
simultaneamente.

En este punto f es no degenerada y el indice es el doble de nimeros j tal
que ¢j < Cg.

Similarmente, podemos considerar los sistemas coordenados centrados en
los puntos py = (0:1:0:---:0), ..., pp =(0:---:0: 1)y entonces
P, D1y .-, P son los 1inicos puntos criticos de f, ademas el indice de f en
i es ignal al doble de j tales que ¢; < ¢, estos indices estan entre 0 y
2n y aparecen sélo una vez (esto se puede ver dando valores a los ¢;, por
ejemplo, ¢; =i + 1) obtenemos entonces que

2

cPr Uty ue

Como parte final de este Capitulo veremos ahora como se relacionan la
topologia de la variedad A4 y el nimero de puntos criticos de una funcién
de Morse en la variedad.

Si S es una funcién de pares de espacios en los enteros, decimos que S es
subaditiva si, £ C Y C X implica que

S(X,2) < S(X,Y) + S(Y, 2)
y decimos que es aditiva si la igualdad se da.
Como un ejemplo, consideremos un campo F como el grupo de coeficientes,
entonces, R)(X,Y) = A-ésimo nimero de Betti de (X,Y), esto es, es el

rango sobre F de H)(X,Y; F), para cualquier par (X,Y’) tal que este rango
sea finito.

Para ver que R es subaditiva, basta con observar que en
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o, o d
2L EYZ) S5 HA(X, Z) —2 HA(X,Y) —
R\ (X, Z) = rank(as) + rank(cs), se define la caracteristica de Euler
X(X,Y) = (=1 Ry (X, Y), y se obtiene entonces que x es una funcién

aditiva, ya que si x(X), x(A4) ¥ x(X, 4) existen, entonces x(X) = x(X,4)+
x(4).

Tenemos ahora el siguiente lema para funciones subaditivas (aditivas)

Lema
Sea S subaditiva y seon Xo C X1 C -+ C X, entonces

§(Xn, X0) £ S(Xi, Nimy) (1)
1

ademds, s1 .S es aditiva, lo igualdad se da.

Dem.

La demostracién es por induccién sobre n, si n = 1 es claro que se da (1),
si n = 2 entonces se sigue de la definicién de S.

Supongamos entonces que S(X,—1,Xo) < Z'f_l S(X;,X;.1) tenemuos en-
tonces que '

S(d'\’m‘—XO) S S("‘{n, Xn.—l) + S(l\f'{z—l) -XO)
< Z S(IY:" "Yi—l)
1
u
Denotemos por S(X) := S(X, 0), entonces si Xy = §, podemos reescribir la
desigualdad anterior como

S(Xa) <) S(Xi, Xisy)
: ’ 1

v laigualdad se da si S es aditiva.
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Sea M una variedad compacta y f: M — R una funcidn de Morse, sean
ay < -+ < ap tal que M® tlene exactamente { puntos criticos y M = M,
entonces

H (M M®=1) = H,(M%=1 UeM M%-1)
= H*(C’A;,ael\i)
— {R en dimensioén A;
0  en otro caso

donde la primera igualdad se obtiene del teorema de escision.
Si aplicamos el lema a § = M ¢ -+ C M* = M con § = R, obtenemos
que

k
Rio(M) <Y Ry(M®“, M=) = Cy
1
donde C'y es el ntimero de puntos criticos de indice A.

Si ahora aplicamos nuevamente el lema anterior para el caso S =y obtene-
mos que

k
X(M) =) x(M*, M“=)=Cy~C1+Co—-+-£C,
1

hemos probado entonces

TEOREMA (Desigualdades débiles)
Si C\ denota el ndmero de puntos criticos de ‘ndice A en lo variedad com--
pacta M, entonces: . o
Ry < Cy (2)
S(=1ARAM) = F(-1)*C ; : ' (3)

Una manera de mejorar estas desigualdades. es usando. el siguiente argu-
mento. -~

“Lema
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5i SA{(X,Y) = Ry(X\Y) = Ra (X, Y) + - £ Ro(X,Y) entonces Sy es
subaditiva

Dem.

Notemos que si

L
B o — D0

es una sucesién exacta de espacios vectoriales, entonces
rank(A4) = rank(h) + rank(i), entonces tenemos cue

rank(h) = rank(A) - rank(i) >
= rank(A) - rank(B) + mnk(j)

=rank(A) — rank(B) 4+ rank(C) — - -- £ rank(D)

consideremos ahora la sucesidu exacta de hormologfa del triple Z ¢ ¥ C X
y apliquemos lo anterior al morfisino Hy41(X,Y) — H\(Y, Z), obtenemos
que:

rank(0) = R\(Y,Z) - R\(X, Z) + RA(X,Y) - Ra (Y 2) +--- 20

agrupando de manera conveniente obtenemos que
SaY,Z) = S\(X,Z) + SA\(X,Y) > 0

‘Si aplicamos esta funcién a los espacios ) C M% C .-« C M = M
~ obtenemos las desigualdades de Morse

k
SM(M) £ D SA (M, M*=1) = Cx — Cro1 + -+~ £ Co
1

0 equivalentemente

RA(M) = Rocy(M) 4+ £ Ry(M) < Cr = Choi+--2Co (4y)
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de comparar (4)) y (4a—1) se obtiene (2) y si ademas A > n entonces se
obtiene (3).

Se tiene ademds

Corolario ‘
St Cry1 = Cy =0 entonces Ryy1 = Ry =0y R\ =C)
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El complejo de Witten

En esta parte del trabajo construiremos el complejo de Witten asociado a
una variedad, v demostraremos que la homologia asociada a este complejo
es 14 homologia simplicial.

Empezaremos construyendo las variedades estables ¢ inestables asociadas a
un punto punto critico no degenerado.

Recordemos que si f 1 M — R es una funcién de Morse y p € M es
un punto critico, entonces existe una vecindad U C M de p y un sistema
coordenado tal que

f=f(‘l7)“l'rf—-'-—-.1:i+a;i+l+...+:L.'-;

donde k es el indice de f en p, es claro entonces que
~Vf= r)('7;1’ oy Ty =Th41y ey —Tn)
- definimos entonces la variedad inestable de p como
Wy={yeM| lim p,y)=p}
§—= =00

donde ¢, es el flujo asociado al campo vectorial —V f, notemos que por el
lema de Morse, en una vecindad de p difoemorfa al 71-disco

(@100 y2n) EWY = pqy = =2, =0
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por lo que localmente, W' se ve como el k disco, tenemos que

Wy = [Usopd(D* = {01)] U {:(0)}

donde ,(0) = p, es claro que el flujo nos da un difoemorfismo

T Y~ R
Wy -}~ B - {0)

siempre y cnando M = §, por lo que en este caso obtenemos que W ~ R*,
notemos que en el caso en el que 9 # @, entonces, igual W' resulta una
k variedad, pero aliora puede que tenga frontera.

Para definir la variedad estable en p, definimos X = grad(f) y definimos W}
como la variedad inestable en p con respecto a este nuevo campo, concluimos
ahora que la dimensién de W es n -k y que si AM = § entonces W, &~
R™*. Qtra observacién es que ambas variedades resultan conexas y que
W,y W, se intersectan transverslamente en p.

La herramienta que usaremos para demostrar el resuliado anunciado en el
principio del capitulo, es Ia que se conoce como indice de Conley, de la cual
en esta parte haremos uso de algunos resultados y remitiremos la lector a
la correspondiente cita.

Empecemos con algunas definiciones.

Supongamos ahora que ¢; : M — M es el flujo en una variedad compacta
M, entonces S C M es invariante si ¢, (S) = S para toda ¢t € R, y es
llamado aislado si existe una vecindad N de S'tal que

S = I(.IV) = ngeR’pz(.]V)
Un indice par para un conjunto invariante aislado § C M es un par de
conjuntos compactos L C IV tal que
(1) S=I(N—-L)Cint(N~L)
(2) z € L, y @po () C N implica @y(z) € L
(3) € N — L implica 3t > 0 tal que pp,q C N.

La condicién (2) dice que L es positivamente invariante en ¥ y (3) significa
que toda orbita que deja- IV pasa primero por L.
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Para las demostraciones de los siguientes tecoremas ver :

Teorema (Existencia de Indices pares)

Sea p; el flujo y N C M una vecindad aislante de el conjunto invariante ais-
lado S y U cualguier vecindad de S, entonces exsite un indice par (N1, Ny)
para S en M tel que Ny ~ Ny C U

Necesitamos ademnas el siguiente resultado que nos dice que el tipo de homo-
topia de el espacio coclente N/L es independiente de la eleccidn del indice
par para S.

Lema (C. Conley)

Si (N1, L1) y (Na, L) son indices pares para S, conjunto invariante ais-
lado, entonces los espacios indices Ny/Ly y No /Lo son del mismo tipo de
homotopia

kl indice de Conley de S es el tipo de homotopia de el espacio N/L.

Si ces un nivel critico de f entonces un indice par para el conjunto invariante
aislado

S={zeM|Vflz)=0, f(z)=c}

esta dado por N = M® y L = M®, donde M* = {z € M| f(z) < a}, ¥
a < b son valores regulares de f tal que ¢ es el tnico valor critico de f en
cl intervalo (a, b).

[

El flujo gradiente ¢, de una funcién de Morse f : M — R se dice del tipo
Morse-Smale si para cualquiera dos puntos criticos 2 y y, las variedades
estable e inestable W y W se intersectan transversalmente.

Notemos que esta condicién se consigue con pequeias alteraciones en la
métrica riemanniana dada. (Vease apéndice 4).

Si f es del tipo Morse-Smale, catonces las orbitas wuectantes determinan
el siguiente complejo de cadenas.
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Escojamos primero una orientacién en el espacio vectorial E¥ = T,WH
para todo punto critico de f y denotemos por (x) al par que consiste del
punto critico y su orientacién, para toda k = 0.1,...,n denotamos por Cj,
el grupo libre

Cr = ®:Z(x)

donde z corre sobre todos los puntos criticos de {ndice &. Si f es del tipo
Morse-Smale y ind(y)—ind(z) = 1 entonces WNW}" consiste de un niimero
finito de orbitas, en este caso podemos deﬁnu un entcro n(y,z) asignando
un +1 o ~1 a cada orbita conectante y tomando la suma.

Sea y(s) una orbita conectante, esto es limy— _ oo y(8) =y y lims— o v(s) =
x, entonces (y) induce una orientacién en el complemento ortogonal E%(y)

de v =1lim, ._ li (3) o Ey.

§

En el caso ind(y) — ind(2) = 1, el flujo induce un isomorfismo entre E¥(y)
y Ey, definimos n., como +1 dependiendo de si esta funcién preserva la
orientacién o no. Definimos entonces n(y,z) = }_. n,, donde la suma corre
sobre todas las orbitas v conectando x y y, definimos ahora el operador
frontera

Bf H C'/c-f-l — 61[\:

como

o°(y) =Y n(y,2)(z)

T

donde la suma. corre sobre todos los puntos criticos de indice k.

Uno puede extender este complejo de cadenas a coeficientes en cualqmer
grupo abeliano G definiendo C4(G) =G @ Ci y

(@) =1 ®F; : Crepr(G) — Ci(G)



Cap. 3 El Complejo de Witten ' 36

La importancia de la construccidn anterior se refleja en el siguiente resul-
“tado.

TEOREMA (R. Thom, S. Smale, J. Milnor, C. Conley, E. Witten)
(1) 95_1(G) 0 O§(G) =0 )

Kerdi_ (G
(2) Hu(M;G) m =t

donde H.(M;G) es la homologia singular de la variedad.
La formulacién anterior se debe a Witten.

Para probar el teorema anterior, consideremos ahora lo siguiente, para todo
punto critico z de f, sea N, L, el indice par descrito anteriormente, ob-
servemos que una orientacién de E¥ = T, W} determina un generador de
Hi(Ng, Ly Z) = Z donde k = ind(z), esto muestra que Cy puede ser iden-
tificado con

C'/c = ®a:Hk(-’Vwa La;; Z)

donde la suma corre sobre los puntos criticos de indice 4.

Como H{N,,L,;Z) es libre, se sigue del teorema universal de coeficientes
que el homomorfismo natural G & Hi(N,, Ly;Z) —— Hp(Ng, Ly;G) es un
isomorfisino y entonces obtenenimos que

G®CA = @J:ch(-/\/-.mLﬁG) = CA-,(Q)

Definamos M (y,z) = W' N W} la unién de las.orbitas conectando y y
z, este conjunto es una subvariedad de M de dimensién ind(y) — ind(z),
suponiendo que ¢, es del tipo Morse-Smale y que S(y, 2) = M (y, z)U{z, y}
es un conjunto aislado. Sea Ny, Ny un indize par para S(y,2) y definamos
Ny = NoU(NanNM*?) donde f(z) < a < f(y), entonces No, Ny es un indice
par para y y Ny, Ny es un indice par para z.

Definamos es]l homomorfismo

Az, y;G) ch+1(NysLy;G) — Hk(_lvr;La:3G)

como la composicién



Cap. 3 El Complejo de Witten ' 37

Hip1(Ny, Ly; G) —> Hipr(Na, Np; G)
s Hy(My, Noi @) — Hy(Ny, Ly G)

donde el primer y tercer isomorfismos estan inducidos por la equivalencia
homotdpica entre los pares indices dada por el flujo, notemos entonces que
podemos extender este morfismo al morfismo

A(G) 1 Cop1(G) — Cu(G)

el cual coincide con el operador frontera anterior.

Lema

0%(G) = A(G)

Dem.

Podemos suponer que 2 y y son los tinicos puntes cutmos de fen f~![a,b]
donde a = f(z) y b= f(y).

Mis precisamente sca

={z:eM|Vf(z)=0, : #yindly) < ind(z)} UM(z,y)

entonces existe una funcién diferenciable g : M — R tal que
N = g7!0,20) es una vecindad aislante para S y dg(z)Vf(z) > O para
z € N = g~ 1(0).

Con ¢ > 0 suficientemente pequefio, podemos escoger una funcién estricta-
mente creciente p: R — [0,1] tal que p(r) =0sir <0y p(r) =1sir > ¢,
definamos f. : M — R como f.(z) = f(z) + cp(g(%)), es claro entonces
que f. tiene los mismos puntos criticos que f para cualquier valor positivo
de ¢, si ademds, ¢ > b — inf(f) entonces S C f; (b, c0).

Un argumento andlogo puede ser usado para los puntos criticos z # x tales
que ind(z) < ind(z).
Esta alteracién no afecta a los homomorfismos 9° y A.

Dados a < ¢ < b, € > 0 suf, pequenio y T > 0 suf. grande, definimos indices
pares:
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Ny={:eM| flo-r(z)) <b+e, f(z) 2 c}

Ly={2€ Ny | f(z)=c}

Ne={zeM| fler(z)) 2a—¢, f(z)<c}
—{ze N | fler(E)=a—e)

Entonces un indice triple para el par z, ¥ en el conjunto invariante aislado
S(y,x) esta dado por Ny = N, UNy, 1\1 =N, UL,y Ng=L,U L -~ N,
nosotros usaremos esta tripleta para demostrar que 9% = A para el caso de
coeficientes enteros.

Para esto notemos que N, se contrae a W, N {f > ¢} cuando T — oo, de
la misma manera N, define una vecindad tubilar de Wsn{f < c} cuya,
anchura converge a cero cuando T — oc.

Como W' y W se intersectan transversalmente se sigue que NyNIWIN{f =
¢} consiste de un nimero finito de componentes, digamos, Vi,...,V,,, cada
una de las cuales contiene un tinico punto z; € M (y. 7') nv;.

Mds precisamente, si D¥ denota la bola nnitaria en B* entonces cxiste un
difeomorfismo

bt N, — D/c « Dn-—k

tal que, ¥z (Lz) = OD* x D*~* (W2 N N,) = {0} x D% y w.(V;) =
D* x {o;} donde oj € OD"*,

En particular, V} es una k-variedad con frontera W; = V; N L, difoemorfa a
Dt via; = moty|y, + V; — D* v entonces la funcmn oty t N, — D¥
induce isomorfisnio en homologld

Hy(N., L) = Hi(DF,0D%) ~ Hy.(V;, W)

la orientacién dada de £ determina un generador de la homologia o Hyg (N ~
x,L.) = Z el cual bajo el isomorfismo anterior es mapeado a un generador
a; € Hp(V;,W;), la clase de homologia «; esta determinada por la ori-
entacién de T:,;V; inducida por la orientacién de E} via el isomorfismo
definido por el flujo, T%.,;V; — E}.

Esta orientacién puede o no coincidir con la omcnbncxon mducula, de W
via la inyeccién
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T,V =T, Wy OV f(z)* € To, W

(tomando —V f(z;) como el primer basico).
No obstante ambas orientaciones coinciden si y sélo si nj = 1, donde n; €
{~1,1} es el signo asociado a la orbita conectante v;(s) = ¢s(z;).

Escojamos una triangulacién de las k-variedades V; y extendamosla a una
triangulacién de la k- I-variedad W2 N{f > ¢} con frontera WjinN{f = c},
esto junto con la orientacién dada de W' determina un generador

B € Hep (WENN, WENL) &~ Higt(Ny, Ly)

la clase de homologia

;B8 € He(WrNL,, Wy L, = Nj) = Hp(V;, W)

esta representada por la triangulacién original de V; junto con la orientacién
inducida de W) v entonces coincide con n;a;, usando el isomorfismo

Hy(No, L) = Hi (V5,5
obtenemos que

m

DB = ana = n(y,z)a € Hy(N,, L)

J=1

El caso geneal sc sigue de la identidad A{G) = 1¢ @ A(Z) el cual es con-
secuencia de el hecho de que el homomorfismo G @ Hy(%;Z) — Hi(*; G)
conmuta con los operadores frontera

demostraremos ahora el teorema,

Demostracion del Teorema ,

Para j < k, sea Si; = U(e,yyM(y,2) tal que z,y son puntos criticos de f
con j < ind(z) < ind(y) £ k. Estos conjuntos resultan compactos si el
flujo es del tipo Morse-Smale y si j < k entonces Si; resulta un conjunto



Cap. 3 El Complejo de Witten 40

invariante aislado, en particular S,9 = M y Sk es el conjunto de puuntos
criticos de indice &.

Existe entonces una filtracién No C N; C -+ N,, = M tal que (N, V;_1)
es un par indice para Si; donde j < ky N_; = 0.

Por el lema anterior existe un diagrama conmutativo

e Fun
Ciy1(G) — Ci(G) — Cr-1(G)

! l l
Hir 1 (N1, Ny G) B, Hy (N, Np—1; G) 2y Hyy(Ngo1, Np-ni G)

en el cual los isomorfismos verticales estan dados por el lema de la equiva-
lencia homotdpica entre pares indices, se signe entonces que

8;1(G) 0 95(G) =0

Ademas este mismo lema muestra que H;j(Ng, Np—y; G) = {0} para j # K
y se sigue de la sucesién exacta de homologia que la inclusién

f[j(l\"—k; G) — ffj(.f\"/\.,;.l; G)

es un isomorfismo para j # &,k + 1, esto demuestra que H;(Ny; G) —
H;(M;G) es un isomorfismo para j < k y H;(/Vi) = 0si j > k, las identi-
ficaciones anteriores muestran que el siguiente diagrama es conmutativo

0
' | | 3 !
0 — Hi(Ne;G) — Hp(Ne,Npe1;G) — Hyo1(Np-1; G)

—2_ I

Hyy(Ng—1, Ng—2; G)

las sucesiones horizontales y verticales son exactas, y en particular el ho-

momorfismo Hy—1(Ng-1;G) — Hy-1(Ni-1,Nig=2; G) es inyectivo y los
kernels de los dos homomorfismos frontera coinciden, ademds ambos son
isomorfos a Hy(Ny; G) y Ker(df_;) C Ci(G), concluimos entonces que la
sucesién exacta de homologia
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Hk+1(lvk+1,le;G) —g—x—-* HL(NL,G) — fIk(l\rk+1;G) —s ()

es isomorfa a la sucesién

Cis1(G) 2 Kerdi_ (G) — Hu(M;G) — 0
de donde se concluye que

Kerdi_,(G)

H (M G) = T
k

Pasaremos ahora a ejemplificar con algunos calculos

(1) Sea M = R", definamos f : M — R como f = Y, z?, es claro que el
tinico punto critico (ademds no degenerado) es el cero, y el indice es cero,
se obtiene entonces que

. [Z sik=0
Cy =
0 en otro caso
obtenemos entonces que

Hm,(Rn,Z): Z sim=20

0 en otro caso

(2)Sea M =S™,y f: M — R la funcién “altura”, es claro que los 1inicos
puntos criticos son (0,...,0,+1) ¥ los indices son del (0,...,0,1) es n y el
indice del punto (0,...,0,—1) es cero, obtenemos que:

Cr = {Z sik=0,n
k =

0 en otro caso
las homologias son

Z sim=n0
Hm n;Z = ?
(s ) {O en otro caso
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(3) Sea M = C'P", recordemos que podemos encontrar una funcién f
M — R con un punto critico no degenerado por cada par entre 0y 2n,
esto es CP" = Ue?U---Ue’n

(para csto ver las aplicaciones del capitulo 2)

por lo que

C«k~{Z SlOSA‘-—"—QlSQ”
0 en otro caso

1

las homologias entouces son

sim=21y0<2{<2n
m.CPn {0 Y= -

en otro caso

(4) Sea M el toro visto de la siguiente manera

y i M — R lafuncién “altura”, notemos entonces que sélo hay cuantro
puntos criticos, z,y, z, w con ind(x) = 2, ind(y) = ind(z) = 1 y ind(w) =0
notemos entonces que

O'—fc‘g ——*Cl"—‘*CQ — 0

es equivalente a

0— Z{z) — Z{y) B Z(z) — Z(w) — 0

notemos ademds que sélo hay dos orbitas conectando z y y las cuales llegan
en direccién opuesta por lo que n., = —n,,, por lo que d; = 0, con un
argumento andlogo se muestra que d; = 0 y entonces

Z sim=20,2
(T Z)=S Z®Z sim=1
0 en otro caso
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(5) De manera andloga, se pueden calcular las homologfas de cualquier dos
variedad compacta orientable de género g.
- ;



Apéndice 1

La existencia de flujos

Sea X un campo vectorial sobre una variedad diferenciable M definido en
una vecindad de p € M.
Una curva a : (—¢,2) — M con «(0) = p (denotaremos al vector tangente

en oft) por &'(t) o ‘1—” )y & = X(aft)) se llama una curva integral para

X con condicion uucml (0 ju: P

Nuestro problema ahora es demostrar que dada una variedad M y un campo
vectorial X siempre cxisten las curvas integrales. Por el momento traba-
jaremos en R" y luego de manera natural “levantaremos” los resultados a
M.

Sea f: U C RB" — R", decimnos que f satisface una condicion de Lipschitz
en U si existe k € R tal que )

[f(@) = f@) < klz —y| Yo,y e U

Claramente una funcién de Lipschitz es continua, pero no necesariamente -
es diferenciable, por ejemplo g(z) = x|, también toda funcién de clase C'*
es localmente Lipschitz y toda funcién de Lipschitz es acotada en cualquier
conjunto acotado.

El Teorema de existencia y unicidad que andamos buscando depende del
siguiente:

TEOREMA (Lema de contraccidn)

Sea (M,d) un espacio métrico complelo no vacio y sea f M s M una
contraccion, e sto es, existe ¢ <'1 tal que ' '
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A(f(x), f(y) < cd(z,y) Yo,y €M

entonces existe un dnico x € M tal que f(z)=1z.-

Dem.

Notemos que f es continua por ser Lipschitz, sea 29 € M y definamos
Tpg1 = f(2n), ey, Ty = FYx) = (fo fo - 0 f){zo) n veces, es claro
entonces que d(2,,2,41) < c®d(2o,x;) entonces

(’E(IL',,,, Ttk S d(a"ll7 $Il+1) + o d(mn-’rk—l’fvn-«}-k)
< (C."’ o c:z+k—1 )11(1'0,351)

como ¢ < 1, S"c™ converge y (c* 4+« + "Ry — 0, por lo que {z,} es
una sucesién de Cauchy, por lo que existe v € M tal que 2, — 2, como f
es continua

fle)= lim f(az,)= lim 2,41 =2
N0 L XD

la unicidad se sigue del hecho de que d(f(x), f(y)) < cd(z,y) =

Si (M,d) es un espacio métrico y X es un espacio compacto entonces
C(X,M) = {f : X — M| [ es continua} es un espacio métrico si defi-
nimos o(f, g) = sup{d(f(=),g(z))|z € X}, mas atn, si M es acotado, esto
es la métrica es acotada, no es necesario que .X sea compacto.

Lema
Si (M,d) es completo entonces (C(X, M),0) es completo

Para demostrar esto bésicamente lo que se usa es que convergencia uniforme

de funciones continuas es centinua, mds el hecho de que {f,(2)} es una

sucesion convergente para toda n € X.

- Notemos que si M C R" es compacto entonces (C(X, M),0) es completo
-si definimos o(f, 9) = sup{|f(z)—g(z)|lz € X} ,siUCR"y f: U — R®

es continua entonces una funcién « : (—b,b) — U satisface que

o (1) = fa(t)
af0) ==z
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si satisface la ecuacién integral

a(t) =z + /t fla(u))du (1)

donde [ f(a(w))du = (fy fi(e(w))dy,..., f; fa(a(u))du), inversamente,

si « satisface (1) entonces « es djfelenmable y por lo tanto continua, ademas,
o' = f o« es continua, por lo que

at) = = a(t) — al0) = /0 o u)du =" /0 f(a(w))du

observemos ahora que si f : [a,b] — R™ es continua y |f| < & entonces
existe | > k tal que ]fb fw)du| < (b — a), ya que

l/ Fwdu] = | / fi(w)du,. .., / Fu(u)du)|
= (l/a fl(“)d’ul,---,(/a Falu)dul)|
(1l [t

(kb= a)..., k(b= a))]|
k(b= a)(,...,1) = (vak)(b—a)

IA

IN

I

- TEOREMA (De existencia local)

Sea f : U ~ R" conU C R" abierto, seaxo € U, & > 0 tal que Bay(z0) C-
U y supongamos que

(1) lfl < L en BQa(mo)

(2) 1(z) - F3)] < Ko — 9] Va,y € Bra50)

escojamos b > 0 tal que

(32

4) o<y

entonces para todo x € B,(zp) existe una dnica oy : (—b,b) — U tal que
o () = f(ow(t))
o {0) ==z




Apéndice 1 La existencia de flujos ; 47

Dem.

Escojamos 2 € Ba,(29) y fijemosla.

Sea M = {a: (=b,b) — Bag(zo)|x es continua }, entonces M es un espa-
cio métrico completo.

Para cada o € M definamos la curva So en (—b, b) como

!
Se(t) =z + /0 fle(u))du

La curva S« es continua, de hecho si ¢t € (—b, b) tenemos que

ISa(t) -t = | / o)) dul

<tL < bL
<a

la primera desigualdad es por (1) y la segunda por (3) como |z — 2] < a
entonces

|Saft) — 20| < |Sa(t) — 2| + |z~ 2o] < 2a VE € (=b,b)

esto es Sor: (—e,g) — Bag(z0) C Baa()
Notemos entonces que tenemos definida S : M —— M, ademas para ¢, 5 €
M tenernos que

ISe— SB|| = sup{] / (f (edw)) — F(B(w)))dult € (~b,5)}
_pero
| / (fo— fB)dul < | / \fa— fBldul
<1 [ Ha Bl

L
= k/ | — Bldu
0

< thle(t*) — (7))
| < bkla(t*) — (")
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donde t* € (0,t) C (—b,b), por lo que

sup}/(; (fo — fB)du) < bksup{|a{t*) = B(t*}] | —b < t* < b}
= b — ]

pero bk < 1 por lo que S : M — M es una contraccién, de esto se sigue
que S tiene un Unico punto fijo, i.e., existe un tnico ¢ : (~b, ) — Ba,(z0)
tal que

at) = :v+/0 fla(w))du (+)

pero recordemos que queriamos una dnica « : (—=b,b) — U que satisfaciera
(%), por lo que falta verificar que esta o es la unica 8 : (=b,6) — U
tal que B(t) = @ + [ F(B(w))du, sea §: (=b,b) — U tal que B(t) = = +

t .
fo f (ﬁ(u))du, notermes que para demostrar la unicidad basta con demostrar

que 8 € M, esto es B(¢t) € Bay(20)Vt, recordemos que si 0 < ¢ < b entonces
B(t) =z + folf(ﬂ(u))du € DBao(xg) por lo que si 0 € u < t entonces
B(u) € Baa(z0) C Bau(2o).

Sea A ={t |0 <t <bp(u) € Bag(wo)Vu < t}. Sea a = supd y supong-
amos que a < b, entonces B(a) € Bag(zo) pero por continuidad tenemos que
Bla+s) € Bag(zg) para s suficientemente pequena, por lo que supd = b,
un argumento analogo funciona para last <0 ® :

Sea aft) tal que o/(t) = f(a(t)) y definamos B(t) = a(ty + t) notemos que

B(t) = o/ (to +1) = f(alto +1)) = f(B(1))

TEOREMA

Sean, f: U — R™ una funcién localmente Lipschitz, v € U y o1, oo dos
funciones definidas en I = (a,b), con ay(I),ae(I) C U y tales que

(1) ault) = F(os(t))

(2) a;(0) ==z para i =1,2

entonces ¢ =ap en I ¢

Dem.
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Sabemos que a;(0) = a»(0), y satisfacen la misma ecuacién diferencial por
lo que para ¢ suficientemente pequeia se tiene que o (t) = aa(t), definamos
J={t € I]|ai(t) = as(t)} es claro que J es no vacio y abierto y que J*
tambien es abterto, porlo que J=1. =&

Notemos que podeinos escribir a,(t) = oft, z) y entonces tenemos definida
una funcién « : (~b,b) X B,(2¢) — U que satisface:

o0,2) =

d
g a(t,z) = flalt,2))

A o le Hamaremos el flujo local para f en (—b,b) x By(zo).

Si y = @, (to) entonces la curva integral o, con condicién inicial a,(0) = 2
difiere de v, con condicién inicial ay,(0) = » solamente por una cambio de
parametro, esto es, las imagenes de ambas curvas se “traslapan” bien.

Si fijamos 2 entonces la funcién ¢ — a(t,z) “empuja” a z a lo largo de la
curva integral con condicién inicial a,(0) = z.

Denotaremos por ¢;(z) = a(t,z) = a,(f).

TEOREMA

Si f+ U — R" el localmente Lipschitz entonces el flujo o ¢ (=b,b) X
Ba(zg) — U es continuo

Dem.

Recordemos que denotamos por S a la funcién que-a cada o le asociaba
Sa(t) = a + [} f(e(uw))dy, y notemos que también depende de z, por lo
que ahora la denotaremos por S« entonces

e = Syl = 1St = Syeiell = fo =

Recordando que [|Sa—S$8|| < bk|la—p], y si denotamos por Sy a la n-ésima
iteracion de Sy entonces

Mo = Speell < llaw — Syeall + 1Sy = Sjef + -+ + 1577 0w — Sjew
S Uk bk oo+ (DR) )2 ~ ]

L
STt TY
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ademas Sja, — o, por lo que

1 .
oz = eyl < ij‘ljﬂf sl

de donde obtenemos que « satisface una condicién de Lipschitz y por lo
tanto es continua @

Entre mas condiciones le pidamos a f mds condiciones tendremos sobre ¢,
esto es ‘

TEOREMA
Si f:U — R" es de clase C* entonces el flujo oz (=b,b) x By(wg) — U
también es de clase CF

Aceptando esto, tenemos que si f es de clase U entonces ¢4 es de clase
c™=, _

Como « : (—=b,b) x By(ag) — U satisface (0, z) = = tenemos que

{0} x Bg(20) — By (o) C Ba(xo)
por la continuidad de o y la compacidad de {0} x B (o), existe £ > 0 tal
que
o :(-g¢) x Ba — By(o)

‘Si-|s| < €y x € Ba(xo) cntonces afs,z) € Bu(zo) y podemos definir
entonces (1) = (¢, (s, z)) para |t| < ¢, se satisface entonces que .

7(1) = F(2(1)
| 1(0) = als, )
pero notemos que B(t) = (s +t,2) definida para |s + t| < € satisface que

B'(t) = F(B(t))
B(0) = a(s, 2)

consccucntemente, 8(t) = a(t, a(s, ¢)) para |t| < € esto es si Is], 1], ls+t] < e
*“entonces at, o(s,z)) = ofs +1,3) -
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Si lo pensamos ahora como ¢, : By (x9) — R", y |s|,|t],]s+¢| < ¢ entonces

gbs((pl(l)) = 565+t(;2:)

para las z,4,(z) € Bz(20), e, drps =100 = ¢, 0 9’51, se sigue entonces
que para |s| < £ ¢, es un difcomoefismo con inverso ¢71 = ¢_5. De todo
esto obtenemos el siguiente

TEOREMA

Sea X un campo vectorial en M, p € M, entonces existe un conjunto abierto
V,€V)yes >0 tal que existe une unica coleccion de difeomorfismos
bV — (V) C M para |t] < & con las siguientes propiedades:

(1) ¢: (~e,ve) x V — M definida por $(t,p) = ¢+(p) es de clase C=°

(2) si|s|,|tl,|s + ¢t <2 yq.b:(q) €V entonces ¢51.4(q) = ¢s 0 6:(q)

(8) si g € V entonces X(q) es el vector tangente a la curva t — ¢,(q) en
t=0

Dem.

Sea z : U — M™ una parametrizacién de M en p con 2{(0) = p, si X es
campo vectorial en M, entonces podemos definir

Viu) = d‘l’.x,(u)( ((2(w)))

es un campo vectorial en U, esto es Y : U — R™ y es de clase C'*, por lo
que Y es localmente Lipschitz y se tiene entonces.que existe a > 0, bk y L
tal que

(1) [Y(4) = Y (8)] < khu - v] Y, € Boaf0)

(2) [Y] £ L en B3,(0)

© ysibes mayor que 0y

(3)b< 13

(4) b< i

entonces Vu € B, (0) existe un nico o, : (—b,b) — U tal que
Q(8) = ¥ (0u(t))
ay(0) =u

asociado a « tenemos gb,(u) = ot u), escojamos entonces € como antes y
obtenemos que ¥, © 1 = g4 ¥ ademas : :
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, . flonlg) — flq '
Y(p)f = Jim 20000 1) )

es decir Y(g) es el vector tangente a la curva ¢ — 1;(¢q) en ¢ = 0.
Basta entonces con definir el “levantamiento” como sigue

b:(v) = (z o, 027 (v)
donde v € V = 2(B24(0), es claro que ¢; : V — ¢¢(V) es un difeomorfismo
Y Que ¢yps = b + ¢, (4) sesiguede (x) &

Notemos que ¢ no tiene por que estar definida para toda ¢, ni para todo
p € M, (recordemos que el soporte de un campo vectorial es sop(X) =
{p € M | X(p) # 0}) pero si el soporte es compacto entonces

TEOREMA

Si X tiene soporte compacto (en particualr si M es compacta) entonces
existen difoemorfismos ¢ 1 M — M Vi € R con las propiedades (1), (2)
y (3) del teorema anterior

Dem.

Cubramos el soporte de X' con una cubierta finita V..., V), con abiertos
como en el teorcma anterior, con correspondientes £1,...,&, y difecmorfis-
mos ¢,

Sea ¢ = min{e1,...,En}, notemos que por la unicidad se tiene que ¢} (q)

qu (¢) para toda g € V; NV; podemos entonces definir

s (o) — 4 Bia) sigeV;

#a) {q si ¢ & sop(X)
claramente ¢ : (—¢,6) X M — M es de clase C® y d44 = ¢ 0 &, si
[t],1s],]s +t| < € y cada ¢; es un difeomorfismo.
Para definir ¢; para || > € escribamos primero ¢ = A(§)+r con k un entero
ylrl<s
entonces

} ¢>§o.-.o¢=o¢,=¢)’§ sik>0
i= ¢p_g0:-0p_ ¢ o¢r=¢§_ sik<0
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Obtenemos entonces {¢;} como la coleccién buscada m

Podemos pensar ahora en una funcién R — Diff(M), t — ¢ a esta
funcién le Hamaremos el grupo de difeomorfismos a un pardmetro y diremos
que estd generado por X.

En €l caso local le llamaremos el grupo de dzfeomorﬁsmos locales a 1 pard-
metro. Al campo vectorial X' le llaman a veces el generador infinitesimal
de {¢:}.

La condicién (3) del iltimo teorema puede reescribirse de la siguiente ma-
nera, si pensamos en la accién de X(g) en una funcién f : M — R de clase
C* como

(EH0) = X()f = Jim L1010 =10

ya que X(g) es el vector tangente a la curva t — ¢,(q) en t = 0,

Notemos también. que de esta Ultima igualdad, se obtiene que dado un
grupo de difeomorfismos a un pardmetro en M podemos definir un campo
vectorial.
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El Teorema de Whitney

Sea M una n-variedad diferenciable, decimos que A C M tiene medida
cero si para toda (p,U) carta de M, con ¢ : U — R", se tiene que
@(ANU) C R" tiene medida cero.

Tenemos entonces un teorema que nos dice que tan “grande” es el conjunto
de valores criticos de una funcién diferenciable.

TEOREMA (de Said)

Sea f : M — N una funcion de clase C* entre variedades de dimensién
m y n respectivamente, entonces el conjunto de valores criticos de f tiene
medida cero en N

Dem.

Dado que las variedades con las que estamos trabajando son dos numerables,
basta con que lo demostremos para el conjunto de puntos criticos contenidos
en una vecindad coordenada de M, esto es, basta demostrar el caso f: U C
R™ — R" con U abierto y f de clase C*.

Sea C el conjunto de puntos criticos de f, esto es {z € U | rango(df,) < p}.

Definamos C; = {z | todas las parciales de f de orden < i se anulan en z },
entonces tenemos una sucesién de conjuntos descendentes cerrados

Co>C12C:D

.- La demostracién se divide en tres pasos

~ (1) f(C ~C) tiene medida cero
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(2) f(C; — Ci4;) tiene medida cero para i > 1
(3) f(C}) tiene medida cero para k suficientemente grande

Demostracién del caso 1: Usaremos sin demostracién la siguiente versién
del teorema de Fubini:

A C RP = R x RP~! tiene medida cero si (cte x P” 1) N 4 tiene medida
cero para toda cte € R.

La idea es usar induccidén sobre la suma de las dimensiones de la variedad,
y por lo tanto el pie de la induccién es claro.

Para cada x € C' — C; encontraremos una vecindad abierta V. C R" tal
que f(V NC) tiene medida cero, y como C' — C; se puede cubrir por una
cantidad numerable de estas vecindades, obtendremos que f(C' — Cy) tiene

medida cero. '

Sea z ¢ C, entonces sin perder generalidad podemos suponer que g—g‘:(m) #
0, definamos entonces
h:U— R
T = (fl(:l:))l.f.’y s )$7l)

es claro que.dh, es no singular, por lo que existe V' € IV, abierto tal que

By :V — V' = h(V)

es un difeomorfismo, sea g = f o h~1 : V/ — RP, notemos entonces que
los puntos criticos de g, conjunto al que denotaremos por C’, satiface que
C' = (V' N C), de donde g(C"), que es el conjunto de valores criticos de g
esigual a f(V N CO).

Notemos también que por construccién, si (¢,22,...,2,) € V' entonces
g(t,za,...,2,) estd contenido en el hiperplano ¢ X RP~! C RP, esto es'g
manda hiperplanos en hiperplanos, definamos entonces

g (tx R AV — tx RPL
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donde g* = g|(;x pn~1)ny+, ademds un punto en t x R*~* es un punto critico
de ¢ si y sélo si es un punto critico de g ya que

(@)= ()

usando ahora la hipétesis de induccidn, el conjunto de valores criticos de
g tiene medida cero en ¢ x R¥™!, por lo que el conjunto de valores criticos
de g intersecta cada hiperplano ¢ x RP~! en un conjunto de medida cero,
concluimos entonces que g(C’) es medible, ya que puede ser expresado como
una unién contable de conjuntos medibles, y usando Fubini, concluimos que-
F(VNC)=g(C") tiene medida cero, lo cual termina el primer caso.

Demostracién del Caso 2: De nueva cuenta si ¢ € Cy, — Ci41 entonces existe
una k 41 derivada parcial tal que

ktLf,
Oxs, Oy, () #0

ak

entonces w(y) = Brm-‘-a;,“,

(y) satisface que w(z) = 0 pero 5'3@—’:’7(1:) #0,

supongamos sin perder generalidad que s; = 1, entonces la funcién

h:U— R"

z > (w(z), z2,...,2Zn)

es no singular y hly : V — V' = h(V) es un difeomorfismo para algun
V € N, abierto, notemos que 2 manda C, NV en el hiperplano 0 x R*~1,

-~ de nuevo consideremos g = foh™1: V! — EP, sea

¢° = gloxrr-1ynve : (0x R*1)N V' — RP

usando auevamente la hip6tesis de induccién se conluye que el conjunto de
valores criticos de g° tiene medida cero en RP y de nuevo cada punto en
R(CrNV) es un punto critico de g° (ya que todas las derivadas de orden
< k se anulan).
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Se sigue que f(Ci,NV) = g°h(C,NV) tiene medida cero, y como C ~ Ci41
se puede cubrir con una coleccién contable de tales conjuntos V/, conclulmos
que f(Ci — Ciy1) tiene medida cero.

Demostracién del Caso 3: Sea I™ un cubo de lado 6, sea k tal que &k > 2 —1,
probaremos que f(Cj N I") tiene medida cero, y como C) puede cubrlrse
con un nimero numerable de tales cubos, se seguira que f(C}) tiene medida
cero.

Del teorema de Taylor, la compacidad de I'" y la definicién de Cy tenemos
que

f(e+h) = f(2) + Rz, b) (1)

donde [|R(z,h)|| < cf|h||¥T! para z € Cp, NI, z+ h € I, donde ¢ es una
constante que depende sélo de f y I, subdividamos I"™ en r" cubos de cubos
" de lados g, sea I1 un cubo de la subdivisidn tal que x € I), N C}, entonces
cualquier punto de I; puede escribirse como z + & donde, [|h]| < né, de
(1) se sigue que f(I,) estd contenido en un cubo de lado —# centrado en
f(z), donde a = 2¢(\/né)**+1, de esto f(Cr NI") estd contenido en una
unién de a lo mas r" cubos teniendo un volumen total de

r @ \p _ —(k+1
vsrn(m) —a”r"( »

sik +1 > & entonces V — 0, por lo que f(CiNI") tiene medida cero  m-

Corolario :
Bl conjunto de valores regulares de una funcidn diferenciable f : M — N
es denso en N

Empezaremos recordando algunas definiciones bésicas, si f : X — Y es
una funcién continua, la llamamos propm sif~ YEK) c X es compacto para
todo K C¢Y compdcto
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Si f.: M — N es una funcién diferenciable entre las variedades Af y N,
entonces la llamamos inmersidn si rango(df;) = dim(M) para todo = € M.

A una inmersidn f : X — Y tal que X es difeomorfo a f(X) C YV le
llamamos un encaje.

Tenemos entonces un lema

Lema
Toda inmersion inyective y propia es un encajge
Dem.
Para ver que f(X) es una variedad, es suficiente mostrar que la imagen
de cualquier abierto W C X es un subconjunto abierto de f(X). Si f(W)
no es abierto entonces existe una sucesién y; € f(X) con y; ¢ f(W) pero
que y; — y € f(W), notemos entonces que {{y;},y} es compacto, por
lo que si z; = j~Yy;) y 2 = f~1(y) entonces {{z;},z} es compacto, por
~ ser f propia. Existe entonces una subsucesién {z;} tal que z; — z € X,
tenemos entonces que f(z;) — f(z) y f(2;) — f(2) pero sabemos que f
es inyectiva, por lo que z = z, como z; — z, para i suficientemente grande
z; € W, lo cual implica que f(z;) = yi € f(W).lo cual no puede pasar,
por lo que W es abierto, tenemos ahora una funcién biyectiva y tal que es
difeomorfismo local, por lo tanto es un difeomorfismo global

Notemios que si X es compacto, entonces toda funcién continua es propia,
més aln, f es un encaje si y sblo si f es una inmersién inyectiva.

Daremos ahora una definicion que nos resultard util en el desarrollo de esta
parte de la teorfa.

Sea f : M — N una funcién de clase Ck. Sea 7 = {Z;, H;} un atlas
localmente finito para N con H; = (214,..., %) ¥ W = {W;, h;} un atlas
localmente finito para M con h; = (wy;,. .., wm:) tal que W; es compacto y
fW) c Zj(i)- Sea también £(x) una funcién sobre M positiva y continua
v k € N, entonces : —
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N(W,Z, ek, f)={y: M — N | ge CFHM,N)}
que satisfacen: '

g(W) C Z; para todas ¢, j tal que fOW;) € Z;, ademds para estos valores‘
de 7, j supongamos que las expresiones locales son

Hjofohi‘1=( ib-,..., 3)
¥y

Hjogohi' =(gl;,...,q%)
entonées

|Dfj(w) = Dgij(w)| < e(h™" (w))

para toda w € h;(W;), r = 1,...,n donde, D =
a=ar+-+on <k

o«

(Gun)o1-(Fwmyem €O

Esto es, al espacio de funciones entre Af y NV le estamos dando la topologia
C* de Whitney, pero a nosotros no nos interesa este punto de vista por lo
que no volveremos a mencionar esto para nada.

TEOREMA
Sea f M — N una funcién de clase C* con k > 2, sin > 2m entonces
pare toda (W, Z, ¢, k) existe g € N(W, Z,e,k, f) la cual es inmersion

Antes de demostrar el teorema necesitamos de dos lemas auxiliares

. Lema

Sea F': U C R™ — R" de clase C?, donde n > 2m, entonces para toda
6 > 0 ezite una matriz A = (a;;) de mxn con la;;| < § y tal que la funcidn
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x = Fa) + Az

es una IMmersion

Dem.

Denotemos por J(z) el jacobiano de F en z, entonces el jacobiano de la
funcién anterior estd dado por J(z) + A, la idea es escoger A tal que la
matriz anterior tenga rango m en &, esto es queremos encontrar 4 que
no sea de la forma B — J(z) donde rangoB < m para toda z € U, esto
es, examinaremos el conjunto de matrices de la forma B - J(z) donde
rangoB <myxz€l.

Sea T'(m, n; k) la variedad de todas las matrices de m x n de rango &, y sea

Gy UxT{(m,n;k) — T(m,n)
(z,B) — B — J(x)

Claramente Gy, es de clase C!, y la dimensién de U x T(m,n;k) es m +
E(m+n —k), pensemos por un momento que esta dimensién es una funcién
que depende de &, entonces su derivada es m + n — 2t lo cual es mayor que
cero si t < m < n, se concluye entonces que m+ k(m-+n — k) es mondtona
creciente para las & que satisfacen &k < m, esto es,

m+kim+n—k)<m+(m-1(m+n-m+1)
=mn - {(n~2m)—1

< mn

donde la Wltima desigualdad se da si n > 2m.

Ahora, como la dimensién de T'(m, n) es mn, el teorema de Sard implica que
la imagen de G tiene medida cero en T'(m, n), por lo que podemos encontrar
A € T(m,n) tan cercana al cero como queramos y tal que satisfaga lo
predicho

Notemos que esto lo que ft7s dice es que siempre gue tengamos cualquier
-funcién la podemos perturbar un poco para obtener una inmersion.
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Lema

Sea F: U C R™ — R* de clase C*, supongamos que Fly tiene rango
m para K C U compacto, entonces existe ¢ > 0 tol que cualquier funcion
G U — R® satisfaciendo |G — F|li < ¢ tiene rango m en K

Dem.

Recordemos primero que

- Of;
G = Fll = supiel fie)) + supi sl 2 (@)
¥
Sea 8(z) el maximo de los valores absolutos de los determinantes de las

submatrices de m x m de el jacobiano de F' en x, entonces § es una funcidén
continua definida positiva en el compacto I, por lo que §(z) > 6 > O en K.

Podemos encontrar € tal que cambiar las entradas de J(z) por algo menor
que € produce un cambio en los determinantes por menos que 2, bueno, es
claro que esta ¢ al combinarse con el lema anterior nos sirve

Notemos que este lema lo que nos dice es que funciones muy “cercanas” a
inmersiones son inmersiones.

Demostracion del Teorema .

Dada la cubierta localmente finita {W¥;}, todo punto p tiene una vecindad
N, que intersecta sélo un nimero finito de W;. Como ademads

{z | rango(f) = m} es abierto, podemos encontrar W vecindad de K tal
que rango(f) = men W.

Sea Ny = N,(OW y N} = Npn(M-K), es claro también que al hacer variar
la p, obtenemos una cubierta abierta {Nl}, N;;’} de M, por lo que podemos
encontrar un refinamiento localmente finito numerable de vecindades V; que
satisfacen:

(1) {Vi} es un refinamiento localmente finito de {W,}
(2) hi(Vi) = B} '
(3) O; := h7}(B}) cubre M
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Por la definicién de Ng cada V; esta contenido en W o en M — K, reindex-
emos los indices de tal manera que V; ¢ W st y sélosiz < 0.

Definamos P; = h} (B‘)) esto es, O; C P; C V; y ademiés P; es compacto,
construiremos a.hora inductivamente una sucesién de funciones de clase C*
{fx} tal que satisfagan:

1) fo=

f € (”’ 7'7’11‘:af5‘ 1\"

fs tien rangomenQ = Ui<sO0s
fs(z

)
)
)
) fs(z) = fs—1(z) para toda @ € M -V

(
(2
(3
(4

Veamos primero que con esto basta para la conclusion del teorema. Notemos
primero que del hecho de ser los V; localmente finito y de (4), obtenemos
que fs(z) = fs—1(z) para s suficientemente grande y para cualquier z en la
vencindad de cualquier p € M, esto es la sucesién {f;(2)} ~— g(z), donde
g es de clase C'* y tiene rango m en todos lados, ademés por (3) y (4) es
claro que g es cercana a f hasta en las k-ésimas parciales, por lo que el
tnico problema ahora es la construccién de dicha sucesidn.

Sea fo = f y supongamos que tenemos construida fs—p, la condicién (4)
determina a f; fuera de V,, debemos entonces definir f; de manera que
satisfaga (2) y (3) en V; y se pegue “suavemente” con f,_; fuera de Vj,
garantizamos esto definiendo f, = f,_; en V; — P;, notemos entonces que
el problema original lo tradujimos a definir una funcién en un espacio eu-
clidiano.

Sabemos que fs—1(V;) C Z,, sea entonces gs—1 = Hp 0 fo_10 A7l su ex-
presién local en estas cartas, queremos encontrar g : BY* — H,(Z,) C R*
y definir f; = H'ogsoh, en Vy y tal que fs = fo—1 en M ~ V.

Escojamos A suficientemente pequefia para que

95(z) = gs-1(z) + o(z)A(2)
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sea una inmersién, donde ¢ : R™ — R es diferenciable, ¢ > 0
y

1 sifzl?<%.

oz = {1 sl <3

0 sifz||?>2
por los lemas anteriores y por construccién es claro que estd funcién g, es
la que andamos buscando, por lo que se puede construir dicha sucesién =& -

Corolario
Cualquier variedad de clase C* de dimension n puede ser inmersa en R*™

TEOREMA

Sea f: M — R" unc inmersidn de clase C*, sea W = {W;, h;} una atlas
de M y Z el atlas usual de R*, st n > 2m entonces para toda e(z),k > 0
eziste una inmersion 1-1, g : M — R™ tal que ¢ € N(W,Z,2,k, f), st
ademds f es 1-1 en una vecindad W de un conjunto cerrado K, entonces
se puede escoger g tal que g|x = flx

Dem. -

La demostracién es como antes.

Notemos que el aspecto local es trivial en este caso, todo punto p tiene una
vecindad N, tal que f es 1-1 en N, (Teorema de la funcidén Implicita).

Sea N} = N,NW y N2 = N,n (M - K), escojamos una particién de la
unidad {¢;} subordinada a esta cubierta, y reindexemos a las ¢; tal que
sop(ep;) C W siy sélo si i < 0 definamos tentativamente

g=f+Y bipi

i=1

donde los b; € R™ se escogen de manera inductiva como sigue:

_ Sea b; lo suficientemente pequefio para que f; = f 4 by sea inmersién...
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Sea Dy = {(y1,¥2) | ¢1(y1) # ©1(y2)} es claro que D; es un abierto de
M x M y por lo tanto variedad, definamos
Gi:D — R"
fluz) — f(y1)
p1(y1) — wa(y2)
es claro que G es diferenciable y que dim(D;) = 2m < n, por el teorema de

Sard, concluimos que G1(D)) tiene medida cero, podemnos entonces escoger
by & G1(Dy) tal que f; sea inmersidn.

(y1,92) F

Supongamos ahora que tenemos los coeficientes by, ..., b, de tal forma que

n
Fa= 14+ b
1
es una inmersién, de manera analoga definamos

Doy ={(y1,92) | on41(U1) # Pns1(y2)}

<

Gn+1 : Dn-}-l — R"
fn(UZ) - fn(?/l)
99n+1(y1) - <Pn+1(y2)

de-nueva cuenta Gn4.1(Dry1) tiene medida cero y podemos escoger by, &
Grt1(Dny1) tal que fry1 = fr + bnt1ns1 sea inmersion.

(yl) ?/2) =

Notemos ahora que si fn4+1(y1) = fas1(y2) entonces usando la definicién

Fa(y) + bng19nt1(y1) = fr(y2) + bng10n11(y2)
brt1 (Pnas1(¥1) — Ont1(¥2)) = fulye) = Fa(y1)
pero como bny1 & Gnt1(Dnt1) esto sdlo sucede si

Pnr1(y1) = @nr1(y2)
Fulte) = Fulwr)
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definamos ¢ como al principio, es claro entonces que g € N(W, Z, ¢, k
} ) Y=t y
que g es una inmersidn, basta entonces demostrar que g es inyectiva.

Supongamos que g(y;) = g(y2), como {p;} es particién de la unidad, para
r suficientemente grande se tiene que ¢,(y1) = @,(y2) = 0 si n > r, por
lo que f-(y1) = g(y1) = g(y2) = fr(y2), justo por la dltima observacién
concluimos que ¢(y1) = ¢(y2) =0y que fro1(y1) = fr—1(¥2), aplicando
induccién concluimos que f(y;) = f(y2) ¥y que 9i(y1) = @i(y2) = 0 para
toda 7 > 0 pero esto tltimo implica que y,,y2 € W, donde la f es inyectiva
porloquey; =y, ®

Como tltimo teorema tenemos que

Teorema (de Whitney)

Cualquier n-variedad M de clase C* con k > 2 puede ser C* encajada en
R2n+1

Demn.

~ Dada cualquier funcién de clase C* de M en R*™*! puede ser aproximada
por una inmersion inyectiva g, para ver que es encaje basta demostrar ue

g es propia, y para esto basta con ver g~}(Bi"*!) es compacto para toda
T,

Escojamos una particién de la unidad {p;} y definamos f(z) = > kor(2)e
donde |le]| = 1 y e € R*™*!, la cual resulta que estd bien definida, sea
~ £(z) = %, entonces existe una inmersién inyectiva g tal que [|g(z)— f(2)|| < 1

si ||g(z )|| < n entonces || f(z)|| < n+ 1 por lo que
g (B C FUBRTY C Ut sopp;

" por lo que g es un encaje



“Apéndice 3
El tipo de Homotopia

de una uniéon monotona

Empezaremos esta parte dando la siguiente definicién,

Sea {C,}$° una sucesién de conjuntos ajenos tal que Cy # @, definamos
ahora la sucesién de espacios topoldgicos {X"} como sigue:

(1) X% = Cp con la topologfa discreta en Cy

(2) Si C,, = 0 entonces X™ = X"~ i C, # {), suponernos que tenemos una
familia de funciones {¢* : $"~! — X"~ |{ ¢ C,} llamadas aplicaciones
caracteristicas .

Sean BP = B" y S!'™t = S§"~! definamos §, = Uiec'"S.}f_l y B, =
Uiee, BY, es claro entonces que S, C B, y que la coleccién {¢'} determina
una funcién ¢, : S, — X! tal que @,|gn-1 = ¢, entonces definimos

X'=Xx"1u, B,

(3) Claramente sc tienen encajes cerrados X"~ 1 — X™,
Definamos X = U, X" con la topologia de la unidén, (KX C X es cerrado si
y s6lo si X N X™ es cerrado para toda n). '

Al espacio topoldgico X se le llama complejo CW , asi como a cualquier
homeomorfo a el.

- De esta construccién se obtiene que todo complejo CW es Hausdorff, local-
mente conectable por trayectorias y ademés resulta ser normal y paracom-
pacto. -~ ’
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Consideremos un espacio topolégico X y una sucesién Xy C ,\1 C Y
de subespacios, y definamos

X5 =Xo x[0,1]U X1 x [1,2]U

con la topologia como subespacio de X x .

Decimos que X es el lmite hometdpico directo de la sucesidén {X;} si la
funcién proyeccién

pirXy — X
(z,t) —

" es una equivalencia homotdpica.

Ejemplo

(1) Supongamos gue cada punto de X estd contenido en el interior de algun
X, esto es, {int(X;)} forman una cubierta abierta de X, y que X es para-
compacto, entonces usando una particidn de la unidad podemos construir
una funcién f: X — Rtal que f(z) >i+1sie € X;y f(z) > 0 para
toda 2. entonces la funcién 2 +— (z, f(.*)) manda X homeomorfamente en
un subconjunto de Xy el cual es claramente un retracto por deformacidn.
Es claro entonces que X es un limite homotépico directo.

(2) El intervalo [0, 1] no es el limite homotépico directo de la sucesién {[0]U
L 1]} ya que en este caso Xy es del mismo tipo de homotopia que dos
puntos mientras que X es de uno solo.

L El sigulente teorema relaciona el tipo de homotopia de dos limites ho-
motopicos directos.

TEOREMA

Supongamos que X es el limite homotdpico directo de {X;} y Y el limite
homotdpico directo de {Y;}. Sea f: X — Y tal que f manda cade X; en
Y; como equivalencia homotdpica, entonces f : X — Y es una equivalencia
homotdpica
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Dem.
definamos

fo: Xg — Yy
(z,8) = (f(z),1)
es claro que basta demostrar que fx es una equivalencia homotépica.
Caso 1: Supongamos que X; = Y; y que cada f; : X; — Y; (fi = f|x.)

es homotdpica a la identidad, debemos probar que fx es una equivalencia
homotépica.

Bajo estas condiciones resultaria natural conjeturar que fx debe ser ho-
motdpica a la identidad, sin embargo esto no necesariamente es cierto.

Para cada n € N sea H" : X, x I — X, tal que H*(2,0) = f,(2) y
H™(z,1) = z, definamos entonces la homotopia como sigue:

H:JYEXI'—‘)J\-E

(H™(z,u),n + 2t) si<t< %
H{(z,n+1t),u) =< (H"(x,(3—4t)u),n+1) sij<i<t
(H™(z, (4t - 3)u),n+1) s <t <1

st v = 0 tenemos una funcién Hy := H(%,0) : Xy — Xy la cual es

~ homotépica a fr, mientras que H; := H(*,1) : Xy — Xy satisface que:
Hi(z,n+t)=(z,n+2t) 05t <

H1($,n+f) € Xn-i-l X [n+1]

La idea ahora es demostrar que H; es una equivalencia homotdpica. De
hecho una inversa homotdpica g : Xy ~ Xy pude definirse como

_ [ (@n+21) si0<t<:
Q(m,n+t)"{H1(a;,n+%—t) si%gtgl
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notemos que estd bien definida, ya que

Hy(z,n+ —12—) =Hi(z,n+1)=(z,n+1)

para probar que H;g ~ Idx, obscrvemos que

(z,n + 41) siOStS%l
Hig(z,n+1t) =< Hi(z,n+2t) si % <t
Hi(z,n+3-1t) siz<t<1

definamos entonces una homotopia G + Xz x I — Xy como sigue, si
0 < u < % entonces:
(para simplificar la notacién G, (*) = G(*, u))

ng($a77'+t) =2 "
Gulz,n+t)= H(z,n+1-u) si‘g*<t<i+u
Hig(z,n+1t) siz+u<t<l

- notemos de nuevo que estd bien definida ya que

1~ 1
Hig(z,n+ ——2ﬁ) = Higle,n+ 5 +u) = Hi(z,n+1~-u)

es claro.entonces que Gy es igual a Hig y que G 1 estd dada por

oy f(@nta) o<t
Gylomni)= {(w,n+1> l<i<l
~ la cual es claramente homotdpica a la identicad, esto es, Hig =~ Id, con un .
* argumento analogo se puede mostrar que gH, ~ Id.

Caso 2: Sean X y Y arbitrarios, para cadan € NV, sea g, : Y, — X, el
inverso homotépico de f,, notemos que el diagrama '

Y., — X,
i !

Yog1 — Xap1

* conmuta hasta homotopia, ya que, .
: i : TR » o
. NEE

Sl o
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Z‘ngn = gn+lfn+]ingn = grl+1jnfngn [l gn-l-ljn

Escojamos una homotopia H™ : Y, x I — X,,41 tal que H"(%,0) = ingn
y H*(%,1) = g1, ¥y definamos G @ Yy — Xy como

‘ | (gn(y),n +2t) si 0
G(y,n+t)-— {(Hznt_l(y),n_{_l) Si :)1_

Mostraremos que la composicién Gfy : Xy — Xt es una equivalencia
homotdpica.

Sea

Xg=Xox[0,1]U---UX, 1 Xx[n—1,n]UX, x [n]

la composicién G fz manda X¢ en si mismo con una funcién que es ho-
motdpica a la identidad, de hecho .X§ contiene a X, X [n] como un retracto
por deformacidn y la funcién G fy restringida a X, X [n] puede identificarse
conl gnfn y por lo tanto es homotodpica a la identidad, podemos entonces
aplicar el Caso 1 a la sucesién {3} y concluimos entonces que G fg es una
equivalencia homotdépica.

Esto prueba entonces que fs tiene un inverso homotépico izquierdo, con un
argumento andlogo se muestra que fxG : ¥y — Y+ es una equivalencia
homotépica y entonces fy tiene un inverso homotdpico derecho. Pox lo que
fr es una equivalencia homotdpica ®&

“Tenemos entonces un corolario bastante util

Corolario

Supongamos que X es el limite homotdpico directo de {X;}. Si cada X;
tiene el tipo de homotopia de un complejo CW, entonces X es del tipo de
homotopia de un complejo CW ‘
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‘Campos vectoriales gradientes

Consideraremos en esta parte un campo vectorial Y de clase C* sobre una
variedad compacta M™, (la frontera M de M puede o no ser vacia), y
demostraremos que puede ser aproximado por otro campo vectorial X que
satisfaga las siguientes propiedades:

(1) En cada punto singular 3 de X existe una vecindad celular N y una
funcién f de clase C° sobre N tal que X = grad(f) en N en alguna
estructura riemanniana en N.

Adn mas, B es un punto critico no degenerado de f. Sean 3y,..., 0O estas
singularidades.

(2) Si 2 € OM X(x) es transversal a M, esto es, X no es cero en M

(3) Siz € M, sea p;(z) la orbita de X a través de z satisfaciendo @go(2) = z,
- entonces para todo x € M, el conjunto limite de ¢;(2) cuando ¢ — £oo
estd contenido en la unién de los §;

(4) Las variedades estables e inestables de los 3; tienen 1nt9rsecc1ones nor-
males unas con otras.
Esto significa lo siguiente, si

Wi={zeM] tlim wi(z) = Bi}
hade ]
es la variedad estable y si

WE={zeM]| Jim oy(z) = B}
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es la variedad inestable, entonces para & € W' (W) sea T W[ (T W) el
espacio tangente de W (W?) en «, entonces para todo 4, j si 2 € W*NW7,
la condicién cuantro significa que

dimW{ + dimW; — n = dim(T. W N T.W;)

donde los dos espacios tangentes de la derecha son considerados como sube-
spacios de el espacio tangente a M.

TEOREMA

Sea f : M — R una funcion de Morse diferenciable sobre la variedad com-
pacta M, supongamos que M la escogemos con una métrica riemanniana y
que grad(f) es transversal a OM la frontera de M, entonces grad(f) puede
ser C1 aprozimado por uma campo vectorial que satisfaga las condiciones

(1) - (4)

La demostracién del teorema la haremos en varios pasos.

Observemos primero que podemos aproximar f por una funcién g C? cer-
cana, tal que si §; son los puntos criticos de f entonces pasa que ¢ # j
implica que g(3;) # g(B;). Suponemos entonces ue empezamos con una
de estas funciones.

Lema

Sea f : M — R una funcion de Morse diferenciable y tal que X = grad(f)
es transversal a OM la frontera de M, entonces una suficientemente cer-
cana aprozimacion C*' Y de X con'Y = X en una vecindad de los puntos
singulares satisface la condicidn ( 3)

Dem.

Podemos suponer que X y Y tienen le propiedad de que excepto en puntos
singulares df X y dfY son positivas, entonces una orbita ¢4(X) de X o Y
es o un punto singular o satisface que f(p:(z)) crece cuando ¢ crece, de la
compacidad de la variedad, obtenemos la propiedad (3) =

Notemos de hecho que esta ltima observacion también implica que no ha.y
orbitas cerradas para X yY.
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Por el lema anterior para demostrar el Teorema basta con demostrar

Lema A

Sif: M — R es una funcion de Morse y i # j implica que f(5;) # f(B;)
y X = grad(f) es transversal a OM la frontera de M, entonces eziste una
aprozimacion C'Y de X que satisface ({) y X =Y en alguna vecindad de
los puntos criticos

La demostracién de este lema la haremos por induccién basandonos en el
lema que sigue.

Indexemos los puntos criticos 3; tal que f(5;) < f(Bi+1), es claro entonces
que f(B1) es el minimo de f, denotemos por W y W# a las variedades
inestables y estables respectivamente, asociadas a f3;, sea b; = f(3;).

Lema B

Dada e; > 0 suficientemente pequena y j, eviste una aprozimacion C1'Y
de X, tal que Y = X fuera de f~H(b;j+¢e1,b; +3¢1) y en el sistema Y Wi
y W} tienen interseccion normal pare coda i

Dem. :

Sea g1 > 0 tal que bj + 361 < bjy1, sea dimWji =n—-kyQ = fHb; +
2¢1) N W} una subvariedad de M. Sea P = {z = (z1,...,z) | Jjzfl < 1}
el k-discoy I, = {r € R| —m < z < z} con m > 0, entonces para m
suficientemente pequena, existe un difeormorfismo

hilpyXxPx@Q—U

~ donde U es una vecindad de @, tal que A(0 x0x Q) =Q y X = 36:—, en U,
donde 2’ =h(z2x0x0)y UC f1(b; +¢1,b; + 321).
Identificaremos puntos bajo h, con sus correspondientes en U y los repre-
sentaremos por (z,z,¥), [z] Em, ||z]|<1yy € Q.
Enunciamos a continuacién (sin demostracién) dos lemas de célculo nece-
sarios en la demostracién.
Lema .
Sea I, = [-m,m], € > 0, entonces eziste § > 0 tal que si v < § entonces
existe una funcién de clase C® 3(z) en I, que se anula en una vecindad
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de 8Im, 0 < B(z) <&, |B/(2)[ Sy

+m
B(2)dz = v
0

Lema

Sea P es k-disco como antes, entonces existe una funcion de clase C™ v en

P, la cual es cero en una vecindad de la frontera de P, 0 < 7 < 1, ]56;}[ <2
4

yy(z)=1si|z| < %

Con ¢ arbitrario, sea §; = min{8, 75}, donde 6 es como en el lema anterior.
Sea g la restriccién de

7Tp il X PXx@Q —0x Px0

a U, [(0x Px@Q)NW}?], por el teorema de Sard, podemos escoger u € P tal
“que Jlul] = v < & y 2v es un valor regular de g, podemos suponer, usando
un cambio ortogonal de coordenadas en P que ¢ = (21, ..., xx) = (v,0,...,0).

Sea Y el campo vectorial en M, el cual coincide con X fuerade U y en U
esta dado por

Y= 2+ B e

donde 3 y v se escogieron como en los lemas anteriores.

Afirmamos que Y satisface lo pedido por el lema si ¢ se escoge suficiente-
mente pequena,

Para ver que Y esta bien definido basta con observar que el segundo termino
se anula en una vecindad de la frontera de U, es claro que para £ pequeia,
Y puede ser tan cercano como queramos a X en el sentido C?, falta probar
entonces que W} y W7 tienen interseccién normal en el sistema Y, para
toda 4.

En lo que sigue, supondremos que la i esta fija. sea ¥, la orbita en el sistema
Y a través de 2 con ¢p(z) = = y denotemos por V; y V;* a las variedades
estables-e inestables en el sistema Y.
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Es suficiente probar que V# y V}* tienen interseccién normal en U ya que

cualquier punto g € V}* V‘S es de la forma Y(p) con p € U, y 4 preserva
la propiedad de interst,cuon normal.

Sea

={(z;z,y) e U || < }

en V,Y = a~ +4(= ) 35> Si integramos el correspondiente sistema de ecua-

ciones diferenciales, obtenemos que z(t) =t + ko y z1(t) = fo B(t)dt + ky
donde las otras coordenadas estan fijas, se sigue entonces que en V

/-i
L/"[(O)Iv y) = (t’*xl + / /3(t)dt32~ e =‘7"ksy)
0 .

usando la propiedad de 3(z) U,(O z,y) € Vsit| <my ||z < & ademds

Yam(0,2,y) = (Em,x £ v,y) si |lz|| <

C‘I'—‘v

Sean Vi = VFNV' V; = V* NV donde V' = {(0,z,y) € U | [|z]| < §}.
Basta entonces por construccién demostrar que V; y V; tienen interseccién
normal en 0 X P x @.

Como WiN(0x PxQ)={(0,0,y) €U |y €Q} y W} =V} cunado nos
- restringimos a {(—m, 2,y) € U} y como 4=} (=m, x,y) = (0, z + v,y) para
lz]l < & tenemos que V; = {(0,+v,y) € U}. De todo esto si 7p: U — P
es la proyeccién anteriormente definida, wp(V;) = +v. 5i g es la restriccién
de mp a V; entonces g7 ! (+v) = V; N V;, como la interseccién de W; y V3
con {(+m, z,y) € U} son la misma y ¢ ,,(+m, z,y) = (0,7 —v,y) tenemos
que V; = {(0,z —v,y) | (0,z,y) € W NV, ||z - v|| < %} pero esto implica
que como g tiene un valor regular en +2v, g; tierie un valor regular en v,
por lo que dimV; = dimP +- dim(V; NV;) y como dimP = k, se sigue que
Vi y V; tienen interseccién normal en 0 x P x @, esto prueba ellema B m

Para demostrar el Lema A, se usa el Lema B e induccién de la siguiente
manera, la hipdtesis de induccién es
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H(g): existe una aproximacién C! X, de X tal que X, = X en una vecindad
de fi, WL, y W} tienen interseccién normal en el sistema X, para Loda
p< qy para toda i,

Entonces H(0) es trivial y H(r) implica el Lema A, Mostraremos ahora que
H(g— 1) implica H(q).

Dado X, por H(q — 1), construiremos X, podemos suponer que
df(X4~1) = 0 sélo en los puntos criticos, sea g; = m, aplicando el
Lema B, obtenemos una aproximacién X, de X,—1 con df (X,;) = 0 sélo en
los puntos criticos, X; = .X,-; en una vecindad de los f; y en el sistema
Xg WPy WL, tienen interseccién normal para toda Z, pero también, W}
y W7 seguiran teniendo interseccién normal en el sistema X, para j > r —g¢
y para toda i, ya que esto es cierto en el sistema X,_1, ademds X, = X,
en f g1, be]y WENW? C 7 [bgt1, br], lo cual termina la demostracién
]



Bibliografia

[1] H. Whitney, Geometric Integration Theory, Princeton University
Press, 1957

[2] M. Morse, S.S. Cains, Critical Point Theory in Global Analysis and
Differential Topology , Academic Press, 1969

[3] S. Sternberg, Lectures on Differential Geometry Second Edition,
Chelsea Publishing Company, N.Y. N. York, 1983

[4] L. Auslander, R.E. Mckenzie, Introduction to Differential Mani-
folds, Mc Graw-Hill Book Company, 1963

(5] M. W. Hirsh, Differential Topology , Springer Verlag New York-
Heidelberg-Berlin, 1976 ’

(6] D. Salamon, Morse Theory, the Conley Index and Floer Homology,
Bull. London Math. Soc. 22 (1990) 113-140

(7] J. W. Milnor, Morse Theory, Ann. of Math. Studies 51, (Princeton
University Press, 1963)

[8] 7. W. Robhin, D. Salamon, Dynamical Systems, Shape Theory and
the Conley Indexz, Ergodic Theory Dynamical Systems 8 (1988) 375-393

[9] D. Salamon, Connected Simple Systems and the Conley Indes for
Isolated Invariant sets, Trans. Amer. Math. Soc. 291 (1985) 1-41

[10] S. Smale, dforse Inequalities for a Dynamical System, Bull, Amer.
Math. Soc. 66 (1960) 43-49

[11] S. Smale, On Gradient Dynamical Systems, Ann. of Math, 74
(1961) 199-206 -

77



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Dos Teoremas Importantes
	Capítulo 2. Existencia de Funciones de Morse y Aplicaciones
	Capítulo 3. El Complejo de Witten
	Apéndice
	Bibliografía



