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INTRODUCCION



las jones diferenciales fiteron introducidas por Sir Isaac Newton (1686)

pura la descripeion de sunweva Fisica. Estas ecuaciones se basan en el hecho de que

si el inti infinitesimal de un fend en fodos sus posibles
estudos, entonces dadu unu ficicn inicial p leducir la evolucion del
Jend M iticame esto abric el problema de dada wna cecuacion
diferencial ordinuria encontrur todas sus solucii Original) los iticos

pedian una expresion anulitica de todas las soluciones, pero fue ¢l matemdtico

bl 7 Iy

francés Henri Poincaré el que noté que el pr asi pl es irr enla

mayoria de los casos y propuso dar una solucién de tipo cualitativo usando la

Topologia. Ll convirti entonces el problema en: Dur una descripeion topoldgica del

i de lus sol; es de una ecuacion diferencial ordinaria, que llamé el

retrato fase de lu ion. Este enfoy litativo ha tenido un desarrollo
importante en este siglo, con el nombre de Sistemas Dindmicos.

Fragmento de la Introducci6n del volumen 3 de las Notas de Investigacién

de 1a Sociedad Matemitica Mexicana, Aportaci M Ati con titulo
Sistemas Dindmicos Holomorfos en Superficies por Xavier Gomez-Mont y Laura
Ortiz Bobadilla.

Algo a lo que me enfrenté durante la li iatura de Matematicas en la Facuitad

de Ciencias de la UNAM es, tratar de comprender las d i de y

de aplicar estos para resolver problemas tedricos, sin embargo el uso de estos
teoremas para tratar de resolver problemas que no estan planteados como ¢jercicio en

algun libro, en general no es cosa sencilla.

¢De que se trata esta tesis?, esta tesis es mi intento de responder a la pregunta

del Dr. Xavier Gomez-Mont, Di toda lo que puedas sobre esta




iii

-y

P ps oy par e R

5
Z=gx—qz
iPorque esta ion?, esta i0 dela alguna dindmica de ciertos

-gases, que dindmica o cuales gases no recuerdo.

El objetivo de la tesis es demostrar la existencia de orbitas periddicas

producidas por Bifurcaciéon de Hopf. He tratado de que los pasos para llegar al
objetivo de la tesis sean lo mas amplios posible para que se puedan usar en el anlisis
de muchos otros modelos parecidos, por eso es que en el capitulo uno en lugar de
utilizar la Féormula de Cardano para caracterizar las singularidades del campo
asociado uso el Teorema de Hurwitz, sin embargo no puedo evitar el uso de la

Férmula de Cardano para el anilisis de Bifuracién de Hopf.



CarituLO 1

ANALISIS
LOCAL



(]

« INTRODUCCION

Este capitulo es un analisis del comportami local de las soluciones del
de i difer
F=—x-y
y=oy+p=y= (pgr)elk’
f=gx-gz

Dicho anélisis esta enfocado al dio de los ceros del campo asociado, a estos
también se les conoce como puntos de equilibrio, puntos singulares o
singularidades.

La razdn de centrarse en el estudio local de los puntos singulares es el siguiente
tcorema que describe el comporamiento de las soluciones de un campo en una
vecindad de un punto no singular.

Teorema! Seu £ un campo vectorial C en R” ral que f(x,) #0. Entonces existe un

=
a-l

cambio de coordenadas (y,U) alrededor de x,, ral que f =[l,0,...,0) en U,

Es decir fuera de cualquier singularidad, local ta soluci del campo se ven
como lineas paralelas, lo que puede no der en las singularidad,
Sea x=f(x), xeR" un si de it di iales no lineal,
supongamos que x, €R” es una sing idad de! campo iado f; y quisi
izar el comportami de las soluciones cerca de x,, para lograr esta
loqueh es Jiar el p iento de las soluci del
sistema linealizado en x,, esto es, estudi el p iento de las sol

del sistema lineal

y=Df(x,)y, yeR"
donde Df(x,) es la diferencial del campo f en x,. Como este es un sistema lineal el
andlisis es refativamente ficil, en particular la derivada del flujo @,? con respecto a las
dici iniciales en el punto si X, esta determinada por

| Spivak, Michacl. |1979]. .1 C. ive Inmmouh w0 D Cieometry. Pulish o Perish, Inc: Houston. Velume 1
205207,

jjirsch, M. W.. and Smale, S. (1974]. Dyffercitual Equations, Dynamical Sistems and Linear _Hgebra, Acudesme Press; New
York.




Dy, (xy)y =ty

Asi, una pregunta importante es, ;que se pucde decir de las solucwnes del
sistema original basindonos cn nuestros conocimi sobre las del
sistema linealizado?. La resp la dan los sigui dos

Teorcma (Grobman-Hartman)* Si la diferencial Df(x,) del campo f en el punto

singular x, del sistema % = f(x), xeR" no tiene eig lores cero o i inarios

puros, entonces existe un homeomorfismo® local h:U— R" definido en alguna
vecindad U c R" de x,, que lleva drbitas del sistema original en érbitas del sistema
lincalizado, este | rfismo preserva el sentido de lus orbitas y se puede escoger
de tal manera que leve soluciones del sistema original en soluciones del sistema
linealizado.

Teorema de la Variedad Estable para un Punto Singular® Supongase que el
sistema %= f(x), xeUcR" tiene un punto singular hiperbélico’ x,. Entonces
existen localmente las variedades establed W, (x,) ¢ inestable® Wy (x,). Si f es k-

diferenciable entonces W, (x,) ¥ Wi (xy) son variedades k-diferenciables.

Asi, si tenemos el sistema de ecuaciones diferenciales descrito por
x=f(x), xeR"

con x, un punto singular y la linealizacion de f en x, no tiene eigenvalores cero o
imaginarios puros los dos teoremas anteriores implican que ¢l nimero de eigenvalores
con parte real negativa y el nimero de eigenvalores con parte real positiva de Ia

3pefmicion Dade U R”™ = R” un campo vevtorial decimos que s gencra un fljo @, 21U — R”, donde
B(X) = H£,X) e uns funcion diferenciable definida para tado X €U y 1 en i intervale I=(a,0) S R ¢

< ﬂl 1)
aatisface que 1 = S(H7,X)).
"’Guckmh:mw. John and Holmes, Philip (1983], Nentinear Oscil : Svtems, and jons of Vector Fields
Springer-Verlag: New York Heildelberg Bestin, 13
IDefinicibn Scan U V dos expacios topalogicos, 71 U —» V' s un homcomorfismo i 4 e biyeetiva y tanto f como ™
continuas,
SGuckenhersner, Jon and flokmes, Philip. | 1983). Nonfincar Oscilk 2 1 Systems, and of Vector Fiehds,
Springer-Verlag: New York Heildelherg Bortin, 13
"Defimicion Un punto Xy € R " sc llama un punto hiperbolico def sistama X = f(X), X € R".5i Df (X5} no tienc

cigenvaloces con parte real cero.

Deftnkcion Wi, (x,) = {x eU|g(X)—=z> %, Y V120 4(x) e U}

Ieninicion Wi (X,) = {\' eU|¢,( X) == Yo Y V1 20 6, () EU}



diferencial Df(x,) del campeo f en x, determinan una equivalencia topoldgicat
entre el flujo det sistema original y el flujo del sistema lincalizado en una vecindad de

X,. Si hay eigenvalores con parte real igual a cero ia dindmica del flujo puede ser muy
complicada.

Debido a todo esto el resto del capitulo lo dividi: enlas si

5

» Determinacién del conjunto de ceros del campo asociado.

e Clasificacién de cada elemento del conjunto de ceros.-

1O fhmdciim Daiios dos sistemas de eciacivnes diferenciales ondinarias
1) x=1f(x)
2)y=g(y) x.yeR", f,zR">R", £(0)=g(0)=0

dics que s0n Lopalégi i 530 € U < R" abicrto h: U ~> h(U) tomcomortismo tal que si (1)

s ung it de 1) emonces Y1) = B{X{#)) e uno it e 21



* SECCION 1 DETERMINACION DEL CONSUNTO DE CEROS DEL CAMPQ ASOCTADO.

Denotaremos por X, ., al campo vectorial asociado a la familia de ecuaciones

diferenciales
f=—x—y

yem+p-y* (pg.ryekR’
S=gx—g=
es decir

X2 3y ={=x =y, 4 pz— y2?, qx— gz},
Para encontrar el conjunto de ceros del campo X, es necesario encontrar el

conjunto de los puntos donde el campo se anula que denotaremos por Cy _ , es decir

C,., ~lx 0 e R X, (xnz) = 0},

LemaC, =C,uC" donde

{0) sirsp
Go= {{0,(&F,¥m,i r—p)} sir>p
(-

{(f.éf,.-)l: eR\ {0}}U{(x.—x,0)l xeR} sir=0
{(_E_'-,~ £, ,:)'.- eR\{:tJ;}} sir>0, p£0

r=z" r-

{(0,—0,:)]: e R}U{(x,—x.ts/r_-)lx e R} sir>0,p=0

:ER} sir<0

a9
[}

Demostracidn hay que encontrar cuales son los puntos (x,y,=) € R* que hacen
que simultancamente se satisfagan las siguientes tres ecuaciones -
() —x-y=0
(i) ry+ps-yt=0
(i) glx-z)=0
de la ecuacién (iii) observamos que podemeos dividir nuestro andlisis en dos casos
g#0yqg=0,



. g0
' () =>y=-x
(iii) =>-=x
sustituyendo las ecuaciones (i) y (iii) en la ecuacidn (i) tenemos que
—rx+m+x’¥o':=?5:(x’—r+p)=0
> x=006x*+p-r=0
‘ : - (0) sirsp
Ffrop.tfr= )} sir>p

sir<0
Csir=0

93 2
sir>0,=2#r

sir>0,*=r
| i :f : {(rf—.z" f_,n’]:en} sir<0
. C‘,: {(;f;g;:):ER\{O}}U{(A:,—:,O)I.\‘ eR} sir=0

((2z)

{(0,0,:)|: € R}U{(x.—.\',i\/;)lx ER} sir>0, p=0

:eR\{iJ;}} s5ir>0,p#0

Las siguientes son las grificas de las singularidades de Xipar



" "ywo Lrywo
1
1
\
> x
§29179,PAD. §x0,00,P=0|




e . SECCION 2 CLASIFICACION DE CADA ELEMENTO DEL CONJUNTO DE CEROS,

A los elementos det conjunto Cy  ~los denotaremos por ¢, Para

determinar que tipo de pumto singular es cada elemento de Cy ¢S necesario

)

ar los ei lores lo cual se necesita calcuiar la
2

2 Clpgrp

diferencial DX, (c,,,) del campo X, ., evaluada en el punto ¢, y el

istico R, (CaynXA) correspondiente. La  diferencial

P

DX, (x,y,z) del campo X, evaluada en el punto (x, y,=) esté dada por

-1 -l o
DX, . (x35)={ 0 r-z* p-2y
q 0 -q

y el polinomio caracteristico B, _,,(x,y,z)4) esta dado por

Bpon (X320 A) = 2 +(l -r+z? +q),1= + (—r+::2 +q —rq+z’q)/1+ (—rq+:’q+qp—-2qyz)

Utilizando e! Lema de la SECCION 1, podemos considerar de nuevo dos casos
ién delosp

para la clasifi Estos casos son

Cipar-

e q#0, en este caso tenemos que

-1 -1 0
o r pf se,,=0

g 0 -q
DX perlCipe)={, L o
o p Zr—p] sic("u,=(t,/r-p,¥ r—p,t‘lr—p)
g 0 -9

A+(l-r+)2 +(-r+g~r)i+qlp-r) sic,,, =0

Ptm.n(‘—'o.m)(l)={A,+(l_p+q)lx+(_p+q_pq);.+zq(,_p) Sty = (t r-P.*JrT‘tJ'Tp')

Asi pues para los eigenval de la dift ial DX, (Cp0n) €5

necesario conocer las raices del polinomio caracteristico F, ., (x,».=X4) lo cual en
este caso involucra hallar las raices de un polinomio de tercer grado, mis sin embargo
para saber que clase de ccro es, no se necesita encontrar explicitamente los
eigenvalores, solo basta decir que signo tienen las partes reales de estos. Se podria



wilizar la Férmula de Cardano, pero este método no se puede extender a polinomios
de mayor grado por lo que utilizaremos ¢l Teorema de Hurwitz para caracterizar los
signos de las partes reales de las raices de un polinomio de cualquier grado.

Teorema de Hurwitz!! Sea a(A)=ag X" +aq X' +...+u,_A+a, un polinomio de
grado n con a; e Ry considere la matriz de Hurwitz

b By kg e By
I'o h, h,, '11..-2
H(a(2))=10 & By - k., h,={

a siisn
0 sii>n

0 0 0 - &
sean K{a( 1)) los menores principales de H{a(2)) es decir
B by by by

I,

,'” po|® siisn
s | M= ..
-3 ‘710 siiva

By Iy
A (al2)) = det 0 i

O

000 - 1

enforices
« Todas las raices del polinomio a(A) tienen partes reales negativas si y

solo si todos los menores principales b,(a( 1)) son positivos.
e Hay k ralces con parte real positiva del polinomio a(A) y n-k ralces con
parte real negativa del polinamio a(1), donde k esti dado por la férmula:

k= Va0, 1 (a( D). by (ol D)....) + V{1, (a(2)). Blal D),...)
y V es la funcion que cuenta el numero de cambios de signo de sus
pardmelros. .

Aplicando este resultado a un polinomio de grado 3 obtenemos ¢l siguiente

“1i3umcts. Stephen. {1983]. Polvnamiuls oxd Linear Control Systens. Mareel Dekher, Ine.: New York, [SU-181.



Lema la relacion  existente  entre  los  codficientes . del  polinomin

PA)= 2 +a® +bA+c y el mimero de raices del polinomio con parte real negativa y

parie real positiva estd deter la por lu sigui tahla
Nameto de pastes reakes
Negatmvas|
0 ! 2 3
Posihas
a0 a7 aa 7
0 [ LN b0 o
) c-ab <=0 o ab
a0 @ 0.0 0 a0.a-0 a0 a0
] b 0b-0 b0 X 0 b0
c ab cr cab c:'ah c~ah
a0 @0 @ 0a-0 a0
2 b0 cn c-0 L]
c-0 cab c-ab crab
@0
3 0
cral

Dado que podemos identificar al conjunte de polinomios de grade 3 con R* esta tabla
describe ciertos subconjuntos de R>, en los cuales juega un papel importante la
superficie -=xy y los planos coordenados x=0, y=0y z=0. En la siguiente
grafica se puede observar ciertas regiones descritas por la tabla anterior.




En nuestro caso es un poco mas dificil hacer la grifica de estas regiones, sin embargo
los equivalentes a la superficie == xy y los planos coordenados x=0, y=0y =0
estan determinados por:

x=(1-zfy)(1=z)1+), =14y, == y/l+yy x=z cuando Cpan=0Y
z=1f2x+(1-x/¥)(1-x)(1+¢). x=1+y, x=pfi+yy x=2 cuando

Clpgrs = (er=p.3r=p.£Jr=p)

Continuando con la clasificacidn de los puntos singulares el otro caso a considerar es
e g= 0

Para este caso ¢s mas facil la clasificacion ya que el poli i istico se
reduce a uno de segundo grado
-1 -1 0
DX, 0, (Cpon)=| 0 ¢ p
0 0 0O

Bonlcpond D) =2 +(1=r+22)2 +(=r+22)4
Nobtese que las raices del polinomio solo dependen de ry de =
Ar=r+2)B +(~r+:)1 =0
MAE+(=r+)A+(-r+:")) =0
AMA+INA—r+28) =0
HA=0,-1r-2?

Asi en cada plano == =,, si r—z2 <0 el punto singular es un atractor, y si r—z3 >0 el’
punto singular es una silla, Si r—=z3 = 0 el punto singular existe si y solo si pz, =0y
en este caso no es un punto singular aislado.



CApriTULO 2

ANALISIS
GLOBAL



« INTRODUCCION

Como consecuencia del andlisis local hecho en el CapiTULO 1 dividiremos este
capitulo en dos secciones

« Anilisis del sistema cuando g = 0 (sistema lineal),
« Existencia de 6rbitas cerradas producidas por Bifurcacion de Hopf g #0

(sistema no lineal).

El anilisis de la SECCION 1 se convierte en el analisis de un sisterna lineal
homogénco con coefici constantes, por lo que en este podemos llegar a decir
quienes son las soluciones de la familia de ecuaciones diferenciales.

El andlisis de la SECCION 2 es un poco mas complicado, en particular el analisis
se centra en tratar de demostrar la existencia de una 6rbita periédica (una orbita
periédica que se observo con el programa PITASER, 1a cual al parccer es una drbita
periédica atractora).

Pam R? existen criterios que permiten demostrar o no la existencia de curvas
solucion de un campo que son érbitas periédicas, entre ellos esta el Teorema de

Poincaré-Bendi que da condici suficientes para la existencia de una érbita
periddica,
Teorema de Poincare-Bendixon'2 Un conj limite 0 de un si de

ecuaciones diferenciales C' en R? que no contiene puntos de equilibrio es una érbita
cerrada.

La d ion de cste se basa en la imposibilidad dadas las
hipotesis, de que una curva solucién dentro de una region acotada en el plano pueda
escaparse de ella.

Otro criterio que garantiza la existencia de orbitas periddicas en R? es el
Teorema de Bifurcacién de Hopf.
Teorema de Bifurcacién de Hopf (en R?)!? Scu %, una familie de campos
vectoriales C* (k2 4) en R® parametrizados por pe(-¢,5). tal que X.(0,0)=0p
para todo p e(—&,&) 2=(X,..4) es también C* (k2 4). Supongamos que dr,(0,0)

itirsch, M. W., and Smale, $. {19M). Differential Equasons, Dynamical Svstems @t Lincar [Algebra. Acsdemic Pross New
York, 347.

DMarsden, J. E. and McCrocken. M. |1976). The Hopf Bifurcation ad its Applicagions, Springer-Verlag. Now Yoek Hvidelborg
Berlin, 6581



tiene. ' do ilo ‘,..A"" plej listi M) y Ay tales que para

#*0 ReM(ﬂ))#O.S: femd que dRc;i(m){ 20
=t

) -:. -4 I:‘xnle una funcmn C*? pr(-6,6)> R tal que (x,,0,1(x,)) esta en una

drbita cerrada de y=(y,.4) de periodo uproximado a —— '4(0)[ v radio de

orden \Ju para x,#0 tal que 1{0)=0.

o Existe una vecindad U de (0,0,0) en R’ tal que cualquier drbita cerrada
en U es una de lus que arriba se describen.

Teorema de la Variedad Central'* Sea [ un cumpo vectorial de cluse C™ en R, 1al
que f(0)=0. Supongase que el especiro de Df(0) estd dividido en tres partes.
a,, 6,y o, tales que

Aeo,siRed <0,

Adeo,siRed=0,

2eo, siRed>0.

Sean E‘ E°,yE" los eigenespacios generalizadus correspondientes a o,,0,,0,
existen variedade ble W’ e i ble W* de clase C"
tangentes a E* yE* cn 0 respectivamente, y una varicdad central E° de clase C™

tangente a E° en (. Las tres variedades son invariantes bajo el flujo siendo las dos
primeras inicas, pero no asi la variedad central.

resp

Aplicando los dos teoremas anteriores se puede demostrar el siguiente

Teorema dc Bifurcacion de Hopf (en R")'S Sea y, una fumilia de campos
vectoriales C* (k 24) en R" parametrizados por pe(-&,8), tal que X,(0,0)=0 »
para todo pe{-c,6) = (s M) es tumbién C* (k 24). Supongamos que dr,(0,0)

tiene dos eig lores iplej {i Mu) vy Ay tales que para
M Guckenheimer, John and Holmes, Philip [1983). Nonlinear Oscill I I Systems, and Hifi of Vectar

Fielts. Springer-Vetlag: New York eildetberg Bealin, 127.
15Mursden, J. £. und McCracken, M. { 1976]. The Hopf Bifurcation and it Applications. Spemger-Verlag: Neww Youk Heidelberg
Belin. 81,



4#0,Re(A(u)) =0 v el resto del espectro exs distinto de estos ‘e‘igemvu/orex. Si

femd que SReAUN)]
du 10

#0
o Existe una funcisn C** i (~&6)— R tal que (x,,0,44(x,)) estd en una

érbita cerrada de x={,, 1) de periodo aproximado a —— y radio de

IMO)I
orden Jjt para x, #0 tal que 1A0)=0.

e Existe una vecindad U de (0,0,0) en R® tal que cualquier Srbita cerrada
en U es una de las que arriba se describen.

El analisis se centra en este teorema debido a los probl que se p al
tratar de demostrar la existencia de una orbita penodlca utilizando métodos de
analisis numérico implementados en una computadora.

La idea de d ion utilizando métodos de analisis numérico es la
siguiente

« Encontrar un punto p, en la érbita periddica y{¢).

= Calcular el periodo de la 6rbita periddica (¢).

« E ar un plano I a 1a orbita periodica 7{¢).

« D que la Aplicacién de Poincaré ¢s una contraccion,

Aqui estamos usando el hecho de que con el programa PHASER descubrimos
1a drbita periédica y que aparentemente esta es atractora,

Si tomamos en cuenta que este algoritmo esta implementado en una
computadora que no ticne manera de representar a los reales exactamente, este
produce errores de redondeo.

Ademis no se conoce el flujo del campo, por lo que se utiliza alguna
apreximacion numérica, esto hace que no se pueda encontrar el punto sobre la orbita,

ni calcular el periodo y que no podamos demostrar que la Aplicacién de Poincaré es
una contraccion,



o SECCION I ANALISIS DE LA FAMILIA CUANDO ¢ = 0

Como se puede ver de la ecuacion
f=—x—y
=nbpz=y (pr)eR?

el flujo deja invariantes a los planos ==z, por lo que podemos suponer que el
sistema ¢s un sistema lineal en el plano. En el caso g=0 de la SECCION 2 del
CAPITULO 1 obtuvimos que los eipenvalores eran A= 0,—1,r—=* se puede ver que el
eigenvalor 0 tiene como eigenvector al (0,0,1).

Q

p que la dici6n inicial esta dada por (x,,5,.5) en este caso,
i se forma en

yer-3W+pn  (pr)eR’?

a5 (n)

el sisterna anterior se puede esctibir como % = Ax+b, x ¢R?, con condicion inicial

hid

Sean

Xg. Si mo: que do z=z, el cero de la ecuacidn diferencial es x,
(para saber quien es este cero consultar ia SECCION 1 del CApiTuLo 1). Si la matriz
A es invertible (r— =3 #0) entonces Ax, +b =0 y por lo tanto x, =—A"'b, haciendo

el cambio de variable y = x - x_ obtenemos

y=x

=A(y+x.)+b

= Ay
supongamos que A = QDQ™ donde D estad en forma canénica de Jordan y Q es la
matriz de cambio de coordenadas, hagamos de nuevo el siguiente cambio de variable
z=Q"'y. Entonces

y= Ay

=QDQ'y

y por lo tanto



Q'y=DQy
z=Dz
La solucion de la ecuacion anterior esta dada por z(r)=¢™z, lo que implica que
x(1)=Qc™Q " (x,+ A 'D)-A"D

Asi que si A es invertible (7 — =3 # 0) sélo necesitamos saber quiencs son Q y D
y automiiticamente conocemos la solucién a la ecuacién diferencial original. Sin
embargo ain en ¢l caso de que A sea invertible tenemos que considerar cuando los

cigenvalores son distintos o iguales y esto queda determinado por r~z7 distinto o
igual a -1, respectivamente.

e Sir—z} #~1los eigenvalores son distintos y en este caso

1 1 4 1 ~l~(r—-z1) -t _[—l 0 ]
Q‘(o -1-(r-:g))' Q ——l—(ru:‘f)( 0 1]’ P=lo r-z

por lo que en las coordenadas =,, =, las soluci son de la forma
5 =ae”’
2y = be! =Y

e Sir-z} =~1los eigenvalores son iguales y en este caso

(s Do ool L)

por lo que en las coordenadss =, =, las soluciones son de la forma

o, =(a=bt)e”’
=, =be”!

Por iltimo solo nos faltaria el caso cuando A no es invertible, en estecaso r—=) =0y
el sistema % = Ax +b se transforma en

L3

=ex—y
y=ps, ,

en este caso las soluciones estan dadas por

X(1)=(xg+ Yo = P} ~ prof + pig ~ My
MO = pt + ¥, ‘



El andlisis anterior nos permite construir el siguiente diagrama de bifurcacion

presentado por el tipo de singularidad.

tl




e SECCION 2 EXISTENCIA DE ORBITAS CERRADAS PRODUCIDAS POR
BIFURCACION DE HOPF ¢ # 0

Lema 1 Dado ¢l polinomio

L +(1=r+g) +(~r+q—-rg)x+q(p-r)

existe una una regién U c R;,,,, ¢n el espacio paramétrico de tal manera que una de

las raices de este polinomio siempre es real y las otras dos son complcjas.
Dy idn La d ién se hara d

Teorema 1 Existe un  punio (pogo.rp) €RY,,,, que  satisface

Po=U=rfe)1-r)1+q.), wna curva p-s.68) >Ry, #K0)=(P0gor)
tranwersal' a la superficie p=(~r/g)Y1~r)1+q) en {py.qu.n) tal que en el

campo X, existe Bifurcacion de Hopfen (Po:qos1s) para el punto singular 0.
Demostracién Para el punto singular 0 et polinomio caracteristico estd dado por

2 +(l-r+q)s +(-r+g—rg)x+¢(p-r)

Por ¢l lema anterior existe una region UcR,,, ., en el espacio paramétrico de tal
manera que una de !as naices siempre es real y las otras dos son complejas, si no
restringimos a d escribir al poli i istico como
(x=A(x—-ANx-a), a<0, A=A, +id,, desarroliando tencmos que
-4 +a)? (A +24,0)x- | a, a<0,4=2,+id,

el cual tiene raices imaginarias puras si y solo si el producto de los coefici de x*
y x es igual al termino constante, esto es si y solo si (g—r+1)(g—r-qr)=q(p-r)
o que implica que p=(1~rfgX1-r)(1+q). Asi tenemos un posible valor de
bifurcacion, (py,¢6.%) donde p, = (1-ry/q)(1-15)(1+4,), nétese que esto tiene

significado si y solo si la interseccién de 1a superficie p=(1-r/g)(1—r)(1+q) con U
es distinta de el vacio.

Ahora debemos calcular A}(p,) y verificar que sea distinto de cero. Iguatando
los coeficientes de potencias iguales de x tenemos

Definicléa Uns curva y:(— &, £} = RJaM\wlnIJIumﬁci=Smpli3 Se(-££6): p= & eS8y

H(ADT,S=R*
ESTA TESIS NG ORBE
SAUR BE (A wisLiGTECR



i q- r+l——",1,¥a
i) q-r—qr=\3 23/
iy qp—gr=-J a
de iy tenemos que a=~(y-r+1+24,) y de i) y iii) tenemos que
(q-r—gria=22,a’—gp+yr
porlotanto —(g~r—grig—r+i+24)=24,(g~r +1+24,) —gp+qr.

Derivando implici te la i6n anterior con respecto a p tenemos que
“2g-r—gr)d, =2g-r+1+24, P A +8A (g -r+1+24)4; -

despejando a 4) de 1a ecuacion anterior tenemos que

- q
4 2(g-r+1+24 Y +8A,(g—r+1+24))+2g—r—qr)

.
HIe

ya que en p, los eig | son i

A(ps) =0, porlo tanto

ginarios puros que

Apo)=

9
2Ag—-r+1Y +2(g—r—qr)

Asi si g#0 y (g-r+1)* +(g—r—-gr)#0 tenemos que Ai(p,)+9. Por lo tanto
existe bifurcacién de Hopfen (p,.q,.r,) para el punto singular 0.
.

Lo Gnico que nos falta demostrar es que existe 1a regién U (Lema 1) y que la
superficie dada por p =(1—rfg)}{(1—r)(1+¢) laintersecta. -

Demostracién (Lema 1) an demostrar que la reglén U existe utilizaremos el
discriminante del poli b ciibice reducido iado al polinomio clbice generalt?.

Por el lema 1 del apéndice para que nuestra region U exista es necesario que el
discriminante del polinomio cibico reducido asociado al polinomio caracteristico sea
Menor que cero.

Vease el apendice
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Sean

SR SR, f(p.q,r) (1- r+q.—r+q qr,qp qr)

2R, —RL,, glabe)= (b-—a -2-;11 -—ub+c) :

n,cR,,, H, ={(u v)eRw,|v>0 i+:,‘!7>0}
nitese que f y g son continuas y que g e¢s sobre ya que dado (u,v)eR(’",

£(0,u,v)=(u,v), por otro lado H, C R;, , es abierto y distinto del vacfo, por [o tanto
H, =g(H,) es abierto y distinto del vacio.

Proposicién 1 Sea Va R},
vaclo.

definido por V= ™ (H,), entonces V es distinto del

(pa.r)

i6n Solo es io d que #, =g (H,) 1= s(R}, ).

Si f fuera sobre, no tendriamos nada que hacer, pero no es asi, lo que haremos es
encontrar el conjunto I R}, complemento de la imagen de /'y ver que hay
puntos en H, que no estdn en I°.

={@.b.c) eRlus 3 (pgr) €R, 2 PGP = (0 b.00}
Supongamos que f{p,q.r)=(a,b,c), es decir las sigui tres ig
iy l-r+g=a
ify —r+g-rg=»Hb
iiiy qp—qr=c
veamos cuando alguna de estas igualdades no se satisface. Recordemos que ¢ =0 por
Io tanto tenemos que

Ydad,

sustituyendo i) en i) tencmos que
~(1+g-a)+g—(l+q~a)g =h
@2 +(l-a)g+(l-a+b) =0

usando la formula general de segundo grado tenemos que



[
(¥

_a—1xf(1xay —4(i+rb) -
: 2
Por lo" tanto ‘{(a.b_c) € R(’.,_‘,l(l+a)’ ~4(l+b) < 0} c I, ademas como g = 0 esto
ilﬁplica que {(I.O,c)] éeR} < I° y estas dos son las tnicas maneras de que alguna de
las igualdades ), if) y iii) no se satisfagan por lo tanto
I ={(a.6.c) R, | (1 +a)? ~4(1+b) <0} {(1,0,c)c R}

Comio (0,-1,1) e{(l,o,e)lc eR} y (1+0)* = 4(1+(~1) = |- 4(0) = 1> 0 tenemos que
(0,-1,1) ¢ I° ademas g(0,~1,)=(~1,1) y 1>0,27(1)* +4(~1)* =27-4 =23>0 por
lo que (0,~1,1) e H, y V es distinto del vacio.
2
Debido a la proposicidén anterior V es una region en el espacio paramétrico
Il(’m,, tal que para toda v eV, el polinomio reducido del polinomio caracteristico
asociado a v tiene una raiz real y dos complejas.

Como las raices de! poli i istico iado a v difieren por una
traslacion de las del polinomio reducido, la raiz real podria ser cero, o las raices
complejas imaginarias puras, sin embargo las mices de un polinomio dependen de

de los coefici de este, pod: variar un poco los coeficientes
del poli i istico iado a v, de tal manera que una raiz sea reat distinta
de cero y las otras dos plejas. Esto d la exi ia de la region U y el

ema | queda demostrado.

Lo unico que nos falta verificar es que la region U si intersecta a la superficie
=(1-r/q)}(1-r)(1+4q), es decir solo necesitamos demostrar que para algin (r.g) se
cumple que
S -rfgX1-r)1+q)r.q) eH,
gll-r+q,—r+g—qr,(1-r+qX-r+q-gr)) eH,

Proposicién 2 Si (r,q) = (=5,~1/2) entonces g(£((1=r/q)(1—r)1+q),r.q)) eH,.
Demostracidn
1= H2)+(=5), ~(=Y2)+(=5) ~(=5X- 120 (I~ (-S)+ (- YDA~A-5)}+(-1 2)~(-5X~ 2))) e H,
g(11/2,2,11)eH,
(-97/12,4246/216) eH,

pero 27(4246/216)° +4(-97/12) =16641/2>0,



por lo tanto (p,q,r)=(-27,-1/2,-5)elU y también esta en la superficic

p=(-r/g)(1~r)(1+q).
L

Teorema 2 Existe un  punto (pe.go.n) € RI’, o que  satisfuce

3

1, =1/2 po +(1= p, Jg, X1 - 2, )1+ 2,). una curva /1:(~e,£)—)R(M“,
#H0)=(po.qo.n,) transversal a la superficie r=V2p+{1-plg)1~pX1+q) en
(P0.40.1) tal que en el campo X,, existe Bifurcacidn de Hopf en (Po4to1,) para el

punto singular (t\lr-p.x\[r—p,t,[r—p).

Demostracidn Es similar a la del teorema 1.



APENDICE



DESARROLLO DE 1.A FORMULA DE CARPANO

La Férmula de Cardano nos da las raices del polinomio du tercer grado v' +ay® + by +c en
terminos de sus coeficientes.

Utilizando el cambio de variable _v=x—§u logramos climinar el termino de segundo

A e

grado, q la ion de la si

+px+q=0 dondep:h—%a2 yq=%a" —-:;—aln-c

Observacion 4 x*+px+gq lo Wamaremos el polinomio cibico reducids asociado a
x*+ax +bx+c.

Por ¢l Teorema fundamental del dlgebra la ecuacién anterior tiene tres mlces (enel campo
de los nameros complejos), sea x, una de estas rafces. Anali el si;

p

e f

W -x,,u—%p, este tiene dos raices a 'y B que el siguiente par de
a+pfB=x,
aﬂ=—3lp
como x, s raizde x* + px +¢ tenemos que
@+ +pla+Py+q=0
& +f +(3af+ pla+P+q=0,

pero como af= —a-p lo anterior se reduce a o + & =—-g ademas &’ ——-2—7p , por lo

que o'y /4 son raices del polinomio cuadritico =? +q:—?'7-p’, por lo tanto por la

férmula g ! de scgundo grado que
:=-1t £+Ll
2 4 27
g_la . ~
tan! -—-+ =3-L JT i
por lo tanto a = J b= 2 a5

Hemos obtenido asi lo que se conoce como Ia Fénnula de Cardano

=q+f= lJ—f’—+ +_,7 J ‘[—




- Coma 1a miz cubica tiene tres valores en ¢l campo de los nameros complejos, las formulas
‘de-a y fi nos dan tres valores para cada una de cllas, pero no cualquier combinacion de
estos nos dan raices del polinomio de tercer grado, sino solo aquellas que satisfagan

afl=-—
f=- r
Si‘a; es uno de los tres valores de @ entonces los otros dos estan determinados por
@, =a¢ y @, = a,¢’ donde e ¢s una raiz cabica de la unidad distinta de 1. Si g, es ¢l valor

de di aa, los otros valores de /7 estardn determinados por
]

iy

By =pey B = fie como ¢* =1, tenemos que
aph = aehe’ =afie’ =apf = _'g:

de igual manera ayf, = e’ fle=afe’ =af = —% por lo que las raices del polinomio
x* +pr+g son

X =a+f,

n=a,+fh=ac+ i

x=ay+f =ae’ +fe
Hasta aqui lo nico que hemos hecho es encontrar explicitamente las raices del polinomio

x*+px+q, pero nosotros necesitamos que una de las raices sea real y las otras dos
complejas.

Como las raices estan dadas en términos de ay/? y recordando que
] J
q._
9, _+_ = 9P
\l J p= J ae

dcscmpcﬂarﬂ un papel fundamental, ndtese que el signo de esta

la expresion

expresion es conirario al signo de la expresion
3
4 . r
D=-4p 274 =-108 L+
p-21¢ ( 4 27)

q Pand

discrimi dela ion x'+ pr+q.

Una consecuencia inmediata de la Formula de Cardano es el siguiente
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Lema 1 Si D <0 Huy una raiz real y dos complejas.

Demostracion En este caso, en la Formula de Cardano, el radicando de cada uno de los
radicales cuadrados es un nimero positivo. Por esto, los radicandos de cada uno de los
radicales cubicos es real. Sin embargo la raiz cibica tiene un valor real y dos valores
complejos.

Sea pues o, el valor real de ay A el valor de S correspondiente a @, como
=_£
afl = 3

y p es real B, es también real. Por lo tanto x, =a, +6, que cs una de las raices de
x* + px +q es real, las otras dos estin dadas por

x, =aet+fe
1. .43 1_,J3
el ei)en( 2-5)
LT WP o el -

=_£I_;£L_.,'J§zl;J.

como a, y £ son reales, estas dos raices son complejas, pues la parte imaginaria es distinta
deceroyaque a, 2 4.
|
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