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INTRODUCCIÓN 



¡¡ 

/.u.\· ec.·11uciunes tliji!renciales fueron introducidas por Sir /!t·aac Newton (1686) 

pura la úe.\·cripciún de su 11ucl't1 Fi\·ica. r..·s1us ccuaciunes se basan e11 el hecho úe que 

.\·i conocemo.T el movimiento infinitesimal de un ji!nómeno en lodos sus posibles 

e.\"/uclo.t, e111once.t dudu una condicitín inicial podemos deducir la evoluciún del 

fenómeno. Mutemtiticamente esto ahrió el problema de dada una ecuación 

diferencial ordinaria e11co111rur tocla.t .'ilL'i .m/ucione.t. Originalmente /o,'i matemáticos 

pedían una expresión analítica de todas las soluciones, pero fue el matemático 

francés Henri l'oincaré el que notó que el problema así plan/cado es irre.wluble en la 

mayor/a de /o.'i ca.'in.v y propuso dar una solución de tipo cualitativo u.randa la 

Topología. El convirtiá entonces el problema en: Dar una descripción topológica del 

conjunto de /a.'i soluciones de una ecuación diferencial ordinaria. que llamó el 

re/rato fase de Ja ecuación. E.\/e enfoque cuulitativo Iza tenido un desarrollo 

importante en e.'ife siglo, con el nombre de Sistematt Dinámicos. 

Fragmento de la Introducción del volumen 3 de las Notas de Investigación 

de la Sociedad Matemática Mesicana, Aportaciones Matemáticas, con lílulo 

Sistemu Dinámicos Holomorfos en Superficies por Xavier Gomez-Mont y Laura 

Ortlz BobadillL 

Algo a lo que me enfrenté durante la licenciatura de Matemáticas en la Facultad 

de Ciencias de la UNAM es, tratar de comprender las demostraciones de teoremas y 

de aplicar estos para resolver problemas teóricos, sin embargo el uso de estos 

teoremas para tratar de resolver problemas que no estan planteados como ejercicio en 

algun libro. en general no es cosa sencilla. 

¿De que se trata esta tesis?. esta tesis es mi intento de responder a la pret,runta 

del Dr. Xavier Gomez-Mont. Di todo lo que puedus .whre esta ec:uucicín 



.:i=-X-J! 

}'=ry+p=-y='. (p,q,r)eR' 

==qx-q= 

¿Por que esta ecuación?. esta ecuación modela a1guna dinámica de ciertos 

gases, que dinámica o cuales gases no recuerdo. 

¡¡¡ 

El objetivo de la tesis es demostrar la existencia de órbitas periódicas 

producidas por Bifurcación de Hopf. He tratado de que los pasos para llegar al 

objetivo de la tesis sean lo mas amplios posible para que se puedan usar en el análisis 

de muchos otros modelos parecidos, por eso es que en el capítulo uno en lugar de 

utilizar la Fórmula de Cardano para caracterizar las singularidades del campo 

asociado uso el Teorema de Hurwitz. sin embargo no puedo evitar el uso de la 

Fórmula de Carclano para el análisis de Bifuración de Hopf. 



CAPÍTULO! 

ANÁLISIS 

LOCAL 



INTRODUCCIÓN 

Este capitulo es un análisis del comportamienlo local de las soluciones del 
sistema de ecuaciones diferenciales 

.i'=-x-y 

y=ry+p=-r-' 
==q.t-q: 

(p,q,r)eR3 

Dicho análisis está enfocado al estudio de los ceros del campo asociado. a estos 
también se les conoce como puntos de equl/lbrlo, puntos singulares o 
sllq/lllarldmles. 

La razón de centrar.;e en el estudio local de los puntos singulares es el siguiente 
ieorema que describe el componamiento de las soluciones de un campo en wta 
vecindad de un punJo no singular. 

Teoremal Seufun campa vectorial C.-- en R"" !al que /(x0 ) '=1:0. Emonces existe un 

cambio de coordenadas (y.U) alrededor de •o talque f =(1.~) en U. 

·-· 
Es decir fuera de cualquier singularidad, localmenle la soluciones del campo se ven 
como lineas paralelas, lo que puede no suceder en las slngularldtula. 

Sea i = /(•), • eR" un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal, 

supongamos que •o E R • es wta singularidad del campo asociado f. y quisicramos 

caracterizar el componamiento de las soluciones cerca de "•· para lograr esta 
caracterización lo que hacemos es estudiar el comportamiento de las soluciones del 
sistema tlneall:;ado en x0 , esto es, estudiamos el comportamiento de las soluciones 
del sistema lineal 

y= D/(x0)y, y eR"2 

donde D/(•0 ) es la diferencial del campo/en •o· Como este es un sislema lineal el 

análisis es relativamente fácil, en particular la derivada del flujo (J, J con respecto a las 

condiciones iniciales en el punto singular x:0 está detenninada por 

1 Sr1n1l.:. M1chacl ( 19791 .• 1 Comprtlwruin.• /11tmlwr:t1°" 10 Dlffarntml <itomtll)·. Puh\ish o.- Pcridt. !ne: 1 louston. \'"lwne 1 

2~297, 

211irl>dt, M_ W. anJ Stn4h:, S IJ'J7~1 Diffi•r.:1w,1I Equ1W<J1u. l)).mu11ir:cJ ,\)•trmJ a•I ll•k·ur.1/.'<?rhr,, A~.iJ...w1~ Prni, Ni:\\ 

y,"l.: 



Asi. una pregunta importante es. ¿que se puede decir de las soluciones del 
sistema original basándonos en nuestros conocimientos sobre las ecuaciones del 
sistema lincalizado?. La respuesta la dan los siguientes dos teoremas 

Teorema (Grobman-Uartman)' Si /u diferencia/ Df(x0 ) del campo f en el p11n10 

singular i: 0 del sistema i = f(x), x eRn no tiene eigenvalores cero o imuginarios 

puros, elllonces existe un lwmeomorfi.nno5 local h: U~ R" definido en algrma 

vecindad U e Rn de x 11 que lleva órbitas del sistema original en órbitas del !>'istema 
/ineali=ado, e.,·te lmmeomorjismo preserva el sentido de las órbitas y !W puede escoger 
de tal manera que lleve soluciones del .-.istema or1gi11al en soluciones del sistema 
lineali=ado. 

Teorema de Ja Variedad Estable par• un Punto Singular'> Supongase que el 

sistema i=/(x). xeUcRn tiene 1111 punto singular hiperhó/ico1 x0 • Entonces 

existen localmente las variedades estah/e8 \Vt..,.(x0 ) e inestablc9 W,.a',..(x0 ). Si fe.\' k~ 

diferenciah/e entonces Wt,..(x0 ) y W 1:'.c.(x0 ) son variedades k-diferenciab/es. 

Así. si tenemos el sistema de ecuaciones diferenciales descrito por 

i=f(x), xeR" 

con x0 un punto singular y la linealización de f en x0 no tiene eigcnvalores cero o 
imaginarios puros los dos teoremas anteriores implican que el número de eigenvalores 
con parte real negativa y el numero de cigcnvalorcs con parte real positiva de la 

3Drfkúdin Do.Ju J: U ~ R n ~ R" un camru \~'tonal tJcc~ 'IUC J gmc:na tm flujo (>, : U ~ R", donde 

;,(x) = ~1,X) .., tlt\I f111JCión Jifcn:ncuiblc JcfiniJ.. JUnl tuJo X E U y / m un int.en11lo 1 = (a,h) ~ R, y 

"""''"""" ··~~·•¡,., = f(\6< r,x)) . 
.JGucl;cnhcmlCT. Johnrmd llolmcs. Philip l 19RJ) NnnliMnrOrdlla11rm.1, f>:i,ftllm1MI S~'tlnrl'I, ""'1 Rifi1~alinnT riffrC"tnr Fil'f,/r 

~-Va-la¡~: Nc:w Yurl. llc:ilJelbcrglkrlin, IJ 

5Drflnfriia~n u~ Vdo~e-<f"'Closlopu[(l¡t1COS, h: u~ V L"Sllll homrornorfismnslh.., hl~~l1\':l)'bnln/1cunm ¡,-1 
l!Uf\ 

continuas 
6Uuclcnhcunc:r, John and l lolmcs, Philip. j 198J). ,\'UtJlmtar 0'1c1/lalJoru, Dyrusmtcul .\')'Jf•.'tm, and Riformt/Dtu 41 ·,·c:tor Hdd.J. 

SpringcT·Vcrlng: Ne\\ York lklldclt-crg Ht.'Tlin. IJ 

7DcrWdOn Un punto 1 0 E R"sc llama un puntohip:rbóhcodd si~l.cma i = /(x), X E R". ,.¡ D/(X0 ) no tiene 

'o.nnk>On W1'.,.,(x0 ) = {x eUl¡!,(x)---¡:;;;-->x0 , y VI;, O ¡'1,(x) Ell} 

'1Donni<k\n W;«(x.,) = {x E Ul¡!,(.<)--¡::;:-;->x,,. y\;/¡:> 0 ¡'l,(x) E U} 



diferencial D/(•0 ) del campo f en x, determinan una equi••alencla topológica'" 
entre el flujo del sistema original y el flujo del sistema lineal izado en una vecindad de 
x0 • Si hay eigenvalores con pane real igual a cero Ja dinámica del flujo puede ser muy 
complicada. 

Debido a todo esto el resto del capítulo Jo dividiremos en las siguientes secciones 

• Determinación del conjunto de ceros del campo asociado. 

• Clasificación de cada elemento del conjunto de ceros. 

J)i=í(x) 

2)y=g(y) x,yeR", r,g:R"->R", r(O)=g(O)=O 

sciliccquc!IOfllupoJógica.Jncntccqui\"llClllClll51 30 E u e R" •hicrto h:U ~ h(U)horncoinorlismotallJU.:li x(1) 

1.'iunailrhiwJ1.• J)L'fllnfk'\.-t y(t) = h{x(t )) .. .., unaOrhila Je~¡ 



• SECCIÓN 1 DETERMINACIÓN DEL CONJUNTO DE CEROS DEL CAMPO ASOCIADO. 

Denotaremos por .. \"1p,q.ri al campo vectorial asociado a la familia de ecuaciones 
diferenciales 

es decir 

i=-x-y 

y=ry+p:-y::' 

==qx:-q: 

(p,q,r) eR' 

x,.....,,(x,y,:)=(-x-y, ry+ p:- y:'. qx-q:), 

Para encontmr el conjunto de ceros del campo .. \"1M·'1 es necesario encontrar el 

conjunto de los puntos donde el campo se anula que denotaremos por <:'.~-"es decir 

e·= 

sirSp 

sir>p 

{(?·-~·" leR \{o}}LJ{(x,-x,o)lx eR} 

{C~:, .- r~~' ,: leR \{±Jr}} 

{(0,--0,:)1= e R }LJ{(x,-x,±.rr)Jx e R} 

sir=O 

sir>O,p"'O 

sir>O,p=O 

Demostración hay que encontrar cuales son los puntos (x.y.=) E R1 que hacen 
que simultaneamente se satisfagan las siguientes tres ecuaciones 

(i) -x-y=O 

(ii) ry+ p:- y:'= o 
(iii) q(x-:)=0 

de la ecuación (iii) observamos que podemos dividir nuestro análisis en dos casos 
<J"'O yq=O. 



(i) => y=-x 

(iii) =>:=x 

sustituyendo las ecuaciones (1) y (iii) en la ecuación (ii) tenemos que 

-rx+px+x'=O ~x(x'-r+p)=O 

=x=Oóx2 +p-r=0 

{ 

. : · (O) sir S p 

•• e'= {o,{±f::p::¡:.¡r::p,±Jr=JJ)} sir> p 

• q=O 

.~ir<O 

.dr=O 

sir>0,=2 =r 

{( P:: ,.- P::, ,z ~=ea} 
r-:: r-= A sir<O 

.. c.= 
{(-f.f.=)I= eR \{o}}LJ{(x,-.r,o)¡x eR} sir=O 

{(,~~' ,- r~' .=)!= eR \{±Jr}} sir>O,p:l:O 

{(o,o,:J!= ea}U{(x.-x.±Jr)jx eR} sir>O,p=O 

Las siguientes ~n las gráficas de las singularidades de x(,,.q.rl 

• 





• SECCIÓN 2 CLASIFICACIÓN DE CADA ELEMENTO DEL CONJUNTO DE CEROS. 

A los elementos del conjunto C:~, .. ,, los denotaremos por Cc'-"_,1. Para 

determinar que tipo de punlO singular es cada elemento de C\,,,, es necesario 

encontrar los eigenvalores asociados a c1P.vP para lo cual se necesita calcular la 

diferencial DXcp.9., 1(c1p.q.ri} del campo X,p.q,r• evaluada en el punto c1p.q.r) y el 

polinomio característico ~"'.,.,.,(c,p..,.,.,X..l) correspondiente. La diferencial 

ox;,,.,,(x,y,=) del campo x.,.,,, evaluada en el punto (x,y,=) está dada por 

(

-1 -1 o ) 
D.~, . .,,.,(x,y,=l = O r-=' p-2r-

q o -q 

y el polinomio caracteristico P,,,.,,(x,y,=X-'l está dado por 

P¡p., .• 1(x,y,z)(,t) = l' +(1-r+z' +q).!' + (-r+z' +q-rq+z'q).!+(-rq+z'q+qp-2qy:) 

Utilizando el Lema de la SECCIÓN 1, podemos considerar de nuevo dos casos 

para la clasificación de los puntos c,,._,_,
1

• Estos casos son 

• q ~ O~ en este caso tenemos que 

(

-1 -1 o) 
~ o ~ 

nx,,..,,cc,,.,,> = (-1 -t o ) 
O p 2r-p 
q o -q 

{ 

.l.'+(1-r+q).1.'+(-r+q-rq).!+q(p-r) slc1..,1 =0 
P. (e , )(.!)= 1
'"

1 1
•·• ' ,¡' +(1-p+q).1.' +(-p+q- pq)l+2q(r-p) si e,,., ... = (±FP,;;FP.,;;FP) 

Asi pues para encontrar los eigenvalores de la diferencial DX,,.4 ,.,(c,M·'') es 

necesario conocer las mices del polinomio camcteristico P,,.,1(x,y,=)(-'l lo cual en 

este caso involucra hallar las raíces de un polinomio de tercer grado. más sin embargo 
para saber que clase de cero cs. no se necesita encontrar explícitamente los 
eigenvalores. sólo basta decir que signo tienen las partes reales de estos. Se podría 
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utilizar la Fórmula de Cantano. pero este método no se puede extender a polinomios 
de mayor grado por lo que utilizaremos el Teorema de Hurwitz para caracterizar los 
signos de las partes reales de las mices de un polinomio de cualquier grado. 

Teorema de Hurwitzll Sea a(A.)=a0 X +a1A."-1+ ... +a"_1A.+a,. w1 polinomio de 

grad<> n can a, e Ry considere Ja matri= de Hurwit= 

h, h, h, ... Ji,,._,] 
Ir,, h, h, ••• h,,,_2 

ll(a(.<)}= ~ i li ::: ~-J , 

o o o ... "· 

h,:::; {ªoi .~;; -S.n 
sii>n 

sean ~(a(.<)) los menores principales de Il(a(.<)) es decir 

[

h, h, h, . . . h,,_, l 
Ir,, 1~ h, ··• li,,_, a si · S n 

~(a(.<))=det O h, h., •·• li,,_, , h1 ={ 1 
•• '. 

: : : ••• : Q Slt>n 

o o o ... h, 

entonces 

• Todas las raíces del polinomio a(A.) tienen partes reales negativas si y 

solo si todos los menores principales h,(a(A.}) son positivos. 

• Hay k ralees con parte real positiva del polinomio a(A.) y n-k ralees con 

parle real negativa del polinomio a(.<), donde k está dado por la fórmula: 

k = l'{a0 ,h,(a(.<)).h,(a(.<)) •••. )+ 11(1,i., (a(A.)),h.{a(A.)), ... } 

y V es la función que cuenta el numero de cambios de ,\·igno de sus 
parámetros. 

Aplicando este resultado a un polinomio de grado 3 obtenemos el siguiente 



JO 

Lema /.u relacwn exi.'l:ff!nle entrt• lo.'< cm'ficien/t1,'I: Jd polmomio 

p{A.) = .t +uA1 +hJ..+c ye/ número d1..1 ruit:esde/ fH'linnmio conparlt• r1..•ul nt'J!llfi\Jay 

parte real pmi1/iva cstú dc1ermmudu pur /u siguiente tuhla 

Nü.mem de panes n:alcs 

Ncgatn-as 

a· O 
h O.h- O 

e oh 
a· U 
h o 
c•O 
o·.0 
e- o 

c··ab 

a u 
e o 
e· ah 

" h º· h o 
t'Oh 

a ·O.a• O 
h·'D 
c•O 

a· O, a- O 
c-n 

e ·oh 

a· O, a ·o 
e· O 
c··ab 

a-·o 
h o 
c··ab 

a o 
h o 
C'"O 
a o 
e ·o 
c.·oh 

a O 
r·ll 

t'' ª" 

Dado que podemos identificar al conjunto de polinomios de grado 3 con R' esta tabla 
describe cienos subconjuntos de R'. en Jos cuales juega un papel importante la 
superficie = = .xy y los planos coordenados x =O, y= O y ==O. En Ja siguiente 
gráfica se puede observar ciertas regiones descritas por la tabla anterior. 
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En nuestro caso es un poco más dificil hacer la gráfica de estas regiones, sin embargo 
los equivalentes a la superficie = = .')' y los planos coordenados x =O, y= O y ==O 
estan determinados por. 

x = (1-=/y)(l-=)(1 +y),== 1 +y,== y/1 +y y x=z cuando c1,.,1 =O y 

= = lf2x+(l-xfy)(1-x)(l +q ), x= I+ y, x= y/I +y y x=z cuando 

<¡,,,, = (±,¡r::p,:¡:,¡r::p,±,¡r::p) 

Continuando con la clasificación de los puntos singulares el otro caso a considerar es 
• q=O 

Para este caso es mñs fácil la clasificación ya que el polinomio característico se 
reduce a uno de segundo grado 

DX1r.0,,C<¡,,0, 1 )=(~l ~I ;] 
o o o 

Pip.o.r1Cc{p.o.r1)(A.) = A:1 +(t-r+=2 )A.2 +(-r+=2 )A. 
Nótese que las mices del polinomio solo dependen de r y de: 

A:' +(1-r+:')A.1 +(-r+:1 )A. =O 

A(k +(1-r+:')A+(-r+:')) =O 

A(A+IXA-r+='l =0 

:.A.=0,-1,r-:' 

Asi en cada plano = = : 0 • si r- =~ <-O el punto sin guiar es un atractOr, y si r-=: >O el

punto singular es una silla. Si r-=~ =O el punto singular existe si y solo si p:, =O y 
en este caso no es un punto singular aislado. 



CAPÍTUL02 

ANÁLISIS 

GLOBAL 



13 

INTRODUCCIÓN 

Como consecuencia del análisis local hecho en el CAPITULO 1 dividiremos este 
capítulo en dos secciones 

• Análisis del sistema cuando q =O {sistema lineal). 

• Existencia de órbitas cenadas producidas por Bifurcación de Hopf q *O 
{sistema no lineal). 

El análisis de la SECCIÓN 1 se convierte en el análisis de un sistema lineal 
homogéneo con coeficientes constantes, por lo que en este podemos llegar a decir 
quienes son las soluciones de la familia de ecuaciones diferenciales. 

El análisis de la SECCIÓN 2 es un poco mas complicado, en particular el análisis 
se centra en tratar de demostrar la existencia de una órbita periódica (una órbita 
periódica que se observó con el programa PllASER, la cual al parecer es una órbita 
periódica atractora). 

Para R 2 existen criterios que pcnnitcn demostrar o no la existencia de curvas 
solución de un campo que son órbitas periódicas, entre ellos esta el Teorema de 
Poincaré-Bendixon. que da condiciones suficientes para la existencia de una órbita 
periódica. 

Teorema de Poincare-Bendis:onl2 Un conjunto /lmile compacto de u11 sistema de 
ecuaciones diferencia/es C 1 en R 2 que no contiene puntos de equilibrio es una órbita 
cerrada. 

La demostración de este teorema se basa en la imposibilidad dadas las 
hipótesis, de que una curva solución dentro de una región acotada en el plano pueda 
escaparse de ella. 

Otro criterio que garantiza la existencia de órbitas periódicas en R 2 es el 
TeGrema de Bifurcación de Hopf. 

Teorema de Bifurcación de llopf (en R 2
)13 ~'i'c.•a Xµ una familia de campo.\· 

vectoriales e' (k2'.4) "n R2 parametri=ados por µe(-e,c), tal que Xµ{0,0)=0 y 

para todoµ e(-c.c) z=(,r,,.µ) es también C 1 (k ~4). Supongamo.,· qui! d;r"(O,O) 

121hrsch. M. W., and Smale, S l 1974). Difftrrntml F.qu(ll1mn, 0'11a1me11/ S\·J/1'11tJ a11d /.Jllt"ar ~llR,<'l•ra. Aca<lrnuc l'rL""~· ~"' 
Ynrl.:,347. 

IJMarsden, J. H. o.nJ McCracl.en. M l 1976) n1.- llup/ D!!Urwt1011111..J dJ .lppflr:t11111111. Spn11~CJ·Vc1latt. Nc1\ Ynrk 1 kiJ..•\llt'fg 

Bcrlin,6..~l 
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tiene ·dos eigenvalores c:ompleju~· di.••tinru.i; A(p) y A(µ) tales que puru 

µ""O, Re(J(JI))"" O. St ademas te11e111os que ---- *O entonces . . dRe(A(Jl})I 
. ., dµ µ•º 

• Exi.\'IC una función c-2 µ.(-&,&)-> R tal que (.\",,O,µ(:r¡)) esta Cll una 

órbita cerrada de z= (zµ,µ) de periodo aproximado a -, 2" ¡ v radio de 
,!(O) • 

orden .¡¡i pura x 1 ;o O tal que µ(O)= O. 

• Existe una vecindad U de (0,0,0) en R' tal que cualquier órbita cerrada 
en U es una de las que arriba se de.!icriben. 

Teorema de la Variedad Centrall4 Seafun campo wcturia/ de da.se C' en R", 1al 

que f(O)=O. Supongase que el espectro de Df(O) está dividido e11 tres purres. 

u .. , O'c y u,, tales que 

Aecrs.siReA.<0. 

A eu" si ReA.=0, 
A eu,, si Re..t>O. 

Sean E .. , E", y E• /os eigeneJpacws generali=ados correspondientes a u.r• u", u., 
respectivamente, entonces existen variedades e.rtahle \V'• e inestable W., de clase C' 

tangentes a E .. y E• en O respectivamente, y una variedad central E" de clase c .. -t 
tangente a E" en O. Las tres l'ariedades son invariantes bajo el flujo siendo las dos 
primeras Ú'J./Cas, pero no así la variedad central. 

Aplicando los dos teoremas anteriores se puede demostrar el siguiente 

Teorema de Bifurcación de llopf (en R")IS Sea Zµ una familia de campos 

vectoriales e' (k 2:4) en R" parametri:ados por JI e(-c,c), tal que Xµ(0,0) =O y 

para todo JI e(-c,c) .r= (,rµ,JI) es tu111bié11 C' (k;, 4). S11po11ga111os que d,rµ(O,O) 

tiene dos eigenvalores complejos clislmtos A(µ) y A.(µ) tales que para 

14Guc1:cnheimcr, Jnhn anJ llulrncs, Philip fl9K1J. ,\·011/mctu 01c1/lt:mo111. l)).11i:11mca/ ·''.~·Jft'nu, t1111.I Hlfarr011ont ofl·caor 

Fichh. Springct·Vctlag: New YOfl.: lkddclhcrg Uahn, 127. 

IS~taB<kn, J. E. urnJ M1o.-Cmd,1o."fl. M. f l976J. n1cllopf Jlifarcat1011 ts11t.I ih .lpplirullmu. Spnuei:r·Verlott· New YOfl.: lleiJclh..'f~ 
lktlin.Hl. • 



15 

µ*O,Rc(..l(µ));tO y el resto del e.<tpectro es distinto de estos eigenvu/ore.11. Si 

además tenemos que dRe(.<(µ)) "O entonces 
dµ µ•O 

• Existe una función e"·'µ:(-&,&)-> R tal que (x1,0,µ(x1)) esta en una 

órbita cerrada de z=(z",µ) de periodo aproximado a l;l~ll y radio de 

orden ,[ji para x, "O tal que µ(O)= O. 

Existe una vecindad U de (0,0,0) en R3 tal que cualquier órbita cerrada 
en U es una de Ja., que ª"iba se de.\·cribeTL 

El análisis se centra en este teorema debido a los problemas que se presentan al 
tratar de demostrar la existencia de una órbita periódica utilizando métodos de 
análisis numérico implementados en una computadora. 

La idea de nuestra demostración utilizar.do métodos de análisis numérico es la 
siguiente 

• Encontrar un punto p, en la órbita periódica ]'(t). 

• Calcular el periodo de la órbita periódica y(I). 

Encontrar un plano tmnsvena/ a la órbita periódica ]'(/). 

• Demostrar que la Aplicllcióa de Poincaré es una contracción. 

Aquí estamos usando el hecho de que con el programa PHASER descubrimos 
la órbita periódica y que aparentemente esta es atractora. 

Si tomamos en cuenta que este algoritmo esta implementado en una 
computadora que no tiene manera de representar a los reales exactamente. este 
produce errores de redondeo. 

Además no se conoce el !lujo del campo, por lo que se utiliza alguna 
aproximación numérica, esto hace que no se pueda encontrar el punto sobre la orbita. 
ni calcular el periodo y que no podamos demostrar que la Aplicación de Poincaré es 
una contracción. 



o SECCIÓN 1 ANÁLISIS DE LA FAMILIA CUANDO q = 0 

Como se puede ver de la ecuación 

.i'=-x-y 

j• = ry+ p=- y.:' 

==o 
(p,r)eR' 
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el flujo deja invariantes a los planos ===o por lo que podemos suponer que el 
sistema es un sistema lineal en el plano. En el caso q =O de la SECCIÓN 2 del 

CAPITULO 1 obluvimos que los eigenvalores emn ,< = 0,-1,r-=' se puede ver que el 
eigenvalor O tiene como eigenvector al (0,0, I). 

Supongamos que la condición inicial esta dada por (x0 ,y0 .=0 ) en este caso. 
nuestro sistema se transforma en 

Sean 

i= -.t- y 

y=(r-=:)Y+P=o (p,r)eR' 

A=(-l -l ,),b=( O) 
O r-:o P=o 

el sistema anterior se puede escribir como i = Ax+b,x eR2
, con condición inicial 

I 0 . Supongamos también que cuando z= =o el cero de la ecuación diferencial es xe' 
(para saber quien es este cero consultar la SECCIÓN 1 del CAPITULO !). Si la matriz 

A es invertible (r-=: >'0) entonces Ai:,+b =O y por lo tanto x, =-A-1b, haciendo 

el cambio de variable y= x- x"' obtenemos 

y=i 
= A(y+x,)+b 

=Ay 

supongamos que A = QDQ-1 donde D está en forma canónica de Jordan y Q es la 
matriz de cambio de coordenadas, hagamos de nuevo el siguiente cambio de variable 

z= Q-'y. Entonces 

y por lo tanto 



Q-':Y=DQ-'y 
Z=Dz 

17 

La solución de la ecuación anterior está dada por z(l)=cº'z,, lo que implica que 

x(I) =Q<!'"Q-1(x0 +A-1bJ-A-'b 

Asl que si A es inveniblc (r-=~ ,.o¡ sólo necesitamos saber quienes son Q y D 
y automáticamente conocemos la solución a la ecuación diferenciol original. Sin 
embargo aún en el caso de que A sea invertible tenemos que considerar cuando los 

eigenvalorcs son distintos o iguales y esto queda determinado por r - =~ distinto o 
igual a -1, respectivamente. 

• Si r - =~ ;t -1 los eigenvalores son distintos y en este caso 

Q=(· 1 ) Q-' 
O -1-(r-~) ' 

1 
2 
(-1-(r-=~l -•J. 

-1-(r-:0 ) O 1 

por lo que en las coordenadas : 1, : 2 las soluciones son de la forma 

:1 =ae-' 

:1 =hecr-:/i,,. 

• Si r-~ = -1 los eigenvalores son iguales y en este caso 

Q=(~I ~)=Q-', D=(~I ~l). 
por lo que en las coordenadas : 1, =2 las soluciones son de la forma 

=, = (u-bt)e-' 

:
2 

=:;be-' 

(
-1 o ) 

D= O r-:~ 

Por último solo nos faltaría el caso cuando A no es invertible, en este caso r- :; =O y 
el sistema i = Ax + b se transforma en 

i=-x-y 

f=P=o 

en este caso las soluciones estn.n dadas por 

x(I)= (xo +Yo- p=,)e-' -p:,t+ P=o -Yo 

y(t)= P=ot +Yo 
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El análisis anterior nos pennite construir el siguiente diagrama de bifurcación 
presentado por el tipo de singularidad. 

.. 
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• SECCIÓN 2 EXISTENCIA DF. ÓRBITAS CERRADAS PRODUCIDAS POR 

BIRIRCACIÓN DE llOPF q "0 

Lema 1 Dado el polinomio 

x·' +(1-r+q)x' +(-r+q-rq)x+q(p-r) 

existe una una región U e R:,. . .,,,, en el espacio paramétrico de tal manera que una de 
las ralees de este polinomio siempre es real y las otras dos son complejas. 
IJonostrat:lón La demostración se hará después. 

• 
Teore1H que .fU/i:iface 

Po =(l-r0 /q0 )(1-ro)(l+q0 ), una curva µ:(-&,&)-> Rt,..,,
1
• µ(O)=(p0 ,q0 ,r0 ) 

tran.v\'enaJ16 a la .vuperjicie p=(l-r/q)(l-r)(l+q) en (p0 ,q.,r0 ) tal que en el 

L'Utnpo X" existe Bifurcadún de Hopf en (p0 ,q0 ,r0 ) paru el punlo .'fingular O. 
~Nd4n Para el punto singular O el polinomio característico está dado por 

x' +(1-r+q)x' +(-r+q-rq)x+q(p-r) 

Por el lema anterior existe una región V e~'·"'' en el espacio paramétrico de tal 
manera que tma de las ralees siempre es real y las otras dos son complejas, si no 
restringimos a (J podemos escribir al polinomio característico como 

(x-A)(x-A)(x-a), a<O, .!=A, +iA,. desarrollando tenemos que 

x'-(2A1 +a)x' +(j.t¡'+2A1a)x-jAj'a, a<O,.t=A1 +i..i, 

el cual tiene ralees imaginarias puras si y solo si el producto de los coeficientes de x' 
y x es igual al termino constante. esto es si y solo si (q-r+ l)(q-r-qr) = q(p-r) 

lo que implica que p=(l-r/q)(l-r)(l+q). Asl tenemos un posible valor de 

bifurcación, (p0 ,q0 ,r0 ) donde p0 =(1-r0 /q,)(l-t¡¡)(l+q0 ), nótese que esto tiene 

significado si y solo si In intersección de la superficie p= (1-r/q)(l-r)(l+q) con U 
es distinta de el vacío. 

Ahora debemos calcular A:<p,) y verificar que sea distinto de cero. Igualando 
los coeficientes de potencias iguales de :e tenemos 

lfiDrfWdil&Una1:um y:(-&,E)--> R 3 CStraru\~I a l..uupmidcScnp•i 3 óe(-E.c): p = J1bl eS ~ 

y'(b)E!lT,,S=R' 

ESH'i 
Si\UR 

TESIS 
OE lJ\ 

lW DEBE 
r.!H.JLWTECk 
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i) t¡-r+l=-2.l1-a 

ii) q-r-qr=l.tl'+U1'a 

iii) qp-qr = -1-tl' a 

de i) tenemos que a=-(q-r+1+2.l1) y de ii) y iii) tenemos que 

(q-r-qr)a= 2.l1a
2 -qp+qr 

por lo tanto -(q-r-qr)(q-r+l+2A1 )=2-l1(q-r+ 1+2.l1 )' -qp+qr. 

Derivando impllcitamente la ecuación anterior con respecto a p tenemos que 

-2(q-r-qr).lj = 2(q-r+ 1 +2A1 >' .lj +8.l1(q-r+ 1+2A1 M;-q 

despejando a .lj de la ecuación anterior tenemos que 

,¡• 
1 

q 
2(q-r+ 1 +2.!1)'+U1(q-r+1+2.l1 )+2(t¡-r-qr) 

ya que en Po los eigenvalores complejos son imaginarios puros tenemos que 

.l1(p0 ) =O, por lo tanto 

.l'(p )- q 
1 0 2(q-r+l)2 +2(q-r-qr) 

Asl si q;.O y (q-r+l)'+(q-r-qr);.O tenemos que .t;(p0 );.0. Por lo tanto 

existe b(furcacl6n lle llop/cn (p0 ,q0 ,r.) para el punto singular O. 

• 
Lo único que nos falta demostrar es que existe la región U (Lema 1) y que la 

superficie dada por p= (1-r/q)(l-r)(I +q) la intersecta. 

Demostración (Lema 1) Para demostrar que la región U existe utilizaremos el 
discriminante del polinomio cúbico reducido asociado al polinomio cúbico generall7, 

Por el lema 1 del apéndice para que nuestra región U exista es necesario que el 
discriminante del polinomio cúbico reducido asociado al polinomio caracteristico sea 
menor que cero. 



Sean 

/:it:~,,1 -+ RI.,,.. f(p,q,r) =(1-r+q,-r+q-:-qr,qp-qr) 

g:ff?d~•-+ R;'.,,, g(a,b,c) =(h-fa•,;
7

u'-fub+é) 

z { z ·1 v2 u' } u,c:R( •• ,. u,= (u,v)eR( •• ,v>0,4+27>0 

21 

nótese que f y g son continuas y que ges sobre ya que dado (u,v)e!li' • ., 

g(O,u,v)={u,v). por otro lado u, e a: •• , es abierto y distinto del vacfo, por lo tanto 

0 1 =g-1(02 ) es abierto y distinto del vacío. 

Proposición 1 Sea V e R:,,.,, definido por V =F'(H1), entonces Ves distinto del 
vacfo. 

DelltOStración Solo es necesario demostrar que 111 = g-1(H,) e: 1 = J(R;', .• ,,1). 

Si f fuera sobre, no tendríamos nada que hacer, pero no es asf, lo que haremos es 

encontrar el conjunto 1r e R~d.C'J complemento de la imagen de f y ver que hay 

puntos en H1 que no están en I'. 

I' = {(a,b,c) e a: ..... I~ (p,q,r) e Ri, . ..,. :f(p,q,r) = (a,b,c)} 

Supongamos quef(p,q,r)=(a,b,c), es decir tenemos las siguientes tres igualdades 

i) 1-r+q=a 

il) -r+q-rq=b 
iii) qp-qr=c 

veamos cuando alguna de estas igualdades no se satisface. Recordemos que q *O por 
lo tanto tenemos que 

r=l+q-a 

e p=-+r 
q 

sustituyendo i) en ii) tenemos que 

-(l+q-a)+q-(l+q-o)q =h 

q 2 +(1-a)q+(l-o+b) =0 

usando la fórmula general de segundo grado tenemos que 
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u-l±,/(l+il)'-4(l+b¡ 
q- 2 

Por lo tanto {cu,b,c)eRl.,.,,l(I+a)2 -4(l+h)<O}c1', además como q"'O esto 

implica que {(1,0,c)Jc eR} e I' y estas dos son las únicas maneras de que alguna de 
las igualdades i), ii) y iii) no se satisfagan por lo tanto 

r = {ca,b,c) eRI~····' (1 +a)' -4(1 +b) <o }u{(l,O,c~c E R} 

Como (0,-1,1) ~{(1,0,c)JceR} y (l+0)'-4(1+(-l)) = 1-4(0)= 1>0 tenemos que 

(0,-1,l)d' ademas g(0,-1,1)=(-l,1) y 1>0,27(1)2 +4(-1)'=27-4=23>0 por 

lo que (0,-1,1) eH1 y V es distinto del vacío. 

• 
Debido a la proposición anterior V es una región en el espacio paramétrico 

RtM·'' tal que para toda ve V, el polinomio reducido del polinomio caracteristico 
asociado a v tiene una ralz real y dos complejas. 

Como las mices del polinomio camcterfstico asociado a v difieren por una 
traslación de las del polinomio reducido, la ralz real podria ser cero, o las ralees 
complejas imaginarias puras, sin embargo las ralees de un polinomio dependen de 
manera continua de los coeficientes de este, podemos variar un poco los coeficientes 
del polinomio caracteristico asociado a v, de tal manera que una raíz sea real distinta 
de cero y las otras dos complejas. Esto demuestra la existencia de la región U y el 
ema 1 queda demostrado. 

Lo único que nos falta verificar es que la región U si intersecta a la superficie 
p = (1- r/q)(l-r)(I +q), es decir solo necesitamos demostrar que para algún (r.q) se 
cumple que 

g{/((1-r/q)(l-r)(l+q),r,q)) eH2 

g(t-r+q,-r+q-qr,(1-r+qX-r+q-qr)) eH2 

Proposición 2 Si (r,q)=(-5,-1/2) entonces g(/((1-r/q)(l-r)(l+q),r,q)) eH2 • 

Demostración 
g(t-(-1/2)+(-5), -(-l/2)+(-5)-(-5)(-1¡2),(1-(-5)+(- t/2))(-(-5)+(-I 2)-(-5)(-1!2))) eH2 

g(ll/2,2, 11) e 11 2 

(-97/12,4246/216) ell2 

pero 27(4246/216)' +4(-97/12)' = 16641/2 >O, 
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por lo tanto (p,q,r)=(-27,-1/2,-S)eU y también esta en la superficie 

p= (1-r/q)(l-r)(l+q). 

• 

r0 =1/2p0 +(J-p0 /q0 ){J-p0 )(l+q.), una curva µ:(-c,c)->R¡'M, 1' 

µ(O)=(p0 ,q0 ,r0 ) transversal a la superficie r=l/2p+(l-p/q)(l-p)(l+q) en 

(p0 ,q0 ,r0 ) tal que en el campo Xµ existe Bifurcacüin de Hopfen (p0 .%,r0 ) para el 

punlosingular (±~.+~.±~). 
Demostración Es similar a Ja del teorema J. 

• 



APÉNDICE 
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DF.SARROl.LO DE l.A FÓR!lllll.A DE CARDA NO 

La Fónnula de Cardano nos da las mices del polinomio e.le lercer grado y' +u.1-~ +fiy+c en 
tcrminos de sus coeficienles. 

Ulilizando el cambio de variable )' = .r-&u logramos eliminar el termino de segundo 

grado~ quedándonos la ecuación de la siguiente manera 

.r'+pr+q=O dondep=h-.!.a2 yq=~u'-.!.uh+c 
3 27 3 

Observación A x 1 +pi+q lo l/amaremo.~ el polinomio cúbico ·red1M:ido asuciado a 
.r' +ux1 +l1J1:+c. 

Por el Teorema fundamenlal del álgcbm la ecuación anlerior tiene lres ralees (en el campo 
de los n0meros complejos), sea .r0 una de eslas rafees. Analicemos el siguienle polinomio 

,; - x.,u -f p. este tiene dos rafees a y p que sa1isfacen el siguienle par de ecuaciones 

a+P=.to 

aP=-.!.p 
3 

como x0 es raíz de x1 + p:c + q tenemos que 
(a+p¡'+p(a+p¡+q=O 

a' +P' +(3ap+ pXa+p¡+q =O, 

pero como aP= -.!.p lo anlcrior se reduce a a' +P' = -q ademas a'P' =-..!..p', por lo 
3 27 

que a' y P' son rafees del polinomio cuadrático =' +q:-..!.. p', por lo tenlo por la 
27 

fórmula general de segundo grado tenemos que 

por lo tanto a= -f +~f + ~~, P=' -f-~f + ~; . 
Hemos obtenido así lo que se conoce como la Fórmula de Cardano 

qf"T7 q{q'7 
xº = a+P= 1 -2+iJ4+37 +J -2-~f:¡-+37. 
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Como la miz cübica licne tres valores en el campo de los números complejos, las fómmlas 
de a y P nos dan tres valores para cada una de ellas. pero no cualquier combinación de 
estos nos dan rafees del polinomio de tercer grado, sino solo uqucllas que satisfagan 

aP=-)._p 
J . 

Si a 1 es uno de los tres valores de a entonces los 01ros dos están determinados por 

a2 = a 1c y a 1 = a,,·1 donde e es una ralz cúbica de la unidad distinta de 1. Si p1 es el valor 

de P correspondiente a u 1 , entonces los otros valores de p cslanin dctcrminndos por 

P, =P.e y p, =A•' como e'= l, tenemos que 

aJJ_, = a 1i:/)1e
1 

= a 1/l¡e' = a 1/)1 = -~. 

de igual manera aJJ,, = a 1cl f11c = a 1/Jie 1 = a1p1 = - !!... por lo que las raíces del polinomio 
J 

.r1 + p:r+q son 
x, = ª• +¡J, 

X:=«: +/J1 = a 11:+jJ.1./l 

.r1:;: ª1 +P: = a,,.l +/Jae 

Hasta aqul lo único que hemos hecho es enconlrar cxpltcitamentc las rafees del polinomio 

.rJ + px + lJ. pero nosotros necesitamos que una de las mices sea real y lns otras dos 
complejas. 

Como las ralees esllin dadas en términos de a y p, y recordando que 

a= -!l.+~!l+ p' P= • _![__~![_+~ 
2 4 27. 2 4 27 

w.7 la expresión 'f4.,.27 desempeftará un papel fundamental, nótese que el signo de esta 

expresión es contrario al signo de la expresión 

D=-4p'-27q' =-108(~+~) 
4 27 

denominada discriminan/e de la ecuación :e·'+ px + q. 

Una consecuencia inmediata de la Fórmula de Cardano es el siguiente 
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Lema 1 Si O <O Hay una raí= real y dos complejas. 
Demostració11 En este caso, en la Fórmula de Cardano, el radicando de cada uno de los 
radicales cuadrados es un número positivo. Por esto, los radicandos de cada uno de los 
radicales cúbicos es real. Sin embargo la miz cúbica tiene un valor real y dos valores 
complejos. 

Sea pues a, el valor real de a y P. el valor de P correspondiente a a,, como 

a.A=-~ 
y p es real P. es tambii!n real. Por lo tanto x1 = a, +P. que es una de las mices de 

x' + px + q es real. las OIJaS dos están dadas por 
x2 = a,e+P.i' 

=a (-!+1.Jj)+P.(-!-1 .Jj) 1 2 2 2 2 

= _!!.L!:.f1+1.JJ 5.::A 
2 2 

x1 =a1e
2 +JJ.e 

=a (-!-1 .Jj)+/J,(-!+1 .Jj) 1 2 2 2 2 

= - !!.L!:.A-1.JJ 5.::A 
2 2 

como a, y P. son reales, estas dos ralees son complejas, pues la parte imaginaria es distinta 

deceroyaque a 1 ~/Ji. • 
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