e

Ko}\‘%“

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

DE MEXICO

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA

FACULTAD DE INGENIERIA

DE STEFAN: SOLIDIFICACION EN PLACAS
PARALELAS DE LONGITUD INFINITA

T E S i S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
INGENIERO MECANICO ELECTRICISTA
P R E S E N T A

NESTOR  DANIEL . LUNA  GONZALEZ

DIRECTOR DE TESIS- DR. FEDERICO MENDEZ LAVIELLE

MEXICQ, D. F.

ANALISIS ASINTOTICO PARA UN PROBLEMA

1993



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



I. INTRODUCCION + o o« ¢ v o o « o o o o a2 o o o » s ¢ »
1.1 AnNt@cedentes . + « « ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ o o o o 0 4 o
1.1.1 Problenas ds cambio de fave © problemas
Btofun.........;........

1.2. HKétodos genorales de soluoién de problemas
BEOLAD o « o« ¢ o o ¢ ¢ 2 6 o o s o a o o a s .

1.3, Antecedontes bibliogréficos . . « + « « ¢« &+ .+ &

II. PLANTEAMIENTO DEL NODELO MATENATICO . « « = « o o » o

2.1 Geomotria el ProblemMR .« « « + &+ o+ « o o o o o o

2.2 Anfligis de 1a interfase . . . . . 4 o« 4 . . .
2.2.1 Andlieis de la transforencia do energis

2.3 Planteanjonto matenfitico « . « ¢ ¢ 2 o o 4 s o .

2.4 Adimensionalizacién . . . 0 v e e 00 e e .

2.4.1 Goneralidades . .« ¢ .« « o s s e o o 0w .

2.4.2 Obtencién da pardmetros adimensionales .

IIT. HETODOLOGER . o ¢ v v ¢ ¢ v ¢ o o o v o o o v o o
3.1 Gonoralidadan . « . o ¢ o 0 s e s s e s e e 0.
3.1.1 Anflisis de perturbaciones . . + + . o &

3.1.2 Teoria de parturbacién roguler y singulax

3.1.3 Acoplamiente asintdético . . ¢« « « . . . .

e 4
o . 6
. . 7
. . 7
de

e 7
de

.. 8
- 10
. 14
. 14
. 16
. 16
. 19
. ax
. 21
. 23
. 26
. as
. 27
- 28
. 2



3.2 Proceso do solucidn
3.2.1 Puncién temporal lineal

IV. RESULTADOS

4.1 Regultados
4.1.1 Resultados de la funcién temporal
4.1.2 Resultados de la funcién armdnica

4.2 Presentacién de Graficas
4.2.1 Funcién lineal
4.2.1 Funcién arménica

BIBLIOGRATIN

.

3.2.1.1 Zona Externa .
3.2.1.2 Zona Interna .
3.2.1.3 Acoplamiento .
3.2.2 Puncién temporal arménica
3.2.2.1 Zona oxterna .
3.2.2.2 Zona interna .
3.2.2.3 Acoplemiento .

-

.

.

sencidal

A

-

lincal
senocidal

.

30
31
31
33
36
39
a9
40
40

41
41
41
42

43
44

57

72



NOMENCLATURA

t - Tiempo en forma dimensional.

X - Eje de coordonadas.

1l - Longitud de la placa.

T;~ Temperatura inicial de la fase liquida.
T,~ Temperatura de pared en x=0.

Ty~ Temparatura en la fase liquida.

Ty~ Temperatura de fusién del material,

Ly~ Calor latente de fusién.

K;~ Conductividad térmica en la famo liquica.
K,+ Conductividad térmica en la fase sblida.
tg+ Tiempo de referenocia.

8(t)+ Localizacién de la interfase en forua dimensional.

A,B - Conatantes de modulacién.

Binbolos griegos

- Temperatura adimensicnal en la fese sélida.

- Temperatura adimensional en la fase ligquida.

~ Movimiento de¢ la interfase on forma adimensional.
Tiempo adimensional. )

- Pracuencia & referoncia.

-~ Difusividad térmica.

- Densidad del material.

- Longitud adimensionzl on ol liqﬁidc.

tongitud adimensional on ol sélido.

larématro dae perturbacidén.

‘s - Temperaturz de pared e¢n forma adimensional on la faze
s61ida. ’
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T, -~ Tiempo de corte.

Tq -~ Tiempo de desprondimiento.
Tiny ~ Tiempo de inversién.

Tepit~ Tiempo exitico.

Subindices

~ Condicién inicial.

- Referido a la fase liquida.

Raferido a 1la fase sélida.

-+ Raferido al punto de fusién del material.
- Referida m la condicién de frontera en el
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adlido.



REBUMEN

El presente trabajo eatudia el desarrollc de una teoria
racional para el tratamjiento de problemas de transferencia de calor
y masa en dominios finitos con un cambio de fase en la frontera,
donde la temperatura inicial de las fases difiere de 1a temperatura
de solidificacién o de interfase.

Asi mismo, sa trata el problema en el cual la solidificacidén
ocurrs en una placa de longitud finita, la cual estd inicialmento
a una temperatura T; préxima al punto de metalizacién; poxr un lado
de 1la placa el calor es removide al mantenorse esta a una
temperatura constante inferior a la de solidificacién del material
y el otro lado es puesta a una condlioién cuasi-adiabétioa, la cual
variar& de acuardo & una funcién temporal.

Estos problemas aparaecen naturalmente en muchos fendémenos gue
involucran metalizacién, refrigaracién, sublimacién, disolucién ds
gases y evaporacidén; los cuanles son consjiderablomente complicados
al tratarlos de una manera tedrica.

En la prosente investigacién sec emplea como método de solucién
la teoria de perturbacioras. HKostrando azi cSmo la técnion de
expansiones asintdticas acopladas pueds ser empleada en estos casoa
muy generales de problemas no lineazles de movimiente de frontera.
Bn particular, en problemas que involucrar un perémetro poguefic
temporal.

Los resultados obtenides afirman gue la condicidén Ge frontera
propuesta retarda el procese de solidificacién Yy que dicha
nodificacién depende directamente de los parémetros 9, ¥y €.

Asi miamo, se grafican 1los resultados en funcidén da estos
parémetros.
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I.INTRODUCCION
1.1 Antecedentes

Genéricamente a aquellos problemas en los cuales se involucra
un cambioc de fase, asi como un movimiento en 1la frontera gque
delimita estados fisicos, se les ha dado por llamar problemas de

Stefan.

i.1.1 Problemas de cambio de fase o problemas de Stefan

En lo gue respecta a la transferencia de calor, trascienden
los problemas que inveolucran metalizacién o solidificacién, los
cuales sou referidos comeo problemas de ‘'‘cambio de fase'" o 'de
frontera mévil". Dichos problemas tienen una gran importancia en
las aplicaciones de ingenieria tales como la fundicidén de metales
Yy aleaciones, almacenamiente de energiz tarmica, disefio de
protecciones térmicas en naves espaciales fabricacién de hielo,
refrigeracién y conservacién de alimentos, la fabricacidén de

vidrio, etc.

La solucién de tales problemas es de una enorme dificultad
debido a la interfase mdvil entre las fases sélida y la liquida,
asi como el calor latente que es absorbido o liberado por esta;
como resultado la localizacidn de ls interfase sélide-liquido no se
conoce a simple vista y deberdi obtenerse como una parte de 1z

solucién,

En la solidificacién de las sustancias puras, tales comc el
agua, esta toma lugar en un discreto rango de temperatura, siendo
las fases sdlida y 1liquida separadas por un perfil mévil Ade

interfase.



En . la solidificacién de mezclas, aleaciones y materiales
impuros, la metalizacién tiene lugar sobre extendides rangos das
temperaturas, 'y como resultade, las fases sdélida y liquida son
separadas por una regién mévil de dos fases.

En la moderna tecnologia, la prediccién de la razdén de
solidificacidédn y la distribucién de temperaturas en el procesoc de
metalizacién, es muy importanta para controlar los pardmetros
fundamentales, tales como descubrir el tiempo para fundiciones
estdticas y la razén de retirada en fundicionas continuas.

1.2. Métodos generales de solucién de problemas de Stefan!

A causa de 1la no linealidad de tales problemas, ol principio
de superpcsicidén no es aplicable.

Cuando la solucién exacta no es obtenida, una aproximacién
semi-analitica y métodos numéricos pueden ser utilizados para
resolver los problemas de cambio do fase.

A continuacién se hace una breve rosefia de los métodoa quo
pueden ser empleados en la solucién de problemas de cambio de faso.

El_método integral: Tal método es empleado para realizar una
aproximacién de las ecuaciones de capa limite; también ha sido
empleado posteriormente, en la solucién del problema de
maetalizacién en una dimensién, asi como cualquier otro problema de

cambio de fase.

! Tomada de Ozisik(i1)



Formulacién variacional: Fue derivado por Biot basdndose en un
argumento termodindmico irreversible, siendo éste la solucién de un
problema de cambio de fase en una sola direccidn.

La fuente de calor mévil: Se basa en el concepto de representar la
liberacién (o absorcidn) del calor latente por el movimiento de 1la
fuente de calor (o sumidero) localizado en la interfase sdlido-
liquido. En este método, el analisis de los problemas de cambic de
fase es transformado a la resolucién de una ecuacién integral.

Método de_ perturbaciones: Ha sido empleado por diversos
investigadores en problemas donde se presenta un parédmetro temporal
pequefio; aunque el anilisis comienza a complicarse a grandes

ordenes de solucidn.

La técnica de encajes: Fue introducido primeramente para resolver

un problema de metalizacidén en una placa, posteriormente se ha
empleado para soluciocnar problemas ds cambilo de fase. El matodo as
muy versatil y se pueden obtener scluciones de una, dos o tres

dimensiones.

Aprovechamiento de variables caracteristicas: B5e desarrolla en
conexidn con la solucién de problemas de conduccién d4e calor que
involucran condiciones de frontera dependisntes con el tiempo. El

método es aplicable para resolver problemas de cambio de fase uni-
dimensionales y también para geometrias esféricas o c¢ilindricas.

El método de analogia de red eléctrica: Frecuentemente este método

es empleado en problemas de conduccién de calor. Ahora es
resmplazado por soluciones mediante métodos numéricos, debido a la
gran habilidad de las conmputadoras digitales. Un gran nimero de
soluciones numéricas se han reportadc para los problemas de cambio
de fase, aunque séle algunas de estas soluciones puede ser
generalizadas para varias dimensiones o en situaciones en 1las
cuales el cambioc de fase toma lugar a elevado rango de temperatura.

10



Téchica de diferencias finjtas o del elemento finito; Trata de
resolver las ecuaciones que describen el fenomeno de una manera
numérica, teniendo gue la solucién de las regiones liquida y sdlida
no es complicada; pero la dificultad se incrementa en la interfase
donde el gradiente de temperatura es discontinuoc y la localizacidn

de ésta no se conoce a primera vista.

Método experimental: Investigacicnes de este tipo en los problemas
de cambio de fase son importantes con el fin de comprobar la
validez de varios modelos analiticos; pero solo un nimero limitado

de experimentos astudiados han sido comprodados analiticamente.
1.3. Antecedentes bibliograficos

Los primeros trabajos que mostraban una solucidén analitica de
los problenas de cambio de fase fueron presentados por Lamé y
clapayx:onl (1831) y por stefan? (1891) en raelacién a la formacidn
de hielo. La principal caracteristica de este tipo de problemas es
que ambas fronteras eran desconocidas y méviles, por lo cual la
ecuacién parabdlica de conduccién de calor se resuelve en una
regién en la cual la frontera también debia ser determinada. Aunque
tales referencias son los trabajos més antiguos publicados en este
aspecto; la solucién exacta de un problama general de cambio da
fase fue discutide por F. Newman en 1860, peroc sus notas no fueron
publicadas sino hasta 1912. Desde entonces, muchos problemas de
cambio de fase tienden a aparecer en 1la literatura, pero 1a
solucidén exacta es limitada a un nimoro de situaciones idealiszadas
que involucran regiones semi-infinitas o infinitas y sujetas a una
simpla condicidén de frontera y a una condicién inicial.

En la literatura actual aparecen una gran diversidad de

articulos, los cuales estudian los procesos de solidificacidén con
el afidn principal de obtener la evolucién de la interfase.

11



N. Ramachandran, J. P. Gupta 'y Y. Jaluria? realizan un
anélisis numérico bi-dimensional para un procesc de solidificacién
de un metal purc en una cavidad vertical cerrada. E1l propésito de
dicho estudio, fue el determinar los efectos trascendentales en el
proceso, asi como el papel que juega la conveccién natural. EL
acoplamiento no lineal de las ecuaciones tiende a ser
adimensionalizado y resuelto con ayuda dsl Método Implicito
Alternante con diferencias finitas. Sus resultados son presentados
grificamente en funcidén de algunos pardmetros adimensionales que

intervienen en el problema.

De unha manera experimental F. Wolff y R. viskanta® tratan de
comprobar dichos efectos, asi como la importancia gue tiene 1la
conveccidn natural en el proceso de solidificacién de un metal puro

bajo condiciones controladas.

Una forma distinta de plantear los problemas de Stefan es la
presentada por Han-taw Chen y Jac-Yuh Lin® quienes consjderan el
problema de cambio de fasa como un problema da frontera mévil; asto
es, consideran que tanto la conveccién natural como la radiacién
{para su caso) son condiciones de frontera. Para obtener 1la
selucidén a dicho planteamiento emplean la Técnica Hibriada de 1la
Transformada de Laplace y el método de diferencias finitas.

La solucidn exacta para un movimiento planc en la frontera es
sélo posible para problemas con dominios semi-~infinitos y con una
distribucién inicial de temperatura uniforme. En estos problemas la
dificultad del movimiento de fase en la frontera as removido en
virtud del hecho de que se comienza en una coordenada constante en
la superficie, la cual es transformada a una coordenada de
semejanza, reduciéndose asi al grado de las ecuaciones a ecuaciones

diferenciales ordinarias.

12



Para problemas de movimiento de fase en la frontera en
dominios finitos, es también posiblae introducir una transformacién
de coorddnadas en la cual la frontera libre es inmobilizada para
escalar las coordenadas, de tal modo que el nuevo sistema de
referencia proporcione la localizacién instanténea de la interfasa.
Esta transformacidén tiene el aefecto de transferir la no linealidaa
de las condiciones de frontera de la interfase a 1la ecuacidn
diferencial, que en este caso permanece como una ecuacién
diferencial parcial. Este procedimiento de transformacién es
aplicado por Duda y vrentas(®:7) en problemas exactos con movimiento
de fase en la frontera, donde una de las fasas as colocada a una
temperatura de fusién. Para problemas de transporte en la frontera,
donde ambas fases son de extensidén finita y no uniformes, una doble
coordenada de transformacién es requerida en la longitud de cada
regién. Una aplicacidn previa de la técnica de doble transformacién
os dada por crank®.

La manera mids simple de plantear los problemas de stefan es la
citada por Ramachandran (Op. cit.) y consiste en suponer que el
inico mecanismo de transferencia de calor en ambas fases es la
conduccién. Estes supuesto ha llevado a un muchos investigadores a
utilizar un gran nGmero de métodos para obtener resultados
elagantes.

Es asi como encontramos reportes como el T. R. Goodman ¥y J. J.
8hea® quienes proponen un modelo de una place de longitud finita la
cual esta inicialmente a una temperatura uniforme infarior a la del
punto de metalizacién., El1 problema es resuelto mediante una
aproximacién conocida como balance de calor integral, por medio del
cual determinan la propagacién de

metalizacidén (movimiento de 1la interfase) y los gradientes de

temperaturas en ambas regiones de la placa.

i3



Del mismo mode 8. Weinkaum y L. M. Jijiw realizan un estudio
uni-dimensional de solidificacién de una piaca de longitud finita,
la cual tiene una condicién iniecial superior a la de metalizacién.
El propdésito es determipar la evolucién de la intexfase y 1la
distribucién de temperaturas en ambas fases, colocando diferentas
condiciones en la frontera. El método de solucién empleado es la
teoria de perturbaciones.

El presante trabaje tiene como principal objetivo el
determinar 1la influencia de una perturbacién a una condicidén de
frontera de una placa de longitud finita durante el proceso de
solidificacién, la cual estd inicialmente a una ' temperatura
superior a la de metalizacién. El1 estudio es uni-dimensional y el
método de solucién empleado es 1la técnica de acoplamiento
asintético de 1la teoria de perturbaciones; esto debido, a 1la
aparicién de un parémetro pequefio caracterizade por el reciproco
del numerc de Stefan. Los resultados se presentaran en comparacién
con otros trabajos para observar las modificaciones propuestas y su
influencia en el movimiento de interfase, asi como también se
muestran ios perfiles de temperaturas en ambas fases de la placa.
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II. PLANTEAMIENTC DEL MODELO MATEMATICO

2.1 Geometria del problema

El modelo propuesto consiste en una placa de longitud finita
la cual esta inicialmente a una temperatura superior a la de
solidificacién.

La geometria del problema la podemos raepresentar mediante la
figura (2.1), en donde las condiciones de frontera propuestas son
las siguientes:

a) La frontera en x=0 se pone a una temperatura constante
inferior a l1a de solidificacidn, esto provoca que exista
un flujo de calor del lado liquido a esta cara; con lo
cual, la formacién del solido adyacente a esta frontera
es inevitable.

b) La frontera onr x=1 se supone primeramente adiabética.
Bajo esta condicién se considera gque el flujo de calorx
que se remueve an la frontera opuesta no se esta
reponigndo an esta cara, provocando asi que se tenga un
elevado rango de solidificacidn.

16
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z.a.r/
T Y ;
. 8(?) \Baen(Bt)
] Tox

FIG. 2.1 MODELO PROPUESTO

Experimentalmente es casi imposible el haecho de mantener una
condicién de frontera tanto adiabitica como isotérmica; es por esta
razén que resulta de interés plantear que una de estas fronteras se
modifique con objeto de establecer una condicién cuasi-isotérmica
o cuasi-adiabatica, respectivamente.
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En el presente analisis se propone que la condicién de
frontera cuasi-adiabdtica esti permitiende un pequefio flujo de
calor que hipotéticamente debe retardar el proceso de
solidificacién. Dicho flujo estd representado primeramente por una
funcién temporal lineal y posteriormente por una funcidén arménica

senoidal.
2.2 Anflisis de la interfase

Ahora se presenta una discusién de las condiciones de frontera
an la interfase sélida~-liquida para los problemas de cambio de
fase. S8e analiza para la situacién en la cual la solidificacién

. toma lugar a discretos puntos de temperatura, y como resultado las
fases sélida y liquida son separadas por un perfil de interfase.

Las relaciones fundamentales que deben satisfacer la interfase
son:

1. La temparatura de ambas fases en puntos adyacentes a la
interfase, debe ser la misma, la cual es normalmente la de
solidificacién del material.

T (X,t) = Ty (%, t) = T,
2. Be debe satisfacer un balanca de enorgia en la interfase.

2.2.1 Anélisis de la transferencia de energia
Para poder establaecer una relacién entre la transferencia de

calor existente entre el sélido y el liquido, se puede basar en la
siquiente figura.

18



Y
—
- .
- Solldo,
-~
o
=2
>
(-]
5 ;
g"‘ Tm TR
8+ :
—
Talx,t)
- Interfase
-
[+]
8t

F1G.2.2 BALANCE DE ENERGIA Y MOVIMIENTO EN LA INTERFAGE.

de donde se puede observar las direcciones de los flujos ds

calor en. base =z este proceso; con lo cual, la formulacién
matemAtica que define dichos requerimientos se deriva bajo una

hipétesis uni-direccional.

{ Flujo de calor Y ‘Plujo de calor } ! Rasdn de calor }
len 1a direccién | en 1a direccién Liberado durante
jnegativa x a tznvel}— negativa x a trnvﬂs}—“ lln solidificacidn }

lde la fase solida de la fase liquida por unidad de &rea

lo cual puede ser sustituido por:

(@ - gy - prg S8EE

{2.1)

19



donde d; y g, son los flujos de calor en la direccién positiva x en
las fases liéuida y s6lida, respectivamente y el signo menos del
lado izquierdo es incluido para asegurar que el flujo de calor sea
en la direccidén negativa de X. Donde Lg es el calor latente de
solidificacién del material, p es la densidad y gs(t) es 1la

localizacién de la interfase sélido-liquido.
8i se supone que el mecanismo de transferencia de calor en
ambas fases es por pura conducciédn, tendremos que:
a7y, oT
= -k = -k s (2.2)
-3 G T Koy

Entonces la ecuacién de balance de energia al sustituir (2.2) en
{2.1) toma la forma;

aT aT,
Kot - Kk - pniBfE) (2.3

Esta ecuacién es derivada para los procesos de solidificacién
mostrados en la figura (2.1), en la cual la interfase se musve en
1a direccién positiva de x.

E8 necesario aclarar que si el mecaniamo de tranafarancia de
calor en la fase liquida as por conveccién, debe sustituirse sl
flujo de calor de la ecuacién (2.3) por h(TE'TSL'

20



2.3 Planteamiento matemitico

Conociendo la fisica del problema, se sabe que los procesos de
solidificacién tienen como mecanismos de transferencia de calor a
la conveccién natural ocasionada por el gradiente térmico en la
fase liquida y la conduccién en el lado sdlido; debido a esto, el
modelo que estrictamente debe plantearse, es el de un balance de
energia en la interfase con los respectivos mecanismos de
transferencia de calor mencionados anteriormente.

Para fines de simplificacién matemAtica, se consideraran
despreciables los efectos de la conveccién natural; es decir, se
estudiara el caso en el que el liguide se comporta précticamente
como un 861ido y cuyo mecanismo predominante en 1a transferencia de
energia es 1la conduccién. La razdén por la cual se hace esta
aproximacidén se explicarf en el proceso de adimensionalizacién y en
el método de solucién.

Asi mismo, pensando en la solidificacién de una placa de
longitud finita, por simplicidad es conveniente estudiar el
problema de una manera uni~dimensional, Tampbién se debe considerar
que las propiedades térmicas del material tales como 1la
conductividad y difuasividad térmica y densidad son constantes.

Despreciando 1los efectos de contraccién o expansién
volumétrica por parte del fluido, las ecuaciones que describen el
fendmene son:

2%



‘etacién de la ensrgia en'sx'iiqq{dobm

{(2.4)

: s
:nL[é(:),q; 'y 7(72.5)
-ki‘l’%ﬂ - At (2.7a)
—X_a_'_rkéi_lfl = Bsenfit {2.7b)

Donde A y B son constantes de modulacién las cuéles serén
definidas mis adelante.

B. Ecuacién de la energia en el sdélido

ar,  a%r,
=g (2.8)
3 = ay?

T (0,t) =T,

(2.9)
Tela(t), ] = T¢ (2.10)
C. Becuacién de la interfase
[x,g;: - xlg;—i] = pl;q—:—:-; (2.11)
8(0) =0 (2.12)

22



2.4 Adimensionalizacién
2.4.1 Generalidades

Huchos de los problemas fisicos mé&s importantes en ingenieria
no pueden resolverse fhcilmente por métodos tedricos.

Problemas de este tipo son muy comunes en mecénica de £luidos,
transferencia de calor, procasos de transferencia de masa, etc. Un
método para atacar la solucién de problemas de este tipo es el
anédlisis Adimensional.

Bisicamente, el anflisis dimensional es un método gue permite
reducir ol nimero y complejidad de las variables que intervienen en
1a descripcidén de un fenémeno fisico, con ayuda de una serie de
técnicas.

Las ventajas mids comunes gue nos representa este an&lisis son:

1° Representa un aenorme ahorro de tiempo y dinero

2° Ayuda a pensar y planificar un experimento.
Bugiere las variables que deben descartarse, o bien un
conjunto de &stas. También ofrece la gram ventajz de
dar informacién sobra las relaciones fisicas que
intervienen en el problema.

3° Proporciona las leyes de escala que pueden convertir
los datos obtenidos en experimentos dados sobre un
pequefio modelo en la informacién para un prototipo.

2.4.2 Obtencidén de parfcoetros adimensionales
En base a la geometria del problema y gracias a los rangos da
temperatura manejados, es posible establecer una relacidén entre

parametros con el fin de obtener las variables de referencia del
problema, las cuales sons
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et m(E))
AT ey,

“donde 8, ¢ Y ¢ gson las cantidades adimensionales de la temperatura
en las fases sdlida y liguida y la localizaciédn de la interfase

respectivamente.

En cuanto a las constantes de modulacién A y B, se definieron
con el objeto de poder establacer libremente el tipo de condicién
de frontera; ya que como se puede constatar, segin el valor de
éatas la condicién de frontera variarid desde una condicién
adiabatica hasta una condicién isotérmica. En nuestro caso, dichas
variables tienen la funcién de establecer unz condicién de frontera

cuasi-adiabédtica.
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Las anteriores variables se obtienen ficilmente, pa'ro' parael
tiempo de referencia es necesario analizar la ecuacién de.balance
en la interfase, donde: .

- 12 Bte -
ag,

Analizando el tiempoe de referencia, se decida gque es
conveniente representar al reciproco de sStefan como el parfmetro de
perturbacién del problema.

et . %(Ts - T
Bte Ly

donde cp('ri - T¢) es la capacitancia de calor de la fase liquida
referida a la temperatura de fusidn y Ly es el calor latente de

fusién.

Dado que valores tipicos c‘,_,/l‘cl por °c para algunos materiales
es: 0.01249 para el agua, 0.0293 para el hierro, 0,00335 para al
cobre; es claro que se puede manejar un diferencial de temperaturas
del orden de 40°C para el agua y 130°C para metales liquidos sin
exceder un valor limite del parimetro de parturbaciédn ( € <= 0.5).

Con lo anterior, el tiempo de referencia representa el tiempo
caracteristico para gque el movimiento de 1la interfase ocurra,
siendo este mayor comparado con el tiempo de referencia tedrico de
difusién de la fase 1liguida (12/"1.) para cuando el € << 1; esto
quiere decir gue el tiempe que necesita la interfase para su
movimiento es menor que el tiempo que tienz que pasar para 3ie se

presente la conveccidn natural en la fase iiquiada,
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i1’ roduciendo .los anteriores parémetros en las ecuaciones

(2..Y-{2.12) obtenemos:

A.: Fase liﬁuida

3% . L30g e 0a 3
-’ P - ao o

Q

x

e o)
T 38 (1)
3¢ (1,7)
TR
B. Fase sdlida

L O NP | B do 368
a—ei = :(;;)(a 3% E"a?at’

_ RI(Ta - T¢) _
NI rc e i

8(1,7) =0

(2.13)

(2.14)

(2.15)

{2.16a)

(2.16Dh)

{2.17)

{2.18)

(2.19)
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C. Interfase

Ny 9001, 7Y Bek0,T) . iy Ao =
4 \:)T a_d_f'._ gU1-0) o= (2.20)
oty =0 - : (z.21)

Por facilidad se incluye la relacién de conductividades
térmicas K /K, en la variable adimensional 6 del solido; donde esta
tendrd un valor negativo, en virtud da que T, siempre es menor a
Teo

£

La no linealidad debido al desconocimiento de la localizacién
de 1a interfase tiende a ser transferida de las condiciones de
interfase a las ecuaciones de balance de calor en el sélido y en el
liquido.



CAPITULO III
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III. METODOLOGEA

3.1 Generalidades

En la literatura existente se puede apreciar que la principal
caracteritica rasgo de los problemas de stefan es al
desconocimiento de las condiciones de interfase, asi como el

movimiento de la misma.

La teoria de perturbacién es una coleccién de métodos
iterativos para obtener soluciones del comportamiento global de una
ecuacién diferencial, la cual involucra un parémetro pequeiio. Como
puede verse el problema de Btefan previamente definido por las
ecuacionas (2.13)-(2.21), puede ser tratado, por los comentarios
" anteriores como un problema de perturbacién.

Estos métodos son tan completos, que actualmente son empleados
al encontrarse con un pardmetro pequefio temporal, el cual
inicialmente puede ser despreciadc (disminuyendo asi la complejidad
del problema) para despuds ser evaluade aegiin su valor en el
problema; siendo el término inicial de 1la solucién (cuande el
parémetro pequefio es despreciado) el factor de mayor importancia y
los términes subsecuentes los factoraes de correccidn.

El procedimiento genaral del métodco de perturbaciones es el de
identificar un pardmetro pequefio usualmente denotado por €, tal que
cuando €=0 el problema comience a ser soluble. La solucién global
para el problema puede ser estudiada por un andlisis local préximo
a €=0. Con lo cual, se estard convirtiendo o descomponiendo 1la
solucién de la variable en cuestién en una serie de términos los

cuales estin multiplicados por el parémetro de perturbacidn elevado
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desde una potencia cero hasta una potencia p, como se muestra a
continuacién:

V) = U(X)g - € ULH); + €2U(X) 5 - .o. + €PU(R), (3.1)

3.1.1 Anéilisis de perturbaciones

Al anslizar un problema dado, el cual se desea convertir en un
problema de perturbaciones, es necesario seguir los siguientes
pasos:

I. convertir el problema original en un problema de perturbacién
al introducir un parémetro pequefio tal como €.

Algunas veces este punto resulta ambique, a causa de que
existen varios caminos para introducir el parémetro €. Aunque
es preferible introducir € en donde al orden cero de la
solucién aporte el téarmino de relevancia en la seria de
perturbacién propuesta.

Resulta claro observar gue este puntc puede ser omitido en el
entendido que la ecuacién original contenga un par&metro
pegueifio, el cual puede ser tomado y desarrollado a su ver en
serie de potencias para convertirlo en el parédmetro da
perturbacién regquerido.

II. Agrupar expresiones que correspondan a un mismo valor de
potencia de ¢ y sclucionar dichas expresiones.

La solucién de orden cero consiste en hacer €=0.

III. Retomar la respuesta del problemz criginal para valores
apropiados de €.
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3.1.2 Teoria de perturbaciém regular y singular

La series de perturbacidn ocurren en dos variedades:

1. Se definird un problema de perturbacién regular como uno cuya
serie de perturbacién es una serie de potencias en ¢ teniendo un
radio de convergencia. Un rasgo bisico de todos los problemas de
perturbacién regular (el cual se utiliza para identificar dichos
problemas) es gue la solucidn exacta para un pequeho valor de €,
tiene como principal valor la solucién del problema de orden cero
(cuando €-0) y las posteriores socluciones son pequefias correcciones
al dicho orden.

2. Se define un problema de perturbacidn singular como uno cuya
serie de perturbacién en cada caso no toma la forma da una serie de
potencias; o si lo toma, la serie de potencia tiene un radio de
convergencia. En la perturbacién singular, algunas veces no se
obtiene 12 solucién para el problema cuando €z=0; cuando una
solucién al problema no perturbade existe, sus rasgos cualitativos
son distinguiblemente diferentes de la solucidn exacta para valores
pequefios de €. También los problemas de perturbacién singular
tienen la caracteristica de gue algunos intervalos o condiciones de

frontera se pierden al hacer €=0.

En cada caso la solucidn exacta para €=0 es fundamentalmente
diferente en cardcter de las soluciones obtenidas préximas en el
limite € - 0. 8i este no es un cambio tan abrupto en caracter,
entonces podemos tender a clasificar el problema como un problema

de perturbacién regular.

Cuando se trabaje con un problema de perturbacién singular hay
gue tener cuidado en distinguir entre el orden cero de solucién
{termino lider en la serie de perturbacién) y la solucién del
problema no perturbado, dado que este Gltimo puede no existir.
Mientras que en la perturbacién regular no existe dicha diferencia.
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" 3.1.3 Acoplamiento asintético

El principio de acoplamiente asintético es muy simple. Cuando
en un intervalo un valor de frontera del problema rompe con una
secuencia en dos o mds sub-intervalos traslapados; es necesario gue
en cada sub-intervalo se empleo 1la teoria de perturbaciones para
obtener una aproximacidén asintética a la solucién de la ecuacién

diferencial valida para ese intervalo.

Posteriormente se realiza un acoplamiento entre un par de
intervaios al aproximarlos asintéticamente hacia el limite en
cuestidn, teniendo ambos una misma forma funcional.

Lo anterior nos da una secuencia de aproximaciones asintéticas
a la solucién de la ecuacidén diferancial.

Por construccién, cada aproximacién satisface todas las
condiciones de frontera dadas en varios puntos del intervalo. Por
lo tanto, el resultado final es una solucién aproximada a un
problema de valor de frontera vilido en al intervalo completo.
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3.2 Proceso de solucidén

81 se explora una solucién aproximada de las ecuaciones
(2.13), (2.17) y (2.20), sujetas a las condiciones de frontera y a
la condicidén inicial (2.14})-(2.16), (2.18)-(2.,19) y (2.21), en 1=z

: forma de una expansidén asintética valida para € << 1, una
inspeccién superficial de las ecuaciones sugiere una expansién

regular da perturbacidén de la forma

N
6(E,7,6) ~ T €20, (£,1) (3.2)
n=0
. .
@ (x,7,€) ~ £ €2 ¢, (x,7) (3.3)
n=0
N N )
g (1,6) ~ £ Vg (1) (3.4)
n=0

en las cuales existe una singularidad cuando € -~ 0; ya gque como se
observa en las ecuaciones (2.13), (2.17}) y (2.20), 1la condicién
inicizl de ambas fases no sa satisface, dado que los términos
temporales se pierden al realizar la expansidn.

La no uniformidad de la expansién en las regiones préximas a
T = 0 puede ser corregida al construir una expansién interna para
0, ¢ y o valida para una escala de tiempo donde T<<l. Dicha
expansidén interior tenderd a satisfacer la condicidn inicial para

daespués acoplarse con la expansidén externa.

Dado que el problema se estudia para dos distintas condiciones
de frontera en la fase liquida, se procede a realizar por separado

el método de solucidn.
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3.2.1 Funcién temporal lineal

En 6l casoe de la funcidén temporal lineal como modificacién a
la condicidén adiabatica,

se debe tomar come condicién de frontera
en al liquido la especificada por la ecuacidn {2,16a)

3.2.1.1 Zona Externa

A continuacidén se proceds & realizar la expansién de las
variables externas al sustituir las ecuaciones (3.2)-(3.4) en las
ecuaciones (2.13), (2.17)

Yy (2.20); inmediatamente después se
agrupan les términos que tengan la misma potencia en €.

El orden cero y el primer orden de correccién
A. Liquido

rasultan ser:

2 2
ao'”:c) 3¢1=° {3.5)
ax? ax?
B. S8&lido
2 2
ae":o aal:g (3.6)
EI I
C. Interfase (1-0 )aeou,r) - o0, 7) P )dao (3.7)
o -1 (] % = 9o ol g7
88, (1,7) 88g(1,1) 3340, T) 3¢ (0,7)
(1-0p) ST -0y .14 - gy 3% - gy %
do, dog dog
= co(l—ao).ﬁ. - OOy 0'1““’9)—"-7— {(3.8)
obteniendo la solucidén de la fase ligquida, al resolver 1la
acuaciodn {(3.5) dadas 1lss condiciones de frontexa en (2.15) y
(2.16a):
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9 = 0 . (3.9a)

¢y = {1-0g) 7Y (3.9b)

El orden cerc y el primer orden de correccidn para la fase
56lida es obtenida al resolver las ecuaciones (3.6) bajo las
condiciones de frontera dadas en la acuacidédn (2.18) y (2.19)

8o = 6a(1-E) (3.10a)

08, =0 (3.10b)

sustituyendo los anteriores resultados en las ecuaciones (3.7) y
(3.8) se obtiene:

g = {/C-20, (3.112)

c (Cg-20,T) C
1 s ints LAY ut BRI | (3.11b)

% = 2 3
Jeg-20,7 50,

donde Cy Y €, son constantes que aparaecen en el proceso de solucidn
debide a que la condicidn inicial no se estd satisfaciendo,
posteriormente se determinan al realizar el acoplamjiento con 1a
zona interna.

En la ecuacién (3.9b) es necesario sustituir el valoer da o

para dejar a ¢, en funciém de la variable independiente T;
realizando esto:

&) = (1-JCy-20,7)7x (3.3b")
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3.2.1.2 Zona Interna

En vista de qua la condicién inicial no se satisface, es
necesario realizar una expansidén interna, la cual tendr& la forma
de las siguientes variables:

8¢, = 0(E, T

P, TY = (%, T)

a(T) = a(r)

L]
"
LIE)

De 1a definicién de escala larga de tiempo de la variabla t y
la relacién antes mostrada, es aevidente que el tiempo de referencia
para las dimensiones de escala corta en la variable T es lz/a,_, que
es el tiempo caracteristico de dAifusién de 1la parte 1liquida.
sustituyendo las expresiones anteriores en las ecuaciones (2.13),
(2.17) ¥ (2.20) se obtiens las ecuaciones para el problema en
variables internasa.

3% _ L 2380 _ ;, 4840
30§, 5 “TTE‘E) (3.12)
3% _ i 299 _ (.. ., 2833
Hﬁ = (2-8) 57 (1-9) (3 x)a—,l.a-i (3.13)
_ay 383, T) _ S3é(0,T), _ _ay @8 .
€r(s a)T a_?xl‘_l 3(2-0) (3.14)

Las condiciones iniclales y de frontera para las variables
internas 6, ¢ y o son obtenidas de las ecuaciones (2.14)-(2.16),
(2.18)~-(2.19) y (2.21).
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Asumiendo una expansién interna para las variable 6, ¢, o de

1la forma:

n
8(E, 1) ~ 3 /30,6, (3.15)
n=0
" X .
Btx,wre) ~ 3 €/ G (x, (3.16)
n=0
»
2T ~ 3 /o, (1) (3.17)
neo :

Ahora se procede a sustituir (3.15)-(3.17) en (3.12)-(3.14) e
igualando coeficientes con nisma potencia en ¢. El resultado de
diohas ecuaciones se simplifica enormemente al observar en el lado
igquierdo de 1la ecuacién (3.14) esta multipiicado por e. Por lo
tanto, en el orden més bajo de la escala de tiempo internc, el
movimiento de interfase puede ser despreciado. Utilizando este
resultado en las ecuaciones (3.12) y (3.13) se obtisne el orden
cero y primar orden dc las fases sélida y liquida.

A) Fase liquida

3%y _ 3do

. . 3.18a
Pl (3.180)
2x . . .

3% _ 9% 40, 3¢ (3.18D)
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B) Fase sélida

a2 . .
o 4 : . 3.10m)
CQE% )
24 B .
a_.e_i =0 ’ (3.19b)
652_
<) Interfase
36 (1, Ty, A%

{3.20a)

—r— " tiaw

90,(1,T) 30g(1,T) 3¢g(0,T)  A(2,8;) _ ,43; (3.20D
-8y -3y = B JL
2] 14 :E aF a7

De 1las ecuaciones (3.18)~(3.20) Y dadas las condiciones da
frontarz (2.14)-(2.16a), se obtienen las siguientes soluciones:
A) Liquido

. il - gIme
do = ¥ (—Z—sen(i+Dimxie 7 (3.212)
30 (j+l)w
2
B) BSlido
8 = B8,(2-E) (3.22a)
6; =0 (3.22b)
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C) Interfase

i8giT0 : (3.23a)

(3.23b)
e -3 =T f“f(i‘-)"r
8= 3 (——31——— -———3— (3.230)
i gem? TEEETEe R

3.2.1.3 Acoplamiento

El propdsito del acoplamiento es encontrar la ralacidn entre
las constantes obtenidas on la solucién exterma (C, y C,). La idea
bésica se presentd al inicio ds este capitulo.

Para realizar dicho acoplamiento es necesario hacar tender las
variables en cuestién, asintdticamente hacia el intervalo préximo;

teniendo ambas, una misme formz funcional.

El primer paso consiste en presentar la solucidén para cada

expansién.
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La solucidn externa gquedard represantada por la suma de las
ecuaciones (3.11a) y (3.1i1b).

¢ (€g-28,7) Cq
Omxe = Co-28,1 + €1/3y = N 059 7[5 10271} 2”(3-
a

La solucién interna sa obtiene al sumar la ecuacién (3.23b) y
{3.23¢)

2 St ha®
8, =€ 20r - ey [— 2 e 2

i rg-lin?

ST e ere - el ) (3.25)

A continuacién se presenta la solucién interna en funcién de
parfmetros externos mediante la relacién T=7/¢; esto para que se
tenga una misma forma funcional.

También es necesario una aproximacidén asintética en las
variables al hacerlas tender al limite en cuestién; esto es, 1.0 y
por otro lado T-®,
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El sustituir las variables en las ecuaciones (2.24) y (3.25), .
Y al hacerlas tander a dicho limite obtenemos:

Opxt = YCo-20,1 - 0(e}/?) (3-26)

/2
8, = -20,7 - O(if___) (3.27)

VT

Comparando las ecuaciones elemento 2 elemento de similar
potencia en €, es evidente que las constantes C; = C; = 0 para que
el acoplaaiento se pueda cumplir.
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3.2.2 Funcién temporal arménica senoidal

Ahora se analizaré el problema con la condicién de frontera en
la fase liguida especificada en la ecuacidén (2.16b).

3.2.2.31 Zona externa

Nuevamente las ecuaciones a resolver son las (2.13), (2.17) y
(2.20) teniendo como Unica diferencia 1la condicién de frontera
antes mencionada.

Es evidente que dicha condicién de frontera en la fage liquida
no interviene en el comportamiento de la fase s6lida, es por eso
que al momento ds realizar el andlisis, la solucién en la fase
851ida representada por las ecumoiones (3.10a) y (3.10b) no se
altera.

Para el orden cero de solucidn, tanto en la fase liquida como
an 1la intaerfase, el resultadc es el mismo mostrade en las
acuaciones (3.9a) y (3.1iia).

Para obtener el primer orden de correccién en la fase liguida
se debe resoclver la ecuacién (3.5) dada la condicién de frontera
{(2.16b), realizando esto:

¢, = (1-Jco-20,7 ) sent x (3.28)

La solucién del primer orden de correccién er el movimiento de
l1a interfase se obtiens daea la ecuacién (3.8) al sustituir en esta
las ecuaciones (3.9a), (3.10), (3.11a) y (2.28).

0. - Ot _, _(-1)® 730D (3.29)
YR _};3 (4m+5) (2mr 1)1 1 :
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3.2.2.2 Zona interna

8e nota de (3.20a) que el primer orden de correccién en el
movimiento de la interfasae depende sélo del gradiente térmico de la
fase sb6lida. Es decir, Jd¢,/dx s6lo afectarf el movimiento de 1la
interfase a un segundo orden como se obtuvo en (3.20b); es por
esta razdén que la perturbacidén propuesta en la condicién de
frontera del liquide, cualquiera que esta sea, no va a influir en
el comportamiento de la interfase en la zona interna sino hasta
valoraes de orden de ¢3“, los cuales no serfn considerados en este
trabajo.

Por lo anterior se puede asumir que las ecuaciones (3.21)-
{3.23) son también vAlidas en la zona interna para la condicién de
frontera propuesta.

3.2.2.3 Acoplamiento

En este punto sa debe aclarar que durante el proceso de
solucién de 1la condicién de frontera arménica senoidal, se observé
la similitud de los resultados con la frontera lineal en el ordemn
cero de la interfase; con lo cual, el acoplamionto en dicho orden
o3 semejante en ambos casos y por lo tanto el valor de la constante
Cp o3 el mismo.

Dada 1la gimplificacién anterior al considerar C, = 0, se
obtuvieron 1los primeros ordenes de correccidén tanto en 1la fase
liguida como en la interfase.

El siguiente paso es calcular el valor de la constante C,

mediante el procedimiento desorito en el acoplamiento de la funcidn
temporal lineal, ds agui el valor obtenido es C; = 0.
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CAPITULO IV
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IV. RESULTADOS

4.1 Resultados

Los resultados se deben presentar en base a la expansién
propuesta en las ecuaciones (3.2)-(3.4) ¥y (3.15)-(3.17).

4.1.1 Resultados de la funcién temporal lineal

A. Liquido
i} Zona externa

Prxtornn €117 (1--20,1 Y1y (4.2)

ii) Zona interna

1
. R b 2 ~[(3e5)x)20
PInterna* E L 1 Ben(j’%)rﬂxle * {4.2)
0 (3T
H
B. B&lido
B610na1 = 8a(1-8) (4.3)
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C) Interfase
i): Zona externa

Ogxtarnas ¥ 20,7 “fl'rlzk(-g‘rz) g (4.4)

ii): Zona interna

SR "'u; o
atntornn?"_"w _20;1 b ‘E‘ t

2 _taspmE
i e nn?

ST 5w e ere (3o DamdT ) (4.5)

4.1.2 Resultados de la funcién arménica senocidal

A) Liquido
Pextarna™ c’““"v '29117 ysent (1.6
C) Intertfase
Gextomna” (F8aT - MY LBETEN,
Extorna a oo (4m+S) (2m+1) 1

como ya se menciono, los resultados tanto en la fase sélida,
zona interna de la fase liquida y zZona interna para el movimiento
de la interfase son semejantes a las analizadas en el caso de la
funcién lineal como condicién de frontera. :
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En las anteriores soluciones es importante observar 1la
existencia de dos parametros relevantes que esatan representados por
e y 8,, los cuales influyen directamente en el comportamiento de
las ecuaciones.

4.2 Presentacién de Gréficas

Para mayor facilidad de lesctura se realizan los comentarios y
conclusiones por grupos de grificas y posteriormente se hacen los
comentarios generales en el capitulo de conclusiones.

Cabe sehalar que 1las gréficas correspondientes a la
distribucién de temperaturas en la fase sdélida no se incluyen
debido a que ésta no representa gran interéds, ya que como se puede
percibir de la ecuacidn (4.3) la relacién que guarda 6 con [ es
lineal; asi mismo, é&sta permanece inalterada en el proceso de
solucién.

De este modo, la distribucién de temperatura de 1la fase
liquida en la zona interna representada por la ecuacidén (4.2}, no
se grafican debido a que en la literatura ya existe sste caso. De
igual modo se considerd 1la 2zona interna de la interfase
representada por la ecuacién {(4.5).
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La figura (4.1) muestra un comportamiento no esperado, ya que
1la tenp tura conforma transcurre (38 tiempo,
indepandientemente de la posicidn 4e anflisis, Dicho comportamiento

8@ pregenta para valoeres de 0,=-0.25.

Por otro lado la figura (4.2) presenta un comportamiento
diferente & lo esperade, puesto que para valores de tiempe 1=0.3 y
7=0.6 se tiena distribucién de temperaturas idénticas,
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Comparado las figquras (4.1) y (4.2) se puede apreciar que ¢
disminuye presuntamente por la reduccién del valor de 0,.

Asi mismo, de la figura (4.3) se observa que el comportamiento
da ¢ satisface 1la fisica del problema al estar disminuyendo
conforme transcurrse el tiempo. Lo anterior se puede explicar o
relacionar en base a 0,, dado que es el (inico parémetro que sa
modificé en las figuras. Desgraciadamente estas no nos preporcionan
dicha relacién.

Adem&s, es notorio que el valor numérico de ¢ comparado con
las anteriores graficas es menor; esto también confirma 1la
influencia directa de 6, sobre el problema.

Comparando 1las figquras (4.1)-(4.3) podemos obtener las
siguientes conclusiones:

i) 8, << 0
ii) 8, - 0 ¢ 1

©°
1
o

Bl significado fisico de lo anterior se puede expresar con los
siguientes puntos:

i) Bl diferencial de temperaturas entre T, Y T, o8 tn-n grande que
existe un elevado flujo de calor hacia la frontera del sélido,
provecando que se tengan bajos niveles de acumulacién térmica en el
fluido.

ii) Por el contrario, si se tiene un diferencial de temperaturas T,
Y T¢ muy bajo; es decir, que T, - T,, el flujo de calor hacla la
frontera del sélido serx& imperceptible, con lo cual los efectos de
acumulacién térmica en el liquido es mucho aayor.
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En la figura (4.4) se observa claramente ol efecto de
incrementar el valor del paréimaetre de perturbacién sobrs la
distribucién dae temperaturas en la fase liquida. En esta misma,
nuevamsnte se aprecia el comportamiento no esporado de ¢ con
valores de 8,=-0.25.

Por moadio de la figura (4.5) se pueda comprobar los efectos de
6, sobre ¢; asi mismo también se comprueba gue para 0,=-0.50
la distribucién de temparaturas es la misma en dos diferentes
tiempos.
52



Comparando las figuras (4.1)-(4.3) contra (4.4)-(4.6) se
concluye que el pardmetro € influye directamente en el
comportamiento de ¢.

Al aumentar ¢ se puede considerar que la capacitancia de calor
inieial cp(T;-T;} estd aumentando y por tal motivo, le cuesta mis
trabajo al liquido llegar a la temperatura de fusién, lo cual da
por resultando que exista un almacenamiento de calor en la fase
liquiaa.

8i por el contrario €+0, se considera que la capacitancia
inicial es muy pequefia, lo cual conduce a afirmar que 1la
temperatura inicial asth préxima a la tenporatura de
solidificacidn; provocando asi, que el almacenamiento de onergia
térmica en la fase liguida seam précticamente insignificante, puesto
que ésta répidamente se establece en la temperatura da fusién.

En cuestiones précticas y para el tratamiento teérico que se
le dio al problema, es conveniente el tener valores de € - 0.
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FIG £ & CTOMPARACION bEL:MOWMIENTO DE LA INTERFASE CON £=0.10

Las grificas (4.7)-(4.9) nmuastran el movimiento de la interfase con
condicién lineal para diferentes valores de 8,.

BEn (4.7) se observa 1la compatencia de la condicién adiabatica
contra la condicién lineal que se ve influida directamente por 6,.
La diferencia entre la condioién lineal y la condicién adiabitica
se empieza a apreciar para cilertos valores de tiempo y mientras
este transcurre, la diferencia es més notoria.
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Analizando (4.8) se aprecia que si 0,<<0 se tiene un elevadoc
rango de solidificacién e incluso, 1l1la discrepancia entre 1la
condicién lineal y la condicién adiabatica se reduce visiblemente.
Por otro lade, para valores de 0,.0 hay un bajo rango de
solidificacién, presentandose también una diferencia creciente
entre el comportamiento de la condicidn lineal y la condicién
adjabdtica. Nuevamente se observa que para un cierto valor de 7 las
condiciones de frontera comienzan a distinguirse.

Analizando (4.9) se confirma la influencia de 0., como se
comentdé anteriormente, para valores proximes a cero 1la
solidifjicacidn puede no ocurrir, mientras que para valores lejancs
a cero, 1a solidificacién toma lugar en cortos instantes de tiempo.

De lo anterior se puede concluir que debido a que inicialmente
se consideré que el flujo de calor la frontera de la fase liquida
estaba entrando al sistema, el efecto que é&ste tiene sobre 1la
interfase es el de retardar el procesc de solidificacién.

Dicho proceso puede ser controlado por el parédmetro 0, on bass

a la siguiente relacién:
i) 6, << 0 g~ 1
i) 8, -~ 0

. e

g <1
Fisicumnnfo asto se puede explicar de la siguiente nanera:
1) BEn este caso sa considera que la . temperatura de pared {T,) es

tan baja que se remueve una gran cantidad de calor, provocando el
répido movimiento de 1a interfase.
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ii) Asi también para temperaturas de pared del orden de la
temperatura de fusién, el flujo de calor hacia esta pared seré
insignificante, provocando que se tenga una lenta evolucién de la
interfase. 5i a esto se le suma el flujo de calor debido a 1la
condicién de frontera en el liquido, se provoca un almacenamiento
térmico en dicha fase, impidiendo asi que el proceso de
solidificacién ocurra. Esta es la razén por la cual existe una
discrepancia cada vez mayor entre el caso adiabitico y el caso
lineal.

También es importante destacar un parfmetroe gque resulta
dependiente directamente por € Y que €3 el tiempo de
desprendimiento.

Se llama tiempo de desprendimiento al tiempo en vl cual los
efactos debidos a 1la condicién de frontera en el liquido comienzan
a gser considerados por la interfase.

Como se puede destacar de las figuras, sin importar el valor
de ©0,, existe un tiempc antes dsl cual el mnovimiento de 1la
interfase no se ve alterado por la condicién de frontera en el
liquido.

Dicho tiempo eath relacionado con € on base a:

€ L, 0 : T4 >0
€ - 3 ; Tq ~ 0
Esto se puede explicar fisicamenta de la siguiente manera: si
€+0 se supone gue la capacitancia de calor inicial es minima, esto
afirma que la temperatura inicial del liquido esta préxima a la de
solidificacidén, provocando que al ligquido le sea m&s fdcil llegar
a la temperatura de fusidén, esto trae como consecuencia que 1la
interfase evolucione de manera gradual sin tomar en cuenta los
efactos en la frontera. ’
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8i por el contrario e.1, la capacitancia inicial es alta y por
tal motivo, la cantidad de calor que debe removerse en el liquido
es grande. Mientras esto ocurre, el movimiente gradual de 1la
interfase se realiza lentamente, Y en un tiempo relativamente corto
se percata de la condicién de frontera en el liquido.
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La figura (4.10) se realizd con la finalidad de obgervar el
comportamiento de la distribucién de temperaturas en 1a fase
liquida en funcién del tiempo. Dicha figura representa la
temperatura aparente (normalizada en base a la longitud) en la fase
liquida para un valor de €=0.1.

El gradiente de temperaturas se normalizé en base a x debido
a la relacidén lineal entre ambas.

La figura nuestra que para 7<<1 existe un aumento on 1la
temperatura aparente. La rapidez del flujo de caler que se coloca
en la frontera de la fase liquida es mayor que el flujo de calor
que se estd removiendo en la interfase. Cuando el tiempo transcurre
dichos flujos tienden a ifigualarse al grade da gue existe una
inversién en el comportamjiento de la temperatura aparente; cuando
estc sucede el flujo de calor rsmovido por la interfase es mayor
gue ol flujo de calor que se suministra en la condicién de frontera
en la fase liquida. El anterior comportamiento es el que se espera
en 1los procesos de solidificacién. Es interesante notar, que este
comportamiento refleja una gran similitud con respecto al
coaficiente de Joule~-Thompson para el proceso de estrangulamiento.

El tiempo en el cual ge presenta 1la inversién en el
comportamiento de la temperatura aparente se reprasenta mediante la

siguiente relacién:

_ 2
Tinversion = “gg—
-

conocer el tiempo de inversién es Gtil en para de poder controlar
el transitorio que se presenta al inicio del proceso.
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Era de esperarse que el tiempo de inversién este relacionado
con 8,, Ya que como se observa en la figura y se confirma con la
ecuacién, para valores de 6,<<0 se tiene un corto tramsitorio y
para valores de 0,.0 el transitorio es mucho mayor.

Por lo anterior se puede explicar el porque del comportamiento
de ¢ en las graficas (4.1), (4.2), (4.4) Y (4.5); ya gue para los
valores de 0,=-0.25 ge analigaba ¢ en el momento on al cual el
flujo de calor de la frontera en la fase liquida eora el dominante;
as decir, en el transitoriec.

Otra caracteristica relevante aen la tigurl, es @)l obtener el
tiempo de corte t,, que es el tiempo en el cual 1la temperatura en

la fase liquida llega a la temperatura de solidificaciédn.

El tiempo de corte, como se muestra em la figura, esta
relacionedo con 6, de la siguiente manera:

. = 1
Tcorte * ';5:
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Observando las figuras (4.11)-(4.13) se puede establocer la
similitud en el comportamiento de la distrihuc_ién de temperaturas
para 1la condicién de frontera arménica. Dado que también se
presenta un comportamiento diferente al esperado para valores de
T=0.9 Y 7=0,3 con 0,=-0.25. Ademfs se repite la situacién de tener
un valor de ¢ similar para tiempos de 1=0.6 y 71=0.3 cuando 6, =-
0.50.

La diferencia de la condicién arménica con respecto a 1la
condicién lineal, estriba en el orden de magnitud de ¢, debido a
gue tiende a ser prActicamente cero.
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En las figuras (4.24)-(4.16) se vuelve a hacer presente el
efecto de aumentar ael pardmetro de perturbaciém ¢, pero ahora con
la funcién arménica senoidal como condicién de frontera.

Las conclusionos que pueden obtenerse al comparar las figquras
{4.14)-(4.16) son semejantes a las comentadas en la condicidén de
frontera lineal para valores de €=0.01 y 8. an ¢.

La diferencia con la condicién de frontera lineal estriba en
el valor de ¢ obtenido, ya que para la condicién arménica los
valores da ¢ se atenian fuertemente an comparacién com la condicién
lineal; sin perder, la fisica desl problema. Por lo anterior el
anflisis fisico es el mismo.
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Analizando las figuras (4.17)~(4.19) se puade concluir gque &l
movimiento de interfase, para los intervalos de tiempo manejados,
@8 independiente de la condicidén de frontera que se estableosca del
lado liquido, ya que si se compara con las figuras (4.7)-(4.9) se
opservarf la aimilitud en el comportamiento de ¢ para ambas
condiciones.

De este modo el concepto da tiempo de desprendimiento (t,)
también es vAlido para la condicién arménica. .

La conclusién mis relevante en este punto es el de afirmar que

@l movimiento de la interfase depende Unicamente de los parfmetros
8, Y €, cuya explicacién fisica es la misma que en el caso lineal.
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En la figura (4.20) se comprueba lo comentado en las figuras
(4.14)—-(4.16) con respecto & gue el comportamiento de ¢ es muy
sepmejante desde un punto de vista cualitativo.

En base a esta gréfica se pueden determinar los parémetros
desoritos en la figura (4.10) relativos al tiempo da inversiém

(tinversion) s tiempo de corte (t.,..,), transitorios y deméis.

La explicacién fisica es senejante a 1a comentada (4.10), sdlo
que ahora la temperatura aparente tendr& valores muy.pegquefios.
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Dado que el comparar por separado las figuras (4.10) y (4.20)
ne se puede afirmar 1la relacidén que existe entra ambas, es
necesario ganerar una grafica que muestre a las dos condicionesa de
frontera en una sola figura (4.21).

Dabido a esta comparacidén se concluyet

Pcond. Linesl >~ ¢cond. Arménica
Lo que representa gue la condicidén arménica es una condicién
que atentia el flujo de calor que ingresa en la frontera de la fase
ligquida; de tal modo que ¢ almacena una baja cantidad de ensrgia.

Es importanto resaltar con &sta figura la diferencia de los
resultados en &l modelo propuesto ambas condiociones de frontera)
con respecto al modelo con condicién de frontera adiabatica; ya que
ente Qltimo, la distribucién de temperaturas del liquido an la zona
externa es nula, no asi en el modelo analizado.
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El objeto de presentar la figura (4.22) es ol de mostrar
gréficamente el efecto que tiene 6, sobre el proceso de

solidificacién y el tiempo en el cual ocurre diche efecto.

Para la generacién de esta figura se empled la ecuacién (4.4)
considerando que -1 y €=0.01.

Asi pues se reafirma lo comentado en las figuras (4.7)-(4.9)
Yy (4.17)=-(4.19) con respecto a que 8, tiene una gran influencia en
el movimiento de la interfasa.

Analizando la figura obtenemos el valor de 8,criticot
0 critico=-0.3079201
T critico= 2.88675}

En los valores por encima de 8, critico la solidificacién
ocurre de manera parcial; es decir, no se llega a solidificar
totalmente el material. Para valores inferiores de O, critico se
tiene una solidificacién total.

Fisicamente la figqura aporta informacidén de la temperatura de
pared a la que se debe colocar la frontera en x=0 si sa desea que
la solidificacién ocurra a un tiempo establecido.

8i por el contrario, se tiene una temperatura de pared T,, s
posible predecir si el material llegar& a solidificar totalmente,
o si lo hace parcialmente. Bi ocurre de manara total,
a3 factible el obtener el tiempo en el cu&l ocurre dicho suceso.
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Finalmente, s claro que durante la solucidn de 1las
ecuaciones, el proceso de adimensionalizacién juega un papel muy
importante en orden de reducir el nimero de variables fisicas que
intervienen en el problema; asi como el obtener los pardmetros
adimenaionales que describen el comportamiento del fenémenc.

Por otre lado, sa pudo comprobar gue el método de expansiones
asintéticas de 1la teoria de perturbaciones, resulta ser una
poderosa herramienta para solucionar problemas de cambio de fase,
cuando en este aparece algin parametro temporal pequefic. La ventaja
que se representa es el poder linealizar las ecuaciones para su
solueién,

De los dos casos analizados en el presente trabajo, se tiene
que en la realidad eas mé&s factible el colocar una condicidén Qe
frontera arménica senoidal, ya que el filujo de calor va & fluctuar
conforme al tiempo transcurra, no asi la condicién lineal, la cual
representa un aumento conforme al tiempo transcurra.

Dado que se plantec sl problema en el cual la condicidn de
frontara proporcionaba un flujo de calor hacia el sistema, se tiens
una reduccién en la movimiento de solidificacién del material con
respacto a la condicién de frontera adiabdtica, como as observa en
las figuras correspondiantes de o.

Concluyendo sobre las graficas presentadss se obtiene gue :

1. La distribucidén da temperaturas en la zona externa de la fase
liquida depende principalmente de los factores:
a) Condicidn de frontera que se estudia.
b) Parémetro de parturbacién supuesto (€).
@) Pardmetro de temperatura adimensional en la frontera de
la fase séliga{(8,).
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2. El movimiento en la zona externa de la interfase se ve
alterado por (en orden de importancia):
a) Temperatura de adimenaional en la frontera de la fase
" sélida (0,).
b} Pardmetro de perturbacién supuesto (€).
e¢) Mo se presenta influencia por la condicién de frontara en
la fase liquida.
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