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NOMENCLATURA 

t ~ Tiempo en rorma dimenaional. 
x ~ Eje da coordonadas. 

1 - Longitud de la placa. 
Ti~ Temperatura inicial 4D la taso liquida. 
T.- Temperatura de pared en :rr=o. 
TL- Temperatura en la tase liquida. 

Tf"'° Temperatura da ruai6n del material. 
Lq~ Calor latonta do tusi6n. 

x.,~ Con4uctivi4a4 t6raico •n la faao liquida. 
x.- Conductividad t6rmica en lm fase 86lida. 

tR- Tiempo de roteronoia. 
s(t)- Localizaoi6n da la intorfaao en toraa 4iaenaional. 
d,B - Conotantea do modulaci6n. 

Bilillx>los qricgoo 

0 - Temperatura ndirJ.enaionnl en la fUOQ sólidA. 
~ - Temparnturc adimensional en la famo liquiCla.. 
a - Movil::J.icnto do ln intortaeo en forma. &.dimensional. 
T - Tiempo adimonsionml. 
8 - Hrocuonoia de reZeroncia. 

e - Difusividad téraica. 
- Donaidad ael mnt~ri&l. 

x - Longitud &dimenaional on ol 1iquido. 
~onqitud s4imenoional en ol s61ido. 

~ará!!!atro da porturbaoi6n. 
'a ~ Temperatur~ de pared en formzi aaimonoiona.l on la faao 

o6li4a. 



Te ... Tiempo de corte. 
Td ... Tiempo de desprendimiento. 
Tinv ... Tiempo de inversión. 
T crit. ... Tiempo critico. 

Subindicaa 

i ~ condición inicial. 
L ~ Referido a la :!ase liquida. 
a ~ Referido a la tasa a6lida. 
r ~ aerarido al punto d• ruai6n del matorial. 

a~ Re:!erida a la oondio16n 4• rrOntera en •l a6lido. 
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REBOKE!I 

El presente trabajo estudia al desarrollo de una teoria 

racional para el tratamiento de probloaas da transferencia da calor 

y masa en dominios finitos con un cambio de fase en la frontera, 

donde la temperatura inicial da las fases difiere de la temperatura 

de solidificación o da interfaso. 

Asi mismo, se trata el pr~blema en el cual la solidificaoi6n 

ocurre en una placa da lonqitud finita, la cual está inioialmento 
a una temperatura Ti pr6xima al punto de metalizaci6n; por un lado 

de la placa el calor as removido al mantenorse esta a una 

temperatura constante inferior a la de solidifioaoi6n del material 

y el otro lado os puoata a una con4io16n cuaoi-adial:>6tica, la cual 
variari de acuerdo e. una funci6n t9.llpora.l. 

Estos problemas aparecen natural.monta on muchos fenómenos que 

invo1uoran metalización, ref~iqeraci6n, sul>li.Baci6u, disolución da 

qases y evaporación; los ounloa son considerablomente complicados 

al tratarlos de una manera to6ric&. 

En la proaente investiqaci6n so omplea como método ao aoiuoión 

la teoria de pcirturbaciontJa. Kostranao aai ci5~o la. tócniom. de 

exp11nsion0s asintóticao acopladas pueda aer omp1enaa on astos caaon 

muy generalas de pro~lacaa nO linoaloa 4e movi.cl.ionto ~s frontar~. 

Bn particular, en probl&mn9 que involuaran un perlimotro poquañc 

temporal. 

Loo rosultados obtenidoo afirman quo ln conaición ac frontera 

propuesta retarda el proceso do solidi!icaci6n y que dicha 

modificación depende diroctABento de los parámetros ea y E. 

Así mismo, se qrafioan los resultados en tunoi6n de estos 

parámetros. 
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CAPITULO I 
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r.INTRODUCCIÓN 

1.1 Antecedentes 

Genéricamente a aquellos problemas en los cuales se involucra 

un cambio de fase, así como un movimiento en la frontera que 

delimita estados físicos, se los ha dado por llamar problemas de 

stefan. 

1.1.1 Probleaas de caabio do fase o probleaas de Stefan 

En lo que respecta a la transferencia de calor, trascienden 

los problemas que involucran metalización o solidificación, los 

cuales sob referidos como problemas de "cambio de fase" o 11 do 

frontera móvil". Dichos problemas tienen un~ gran importancia en 

las aplicaciones de ingeniar.ta tales como la fundición do metales 

y aleaciones, almacenamiento de enorgín térmica, diseño de 

protecciones térmicas on naves ospacin.les fabricación de hiolo, 

refrigeración y consorvaci6n de alimentos, 

vidrio, etc. 

ln fabricación de 

La solución de tales problem~s es de una enorme dificultad 

debido a la interfase móvil entro las fases sólida y la líquida, 

así como el calor latente que es absorbido o libera.do por esta; 

como resultado la localización de la interfase sólido-líquido no se 

conoce a simple vista y deberá obtenerse como una parte do 1a 

solución. 

En la solidificación do las sustancias puras, tales como el 

agua, esta toma lugar en un discreto rango de temperatura, siendo 

las tases sólida y líquida separadas por un perfil móvil do 

interfase. 



En la solidificación da mezclas, aleaciones y materiales 

impuros, la m~talizaci6n tiene lugar sobre extendidos ranqos de 

temperaturas, y como resultado, las fases sólida y liquida son 

separadas por una reqión móvil de dos fases. 

En la moderna tocnoloqia, la predicción de la razón de 

solidificación y la distribución de temperaturas en el proceso de 

metalización, es muy importante para controlar los parámetros 

fundamentales, tales como descubrir el tiempo para fundiciones 

estáticas y la razón de retirada en fundiciones continuas. 

1.2. Métodos generales de solución de problcaas da Stefan1 

A causa de la no linealidad de tales problemas, el principio 

de superp~sición no es aplicablo. 

Cuando la solución exacta no os obtenida, una aproximación 

semi-analítica y métodos numéricos pueden ser utilizados para 

resolver los problemas de cambio do taso. 

A continuación se hace una breve reseña de los m6todoa qua 

pueden ser empleados en la solución do problemas de cambio de faso. 

El método integral: Tal método es emplead.o para realizar una 

aproximaci6n de las ecuaciones do capa limite; tambián ha. sido 

empleado posteriormente, en 111 solución del problema de 

metalizaci6n en una dimensión, así como cualquier otro problema de 

cambio de fase. 

1 Tomada de ozisikt 11) 



:Formulación variacionaJ..l Fue derivado por Biot basándose en un 

argumento termodinámico irreversible, siendo éste la solución de u·n 

problema de camt>io de fase en una sola dirección. 

La fuente de calor móvil: se basa en el concepto de representar la 

liberación (o absorción) del calor latente por el movimiento de la 

fuente de calor (o sumidero) localizado en la interfase sólido­

líquido. En este método, el análisis de los problemas de cambio do 

fase es transformado a la resolución de una ecuación integral. 

Método de perturbaciop..MJ_ Ha sido empleado por diversos 

investigadores en problemas donde se presenta un parámetro temporal 

pequefio; aunque el análisis comienza a complicarse a grandes 

ordenes de solución. 

La técnica de encaies: Pue introducido primeramente para resolver 

un problema de metalización en una placa, posteriormente se ha 

empleado para solucionar problemas de cambio da fase. El método es 

muy versátil y se pueden obtener soluciones de una, dos o tres 

dimensiones. 

1'.provechamiento de variables características: so desarrolla en 

conexión con la solución de problemas do conduooi6n de calor qua 

involucran condiciones de frontera dependientes con el tiempo. El 

método os aplicable para resolver problemas de cambio de fase uni­

dimensionales y también para geometrías osf.éricas o cilíndricas. 

El método de analogía de red eléctrica: Frecuentemente este método 

es empleado en problemas de conducción de calor. Ahora es 

reemplazado por soluciones mediante métodos numéricos, debido a la 

gran habilidad da las computadoras digitales. Un gran número de 

soluciones numéricas se ban reportado para los problemas de cambio 

de fase, aunque sólo algunas de esta.e soluciones puede ser 

generalizadas para varias dimensiones o en situaciones en las 

cuales el cambio de tase toma lugar a elevado rango de temperatura. 

10 



Técnica de difere.ncias .finitas o del elemento finito: Trata de 

resolver las ecuaciones que describen el fenómeno de una manera 

numérica, teniendo que la solución de las regiones liquida y sólida 

no es complicada; pero la dificultad se incrementa en la interfase 

donde el gradiente de temperatura es discontinuo y la localización 

de ésta no se conoce a primera vista. 

Método experimental: Investigaciones de este tipo en los problemas 

de cambio de fase son importantes con el fin de comprobar la 

validez de varios modelos analiticos; poro solo un número limitado 

de experimentos estudiados han 9ido comprobados analíticamente. 

1.3. Antecedentes biblioqráficos 

Los primeros trabajos que mostraban una solución analítica de 

los problr..nas de caml:>io do fase fueron presentados por Lamé y 

Clapeyron 1 (1831) y por stefan2 (1891) en relación a la formación 

de hielo. La principal característica de este tipo de problemas es 

que ambas fronteras eran desconocidas y móviles, por lo cual la 

ecuación parabólica de conducción de calor se resuelve en una 

región en la cual la frontera también dobia ser determinada. Aunque 

tales referencias son los trabajos más antiguos publicados en este 

aspecto; la solución exacta de un probleca general de cambio de 

fase fue discutido por F. Newman en 1860, pero sus notas no fueron 

publicadas Sino hasta 1912. Desde entonces, muchos problemas de 

cambio de fase tienden a aparecer en la literatura, poro la 

solución exacta os limitada a un número de situaciones idealizadas 

que involucran regiones semi-infinitas o infinitas y sujetas a una 

aimple condición de frontera y a una con4ición inicial. 

En la literatura actual aparecen una gran diveraidad de 

artículos, los cuales estudian los procesos de solidificación con 

el afán principal de obtener la evolución de la interfase. 



N. Ramachandran, J. P. Gupta y Y. Jaluria3 realizan un 

análisis numérico bi-dimensional para un proceso de solidificación 

do un metal puro en una cavidad vertical cerrada. El propósito de 

dicho estudio, fue el determinar los efectos trascendentales en el 

proceso, así como el papel que juega la convección natural. El 

a.coplamiento no lineal de las ecuaciones tiende a ser 

adimensionalizado y resuelto con ayuda del Método Implícito 

~lternante con diferencias finitas. sus resultados son presentados 

gráficamente en función de algunos parámetros adimonaionales que 

intervienen en el problema. 

De una manera experimental F. Wolff y R. Viskanta4 trat~n de 

comprobar dichos efectos, así como la importancia que tiene la 

convección natural en el proceso de solidificación de un metal puro 

bajo condiciones controladas. 

Una forma distinta de plantear los problemas de stefan es la 

presentada por Han-tav Chen y Jac-Yuh Lin5 quienes consideran el 

problema de cambio de fase como un problema de frontera móvil; esto 

es, consideran que tanto la convecci6n natural como la radiación 

(para su caso) son condiciones de frontera. Para obtener la 

solución a dicho planteamiento emplean la Técnica Híbrida de la 

Transformada de Laplace y el método de diferencias finitas. 

La solución exacta para un movimiento plano en la trontera es 

sólo posible para problemas con dominios semi-infinitos y con una 

distribución inicial de temperatura uniforme. Bn estos problemas la 

dificultad del movimiento de fase en la frontera es removido en 

virtud del hecho de que se comienza en una coordenada constante en 

la superficie, la cual es transformada a una coordenada de 

semejanza, reduciéndose así el grado de las ecuaciones a ecuaciones 

diferenciales ordinarias. 

12 



Para problemas de movimiento do fase en la frontera en 

dominios finitos, es también posible introducir una transformación 

de coordenadas en la cual la frontera libre es inmobilizada para 

escalar· las coordenadas, de tal modo que el nuevo sistema de 

referencia proporcione la localización instantánea de la interfase. 

Esta transformación tiene el efecto de transferir la no linealidad 

de las condiciones de frontera de la interfase a la ecuación 

diferencial, que en esto caso permanece como una ecuación 

diferencial parcial. Este procedimiento de transformación os 

aplicado por Duda y Vrentas l 6 • 7 1 en problema.s exactos con movimiento 

de fase en la frontera, donde una de las fases es colocada a una 

temperatura de fusión. Para problemas de transporte on la frontera, 

donde ambas fases son de extensión finita y no uniformes, una doble 

coordenada de transformación es requerida en la longitud de cada 

regi6n. una aplicación previa de la técnica de doble transformación 

es dada pQr crank9 • 

La manera más simple de plantear los problemas de stefan os la 

citada por Ramachandran (Op. cit.) y consisto en suponer que el 

único mecanismo de transferencia de calor en ambas fases es la 

conducción. Este supuesto ha llevaóo a un muchos inv~stiqadoros a 
utilizar un gran número de mótodos para obtener resultados 

elegantes. 

Es aai como encontramos reportos como el T. R. Goodman y J. J. 

Bhea9 quienes proponen un modelo de una placa de lonqitud finitn. la 

cual esta inicialmente a una temperatura uniforme inferior a 1a del 

punto de meta1ización. El problema es resuelto modiante una 

aproximación conocida como balance de calor integral, por medio del 

cual determinan la propagación de 

metalización (movimiento de la interfase) y los gradientes de 

temperaturas en ambas regiones de la placa. 

13 



Del mismo modo s. Weinbaum y L. K. Jiji1º realizan un estudio 
uni-dimensional de solidificación de una placa de longitud tinita, 

1a cual tiene una condición inicial superior a la de metalización. 

El propósito es determinar la evolución de la interfase y la 
distribución de temperaturas en ambas fases, colocando diferentes 

condiciones en la frontera. El método de solución empleado es la 
teoría de perturbaciones. 

El presente trabajo tiene como principal objetivo al 
determinar la influencia de una perturbación a una condición de 

frontera de una placa de longitud finita durante el proceso da 

solidificación, la cual está inicialmente a una· temperatura 

superior a la de metalización. El estudio es uni-dimensional y el 

método do solución empleado es la técnica de acoplamiento 
asintótico de la teoría de perturbaciones; esto debido, a la 

aparición de un parámetro pequeño caracterizado por el recíproco 
del numero de Stefan. Los resultados se presentaran en comparación 

con otros trabajos para observar las modificaciones propuestas y su 

influencia en el movimiento de interfase, así como tamJ:>ión se 
muestran los partiles de temperaturas en aml>as tases de la placa. 



CAPXTULO XX 
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II. PLANTEAMIENTO DEL MODELO MATEMÁTICO 

2.1 Geoaetria del probltllUI. 

El modelo propuesto consiste en una placa de longitud finita 

la cual esta inicialmente a una temperatura superior a la de 

solidificaci6n. 

La geometría del problema la podemos representar mediante la 

figura (2.1), en donde las condiciones de frontera propuestas son 

las siguientes: 

a) La frontera en x=O se pone a una temperatura constante 

inferior a la de solidificación, esto provoca que exista 

un flujo de calor d~l lado líquido a esta cara; con lo 

cual, la formación del solido adyacente a esta frontora 

es inevitable. 

b) La frontera on x=l sa supone primera.monte adiabática. 

Bajo esta condición oe considera que el flujo de calor 

que se remueve en la frontera opuesta no se esta 

reponiendo en esta cara, provocando así que se tenga un 

elevado rango de solidificación. 

16 
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PIG. 2.1 MODELO PROPUESTO 
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Experimentalmente es casi imposible el hecho de mantener una 

condici6n de frontera tanto adial:>ática como isotérmica; es por esta 

raz6n que resul.ta de interéo plantear que una de estas fronteras se 

modifique con objeto de establecer una condición cuasi-isotérmica 

o cuasi-adiabatica, respectivamente. 



En el presente análisis se propone que la condición de 

frontera cuasi-adiabática está permitiendo un pequofio flujo de 

calor que hipotéticamente debe retardar el proceso de 

solidifioaci6n. Dicho tlujo está representado primeramente por una 

función temporal lineal y posteriormente por una función armónica 

senoidal. 

2.2 Análisis de la interfase 

Ahora se presenta una discusión de las condiciones de frontera 

en la interfase sólida-liquida para los problem;ss de cambio de 

fase. se analiza para la situación en la cual la soliditicaoión 

toma lugar a discretos puntos de temperatura, y como resultado las 

tases sólida y líquida son separadas por un perfil de interfase. 

Las relaciones fundamentales que deban satisfacer la interfase 

son: 

1. La temperatura de ambas fases en puntos adyacentes a la 

interfase, debe ser la misma, la cual es normalmente la de 

solidificación del material. 

Ta (X, t) = T1 (E, t) = Tf 

2. Se debe satisfacer un balanco de enerqía en la interfase. 

2.2.1 An6lisis de la transferencia de enerqia 

Para poder establecer una relación entre la transferencia de 

calor existente entre el s6lido y el liquido, se puede basar en la 

siguiente figura. 

19 



T•Cx,t) 
Interfase 

S(t) 

FIG.2.2 BALA.~CE DE ENERGIA Y MOVIMIENTO EN LA INTERFASE. 

de donde se puede observar las direcciones de los flujos de 

calor en base e esto proceso; con lo cual, la tormulaci6n 
matemAtica que define dichos roquerimie1itos se deriva bajo una 

hip6tesis uni-direccional. 

1 Flujo de calor 

1 en la dirección 

{ ::g~:i;:.: :o~~::e•t 
1 

Flujo de calor 

en la dirección 1 
Raaéo de calor ¡ 

liberado durante 

1 
ne9ativa x a travea¡ - / la aolidificación ¡ 
de la fase liquida por unidad de área 

lo cual puede ser sustituido por: 

(2.l.) 

l.9 



donde gi y g~ son los flujos 4e calor en la direoci6n positiva K en 

las fases líquida y sólida, respectivamente y el signo menos del 

lado izquierdo es incluido para asegurar que el tlujo de calor sea 

en la dirección negativa de x_. Donde I:!g es el calor latente de 

solidificación del material, ¡¿ es la ll.ensidad y ª-1...ll os la 

localización de la interfase sólido-líquido. 

si se supone que el mecanismo de transferencia de calor en 

ambas fases es por pura conducción, tondremos que: 

(2.2) 

Entonces la ecuación ds balance de energía al sustituir (2.2) en 

(2.1) toma la forma; 

(2.3) 

Esta ecuación es derivada para los procesos de soliditicación 

mostrados en la figura (2.1), en la cual la interfase se mueve en 

la dirección positiva de x. 

Es necesario aclarar que si el mecanismo de transferencia de 

calor en la fase liquida es por convecoi6n, debe sustituirse 61 

flujo do calor de la ecuación (2.3) por h!T_-TtL• 

20 



2.3 Planteamiento matea.ático 

Conociendo la física del problema, se sabe que los procesos de 

solidificación tienen como mecanismos de transferencia de calor a 
la convecci6n natural ocasionada por el qradiente térmico en la 

fase liquida y la conducci6n en el lado sólido; debido a esto, el 

modelo que estrictamente debe plantearse, es el de un balance de 
energía en la interfase con los respectivos mecanismos de 

transferencia de calor mencionados anteriormente. 

Para fines de simplif icaci6n matemática, se considerarán 
despreciables los efectos de la convección natural; es decir, se 

estudiara el caso en el que el liquido se comporta prácticamente 

como un sólido y cuyo mecanismo predominante on la transferencia de 
energia es la conducción. La raz6n por la cual se hace esta 
aproximac.;_ón se explicar6. en el proceso de adimensionalizaoión y en 
el método do solución. 

Asi mismo, pensando en la oolidificaci6n de una pla.ca ·de 

longitud finita, por simplicidad es conveniente estudiar el 
problema de una manera uni-dimensional. TamDién se debo considerar 
que las propiedades térmicas del materinl tales como la 

conductividad y difuaividad térmica y densidad son constantoa. 
Despreciando loa afectos d.o contracción o expansión 

volumétrica por parto del fluido, las ecuaciones que describen el 
fenómeno son: 

2:1. 



>:-r;ación de la· energía en -e1 -líquido 

d.T1 :=. ª1 d2T1 
·crt 'dy' 

(2 .4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7a) 

(2.7b) 

Donde A y B son constantes . de modu1aci6n las cu61es serán 

definidas más adelante. 

B. Ecuación de la enerqia en el sólido 

c. Ecuación de la inter~ase 

dT• . d 2T• 
ot = ª•ayz 

8(0) = o 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 
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2.4 Adiaensionalizaci6n 

2.4.1 Generalidades 

Muchos de los problemas tisicos más importantes en ingenierí~ 

no pueden resolverse fácilmente por métodos teóricos. 

Problemas d.e este tipo son muy comunes en mecánica de fluidos, 

transferencia de calor, procesos de transferencia de-masa, etc. Un 

método para atacar la solución de problemas de este tipo es el 

análisis dimensional. 

Básicamente, el análisis dimenoional os un método que permite 

reducir el número y co1:1ploj id.ad de las variables que intervienen en 

la descripci6n de un fon6meno físico, con ayuda de una serie de 

técnicas. 

Las ventajas mis comunes que nos representa este análisis son: 

1º Representa un enorme ahorro de tiempo y dinero 

2º ~yuda a pensar y planificar un experimento. 

Sugiere las variables que deben descartarse, o bien un 

conjunto de éstas. También ofrece la gran ventaja de 

dar informaci6n sobre las relacionee fisicas que 

intervienen en el problema. 

3° Proporciona ias leyes de escala que pueden convertir 

los datos obtenidos en experimentos dados sobre un 
pequeño modelo en la información para un prototipo. 

2.4.2 obtención de par~etros adiaenaionales 

En base a la geometría dal problama y gracias a los rangos de 

temperatura manejados, es posible establecer una relación entre 

parámetros con el fin de obtener las variables de referencia del 

problema, las cuales son: 
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e K 5 (T8 - Tf) 

KL (Ti - Tf) 

8 

donde a, ~ y a son las cantidades adimensionales de la temperatura 
en las rases sólida y líquida y la localización de la inter:fase 

respectivamente. 

En cuanto a las constantes de modulación A y B, se definieron 
con el objeto de poder establecer libremente el tipo de condición 

de frontera; ya que como se puede constatar, según el. valor de 

éstas la condición de frontera variar& desde una condición 
adiabática hasta una condición isotérmica. En nuestro caso, dichas 

variables tienen la tunción de establecer una condición de frontera 

cuasi-adiabática. 

24 



Las anteriores variables se obtienen fácilmente, pero para el 

tiempo de referencia es necesario analizar la ecuación de balance 

en la interfase, donde: 

12 Ste 
---¡¡-;:-

Analizando el tiempo de referencia, se decida que es 

conveniente representar al reciproco de stefan como el par6.metro de 

perturbación del problema. 

1 
( = fü 

donde CP(T1 - Tf) es 1a capacitancia de calor de la fase liquida 

referida a la temperatura de fusión y Lq es el calor latente de 

fusión. 

Dado que valores típicos cp/Lq por ºe para alqunoa materiales 

es: 0.01249 para el agua, 0.0293 para al hierro, 0.00335 para al 

cobre; es claro que se puede manejar un diferencial de temperaturas 

del orden de 4oºc para el agua y 13oºc para metales líquidos sin 

exceder un valor límite del parámetro de perturbación ( E <= o.S). 

Con lo anterior, el tiempo de referencia representa el tiempo 

característico para que el movimiento de la interfase ocurra., 

siendo este mayor comparado con el tiempo do referencia teórico de 

difusión de la fase liquida (12/aL) para cuando el E << l.; esto 

quiere decir que el tiempo que necesita la interfase para su 

movimiento es menor que el tiempo que tien.; que pasar pitra q•10 se 

presente la convección natural en la fase 1..iquida. 
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:~.; :-oduciendo los anteriores parámetros en las ecuaciones 

(2. ·. ,1 - {.:!. 12) obtenemos: 

A. Fase liquida 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

(2.1Ga) 

(2.16b) 

B. Fase sólida 

(2.17) 

6(0,T) (2.18) 

6(1,T) =o (2.19) 
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c. Interfase 

11 _¡,1 aa~~·Tl _ ,,act>~°x'Tl , a11 _.,.1 ~ (2.20) 

<7(0) = o (2.21) 

Por facilidad se incluye la relaoi6n de conductividades 

térmicas K./KL en la variable adimensional 0 del solido; donde esta 

tendrá un valor neqativo, en virtud da que T
8 

siempre es menor a 

Tf' 

La no linealidad debido al desconocimiento de la localización 

de la interfase tiende a ser transferida de las condiciones de 

interfase a las ecuaciones de balance de calor en el s6lido y en el 

liquido. 
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CAPITULO III 
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III. METODOLOGÍA 

3.1 Generalidades 

En la literatura existente se puede apreciar que la principal 

caracterítica rasgo de los problemas de stefan es el. 

desconocimiento de las condiciones de interfase, asi como el 

movimiento de la misma. 

La teoría de perturbación es una colección de métodos 

iterativos para obtener soluciones del comportamiento qlobal de una 

ecuación direrenoial, la cual involucra un parámetro pequeño. como 

puede verse el problema de atetan previamente definido por las 

ecuaciones (2.13)-(2.21), puede ser tratado, por los comentarios 

anteriores como un problema de perturbación. 

Estos métodos son tan completos, que actualmente son empleados 

al encontrarse con un parámetro pequeño temporal, el cual 

inicialmente puede ser despreciado (disminuyendo asi la complejidad 

del problema) para después ser evaluado según su valor en al 

problema; siendo el término inicial de la solución (cuando el 

parámetro pequeño es despreciado) el factor d~ mayor importancia y 

los términos subsecuentes los factores de corrección. 

El procedimiento general del método de perturbaciones es el de 

identiricar un parámetro pequeño usualmente denotado por E, tal que 

cuando E"=O el problema comience a ser soluble. La solución qlobal 

para el problema puede ser estudiada por un análisis local pr6xim.o 

a E=O. con lo cual, so estar& convirtiendo o descomponiendo la 

solución de la variable en cuestión en una serie de términos los 

cuales están multiplicados por el parAmetro de perturbaci6n elevado 
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desde una potencia cero hasta una potencia n, como se bluestra a 

continuación: 

U(x) ;:: U(X)o . e: 1U(X)1 ... e 2U(X):i: ~ ••• t EºO(X)D (3.1) 

3.1.1 Análisis de perturbaciones 

Al analizar un problema dado, el cual se desea convertir en un 

problema de perturbaciones, es necesario sequir los siquientes 

pasos: 

I. convertir el problema oriqinal en un pro~lema de perturbación 

al introducir un parámetro pequefto tal como E. 

Algunas veces este punto resulta am.biquo, a causa de que 
existen varios caminos para introducir el parámetro E. Aunque 

es preferible introducir E en donde el orden cero de la 

solución aporte el término de relevancia on la serio de 

perturbación propuesta. 

Resulta claro observar que este punto puede ser omitido en el 

entendido que la ecuación oriqinal contenga un parámetro 

pequeño, el cual puede sor tomado y desarrollado a su vez en 

serie de potencias para convertirlo en el parámetro da 

perturbación requerido. 

IX. Aqrupar expresiones que correspondan a un mismo valor da 

potencia de E y so1ucionar dichas expresiones. 

La solución de orden cero consiste en hacer E=O. 

XXI. Retomar la respuesta del problemm original para valores 

apropiados de E. 
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J.1.2 Teoría de perturbaci6n reqular y sinqular 

La series de perturbación ocurren en dos v~riedades: 

l. Se definirá un problema de perturbación regular como uno cuya 
serie de perturbación es una serie de potencias en E teniendo un 

radio de convergencia. un rasqo básico de todos los problemas de 

perturbación regular (el cual se utiliza para identificar dichos 

problemas) es que la solución exacta para un pequeño valor de E, 

tiene como principal valor la solución del problema de orden cero 

(cuando t:-0) y las posteriores soluciones son pequeñas correcciones 

al dicho orden. 

2. se define un problema de perturbación singular como uno cuya 

serie de perturbación en cada caso no toma la forma de una serie de 

potencias; o si lo toma, la serie do potencia tiene un radio de 

convergencia. En la perturbación singular, n.lqunas voces no se 

obtiene l ~ solución para el problema cuando E=O; cuando una 

so1ució11 al problema no perturbado existe, sus rasgos cualitativos 

son distinguiblemente diferentes 4e la solución oxacta para valores 

pequeños de E. También los problemas de perturbación singular 

tienen la característica de que algunos intervalos o condiciones de 

frontera se pierden al hacer e=o. 

En cada caso la solución oxacta para c=o es fundamentalmente 

diferente en carácter de las soluciones obtenidas pr6ximas en el 

limite E ... o .. Si este no es un cambio tan abrupto en carácter, 

entonces podemos tender a clasificar o1 problema como un problema 

de perturbación regular. 

cuando se trabaje con un problema. de perturbación singular hay 

que tener cuidado en distinguir entre el orden cero de soluci6n 

(termino líder en la serie · de perturbación) y la solución del 

problema no perturbado, dado que este último puede no existir. 

Mientras que en la perturbación reqular no existe dicha diferencia. 
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3.1.3 Acoplamiento asint6tico 

El principio de acoplamiento asintótico os muy simple. cuando 

en un intervalo un valor do frontera del problema rompe con una 

secuencia en dos o más sub-intervalos traslapados; es necesario que 

en cada sub-intervalo se empleo la teoría de perturbaciones para 

obtener una aproximación asintótica a la solución de la ecuación 

diferencial válida para esa intervalo. 

Posteriormente se realiza un acoplamiento ontre un par de 

intervalo e a 1 aproximarlos asintótica.mente hacia el limite en 

cuestión, teniendo ambos una misma forma funcional. 

Lo anterior nos da una secuencia da aproximaciones asintóticas 

a la solución de la ecuación diforoncial. 

Por conatrucci6n, cada aproximación satisface todas las 

condiciones de frontera dadas en varios puntos del intervalo. Por 

lo tanto, el resultado final es una. solución aproximada a un 

problema de valor de frontera válido en el intervalo completo. 
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3.2 Proceso de solución 

si se explora una. solución aproximada de las ecua.cionos 

(2.13), (2.17) y (2.20), sujetas a las condiciones do frontera y a 

la condición inicial (2.l·f.}-(2.16), (2.10)-(2.19) y (2.21), en la 

forma de una expansión asintótica valida para E << 1, una 
inspección superficial de las ecuaciones sugiere una expansión 
regular de perturbación de la forma 

ec~,,,,, - ~ •ª'2 00 e~,,¡ 
ª"'º 

o (1',E) - ~ Ea/'2 Oo('I') 
n•O 

(3 .2) 

(J .3) 

(3.4) 

en las cuales existe una singularidad cuando E - o; ya que como se 

observa en las ecuaciones (2.13) / (2.17) y (2.20), la condioi6n 
inicial de ambas fasos no se satisface, dado que los términos 

temporales se pierden al realizar la expansión. 

La no uniformidad de la expansi6n en las regiones próximas a 

T = o puede ser corregida al construir una expansión interna para 

a, t/l y o valida para una escala de tiempo donde T<<l. Dicha 
expansión interior tendorá a satisfacer la condición inicial para 

después acoplarse con la expansión extorna. 

Dado que el problema so estudia para dos distintas condiciones 
de frontera en la fase 1íquida, se procede a realizar por separado 
el método de solución. 
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3.2.1 Funci6n to.mporal lineal 

En ol caso de la función te~poral lineal como moditicaoión a 

la condición adiabática, se debe tomar como condición de frontera 

en el liquido la especificada por la ecuación (2.16a) 

3.2.1.1 2ona EX.terna. 

A continuación se procede a realizar la expansión de las 

variables externas al sustituir las ecuaciones (3.2)-(3.4) en las 

ecuaciones (2.1.3), (2.1.7) y (2.20); inmediatamente después se 

agrupan los términos que tengan la misma potencia en E. 

El orden cero y el priaer orden de corrección resultan ser: 

A. Liquido 
a2<1>0 a2<1>1 

ax> = o ax> = o (3. 5) 

B. Sólido 
ª2ºº a201 

af2 
o 

a{2 
= o (3.6) 

c. Interfase 
(3.7) 

(3.B) 

Obteniendo la solución de la fa.se líquida, al resolver la 

ecuación (J.S) dadas las condiciones de frontera en (2.15) y 

(2.16al: 



4>a = o (3.9a) 

(3.9b) 

El orden cero y el primer orden de corrección para la fase 

sólida es obtenida al resolver las ecuaciones (3. 6) bajo las 

condiciones de frontera dadas on la ecuación (2.18) y (2.19) 

(3,lOa) 

ª1 = o (3.10b) 

sustituyendo los anteriores resultados en las ecuaciones (3.7) y 

(l.8) se obtiene; 

a0 = Jc0 -20.1 (3.lla) 

(3.llb) 

donde c 0 y c 1 son constanteD que aparecen en el proceso de solución 

debido a que la condición inicial no se estñ sati.sfaciondo, 

posteriormente se determinan al realizar el acoplamiento con ln 

zona interna. 

En la ecuación (3.9b) ea necesario sustituir el valor do a0 
para dejar a .p 1 en función de la variable independiente T; 

realizando esto: 

(3.9b 1 ) 
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3.2.1.2 zona Interna 

En vista de qua la oondici6n inicial no se satisface, es 

necesario realizar una oxpanai6n interna, la cual tendrl l& forma 
4e las siquientos variables: 

O(T) = a(f) 

'r T .. 
Da la definiai6n de escala larqa do tiempo de la varia.ble T y 

la relaci6n antes mostrada, es evidente qua el tiempo de referencia 
para las dimensiones de escala corta en la variable T es 1 2 /aL, que 
ea el tiempo caraotaristico de dit:usi6n de la parte liquida. 
Sustituyendo las expresione• anteriores •n las ecuaciones (2.13) 1 

(2.17) y (2.20) se obtiene las ecuaciones para el problema en 
variables internas. 

(3.12) 

11-ai 2~ - <1-0111-xi ::M (3.13) 

•c<1-a1~ - aº~~o;or> 1 = a11-a1~ (3.14) 

Las condiciones iniciales y de frontora para las variables 
internas 0, ~y a son obtenidas de las ecuaciones {2.14)-(2.i6), 

(2.18)-(2.19) ':/ (2.21). 
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Asumiendo una expansi6n interna para las variable O, ~' a de 

la forma: 

11 

9(~,T;•) - E •ª''ª·'~·T) (3. l.5) 
n•O 

11 

~1x,T;•> - E•ª'' ¡..1x,TI (3.16) 
n•O 

11 

cl(T) - E•ª'' "·(T) (3.17) ..... 
Ahora se proceda a sustituir (J,15)-(3.17) en (3,12)-(3.14) • 

igualando coefioieutea con misma potencia en ~. Bl r•au1tado de 

diobas eou&oionaa se aimplif ica enormemente al observar en el lado 

izquierdo da la acuaci6n (3,14) asta multiplicado por •· Por lo 

tanto, en el orden mis bajo da la e•cala de tieapo interno, al 
movi•iento 4• interf'ase pueda ser dasproaiado. Utili•ando este 

resultado en laa ecuaciones (3.12) y (3.13) ea obtiene el orden 

cero y primar orden do lan raaes s61ida y liquida. 

A) Fase liquida 

(3,18a) 

(3,18b) 
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B) Fase s6l.ida 

(3.19a) 

(3.19b) 

C) xnterfa.se 

(3.ZOal 

Da las ecua'ciones (3.18)-(3.20) y dadas la11 condiciones da 

rront8r& (2.14)-(2.16a), se obtienen las siguientes soluciones: 
A) Liquido 

ii>o 
= -[ (j+ 

1
)w}2.r E {--2

--sen(j•=>rxJo 2 

j•O (j+~)1' 2 
(3.21a) 

B) S6l.ido 

(3.22a) 

(3.22b) 
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C) Xntertase 

(3.23a) 

(3.23b) 

(3.230) 

3.2.1.3 Acopia.miento 

B1 propósito del acop1amiento es encontrar 1a ro1ación entro 

las constantes obtenidas on la solución externa (C0 y c 1). La idea 

básica se presentó al inicio de esta capitulo. 

Para. realizar dicho acop.lamionto es necesario hacer teiider las 

variables en cuestión, asintóticl!ll!lente hacia el intervalo próximo¡ 

teniendo ambas, una misma forma funcional. 

El primer paso consiste en present&r la solución para cada 

expansión. 
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La solución externa quedará representada por la suma de las 

ecuaciones (3.11a) y (3.11b). 

La solución interna se obtiene al ~u.mar la ecuación (3.23b) y 
(3 .23C) 

(3.25) 

A continuaci6n se presenta la solución interna en funci6n de 
par6.metros externos mediante la relaoi6n T=T/E; esto para qua se 
tenga una misma !orma funcional. 

También es necesario una aproximación asint6tica en las 

variables al hacerlas tender al limi~e en cuesti6n; esto es, T~O y 
por otro lado T~~. 
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El sustituir las variables 8n las ecuaciones (3.24) y (3.25), 

y al hacerlas tender a dicho limite obtenemos: 

(3.26) 

(3.27) 

Comp1t.rando las ecuaciones ele•ento a elemento de similar 

potencia en E, es evidente qua las constantes c 0 = c 1 =O para que 

el acopla~iento se pueda cumplir. 
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3.2.2 Funci6n tmapora1 &J:11.6nioa senoid&1 

Ahora se analizar& el problema con la condici6n da frontera en 

la fase liquida especificada en la ecuación (2.16b). 

NUevamenta las ecuaciones a resolver son las (2.13) 1 (2.17) y 

(2. 20) teniendo como única diferencia la condición de frontera 

antes mencionada. 

Es evidente que dioba condición de frontera en la 'fase liquida 

no interviene en e1 comportamiento de la fase sólida, es por eso 

que al momento de reali•~r ·•1 anllisis, la solución en la fase 

s61ida representada por 1•• aouaaiona• (3. 10a) y (3 .1ob) no S• 

altera. 

Para el orden cero de soluci6n, tanto en la fase líquida como 

en la interfase, el resultado es el mismo mostrado en las 

ecuaciones (3.9a) y (3.11a). 

Para obtener el primer orden de corrocoi6n en la faso liquida 

se debe resolver la ecuación (3.5) dada la condioi6n de frontera 

(2.16b) / realizando esto: 

4'1 = (1-Jco-20.T) 88DT X (3.28) 

La solución del primer o,:den de corrocoi6n en el movimiento de 

la inter~ase se o~tiena do la eouaci6n (3.8) al sustituir en esta 

las ecuaciones (3.9a), (3.10), (3.11a) y (3.28). 

(3.29) 
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3.2.a.2 Zona interna 

se nota de (3.20a) que e1 primer orden de corrección en el 

movimiento de la interfase depende s6lo del gradiente térmico da la 

tase s6lida. Es decir, a<110/dK s6lo atectar6 el movimiento de la 

inter~ase a un segundo orden como se obtuvo en (3.20b); es por 

esta razón qua la perturbación propuesta en la condici6n de 

frontera del líquido, cualquiera que esta sea, no va a inrluir en 

el comportamiento do la interfase en la zona interna sino hasta 

valores de orden da ~3 1 2 , los cuales no ser6u considerado• en este 

trabajo. 

Por lo anterior se pueda aswnir que las ecuaciones (3.21)­

(3.23) son también válidas on la zona interna para la con4ici6n de 

trontara propuesta. 

3.2.2.3 Acoplaaiento 

En este punto se debe· aclarar que durante el proceso de 

solución do la condición de frontera arm6nica senoidal, se observ6 

la similitud de los resultados con la frontera lineal en el orden 

cero de la interfase; con lo cual, el acoplam.ionto en diobo orden 

es semejante en ambos casos y por lo tanto el valor de la constante 

c 0 ea el mismo. 

nada la oimplificaci6n anterior al considerar c 0 = o, se 

obtuvieron los primeros ordenes de correcci6n tanto en la fase 

liquida como en la interfase. 

Bl eiquiente paso es calcular el valor de la constante c 1 
mediante al procedimiento descrito en el acoplamiento de la funoi6n 

teaporal lineal, de aqui el valor obtenido ea c 1 = o. 



CAPITULO IV 



IV. RESULTADOS 

4 .1 Resultados 

Los resultados se deben presentar en base a la expansi6n 

propuesta en las ecuaciones (3.2)-(3.~) y (3.15)-(3.17). 

4.1.1 Rosultados de la función temporal lineal 

A. Líquido 

i) Zona oxterna 

(4.1) 

ii) Zona interna 

= 2 1 -((j+~)wJ'T 
~Interna" E C---sen(j•-)11'X]e 2 

i•O (j •~)1' 2 
(4.2) 

B. Bólido 

Ba1abal = ª• (1-~) (4.3) 
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C) Interfase 

i) Zona externa 

(4.4) 

ii) Zona interna 

(4.5) 

4.1.2 neaultados de ia funci6n ara6nica senoida1 

A) Liquido 

q;B'ltterua= E.
112 0.-J-200 -r )aenr X 

C) Interfase 

(4.7) 

como ya se menciono, los resultados tanto en 1a fase sólida, 

zona interna de la faso liquida y zona interna para el movimiento 

da la interfase son semejantes a las analizadas en el caso Ce la 

función lineal como condici6n de frontera. 
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En las anteriores soluciones es importante observar la 
existencia de dos parámetros relevantes que están representados por 

E y A
8

, los cuales influyen directamente en el comportamiento de 

las ecuaciones. 

4.2 Presentación de Gráficas 

Para mayor facilidad de lectura se realizan los comentarios y 

conclusiones por grupos de gráficas y posteriormente se hacen los 

comentarios generales en el capitulo de conclusiones. 

Cabe señalar que las qráf icas correspondientes a la 
distribución de temperaturas en la fase sólida no se incluyen 

debido a que ésta no representa qran interés, ya que como se puede 
percibir de la ecuación (4.3) la relación que guarda 6 con C es 
lineal; así mismo, ésta permanece innlterada en el proceso de 

soluci6n. 

De este modo, la distribución de temperatura de la tase 
líquida en la zona interna representada por la ecuación (4.2), no 

se qrafican debido a que en la literatura ya existe este caso. De 

igual modo se consideró la zona interna de la interfase 
representada por la ecuación (4.5). 
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4.2.1 runci6n 1inea1 

O.OE:. 
FUNCION LINEAL 

FIG. 4.1 DISTR1BUC!OM DE TEMPERATURAS EN LA FASE L10Ul0A 
.CON l=0.01 Y eo=-0.25 

0,10 

0.08 
FUNClON LINEA!; 

0.06 
0.30 

--+--+ 0.60 
cp 0.90 

0.04 

0.0.2 

0.2 0.4 O.ó o.e 1,0 
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F!C, 4 o Q1ST~l8UC10f~ )E TEMPERATURAS EN CA F~SE LL)UlDA 

- )N 'oQ.C · l)a=-0.50 



X 
F!G 4.3 OISTRléUCIOtJ DE TEt.1PER.A~·-·:;i~s EfJ LA FASE UOÜIOA 

CON E.=0.01 '( eo=-0.75 

La figura (4.1) aueotra.un ooaportaaiento no esperado, ya que 
la teaperatura auaenta conforme transcurre •l tiempo, 
indapedientWllente d• la pomici6n d• an6.lisia, Dicho ooaportaaiento 
se prea•nta para valores de e.=-o.2s. 

Por otro lado la figura (4.2) presenta un comportamiento 

diferente a lo esperado, puesto qua para valoras de tiempo T=0.3 y 

T=0.6 se tiene distribuoi6n da teap•raturae idénticas. 



Comparado las fic¡uras (4.1) y (4.2) se puedo apreciar que ~ 

disminuye presuntamente por la reducción del valor da a •. 

Así mismo, de la figura _(4. 3) se observa que el comportamiento 

da cp satisface la física del problema al estar disminuyendo 

conforme transcurre •1 tiempo. Lo anterior se puede explicar o 

relacionar en base a 0
6

, dado que es el único parámetro que se 

modific6 en las figuras. Desgraciadamente astas no nos prc.porcionan 

dicha relación. 

Adem~s, es notorio que el valor numérico de ~ comparado con 

las anteriores gráficas es menor; esto también confirma la 

influencia directa de 06 sobre el probleaa. 

Comparando las fiquras (4.1)-(4..3) podemos obtener las 

siqui·entes conclusiones: 

i) ª· << o 

ii) ª· . o 

El significado físico do lo anterior se puede expresar con los 

siguientes puntos: 

i) El diferencial de temperaturas entre T• y Tf os tan grande que 

existe un elevado flujo ds calor bacia la frontera dal sól.ido, 

provocando que se tengan bajos niveles de acuaa1aoi6n térmica en el 

r1uido. 

ii) Por •l contrario, si ae tiene un diferencial de temperaturas T• 

y Tf muy bajo; es deoir, que Ta ...... Tf, el flujo de calor hacia la 

frontera del sólido será imperceptible, con lo cual los ef eotos de 

aoumulaci6n térmica en el líquido es mucho aa.yor. 
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X 
F•G .:..~ :,,57r,;aucrON DE TEMPERA;'"URAS EN LA FASE UOUlDA 

CON E=0.10 Y 0o=-C.75 

En 1a figura (4.4) se observa claramente ol erecto da 

increia.antar el valor del parámetro de perturbaoi6n sobre la 

distribución de temperaturas en la fase liquida. En esta aisma, 

nuevamente se aprecia el comportamiento no espora.do de f con 

valorea de a.=-0.25. 

Jlor medio de la figura (4. 5) se puede comprobar los efectos de 

a. sobre ~; así mismo taml:>iin se comprueba que para e.=-o.so 
la distriJ:>ución de tmaperaturas es la misma en do• diferentes 

tiempos. 
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comparando las tiquras (4.1)-(4.3) contra (4.4)-(4.6) se 

concluye que el parámetro influyo directamente en el 
comportamiento de ~. 

Al aumentar e se puede considerar que la capacitancia de ca1or 

inicial Cp(Ti-Tf) está aUtlentando y por tal motivo, le cuesta más 

trabajo al líquido lleqar a la temperatura de fusión, lo cua1 da 

por resultando que exista un almacenamiento de calor en la rase 

liquida. 

si por el contrario t: ..... o, se considera que la capacitancia 

inicial es muy pequefia, lo cual conduce a afirmar quo la 

temperatura inicial est6. pr6xima a la temperatura de 

aolidif icaoi6n; provocando asi, qua el al.macana.miento de onerqia 
térmica en la tase liquida sea pr6.oticam.ente inaiqnificante, puosto 

qua 6sta r6.pidamente se establece en la temperatura de fuai6n. 

En cuestiones prAo~ioas y para el tratamiento te6rico que se 
le dio al problema, es conveniente el tener valores de t: ..... o. 
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;1c • .:. So :O\.IPARACION DEL- MOVIMIENTO DE LA tNTERf'ASE CON l =0.10 

Las c¡rificaa (4.7)-(4.9) muestran el mov"imiento de la interfase con 

oondici6n lineal para diferentes valorea de e •• 

Bn (4.7) se observa la compatencia c:l• la condioi6n adiabática 

contra la condioi6n lineal que ae ve influida directamente por e •. 
La diferencia entra la condioi6n lineal y la condición adiabática 
se &lllpieza a apreciar para Ciertos valores da tiempo y mientras 
este transcurre, la diferencia •• más notoria. 
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Analizando (4.8) se aprecia que si Oa<<O se tiene un elevado 

rango de solidificaci6n e incluso, la discrepancia entre la 

condición lineal y la condición adiabática se reduce visiblemente. 

Por otro lado, para valores de 0
4

-.o hay un bajo rango de 

solidificación, presentándose también una diferencia creciente 

entre el comportamiento de la condioi6n lineal y la condición 

adiabática. Nuevamente se observa que para un cierto valor de 1' las 

condiciones de frontera comienzan a distinguirse. 

Analizando (4.9) se confirma la influencia de e., como se 

comentó anteriormente, para valores próximos a cero la 

solidifioaoi6n puede no ocurrir, mientras que pnra valores lejanos 

a cero, la solidi:ficaoi6n toma luqar en cortos instantes de tiempo. 

De lo anterior s• puede concluir que debi4o a que inicialmente 

se consider6 que el tlujo 4e calor la :frontera 4• la :fase liquida 

estaba entrando al sistema, el o:fecto que éste tiene sobre la 

interfase es el 4e retardar el proceso de solidif icaci6n. 

Dicho proceso puede ser controlado por al parámetro e. on basa 

a la siguiente relaci6n: 

i) ª· 
ii) ª· - o 

a - 1 

a < 1 

Fisicam.onte esto se puede explicar de la siquiente manera: 

i) En este caso se considera que la temperatura de pared (Ta> es 

tan baja que se remueve una gran cantidad de calor, ·provocando el 

rápido movimiento de la interfase. 
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ii) Asi tamJ:>ión para temperaturas de pared del orden de la 

temperatura de fusi6n, el flujo de calor hacia esta pared será 

insignificante, provocando que se tenga una lenta evolución de la 

interfase. Si a esto so le suma el flujo de calor debido a la 

condición de frontera en el líquido, se provoca un almacenamiento 

térmico en dicha fase, impidiendo así que el proceso de 

solidificación ocurra. Esta es la razón por la cual existe una 

discrepancia cada vez mayor entre ol caso adiabático y el caso 

lineal. 

También es importante destacar 

dependiente directa.mento por y 

desprendimiento. 

un parbatro 

que as al 

que resulta 

tiempo de 

Be llama tiempo de desprendimiento al tiempo en ol cual los 

efectos debidos a la condici6n de frontera en el liquido comienzan 

a ser considerados por la interfase. 

Como se pueda destacar de las figura•, sin impoitar al valor 

de 0
8

, existe un tiempo antes del cual el movimiento da la 

interfase no se ve alterado por la condición de frontera en el 

liquido. 

Dicho tiempo est• relacionado con € on base a: 

• ~ o 
• ~ 1 

Bato sa puede explicar ~isicament• de la siguiente maneras si 

€~0 se supone que la capacitancia de calor inicial es mlnima, esto 

afirma que la temperatura inicial del líquido esta pr6xima a la.de 

solidificación, provocando que al líquido le sea más fácil llegar 

a la tempera.tura de fusi6n, asto trae como consecuencia que la 

interfase evolucione de manera gradual •in tomar en cuenta los 

efectos en la frontera. 
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Si por el contrario E ... 1, la capacitancia inicial es al.ta y por 

tal motivo, la cantidad de calor que debe removerse en el liquido 

es grande. Mientras esto ocurre, el movimiento gradual de la 

interfase se realiza lentamente, y en un tiempo relativamente corto 

se percata de 1a condici6n de frontera en el liquido. 

sa 
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FIG 4: 1 O TEMPEPATURA APARENTE EN LA FASE LIQUIDA 
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La figura (4.10) se realiz6 con la finalidad de observar el 

comportamiento de la distribución de temperaturas en la fase 

1íquid~ en funci6n del tiempo. Dioba figura representa la 

temperatura aparente (normalizada en base a la longitud) en la fase 

líquida para un valor de ~=0.1. 

El gradiente do temperaturas se normalizó en base a x debido 

a la relación lineal entre ambas. 

La figura muestra que para 1'<<1 existe un aumento on la 

temperatura aparente. La rapidez del flujo de calor que se coloca 

en la frontera de la fase líquida es mayor que el flujo de calor 

que se está removiendo en la interfase .. cuando el tiempo transcurre 

dichos flujos tienden a igualarse al 9rado ds que existe una 

inversión en el comportamiento de la temperatura aparente; cuando 

esto sucede el flujo do calor removido por la interfase es mayor 

c¡ue el flujo de calor que se swdni11tra en la condición de frontera 

en la fase líquida. Bl anterior comportamiento es el que se espera 

en los procesos de solidificación. Be interesante notar, que este 

•oaportamiento ref1eja una gran nimi1itud con respecto al 

cooficienta de Joule-Thompson para e1 procoso de estrangulamiento. 

El tiempo en el cuál oe presenta la inversión en el 

comportamiento de la temperatura aparente se representa mediante la 

siguiente relaci6n: 

T Invftrsion 

conocer el tiempo do inversión os útil en para do poder controlar 

el transitorio que ee presenta a1 inicio del proceso. 
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Era de esperarse que al tiempo da inversión este relacionado 

con e., ya que como se observa en la figura y se confirma con la 

ecuación, para valores de Oa<<D so tiene un corto transitorio y 

para valores de 0
8
-0 el transitorio es mucho aayor. 

Por lo anterior se puede explicar el porque del comportamiento 

da</> en las gráficas (4.1), (4.2), (4.4) y (4.5); ya que para los 

valoras do o.=-0.25 se 1:1.nalizaba i/I en al moaonto on el cual el 

!lujo da calor de la frontera en la tase liquida ora el dominante; 

es decir, en el transitorio. 

Otra caracteriatica rG1evante an la fiqura, es el obtener el 

tieapo de corte te, que es •1 tiempo en el cual 1a t8mperatura en 

la fase liquida llega a la t8Jll¡Jeratura de aolidificaci6n. 

Bl tiempo de corte, coao se auastra en la fiqura, esta 

relacionPdo con 0 8 da la •iquiente manera: 

"corte = - 1 

21>. 
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Observando las ri~as (4.11)-(4.13) s• pueda establecer la 
similitud en el comportaaiento d• la distribuc~6n de temperaturas 
para la oon4ioi6n da frontera al:'m.6nica. Dado que tiulJ:Ji6n •• 

presenta un coaportamiento diferente al esperado para valores de 
T=0.9 y T=0.3 con e.=-0.25. AdeaAa se repite la situaoi6n da tener 
un Valor de • siailar para tiempos da T=0.6 y T:0.3 cuan.do &.=-
0.50. 

La dif'erenoia de la oon4ioi6n arm6nica con respecto a la 
condioi6n lineal, estriba en el orden da maCJllitud de ., debido a 
que tienda a ser prácticamente caro. 
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En las ~iquras (4.14)-(4.16) se vuólve a hacat presente el 

efecto de aumentar al parlm:otro de perturbaci6n E, pero ahora con 

la funoi6n armónica sonoidal como con4ici6n d• ~rontera. 

Las ooncluaionos que pueden obtenerse al comparar las tiquras 

(4.14)-(4.16) son semejantes a las comentadas en la condici6n da 

frontera lineal para valores· da E=0.01 y 0
8 
en~· 

La diferencia con la condición de ~rontera lineal estriba en 

•l valor de q, obtenido, ya que para la condici6n arm6D.ica loa 

valores da f/I se atenúan tuertem.ent9 en comparaci6n con la condición 

lineal; sin perder, la fisiCa del problema. Por lo. anterior ol 

anAlisis ~iDico es el mismo. 
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FlG.4. :0MPAR.AC10:J DEL MOVIMIENTO DE :..A INTf";.FASE (.(lt·l [ =0. 1 O 

Analizando las tiquras (t.17)-(4.19) se puode concluir que &l 
movimiento de interfase, para los intervalos do tiempo manejados, 

ea independiente de la eon4ici6n de frontara que se estahlasea del 
lado liquido, ya que si se cOmpara con las figuras (4.7)-(4.9) so 
observará la aimilitud en ol comportaaiento da a para ambas 

condiciones. 

De este modo el concepto 411 tiempo do deaprolld.imiento (td) 

taabi6n ea válido para l& oondioi6n arm6nica. 

La conc1usi6n mAa relevante on asta punto es el de at'irmar qae 
el movimiento de la interfase depende únicamente da los parámetros 
e. y E, cuya osplicaci6n fisioa es la misma que en el oaso lineal. 



0o=-0.25 

1.5 2.0 

F1G: 4.20 TEMPERATURA APARENTE EN LA FASE UOU\OA 
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En la figura (4.20) se comprueba lo comentado en las figuras 

(4.14)-(4.16) con respecto a que el comporta.miento de 4J es muy 

semejante desde un punto de vista cualitativo. 

En base a esta gr ática· se pueden deterainar l.os par6.metros 

descritos en la tiqura (4.10) relativos al tiempo de inversi6n 

(tinveraion>, tiempo de corta (tcorte> / transitorios y 4em6.a. 

La explicación tisica e11 11eiaejante a la comentada (4. .10), sólo 

qua ahora la temperatura aparenta tendrá valores muy.pequeAoa. 

69 



<P 1. 

X 
0.1 

. 0.01 

0.001 

0.0001 

0.00001 

------··--·-·-·-----------'----~ 

FUNCIOM LINEAL ----

0o=-0.75 0.:=-0.50 0o=-0.25 

0.000001 o"'_-,-, ~~..,..~~0~.5~~~,....,~-, _,,.0~..,..~~,....,1-..5~~,....,~~-r-'12 _0 
T 

FlG 4.21 COMPARACION JE i~MPERATURA APARENTE 

70 



Dado que el comparar poi separado las fiquras (4.10) y (4.20) 

no se puede afirmar la relaoi6n que existe entra ambas, os 

necesario generar una gráfica que muestre a las dos condioiones do 

frontera en una sola figura (4.21). 

Debido a esta comparación se concluyoi 

¡f)Cond. Lineal >> ¡f)Cond. Armda.iea 

Lo qua representa que la condioi6n armónica es una condioi6n 

que atenüa el flujo de calor qua ingresa en la frontera de la raae 

liquida; de tal modo que ~ almacena una baja cantidad de ener9ia. 

B• importanto resaltar con ésta figura la diferenaia de los 

resultados en •l modelo propuesto 11111.bas oondioiones de frontera) 

con respecto al modelo con oondioi6n de frontera adiabitioa; ya qua 

ente iiltimo, la diatribuoi6n de tempera.turas del liquido en la sona 

externa es nula, no a.si en el modelo analizado. 

7:1. 
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El objeto d.e presentar la fiqura (4. 22) es al de mostrar 

grificamente el efecto que tiene a. sobre el proceso d.e 

solidificación y el tiempo en el cual ocurre dicho efecto. 

Para la generación d.e esta figura se emple6 la ecuación (4.4) 

considerando que a-1 y E=0.01. 

Asi pues se reafirma lo comentado en las figuras (4.7)-(4.9) 

y (4.17)-(4.19) con respecto a queº• tiene una gran influencia en 

el movimiento de la interfase. 

Analizando la f iqura obtene.zaos el valor da a.critico& 

a.critica=-o. 3079201 

r critico= 2 .886751 

En los valores por encima de O.critico la soli4ifioaoi6n 

ocurre de manera parcial; es decir, no se llega a solidificar 

totalmente el mnterial. Para valores interiores d• 9acritlco se 

tiene una soli4ificaci6n total. 

Fisioa.m.ente la figura aporta información da la temperatura de 

pared a la que se debe colocar la frontera en K=O si se desea que 

la solidif icaoi6n ocurra a un tiempo establecido. 

Si por al contrario, se tiene una temperatura de pared Ta, ea 
posible predecir si el m.aterial llegar6 a solidificar totalmente, 

o ai lo hace parcialmente. si ocurre de manera totai, 

es factible el obtener ol tiempo en el cuil ocurra dicho suce•o· 
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Finalmente, es claro que durante la solución de las 

ecuaciones, el proceso de adimensionalizaeión juega un papel muy 

importante en orden de reducir el número de variables tísicas quQ 

intervienen en el prolllema; asi como el obtener los parámetros 

adimensionales que describen el comportamiento del fenómeno. 

Por otro lado, se pudo comprobar que el método d.e expansiones 

asintóticas do la teoría de perturbaciones, resu1ta ser una 

poderosa herramienta para solucionar problemas de cambio de tase~ 

cuando en este aparece alqún parámetro temporal pequeño. La ventaja. 

que se representa es el poder linealizar las ecuaciones para su 

solución. 

Do los dos casos analizados en el presente trabajo, se tiene 

que en la realidad es mis factible el col.ocar una. con4ioi6n da 

rrontera armónica senoidal, ya que el flujo de calor va a r1uctuar 

conforme ol tiempo transcurra, no así la condición lineal~ 1a cual 
repr~$enta un aumento conforme el tiempo transcurra. 

Dado que se planteo el problema en el cual la condición de 

frontora proporcionaba un flujo de calor hacia el sistema, se tiene 

una rQducción en la ~ovimiento de solidificación del material con 
respecto a la condici6n de frontera adiabática, como Se observa en 

las figuras correspondientes de a. 

Concluyendo sobro las qráf icas presentAdas se o~tiebo que : 

1. La distribución de temperaturas en la zona externa de 1a fa.se 

liquida depende principalmente de los factores: 

a) Condición de rrontera que se estudie. 

b) Parámetro do perturbación supuesto CE). 

a} Parámetro de temperatura adimensional en la frontera de 

la tase sólida(8a>• 



2. El movimiento en la zona externa de la interfase se ve 

alterado por {en orden de importancia): 

a) Temperatura de adimensional en la frontera de la fase 

sólida 10.i. 

b) Parámetro de perturbación supuesto (E). 

c) No se presenta inf 1uencia por la condición de frontera en 

la fase liquida. 
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