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““R'ESUMEN

En este .trabajo, se presenta una simulacién analégica de los modos
fonénicos en una red cuasicristalina. Dicha simulacién se realizé en una
red de osciladores LC interconectados de acuerdo con la red de Penrose, ya
que existe una equivalencia entre las ecuaciones de movimiento de los
fonones isotrépicos y las leyes de Kirchhoff para un sistema de osciladores
eléctricos. El método presentado en esta tesis tiene la virtud de ser
simple, versatil y ©proporciona wuna  visualizacién directa de la
locallzacién, consecuentemente podria ser wutillzado para 1los fines

docentes.

Los resultados obtenidos revelan aspectos importantes relacionados con
el controvertido tema de la 16calizac16n en los sistemas cuasiperiddicos.
Hemos encontrado estados fonénicos realmente extendidos a bajas frecuencias
y estados criticamente localizados, cuando 1la ‘longitud de onda es

comparable con el pardmetro de la red.



El- descubrimiento experimenta e’ un nuevo t!.po ‘de estructura con
simetria icosahedral en una: aleacion de Al- Mn por Shechtman y colaboradores
en 1984 (D. Shechtman et al. 11984}, ‘abre un nuevo campo de investigacién en
la Fisic; del _Est;ado__ _Sélido, motivo por el cual se ha despertado gran

interés entre los investigadores de la materia condensada, generando una

gran cantidad de investigaciones tanto experimentales como tedéricas en
materiales ciue al ‘ser sometidos a difraccién de electrones, presentan
patrones de simetria que estan prohibidos por la cristalografia
tradicional. En relaclién a este tipo. de patrones :se les ha dado a tales

materiales el nombre de cuasicristales. =

Los cuasicristales se parecen a los ‘cris‘tz‘xles en el sentido de que
tienen un orden orientacional de largo alcance.” Sin embargo, el orden
traslacional, a diferencia de los cristales, no se presenta en esta nueva
estructura cuasiperidédica. El1 patrén de difraccién de la muestra Al-Mn
reportado por Shechtman y colaboradores incluye un eje de simetria de orden
cinco, este tipo de simetria como se verd posteriormente, estd prohibido
por la cristalografia tradicional, por lo gque anteriormente al
descubrimiento de las estructuras cuasicristalinas, se pensaba que la

simetria cinco no podia ser compatible con el orden de largo alcance.

Debido a que la cuasiperiodicidad es un estado intermedio entre una
estru;:tura idealmente ordenada y un material amorfo, se espera que los
cuasicristales compartan algunas propiedades tanto de los cristales como de
los amorfos. En cuanto a la investigacién de las diversas propiedades de
estos sistemas, existe un campo basto, pero uno de los aspectos més
controvertidos se da en relacién con la localizacién de las funciones de
onda. Existen estudlios teéricos que predicen la naturaleza critica de las

funciones propias electrénicas en redes cuasiperiédicas en una (M. Kohmoto



esperan

"estudios experimentales delas propiedades de transporte e s crligta_lvés;

-:reales, no ‘han ‘sido’ lo suficientemente clarqs_y no'se :han'iobtenido; las "

) :pe'culiariﬂdades esperadas . Sin embargo, 'los ‘estudios 'coh‘

'Aartlficiales han proporcionado resultados que son muy - prometedores. uno. de
los mas sobresalientes en este sentido es el  de RHe. vy Maynard (S. He Y
Maynard 1989), qulenes se plantean la tarea de 1nvestigér el siguiente
problema: dada la ecuacién de Schrédinger con potencial cuasiperiédico,
¢como se manifestard la simetria cuasiperiédica en el espectro de funciones
proplas y valores propios?. Para estudiar este problema se conecta un
conjunto de diapasones formando una red de Penrose, los cuales son
excitados con ondas aclsticas. La 1inconveniencia: de este experimento
copsiste en que para realizarlo se necesita un equlpb sumamente sofisticado

para una medicioéon precisa.

En la presente tesis se aborda un nuevo método, para observar
directamente la localizacién de ondas. en  sistemas bidimensionales
cuasiperidédicos, el cual consiste en aplicar - corriente a un circuito de
osciladores LC interconectados entre si segin una red de Penrose. Este
método experimental se caracteriza por ser simple e ilustrativo, ademas de

que no requiere equipos complejos.

Esta teslis estia organizada de 1la siguiente manera: En el primer
capitulo se dan algunos conceptos basicos de la Fisica del Estado Sélido
asi como ciertas ideas en el campo de las excitaciones elementales en
sélidos, particularmente para tratar el concepto de localizacién en una
red dinamica de Penrose. En el capitulo dos se entra propiamente al tema
que nos ocupa, desde una perspectiva un tanto general, ademids de que se
sientan las bases a manera de Jjustificacién para la culminacién del trabajo
en el capitulo tres, donde se discute la propagacién de ondas eléctricas en

la red de Penrose.

sicristales e



CAPITULO I

CONCEPTOS BASICOS DE LA FISICA DEL ESTADO SOLIDO
I.1.. SIMETRIA ESPACIAL.

'Env'eSté parte consideramos algunos aspectos y propiedades de la
materia  qu: \tiene una estructura regular o periédica bien determinada,
caracteristica . de cada substancia. El objetivo es darle un marco de

referencia al trabajo que se desarrollard posteriormente.

Los ‘s6lidos que tienen un arreglo regular de sus &tomos se llaman
cristales, los cuales poseen simetria traslacional y pueden ser tanto

monocristales aislados como agregados policristalinos.

A partir de los trabajos de Von Laue en 1912 y Bragg en 1913 quedd
establecido que los monocristales estidn formados por una repeticién

_periédica en el espaclo, de a&tomos 6 moléculas

La propiedad mas importante de estos monocristales es su simetria
traslacional, 1lo cual quiere decir que se pueden encontrar reglones
idénticas después de trasladarse un cierto periodo. De aqui se desprende la
propiedad de homogeneidad: Un cristal se dice que es homogéneo si para cada
punto dentro de él, existe otro punto, totalmente idéntico al primero
situado a cierta distancia finita de él. Partiendo de la definicién de
homogeneidad y teniendo en cuenta la estructura atémica discreta, se puede
demostrar que los puntos idénticos (en adelante se les llamard nodos) estan
ligados con el punto inicial, elegido arbitrariamente, por tres vectores de
traslacién linealmente independientes y sus traslaciones forman una red
periédica tridimensional que abarca todo el espacio del cristal. La parte
mas pequefia de un cristal cuya repeticién espacial genera al cristal, se le
1lama celda unitaria, la cual es eléctricamente neutra y puede contener una
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Ademas de la simetria espacial de traslacién, la red posee un conjunto
de simetrias de direcciones segin sea el tipo de celda unitaria. El
movimiento geométrico u operacidén que se efectiia sobre la red y la deja

1n(rariante. se le llama "operacién de simetria". Existen las siguientes



Ref‘lexion, 3 - Inversién e

una operacién de

operaciones de sime tria

-Rotacién

1 elemento geometrlco
"ones ‘de ‘simetria enumeradas
anteriormente les t os .siguientes elementos de
simetria: . 1.- o de simetria, 3.- centro de
inversién y 4.- centro de simvtri omo eJemplo, considérese un eje de

rotacién del cristal entonces ‘se le puede hacer coincidir consigo mismo,

es decir, se le puede llevar a: un estado que no se diferencie del estado
inicial, por medio de una rotaclén alrededor del eje en un &ngulo. bien
determinado o miltiplos de él, el cual a su vez puede ser un submaltiplo de
360 grados, 360/n, donde n es un elemento del conjunto (1, 2, 3, 4, 6 ), se
dice que n es 1la multiplicidad ‘del .eje. De consideraciones puramente
geométricas se puede demostrar que la multiplicidad cinco (la cual
constituye nuestro objetivo) y mayores que seis no son posibles. En efecto:
Consideremos dos puntos contiguos A y B en una red arbitraria vy
representemos los puntos C y D, que se obtienen de los dos primeros
mediante la operacién de giro de un eje de ordenn que pasa por uno de
ellos, tal y como se indica en la figura I.2. La recta que une los puntos
nuevos C y D es paralela a la que une los puntos originales. Para
determinar qué angulos de giro son posibles, es decir, investigar qué orden

tienen los posibles ejes de simetria, se les impone a los nuevos puntos la

Flg".i I. 2 Esta ﬁgura se utiliza para demostrar la Imposibilidad de
construlr una’ red en base a una celda unitaria y con un eje de s.imetria de

orden cinco o mayores que seis.



o=n/3
o=n/2
¢=(2n)/3

m;3,~ p=n

estos angulos que corresponden a los ejes de orden 6, 4, 3,;_y‘~2

respectivamente, de esta manera se demuestra que la simetria de orden cinco

y de ordenes mayores que seis en un cristal no son posibles.

I.2. LA RED RECIPROCA DE LOS CRISTALES.

analizar algunos fenémenos

En la Fisica del Estado Sélido, al
campo de potencial

(difraccién, movimiento de los electrones en un

periédico, dispersién de fonones, etc.) relacionados con el arreglo

es de gran ayuda y primordial importancia el
Esta no es una red en el sentido ordinario
Esta red no

periédico de 1los atomos,

concepto de la red reciproca.
que se dié al definir la red espacial en la seccién anterior.



existe en el cristal es ‘una abstraccion ""mo‘dé ique ‘da la,'p"ds”ibil‘idadfde'
describir matematicamente con bastante e enque
’ocurren clertos fenémenos en. los sélidos: cr stal
. se encuentra en el espacio abstracto tridim

'k. que en lo posterior se le llamaré esp

Entre los parametros de la red P
vectores de traslacién a, b y c.
existen relaciones bien deterr_n_inbam
de estudiar estas relaciones sr_
los indices de Miller °

ortogonales], tal que corte.

parémetros de las redes dlrecta L
y reciproca. S

El plano (hkl) junto con los tres planos de coordenadas (100), (010) y
(001) forman el tetraedro AOBC. Si las areas de las caras triangulares del
tetraedro se representan con los respectivos vectores S, segin el teorema
del cdlculo vectorial que afirma que el vector de una superficie .cerrada
es siempre igual a cero, entonces se puede escribir:

Sahk1)™52(100)*58(010) *Sa (001) (1-2.1)

Las &reas se pueden calcular por la férmula “'volumen 'de - un

tetraedro: v=(1/3)SH, de donde
S=3v/H, (I-2.2)

siendo H la altura del tetraedro. La distanc ‘b,'tléé'-oyiarxl ‘plano (hkl)



es igual a la distancia dhkl gntre:'los planos.‘ es decir. ‘se’ supone que los
planos {hkl} forman’ una familia de* planos paralelos separados entre si, una
distancia dhkl

de acuerdo con las're

ice” A al plano de coordenadas (100},

los sucesivos  planos:
distancia que va de;‘:;vé piarié de coordenadas (010) es dow/k y la
’ el plano de coordenadas (001),d, /1. Por

g,una i‘amilia. es jgual a dwo/h, la

como 6v=a- (bxc)/(hkl})=vc/(‘}‘ii<l') " stendo c ei,"volumen de la celda elemental

(1-2.4)

igualando la expresiéﬂ (1-27 vcc':n"(I-Z.'S),w se. 'en'r':'uent"ra que,"

. i ' ‘ L
a= 1/d100='(bxc)/vc’ b,,=1/d°1°=(cxa)/Vc. c 1/d —(axb)VA

y como a- {bxcl}=b:(cxal)=c: (axb)=Vc, se tiene que
- - .
ara =b'b =c-c =1
. = . - . 5 - . ¥ =~
b'c =b -c=cra =a ‘c=a‘b =a‘b=0. N (1-2.5)

Las seis Gltimas ecuaciones de la expresién (I-2.5) dan ‘lairegla 'p‘ar:a“




construir.la red

ed- reciproca,; a’

construir la r

- - L

c y a a y
perpehdlculares.

respectivamente.’

‘volur'neh‘x"de "'la‘ ce_ldé' elemental de la: red -reciproca

:I.3. FUNCION DE BLOCH

-El - teorema - de Bloch ' (P.Pavlov, A. Jovlov 1987) nos dice que las
funclones de onda, que son soluciones de la ecuacién de Schrédinger con
potencial periddico, representan ondas planas moduladas por cierta funcién
con la perlodicidad de la red; de ahi que estas funciones se puedan

escribir de la sigulente manera:
Wk(r)=Uk(r)exp(ik.r), (I-3.1)

donde Uk(r) es una funcidén peridédica con periodo igual al de la red y que

depende del vector de onda k.

La condicién de periodicidad del potenciél ‘donde se mueve el electrén

en el cristal es:
V(r)=v(r+n), con n=n a+n b+n_c, (I-3.2)

en la ecuacién anterior a, b, ¢, son los vectores unitarios de las

traslaciones principales y nl, na, n,, son numeros enteros arbitrarios.

Cuando se estd en un determinado nodo de la red y a partir de ahi se



desplaza en la magnitud n se llega a un punto equivalente de_la red e tal

¥(r+n)=C¥(r),

en efecto de (I-3.1) se tiene ciue 'W(r'#ﬁ)— G

teorema, U(r+n)=U(r) por. ser periédica col red, _entonces

\P(r+n)—U(r)exp(1k r)exp(ik n). se: obtlene el .81 se toma

'C=exp(1k-n).Af (1-3.4)
En la expresion anterior k es. el vector de onda que caracteriza el
_estado cuantico del electrén en el cristal. Como el exponente de la funcién
exponencial es una magnitud adimensional, en este caso n tiene dimensién de
longitud, entonces k debe tener la dimensidén reciproca de longitud, es

-1

decir cm El médulo del vector k se llama numero de onda, su sentido

fisico representa el nimero de longitudes de onda que caben en 2m,
| k[=k=2n/2 (1-3.5)
Teniendo en cuenta (I1-3.4), se vuelve a escribir (I-3.3) en la forma,

W(r+n)=exp(1k-n)\ll(r), . (1-3.6)

o . : \P(r)-exp( 1k n)‘l’(r+n)—U (r)exp(1k~r) IS M(I-'37;7)

donde Uk(r) designa la funcién,: v

Uk(r)=exp{'1k-(r4+n)}‘1‘(r+|;j"": o (1-3.8)

a continuaclon mostramos que en efecto U (r)' éspéta la perliodicidad, de

(1-3 6) y 1-3. 8 se tiene que

10



’k'k(wn;n")'}\ll(r_’rnﬁ;’ ) oy

Uk(r"rn' )=ex

=exp{—- ; '

=Uk(r)

La  funcién de onda del electrén e ep"’sen“té‘l‘mau‘onda

," qu_'e tiene

determinada por la expresién (I-3.1) Vrecibe'eilhhom‘b‘re de ‘fuhcién. de. Bloch,

I.4. EXCITACIONES ELEMENTALES EN SOLIDOS.

Hablar de excitaciones elementales en sélidos, implica adoptar una
" linea teérica de investigacién de sus propiedacfes fisicas, que cae dentro
de las corrientes que se basan en la teoria microscépica de su estructura.
Otras teorias se basan en los aspectos macroscépicos fenomenolégicos de
tales séllidos. Los sélidos cristalinos estan formados por muchos &atomos
similares (del orden de loaacm_a). acomodados espacialmente de forma
regular. Para tratar el correspondiente problema de muchos cuerpos, se
tendria que resolver la ecuacién de Schrédinger para un total de 10%?

particulas interactuantes, la cual en tal caso no se puede resolver.

En este sentido la teoria cuidntica de campos tiende un puente para
librar la brecha que existe entre el enfoque segin un modelo atémico y los
modelos que consideran al cristal como un continuo (H. Haken 1976). En este
formalismo, los estados del cristal partiendo de su estado base, se
describen facilmente por medio de los operadores de creacién y aniquilacién
los cuales se pueden usar de manera reiterada para obtener la descripclién
de cualquier excitacién. Como ejemplo, es ilustrativo considerar el caso de
las ondas sonoras que segun la teoria del continue son variaciones de la
densidad Ap(x,t) de manera periédica en el tiempo y en el espacio. Para una

onda estacionaria Ap puede escribirse como Ap(x, t)=Asen(wt)sen(kx), lo cual

11



proporciona - una base para..su; cuantizacion ComO' el factor temboral es
la correspondiente amplitud de

puramente -arménico, - se -le puede® tomar’:‘é
vibracién tj(t)=Asén(wt) la cual satisface 1a ecuacién para el oscilador
arménico cuya cuaﬁtlzacion es blen,conocida (L. de la Pefia 1975). Para una
onda k determinada se obtienen niveles de energia En=nhw. n=0, 1, 2, ...,
que son miltiplos enteros de hw. Se pueden interpretar estos niveles de
energia como la ocupacién de la correspcndiente onda sonora por ‘los
cuantos de energia hw, entonces a la onda se "le asigna el caréqter de’

particula a través de las propledades fundamentales.
E=hwk, y p = hk (1-4.1)

Como se vera mas adelante en el ejemplo sobre fonones; la relacién
entre el vector de dispersién k y la frecuencia w, se da a 'éravés de una“’
ecuacidén que se puede derivar directamente de la fisica clasica, a través de
la ley de dispersioén w=vk, donde v es la velocidad del sonido. El aspecto
importante cuando se aplica la teoria cudntica de campos es su dualid‘ad, al
igual que en la mecadnica cudntica, los procesos de vibracién se tratan en

ocasiones como si involucrasen particulas.

FPPPPPPP P
CQQOTODTS

Fig.I.4 Onda de espin, a) vista lateral de la cadena de espines; b),

vista superior .

Otro tipo de excitaciones elementales lo constituyen los magnhones. En

12



efecto, en un material ferromagnétlco a ‘Ia vtempe‘ratufa" de ¢ K todos . los
5 Esta ‘disposicién de los

espines tienen una orientacién en el mismo sentid
esplnes corresponde al minimo de energia A medlda que la-temperatura se
eleva, su energia crece dando lugar . a que existan espines que se desvian de
su orientaclén que tenian en el estado ‘fundamebnbtal (estado de minima
energia). A diferencia del estado fundame"n.‘.t.al, el de los espines no
orientados, es un estado excltado. En el caso de una excitacién de poca
energia los espineé giran parclalmente (P. Pavlov, A. Jovlov 1987), esta
onda de espin se representa esquematicamente en la Fig.I.4. A los

cuantos asoclados con estas ondas de espin se les denomina magnones.

Las excltaciones elementales que se originan de los movimientos
colectivos de 1los electrones respecto 'a los iones positivos, les
corresponden ondas longitudinales que reciben el nombre de ondas de plasma,
a los cuantos de tales ondas se les llama plasmones . Para frecuencias no
muy elevadas estas oscilaciones se originan en metales y semiconductores,
donde los electrones estan débilmente ligados a los 1iones (P.Pavlov A.
Jovlov 1987). En el estado base los electrones compensan totalmente la
carga poslitiva de los iones y cada celda unitaria del cristal es neutra. Si
en tal estado neutro P, es el nuimero medio de electrones en la unidad de
volumen del cristal, la desviacién del numero de electrones de P, da origen
a que se férmen los campos eléctricos repulsivos que tienden a restablecer

el equilibrio produciéndose asi las oscilaciones plasmicas (H. Haken 1976}.

Se han mencionado sélo algunas de las excitaciones elementales que son
importantes al determinar algunas propiedades en los sélidos; y al hacerlo,
se ha estado pensando en un modelo de hamiltoniano, en donde éte se
descompone en sus diferentes elementos y étos se analizan separadamente;
sin la interaccién con los demas. Posteriormente se estudia la interaccién
entre los diferentes componentes y se encuentran otros fendmenos. La
teoria cudntica de campos se usa para analizar teéricamente étas
exitaciones elementales a partir de la ecuacién de Schrddinger, asi come
para estudiar sus interacciones. Sin embargo, los métodos de dicha teoria
no se restringen a cristales, pueden ser aplicables a sélidos en general

(H. Haken 1976).

13



Como un eJemplo de excitacf

es.elementales estudiaremos con detalle

el caso de las vibraciones de la red cristalina

o Considefémos un’. ériétal ﬁnidiﬁénéional ‘constltuido por ‘N étdmps ‘de ”
‘masa m: cuyas posiciones 'de equilibrio se localizan por el vector de la red
bn=na. n=1, 2, 3,...,N, donde N.es un nimero muy grande, ademds el ultimo
4tomo precede al primero con la finalidad de formar un anillo de tal manera
que todos y cada uno tengan vecindades idénticas (condiciones de frontera
ciclica), también se supone que los desplazamientos longitudinales y
transversales son independientes. Si q, es uno de los desplazamientos para
el atomo que ocupa el nodo n y considerando sélo la interaccién a primeros
vecinos, es decir, hay 1nteracc16nfcon el (nfl)-éslmo y con el (n+l1)-ésimo
egun la- ley -de Hooke. Para la energia

atomo, los desplazamientos ocurren

potencial, se tiene,

= (172) 4} (1-4.2)
y para la energia_é;n’£
7(TJ{(1/>32i)[,nn‘ugn. ; _ (1-4.9)
de donde lavfunpibh'de‘Lag}ange estara dada como,
o v ‘2'_ _ 5 ‘ £ B :
L =(1/2)] mq>-(1/2)y] (q -q__)° )
L;é écuaciones de movimiento de Lagrange son,
da aL e '
ataq L = aq - (I-4.5)
n B
que al dpiicarlas a (I-4.4), se obtiene:
g = ) + ¥l ) ' (1-4.6)
nIlqn— 'V(Qn qn-l ¥ qnd qn ' .
se propone como solucién q = xne‘Wt donde %, :serfa--la amplitud de

14



tiene un Sistema

Vise obtiene “la

mp»li»tu"g.i"es

C(cam

terminante secular de orden

sin embargo. ‘resulta mas co' enie

determin nte Y luegc resolverlo. entonces
A. Samarski

de manera directa que pintar e

en vista de que (I-4.6) ‘es'un 3% n dlferencias (A.

1986), x = Ae'®'™ al substituirla

-mw Ae(ik n) [ e

de donde

el valor absoluto se debe‘ a"quej

=2/% -
w =2/ (1-4.9)

La © . S conoce como frecuencia natural de corte de la red, entonces para
frecuencias por encima de este valor k, debe ser imaginaria para que pueda
satisfacer la‘ ecuacién (I-4.8). Los valores de k'a que puede tomar 1la
funcién exponencial estan contenidos totalmente en el intervalo,
-n=k-a/2=m. Los valores positivos y negativos de k son igualmente
necesarios debido a que 1la perturbacién puede propagarse tanto a la
derecha como a la lizquierda, por tanto el dominio de valores independientes
en el espaclo reciproco esta dade por -m/a = k = n/a , el cual constituye
la primera zona de Brillouin de la red lineal. Podemos notar que debido a

que k=2npa/Na, donde p=0 #*1 #2 + + . . N/2, existen N valores posibles de k
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idirectamente en

uevo formalismo se

el espacio k el translto de»i
e os desplazamlentos
Davidov 1981), que

mo cqrrespondientes para

determinados valores de k. blcﬂ?ftréhéfbfmacién esta dada por

(1-4.10)

donde, "

' Debido
y potencl'l'

_ R 2 2 N _ .
vV =(1/2)mg W (A A T =(1/2mF, AA_,
2 2 2
donde ; mw®(k) = mw“(-k) = 4ysen”(k-as/2).

Por tanto-la funcidn clasica de Lagrange toma la forma

LeT-V=(1/2)n}, [AuA-k'wz‘k’AkA-k] : BRI

De (I-4.14) los momentos generalizados cbrréépdﬂdiéntésjiéh “

representacién estarén dados por

p = 9L i ’ S o “t.'(’I-'-:;.llysy)

A partir de las ecuaciones (1-4.12) y (I€4}13) 1a ‘energfa totéL se

expresa como:

E=T+V=(1/2)nf, (PP - kakA e T (1-4016)
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Para pasar a la mecénica cuantica; (A S Davldov 1981). sejisl;lbystit‘uyg,n

.A y P por los operadores

correspondientes _que satisfacen

substituyendo: (I-4.19)" en’

_h + ‘ + :
R

El operador de déspiazér{xiénto en esta representacién esta dado por:

/h . R
9, Vomi(e) SXPUk-n)( b+ b, ), . -a.22),
Los operadores b, y b; actlan - sobre las funciones

,¢u>5l0' 0,...4,,...,0> de la siguiente forma:
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bllepeeleen

dont.j*lé’ se h'an' “tomad
(I—A;ZO)p‘Sé'sﬁpone.q@e:lés £u

unidad ‘el nimero ¢ke

Aplicando kaV‘y
respectivamenté‘obtéhemb

(I-4.21) se transforma en
— + 5
H-Zx:w(k) (bb, +1/2)

El estado base del sistema se;déf!hé-pé"

este estado la energia

(1-a.27)

E,=<O|H]| o>=1/zzkh9 (k)
tiene su valor minimo.

La energia del cristal en el estado |¢k> se determina de acuerdo con

(I-4.25) y (I-4.26) por la relacién,

E¢k=<¢k |H|¢k>=EO+¢khw(k) . (1-4.28)
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Partlendo del™ operador dado por la ecuacion (I ~4 2)" hallamos ‘que en
el‘ n—ésimo atomo

e \plazamiento

este mismo estado el -valor medio para e

<¢ |q |¢ > e_:s.> ‘igual a cero," : cuadrjado “del

desplazamiento no depende del n
2 . ', . f,' ; - B
< la je> —Mk/(mN_Q_( ) _ 1-4.29)

El segundo término de la ecuacién (1-4 29) . :énltribucién de las

"oscilaciones nulas" (cuando todas las o$ —0)

Al valor k=0 le corresponde el desplazamiento del cristal en conjunto.
En este caso w(0)= 0. De este modo, cuando k=0 las oscilaciones de los
atomos estan ausentes y este valor debe excluirse de la suma de (I-4.29).

En esta suma se incluyen unicamente las k cuyo valor absoluto es igual o

mayor que 2n/Na, al mismo tiempo w={2n/N)¥y/m .

Asi pues los estados estacionarios excitados del cristal estan.
distribuidos por todo él y se caracterizan por el vector de onda k (por lo
tanto también por el cuasi-momento hk y por la energia hw(k). Estos estados
excitados se llaman fonones. De acuerdo con (I-4.13) los estados con

vectores de onda k y -k tienen la misma energia.

Los numeros ¢k en las funciones I¢u> indican la cantidad de fonones
que hay en un estado dado. La funcién i¢k> del estado con ¢k fonones puede
obtenerse aplicando sucesivamente el operador bk a la funcién del estado

base |[0>:
~-1/2 k
|8 >=(8,1)72(61)% 0>,

En la figura (I-4.2) se grafica la frecuencia de los fonones

w(K)+w(~k)=2V(y/m) |sen(k-a/2) |. Conociendo la frecuencia de los fonones en
funcién de k pueden calcularse las velocidades de fase Vr y de grupo Vg de

las respectivas excitaciones elementales
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- 7 2

Fig. I.5 Dispersién de los ‘t‘"bnr'.n'-z"esf,f’.éctfxstlcos.._

Vr=ui‘(k)/k=(:2/k)\/ (y/m) lsen(k'-a/;?) | .

'-véJ}éEJ=a¢(7 /n)|cos(k-as2)|.

{»i_‘a's excitaciones de onda larga, ka=2na/hsi, .‘As'eg

se caracterizan por las magnitudes

wik)=kav(z/m)=kV_ vy Vr=Vq=av/(a'/m). "(1-4.35)
Las exitaciones de onda larga pueden considerarse como ondas eldsticas en

un medio. La velocidad de las ondas eldsticas (velocidad del sonido) en

mecadnica se determina por la expresién Vs— (E/p) donde E es el médulo de
Young y p la densidad del medio. En nuestro caso p=m/a, y el médulo de
Young, que determina la razén de la fuerza 7(qn"qn_l) a la deformacién
relativa (qn—qn_‘)/a, producida por ella, es jigual E=ya. Por lo tanto

Vs=a (¥/m}. Por lo que, las exitaciones elementales que se han considerado
coinciden, en el limite kas1l, con las ondas acUsticas en un medio elastico.

De ahi que a dichas exitaciones se les llame fonones actsticos.
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I.5. DESORDEN Y LOCALIZACION DE LA FUNCION DE ONDA

La caracteristica fundamental de un cristal es que sus atomos o
moléculas que lo constituyen tienen una disposicién regular ordenada, y
existen dos aspectos importantes de - este orden que se presentan a

continuacién.

ORDEN DE CORTO ALCANCE.-"Por b‘ox"d‘én: de ‘éor*;’o alcance se. entiende una
disposicién regular de atomos ‘de ylya ‘red en’la vecindad' inmediata  de algin
atomo particular. Por tanto, este orden determina el campo del cristal en

el cual tal atomo esta inmerso "

ORDEN DE- LARGO ALCANCE.-"Por orden de largo alcance se entiende la
periodicidad estricta y por tanto, la invariancia de traslacién de la red
del cristal. El orden de largo alcance conecta las regiones de orden de
corto alcance de una manera tal que los atomos en los lugares equivalentes
de la red tienen la misma vecindad y la misma orientacién " (0. Madelung,
1978) (esta definlcién es anterior al descubrimiento de redes

cuasicristalinas).

El cristal ideal con su simetria perfecta en toda su estructura, no
existe en la naturaleza y las leyes de la termodinamica demuestran esta
imposibilidad (C. Ruiz Mejia 1983), de ahi que todos los sélidos
cristalinos tlenen defectos, es decir, interrupciones de la perliodicidad.
Ademas, la mayoria de los materiales que existen en la naturaleza no son
ordenados (J. Taguefia, 1983) . A estos materiales se les llama amorfos o
materiales desordenados. La consecuencia inmediata del desorden es la
falta de orden de largo alcance aun cuando persista el orden de corto
alcance. La ausencia de la simetria de traslacién en estos materiales hace

que el tratamiento matemdtico sea diferente al caso cristalino.
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----ALGUNOS TIPOS DE DESORDEN

1. -Desorden sustitucional, en este caso .se tiené"uha} red uner
corresponde-a un cristal perfecto, pero no se sabe qué étqmos sé:gnqgenﬁran‘
de manera determinada en cada uno de los nodos de la;red; sino mas bien se
da una cierta. probabilidad de encontrar tal o cuai atomo.en tales lugares.
Lo anterior quiere decir que éstos se distribuyen éleatorlamente en la red.
Esta situacién se daria, por ejemplo, cuando algunos &tomos de un cristal
perfecto se cambien por otros como en el caso de una aleacién AxBl_x, donde

x es la concentracién de atomos de A.

2.-Desorden topolégico. En el caso del desor&en topolégiéo los &tomos
no se pueden acomodar en una red periddica, sin embargo, 105'v¢ctores‘QUe
dan 1las posiciones de los atomos estidn a pesar de la falta>jdé: ordén,
sujetos a clertas restricciones debido a la interaccién ‘de los- atomos

entre vecinos.

3.-Desorden magnético. Supéngase que se tiene un determinado cristal
al cual se le puede asociar un momento magnético a cada sitio. Si este
momento varia al azar, se dice entonces que se tiene un material magnético

desordenado.

El numero de diferentes tipos de desorden dificulta wuna teoria
unificada, a partir de principios basicos como sucede en el sdélido
cristalino (0. Madelung, 1978), por lo que uno se preguntaria cuales son
las propledades comunes a todos los sb6lidos desordenados; es decir, en como

los sbélidos amorfos en general se diferencian de los s6lidos cristalinos.

El concepto de localizacién de estados es quizd el aspecto mas
importante en la teoria de 1los sistemas no ordenados, por 1lo que se
considerard con detalle, posteriormente, con el fin de resaltar

consecuencias importantes de este fendémeno.
En segundo lugar, se preguntaria cudles de los resultados que existen

para el sé6lido cristalino se pueden extrapolar al sélido amorfo. En este

sentido resulta que el modelo de teoria de bandas con todos sus conceptos
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como™ 'son’ las "funcionésv de 'Bloch, . Zonas de Brillouin ya ‘no_ se’ pueden

aplicar; puesto que -estos conceptos surgen como 7 ;
periodlcidad y-.de “la- invarianza traslaclonal en e
resulta que: el concepto de densidad de estados N(E

" un electrén es aplicable.

Finalmente, se pregunta también cual es 1a dlferenci

via estados localizados y via estados extendldos.i

LOCALIZACION

El concepto de localizacién frecuentemente va 1igado?a71“hecho de’ que
existe una clerta interrupcién de la periodicidad del éristal o se trata de
un material desordenado. De tal manera que cuando se estudian las funciones
prbplas del Hamiltoniano en estos sistemas, aparecen estados localizados, a

..diferencia de 1los sistemas ordenados donde las funciones propias
corresponden a las funciones de Bloch y representan estados extendidos
(y, (FI=U, (r)exp(ikr)).

Para introducir el concepto de localizacién consideremos una cadena
lineal atdémica, como la de la secclién I-4, de tal manera que sigan siendo
validas todas las condiciones y la dnica diferencia es que ahora se
considera que en el nodo n=0, se tiene una masa atémica ligeramente
diferente a las demads; es decir, la cadena estid perturbada en el nodo n.
Debido a que hay diferentes tipos de desorden, otra posibilidad hubiese
sido en lugar de variar la masa, por ejemplo, variar la distancia
interatémica. Para la cadena de atomos de la seccién I-4 se habia

encontrado el espectro de frecuencias, el cual esta dado por:

w(k) =2 ;V—;—- |sen(kas2)| = w [sen(kas2)|, (1-5.1)

donde v = 2 V—%— es.la f;‘écugnc 2 “de cqx_‘tei :




La masa en'n

puede ser posltiv

y al cancelar. los términos comunes. se tlene.f‘

Para la n-dependencla de los desplazamientos sev propone‘ una soluclén‘

‘de la forma,
qn=A7L"+B7\'" L (1-5.6)

donde por el momento A es desconocida. El motivo de tal proposicién es que
la ecuacién anterior es una ecuacién en diferenéias lineal y de segundo
orden. Sustituyendo los valores de (I-5.6) en (I-5.4) y (I-5.5) se obtiene

la sigulente ecuacidén secular para A

A% 1+ 4—“’2 -2 la=0 (1-5.7)
Wo

En la cadena no perturbada sélo son posibles soluciones de la ecuacién
anterior para w<wo ya que para el caso w>w° el discriminante se hace

negativo y entonces las raices son complejas .

Si se escribe A=exp (i), se encuentra que las soluciones de la
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ecuacién de movimiento son”ondas planas “con- frecuencias-relacionadas . por.. .. .
(1-5.1) con-a=ka. S ' L

Para 15 cadena perturbada del mis‘mqfim !
reglon w<wo.’ Se puede siempre coh‘st’ruir
ondas estacionarias, wuna simétrlc_a_:.
(qn=-q_n). Para el segundo caso el ‘é:‘t;‘émr
esta parte no se altera por la p'ert

solucliones tales que q.=4d_,

q.=Aexp(ika|n|) +Bexp.

para’ €=0 (cadena no” pérturbada.)', A=B;

esto--se: deduce al' comparar.ila‘

ecuacién anterior con (I-5.5) (deben ser 'igvuéles). o

Para la cadena perturbada se propone, =§exp(-1d). B=§e>€p(id){lf‘el ‘
motivo para hacerlo es puramente de caracter matematico. De (I-5.8) y

(I-5.9) resultan las siguientes ecuaciones,
q, = Ccos(|n|ka-d) y tan(d)= e tan(ka/2). C (1-5.10)

Para obtener la segunda ecuacién de (I-5.10) se ha eliminado «w de acuerdo
“con (I-5.1), debido a que se tiene todo un espectro de frecuencias, en
particular el de (I-5.1). La solucién (I-5.10) significa sélo un ligero
cambio en relacién con la solucién para la cadena no perturbada; sin
embargo, ahora son posibles soluciones con w>w°, A es entonces real y
negativa., A continuacién se busca la solucién para w>w°.Una de las
soluciones de (I-5.7) es menor que la unidad y la otra mayor que la unidad.
Ambas dan el mismo resultado cuando se intercambian A por B. Por 1lo

anterior nos restringimos a una solucién y elegimos k<O con |A|<1 .
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Debemos distingulr 1os casos de (I 5 6) n>0 y n;d ‘eﬁ:céda' caso. urié

de los terminos diverge cuando n=m de ‘ahi” que la amplitud asociada debe

n se obtiene, i

’qn-AA‘"f"p.ara-nSOﬂ. q,;=BX““ _para‘-'n(o (|7\|< )

Ahofa se éllmina el desplazamiento q, f»de la
con n=1y con n=-1 para dejarla como una relacién

q_, Primero sustituimos pii-a

qz. qlv q_l, 2
obtliene:
ANPeq_+ 4“’2 -2 |An =
wo

Haclendo lo mismo para n=-

AX+BA* 4—“’2 (1-e)-2 MZ 4“’2 ~2|tan =
: . Wwo Wo .

=M+B7\+[— (1-€)- 2]{-%2-[4—“’2 -z]}éa. : , (1-5.13)
ws w6 : L i

“De “esta ecuacién ‘se concluye que A=B, ‘sustituyendo '(1—5.'11)jen;?"('l-js:.;tk))

resulta que

au?
2A+—— (1-€)-2=0;
2
Wo
P 2 RS T
de (1-5.7) .se tlene  que ——2—2=(—?L -1)/. se
. Wo R

C'olmo, es distinta {vde :1,-de ‘aqui

conviert‘¢ en (A-1) [2-(A—1 ) (1~é)/h] =0. ..

: 26 : .



vibran en direccién opuesta Fig 1.6. Lb:s"&ésplaz“aﬁxié‘xfltqr ,dvi's'mi'i:myen cuando
se aumenta ]n[ ijLa vibracién esta locallzada‘y'!. "Ahora, 'si atendemos a la
suposicién de que A es negativa y ademas ]7«|<1, de (I-5.15), esto quiere
decir que existe unicamente una solucién en la regidén wW>wWo si € es positivo
y mayor que la unidad. De ahi que los estados de vibracién localizada son
solamente posibles, cuando la masa mo del atomo perturbado es menor que la
masa M de los atomos de la red. El nivel mas alto w=wo de la cadena no
perturbada se subdivide por efecto de la perturbacién y al aumentar el
valor de € = (M-Mo)/M se mueve hacia mayores frecuencias; la vibracién que
en el caso no perturbado se comportaba como una onda plana extendida, ahora
con la perturbacién se hace localizada. El ejemplo anterior muestra el
concepto de localizacién, pero se realiza en una cadena lineal con una

impureza, por lo que no se puede tomar como modelo de cadena desordenada.

11111'1'1. o 151 .......«.fxlij"l Irlni.a......

",l

R m

Fig. "I1.6." Las vibraciones localizadas de la red: a) para &tomos idénticos
en la 'cacljena-las vibraciones localizadas ocurren por encima dela frecuencia
limite ©_, para una cadena con una base-las vibraciones localizadas ocurren
por encima de la rama Optica; b) las vibraciones localizadas entre las

ramas acUsticas y épticas; c) resonancia en la rama acustica.
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de v,E*cb_lanC.lones en slstemas
e 1‘.,:|hodelo matematico qué

desordenados, :para:
J.4 Ziman, 1979) el éual se

corresponde’ al: har

(I-5.17)
los sitios {1} forman una”red, cada <r|1> estd centrado alrededor del
correspondiete lugar‘; y 'decae a partii‘ de ahi. El primer término del lado
derecho de (1-5.17) describe una particula que puede ser atrapada alrededor
de cualquier lugar del sitio i, con una energia propia €. El segundo
término permite a la particula saltar del lugar 1 al lugar j con un
elemento de la matriz de transferencia V“. El movimiento cuantico asocliado
con el hamiltoniano (I-5.17) es equiwvalente al movimiento ondulatorio de un
conjunto de resortes acoplados (0. Madelung, 1978), lo cual se manifiesta
al escribir la ecuacion de Schrddinger independiente del tiempo como
H|y>=E|y> donde II[I>=Zka|k>, y H se toma segin (I-5.17) luego al hacer

estas sustituciones resulta la siguiente ecuacién
[cl--IE]Cl + jVUCJ=0. (1-5.18)

Por otro lado la ecuacién que describe el movimiento de un conjunto de

resortes acoplados es —m‘(wz— uf)ul+zlxu(u -u’)= 0 donde los u, son los

desplazamientos de los resortes a partir del sus posiciones de ec;uilibrio y
las K” son las constantes de elasticidad del resorte que conecta el lugar
1 con el lugar j. Por lo que los resultados se extienden para los fonones
isotrépicos y para electrones s, teniendo en consideracién que los primeros

son bosones y los segundos son fermiones.

Para una cadena regular, la soluclién de (I-5.18) se da a través del

teorema de Bloch (J. Ziman 1979)
E(k)=c°+ Zntov(n)exp(ikn). . (1-5.19)

Si la integral de traslape (superposicién de ondas) es una constante -V y

se extiende solo a los 2 primeros vecinos mas préximos en un lugar dado, se

28



tiene una banda de energia centradaen €, ‘con un ancho de banda total de
2B=2zV donde z es el nuUmero de coordinacién, ' ‘en:este caso B proporciona
una medida conveniente de la escala de energia del sistema anterior.

Para el caso de una  cadena fdes_brdehada se considerara que la
interaccién se da sélo entre primerosr‘;veiévihos'. con el fin de poder abordar

el tema, por lo que la ecuacién:( "5.18)';‘rse transforma, ahora, en una

ecuacién en diferencias.

(cl—E)Cl'&V‘ , (I-5.20)

L (1-5.21)

mas compacta Ul“=TIUl. de donde se observé que la excitacién U‘ que pasa

por la i-ésima celda, es generada por la correspondiente excitacién que

pasa por la celda anterior multiplicada por la matriz de transferencia T‘.

) Una matriz de transferencia se le asigna asi, sin ambigilledad, a cada
celda de la red. La propagacién de una excitacién a lo largo de la cadena

se representa entonces como un producto de una sucesién de matrices,

U“‘,=Tlﬂ.qT“l,_2.‘.Tl,Ul, (1-5.22)

para un sistema ordenado, todas las matrices de transferencia son iguales,

por lo que
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u”,=m‘ui',, s TET S u-s.23)

El efecto del desorden es: ‘car tran erencia cle ‘celda

la.- matriz-d
[ de 1a matriz
z: de transferencia -
tadistica

;con:unaidistribucién.

T es una funcion estocastica del l‘gar 1

determinada por el modelo fislco propuest )

Z2iman demuestra: si los valores propios,;de la 1z’ de transferecia

para una cadena regular son reales, entonces hay: un brecha espectral en la
er. (J..Ziman 1979) dice:

cualquier regién que es una brecha espectral tanto,para un’ cadena pura del

cadena. Por otro lado el teorema de Saxon & 'Hu

tipo A y una cadena pura del tipo B, es tamb}iéﬁ‘_'uﬁa ‘brecha para una red
mezclada con atomos del tipo Ay B.

Ahora considerese una aleacién cuyos dos cor}stituyentes corresponden a
dos matrices de transferencia T y T'. Supédngase primero que la variable
espectral E estd en lo que seria una brecha para una red perfecta del tipo
T, pero es una banda permitida para T'. Entonces el teorema de Saxon &
Hunter no se aplica y el espectro se puede considerar continuo alrededor de
E. Los valores proplos de T deben ser reales para esta E y si se hace un
analisis de la forma de (I-5.21) se podra observar que esta matriz se
puede elegir tal que sea unimodular, entonces se pueden elegir sus valores

propios X, ¥ x,, para que cumplan con
x1=1/xa>1>x2 (I-5.24)
Primero suponemos que tenemos una cadena con sélo constituyentes T; si se
inicia una excitaclén en el extremo izquierdo de la cadena con vector. de
excitacién U°= a101+32¢2 (donde 01 y 02 son los, vectores proplios de T} y
que pasa a través de N celdas sucesivas de este tipo, segin (I-5.23) se
llega a una excitacién '
_ N, _ N N _
U"—(T) Uo-al(xl) @1+aa(x2) ¢, (I-5.25)

En general, el valor. propio r!l.ayoxf X, rapidamente domina en esta
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expresién, U, tiende a'ﬂ“lya:" "d-irec‘:gl_én“'f'dé”'¢; 'y ‘crece’‘én " ‘amplitud’
exponencialmente a lo:largo’de la; gdéné. .con.un coe‘flcie‘r‘ite}: :[que resulta’ -

(1-5.26).

Pero, 'si: "re‘s‘u £é9to de "'mulﬂtv'iplricar.'pbr ‘tT‘}x’fes‘ul tara
ser muy dife r4_ exponencialmente a 1o largo de la

cadena; ‘como '

e (1-5.27)

Estos son los resultados que se obtiener en la brecha de una cadena
perfecta. Ahora se indaga cudl es el efecto de mezclar esta cadena perfecta
con celdas del tipo T'. Como E no estd en la brecha de esta matriz de
transferencla, cada una de las celdas de T' tiene el efecto importante de
cambiar la fase en cada ocasién que encuentra la excitacién, en otras
palabras, la fase del vector de excitacién ya no tenderd uniformemente tal
que se satisfagan las condiciones de frontera al llegar al otro extremo.
Sin embargo se conjetura que la excitacién aun crece exponencialmente en

promedio (J. Ziman 1979), con un coeficiente
In|T ...T U | (1-5.28)

De manera muy general (I-5.28) predice un valor definido positivo de y, asi
que la excitacién crece en amplitud al ir hacia la derecha a lo largo de la
cadena; sin embargo, resulta el problema de cémo conciliar la necesidad de
que se cumplan las condiciones de frontera con este hecho, para esto, se
supone que se inicia una excitacién en el extremo opuesto de la cadena, las
matrices de transferencia que se va encontrando son versiones transpuestas
de las del caso anterior y las cuales tienen las mismas propiedades
generales y por tanto la excitacién crecerda también exponencialmente al ir
hacia la izquierda de la cadena con coeficiente y. Lo anterior establece
que la ultima funcién es analoga a la funcién exponencial decreciente
(I-5.27) que se encontré como solucidén especial en la brecha de una cadena

perfecta.
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cadenas

De. -estas considerac ones: ce: ,'V las

desordenadas sus. -~ fun

1lama exponente de Liapunov y' se 1dent1i‘ica con el inverso de la longitud

de localizacién.

LOCALIZACION SEGUN ANDERSON. Anderson considera una red puntual
tridimensional ocupada por &atomos cada uno de los cuales tiene justamente
un tunico estado En para el sitio n. Si1 todos los En son iguales, resulta
que existe una banda de energia de ancho B. Para la discusién de los
estados en una red desordenada, se mantienen las posiciones de los &tomos
en los nodos de la red, pero propone que las En se distribuyan
estadisticamente sobre un intervalo de ancho W. El hamiltoniano se escribe
en la representacién de Wannier (0. Madelung, 1978), y en términos de los

operadores de creacién y aniquilacién
=LECC+ IV CC, (1-5.29)
nhn mn-m n

en el cual para simplificar la dificultad matematica, sélo se admiten
transiciones entre vecinos inmediatos y para ellos Vm=V=cte.‘Entonces a
partir de un estado inicial en el cual el electrén bajo consideracién se
encuentra en un punto determinado de la red, Anderson se pregunta sobre la
probabilidad de encontrar al electrén en este punto nuevamente cuando ts w.
S1 la posicién inicial pertenece a un estado localizado, la difusién se
restringe a un volumen finito, la probabilidad de retorno cuando t»» es
entonces distinta de cero. Si, el electrén es capaz de difundirse al
infinito, la probabilidad de retorno es cero. Anderson fue capaz de
demostrar que la magnitud de la razén W/B decide entre estas dos
alternativas: en particular para el estado E=0 (valor medio de la
distribucién En en la red desordenada, que corresponderia al estado de la
mitad de la banda en la red ordenada). La probabilidad de retorno es cero
si W/B cae por debajo de un valor fijo del orden de 5, el estado es
entonces extendido, para razones grandes de W/B, es decir cuando el ancho
de la distribucién de los niveles de energia exede de una manera importante

el ancho de la bahda B, el estado E=0 es localizado (J. Ziman 1979).
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DENSIDAD DE ESTADOS. Por densidad de estados se entlende el numero de
estados que hay en el intervalo’ de' energia (E. .E+dE). .para algun sistema
cuidntico, por ejemplo en el caso de_‘una particula libre que se mueve dentro
de una caja de longitud L, de laf»exvprres'l‘énbpara su momento;, se tiené
p=(2mE)1/2=2n1rh/L. n=0, %1, #*2....:“El nlmero total de - estados. N(E): con
energia menor o igual que E és s2n+l, iy al expresar n en términos de E

resulta que,N(E)=(L/nh) (2mE) /241, luego N(E+AE)= (L/nh)(zmr:m!:)"z

aproximadamente igual a N(E)-i~(l../2nh)(Zn‘l/E)l’2 por. 1o’ “i'que .
AN=N(E+AE)-N(E)=(L/2nh) (2m/E)'/?AE, pero por definicién AN=p(E)AE “por :lo

que p(E)=(L/2ah)(2m/E)Y30

Para el caso de una red desordenada, la teoria de . Mott -hace un
andlisis de la distribucién de los estados energéticos segin el grado. de
localizacién. Basicamente lo que esta teoria dice es que existe una -
energia limite Ec en la banda de conduccién de los materiales amorfos y
respectivamente una energia Ev en la banda de valenclia, que divide los
estados localizados de los estados extendidos-y, seglin sea el tipo de
amorfo, pueden existir dos posibilidades: a) existe un limite inferior
exacto (a partir de E) del espectro de estados localizados, la
probablilidad de que surja un estado localizado con energia de ionizacién
superior a cierta energia critica es cero. b) no existe un limite 1nferlorii
exacto del espectro de los estados localizados, o mejor dicho, este limite :
se encuentra mas alld de los limites de la banda prohibida (P. V.‘ Pa‘r\;léy,'
1987). ' )

Ev -—T Ev

“a) N (E) b) N (E) ¢ N (E)

Fig.1.7. a) Dependencia de la densidad de estados respecto a un cristal, b)

y el paz:a sélidos amorfos. Los estados localizados se han rayado.
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La dependencia de la densidad  /de estados respecto.dela energia para
‘tambien se adjunta la

estos dos casos, se muestra en lé figura‘j_,l“.7;'

correspondiente a la dependiente de un”cry"kis‘t;'ali ara”"q_\.@e sirva como patrén

de comparacién. En el primer caso,. Fig I.7a,5 1a representacién de la banda

prohibida conserva su sentido exat‘:to;"il-_: é’léﬁ de energias en la

cual, la densidad de estados es igua "segundo caso todo el

intervalo de energias EV<E<EC éstéf les -discretos, en el

sentido antes considerado no existe ll‘aﬂﬁ ib da

Sin embargo la regién EC-EV 1nd1céqé se: iferéncia por ‘principlo de
las bandas permitidas. Asi los electrones localizados' en -los" niveles
discretos sélo pueden participar a saltos en el transporte de carga. En las
redes desordenadas, las energias de los estados localizados se distribuyen
sobre un amplio intervalo. Los estados localizados adyacentes pueden‘tener
energias ampliamente diferentes. En alguna transicién la diferencia de
energia debe ser suministrada por un fonén. La probabilidad de transicién
puede resultar tan pequefia que la transicién a otros estados adyacentes, a
los cuales el consumo de energia involucrada sea menor se hace  mas
probable, de este modo se tiene una probabilidad de salto ademds de la
probabilidad de salto entre vecinos inmediatos, a saber, la probabilidad de
salto de inervalo variable (0. Madelung, 1978).

Para examinar como es la conductividad eléctrica en redes
desordenadas, es necesario tener en cuenta los diferentes mecanismos de
conduccidén que suceden para los estados extendidos y para los estados

localizados.

La contribuclén de los estados extendidos ' a la conductividad es
siempre dominante cuando hay un numero suficientemente grande de electrones
en estos estados, y por tanto cuando la energia de Fermi esta por arriba
del borde de movilidad Ec o dentro de algunos KBT de este limite. El primer
caso ocurre en liquidos, metales amorfos y aleaciones. El segundo caso es

importante en la banda de impuresas de los semiconductores .
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CAPITULO I
SISTEMAS CUASTIPERIODICOS

II.1 CUASICRISTALES. Como se dijo en la introduccién, el término de
cuasicristal se introduce en la fisica del estado sélido, para referirse a
los materiales que presentan orden de largo alcance en el patrén de
difraccién, pero sus simetrias estan prohibidas por  la cristalografia
tradicional. En particular estos materiales carecen de simetria de

traslacioén en su estructura atémica.

El primer reporte de una fase cuasicristalina fue publicado por
Shechtman, Blech, Cahan y Gratias (Shechtman et al. 1984). Se refiere a una

fase sélida de aleacién Al asMn 14 cuyo patrén de difraccién de electrones,

Fig. II.1. Patrén de difraccién de electrones en una aleacién de Al-Mg
enfriada abruptamente; permite observar con claridad la simetria de orden 5
[Shechtman et al. PRL 53, 1951(1984)]
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con puntos bien definidos, ‘muestra simetria lcoséédra}‘, ‘Por una parte, la
definicién de -los puntos si>gn1fica' una "é:str‘u‘c‘tu;ra"altai/_néni‘é ordenada, como
la de un-cristal; por otra, el 6rde}1 Lééshédrai éShﬁ_éuséJé'sf de simetria
pentagonal es imposible para los‘cristales tradici'ona].es. _Estos aspectos
~ contradictorios necesitaban de un ‘modelo qu‘e: resolviera el problema de
hacer compatible el orden de largo alcance con la simetria clnco.

En breve aparecié el primer modelo propuesto por Levine y Steinhardt
(D. Levine y P. J. Steinhardt, 1984) basado en una generalizacién de los
mosaicos de Penrose, (M. Gardner, 1977) con simetria lcosaedral y con
patrones de difraccién similares a los obtenidos por Shechtman. Es decir,
la red de Penrose que es un mosaico bidimensional se generaliza al espacio
de tres dimensiones. Cabe decir que la red de Penrose fué introducida por
primera vez por el matematico inglés de la Universidad de Oxford, Roger
Penrose en 1974 (M. Gardner, 1977). Esta red consiste en el recubrimiento
del plano a través de dos motivos o celdas unitarias, que a su vez
consisten de dos rombos uno flaco y el otro gordo de &ngulos linteriores
36°, 144° y 720,1040. respectivamente, y las longitudes de sus lados son
iguales, Ver fig. II.2 (las reglas para generar la red se dan mas
adelante). Una de las propiedades importantes de la red de Penrose es su
orden orientacional de largo alcance con simetria cinco a pesar de ser
cuasiperiddica. Anteriormente al descubrimiento de las fases
cuasicristalinas Makay habia estudiado el patrén de difraccién de la red de
Penrose y habia desarrollado un algoritmo para generar una malla
bidimensional (F. Mejia Lira 1988). El resultado de este estudio da un
patrén de difraccién con simetria cinco. A partir de estos hechos se
sientan las bases para establecer el paradigma de la “cuasicristalografia’
que se encargard de estudlar la estructura y las propiedades de estos
materiales, que no son cristales convencionales donde exista una celda
unitaria y simetria de traslacién, pero que tampoco son amorfos, sino que
mas bien constituyen una nueva clase de materlales y que en adelante en

relacién con su estructura se les llamara "CUASICRISTALES".
En este capitulo se analizardn algunos aspectos relacionados con la

cuasiperiodicidad, como son las funciones cuasiperiédicas, pues el orden

cuasiperidodico significa que la funcion que describe la densidad de los
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atomos situados en los puntos de la red e

u;a'slp‘e‘ri“édlicia‘;- “er te"ndi‘véndo’s‘e
por funcién cuasiperiédica aquella o -t
lineal de funciones periédicas per
inconmensurados. También se discutlra

mallas cuasiperidédicas.

22—

FIG. II.2 La red de Penrose
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I1.2  CUASIPERIODICIDAD.

En esta’ seccionse: 'boifda,'el tema de la cuasiperiodicidad con el fin
: recisa de lo que significa una funcién y una
asilvéomo,dﬁ‘er'entes métodos de construccién de las.

‘ Définiéléﬁ: Qa ,«fﬁnéién" £(x) es cuasiperiédica, st y s6lo si: para
todo €>0 existe un numero real w, tal que |f(x+w)-f(x)|<e, para todo x en
el dominio de -la fy.incién. Como podemos. apreciar,’ lax_s funciones periédicasb
pertenecen al éohjuﬁto ‘de ' las funciones .cuasiperlédicas- ‘en’tal’ caso w. es
- n) ‘es cuasiperiédica

el periodo de la funcién. Asimismo, una sucesién . {
siempre y cuando exista una funcién cuaslpieriédica‘ f(x) tal que i‘(n)=an

(H. Bohr, 1947).

Con el fin de comprender mejor la definicién anterior, consideremos la
siguiente funcidén: f(x)=sen(2nx)+sen(2nrax), donde ~w<X<® y & €S un numero
real arbitrario distinto de cero. Noéotese que .los sumandos de f(x) por
separi:do son funciones perliddicas, con periodos respectivos de p1=1 y
p2=1/(a|. Sin embargo, existen dos casos diferentes: 1) Si pi/p2 es un
numero raclonal, entonces existen n1 y n2 enteros tales que nlp1=nzp2. En
este caso, las funciones sen(2nx) y sen(2nax) tienen el periodo comln
P=n1pl=nzpz y por tanto, f(x) es puramente periédica con periodo P. 2) Si
px/pz es un numero irracional, entonces ningin multiplo de p, es igual a
algan miltiplo de p, por lo que f(x) no es periédica; sin embargo, se puede
demostrar que para todo &>0, existen n , n, e 2, tales que |n1p1-nzp2[<6.
Sea w un numero proéoximo a np, y np, (por eJjemplo w=(nlpl+nzp2)/2);
entonces se dice que w es un "casi periodo" de f(x) por lo que la
diferencia f(x+w)- f(x) puede ser tan pequefia como se quiera. Por ejemplo,
sea €= 10_2 y pi/pzﬂisl.4142135, existe un cuasiperiodo w=985 tal que
|f(x+w)-f(x)]<10'2, para toda x € R. Cabe mencionar que dicho cuasiperiodo
fue hallado usando el método Diofantino (J.Cassels 1947), el cual nos
permite aproximar progresivamente a un numero irracional a partir de

nimeros racionales.
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La’ teoria ‘de.
generalizacién de '’ las’
periédica ‘f(x)=f(x+‘lf) f’cpn’. P

En general una’ fu ‘ |
Janssen, 1988),

flx)= ) fin;

UIPRERRT N

(11-2.

de una funcién generadora g de N variables.en: cad un

Nétese que. f(x) definidé_- vpor"‘lra Ec 1}: pued

periédica, es decir, g es multiper‘xé'dj,cbaﬂ"vde-'v»vl‘a':éi

g(xi,... ,x")=n: ’zn f(ni,....n")egplz?thl‘(rﬁv x1+ ;

la cual se reduce a la Ec. (II-2.1) si xJ=x. péré :j=1,'.'..,N:. 7

Una vez que se han definido las funciones y las sucesiones
cuasiperiédicés. consideraremos la construccién de una red unidimensional
cuasiperiédica. En principio, una red periédica unidimensional es una
sucesidén de puntos que se puede construir a partir de una celda unitaria
por traslacién relterada de la misma. En camblo, para una red
cuasiperiédica unidimensional se necesita un conjunto finito de celdas base
para construirla por medio de un procedimiento inductivo como sigue (J.
Ping Lu, T.Odagaki y J.Birman, 1986): sean al, az....,aq unidades basicas,
se define el patrén original como la etapa cero de la sucesién. Entonces,
la etapa n+l de la sucesién se obtiene inductivamente a partir de la etapa

n por la siguiente regla de sustitucién,
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(11-2.3)

elementos son m‘|

completamente -1a sucesién: ATAlcontinuacion. Q‘éz{rﬁési'dos~r 8

los motivos que se repiten, entonces

11 . -
H=[ |» AB=ABAB-ABABAB,
HERY

Lo : O T
: =[ »AB>ABA=ABAAB>ABAABABA. & i (11-2:5)
1 o) alee. s

[i} :1[ e -{:;J e

El‘ejemplo dado por 1la Eec. (11-2.4) constituye un caso periddico,-ya que M
tiene la propiedad de que todos sus elementos son unos y su determinante es

cero, esta ultima propiedad es precisamente la condicién para tener una
estructura periddica. El otro ejemplo es una estructura no peridédica, donde
se ha conslderado un caso simple con dos elementos basicos A y B, el cual
discutiremos con detalle a continuacién.

Sean N(")
en la etapa n, de la secuencia definida por 1la Ec. (11-2.5),
respectivamente. Estos nimeros cumplen las sigulentes relaciones de

recurrencia:

(n+1) (n}) (n) (n+1) (n) (n)
=] + . = + -2.
NA “NA leNa H NB mlzNA mzzNB , (II-2.6)

donde mU son los elementos de la matriz M.
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e:-determinara: el .limite - de. N

(n) {n}
_ "s:

k ‘r=[ ’5+1]/z=r. : ‘ (11-2:8)

Estey eJemplo constituye el caso mds simple de una red cuasiperiédica
unidimensional y se conoce como la cadena de Fibonaccl. Para construir esta
cadena se implantan los motivos A y B como dos distancias de longitudes L y
S respectivamente, tales que cumplen la relacién L/S=t. Por lo anterior los
atomos vecinos estaran separados por una distancia S o L. El efecto de la
matriz es reemplazar L por LS y S por L, como se muestra en la figura II.3.
A este proceso de construccién se le conoce en la literatura como proceso
de deflacién, debido a que se parte de la etapa cero que consiste en
agrupar los motivos segin una prescripcioéon iniclal deseada y luego hacer

subdiviciones.

Fig. II.3. Una cadena lineal que ‘se: 'construye de acuerdo a las reglas de
: deflacién segon (II-2.9).

Cabe menciocnar que la matriz (II-2.5) tiene propiedades sumamente
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interesantes, . por; g_j,empl'o‘.g‘la’s‘pqﬁencias de .lla'_,,'mat:;riiz,_:;_' .

. (11-2.10)

donde los’ f . son “los "némercs de  Flbonaccl

Ee. (1I-2.10) se puedé ‘cio‘iﬁpro'l:var facilmente: por: 1‘nc7{u

Se puede demostrar que la transformada .de“Fo:::uri,e d:g;." lra\s red’e;si :
cuasiperiédicas poseen exclusivamente deltas de Di_i"‘éc‘“[i’l‘.‘r‘;lfa‘nssen, 1988].
Consecuentemente, el patrén de difraccién de un cuasicri‘skta]t conéiste en
un conjunto de puntos discretos, ya que dicho patrén es proporcional al
cuadrado de la norma de la transformada de Fourier. En una red peridédica se
necesitan tres indices para etiquetar los picos de difraccién. En cambio,
para el caso de una red lcosahedral se necesitan seis, por lo que la
simetria icosaedral es compatible con una red periédica en sels dimensiones
(J. M. Cabrera-Trujillo, et al, 1991). La red cuasicristalina se determina
a partir de 'la interseccidén de la red periédica en seis dimensiones, con un
3D hiperplano particular. Esto es compatible con la teoria de las funciones

cuasiperiédicas, en particular con las ecuaciones (II-1.1) y (II1-1.2).

Las consideraciones anteriores dan lugar al método de proyeccién en la
construccién de redes cuasiperiddicas, el cual por simplicidad se ilustra
sélo para el caso de la cadena de Fibonacci.

Consideremos una red rectangular en dos dimensiones cuyos recténgulos
tienen periodos 1 y T en las direcciones x, y respectivamente. Luego se
traza una recta L a 45° y sélo se proyectan perpendicularmente sobre L los
puntos de los vétices que se enmarcan dentro de la tira acotada por dos
rectas paralelas a L. Esta tira se obtiene desplazando una celda unitaria a°'
través de L. La magnitud del ancho de esta tira se eligidé de tal manera que
se pueda observar bien que la proyeccién reproduce la cadena de Fibonacci
Fig. 1I.4. El procedimiento puede generalizarse a mayores dimensiones,

vease por ejemplo T. Janssen (T. Janssen, 1988).
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Flgn‘lll,é:“ Construccién de la cadena de Fibonacci por el método de
proyeccién. . Formada por una sucesidén aperiédica de segmentos largos y
(R - cortos cuya razén entre los mismos es T.

II.3 LA SUCESION DE FIBONACCI Y LA RED DE PENROSE.

En 1202 aparecié el 1libro "Liber Abaci", en donde el matematico

italiano Leonardo de Pisa (Fibonacci) propuso el siguiente problema:

Un par de conejos da una vez por mes una cria de dos conejillos, (un
macho y una hembra); al cabo de dos meses de nacimlento los conejos recién
nacidos ya dan cria. ¢Cuédntos conejos habra al cabo de un afio, si al
comienzo de éste habia un par de conejos? El problema se puede resolver de

manera inductiva siempre y cuando el numero de meses considerado no sea muy
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‘grande. De esta forma, al cabo del pfvimerr hxes'habré _,do's pares de conejos,
el of'iginal y el de recién nacldos, v_y al cabo de 'ﬁos meses solo habra vtres
pares. Sin embargo, para el tercer mes habri éihéé'pares dado qﬁe el primer
par que nacié en el primer mes ya da cria. Continuando con el analisis se
éoncluye que al final de doce meses habrd un total de 377 pares de conejos.
De esta consideracién se observa que al mes n habra tantos pares como habia
en el mes anterior mas tantos como habia en el mes ﬁ-l, obteniendose la

siguiente relacién de recurrencia para la sucesiéon de Fibonacei:

Fnet=Fn+Fn-1 : ’ i (I1-3.1)

La ecuacién anterior pertenece a la clase de ecuaciones ¢ 'iféx"'e'nc:.lras )

de segundo -orden- con coeficientes constantes (A. A Za
efecto, la primera dlferencia se define por AFn”

diferencia es por  lo ‘tanto A(AF )=AF ~AF -F
general para ia ecuacién homogénea de segundo orden es:po

bF  -cF +aF =0 n=0,1,2,... con a y b0
n+t n n-1 B

donde los' coeficlientes a, b, ¢ no dependen de n.

La ecuacién. (II-3.1) por ser de segundo orden tiene en general dos
raiceé (F':” y F:lz’) que la satisfacen Fn=C1F:”+C2F:2). Debido a 1a
linealidad de (II-3.1) se buscan soluciones de la forma Fn= q" por lo que
el objetivo es determinar q. Esto se logra de manera muy simple al
sustituir q" en (II-3.1); se obtiene t:;"ﬂ=<:;"+q"'l y al eliminar términos
comunes se loéra la sigulente ecuacidén caracteristica qz_q_1=0 de donde:
q1=( 1+(5)1/2)/2 . q2=(1—(5)1/2) por lo tanto la ecuacién de relacién de
recurrencia en la sucesién de Fibonacci, tiene como solucién general:

V541 1-V5

) e

Observese que se tienen dos constantes arbitrarias en la ecuacién

n
x-n=cl[ ] . (11-3.3)

(1I-3.3), que sirven para imponer las condiciones iniciales; por ejemplo,

en el problema de los conejos una de’las condiciones seria el nimero de
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parejas en el tiempo cero y la otra, la ‘manera deireproduqirsé.fésif

cudntos pares nuevos nacen en determinado tiempo.

Ahora supéngase que en lugar de  tener un par de conejos ‘ent el
comienzo, se tienen dos triangulos que resultan de partir los romb;s de
Penrose flaco y gordo, respectivamente, los cuales se muestran en la parte
inferior de la Fig. II-5. Medlante estos dos triéngulos se genera una
colonia de tridngulos segin la sucesién de Fibonacci y resulta que con
determinadas reglas de unién y de discriminacidén de distancias se logra la
construccién de la red de Penrose segin el método Wang-Barrio (C. Wang, R.

A. Barrio, 1991) que se explica a continuacién.

Fig. II-5. En la parte superior se muestran los rombos de Penrose y en la
parte linferior los (tridngulos basicos en el método de construccién

Wang-Barrio.

En este método, el primer tridngulo de la figura II.5 se dice que es
de generacién n=1 y el segundo de generacién n=2, y el procedimiento para

construir cada una de las siguientes generaciones estd dada por lﬁ férmula
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de recurrencia siguiente:

Ta=Tnc14T n-2 (11-3.4) "

donde . * ‘en Tn-z indica imadgen especular de la g‘e‘ner‘acién n-2, -la.cual debe

unirse a la -generacidén n-1 para obtener 1a generacién:n. Obsérvese que la

ecuacién (II-3.4) es la misma  ‘que . la jr_elacién' de recurrencia

(II-3.1) excepto por la imagen especular.

Fig.‘II.'s._”Cénstruccién de las cinco primeras generaclones de la red de
e Penrqqe,‘ usando el método que se describe en el texto.

En la figura II.6 se puede observar que las sumas de las generaciones

n-1 y n-2 para construir la generacién n (en este caso para construir las

generaciones n=3 y n=4) se han realizado por la derecha, mientras en la

construccién de las generaciones n=5 y n=6 la suma se realiza por la

izqulerda, es decir, la suma de la generacién n-2 con n-1 para construir la

generacién n se realiza en forma alternada.
La red que se ha construido contiene enlaces que llamamos cortos,

medianos y largos. Por lo tanto, la red de Penrose que tiené como base los
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rombos;“se obtiene a péﬁt;r]&‘

los "enlaces cortos:y largo

Penrose ‘para 1a’géﬁéf§ci€n,l

Flg;II.7. Red de Penrose para la generacién n=13
’

Si en la ecuacién (I1-3.3) se propone como condicién intcial de que el
tridngulo 1 tenga 4rea de magnitud 1, entonces el segundo tridngulo tlene
area T y la expresién para el drea de la enésima generacién se determlna
entonces por

T=1=T l+T (I1-3.5)
De la Ec. (II-3.5) se observa que la razén de las &reas de dos
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generaclones consecutivas es la razén dorada T, ademas la razén del numero
de tridngulos gordos al numero de triangulos flacos cuando la generacién
tiende a infinito, también es la razén dorada. Por lo que ésta red tiene
una relacléon. estrecha con 1la cadena de Fibonacci y los argumentos
anteriores demuestran que la red de Penrose es una extensién dlrécta de la

cadena de Fibonacci en dos dimensiones.

I1.4 LEYES DE KIRCHHOFF Y MODOS NORMALES DE VIBRACION

En la seccién 1.2, se presentaron las caracteristicas principales de
vibracién de una cadena llneal atémica. Después de pasar del tratamiento
clasico al cuantico, se obtiene que los modos normales de vibracién estan

cuantizados y a los cuantos de vibracién se 1les 1llama fonones.

Aqui se hace una discusién similar para una red mds general y la
finalidad es mostrar la equivalencia entre los fonones isotrépicos y las

leyes de Kirchhoff.

Sea V(ro) la energia potencial de dos particulas 1dénticas a la
distancia de equllibrio r. Si la separacién aumenta en Ar, la nueva

energia potenclal es

dv
dr

2
Vir)=Vir )+ are- 2N ar)Pe (11-4.1)
-]

lro 2 dr?

En esta expansién dV/dr]r indica una fuerza resultante en la posiclén de
-]

equilibrio, pero en la posicién de equilibrio no debe haber fuerza
resultante por lo que este término es cero. V(ro) es una constante por lo
que se puede elegir un sistema coordenado de tal manera que V(ro) esté en

el origen.
Si los desplazamientos de las particulas a partir de sus posiciones de

equilibrio son pequefios, se pueden despreciar los términos mayores a

segundo orden. Se dice entonces que se estd en la aproximacién arménica. Se
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Fig. I1.8. Energia de interaccién entre los atomos 1 y 2. La coordenada

q se fifja en q=0. El espaciamiento de las posiciones de equilibrio es a.

El potencial real se aproxima por una parabola V(q)=cte.q§ para pequefios
desplazamientos de 9,

tiene en tal caso un potencial de interaccién del tipo:
vir)=—r®, (11-4.2)

2y
2 Ir
o

donde- y= d
dr

A continuacién se establece la ecuacién de movimiento para un conjunto
de N masas ldénticas, cada una es colocada en cada uno de los nodos de una
red con N nodos. La condicién es que cada enlace produce una interaccién
entre las masas que une, segin la Ec. (II-4.2). De las condiclones
anteriores se establece la ecuacién de movimiento para la masa colocada en
el nodo n, la cual tiene 1l enlaces entre vecinos inmedliatos, y los

desplazaﬁ’dentos del sitio n a partir de las posiclones de equilibrio se
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indlcan por q, . se obt'lev

(11-4.3)

proponiendo una :solucién para:. esta ecuacién dei',tipb q‘;=Unre)'(py(1wt).

obtenemos

. B 1 i _ a ) _
MU= U, (I1-4.4)

Se puede mostrar que existe similitud entre los osciladores mecdnicos
y los osciladores eléctricos, para ‘tal fin se propone una malla y en cada
nodo de la malla se coloca un condensador de capacitancia C, un extremo se
conecta a tlerra y el otro extremo se conecta a I inductores cada uno de
inductancia L. E1l otro extremo de estos inductores conectan nodos con
capacltores idéntlcos que son veclinos inmediatos. Segun las leyes de
Kirchhoff, 1la suma de las corrientes instantaneas que fluyen a un

determinado nodo n es cero, se tiene que
l = -
JwCV;}/(JwL)LI(vn v )=0 (11-4.5)
donde la impedancla inductiva es JulL, Vn es el voltaje en el sitio n.

N6tese que la ecuacidén (I1-4.5) es muy similar a la ecuacién (I1I-4.4),
la cual corresponde ‘a un conjunto de osciladores arménlcos 1sotrépicos
.acoplados. En general los desplazamientos se describen mediante cantidades
vectoriales, sin embargo, para ciertos casos, dichas cantidades pueden
expresarse en forma de escalares, por ejemplo las vibraciones transversales
en una red bidimensional tienen direcciones predeterminadas,
consecuentemente las ecuaciones de movimiento se reducen a ecuaclones
escalares. Lo anterior s{gnifica que cuando estos desplazamientos se
describen por medio de escalares, sélo se puede estudiar un subconjunto de

los modos normales de vibracién del sistema.

Debido a que los desplazamientos de las masas del sistema se describen

mediante escalares, a los cuantos de vibracién se les 1llama fonones
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isotroépicos.

La similitud entre las ecuaciones (II-4.4) y (II-4.5) demuestra la
equivalencia entre las leyes de Kirchhoff y los fonones isotrépicos.

. 1
Lo dicho anteriormente no se ha referido a algiun modelo particular, por
lo que se debe poder utilizar en cualquier modelo, en particular en la red
de Penrose. Los argumentos anteriores constituyen la base del experimento

que se comenta en el sigulente capitulo.
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CAPITULO 111

LOCALIZACION Y CUASIPERIODICIDAD
III.1 ANTECEDENTES

En los cuaslicristales, uno de los aspectos mas importantes en relacién
a los efectos de la cuasiperiodicidad en sus propiedades fisicas, es el de
la localizacién de las funciones de onda. Existen estudios teéricos que
predicen la naturaleza critica de las funciones propias electrénicas en
redes cuaslperiddicas de una (M. Kohmoto et al, 1987) y dos dimensiones (P.
Ma y Liu, 1989), y se esperan peculiaridades en las propiedades de
transporte que se derivan de dichas funciones de onda. En particular, para
la cadena de Fibonacci en el caso electrénico, las funclones de onda son
autosimilares, coexisten los estados extendidos con los localizados e
intermedios que les llaman criticos. Las brechas de energia se distribuyen
densamente y no hay estados alislados de tal manera que esta distribucién
forma un conjunto de Cantor (M. Kohmoto and J. R. Banavar 1986). (Para el
caso de la red infinita de Penrose s6lo se han encontrado algunos valores
proplos para energias particulares, se esperan consecuencias importantes de

la propledad fractal de la estructura; sin embargo, aun no se establecen

definitivamente).

Sin embargo, estas predicciones no se han confirmado en cuasicristales
reales. En cambio para sistemas cuasiperiédicos artificlales los resultados
experimentales concuerdan razonablemente bien con los teéricos, tal es el
caso de un arreglo de Jjuntas Josephson en forma de una red de Penrose
(Springer et al. 1987). Asimismo otro estudio mas sobresaliente para
visualizar la distribucién espacial de la funcién de onda, consiste en
conectar un conjunto de diapasones formando una red de Penrose y se excita
através de ondas acusticas (He, D.Maynard 1988). Sin embargo, el equipo
necesario péra realizar las mediclones precisas en el experimento es
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sumamente. sofisticads

1oyl

Fig. III.1 Funcidén de onda auto-similar en E=0. La Fig. es una gréfica

de|¢| contra el nimero de sitlos a lo largo de la cadena de Fibonacci.

Para el- sistema de diapasones, las funciones propias se pueden
estudiar a partir del registro del movimiento de cada unoc de los

componentes del sistema en amplitud y direccién. En 1la Fig. III.2 se

Fig.III.2. Fotografias del sistema de diapasones vibrando a diferentes
frecuencias. Muestran el movimiento del sistema (en amplitud y

polarizacidén). La distribucién de energia tiene simetria cinco.
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observan algunos de tales regisiros y s6lo dan una idea cualitativa de las
fmd;onés 'propias. Se han marcado las 4reas donde las amplitudes son

m}aydi"es. es decir, donde existe localizacién.

En 'la siguliente seccién discutiremos un nueve método para observar
directamente la localizacién de ondas en los sistemas cuasiperiddicos, el

cual tiene la ventaj}a sobre el anterior de ser mas facil de realizar.

III.2 LOCALIZACION DE ONDAS EN LA RED DE PENROSE

En esta seccidon mostraremos los resultados teéricos y experimentales
de los valores propios y las funciones propias vibracionales, en una red de
Penrose simulada por medio de un circuito de osciladores LC; se tiene como

base las ecuaclones de Kirchhoff para este circuito.

En la seccién 1I.4 se discutid la equivaléncia entre las leyes de
Kirchhoff y los fonones isotrépicos y aiun cuando las ecuaciones (II-4.3)
son muy generales, aqui se muestra como se obtlenen estas ecuaclones
inductivamente y en forma paralela a la construccién de la red, hasta
lograr la generacién que nos interesa (en este caso la generacién 13). Por
ejemplo, las ecuaclones de Kirchhoff para el circuito de las primeras dos
generaciones de la red de Penrose se pueden escribir de la siguiente

manera:
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4 (11,11»—_2;‘1')",' ;

V. c
& S

v e (v ~V,)+1uCV =0
2

o (v ~V,)+16CV,=0 (111-2.2)
2

vt (v -V,)+1uCV_=0

2

donde Ll(1=1._ 2, 3,) son las inductancias (en general pueden ser complejas
ya que existen efectos disipativos de las bobinas}, Vi es el voltaje en el
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De esta forma se puede generalizar el estudio para un circulto de cualquier

generacién. Asimismo, se deben tener en consideracién las restricciones con
respecto a los enlaces que en la discusién de 1la seccién II-3 llame
discriminacién de distancias, es decir, los enlaces que se designan con las
inductancias [.l y L3 no seran tomadas en cuenta y L2=L1' Por lo tanto, las
leyes de Kirchhoff para estados estacionarios pueden escribirse

convenientemente de la sigulente forma:

1 - -
Ju.»cvn+m2[vn v_]-o (I111-2.4)
donde la inductancia (L) y la capacitancia (C) tienen el mismo valor para
todos los elementos, Vn es el voltaje medido en el sitio n, cuando se
exclta el sistema mediante una onda estaclonaria de frecuencia w. La

sumatoria se extiende a todos los sitios m conectados con el lugar n.

Las medidas del espectro de voltaje como funcién de la frecuencia para
un nodo determinado son analizadas teéricamente, resolviendo las ecuaclones
de Kirchhoff con un término disipativo. Como se dijo anteriormente
estas ecuaciones son similares a las ecuaciones para fonones isotrépicos,
los resultados encontrados se restmen en la figura III.4 la cual se compara

con los resultados experimentales.
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El circuito ' donde:: se - ‘hicleron ' las. mediciones '~ se ' muestra

esquematicamente en

..........

‘1a figura III::




137 vértices y 240 enlaces, cada vértice tiene un condensador de 1uF+10%
con un extremo conectado a tierra y el otro extremo se conecta a los
enlaces de la red que son inductores toroldales de 7. 8mH5%.

Los inductores tienen un nicleo de ferrita y son toroidales debido a
la necesidad de minimizar los efectos de inductancia mutua. Tienen una
permeabilidad magnética relativa dada por u/uoaISOO, un diametro exterior
de 30mm, un didmetro interior de 18.5mm y un espesor de 8mm. Estos nlcleos
se embobinaron con alambre de cobre de 1.1mm de diametro y aproximadamente
4m de largo, ademas, se ajustan uno por uno en el numero de vueltas con el

fin de reducir la diferencia en L entre ellos.

Los efectos disipativos de los inductores se examinaron
experimentalmente. Se observa que estos inductores tienen un término
imaginario -R(w,Av)/w que depende tant;> de -la frecuencia como de la
diferencia de potencial a la que son sometidos. A voltaje constante
(Av=0.2volts de pico a pico), R{w)=0. 00627 y a frecuencia fija (w=500Hz),
R(AV)%5.6AV. Por otro lado, la parte real de la inductancia es también
funcién del voltaje aplicado, por ejemplo para 560Hz, L(AV)x7.7+4.54AV.

El experimento se realiza alimentando una corriente monocromitica en
el extremo agudo del circulto bosquejado en la figura III.3, con un voltaje
de 0.2 volts de pico a pico, luego se procede a registrar la corrlente de
alimentacién. - Se hace un barrido de 1la frecuencia haciendo las
correspondientes medidas de corriente. El espectro de corriente se grafica
en funclén de la frecuencia ver Fig. III.4. Otro aspecto importante en el
experimento es determinar la amplitud de las ondas y esto se hace fljando
una determinada frecuencia que corresponda a una funcién propia, luego se
registra 1la corriente en cada uno de 1los vértices de 1la maya, las
distribuciones espaciales de amplitud se muestran en la Fig.III.S que
corresponden a la frecuencia de los primeros sels estados propios de la
Fig. III.4 De la grafica III.5 se observa que el estado propio a 750 Hz
corresponde a un modo acustico, el cual es de esperarse debido a que la
longitud de onda es mayor que el tamafio del sis;:ema por lo que la onda no

siente el aspecto discreto del sistema.



.CORRIENTE (mA)

ESTA TESIS WO BEBE
AR D LA BIBLIGTECA

Teoria

0 1000 . 2000 3000 4000
FRECUENCIA {Hz)

Fig. III.4. Comparacién del espectro que resulta del estudio tedérico y
experimental de la propagacién de ondas en la red de Penrose, el

experimento se realizé en el circuito correspondiente a la figura III.3.
.

Al aumentar la frecuencla de los modos, la distribucién espacial

empleza a ser mas complicada, y la amplitud se hace localizada en algunas
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e) 1300 Hz

Fig. III.5. Distribucién de amplitudes para las frecuencias de los primeros

seis picos de la figura I111.4. (frecuencias propias).

regiones. Esté fenémeno se puede advertir si se compara el sistema por

analogia con una membrana vibrante. Se espera que el aspecto cuasiperiédico

se determine en la distribucién espacial; es decir, que sea blen
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caracteristico a medida que la frecuencia aumenta cuando la longitud de
onda empieza ser del orden de las distancias internodales.

Antes de resaltar algunos aspectos importantes que tlene el
experimento, consldero necesario hablar de las pequefias discrepancias que
hay entre el resultado experimental y el teérico. El hecho de que no
concuerden bien las intensidades relatlvas de los picos en esta grafica
entre el resultado tedérico y experimental puede deberse al efecto

disilpativo R(w).

También es importante el experimento porque a través de él1 se pueden
estudiar efectos no lineales, los cuales son importantes cuando se excita
la red con un voltaje mayor, debido a que hay varlaciones en los valores
propios del sistema. Para nuestro sistema particular tales variaclones se
observan en la grafica III.6 . Su andlisis se puede desarrollar si se
escriben las ecuaciones de Kirchhoff en forma de ecuaciones diferenclales

( C. Wang et al. 1993)

2V f (v v )=0, (I11-2.5)
2 n m

dt

donde la inductancia L=L°+1AV+I(r/w)AV, siendo L°=7.7mH. 1=4.5mi/volts y
r=5.6fvolts, . Si se expande la ecuacién (III-2.1) en serie de Taylor

resulta,

4 Vn vyl e (leilr/w)Y 1 lei(r/w) -V )=
f_ v -v)) L[ L ](V.; v_r)+VE°2“[——L°_- ](vn v_)=0)
(I11-2.6)

La ecuacién anterior representa un sistema acoplédo de 137 ecuaciones
diferenclales no lineales y se asemeja a las ecuaciones de movimiento para
fonones con interacciones anarménicas. Este sistema de ecuaciones no
lineales no tiene solucién analitica, de ahi la importancia del circuito,
ya que brinda una alternativa al estudio de los efectos anarménicos en

cuasicristales y permite un analisis analégico de la solucién exacta ( C.
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Wang et al. 1§93). El :a'né'lisis, dgtalllado'de los efectos no lineales adn -

estd en proceso en nuestro laboratorio.’

‘FRECUENCIA (Hz)

VOLTAJE(mV) =~

kl-'ig.il(II;ys. _Va.rlikactéh’»de valores propios de los cinéb estados de menor

‘f‘t"zfé’cueh’cié como funcién del voltaje de alimentacién (RMS).
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CONCLUSIONES

Se ha realizado un estudio de ylos efectos 'aé.la cudslperlodlcidad que
son importantes en las propiedades fondénicas de los cuasicristales.

El experimento que se ha comentado tiene la virtud de ser un nuévo
método de estudiar la propagacién de ondas en sistemas cuasicristalinos
bidimensionales y proporciona una manera precisa de medir la amplitud de

los estados propios en cualquier punto del sistema.

AUn cuando la malla utilizada es relativamente pequefia, los resultados
muestran los efectos de la cuasiperiodicidad en las funciones propias del

sistema y revelan el mecanismo de localizacién en redes cuasiperiédicas.

El resultado es compatible con lo preestablecido en la introduccién al
decir que se esperaba que los materiales de esta nueva clasificaclén
compartleran propledades tanto de sistemas ordenados como de sistemas
desordenados, pues ésto se verifica en el aspecto particular de que en el
sistema hay estados extendidos a bajas frecuencias y estados criticos a
medida que la longitud de onda es del orden de las longitudes

internodales, para frecuencias mayores.

La simplicidad de la red ha permitido aislar las caracteristicas
importantes del sistema, y consecuentemente se logra una buena
correspondencia entre la teoria y el experimento, lo cual constituye un

hecho poco usual en los estudios de materiales reales.

El aspecto mas importante de la simulacién analégica, radica en que a
través de este experimento se pueden estudiar los efectos no lineales,
debldo a la falta de una solucién exacta general. En esta parte se hace
evidente el efecto de aproximacién arménica del sistema; es valido en una

reglén restringida, donde las oscilaciones son de baja amplitud.
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