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RESUMEN

El presente trabajo es 1la soluclén al problema transitorio de
transferencla de calor en una aleta cuya seccldn transversal
rectangular, ne es constante. Para lo cual se utllizaron tanto
técnicas analiticas como niunérlcas, con las que se compard la
rapidez de transferencia de calor en la base con respecto a una

aleta de seccién constante y su efliciencia.

La dificultad del problema estudiado radica fundamentalmente en la
no llnealidad de las ecuaclones diferenclales que representan al
fenémeno, surglda al considerar la respuesta transltoria y la

dependencia del coeficlente de conveccldn con la temperatura.

La metodologia utilizada para abordar tal difficultad fue la de
linearizar dichas expresiones mediante la teoria de perturbacién
regular, que una vez aplicada proporciona un sistema de ecuaciones
diferenciales lineales factible de ser resuelto, medlante la
técnica de Green, separacién de vartables o bien mediante alguna

técnlca numérica.

Primeramente, para hallar 1la solucién de la ecuacién, hubo
necesidad de adimenslonallzar las ecuaclones que rigen el
fenémeno, con el fln de agrupar y simplificar los parametros

involucrados.

Una vez hecho lo anterior se aplicdé la metodologia perturbatoria a
las mismas; con lo cual se obtuvieron por separado, al selecionar
los términos de la formula general, ecuaclones para el
comportamiento transitorio y permancnte del fenémeno, suceptibles

de ser separadas y resueltas Independientemente.

Adiclonalmente a la seccidén varlable, se consideré la temperatura
variable en la base de la aleta: condicién que se puede hallar
comunmente en maquinas térmlcas , representada aqut como una

funcién trascendente.



Por otra parte se consideré que el fendmeno de la transferencia de
calor por conveccién en la superficle de la aleta es una funcién
exponencial 8", cuyo exponente m determina el tipo de mecanismo de
transferencla de calor empleado entre la aleta y el medio

circundante, hipétesis ampllamente documentada en la literatura.



INTRODUCCLON

El anadlisis de transferencla de calor a través de una aleta para
el ‘estado transitorio constituye un importante elemento de
disefio de dispositivos tales como componentes electrénicos ,
colectores selares , radladeres de vehiculos espacliales , maquinas
de combustién interna , herramientas de corte , compresores, etc.

Las aplicaciones de las aletas son numerosas, especialmente en
problemas de transferencia de calor a un medio gaseoso donde el
coeflclente de transferencia de calor es pequefio y la diferencia
de temperaturas entre el medio y el Intercambiador es alta,
requiriendose por lo tanto de una mayor 4rea de transferencla de
calor para mantener un flujo de calor conveniénte a los
dispositivos intercambladores o a las caracteristicas del

fenémeno,

Sin embargo, a! agregar una aleta se presenta una reslistividad
térmica, que es inversamente proporcional a la conductividad
térmica del material del cual se halle constituida, a la que hay
que vencer antes de poder Justificar su uso. Un criteric de
evaluacién lo proporciona el concepto de efectividad de la aleta
que puede llegar a indicar medlante un valor eritico, si el uso de
la aleta es deseable. )

En anadlisls previos se han conslderade una gran diversidad de
situaclones o condiciones al variar uno o varlos factores internos
y externos del fendémeno que influyen en el procesc de trasferencia

de calor, por ejemplo :

la varlacién de la conductividad térmica por efecto del camblio de
la temperatura del material,

la varlacliacién de la frecuencia de oscilacidn de la temperatura
en la base de la aleta como podria suceder en un compresor o en un

motor de combustion interna,



la varlacién de los regimenes de flujo de las corrientes

convectivas o los efectos radiantes.

Tal es e! caso de los trabajos de A.Azlz y colaboradores (1,2,3)
que estidlan una o varias de estas sltuaclones por medio de 1la
metodologia de perturbacién que maAs tarde son comparadas con éxito
con las soluclones numérlcas. de otros autores, de entre los cuales
se destacan los trabajos de Changet al y Suryanarayana [4,5), que
atacan la parte transitoria de problema proporclonando soluclones

para el flujos de calor bajo diferentes valores del exponente m .

Por otra parte, otras técnicas han demostrado su utilidad al
obtener soluclones apréximadas de problemas andlogos, tal ‘es el
caso de R.J.Crane que plantea una interesante solucién, con una
metodologia analoga a la utilizada en este trabajo. Donde se
omiten los términos de segundo orden de la serie de perturbacién
para el caso de una aleta convectiva de conductlvidad térmica
varlable con la cual obtiene resultados aceptables de flujo de

calor y eficiencla de aleta [6]

A. Muzzio analiza al problema de la dlstrlbuclén de temperatura y
la eficiencia de la aleta de conductividad variable, por medlo del
método de Garlekin del cual se obtienen soluclones con

aproximacliones aceptables [7].

H.Manzoor ,D.B.Ingham y P.J.Heggs examinan, por métodos de
Variacion Lineal, la transferencia de calor en la interfase de una
aleta recta y su base con diferentes conductividades vy
enislvidades. Y mas interesante aun, anallizan el caso general de
la transferencia de calor en una aleta anular de perfil triangular
de conductividad térmica constante y coeficlente de transferencia
de calor variable obtenlende para ella 1la férmula de 1la
distribucion de la temperatura y la eficlencia de la misma [10].
De la misma forma realizan un estudio de la eficlencia de una

aleta anular con coeflclente de convecclén varlable [ref. 9}.



Los resultados obtenidos en su analisis conflirman que la maxima
eficiencla de la aleta ocurre cuando el coefliclente convectivo
enitre la base y la del extremo de la aleta son los mismos y el
minlmo cuande es muy superior el valor del coeficiente convectivo
del extremo de la aleta respecto al de la base.

Por otra parte y, como antecedente de esta tésis , contenldo en
155 referencias 11 y 12, se encuentra el trabajo realizado por
‘'Medina ‘et al. En cuyas ecuaclones y cdlculos, se demuestra la
utilidad de las técnlcas espectrales, al ser aplicadas estas a
problemas de transferencla de calor en aletas de seccién
constante, sometidas a un camblio sibito de la temperatura de su
base y una varlacién periodica de la misma.

Asi mlismo, se calcula, con técnicas analiticas ( Polinomios
Ortogonales de Chebyshev y la Transformada Riplda de Fourler } la
respuesta de la m=misma aleta, pero ahora haclendo varlar la

frecuencia de oscllaclon de la temperatura en la base [12].

Lo anterior constituye un antecedente inmediato de este trabajo al
ger tomada integramente la soluclén exacta del flujo de calor en
la base de la aleta recta de seccién constante que consldera una
fuente perlédica de calor en su base, de la misma forma en que se
plantea aqui. Adicionalmente a esto se sigue la misma metodologla
para resolver el problema, que consiste en la aplicaclén de
técnicas espectrales para la linealizar el problema y hallar su
golucién através de las técnica de Green

El objetivo perseguido en el presente trabajo fue el de demostrar
la utilidad de la Teoria de Perturbacién resolviendo, el problema
no lineal, no homogéneo de transferencia caler a través de una
aleta de secclén variable con alta frecuencla de oscilaclién de la
temperatura en su base, sometida a la convecclédn natural de un
medlo gaseoso.



NOMENCLATURA

A.: area adimensional

“Ac : area o superflicle convectiva de la aleta

h‘ : grosor de la aleta de seccién constante

b1 :. diferencia transversal en 1a base que tlene por lado la
aleta con respecto 2 una aleta recta de secclén b.

Cp : calor especifico a presién constante

‘erf : funcién de error

funcién de Green

coef'iciente por convecclén

funclén que representa la curvatura de la aleta

: componente imaginarla

coeficlente de transferencia de calor por conduccién

longitud adimensional de la aleta

: ancho de la aleta.

[ BT ol N B

exponente que describe la naturaleza de la transferenclca

de calor.

pardmetro adimensional, definido en la lectura.

perimetro
flujo de calor

a4 0 v =

rapldez de transferencla de calor.
Re : componente real

T : temperatura de la aleta.

-

bm : temperatura media de la base en la base de la aleta.

tiempo

volumen
: direccién adimensional de x

R MK € e

: eje longltudinal de la aleta



CARACTERES GRIEGOS

« : difusividad térmica de la aleta

B : frecuencla adimenslional de oscllaclén de la temperatura en
la base.

x : escala de longitud adimensional deflnida en el texto

£w : paramatro de perturbaclon de frecuencia

£g : paramatro de perturba.cxbn de geometria
: eficlencia '
: parte transitoria de la temperatura de la aleta.

factor de amplitud de la variaciédn de la temperatura.
frecuencia de oscllacién de la temperatura en la base,

temperatura adimensional.

n
v
A
w
a
fo: parte permanente de la temperatura de la aleta
p : densidad del material de la aleta;

o : ascala de Llempo adimensional

T tiempo adimensional

€

: escala de longitud adimensional



E ‘EQUIVALENCIA DE LA NOMENCLATURA

CARACTERES GRIEGOS

= k/pCp
g =u s ()
x= NX

cw = N/ B

eg=2b1 /b

o = g0 + €9 V1
w = 2m

@ =80+ ¢

@0= Bco + £g 601
u=k’21=B'r
r =1t 7/ (bl/a) =
E=81,2X



SUBINDI CES

acum: referido a la acumulacién o almacenamiento.
b refe.r,ldo a la base de la aleta.

bm 3 referldo a un valor medic en la base de la aleta,
c: referldo a la conveccién.

f: referido al exterjor de la aleta.

g: referido a la geometria.

M: referido a un valor maximo.

R: referido a un valor real o neto.

sc: referido a una seccién constante.

ST: referido la seccién transversal.

sv: referido a una secclén varlable.

w: referido a la frecuencla.



CAPITULD I
DEFINICION DEL PROBLEMA

Chix)=b e 2b exp [/ (L=x1] - I

L as’que 1a tr‘ansferem:la de calor en la bése dé la'aleta se. -
realiza’excluslvamente por conducclén, en el resto de la misma en
l_lfei:i:vlbn:.‘ X, se reallzard tanto por efectos conductivos como
c‘or:\‘v'ec't.lvps al hallarse la aleta expuesta a un flujo forzado de

alre.

"“Ahora blen, la tranferencla de calor a la base de la aleta (Qx)
no se presenta como un flujo constante sino mas blen periédico al
formar parte de una maquina térmlca como un compresor o un motor,
donde la temperatura instantinea de su Interior {Te) varia con una
frecuencia wt y en una amplitud A, que por comodidad se aproximé a

la slguiente funcién {3):

To = Tom + A {Tom~Tw)} cos wt (1.2)

Tom y To son, respectivamente, la temperatura media en la base de
la aleta y la temperatura del medio ambiente hacia el cual se
reallza la transferncia de calor.

Una vez realizada la consideracién anterfor se realizd un
balance de energla entre las secclones x y x+dx considerando que
el flujo de calor Q es unidimensional y variable con el
tiempo; Q=Q{(x,t) , apareclende tanto términos conductlves,
convectivos y de acumulacién; como se puede apreciar en la figura
3.Ast pues , para un estado transitorlo de la aleta mostrada
tenemos que

Qx = Qxedx + Qc + Qacum {1.3)

ecuacién de la cual podemos distinguir la conduccién de la

conveccion respectivamente como



Quvam O+ g—*px dx+ 0 fax®)= gx‘ [:k A

e = H dAE (T = Tw )"

asl como un término acumulativo transltor'xo‘ ;
BT
dQscum=. p AV Cplri=

Reuniendo ‘cada uno - de' los | términos: e
corresponde la sigulente expresién

8 8T : - ar. '
5 [k A ’W]' HP (T-Tw)™ = pblCp o™ . (1.7

donde P es el perimetro (21) de la seccién transversal de la aleta
y m es un exponente cuyo valor nos indica el mecanismo de
transferencia de calor [1,2,4,11,12 ], que para nuestro caso es

1gual a dos.

lLa ecuaclén (1.7) es en principlo el modelo matematico que
representa al fenémeno . Sus condiciones lniclales y de frontera
son la sigulentes {3]):

T(X,0) = Tw (1.8a)
T(L,t} = Tw (I.8b)
T(O,t) = To = Ttm + ( Tom -~ Tw ) A cos wt (1.8¢c)

Al realizarse la adimenclonallzacién de la ecuacién fundamental y
de sus condiclones (apéndice A. Sec. 2.1) se llega a lo sliguiente:

3%e o808 ae
1+egh(X) | = + — —= [1ecen(X} |- N%™ = —= (1.9}
ax® axax 8

con condlciones de frontera e iniclal:

8(X,0) =0 {1.10a)
e(1,7) =0 (1.10p)
08{0,v)= | +A cos @t (1.10¢)

11












CAPITULO II
PLANTEAMIENTO DE LA SOLUCION

Engeguida se tratdé al problema de la siguiente forma:

Sea. la temperatura 8 una funcién compuesta por una parte
permanente y una ‘transltoria representadas como 60 y ¢
respectivamente, que cumplen con un princlplo de superposiclén,

expresado como:
8 = 8(X,t) = 8o(X) + ¢ (T.X) (11.1})
Ahora blen, rellzando la sustltucién de esta expresién en  la

ecuacion (I1.9) se llega a la siguiente expresién al reunir los
términocs como permanentes y transitorlos,

8 60 ah 860 , =
[l‘tuh(x)]_"’"l?q— ~ N B0 ; +
8 X 8X ax

2 - v -
[1»cqh(x)]”‘” + e Bhﬂ-u’m[[t«—]-ll
8 x? ax ax 6a
ay
- (11.2)
arT

'ciorrur ééndlélones de frontera e inlclales, respectivamente:

"o (%0 =0 (11.3a)
0 (l,t)=0 (11.3b)
8 (0,t) =1+ A cos 8t (I1.3c)

reagrupando las partes .en términos constantes y transitorios, se
tiene:



. 860 8ah 360 e}l
l + cq h(x) €g ~—— — T 80} +-
AL o xznax 8K v

[ 1 . l:q h(x) ] e
- —_—— (I1.4)

se desprende entonces que la parte permanente corresponde a:

d%eo dh deo -
1+ eg hix)| — + g — -Neo=o0 (11.5)
a x? dX dXx

con las sigulentes condiclones de fromtera (apéndice A. Sec. 2.2)

60(0) = 1 (II.6a)
6o(1) = 0 : (11.6b}

y la la parte transitoria a:
2 - v -
[l*uh(X)].u.’. + o _8h_f_:-Nzoo[[l¢—— -1]
ax? ax 8x 8o

¢

T

{11.7)

©

con las sigulentes condicicnes de fontera (apéndice A. Sec. 2.2)

¢ (0,7} = A cos Bt (1I.8a)

¥ (X,0) = - 80(X) (11.8b)
y (1,T) =0 (I1.8c)



..~ TRATAMIENTO DE LA PARTE PERMANENTE
(Apéndice A Sec. 2.3)

AL ,redel'l‘nlrﬂ nuevamente a la parte permanente de la temperatura
. (80) en  forma-de una expanslén de perturbacién, como se presenta a
““contlnuacién:

80w B00(X) + £g B01(X) + £g2802(X) + ...+ £g"@on(X)

y considerar suficiente la aproximacién lograda con una expanslbn

de- primer orden (:q’), se obtlene en consecuencia:

@0 = 800(X) + £g B01(X) + O (eg°) (u,.s)’

al substitulr (I1.9), se tiene del sistema (II.5),(II.6) :

d? 800 d%@01  d h "d soo
* +

d%g00

-
- N2 800 + g (h(x) S -

d X d X dX dXx

d X

n-1
- m N 600 601] =0 (11.10)

que al separar sus términos ‘de acuerdo al orden de €9 tenemos:

o
para €
d°800 2 oo (I1.11)
~ N 800 = 0 *
dx°
con condiclones de frontera :
X=0 8o = 1.0 (11.12a}
X=1.0 60 = 0.0 {II.12b)
1
para cg
d%gos a-1 d d 8oo
——5— -mN 6w B1=-—— |h (11.13)
d X d X d X



con condlclones de. frontera:
601(0) = 0.0 (11.14a)

8o(1) = 0.0 (I11.140)

'SOLUCION DE LOS TERMINOS PERMANENETES DE ORDEN CERO
y (Apéndice A Sec 2.4}

La expresién (II1.11) , con sus respectlvas condiclones de frontera
{11.12), al substitulr sus varlables por x = N X y ¢ = TR para
hacer mas sencillo el manejo de la ecuacién, y después de un

manipuleo algebralco toma la sigulente forma:

2 n
d6% _ g0 = 0 (11.15)
2
dx
y sus condiciones de frontera Boo{(x) como:

00(0) = 1 (I1.16a)
@oo(m) = 0 (11.16b)

reexpresando a esta mlsma funclén como una derivada reapecto a 8oo
y resolviendole por separaclén de variables, se llega a: :

2
- 1-a .
boo=| 1+ 1B 2 x AL1.17)
Y
o bien en terminos de X expresada como:
2
_ 1-m
Boo=| 14 AR 2 NX (11.18)
m e 1

i8



SOLUCION DE LA PARTE PERMANENTE CORRESPONDIENTE A

LOS TERMINOS DE PRIMER ORDEN I:l‘l .
{Apéndice A Sec 2.5)

La ecuacion diferencial (I1.13) con sus condiclones de forntera
(11.14), después de calcular las derivada y reallzar:

simplifizaciones algebralcas toma la forma sigulente:

para la cual siguen siendo validas las condlciones de f{rontera
801(0) = 0.0

8m(1) = 0.0

A ésta expresién lineal de segundo orden hubo que reducir a un
sistema de ecuaclones lineales de primer orden antes de poder ser
resuelta. Para lo cual se realizé un camblo de variable de 1la
siguiente forma:

GL = 601 (11.20a)
; 4 G1
G2 = g (11.20b}

de esta forma la ecuacién (I1.18} con sus condicliones de frontera
(1I.14) se redujo al sigulente sistema de scuaclones lineales

19



con condiciones de frontera G(X):

Gi(0) = O (11.22a)
Gi{1) =0 (11.22b)

El método de soluclén empleado para resolver el sistema de
ecuaclones (II1.21} con condlciones de frontera (11.22) fue el de
la interpolacién numérica de Runge-Kutta (apéndice C ), para
valores de m=2 y N=5.

De dicho método se obtuvé un conjunto de valores para @ot que fue

ajustado al sligulente polinomlo en X:

601 = -0.456 X'%+ 0.745 X° + 0.499 X® - 1.42 X'

+ 0.342 X% 0.681 x°- 0.5 x%+0.114 X*

. - 0.534 X%+ 0.529 X + 3.24 E-06 {11.23)

20



TRATAHIENTO DE LA PARTE TRASITORIA
(Apéndice B Sec 1.1)

Para la solucién de la a ecuaclén diferenclal correspondiente a la
parte translitoria (II.7) con sus condiciones de frontera {II1.8};

reescritas aqui para su comodidad:

2 N e
[IOth(x)]a* + € ah_a_f-Nzeo[[lo—]-1],
o x* ax ax .

@

T

@

con’ las sigulentes condiciones de fontera,
¢ (0,t) = A cos Bt
¢ {X,0) = -~ 8o(X)

¥ (1,1) =0

se proponen las siguientes expanslones:

¥ =y, + oo ¥ +0les) (11.24a)
Vo= Pyt O ¥+ Olew’) (11.24b)
v, (1I.24c)

donde el parémetro de perturbaclén (eg) surge de considerar la
variacién por geometria, mientras que el paridmetro de pertubacién
Ew = Nz/ﬁ surge al considerar el efecto de la alta frecuencia de
oscilacién [12]. Conviene aclarar que el térmlno \b’ carece de
perémetro de perturbacién por frecuencla, ya que al encontrase
afectado por un parimetro de geometria, de la substitucién resulta
un parimetro de segundo orden, no considerados en este anillsis.

Al substituir (I1.24) en la ecuaclén (I1.7) da origen a su vez a
dos sistemas de ecuaciones diferenciales (apéndice B Secl.i), uno
para los términos perturbativos de orden o magnitud cero y otro
para los términos perturbatives de orden unitario. Expresados aquf

en términos de las variables £ y o,

21



Para el orden :woz
’ : (11.25)

con condlciones:

¥, (0,9 (11:26a)"

SR £:=-0v - :
=00 W 6,00 =SB (€Y Tt (T, 26b)
E+w ., ¥,(=,0) =0 : (I1:26c)
para los' términos de primer orden (cg) se tiene:
2 2
d v a* ¢ dy,
——1 + h@ ® = (11.2m
d §? d6? do
con condiclones de frontera e Iniclal w‘(E.e). igual a:
WI(O.G') =0 (11.28a)
¥,(€,0) = - 90‘(6) (1I.28b)
¥, (@,0) =0 (11.28¢c)

donde £ = (u)“z X

La solucién de orden cero, ecuacién diferencial (I11.27), con
condiciones de frontera e inlclal (1I1.28), se encuentra resuelta
por medio de la técnleca integral de Green para woo y wox en los
trabajos de Medina et al [12] y viene dada por la siguiente
expresién:

Voo™ — erf [ £ ] + A Re [exp [ hr——m;)E]] (I1.29)
Y 20 Y2

De manera andloga, en la mlisma referencia, por medio de la técnica
de Green se obtiene la soluclén para los términos de alta

frecuencia en la misma referencia:
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L ate-gh)

“'de” donde’ se sder{v : igulente término, ‘que “mas tarde” nos serd

utll para'f evalimr el flujo de. calor en la base de la aleta: . =
Cidg .
Pl m A (cos g-N/4) -~ A%( 1 +:¥ @7 2 ) cos- (20-1/4)
€ tg=o !

para ¢ + o

Re representa la parte real de la soluctén
i representa la componente lmaglmaria i= v -1 .

Una vez calculada wonse substituyé su valor en la ecuaciétn
(I11.26) con objeto de tener una ecuaclén Gnica para V’,- dada por:

az‘l —\/c: e'

-— + exp - * .

a £ .
N Ve &

ECUACION (I1.31)

2

2Eexp (€ /20) [ 13 [ E]

———— =-Asen|oc ~-— | exp [- —
372

/2-;0 \/; vz

d v

1
de

23



con -condiciones . de .frontera ;v,(hli.KZHk}" La: sélucién_ del ;;r?%:leqha“
anterior: puede desarrollarse con ayuda de 1a técnica:integral de ..
Green (para detalles ver apéndiéeskB;yv .. se obtiene’

e e

Sexp |2 .

N —v/e: E.

. .2 .
2€Eexp (E 720 ) £

= - A sen [cr' -7; exp [— é ]]a&'ao'

ECUACION (11.32)
y comdiciones de frontera e lniciales 11.28.

Expresién a la cual se le dio solucién numéricamente.
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CAPITULD 111
DETERMINACION DEL FLUJG DE CALOR
(Apéndice C)

Al ‘interesarnos sobre todo‘el flujo de calor en la base de la
aleta, de la cual se obtendrd un pardmetro de eficiencla, la forma
general del flujo adimenslonalizado de calor en la base quedaria

representado como:

(111.1)

X=0 X=0 X=0

sl consideramos que:

d 6o dgoo deo1

= + g
dx xA=0 dx XwQ ax =0
d«;'“ d'w!*c.d’Ml,chlI
dX |x-o dx t:(-n dx X=0 d Ix-o

al substitulr y agrupar en funcién del orden de los parémetros de
perturbacién, tendremos:

de déoo dy
Ql' = = * = +
a X x=0 d X %<0 a X x=0
deot dy, ¢,
g + + e — (111.2)
d X X d X xeo d X Xm0

donde st representa el flujo de calor adimensionalizade con
secclén transversal variable. Al reunlr cada una de las derivadas
de la parte permanente y la transitoria en la ecuacién (1I1.2), se

llega a:
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" ECUACION (111.3)

cos fe- sen ﬁi] -

O P A e
ref 437 6ai (g rag
0 e

e [ e ] =
[ ) . I Canal] N-(ew) "~ € .
T ) ; (601372 -

o' 7o

*L-J_Zé'exp -Ez/ bl - A sen [T'-s. ] exp ( _€'V ] 7dé'dc'

/4" ot 372 2)172 2)?

Expresién de la cual se obtuvo la FIGURA 3 . al ser evaluada
para los valores, Xs0, m= 2 ; N=5 ; B8 = 500 ; A = 1.0 ; €¢=0.05
y 4.0 E-4s ¢ 5 0.2
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CAPITULO 1V
RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Del capitulo tercero, se désprende el primer resultado que es el
que corresponde al flujo de calor en la base de la aleta, mostrado
en la figura 4 y que es comparado con el resultado proporclonado
con el correspondlente resultado de Medina et al (12} en la flgura
5, en la que se puede observar una pequefia diferencia entre los
mismos, que resulta insignificante sl tomamos en cuenta la pequefia
variaclén de pgeometria de nuestra aleta con respecto a la de
secclon constante, las diferencias entre los métodos utilizados y
el orden de las expanslones de perturbacion, que en este caso

furon apenas de primer orden.

Al comparar los resultados obtenldos con los de Aziz y Na para
una aleta de secclén constante sometida a un camblo brusce de
temperatura en su base [3]; no obstante las diferencias, se
observa una correspondencia en cuanto a la tendencia a seguir por
parte de ambas solucicnes para establiizarse en un misme conjunto
de valeores, 1lo cual suglere una jlgualdad entre ambas sl se
promedia en el tlempo la soluclén obtenida para la aleta de

secclén varlable, figura 6.

Por otra parte, al no contar con otros resultados semejantes, la
manera de determinar el menor o el mayor grado de la eficacia de
la aleta, fue el de comparar los resultados obtenidos contra los
resultados esperados de una aleta de secclén transversal
constante, sometida a las mismas condiclones. Para tal efecto se

tuvo que replantear el problema de la sigulente forma:

S1 el flujo de calor de una aleta de secclén variable y una de

seccion constante quedan descrltos de la sigulente forma :



v

Q , S
ki da°x L dX

(1V‘.1)

(1v.2)
x=0

Y definimos para cada caso, al flujo de calor como la suma de
flujos parciales por efectos permanentes (Qo), geométricos (1) y
de alta frecuencla (Qz), las expresiones anteriores se pueden

excriblr como:
Qsv = Q0 + £¢ Q1 + €W Q2 {1v.3)
Qsc = Q0 + €w Q2 (Iv.43)

Entonces al determinar la rapidez de transferencia de calor para
cada uno se tiene:
q,,= Asv Quv (1v.5)
q,.~ Asc Que (1v.6)
donde A representa el drea de la aleta en cuestlén,
correspondlendo el subindice sc & la de secclén constante y sv a
la aleta de seccién variable.
Después de un manipuleo algebraico, al evaluar el cocientre entre
ambas cantldades (q"/q“], se llega al siguiente resultado de

consideraclén

a R
o= (1+eg) |1eS2 @ (1v.7)
e . Qo + ez

5l a esta expresion la desarrollamos y la dividimos entre Qo, se

obtiene:
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q
B ER S Q . (1v.8)
B S ™ [P )

de: la ‘que finalmente resulta al conslderar c» muy pequefio y el

‘ociénte. Q2/Qi. cercano a la unidad, desarrollando en serie de
;aylor' ylr—can'slderando -.exclusivamente los términos de orden
unitario: 7 o :

q
L R (1v.9)
9 Qo

o blen al substitulr los términos diferenciales a cada uno de los
flujos de calor., se encuentra:

dso1 dy
. 1
q dx dx
G =1 4ol 1+ Lin L (1v.10)
.c dBoo dy
. oo
axX ., dX ],

puede concluirse, al tratarse de la ecusaclén de una recta con
valor de uno para e9=0, que el flujo de calor para la aleta de
secclén varlable se encuentra por encima dei flujo de calor de la
aleta de secclén constante. lo cual confirma, para valores muy
pequefios de perturbacién en la geometria, que el aumento de &area
incrementa el fiujo de galor por conveccloénm,
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EFICIENCIA

Para el calcule de la eficiencla de la aleta, se considero que
esta resulta del cociente entre el flujo de calor real (QR) y el
flujo de calor tenido al encontrarse toda la aleta a 1la
misma temperatura de la base (Qx).

Pero como el flujo de calor no se mantiene constante, sino que
varia con el tlempo, se tiene que promediar como una funcioén de t,
en la sigulente forma:

(1v.11}

tomando en cuenta que ft = 2xt, resulta para la aleta de seccldn
variable y para la de secclén constante las sigulentes expresiones
(apendice D Sec 2 ) : .

- 1 Qsc (BT

w = DuctBT)  4egy) (1v.12)
= J?u.\cospz

g o1 QevifY 4 (1v.13)

had zz!'r2 o 1+AcosBr

Si consideramos que O-cm!)]”ose encuentra incluida en 1la
ecuacién (I111.2) obtendremos al substitulr:

]xdaoo‘dfuo.c.dﬁu:
d(pge} (1v.14)
Ve 2-}:’

1+ A cost (Bt}

substituyendo los correspondientes valores para tada uno de los
términos se llegd a la siguiente ecuacién:



ECUACION . {1IV.15)

1 4.08248 + v sz A ( cos (Br) - sen (Bt) ) .
< 0.2N2~ 1+ A'cost (8t)

)

12
[" i ]0 L‘uﬁ 2 A(cos(ﬂr-n/l) + A[l +/ 9;2 cus(252-n/4) ]
J (Br)*

1+ A -cost” (Br}

Esta: ecuaclén fue evaluada para los valores de N=5, B8=500, A=l y
ew=0.05 y para un intervalo de tlempo 0 = t s 0.2 dlo. como

resul tado:
7= 0.3098
e

Por otra parte para la aleta de seccién variable se encontré

{apéndice D) la sigulente expresién:
ECUACION (IV.16)

déo1 dyit’ dt

Ce 1 Qec dt £g Qac dt cq ax_ ' ax
n,.,= + —L - —% X=0
2nN® 1eAcost  2xN° ) 1+acost 2nN 1+Acost
la cual puede reescriblrse como:
N5 Mee + € Noc - —— (1v.17)

b N 1+Acost
Como comparacién entre los dos casos se realiza el coclentre entre
las eficlenclas; dividlendose la de seccién varlable entre la

eficlencia de seccién constante.

=1 +eg )1 e—my =0 (Iv.18)
e e N 1+Acost
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EY valor de la lﬁiégril fue evalu‘ : o pounomlo
obtenldo del rlujo de* calor,en 1a b i umérlcamen\e calculado
para cada'uno de los térmlnos dif

: resulta. /i

renc ales.‘ de esta farma

deoy’ idys

d(pr) R S :
3 x=0 = 0.529 + 0.104 = 0.633
N 1+Acost

rlnalliente, substituido este resultadeo en la ecuacién (IV.18),

mantenlendo el valor de cg como variable independiente se obtlene:

n

v, 0.104
a4 e [ 142000 ] (1v.19)
Mc

De la expresioén (IV.19), no obstante que se trata del promedio de
las funclones, se puede hacer el mismo comentario y conclusién
hecho para el coclente entre el cocliente de la rapldez de
transferencia de calor. La aleta de secclén varlable resulta mds
eficlente que la de Becclén constante para pequefios valores del
pariametro eg de perturbacién por geometria.
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'APENDICE A
SECCION 1.1
ADIMENCI ONALI ZACION

La utilidad de los paradmetros adimensinonales es la de reducir el
nimero de varliables que interviene en el fenomeno, haciendo mas
sencillo su manejo, lLos pardmetros adimensionales aqui utillizados

fueron los slguientes:

K X

@ 7 G X ~
2

B = “’“L o= N

2
tw = — x = NX

2 b e T~ Tm
ce = = T -Ts
2 z2m? 172
No= S £E=p""X

Por otra parte para hallar una expreslén adimensional del érea
.
A se prosigulé de la siguliente forma :

e bl +2ly bl + 21bih{x)
A Bl - B

.

A= 1+ eg hix)

ADIMENCIONALIZACION DE LA ECUACION FUNDAMENTAL

Para la acumaujacién de calor durante el régimen de operacién
transitorio :

dEacum = m dh = p dV (8h/38L) = p Cp dV {3T/at)

dv = b 1 dx +2 dx 1 bt h(x)
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tomando. como Vl'Aar‘ct:or _comin’,a:ib lb,'dx_

LAV = b1 d (o
substituyendo a (2bi/b) por’leg
dvs'b 1 dx, (1 +cg h(x) )

tomndo en consideracién que tanto. gy cumo h(x) son menores .a la

unidad . podemos suponer que :

dV & b 1 dx

Tomando en cuenta la ecuaclén (I.7):
:xi" dx - HP dx (Toa=Te)® = pCpbl dx

dividiendo entre dx

:-% ~HP ( TomTno )™ = pCpb 1

substituyendo la expresién correspondiente al flujo.de calor:

a 8T
ax(kA—] HP (Tba-Te)™ = Crblzy

Substituyendo en la ecuacién anterior diferencial las sigulentes
expresiones X = x/L, 8 = {T-Tw)/(Toa~To) , T =t / [L;u).

P=21, A= (1 +eg hix)). queda:

a0



a S R - .
an®) — 1 h(x)] (Tz’.j-'ru)(ao/ax‘)]-quTa.-'rm)" 6™

prl (Toa-Tw) 86
ot

-.sz- /a

h l\.llt.1.'p7|."l¢:rxau§4é.{ojr;vxuj-VL‘2 ”yrdrlvl'diend'o ‘entre b 1 k (;l'h--"fu), 7ten'egms: :
2 =m
g _ [ {1 + €g h(x)]'g—g]- HPL" o o daser

- 8X bk 1

recordando que N2= 2113/ Kb, se obtiene:

] ae 2 =
e (1 + g h(x)]n]~N 8 = 88/8t

ADIMENSIONALIZACION DE LAS CONDICIONES

Un camblo de variables de la ecuaclén fundamental exige, asimismo,
la expreslén de sus condlclones de frontera y/o {niclales en los
parimetros en los que esta halla sido finalmente expresada.
De esta manera, después de haber adimmensionalizado la expresién
del la conservacién de la energia en la aleta (1.9), expresamos
las condiciones (I.8) en los mismos términos adlimensinales en que

fue expresada la temperatura.

Primero, las condiclones de la aleta para un tiempos menores a
cero. Consldero para este anilislis que la temperatura en toda la
regiéon X sera igual a la temperatura del medioc amblente, por lo
tanto

Tw - T

T -Te 0 ()

6(X,t<0) =



de la misma forma, considerando la temperatura en el extremo de la

aleta (X=1) fgual a la temperatura del medioc amblente:

To = Teo

Tb-Tm=o (b)

a{1,t} =

Para cualquler tiempo t, y para X=0, restando en ambos términos de

la ecuacién de la temperatura en la base a Tm, se cobtlene:
To - To =Tem (1 + Acos wt') ~Tw ( 1+ A cos wt')

= Te)

factorizando (1'+ X cos wt )’y dividiends entre (Tbm

To = T

'l + A cos Gt =
‘ Toa~ Too '
de lo que se deriva: R
1+ Acoswt=0(0,t) e%)
utilizando a las expresliones:
t=t/s/(L2/a) y B=w/ (a/ L%

despejJando de ellas a t y a » y. substituyendolas en (1),queda

finalmente:

6(0,7) =1 +Acos BT (c)
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APENDICE A
SECCION 2.1

Al re;lizar las derlivadas de la ecuacién (1.7),

2% ae a a'e
1 ses hix)| — 4 — — | 1+ eg h(x)] = N"= —
)

¥* ax ax 5t
se llega a:
: - 2% 3ah.ae a8
L+ cg hix)| == 4 gy — — - W= — (211}
: a X 8x 8T

Considerando a8 como
0= a(X,t) = g(X) + ¢ (t.,X) (2.12)

al substituirle en la expresién anterlor, se obtiene:

o a%e0 8% ¢ ah 860
1.+ g9 hix}]| —_+]1 + g4 hix) + g9 —— +
a2 2

9
x* 3% 8%

N
gsumando y restando Nso
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APENDICE A
SECCION 2.2
CONDICIONES DEL PROBLEMA

‘Para - establecer las condiciones de frontera e iniclales de la
parte permancnete y transitorla conviene recordar las condiclones
(1.10) de la ecuacién (1.9),

e(x.0) = 0
e(1,t) =0
6(0,t) = 1 + A cos Bt

Después de haber quedado definida la temperatura adimensional como
la suma de una parte permanente y otra transitoria, la suma de
estas funciones evaluadas en el tiempo y el punto correspondiente
debe de cumplir con las condiciones anterlormente establecidas, de
esta manera:

8(X,0) = go(X) + ¢iX,0) = 0

8(1,0) = 60(1) + ¢(1,7) =0

0(0,t) = eo(0) + ¢{0,x) = 1 + A cos Bt

de esta manera lgualando la parte permanenete a sus
correspondientes términos en el valor de la condicién de frontera,

esto es:
0 (0) =1 => @o=1+0°%cgeg=1 (2.14)

8 (1) =0 w> @o=0+0°ecgu0 (2.15)

se desprende, automitjcamente las condiclones de 6o.

De estas expresiones pueden deducirse, tamblén, las
correspondientes condiclones de forntera e iniclzles de la
ecuaclién de la parte transitoria:

X s, T=0 ¥(X,0) =-80(X) (11.7a)
X=1, t=1 vil,1) = 0O (I1.7b)
X=0, T ¢(0,t) = A cos BT (I1.7c)
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enseguida, se propuso a la parte transitorla como la sigulente
expansién:

¥ =y +cap, +Oleg’) (1)

Considerando suficiente Incluir solo los términos de primer orden
se omiten mids términos del la expansién de perturbacién, razén por
la cual los coeflclentes de esta expanslién en sus térainos mayores

a uno son nules. ’

Al sustitulr (1) en la ecuacloéon (I1.6) da origen a su vez a dos
slstemas de ecuaciones diferenclales, uno para los términos
perturbativos de orden o magnitud cero y otro para los térmlnos
perturbativos de orden wunitario, a los cuales se les ha
considerado adenis un término mis por efecto de la alta frecuencla
de oscllacién de la teaperatura en la base de la aleta (cw), de
esta manera:

¥y = ¥t O ¥+ Ole’) (2)

¥, = ¥+ ov ¥+ Olew?) 3

puesto qus solo nos interesan los términos de prieer orden, al
substituir (3} en (1) podemos entonces decir que

*, =-v,* Ofew ) 1)



Para determinar el valor de cada uno de los términos que componen
a la parte transitorlia en las condiclones iniclales o de frontera
evaluamos como lo hlcimos para determinar las condiclones (I1.7)

${X,0) = po(X,0)+ £g ¥:(X,0) = -Bo(X) = -(800 + &9 601)
@l1,%) = yol1,T)+ g ¥1(1,7) =0
w(0,7) = ¢o(0,1)+ &g ¥1(0,T) = A cos Br

Se desprenden de aqui , por térmlnos semejantes, las siguientes
condiciones:

ya{X,0) = -goo ¥1(X,0) = -60s
yo(l,T) = 0 wmit,t) =0

¥o(0,7) = X cos BT’ ¥1{0,t) =0
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APENDICE A
SECCION 2.3

TRATAMIENTO DE LA PARTE PERMANENETE
Si consideramos

6o = 800(X) + cg Bo1(X} (2.16)
substituyendo y derivando en la ecuacioén diferencial (I11.4):

d? soo da%eos -
1 + eg hix) P + 1 + eg hix)| e 2
d X d X

dh _d6oo dh d8ao 5 by
g P e — =N (ooo‘cq'eox] =0
d X d X dX dX
despreciando ,de la misma forma aquelios térmlnos de orden

superior a uno :

d? 800 d®e01 dh d 8oo
1 + ¢qg hix) + € + —
d

9
x* dX® dX dX

- o .
-N:Om[l¢l:q °‘)=o
@oo

desarrollando en serle de Taylor al polinomio :

-
{10cqen‘] =1 +megg 9°’¢o'cqz=1+:qem'

600 oo 600
reagrupando:
2 n - d®gooc d%60r dh d 8o
47000 -N’eoow.[h(xy —— bl
dx d X dX dX dX

zl-l
- m N° @oo 901]=0
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APENDICE A
SECCION 2.4
DETERMINACION DE 800

si x=NX yo= N%c , sustituyendo en !a expresién (11.10)

2 -
w280 o= o
2
8 x

_. dividiendo entre N°

reexpresando a esta misma funcién como una derivada respecto a doo

2
-
1 d |49480| _ 4= o (2.23)
2 dooo( 4 x

integrando la ecuacién anterlor resulta,

. 2 -
[Bnn(n)] 000{ =)
IR Y4 N
— [oou(x)] dgoo = 6oa deoo
B 2
2 [ano(z)) dsoo gool(x)

reallzando la integracién y evaluandole entre los limlites [X,o]

obtenenos,
2 mel

1 |d 8c0 __°2°_oc:
2 lax m+ 1

con condiciones (I1.15). Evaluando para x += (600

encontramos que Ci = 0, por lo tanto:

2 @l
1 [doo0} %
2 |3 X m o+ 1
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despejando a 800 tenemos la sigulente ecuacion :

nel

d 8oo _ / 2 Bouz
ax —
n+l

separando nuevamente a las varlables variables e integrando
tenemos: .

evaluando la solucidén anterior para las condlclunesz

x=0 | “goa = 1 : s
2
obtenemos que : Lz = iom
substituyendo :
‘ = . .
2
2
B0 2 X+
1= » 1 o
2
despejando :
1m
2 1 -m 5 2
60 = E AR e
2 - e 1 n
finalmente :
2
- 1-a
soo=] 1+ -L2B 2 x (2.2a)
= ¢+ 1



APENDICE A SECCION 2.5
SOLUCION DE LA PARTE PERMANENTE CORRESPONDIENTE A
LOS TERMINOS DE PRIMER ORDEN &'

De la ecuacién diferenclial (11.8), al separar de la los términos
de primer orden del polinomio de perturbacién obtenemos :

-mN 600 @03 =— —

2
d”eo1 2 m-1 d h d @oo 1)
a x° dax d X

con condiclones de frontera:
X=0 got = 0 (2a}

X=» o 6o = O (2b)

desarrollando el lado derecho de la ec.(1):

2
_d hdono .. dh deno’hdeno
dx dx dX dXx a4 x*

Al desarrollar cada uno de estos términos obtenemos:

22 [ [ [)) ()

Frieam i R

dh -X -1
— = exp [~ — (3)
4x 1=X 1-x?

S1



ensegulda; calculanos las derivadas de 0ooi

Por otra parte,

d%a00 d d 800
d %2 dX dXx

d oo
en la expresién anterior:

substituyendo el valor de
d X

2 it -m Tom
d 1. f—2— x|
a % 2 m+1
1+m
d I-m 1-m 2z
— 1+ /2 Nx /'—’1 N
dx 2 m+ 1 w
z2m
d%so0 1-m lem
2=Nz 1. /2 N X (s)
d X 2 T m+l

substituyendo los resultados anteriores en la ecuacién (1),

obtenemos:
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a%001 2|

2 N X
) — + exp|——
o+ 1 1-X nfl

finalmente, tomando come factor comin a exp [ -X/(1-X)-]:

2 m-1
d"eo1 2 2
1-n m+1
4 % -nN 1+ /-————2 R X o1 «
2 m o+l
1em
[—X] 1 1-m > 1-m
- 2z -
N * exp |~TT% o el A / NX
(1-X) 2 m+1

2.
/ 2 1-n 5 1-m
=N |1 + f ——— NX (6}
=+ 2 m+ 1

condiciones de frontera (2).
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APENDICE B SECCION 1.1
PARTE TRANSITORIA

Para:la szluclén de la a ecuacion diferenclal correspondiente a la
parte transitoria (I1.7) con sus condiciones de frontera (II.8},

mostradas a contlnuaclén:

2 -
- v
[1~cvn(x)]"’ + cg 21 ”"-N’eo[[xo——]-l]

ax ax ax oo

@
L]

¢ (0,T) = A cos Bt
¥ (X,0) = -6o(X)
v (1,7) =0

se propusc a la parte tl"ansltorla como la sigulente expansién:
¥ =y, + oo ¥ + Olcs®) a)
De esta manera, al substitulr y realizar un cambio de varlables

{(donde £ = }'((B)V2 y ¢ = Br), se obtuvo la slguiente ecuacién
diferencial para el orden l:qnt

d ¥ L) d ¢,
—2 - el RPN I PR Ll (2)
¢ g . 800 do
con condiciones:
£=0 ¥,(0,c) = A cos @ (3a)
£-w . ﬁo(-.d‘) =0 (3b)
c=0 Ly (80 = -5 (&) (3¢)

Para los términos de primer orden se tiene:
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2 : 2

d% ¢ [ d¥
—ebe g =B s b Ay
dg . VdEY T dE <
¥, (0,0) =0 e (5a)
#,(=,0) =0 (5b)

\0'1(5-0) =-8, {5¢c)

1
Para determinar el valor de cada uno de los términos que componen
a la parte transitoria en las condiclones iniciales o de frontera
evaluamos como lo hiclmos para determinar las condiciones (11.7)

¥(X,0) = yo(X,0)+ cg ¥p1(X,0) = -80(X) = -(B00 + cg B01)
i1, 1) = yoll,t}+ eg yll,xr) = 0
#10.t) = %(0,71)+ eg $1(0,T) = A cos Br

Se desprenden de aqui , por términos semejantes, las sigulentes
condiciones:

(6.a) po(X,0) = ~800 ¥1(X,0) = -801 (7.a)
(6.b) yol1,7) = 0 ¢i(1,7) =0 (7.0}
(6.c) ¢a(0.T) = A cos Bt #1(0,t) =0 (7.¢)
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<. . APENDICE ‘B SECCION 1.2
" DETERMINACION DE ¢

con cdndlclones de frontera (7). Del.camblo de variables setlene:

an] _awae | aw
d ko 9€ dX oo dE g0

Aplicando la técnlca de GREEN tenemos :

e 1
go-| GlEeES) emig) ag +
! . o=0
°
o P 3
G (€,0/€.0 ) exp .'E_E
c';o ] N -A; &

. 2 .
2Eexp (§ /20

- 3
-Asen[a‘-—‘]exp[-—']a&'atr
+ 372
Vo o /2 /2
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Substituyendo los correspondientes valores a cada una de las

partes de acuerdo a la funclén de GREEN :

! [ €€ 1? ] [ (g+€)?
exp |- - exp (=~
"',“ - . 40

172
[Auv}
o

i J sor(€ ) 8

c ot te-g )? (g+€ 12
. exp. |- - exp |-
4o 40 -

172
{41:(-7—-7'))

*

o=0 3 0

e €

Texp | . .

Nvew €

, 2 .
[Zﬁexp(ﬁ /2¢}

/— ,ar2
2r <@

[ ¢ [ ).
-Asgsen jo - ——{ exp [-— (18 8¢

. /2 V2

Al considerar que para este anidlisis lo importante es evaluar la
rapldez de flujo de calor en la base, Se procedio a calcular la
derivada de la temperatura respecto a X o blen, para facillitar el
manejo de las ecuaciones, la derivada de la temperatura respecto a

£ , tomando en cuenta que:
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ow, ew ag 0w -

ERPTE ag.lax i aE

J [(€4E')2JI
-~ exp |~
io 601(€ 18€

- 1 (&€ ') 2 (6+€ ’) 2
exp {— - exp |—
. L] 40 4 -
1r2
0 03€ (4u(¢—a_")]

Tz
NAew €

. .2 f
2Eexp (§ /720 )

. € I
372 -Asen{c -—]exp[-——Jasa\r \/73‘
Vix o V2 V2
derivando en primer lugar:
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que es lgual a:
1o e ( g ? ] o (eve )?
T2 e - - .exp |-
[ ane ] a5 . 40 . dc
de 15 ;;ue se obtiene:
R €3 ) [ (€- (geg ) 4
b——— exp |- — - exp -
[ P ]vz - 4c 2¢c 40 -
—tese)
2o

derivando en segundo lugar a:
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ER

S I
2€exp ((E. 720 ). .l
mr———————————— . ~. A’ gen

‘é— 372 1.e
n o

en primer lugar :

€-g? (g+€ )2

exp 1— - exp |-

8 o ic _
irea

ag [ 4 x (0 -0') ]

1 (e-e ”? (e -£) (g ) 2
12 | P - ,

(“(H. )] (oo ) 2(o=0' ) A(o-o')

-(g+g))
2{c-0')
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por |'1itlmo.ya q\ié la ﬁerlvida del tercer rnétor es nula, tenemos:

€

AR

g B S
a [ZEexp—(ﬁ,/tZ,,,

BE I_ &'-le

2 € exp 6/ 2

. ‘é— varz:
V2R e

el

reuniendo ambas derivadas en la expresion original:
*
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|

(g'-€)

2(c-c')

].exp [_

[ &-)?
exp |—

(£+€)

2

20

] oo1 (€ Yag' ¥

(E'E‘ ¥y (é. -£) -
B Sl I
4

o
= |

(£+e') (s*g)] 2Eexp (€ s2a)
372
MM) 2(e-0') i
[ E.
xp f- T +
V2

40

J [ (g+g)®
- exp |-

4 c

| |.

172
[dn(v-v')]

' '2 N
26 exp (£ 720 ) (

VeRras
n o
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. .
3 ‘e
oo [- | oo | /5
/2
evaluando la expresién anterior para € = 0
1

av| .. 1 ¢
T Ep g
x [Alr]

o

‘2

4 c

] ao1{€ ')ats' +

. —gry (Aew €
_["i"]'m ol (:,.}" m[{u:‘r')]—[ u-/; s'”‘

26 °F 452] . € e,
i
[2-]"2 o —Asen[c -:/—-_z‘ exp[—/—;]

(o)

al substituir las igualdades, obtenemos:
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e

J 12 3s2  asz
[zu] g ()

Aan {ﬂr' '/Té] exp [_\/TéJ] Ve Bax ac

.2
1 X B .
ay  exp = 601 X dX +
—t = sz X aT
ax 4dx T
x=0 °
(- 1
- : ) [-xz][ - ]
- .
1/2 32 .
[4.] (x-1) a(z-t") 1 -x
o=0 | 0
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con cond@g:loﬂei{ de f’ronvtera"eil.nliclalevs’ (7).
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APENDICE C SECCION 1.1 .
FLUJO DE CALOR DE LA PARTE TRANSITORIA DE ORDEN &’

vz
d ¢ dy d dy
— - — _—.‘/8 —0 1 =
dX"_o_dQ d % d€€-0;,
= «A Re
=! "='A:Re |
. [ S i
= -~ ARe g, 008 T * o COS O+
| V2 vV
1 i -
o Sen & o Senc
2 v

de la lgualdad o =8 T

A
= - cos Pt -semBr |V g ~ / 2
/ k3

x=0 2
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APENDICE C SECCION 1.2
RAPIDEZ DE TRANSFERENCIA DE CALOR DE LOS TERMINOS e

Al reescalar el problema, considerando las igualdades ¢ = 8t y £
= B"%( . se obtiene la sigulente expresién para el flujo de
calor en la base de la aleta por efecto de la alta frecuencia:

dy, =d\ﬁld€ =d¢‘/—u-.
dX |gg 46 dX [y dE g0

Aplicando la técnica de GREEN tenemos :

3
ge-| G (e..r/e',cr')l G(E) de +
1 cr:o .
1}
e £
G (E.v/E:v') exp f'_s__ -
o-'-o 4] N-/':: E.

. o2 .
2Eexp (€ /720a)

o - A sen [a" - /i; exp {- /i; ]]oe'aw'

Substituyendo los correspondientes valores a cada una de las

partes de acuerdo a.la funclén de GREEN :
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] 901(5‘ )‘as'

c e e’ )?
0 exp = ~exp’l=
2 : - 40 -

172
[4:(0--—0")]

+

. [ ew £ ]
exp U, .
N Ve £

. .2 ' .

2fexp(E 720) N [ e] ( E] oo

—————————5 " -AaAsen o - | exp {- ~— HoE
Vox o Az vz

ay, 8w 86 3y,
Tomando en cuenta que : -—— — —-—
ax a4€ 8X% 8 €

por tanto :
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. 2 .
:V[VZ_E_exp (§ r2¢)

l VL - A sen [o-' -‘—;—;] exp {- /i; ]]ae'ae' /e

derivando en primer lugar;

te-€ )2 (6+€ 12
exp |- - exp |-
a 40 40

¢ ()"
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|

derivando en segundo lugar a:

€62 (5e€ 12
exp |~ - exp {—
4'c 40 .

1/2

s & [41(?‘0".))

N Vew €



e s (L) £

en primer lugar :

[. (s—,'e')z] [ 1g+g )? ]
exp = - exp [~

4.0 10

172

-8 & [At(r-‘r')]

S SRR (e—e P (ee tgeg ) 2
T | o exp | = ;
(4?(”.)] 4{oc-o") 2(o—c" ) 4(c-o')

'(f'E )
2(c-c')

por ultimo,ya que la derivada del tercer factor es nula, tenemos:

-lsen[u-

e St )

. »2 .
a [Zﬁexp(ﬁ /7 2¢)

ksl



. vzl
2€exp (€ 72“’:’[,5 ] Y [
O—Senr——— exp

Von c':f‘z; 2 [ V2 ]

o

g r_eunrivendo ambas derivadas en la expresion original:

: o i €% (& -0
o] | el
. : . ; 40 2
8y 4'x

v fo | (exe)

: ] @ ) v o
exp[—(e*e’] [._.(EE]OOI(Q L
L 2e

.4 1
v € (5§ 1°
i R 4(c-0')
NS € 4.(¢-¢ ))
o=0 [}

. ' . . 2 N
3] g ) ) [ ) Y[ 28em T 20D
.|, il arz -

2(e-0") aio-s)) | 200-0) l Ax o

ol

[ — ] [ (E‘E ) ]
exp |- ~ exp
4o -

(QW(u‘-tr)]



2 g
-2 exp (€ -/ 2¢7)

VaRst

evaluando la expresién anterlor para € =0

aw 1 ’ g? . .
— =7 — £ exp ooL(€ )3E +
1¢c

. -2y [ Vew €
T - g ’“’[[:”H = ‘]J

£?
. exp , v
2 € 4o . £ €

TG B B

oc'ec | V5
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al substitulr las lgualdades, obtenemos:

€/ 8 %X y o=gct

NN BTy = E S g g exp i
— . 8 . aszasz |- jﬂ X - -
a.x SRS P 3 & : S 28 o -

x=0 ,‘ E o 3 RATRY
: : AR :
/— SR AT SN
o1 X 8 dx- 1wz 3/2 a2
: : ; [ an ] B (t-71)
: =0 J 0

J J { . ]1/2 ;IZ(‘-'?/E

{][ ) )
1 -X

4(t-1")

'],,,,(_/T/;;]] S nax e
2

1
2
1 R X . f
8¢' - x exp [~ 601 X dX +
— sz 4T
ax 4x T
x=0 °
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_‘.{_X?][ i
op g
l‘”‘,'",’ Lrox

)
J

expresiéon a la cual se le dilo solucién numéricamente a’
través de la técnica de Runge-Kutta y del método de integraclén de

Siapson.
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APENDICE D SECCION 1
AREAS CONVECTIVAS ADIMENSIONALES

De la obzsrvaclén {(figura i ) de la aleta de seccion constante se

tiene:
Asc = bl + 2L1 (1)

mientras que para la aleta de seccién varlable, al considerar las

misma caras que para la aleta de secclén constante, se tlene:
Asv = b] + 215 (2)

donde s es la longlitud del arco formade por la funcién
£{X) = b1 exp [=X/(1-X)}

al substituirse f(X) en (2) y recordando que 2bi/b = gg, puede
escribirse también como:

asy =1 + gg exp [-X/(1-X)] {3}

la longitud de arco de la curva f{X) = y quedard determinado por

la integral sigulente

fflf)

al derivar respecto a X a f{X}, obtenemos

dy_ . _ g9 exp [«X/(1-X)} )
dax (1-x) 2

como en este término se encuentra un término cg que se eleva al
cuadrado al ser substituldo en la lntegral y habliendc formallzada
que los términos de orden :3 no sge encuentran incluides en

nuestro analisis, la integral resulta simplemente:
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por lo 'tanto el &rea de las mismas caras consideradas que para la

aleta recta, esta dada por la ecuacién :

Ry R IR
‘o-blen:. R

Asv = 2L1 ( b/(2L) + 1) 7)



APENNDICE D SECCION 2
EFICIENCIA DE LA ALETA DE SECCION CONSTANTE

Estando’ def{nlda la eficlencia de la aleta como

real ST Ql‘.ll 1)

q
maximo e Qrimo

Téﬁpdq en cuenta las sigulentes conslderaclones:

"AST : ‘es el drea de la seccién transversal de la aleta en
cuestién, a través de 1la cual se efectua la

transferencia de calor.

Quax : es el flujo de calor adimensional habido cuando Iia
temperatura en toda la alata se mantlens constante e
fgual a la temperatura de la base de la misma. Evaluado

aqui como:

q = H Ar {To - Tw) (2}
saximo
tomando en cuenta que Aresl es el drea de la seccién transversal
de una aleta de seccién variable y que Ar es la calculada por la
expresién (7) de la secclén [1); 1a expresién correspondiente a la

eflclencia sera:

bl + 21 b1 exp [-X/(1-X}] Q..
= - 3
H (bl+2L1) (Tom + {Tbm-Tm)} Acoswt - Tw)

St conslideramos que Qreal resulta de la expresisn (III.1) y que
este flujo de calor hasta ese momento es una cantldad
adlmensional,para una aleta de secclon varjable y una de seccién
constante respectivamente, la expresién para 1la eficiencia

resulta:

para una aleta de seccién constante,
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ESTA TESIS NO DEBE
SaLi DE LA DIBLIGTECA

bl + 21 L Qc
= (€Y

Tsc =
H (bl+2L1) (Tvm ¢ (Tow-Ta) Acoswt - Tm)

y para una de seccién variable,

bl + 21 b exp [-X/{1-X)} Q v
ey = 2 s)
H (ble2L1) (Tom + (Tou-Tew) Acoswt — Ta}

para las cuales Qsc y Qv se encuentran definldas por las
expresiones (IV.2) y (IV.1) respectivamente.

Por otra parte, las expresicnes (4} y {5) pueden quedar definidas
al manipularles algebraicamente buscando sus parimetros
adimensionales como:

bl 'Q_(ﬁt)
= (6)
(12HL) (Te=-To) (1+ X cos(Bt))
y
- bl Q (Br)
Nev = LAd (7)

(12HL) {Tvm-Tm} (1¢ A cos(Bx))

Por otra parte, puesto que el flujo de calor através de la aleta
recta de secclén constante puede ser calcualdo mediante Fourfer de
1a forma sigulente:
_ dT (Tow~ Tw]} dB
q = < Kk Ast = " =k bl -_-— =

real

(8)

domnde el factor (Tem - Te)/L resulta de un cambio de variables de
X a x y de 6 a T. Puede entonces, despcjarsea—g—‘:para
considerarle evaluada en cero. Lo que representa a la postre el

flujo de calor en la base [Q-:' }, y por lo tanto:

0

_ ds_ _ L
& T TR e T Ty S bl ()
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81 a esta expreslon la substlituyo en (6) obtengo:

{Tha= Tw)
k by —Ibp= To)

Ql:l

Nee =
{12HL) (Tem-Tw) (1+ A cos(Br))
de lo cual se desprende:

kb (Toa- Tm) Que} .,

Tee = 3
{2HL") (Tom-Tw) (1+ A cos(BT)}

2
s 1gualo a N %H]; + obtengo en forma

siguiente expresion:

Que]
(1+ X cosffr))

T = x=0
2
N

80

(10)

simplificada

1)
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APENDICE D SECCION 3
EFICIENCIA DE LA ALETA DE SECCION TRANSVYERSAL VARIABLE

Analogaménté para la aleta de secclién variable tenemos :

A Q
= P S (m
Al‘ Qu)il-n

al considerar las ecuaclones (8) y (7} de la secclén (1) en la
ecuacion (1), se halla:

bl[l# cq exp [~-X/(1-X)] ]k[ﬂ-e-cq{ :O;‘ + _gi)‘_(‘-]“n]

bH1 [U —Z—EI [Tom + (Tom -Tw)A cos wt-T=) TToa-Tay

=

desarrollando los productos,
d8o1 dyy - - -
X "dxX ]FD Qsc exp [-X/{1-X)] ]

| G- ca [L i

?J_iHG [ {Tom + (Tbm =Tw)A cos wt-Tw] ]m

simpllficando

kb [Qu— cq[ :_"gl - g ]“0 - Quc exp [-X/(1-X)] ]

2L (Toa ~Ta) [1 + A cos wtl ] P -

2
fluevamente al conslderar Nz-——%ﬂ-li‘— , puede escribirse:

= 1 Que dt | €9 Qsc dt | ©g
b N2 1+Acost N 1+Acost N2 1+Acost

y simplificando, como:
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deos | d;x_ dt

T Tsc + €9 Tme - .L:_ d X=0 (2)
* N 14+Acost

Al desps-2r’la eflclencla promedio con geometria variable y al
conslderas ‘el v;lbr numéricamente cbtenido para la integral, se
-encuentra- o

v = Tec [1ocg[l+—-——"3“9]]
: : " Tisc

de.lo cual. se, reduce a:

———2" =1+ g9 [ 1+ —-————1'3469 ] (3)
Tsc Mwc

Para evaluar el valor de la eficlencia promedio para la secclén
constante habiase llegado, capitulo IV secclén segunda , a la

conelusian expresada en la élgulente f6rmula:

- 1 Lr deoo . dgoo . dyo1
nC= —"2—[ dX dax dX |dt (1)
] 1+ A cos t

la cual puede también expresarse, al substituir los términos
diferenclales por sus correspondientes valores (capitulo IV), en

la sigulente forma:

! /2 B
Foa J [4‘03243 + atg/2)! (cos t - sen t] 2 ]dt
s 2
o

N 14 A cos t J

Esta expresi6n puede tambien reescriblirse como:
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L i et y ;
, oAgf2) J cos t-sen t [dt -
1¢27cos t T N 1+Acos t

a9t ECUACION (S)
Ag) 73
‘N2 LT (144 cos t)

APENDICE D SECCION 4

Como comparacién entre los dos casos se realiza el coclentre entre
la diferencia de las eflclencias dividiendose entre la eficlencla

con geometria, de lo que resulta:

dgo1 |, dyt
- - + | dt
Tev - mee | oo 1 - ‘:02 ax dx X0 l
Tav 2xN 1+Acost Tse
o 1
dBo1 d¢n r
_ + === dr 1| deoo d@roo dpoy
cg|l dX K)o J %t Tax- * 6% ] ] dt
o 1+Acost o 1+ A cos ¢t

_de cédlculos numéricos para 0 £ v % 1 se sabe que el valor de la
integral que ocupa el numerador del coclente es de: 1.3469,
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APENDICE E SECCION 1
METQ00S DE PERTURBACION

- la teoria de perturbacién es un conjunto de métodos utiles
para un andlisis sistemdtico acerca del comportamiento general de

ecuaclones diferenclales y en diferencias .

La idea fundamental de los métodos de perturbaclén es el
descomponer un problema muy complejo en un nimero infinlto de
problemas relativamente mis sencllles que tlenen por comin una

nueva variable independiente.

La forma de hallar la soluclién a un problema mediante la
técnica de perturbacién es el de expresar y resolver la ecuaci6n
como la suma de una serie exponenclal de £ que representan a su

vez la parte llneal y la no lineal de la ecuacién.

yix)= yolx) + eya(x} + e7y2(x) + ......

Estas series son llamadas Serlies de Perturbacién.Tiene el
particular atractive que yn(X) puede calcularse en términos de
yo{x)....yn-1({x) como 8l se resolviese el caso para £=0. S| ¢ es
muy pequefia ,esperamos que y{x) seri muy préxima a la soluclén
exacta con apenas unos cuantos términos en la serie de

perturbaclén.

En la teoria de perturbacién es vdlido calcular solo algunos de la
totalidad de los términos de la serle, independlentemente de que
esta sea convergente o no.

Por lo tanto la teoria de perturbacién es de lo ads Gtil cuando
los primeros términos de una serie de perturbacidén contienen la
mayor parte de la Informacién de la soluclén de un problema.

La metodologia general del andlisis de perturbacién es la

sigguiente:;
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1. Introducir en el probleme original a un término cualquiera (e)
con la Gnica condicién que este sea de un valor pequefio.

2.Representar al problema original como una serie de potencias

de ¢ y calcular los coeficlientes de esta serle.

. 3.Calcular la solucion final del problema mediante la suma

de todos los términos de esta serie.
CLASIFICACION DE LAS SERIES DE PERTURBACION.

Las serles de perturbaclén , también conocidas como expansiones

se clasifican en dos grandes grupos que son:

Regulares
Singulares

Las series regulares se caracterizan por tener solucién en todo
el dominio para el cual esta definida la varlable independiente,
mientras que las singulares tienen uno o mds puntos para los
cuales la funclén es indeterminada.
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APENDICE E SECCION 2
FUNCION DE GREEN

La funcion de Green es una de las principales herramientas en la
solucién de ecuaciones diferenclales parciales de la fisica
matematica, no lmportar la nohogeneidad de la ecuacién nl su

dimension.

Su notacién es la sigulente G(r,t]r',r) debido a una analogia
hallada con un modelo discreto de la temperatura se asume que la
parte del argumento “r,t", se refiere a la temperatura de una
reglén R debida a una fuente puntual con caracteristicas de
lmpulso unitario locallzada en r'‘que desprende su calor en el
intante 7. Por tal motivo las partes del argumento pueden quedar

representadas de la siguiente forma:
Glr,t|r',7) = Glefecto]inpulso)

dicha concepcidn del problema tiene la ventaja de poder considerar
la distrlbucléon Inictal de la temperatura de un medle cualqulera
como una fuente instantanea de calor distribulda en toda la reglén

que libera su calor en un instéante.

Se clta a continuacién un método sistemidtlco en la determinacién
de la misma, que utiliza como base de construcién a la soluclén de

1a ecuaclioén diferenclal homogénea.

Consideremos en primer lugar al slguiente problema de conduccidén

de calor con condlclén homogénea en una de sus fronteras :

2 1 8 Tir,t)
V T(r,t} = — ——— en la regién R, t>0
a &t
arT
+ HT =0 en S , t>0
an 1 b

T (r,t) = F(r) para t=0 en la regién R
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La apropiada funcién de Green para la solucién de este problema ,
cumple a'su vez el sjgulente problema auxiliar:

2 8G

1 » 1
VG + 8 (r-r*)3(t-1) - —
« « 3t

en la regi6én R, >t

acG

+H G=0 sobre S, . t><
1 1
an . .

1
y sujeto a la condicién G = 0 para t. < ¢

definimos como Hl - nllkl.

fa solucién , T(r,t) ,del problema original en términos de la
funcién de Green ,que satisface a su vez el problema auxiliar es:

T(r,t) = L‘ G (r,t{r 't)luo F(r')dv'

Por otra parte resolviendo este problema por separacién de
variables proporclona una soluclém que podria expresarse en

general como:

T(r,t) = L [x(r,r',n]nr') dv

Comparando esta funcién con la anterior se obseva claramente que

[H (r.tlr'.t)h_o = K(r,r',.t)

de lo anterior se puede conclulr que G(r.tlr‘.-t)|“° puede ser
obtenlda resclviendo la parte homogénea del problema de conduccién
e identificando aquella par.t.e correspondiente con la ecuacién en
términos de la funcién de Green.
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También es necesarlo saber que para resolver este tipo de
problemas es indispensable conocer a la funclén de Green como
parte de 1a solucién del problema , en ese momento la labor se
reduce a hallar a G(r,t|r’,7) cuando Glr.t|r".7)| _ es cononcida.
Al resolver medlante ambos métodos el mismo problema se observa
que G(r.tlr'.r) puede obtenerse al substitulr en la segunda ,
Gr.t|r' . T)] . t por {t-t'}.

Para el problema unldimenslonal (x)de tranferencia de calor
expresado por las ecuacliones precedentes, la soluclién mediante la
funcién de Green queda reducida a los siguientes términos:

P
T{x,t) = I X G(x.tlx',r)lrzo F{x*) dx’
L
23
i I dr [ %" Gx, t]x* T {glx", T)dx’
k

=0 L

{3
1
+ ul dr Z x" G(x,t|x',T) — f (r,t) dS1
=t ki t

t=0 1=t

donde x" es la funcién de Sturn-Licuville para la cual se tlenen

“las sigulentes conslderaclones hacerca del valor de P :

o para una al ta
P = 1 para un cllindro
2 para una es era

L se refiere a la longitud de la reglén unidimensional y

Glx, t{x" .7} es el valor de la funcién de Green evaluada en

x’=xl
la frontera x'=x: .
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APENDICE E SECCION 3
METODOS NUMERICOS PARA SOLUCIONAR ECUACICNES
DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN*

En el presente capitulo se hace una descripcidn general de los
métodos numéricos utliles para la soluclén de ecuaciones
diferenciales de primer orden obtenidas durante el desarrollo de

la solucién del presente problema de Tésls.

Para abordar el problema consideraremos las siguientes

condiciones Iniciales
) y=fle,y) . u(¢°)= Yy

como es sabldo Se recurre a estos métodos cuando no se puede
solucionar una ecuacién diferencial mediante un método exacto y
ademds se tliene acceso a una computadora que agiliza y aproxima la

soluclén con mucha mas rapldez.

En esta clase de soluclones se produce un ciclo iterativo que
consiste en iterar suceclvamente los valores de la funclén ¢
cuando se obtiene una soluclén de la misma funcion en términos de
Serie de Taylor como la sigulente

2
yle+h) = ylae) + hy'le) + — y "z} + ...,
2

La exactitud de esta solucién depende definitlvamente del factor
h, que representa un incremento de las abclsas , cuyo valor
norazalmente es pequefio por ejemplo 0.2,0.1 ¢ blen 0.001.
Geométricamente este método es la aproximacion a la funclén ylax)
por kedio de poligono mostrado en la figura 7,

De la ecuacién {1) tenemos que ' = f. de ahi que ¢" = f' |
entonces la serle de Taylor adquiere el sigulente aspecto:

2 3

h h ..
(2} yla+h) = ylc) + hf + — '+ ~—
2 &
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las derivadas £' ', " ,.... son evaluadas en [x.yix)}.

.:Se considera adiconalmente que f es tal que {1) tlene solucién
dnica. para. un clerto intervalo que contenga a T Tomando en
cuenta’ que h es de magnitud pequefia ,los términos hz.h:. h‘....de

“{2). serdn tan pequef que d despreciar quedando la
siguiente aproximacién :
F gloh) 5 gla) + be.

Utilizando esta férmula entonces procedemes a calcular de la

siguiente forma ; para el primer célculo:
G Yy ¢ BIlE L),

lo que le apréxima al valor verdadero 4(x,) = g¢(x ¢ h).En segundo
lugar calculamos
Yot h““:‘“x)'

que anilogamente nos proporciona uma apréximacidén del valor de la
verdadera funcién u(xa) = u(xoozh).ctc. La expresion general
para este procedimiento es la sigulente

(3 Y4, vl Ly ).

de esta forma obtenemcs aproximaclones de la verdadera funcién
4lz) con los valores iniclales especificados por {1).Este simple
procedimiento es llamado el METODQ DE FULER-CAUCHY

Este sétodo cae dentro de los clasificados cowmo Métodos de Primer
Orden debida a que se tomd de la ecuacién (2) exclusivamente a los
términos de exponenete inferior ¢ igual a la unidad de h, Esta
omicién acarrea consigo un error llamado error de truncamlento
cuyec valor se hace mas pequefio mientras mas alto sea el exponente

del término h manejado en la solucién.
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Por otra parte, si la soluclén exacta es desconocida una idea
de la aproximacion con que nos hemos acercado a esta nos la puede
dar el lterar de nueva cuenta cop un valer h/2 y comparande les

resultados obtendremos una cifra de la aproximacién alcanzada.

Tomando en cuenta un mayor nimero de términos de la ecuaclén (2)
¥y el uso de algoritmos numéricos podemos obtener expresiones de
la seoluclén mds simples y mucho mas exactas.

Demostrando 1o anterlor se presenta a continuaclién los
fundamentos de un par de métodos numéricos con las caracteristicas
anteriores.

METODO MEJORADG DE EULER-CAUCHY

En cada una de las aproximmaclones de este método se calcula en
primer lugar el valor auxillar

.
(4a) Yo=Yt h”‘n'”n)

eseguida el nuevo valor

h
-

(4p) Yoot™ 4 T 2 [”cnn'vnu) M ”‘n‘“n) ]
geometricamente esto representa la aproximaclén de yla) para el
valor & = a:n a través de la linea (xn.qn) de pendlente f(d:n.qn)
hasta que @ alcanza el valor de a:ndlz h contlnuando ensegulida por
la linea de pendiente (cml.q:") . ver la figura 8.

Puede domostrarse que en la realldad el WMétodo Mejorado de

Euler-Cauchy es un método de segundo orden pues el error de

truncamiento es del orden h’.
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Aun mas exacto que los. dos anteriores métodos presentades
anterlormente el método de Método de RUNGE-KUTTA supera las
capacidades de los mismos. En éste método en primer lugar se
calculan las cantidades auxiliares

h An
A= nfle .4 ), B=hf Ja + — , g +—
n n''n n 2 n 2

(6a)

LN et Stnd I ) (e ¥4 ¢C)

y-el nuevo valor: i "
Toleb) ey = e e A, +2B 20D, ).

Puede . demostrarse que el error de truncamiento de este método es
de orden h5 y por lo tanto el orden del método es el cuarto.
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APENDICE E SECCION 4
INTEGRACION APROXIMADA

La regla de Simpson, en comparacién con la integracidn mediante
la regla rectangular, logra una mejor aproximaclén de la funclén
funcién integral ( I(x) ) mediante el ajuste de segmentos
parabdlicos entre cada uno de los extremos de los subintervalos de
la funcién , figura 9.

Para este propésito se subdlvide al intervilo de integraclén aszsb
an un determinado nimero de subintevalos ,por ejemplo 2n de una
longitud Az = (b - a)/2n con entremos en L .
‘z:b‘

En los dos primeros sublntervalos ,la funclén I(c} es apréximada
por un pelinomiol de la forma ac® + Bx + 7 que pasa por los puntos
Ao,A1,A2.En  los sigulentes dos sublntervalos la curva es
apréximada por otra paribola semejante a la que le corresponden
los puntos A2,A3,As , etcétera.

De esta forma una aproximacién de el drea contenida bajo 1la
curva I{z) es determinada por la relacién

ax
6) Hclde o — | 1(x ) + 4dl{x )} + 21{e)) + AI{e ) +....+
3 0 1 2 3

-2“‘-‘-2) + u(a:a_l) + I(tzﬂ) ]

donde , 4« = (b - a)/2n.
Esta dltima relacién es conocida tamblén como REGLA DE SIMPSON, que
de otra manera puede quedar expresada como

Ax
(7 Jl(c)dﬂ: = -:-[l(cohu(c‘)ﬂl(xz)ﬂltx:‘) *...ﬂ(a:m)]—l—:-

donde Es es el error aproximado, determinado por :
5 4
Ax” I (§)
Es = —g5— 1‘5 £ s z"‘
el algoritmo de cialculo utilizade se encuentra en la referencla
15.
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