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RESUMEN 

El presente trabajo es la solución al problema transltorlo de 

transferencia de calor en una aleta cuya sección transversal 

rectangular, no es constante. Para lo cual se utilizaron tanto 

técnicas analltlcas como nwnérlca.s. con las que se comparó la 

rapidez de transferencia de calor en la base con respecto a una 

aleta de sección constante y su eflclencla. 

La dificultad del problema estudiado radica fundamentalmente en la 

no lineal ldad de las ecuaciones dlferenclales que representan al 

fenómeno, surgida al considerar la respuesta transitar la y la 

dependencia del coeflclente de convección con la temperatura. 

La 111etodologla utl Uzada para abordar tal dlflcul tad fue la de 

llnearlzar dichas expresiones mediante la teorla de perturbación 

regular, que una vez aplicada proporciona un sistema de ecuaciones 

dlferenclales lineales factible de ser resuelto, mediante la 

técnica de Green, separación de variables o bien mediante alguna 

técnica numérica. 

Prlaeramente, para hallar la solución de la ecuación, hubo 

necesidad de ad1mens1ona11zar las ecuaciones que rigen el 

fenómeno. con el fln de agrupar y slmpllflcar los parámetros 

involucrados. 

Una vez hecho lo anterior se apllcó la metodologia perturbatoria a 

las mismas; con lo cual se obtuvieron por separado, al selecionar 

los términos de la fórmula general, ecuaciones para el 

comportamiento transitorio y permanente del fenómeno, suceptlbles 

de ser separadas y resueltas independientemente. 

Adicionalmente a la sección variable, se consideró la temperatura 

variable en la base de la aleta; condición que se puede hallar 

comWlmente en mAquinas léi:;-mlcas , representada aqul como una 

función trascendente. 



Por otra parte se consideró que el fenómeno de la transferencia de 

calor por convección en la superficie de la al-:?ta es una función 

exponencial o•, cuyo exponente m determina el tipo de mecanismo de 

transferencia de calor empleado entre la aleta y el medio 

circundante, hlp6lesls ampliamente documentada en la literatura. 
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1 NTRODUCCI ON 

El análisis de transferencia de calor a través de una aleta para 

el estado transitorio constituye un importante elemento de 

dlsef\o de dispositivos tales como componentes electrónicos 

colectores solares , radiadores de vehlculos espaciales , má.qulnas 

de combustión interna , herramientas de corte , compresores, etc. 

Las apllcaclones de las aletas son numerosas, especialmente en 

problemas de transferencia de calor a un tnedlo gaseoso donde el 

coeflclente de transf'erencla de calor es pequeno y la diferencia 

de temperaturas entre el medio y el lntercamblador es al ta, 

requlrlendose por lo tanto de una mayor Arca de transferencia de 

calor para mantener un flujo de calor convenlCnte a los 

dlsposltlvos lntercambladores las caracterlst1cas del 

fen6aeno. 

Sin embargo, al agregar una aleta se presenta una reslstlvldad 

térmica, que es inversamente proporcional a la conductividad 

térmica del materlal del cual se halle constltulda, a la que hay 

que vencer antes de poder Justificar su uso. Un criterio de 

evaluación lo proporciona el concepto de efectlvldad de la aleta 

que puede llegar a indicar mediante un valor crltlco, sl el uso de 

la aleta es deseable. 

En anUlsls previos se han considerado una gran diversidad de 

sl tuaciones o condiciones al variar uno o varios factores internos 

y externos del fenómeno que influyen en el proceso de trasferencia 

de calor, por eje•plo : 

la variación de la conductividad térmica por efecto del cambio de 

la temperatura del material, 

la variaclaci6n de la frecuencia de oscilación de la t.emperatura 

la base de la al~ta collO podrla suceder en un compresor o en un 

motor de combustión interna, 
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la varlacl6n de los regimenes de flujo de las corrientes 

convect Lvas o los efectos radiantes. 

Tal es e! caso de los trabajos de A.Azlz y colaboradores (1,2,31 

que est...:.1lan una o varias de estas situaciones por medio de la 

metodologla de perturbación que má.s tar-::le son comparadas con éxl to 

con las soluciones numér leas de otros autores, de entre los cuales 

se destacan los trabajos de Changet al y Suryanarayana [4,5), que 

atacan la parte transitoria de problema proporcionando soluciones 

para el flujos de calor bajo diferentes valores del exponente m . 

Por otra parle, otras técnicas han demostrado su utilidad al 

obtener soluciones apróxlmadas de problemas análogos, tal 'es el 

caso de R.J.Crane que plantea una interesante solución, con una 

metodologia analoga a la utilizada en este trabajo. Donde se 

oml ten los términos de segundo orden de la ser le de perturbación 

para el caso de una aleta convectlva de conductividad térmica 

varlabld con la cual obtiene resultados aceptables de flujo de 

calor y eficiencia de aleta (6) 

A. Muzzlo analiza al problel!'a de la dlstrlbuc16n de temperatura y 

la eficiencia de la aleta de conductividad variable, por medio del 

método de Garlckln del cual se obtienen soluciones con 

aproxima.clones aceptables (7]. 

H.Hanzoor ,O.B. Jngham y P.J.Heggs examinan, por métodos de 

Variación Lineal, la transferencia de calor en la interfase de una 

aleta recta su base con dlf"erentes conductividades y 

einlslvidades. Y más interesante aún. analizan el caso general de 

la transferencia de calor en una aleta anular de perfil triangular 

de conductividad térmica constante y coeficiente de transferencia 

de calor variable obtenlendo para ella la fórmula de la 

dlstribuclón de la temperatura y la eflclencla de la misrr.a {10]. 

De la •isrr.a forma realizan un estudio de la eficiencia de una 

aleta anular con coeflclent~ de convección variable (ref. 9). 



Los resultados obtenidos en su anBUsls confirman que la máxima 

eficiencia de la aleta ocurre cuando el coeflclente convectlvo 

e11tre la base y la del extremo de la aleta son los mismos y el 

minlmo cuando es muy superior el valor del coeficiente convectivo 

del extremo de la aleta respecto al de la base. 

Por otra parte y. como antecedente de esta tésis , contenido en 

las referencias 11 y 12. se enc1Jentra el trabajo realizado por 

Medina et al. En cuyas ecuaciones y cálculos, se demuestra la 

utilidad de las técnicas espectrales, al ser aplicadas estas a 

problea1as de transferencia de calor en aletas de sección 

constante, sometidas a un cambio súbito de la temperatura de su 

base y una variación perlodlca de la inlsma. 

Asl mismo, se calcula, con técnicas analiticas ( Polinomios 

Ortogonales de Chebyshev y la Transformada Rápida de f"ourler ) la 

respuesta de la •isma aleta, pero ahora haciendo variar la 

frecuencia de oscllación de la te•peratura en la base [121. 

Lo anterior constituye un antecedente ln11edlato de este trabajo al 

ser tomada integra.ente la solución exacta del flujo de calor en 

la base de la aleta recta de sección constante que considera una 

Cuente periódica de calor en su base, de la misma forma en que se 

plantea aqul. Adicionalmente a esto se sigue la misma metodologla 

para resolver el problema, que consiste en la aplicación de 

técnicas espectrales para la llneallzar el problel!lB. y hallar su 

solución através de las técnica de Green 

El objetivo perseguido en el presente trabajo fue el de de.a&trar 

la utilidad de la Tcoria de Perturbación resolviendo, el problema. 

no 1 lneal. no ho.agéneo de transferencia calor a través de una 

aleta de sección variable con alta frecuencia de oscllación de la 

temperatura en su base, sometida a la convección natural de un 

aedio gaseoso. 



NOHENCLA TURA 

A : a:-ea adlmenslonal 

Ac area o supel"flcle convectlva de la i\leta 

b : grosor de la aleta de sección constante 

bt : diferencia transversal en la base que tiene por lado la 

aleta con respecto a una aleta recta de sección b. 

Cp : calor especifico a presión constante 

erf : función de error 

G : f;,mcl6n de Green 

H : coeficiente por conveccl6n 

h función que representa la curvatura de la aleta 

componente imaginarla 

k coeficiente de transferencia de calor por conducc16n 

L long1tud adlmenslonal de la aleta 

l : ancho de la aleta, 

exponente que describe la naturaleza de la transferenclca 

de calor. 

parámetro adlmenslonal, definido en la lectura. 

P : per imetro 

Q flujo de calor 

q : rapidez de transferencia de calor, 

Re : componente real 

T : temperatura de la aleta. 

Ttm : temperatura media de la base en la base de la aleta. 

t : tleapo 

V : volumen 

X dlrecc16n adlmenslonal de x 

x : eje longltudlnal de la aleta 



CARACTERES GRIEGOS 

a. : dlfuslvldad ténnlca de la aleta 

f3 : frecuencia adlmenslonal de oscllac16n de la temperatura en 

la base. 

x : escala de longitud adlmenslonal deflnlda en el teKto 

cw : parámatro de perturba_cl6n de frecuencia 

c9 : pará.matro de perturbación de geometrla 

TJ : eflclencla 

1/1 : parte lransltorla de la temperatura de la aleta. 

A : factor de amplitud de la varlac16n de la temperatura. 

frecuencia de oscllaclón de la teJDperatura en la base. 

a : temperatura adlmcnslonal. 

Do: parte permanente de la temperatura de la aleta 

p : densidad del inaterlal de la aleta; 

f!Scala de tiempo adi11.enslonal 

t lempo adlmcnslonal 

( escala de longitud adlmenslonal 



EQUIVALENCIA DE LA NOHENCLATIJRA 

Ac = P ::tX 
G·=·Gí r:~t._·Li-•:,T . 

. h , ~)cp: ¡S~x/ e l.~x > L 

·~ ;i:*;;'-~fr:·-·· ' 
p = 21 .... >. :' 

o.·cÍ•/ ~ 
q".'kA [:!] 
X.= x/L 

CARACTERES GRIEGOS 

- cr. • ic..'P Cp 

fJ • w / (cx/L2
) 

)::: :s N X 

c ... tl/ fJ 

Cq • 2 bl / b 

l/J • l¡llo ... Cq 1/11 

w. 2• 

9•8o•o/> 
9o= 9oo + Cq 001 

rr .., N2T = fJ T 

't' u t / (bl/a} = 
l; = 811'2 X 

8 



SUBINDICES 

acum: referido a la acumulación o almacenamiento. 

b: referido a la base de la aleta. 

bm : referido a un valor medio en la base de la aleta. 

e: referido a la convecc16n. 

f: referido al exterior de la aleta. 

g: referido a la geometrla. 

H: referido a un valor má.xlmo. 

R: referido a un valor real o neto. 

se: referido a una sección constante. 

ST: referido la sección transversal. 

sv: referido a una seccl6n variable. 

w: referido a la frecuencia. 
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CAPITULO 1 

OEFINI CI ON DEL PROBLEMA 

Sea la aleta unldlmenslonal de sección variable mostrada en· la 

fl_gura_ 2. 

En ella, ·.,se tiene un grosor h(x) descrito por· la siguiente 

h(xJ ""b + 2b
1

exp l-x/(L-xJ} (1.1) 

~>-Hf~~\raS- ~que Ía transferencia de calor en la base de la aleta se 
realiza' exclusivamente por conducción, en el resto de la misma en 

dlrecclón x, se realizará tanto por efectos conductivos como 

corlvectlvos al hallarse la aleta expuesta a un flujo forzado de 

.llre. -

Ahora bien, la tranferencla de calor a la base de la aleta (Qx) 

no se presenta como un flujo constante sino más bien periódico al 

formar parte de una máquina térmica como un compresor o un motor, 

donde la temperatura instantánea de su interior {Tb) varia con una 

frecuencia wt y en una amplitud .\, que por comodidad se aproximó a 

la siguiente función (JJ: 

Tb = Tti. + .\ (Ti.-Ta:i) cos wt (1.2) 

Tti. y Tm son. respectivamente, la temperatura media en la base de 

la aleta y la temperatura del medio ambiente hacia el cual se 

realiza la transferncia de calor. 

Una vez realizada la consideración anterior se realizó un 

balance de energia entre las secciones x y x+dx considerando que 

el Flujo de calor Q es unidimensional y variable con el 

tiempo; Q=Q{x, t) apareciendo tanto términos conductivos, 

convectlvos y de acumulación; como se puede apreciar en la figura 

J.Asl pues , para un estado transitorio de la aleta mostrada 

tenemos que 

(! .3) 

ecuación de la cual podemos distinguir la conducción de la 

convección respectivamente como 

ID 



d 2 a [ ar ] Q11•dx= 011 + dx ~ dx + O (dx )= '"8X"" _k A ~ (1.4) 

dQc • H dAc (T - Tm_)• (l. 5) 

asl como un térm\no acumulativo transitorio 

dQecu.• p IN Cp :I _ ( 1.6) 

Reuniendo cada uno de los térmlnoS_ en 0~-: la::~ ecu~c_i~~,~.-,'_(i._3) 
corresponde la siguiente expresl6n 

~ [ k A !! ]- HP °cT-Tml" • pblCp :~ . (!. 7) 

donde P es el perlmetro (21) de la secc16n transversal de la aleta 

y m es un exponente cuyo valor nos indica el mecanismo de 

transferencia de calor [ 1,2, 4, 11, 12 J. que para nuestro caso es 

igual a dos. 

La ecuación ( I. 7) es en prlnclplo el modelo iaatemi\tico que 

representa al fenómeno Sus condlclones lnlclales y de frontera 

son la siguientes (3): 

T(X,Ol = Tm 

T(L, t) • Tm 

T(O, t) • Tb • Tt. + ( Ti. - Tm ) A cos wt 

(l. Sal 

( l.Sb) 

(!.Se) 

Al realizarse la adlm.enclonallzacl6n de la ecuación fundamental y 

de sus condiciones (apéndice A. Sec. 2.1) se llega a lo slgulente: 

l+cQh(X) - + - - l+c11h(X) - N2eª • --
[ ] 

a
2
e a e a [ ] a e 

a x2 axax a-r 

con condlclones de frontera e lnlclal: 

O(X,O) •O 

8Cl,T) ,. 0 

9(0,T)• 1 +A cos fJT 

11 

(l. 9) 

(l. lOal 

(l. !Obl 

(l. !Oc) 









CAPITULO 11 

PLANTEAMIENTO OE LA SOLUCI ON 

Enseguida se trató al problema de la siguiente forma: 

Sea la temperatura 8 una función compuesta por una parte 

permanente y una ·transl torla representadas como ea y l/t 

respectiva.ente. que cumplen con un prlnclplo de superpos1c16n, 

expresado como: 

e • e(X,T) ; 9o(X) + "' (T,X) (11. ll 

Ahora bien, rellzando la sustltuclón de esta expresión en la 

ecuación { 1. 9) se llega a la siguiente expresión ·al reunir los 

términos co.110 permanentes y transitorios, 

1 + cv h(x} - + c9 -- -- - N
2 

9o + {( ] 
8 eo a h 8 ao • } 

ax" BX ax 

2 

8"' 
a x• 

8 T 

con condlclones de frontera e lnlclales, respectivamente: 

B (X,O) • O 

O(l,TJ•O 

8 (0,T) = 1 + A cos /tr 

(II.Zl 

(II.3a) 

(II.3bl 

(II.3cl 

reagrupando las partes .en términos constantes y transitorios, se 

tiene: 

15 



:t·+ccih(x) ~+cg---·--tfeo ·+ {[ ] 
a eo a h a 80 • } 

.. ,. · a x2 a x a x 

. 2 

[
:1 +c., h(xl] ~ 

. a x2 

+ Cq 

8 T 

(ll.4) 

se desprende entonceo que la parte perlll8.f\ente corresJ>Onde a: 

l + c9 hCxJ - + ec¡ -- -- - n2 ea • o 
[ ] 

d 2eo d h d 9o • 

dx2 dX dX 
(11.5) 

con laa slautentes condiciones de fro11tera (apéndice A. Sec. 2.2) 

y la la parte transitoria a: 

8o(O) • 1 

8o(!l • o 

8 T 

(II.6&) 

(ll.6bl 

(!!. 7) 

con las siguientes condlclone:J de Contero. (apéndlce A. Sec. 2.2) 

1/1 (0,T) • ,\ COS fJ'r 

"1 CX,Ol • - 8o(XJ 

o/1(1,TJ~O 

16 
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(11.Bb) 
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TRATAMIENTO DE LA PARTE PERMANENTE 

(Apéndice A Sec. 2. 3) 

Al ,redeflnlr nuevamente a la parte permanente de la temperatura 

Ceo), en forma de una expansión de perturbación, como se presenta a 

contlnuac16n: 

9o • eoo(XJ + c9 eo1CX) + c,/002(X) + ••• + cvªBon(X) 

y considerar suficiente la aproxl11a.cl6n lograda con una expansión 

de· primer orden (c1/), se obtiene en consecuencia: 

eo i::i eoo(X) + c9 001 CXJ + o (c•l> (11. 9) 

al substituir (Il.9), se tiene del slatema (U.SJ,(II.6) 

- N2 e~ + cv h(x} -- + -- + -- --- -( 
d

2 
800 d

2
eo1 d h d ººº 

d x' d x• d x d x 
d X 

- .. N"eoo 9o1 mQ ~· J (!!. 10) 

que al separar sus términos 'de acuerdo al orden de C9 tenemos: 

D 
para cv 

con condlclones de frontera 

1 para cv 

X• O 

X • t.O 

d
2

&o1 ·-t 
--- - m N2 eoo eo1 

d x' 

. 
- N2 eoo~ O 

800 • 1.0 

9oo .. o.o 

d X 

17 

(II.11) 

(Il.12a) 

(ll.12b) 

(Il.13) 



con condiciones de frontera: 

Oot(O) = O.O 

901(1) = o.o 

SOLUCI ON DE LOS TERHI NOS PERHANENETES OE ORDEN CERO 

(Apéndice A Sec 2. 4) 

Cll.14al 

(ll.14b) 

La expresión (11.11) , con sus respectivas condlclones de frontera 

(lI.12), al substltulr sus variables por x = N X y tr = NzT, para 

hacer mas sencillo el manejo de la ecuación, y después de un 

manipuleo algebraico toma la slgulente forma: 

eoo o (11.15) 

y sus condiciones de frontera eoo(x} como: 

Ooo(O) = 1 {[l. t6a) 

Ooo(,.) = O ( II.16b) 

reexpresando a esta alsma función coao una derivada reapecto a aoo 

y resolvlendole por separación de variables, se llega a: 

~~ 2 --
•• l 

·-· .(11.17) 

o bien en teralnoa de X expr.esada como: 

-=[ 1+ -Y-/2 NX] 
•• l 

·-· (11. 18) 

18 



SOLUCI ON DE LA PARTE PERMANENTE CORRESPONOI ENTE A 

LOS TERHINOS DE PRI HER ORDtll e~ 
(Apéndice A Sec 2. 5) 

La ecuac!.6n d1ferenclal (11.13) con sus condlclones de forntera 

!11.14), después de calcular las derivada y reaUzar 

slmplLfl~aclones algebraicas toma la forma slgulente: 

•-1 
d

2
001 2 ( 1 - m 

---aN 1+--
d K2 2. ~.NK·.l 

..... 1 

z a+l8o1 • 

N • exp 

''\~':>,,:'.':.:· 

/ m: 
1 

'~ N p ¡>::~y a: 
1 

NK] :_:] (11.19) 

para la cual siguen siendo validas las condlclones de frontera 

Ocn(O) •o.o 

8o1(1) =o.o 

A 6sta expresión lineal de segundo orden hubo que reducir a un 

slstesisa de ecuaciones lineales de primer orden antes de poder ser 

resuelta. Para lo cual se real1z6 un cambio de variable de la 

siguiente forma: 

Gt = 901 

· d Gt 
Gz. dX 

(II.20a) 

( 11. 20b) 

de esta forma la ecuación (II.18} con sus condlclones de frontera 

( Il. 14) se redujo al elgulente sistema de ecuaciones lineales 
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d G2 z •-t 
---mN eoo Gt 
d X 

Ga 
d G1 

d X 

con condiciones de frontera .G(X): 

d 

d X 

Gt(O) c O 

G1(l) s O 

[ .
h, d.ººº) 

·. d.X 

(II.21a) 

( Il. 21bl 

(II.22a) 

(II.22bl 

El a6todo de solución empleado para resolver el sistema de 

ecuaciones (II.21) con condiciones de frontera CII.22) fue el de 

la interpolación nwnérlca de Runge-Kutta (apéndice C ) 0 para 

valores de i:n.=2 y N•S. 

De dicho método se obtuv6 un conjunto de valores para Dot que fue 

ajustado al siguiente polinomio en X: 

001 • -D.456 x10
+ o. 745 x9 + o.499 xª - 1.42 x7 

+ o.342 x6+ 0.681 x5
- o.5 x 4+a. t14 x3 

- 0.534 X
2+ 0.529 X• 3.24 E-06 
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TRATAHI ENTO OE LA PARTE TRASITORIA 

(Apéndice B Sec 1.1) 

Para la solución de la a ecuación diferencial correspondiente a la 

parte transitoria (tl.7) con sus condiciones de frontera (ll.8}, 

reescritas aqui para su comodidad: 

B i: 

con las siguientes condiciones de Contera, 

"' (0,T) =A cos f3T 

o/I CX,Ol • - 9o(X) 

"' (1,i:) =o 

se proponen las siguientes expansiones: 

(II.24a) 

CII.24bl 

CII.24cl 

donde el parámetro de perturbación (c9) surge de considerar la 

variación por geometrla, mientras que el parAaetro de pertubaclón 

cw a N2 //3 surge al considerar el erecto de la alta frecuencia de 

oscllaclón [ 12). Conviene aclarar que el téralno '1/1
1 

carece de 

perá.metro de perturbación por frecuencia, ya que al encontrase 

afectado por un parámetro de geornetrln, de la substitución resulta 

un parámetro de segundo orden, no considerados en este análisis. 

Al substituir CII.24) en la ecuac16n (II.7} da origen a su vez a 

dos sistemas de ecuaciones diferenciales (apéndice B Secl .1), 

para los térmlnos perturbativos de orden o magnitud cero y otro 

para los términos perturbativos de orden unitario. Expresados aqlli 

en términos de las variables i; y tr. 
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Para el orden cv0
: 

con condiciones 

~·=o. 

.. =o 
~ • m 

~ó(O,o-) =.-~ -cos v 

¡;0 (~,0) = -9
00

{<) 

~0 (m,v} = O 

para los términos de primer orden (c9) se tiene: 

=~ 
d .. 

con condiciones de Crontera e inicial .¡,
1 
((,a-l. igual a: 

donde ( • (w) 112 X 

1/1
1 

(O,v) a: O 

111 <~.ol = - • 01 «> 
.¡,

1
Cm,O") •o 

( 11. 25) 

CI l. 26a) 

(II.26b) 

(II.26c) 

(11.27) 

(ll.2Sa) 

(II.28bl 

(11.ZSc) 

La solución de orden cero, ecuación diferencial CII.27), con 

condiciones de frontera e inicial ( II .28), se encuentra resuelta 

por medio de la técnica integral de Green para 1/1
00 

y Y,01 en los 

trabajos de Hedlna et al (12) y viene dada por la siguiente 

expresión: 

'"00= - erf [ ~ ] + > Re [exp [ ¡., - ~ < ] ] (11.29) 

De manera ané.loga, en la mlsma referencia, por medio de la técnica 

de Green se obtlene le solución para los términos de al ta 

frecuencia en la misma referencia: 
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.¡, •[d .. f[: 1:·· :{. exp[ - << - < '>1c exp[- C~-~ <·' l
2
].}• 

ot o .jo / 4n!o::-a-' F..' : . . ,4JO':-a-' l 4(_0'-0'') 

Re { l ~ "' exp [ ~~· - ( l : l )/ V. < • 1 }~ - +· ( 11 ,JO) 

de~-donde::se =der1Va-e·1:;_:s1gulente térnilno, que más tarde nos seré. 

útil para. evaluar el flujo de calor en la base de la aleta: 

d "'º1 1 a -A (cos cr-tt/4) ~ A
2

( 1 + "972) cos-(2cr-Il/4) 

d t; <=o 

para v .. m 

Re representa la parte real de la solución 

representa la componente laaglnarla l• ~-

Una vez calculada \ll
00

se substl luyó su valor en la ecuac16n 

CII.26) con objeto de tener una ecuación única para r¡,
1

, dada por: 

ªª"'1 
B 1;• [ 

_,¡;;: .. . ] + exp __ _ 

N -fu 1;' 

[ 

2 < exp ( t; 
2

/ 2 .. J 
- A sen r ,, • 

.rzn .. 

-~ 
d .. 

23 
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con condlc:lones de rrontera llÍ.28) t.cl solucló~ del pr,obleñia 

anterior puede desarrollarse con ayuda de. la técnlc:a . lntegr~l de 

Green (para detalles ver apéndices B: y. C. l. se obtlene 

"1,= - j 
o 

exp [~ ~
2

J ~ ex; (-~
2

) 

exp 

( 4. • (O" - O'' ) ) 1/2 LL 
• ( _¡;; ~· ] exp --- • 

N _¡;; ti 

[ 2 ~· exp 

• 2 • 
~ / 2 rr 

ECUACJON (11.32) 

y condiciones de frontera e iniciales 11.28. 

Expresión a la cual se le dio solución nwnérlcamente. 
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CAPITULO 111 

DETERMI NACI ON DEL FLUJO DE CALOR 

(Apéndice C) 

Al interesarnos sobre todo. el flujo de calor en la base de la 

aleta, de la cual se obtendrá un parámetro de eflclencla, la forma 

general del flujo adimenslonallzado de calor en la base quedaria 

representado como: 

del deol Q=-----
•V d X d X 

X-O XcO 

.~, 
d X x-o 

(111. ll 

si consideramos que: 

~1- ~1 + 
d X X-O d X X.O 

d80•1 .. --
d X 1:-0 

d"' 1 
d X 

X•O 

d ,,.001 d 1'··1 d ,,., 1 -- +cv-- +eq---

d X l•O d X X•O d X X-O 

al substituir y agrupar en función del orden de los parbetros de 

perturbación, tendremos: 

º·· - : : 1 = 
X-<> 

~1 d X XcO 

d"' 1 +~ + 
d X 

X•O 

[lll.2) 

donde Q
5

v representa el flujo de calor a.d.laenslonalizado con 

sección transversal variable. Al reunir cada una de las derivadas 

de la parte permanente y la transitoria en la ecuación (111.2), se 

llega a: 
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ECUACION 111!.3) 

l n2T :i·dº·fr~---'--"--.. ..,,,,~.'"'f.~· -~··/·""'_eo.c~·)d~· • 

~ I:f. N-Ccw)l/2 - ~· 
(o--cr' )J/2 

[ 

21;' expr-i;•¡ z..l ... . . 1 · ] 
- A sen (-=L) exp [_:L_) d~' dO'' .¡-;;;; o-• 3/2 (2) 1

/2 (2) 1 /2 

Expresión de la cual se obtuvo la FIGURA 3 al ser evaluada 

para los valores, X=O, m• 2 ; N = S ; t! • 500 A = 1.0 : c9isQ,OS 

y 4.0 E-4$ v $ 0.2 
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CAPITULO IV 

RESULTADOS Y CONCLUSIONES 

Del capitulo tercero, se desprende el primer resultado que es el 

que corresponde al flujo de calor en la base de la aleta, mostrado 

en la figura 4 y que es comparado con el resultado proporcionado 

con f?l correspondiente resultado de Medina et al (12) en la figura 

5, en la que se puede observar una pequefta diferencia entre los 

mismos, que resulta lnslgnlflcante sl tomamos en cuenta la pequen.a 

var1acl6n de geornetrla de nuestra aleta con respecto a la de 

sección constante, las diferencias entre los métodos utilizados y 

el orden de las expansiones de perturbación, que en este caso 

furon apenas de primer orden. 

Al comparar los resul lados obtenidos con los de Azlz y Na para 

una aleta de secclón const'ante sometida a un camblo brusco de 

temperatura en su base [3]; no obstante las diferencias, se 

observa una correspondencia en cuanto a la tendencia a seguir por 

parte de ambas soluciones para estabilizarse en un mismo conjunto 

de valores, lo cual sugiere una igualdad entre ambas sl 

promedia en el tieinpo la solución obtenida para la aleta de 

sección variable, figura 6. 

Por otra parte. al no contar con otros resultados semejantes, la 

111anera de determinar el menor o el mayor grado de la eficacia de 

la aleta, fue el de comparar los resultados obtenidos contra los 

resul lados esperados de una aleta de sección transversal 

constante, sometida a las mismas condlclones. Para tal efecto se 

tuvo que replantear el problema de la slgulente forma.: 

Si el flujo de calor de un"a aleta de sección variable y una de 

sección constante quedan descritos de la siguiente forma 



o., = : : , •• = 

X•O 

deool d ~ .. , 
+ -d-.-x- + 

d ~ X..0 X•O 

C•[··· dDOll:,~c'+;~, ·] + Cw ~1 
dX'·dx· dX 

.. - - ··.--= · _X•O_. , , ; X-O_ X=O 

llV.1) 

'

•e 
.. d 9. .• -- . 

d _X ~=<> 

d9ool 
d X x..o 

d ~ 1 .~ + 
d X 

X•O 

d ~ •• , 
cw--

d X x-o 
(IV.2) 

Y definimos para cada caso, al tlujo de calor como la swaa de 

flujos pare la les por efectos permanentes (Qo), geométricos (Q1) y 

de alta frecuencia (Q2), las expresiones anteriores se pueden 

excrlblr como: 

Osv•Qo+ci;iQ1+cwQz (IV.3) 

y 

Osc•Qo+cwQz (IV.4) 

Entonces al determinar la rapidez de transferencia de calor para 

cada uno se tiene: 

q•Y = A.v Q•v (IV.S) 

qsc:r:: Ase Q1c (IV,6) 

donde A representa el área de la aleta en cuestl6n, 

correspondiendo el subindlce •e a la de sección constante y av a 

la aleta de sección variable. 

Después de un aanlpulco algebraico, al evaluar el coclentre entre 

ambas cantidades {q•v/q•c J, llega al siguiente resultado de 

conslderacl6n 

(IV. 7) 

sl a esta expres1on la desarrollamos y la d1v1dlmos entre Qo, se 

obtiene: 
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[ 
1 + Qt ] 

Qo(t + Cw~ J 
CIV.Bl 

de la que flnalmente resulta al considerar cw muy pequen.o y el 

cociente Q2'Qi.·cercano a la ..mldad, desarrollando en serle de 

taylor y.- considerando exclusivamente los términos de orden 

unitario: 

(IV.9) 

o blen al substituir los términos diferenciales a cada uno de los 

flujos de calor, se encuentra: 

~1 .~, 
q•" _ l + ca l + _d_X_...c•::.."°"'--d-X_......:x=-o 

ce - ~1 . d "'ººI 
dX X.O dX X.O 

c:v.101 

puede concluirse, al tratarse de la ocuac16n de una recta con 

valor de uno para c9=0, que el flujo de calor para la aleta de 

seccl6n variable se encuentra por encima del flujo de calor de la 

aleta de sección constante. lo cual confirma, para valores muy 

pequen.os de perturbac16n en la geometrla, que el aumento de área 

lncre»enta el flujo de calor por conveccl6n. 
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EFICIENCIA 

Para el cálculo de la ef"iclencla de la aleta. se considero que 

esta resulta del cociente eiltre el flujo de calor real (QR) y el 

flujo de calor tenido al encontrarse toda la aleta a la 

alsma temperatura de la base (QK). 

Pero C080 el flujo de calor no se mantiene constante. sino que 

varia con el tleapo. se tiene que prolAC<llar COlllO wu función de t. 

en la siguiente f"onaa: 

CIV.11) 

toaando en cuenta que fl'c = Z.t. resulta para lit <ileta de secc16n 

variable y para la de seccl6n constante las siguientes expresiones 

(apendlce D Sec Z ) ' 

;¡ = __ 1_ io.c11J<> d<IJ<> 
•e ~ Jo-l+A.cos/h' 

;¡ = __ 1_ iontlJ<> dllkl 
•• .aJiZ J0-1+~cosiJT 

Sl consideramos que Q.ctfh'1 l:w;-0se encuentra 

ecuac16n ( It l. 21 obtendreaos al. subslltulr: 

[
. 
~ + dP1o + Cw d#Dl 

;¡ __ 1_ ( dX dX dX l- d(jk) 

.e: 2d l+ A cost Citrl o . 

(IV. lZ) 

(IV.13) 

lnclulda en la 

(IV.14) 

subs ti luyendo los correspondientes valores para cada uno de los 

términos se lleg6 a la siguiente ecuación: 

JO 



ECUACION CIV.15) 

J
o.2[ 

- •-1- 4.08248 + /7'72 A ( cos (flT) 
11sc 2 

- sen (/J"t) ) + 

0.2N , 
0 

1+ A cost (/JT) 

( 2 J "
2 

[ iiT" + cwf1
1
/2 A cos(IJT-n/4) 

1+ A cost (IJT) 

Esta ecuación fue evaluada para los valores de N=S, IJ=-500, .\•1 y 

cw=O. OS y para un intervalo de tiempo O :s 't :s O. 2 dio como 

resultado: 

ljac • O. 3098 

Por otra parte para la aleta de sección variable se encontró 

(apéndice DJ la siguiente expresión: 

ECUAC!ON (IV. 16) 

- 1 J Qoe dl Cq J Qoc dl 11··= 2wH2 ~ + 2•N2 ~ 

la cual puede reescribirse como: 

- - Cq I JJ•c+Cc¡rl}11c---
N2 

d90l + ~~ d(~) 
dX dX X•O 

l+Acost 
(IV.17) 

Como comparación entre los dos casos sa realiza el coclentre entre 

las eficiencias; dlvldlendose la de sección variable entre la 

eflclencla de sección constante. 

liH = •.. [ f 
·~ + d~! d(/l ) ] 

l dX dX T 
1 + Cq 1 - =:;-- ~X•O 

TJ•c tf l+Acost 

31 
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El· valor de- la 1.n'légral fu~_. eva'luado.: a~, par¡"ir ·del poÚnom1o 

obte~1do _del riuJo de· :~alor::_é~'- ta: bil~-~.--~ri~~ér1camenle ~a1culado 
para cada uno de los términos dl~éren~~8les, de_ est_a forma 

resulta: 

J
' d901 d~l d(fJT) • 

2
dX + dX X•O a 0.529 + 0.104 = 0.633 

N t+Acost 

finalmente, substituido este resultado en la ecuación {IV.18}, 

manteniendo el valor de c9 como variable independiente se obtiene: 

:.., 1 [ 1 0.104 ] 
lJ•c ~ Cljl + 0.309 

(IV.19) 

De la expresión (IV. 19), no obstante que se trata del promedio de 

las funciones, se puede hacer el mismo comentarlo y conclusión 

hecho para el cociente entre el cociente de la rapidez de 

transferencia de calor. La aleta de sección variable resulta má.s 

eficlentt: que la de sección constante para pequel"los valores del 

pará.metro c9 de perturbación por geometrla. 
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APENDICE A 

SECCION l. t 

ADIMENCI ONALIZACI ON 

La utilidad de los parámetros adlmenslnonales es la de reducir el 

número de variables que interviene en el fenómeno, haciendo más 

senclllo su manejo. Los parámetros adlmenslonales aqul utlllzados 

fueron los slgulentes: 

N' 
cw = -~-

2 b1 
Cq. -b-

X=+ 

X= rfx 

P~r otra parte para hallar una expresl6n 

A se proslgul6 de la siguiente f1>rma 

adlmenslonal del área 

A•• b\i 2ly • 

A•= l + C9 h(X) 

bl + 21b1h<xl 
bl 

ADIHENCIOllALIZACIOll DE LA EaJACION FUNDAMENTAL 

Para la acumaulacl6n de calor durante el régimen de operación 

transitorio : 

dEao~ = m dh = p dV {8h/8t) = p Cp dV {8T/8t) 

dV • b l dx +2 dx l b1 h(x) 
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tomando como factor común . 8.: b l dx 

dV = b 1 dx- Ll + (Zb1/bJ. h(xl 

substituyendo a (Zbi/b) por cg 

dV= b l dx ( 1 +· Cg h(x~ 

tomando en consideración que tanto Cv como h(xl son menores a la 

unidad , podemos suponer que : 

dV~bldx 

Tornando en cuenta la ecuación (l. 7): 

~ dx - HP dx (Tt.-Tco}• = pCpbl dx 

dividiendo entre dx 

~ - H P ( Tti.-Tm 1• • .Pcpb 1 

substituyendo la expresión correspondlente al flujo de calor: 

_!l_ ( k A !_! J - llP (Tb.-Tml11 •p Cp b 1 !_! 
~ ~ Bt 

Substituyendo en la ecuación anterior diferencial las siguientes 

expresiones X = x/L, 9 :::1 (T-Tm)/(Tt.-TCG) , T = t / (t}cr.), a:=pCp , 

P=21, A= (1 +cq h(x)), queda: 
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d 
(1/L2 ) ;;;- [ kbl( l+coh(x)J (Ti.."TmlC89/BXl]-H2l(Tbo-Tm)ª 9"• 

pCobl (Tb.-Tml 

L2 /a: 

.-u1t1P,úcañé:to por L.2 y-dlvidtendo entre b 1 k cTr--Tm), tenemos: 

a [ ( ) a o] HP L
2 

• 8X" 1 + C9 h(X) · 8X - bkl 9 • 89/BT 

recordando que N2= 2lU.. 
2 / Kb, se obtiene: 

a [( ]ªº] •• ax 1 + C9 h(x) ax - N 9 • 89/étr 

ADIHENSIONALIZACION DE LAS CONDICIONES 

Un camblo de variables de la ecuacl6n fundaaental e>clge, aslalsmo, 

la expresl6n de sus condlclones de frontera y/o lnlclales en los 

paráaetros en los que esta halla sido finalmente expresada. 

De esta manera, después de haber adlmmenslonallzado la expresión 

del la conservación de la energla en la aleta ( 1. 9), expresamos 

las condiciones Cl.8) en los mismos términos adlmenslnales en que 

fue expresada la temperatura. 

Prl11ero, las condiciones de la aleta para un tiempos menores a 

cero. Considero para este anUlsls que la teaperatura en toda la 

reglón X seré. Igual a la temperatura del aedlo ambiente, ~r lo 

tanto 

9(X,T<0) • i; = i: =O Cal 

41 



de la misma forma, considerando la temperatura en el extremo de la 

aleta CX=l) igual a la temperatura del rnedlo ambiente: 

(b) 

Para cualquier tiempo t, y para X=O, restando en ambos términos de 

la ecuación de la temperatura en la base a Tco, se obtiene: 

Tb - Tcu • Tbli C 1 + A cos wt ) - T• ( 1 +·A cos wt ) 

factorlzando ( -1 + 4' cos wt ) y dlvldlendo entre (Tlxa. - T•) 

de lo que se deriva: 

Tb - Tm 
+ A cos wt • --­

Tb•- Tco 

1 +A cos wt • 9(0,t) 

utilizando a las expresiones: 

T • t / ( L' / ll ) y 

(1) 

despejando de ellas a t y a w y substltuyendolas en (1),queda 

flnal•ente: 

9(0,T) =- 1 + A cos fJ T (el 
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APENOICE A 

SECCION 2.1 

Al real1zar las derivadas de la ecuación (1.7), 

se llega a: 

[ 1 + eq h(x)] a2o a h a o a a 
- + c9 - - - N2o•= --
ax" ax ax BT 

Consldcrand.o a o como 

9 = B(X,T) ~ Oo(X) + I/> (T,X) 

(2.11) 

(2.12) 

al substltulrle en la expresión anter1or, se obtiene: 

8 h 8 90 
+ C9 -- -- + 

B X B X 

su.ando y restando .re: 
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:; h 
cg -.-.+ 

ax 

44 



APENDICE A 

SECCION 2.2 

CONO! CI ONES DEL PROBLEMA 

Para establecer las condlclones de frontera e 1nlclales de la 

parte permanene te y transl tor la conviene recordar las condlclones 

(l.10) de la ecuación 0.9). 

O(X,O) • O 

9(1,T) • 0 

9(0,T) • 1 + i\ COS IJt 

Después de haber quedado deflnlda la temperatura adlmenslonal como 

la suaa de una parte permanente y otra transitoria, la swna de 

estas funciones evaluadas en el tiempo y el punto correspondiente 

debe de cuapllr con las condlclones anterlor•ente establecidas, de 

esta aanera: 

O(X,Ol • Oo(X) + ~CX,O) •O 

0(!,0) • Oo(!) + ~(l,T) •O 

9(0, T) • 90(0) + .(Q, "t) CI l + ~ COS /JT 

de esta aanera igualando la parte perunenete a sus 

correspondientes tér•lnos en el valor de la condlc16n de frontera, 

esto es: 

8 (O) • t •> 9o • 1 + O • c1• 1 

9 (1) • 0 •> 9o • Q + 0 e CQI • 0 

se desprende, autoaltlcamente las condlclones de 9o. 

De estas expresiones pueden deducirse, 

(2.14) 

(2.15) 

también, las 

correspondientes condlclones de 

ecuac16n de la parte transitoria: 

forntera e iniciales de la 

X 

X~ 1 

X= o 

T • 0 "(X,O) •-OoCXJ 

"(l,T) • 0 

PCO."C) • A cos /3T: 
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enseguida. se propuso a la parte transltorla como la slgulente 

expansión: 

(1) 

Considerando suficiente lncluJr solo los términos de primer orden 

se omiten aás térainos del la expansión de perturbación. razón por 

la cual los coeficientes de esta expansión en sus t~r•lnos 11ayores 

a uno son nulos. 

Al sustituir (1) en la ecuación (II.6) da origen a su vez a dos 

sistemas de ecuaciones dÍferenclales. uno para los térainos 

perturbatlvos de orden o aagnltud cero y otro para los términos 

perturbatlvos de orden unitario. a los cuales se les ha 

considerado adelllAs un téraino aá.s por efecto de la al ta frecuencia 

de oscilación de la teapcratura en la base de la aleta (cw), de 

esta aanera: 

(2) 

(3) 

puesto quO? solo nos interesan los términos ds primer orden, al 

substituir (3) en (1) pode.as entonces decir que 

... , • ~11 + O{cw ) (4) 



Para determinar el valor de cada uno de los términos que componen 

a la parte tré\nsl toria en l~s condiciones lnlclales o de frontera 

evalua•os como lo hicimos para determinar las condiciones (II.7) 

jl(X,0) = \(<>(X,O)+ C9 ~l(X,O) • -9o(X) • -(Ooo • C9 9o1) 

~(J,T) = \><J{l,T)+ C9 jl1(l,T) = 0 

f/1(0.T) = ~(O,T)+ Cq ~t(O,T) =A cos /3T 

Se desprenden de aqul , por términos semejantes, las siguhmtes 

condiciones: 

\(<>(X,O) • -floo 

l'JO{l,T) a 0 

l/,lo(O, T) - A cos fjT 
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APENDICE A 

SECCION 2.J 

TRATAMIENTO DE LA PARTE PERMANENETE 

Sl consideramos 

90 ... 9oo(X) + Cq 9o1 (X) (2.16) 

substltuyendo y derivando en la ecuación diferencial (II.4): 

[ ] 
d

2 

"ºº [ ] 1 + c9 h(x) ~ + 1 + c9 h(x) 

d h d ººº d h d ººº • 
C<I -- cv -- + -- --- - N

2 
( 900 + cv 8ol ) = O 

dX dX dXdX 

despreciando ,de la 11.lsaa forma aquellos términos de orden 

super lar a uno : 

[ 1 + cv hCxJ] 
d xª 

d 2eot d h d eoo 
+ Cv -- + -- ---

d X2 dX dX 

. 
- N2 e~(1+cv~J •O 

"ºº 
desarrollando en serle de Taylor al pollnoalo : . 

( 1 + C9 ~ J cr 1 + • C9 

"ºº 
+ C9 ~ 

"ºº 
reagrupando: 

d X 
[ 

. d 2 eoo d2eo1 d h d eao 
- N2 0:0 + C9 h(x) -- + -- + -- --- -

dX2 dX
2 

dX dX 

-mN2 eoo Oot cO ·-· l 
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APENDICE A 

SECCION 2.4 

DETERMINACIDN DE eoo 

Si x = N X y v ... N2
't , suslltuycndo en la expres16n (Il.10) 

ffZ 8
2
eoo _ N2 ~ ,. O 

8 ,,• 

dlVldlendo entre N2 

- eoo o 
8 ,,• 

reexpresando a esta mlsaa func16n como una derivada respecto a aoo 

1 d d ªºº 
[ 

2 

T doOo .-X ) - eoo • o (2.23) 

integrando la ecuación anterior resulta, 

2 

realizando la 1ntegrac16n y evaluandole entre los limites (X,ml 

obtenemos, 
2 ••1 

_:_[d Ooo] _ Ooo +Ct 
2 d )! m + 1 

con condiciones (11.15). Evaluando para ;t 

encontramos que Ct • O, por lo tanto: 

_:_ [~o] 
2 d " 
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ººº 
~ + 1 
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despejando a 000 tenemos la siguiente ecuacl6n ... 
~~ = rz ªºº2 
d X 

separando nuevamente a las variables variables e integrando 

tenernos: 

X + C • 

evaluando la soluc16n anterior para las condlclones: 

obtenemos que 

substl luyendo 

despejando 

finalmente 

9oo = 1 

·-

2 
Cz·--1-• 

T 1 - a 

( /. ~ l -. 2 

...!....:....!.~· 
2 --

•• l 

so 

X+ ~1 1-m 

·-· (2.24) 



APENDICE A SECCION 2.5 

SCLUCION DE LA PARTE PERMANENTE CORRESPONDIENTE A 

LOS TERMINOS DE PRIMER ORDEN cq1 

De la ecuación diferencial ( 11. 8}, al separar de la los térmlÍ'los 

de primer orden del polinomio de perturbación obtenemos : 

d 2eo1 2 -1 
---mN eoo 
d x• 

Odt ... - --d [ h dd OXoo l 
d X 

con condiciones de frontera: 

X= o Sol = o 

X" m 901 • o 

desarrollando el lado derecho de la ec. (1): 

d [ h ~ l = -[ ~ ~ • h d

2

0oo l 
dX dX dX dX dX2 

Al desarrollar cada uno de estos términos obtenemos: 

(1) 

(2al 

(2b) 

: : --;-; [ exp [ ~~X ]] • [ exp [ ~~X ] ] [ : X [ ~~X )] 

: X [ ~~X]= -[ : X [~)] (~~x¡' 

d h 
-- • exp 

d X [ (:~xi2 l 
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enseguida, calculamos las rierivadas de 0001 

.-:-:-º-º • : x~{i+ _1_· :-:-"' j m ~ 1 N X f • 
I+• 

d-eoo-· 

d x. ·.· [ 
•• ·1 -~····~ ¡ ·.•~•.· .. / ~··2+···1··• ... N ·¡4¡ 
·1~~/~NX . ·~ .. 

Por otra parte. 

d ººº 
substl tuyendo el valor de en la expresión anterior: 

d X 

2 
d

2 
[ 

d x2 

1 
1 - m 

I+• 

- I+-- ---NX d [[ 1-11~ ]-..:; ~"] 
dX 2 m+l m+l 

2 • 

-- = N2 
1 

d
2

0oo [ 

d x2 
1 - m ~ N X l--¡-::-

2 ¡.~ 
(5) 

substituyendo los resultados anteriores en la ecuación ( t), 

obtenemos: 
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d
2
ªº' _ • _[ ---inN 

d x2 1 1--~ J + --- --
2
- N X_-_ 

2 .. + 1 -

m-1 
2 ;;:i-

001 • 

{ [ 
-x 

1 
r -1 

1
_ ·r 1 _ • ~ 

1 
::: 

- exp --- • --- • I+ -- --
2

-· - N x_ .- • 1 x u-x>2 2 ,. + 1 --

- 2 • 

[ 
1 - '"~- ]-;:;;-] I+-- ---NX 

2 • + 1 

f"lnalaente, tomando co•o factor co11ún a exp ( -X/C.1-X)- J: 

m-1 

d20:1 - • N2 [ + ~ I 2 N X l 2 ;:;¡ 9o1 • 

dX 2 a+1 

N. exp (~~X J {f (l~Xl' )·· f I+ ~ /. ~ 1 N x] ::: . 
2 • 

~ - N 1 ( 
1 --~ ]--.:;-] 1 +-- --- NX 

2 m + 1 
[6} 

condlcionea de frontera (2). 
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APENOICE B SECCION l. 1 

PARIE TRANSITORIA 

Para la s-:luclón de la a ecuación diferencial correspondiente a la 

parte tra!'lsltorla (Il.7) con sus cond.lclones de frontera Cll.B). 

mostradas a contlnuaclón: 

2 [ "' • ] 

[ 
J • Cq h(X) ] ~ + Cq ~ ~ - ir..: [1 + - ]- 1 

axz ax ax 00 

8 -
8 T 

"' (0,T) ·= A cos (1T 

t/> (X,Ol • -90(Xl 

t/> (1,T) • 0 

se propuso a la parte t~ansltorla como la siguiente expansión: 

(1) 

De esta .. anera, al substl tulr y reallzar un caablo de variables 

(donde ( = X(IJ)v2 y ir • IJT), se obtuvo la siguiente ecuación 

diferencial para el orden c9°: 

d "'º 
~-

con concll el enes: 

"=o 
/; • m 

f1' =o 

p
0

(0,a-) = A cosa-

1¡6'0(•,crJ •O 

t/>
0

(1;,0l • -9
00

(() 

Para los términos de primer orden se llene: 
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= d "'º 
d f1' 

(2) 

(Ja) 

(Jb) 

(Jcl 



(4) 

IP,(D.o-) .. o 
"'

1
(m.cr) •O 

~. (l;,O) • - º01 

(Sal 

(Sbl 

(Se) 

Para detera1nar el valor de cada uno de los términos que componen 

a la parte trans1torla en las comHclones lnlclales o de frontera 

evaluamos como lo hlclmos para determ.1nar las condlclones ( 11. 7) 

"°(X,Ol = l'JO(X,Ol+ cv ~t(X,Ol = -eoCXl • -(ooo + c9 Sotl 

!/Jll,"C) = "'°{1,t}+ Cig tJft(l,T) =' 0 

ff(O,"C) = \flo(O,T)+ CCJ ~(0,T) ,.. A COS fJT 

Se desprenden de aqui , por términos semejantes, las slgulentes 

condlclones: 

(6.al 

(6.b) 

(6.c) 

i/>O(X,O) • -Ooo 

,¡o(t,d =o 
¡lo(O,T) = A coa lfT 

SS 

~1(X,O) • -6ot 

\h(l,T) = 0 

!11(0,T) • 0 

(7.a) 

(7.bl 

(7.c) 



APENO ICE B SECC!ON 1. 2 

DETERHI NACI ON DE o¡,1 

(1) 

con condlclones de Crontera (7), Del cambio de variables setlene: 

Apl lcando la técnica de GREEN tenemos : 

"'·= -I > (f;,O"/f;: .. • i¡ . 9o1( f',
0

) d E; + 

• V-O 

I .. J 
1 

G Cf;,O"/f',,O" l exp 

.. :o o 
[ 

_;.;: f;. ] 

N -.k. f',' 

[ 

2 f',
0 

exp ( f',,z / 2 ~ l [ , f',

0 l [ f',

0 l] , , 
-Asen (J' -- exp -- at;&r ¡;;; ... J/ 2 ,í;_ ,í;_ 
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Subst l luyendo los correspondlentes valores a cada una de las 

partes de acuerdo a la función de GREEN : 

exp [-~z ] - exp [-~· ¡ 
( l 

,,. 
4 K O" 

JJ exp [- ~z) -exp [-~z ) 
( l 

l/Z 
4 J( (O' - º .. ) ] · 

• exp [ _¡;:, 1;' ] 
" _¡;:, ,.· 

[ 
2 ¿~ ( .. ~::~ 2 ~ l - A son [ .-' - ~] •xp [- ~ J]Bt¡'a..' 

Al considerar que para este anilllsls lo importante es evaluar la 

rapidez de flujo de calor en la base. se procedlo a calcular la 

derivada de la temperatura respecto a X o bien, para facilitar el 

manejo de las ecuaciones, lD. derivada de la temperatura respecto a 

i; , tomando en cuenta que: 
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a ~. • ~· ~ • ¡¡; ~ 
ax at¡ ax at; 

por tanto : 

1 
l ...•.... [ (t¡-i¡' i2 ) [ (t¡+t¡' >' ) 0 

- exp --- -exp ---

;~- ... : ~ ____ 4_" ______ 4 _" __ 1ooi!t¡ lBt¡ 

"' o ... ( 4 1( O' ) 11'2 

j" j 
1

a [ exp [-~ •¡ .. oxp [-~ "] ] • 

cr..o O 8 ~ ( 4 R' Cv - o" ) ) l n 

[
-fu t¡' ] • exp --- • 

N _fu 1;' 

[ 
. . . . . . ] 2i;exp(t¡/2rr) , t¡ t¡ ,, 

-Asen [rr --] exp [--) at¡arr /li 
.h.; ". 3/. ./2 ./2 

derlvando en primer lugar: 
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[ 
11;-1;' ¡' ] [ l(+i;' ¡2 l 

exp - -- - exp - --
4 cr 4 cr 

[ )
.,. 

4 • " 

que es igual a: 

1 - 8 [ [ 11;-1;' >' J [ 1.;+i ¡' J ] 
--- -- exp - -- - exp - --
{ 4 tt cr )tl'2 8 f; . 4 O' 4 ,,. 

de lo que se obtiene: 

__ 1__ [ exp [- li;-i >2 l [ 1i-i;1 ]- exp [ _ li;+i; i '] 
( 4 1l tr )va 4 tr 2" 4 O' 

[ -:•:<') l l 
derivando en segundo Jugar a: 
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-;,-[ 

[ 
. . . . 

2. i; exp ( i; / 2. v ) 

r ,,,. 
VZn tr 

en pr lmer lugar : 

[ 

exp [-~· ) - exp [-~· ) ) = 

( ) 
,,. 

4 • (a- - a') 

1 ( [ ci;-•' >') [~ )- exp [-e~ª] 
(4•(.-.r' l )'" exp - 4(~' l 2.(a-v' l 4(a-v' l 

[~]) 2.(v-rr') 
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por último.ya que la derivada del tercer factor es nula. tenemos: 

A 

+ /l sen e><p 

reuniendo ambas derivadas en la expres16n original: 

• 
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-¡·· 
·o 

i . [ [ ci;-1¡' 1• ¡ [ ci;' -1;1 j 
-. -- exp - -- . -- + 

c~-~-cr·r/Z • 4cr 2cr 

exp ' -- exp--- • 

J 
.. ·¡ 1 r-1.: ,,' 1· 1 ( ( ci;-i;' ¡2 ] 

...., o N -fu i;' [4nc ...... • l )''" 4Ccr-u' l 

[ 
ci;'-i;¡ l [ Ct;+t; j •¡ [ Ct;+t;'> l)[2 F;'exp C ¿•/ 2 a-') 
-- +exp --- --- -

2(a--cr') 4(17'-0'') 2Ccr-o-') /z;; 
0 

. ." 
3

"
2 

1 
exp [-~· ¡ -cxp [-~

2 

] ) • 

[ )
.,. 

4 n (v - u') 

• • 2 • 
2F; exp ( F; / 2 cr ) 

¡;;; .,."'" [-7 )•~sen [ .,.• -~) 
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evaluando la expresión anterior para E = O 

ª"I [ . ¡·. [ 11.··i ;-;_' f.-0= - (0"' 
0 

F. exp --;;;:-- 001(f. Íat;.' + 

al subst1 tuir las igualdades, obtenemos: 
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.•.• ·~· • . 1 · ¡ .. j 1 

/(;' x' • 
ooix·~.fJ!.-.:.'dX---[-. -

1
.,. -312--,,. 

4 • ~ (T - T') 
...., o 

_• ([-x' 2
][ x l] /(;'zx' exp[~) 

exp ~) - -- • -[ -)112 31'2 3/2 -

1 - X 2 • ~ (t') 

~., e 
1 

[ x' exp [-~ ] eo1 X dX + 
31'2 '1 T 

8 X 4 w: T 

x-0 o 

H·{ J: .. _·:. :· . ·~[1.:~:.i-1 ~l ¡ . 
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exp 
2X 

[ . .)'.,. 2. /J 

[~] 
3'2 

(l') 
[ . r¡;x'l [ r¡;x'] -~ sen llT - /J rz exp - /J rz 

dX d< 

con condiciones de frontera_ e lnlclales (7) . 
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APENDICE C SECCION t. 1 

FLUJO DE CALOR DE LA PARTE TRANSITORIA DE ORDEN 
o co 

~ºl . d X . ..., d-"'º d( ,--d~, 
112 

- •vn -º t 
d ( d X d ( (-o 

- A Re [ 
_ 1_ ,,._cosa-+ 

.¡;:-
cos O' + -- .. 

.¡;:-

de la igualdad a = f1 T 

'.:.!ol 
d X 

x<O 

--A-[ cos {JT - sem /JT] r¡; - / 2 
.¡;:- tt T 
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APENDICE C SECC!ON t. 2 

RAPl DEZ DE TRANSFERENCIA DE CALOR DE LOS TERMl NOS e~ 

Al rcescalar el problema, considerando las igualdades v ""/3T y ~ 

= JJ11'2x • se obtiene la siguiente expresión para el flujo de 

calor en la base de la aleta por efecto de la alta frecuencia: 

d"' 1 d"' di¡ 1 d"'rwj 
--;;;' X=O = ---;-;_' --;;--;- l¡=O = ---;-;_' W l¡•O 

Apllcando la técnica de GREEN tenemos 

... -¡:. C<,o-/1¡,o- >j 001( t;') d ¡¡ + 

.. :o 

[f [ 

..;,;;: t;' ] exp __ _ 

N -fu ¡¡' 

[ 

2 ¡¡' e><p 1;' 
2 

/ 2 .;. l [ , ¡¡' J ( ¡¡' J] , , 
--~-.. --.. -,,-,-2--- - ~ son o- - ./2 exp - ./2 81¡ 80" 

Substl luyendo los correspondientes valores a cada una de las 

partea de acuerdo a. la función de GREEN : 
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"' --1 ¡ ... ,,' " 

1 
" 1 [ ( ci¡-i¡' >2 J ( ci¡+i¡' ¡2 J 1 exp --- -exp ---

4 O' 4 O' • 

( ) 

1/2 

cr-o 0 4 • (O' - v' ) 

. r--k. ... J oxp -- • 

N _.,{;; i¡' 

[ 

2 i¡' exp ( i¡' 
2

/ 2 ~ ) [ , i¡' ) [ i¡' J] , , 
-.\sen '1' -- exp -- a¡;&r 

,/i; <T. ,, 2 ./2 ./2 

Toaando en cuenta que : ~ - ~1 !...!. - .;; ~ 
ax ai; ax oi; 

por tanto : 
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~'-=~¡a a;,: a ( 

o • •'•!' (~~~K.;fir;J· .. "tl:{~~L: L~···· 
.. . ... · . ~~;j .;b'#·&~s-·~r~:.Ik·"~: ~.;; : J ''. . 

;~pt:[~·~\A··_··e:p··F~•.~1 
,~::·:: '<(4·yf-(~ .~·-O'.) )~/2' + 

[
-fu 1;' ] • exp ___ • 

N -fu (' 

[ 

• • 2 • • • J 2(exp((/2vl , ( ( ,, 
· ,,,. - A sen ( O" - - ] exp (- - ] 8( ~ ./; 

12; .. IZ IZ 

derivando en primer lugar: 

[ 
((·(· » ¡ ( ((•(' ¡• ¡ 

exp - -- - exp - --
4 C1' 4 O' 

a ( [ J 
1/2 

4 " .. 
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__ ·>ª] [ l~· -~l ··]- exp [-(~+~ i 2
] 

4 O' 2 O" 4 O' 

[ -~~:~'¡ l 
der 1 vand.o en segundo lugar a: 

[ 
(~-~. >" J [- (~4º+~· ¡2 ] 

exp -~ - exp u 

a~ 
[ )

112 
4. (O' - v:) 

[ _;;:. ~· ] • exp ___ • 

H _¡;: ~· 
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[ 

2 1;' exp ¡ i;.' 

2 

/ z ~ ) [ , i;.' ] [ t;.' l] 
-Asen tr -- exp --

.¡f;; ,,: 312 ./2 ./2 

en primer lugar : 

8 
exp [~ ~

2 

] - exp [-~
2 l 

( )

1/2 

4 • Ccr - rr•) 
] · 

1 [ [ ci;.-1;.' ,. J [ ci;.' -1;.> ] ( 11;.+1;. i •¡ 
(4.c.,......• 1]'"' exp - -;;::=::. l 2(..-.r') - exp - 4(..-.-') 

[~l] z¡.,._,,.• > 

por úlllao.ya que la derivada del tercer factor es nula. tenemos: 

8 [21;.,exp((,
2
/2<,.') [, i;.'] [ i;.'J] 

-- -Asen a -- exp -- = 
a t;. .¡f;; ,,: 312 rz ./2 
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r~unl~ndo ambas derivadas en lcl. expresión orlglnal: 

~t• - --- exp - --. ·r .1 t ·[ ( CE-E

0

l
2

J 
8 X o ( 4 • '1' )1'2 4 '1' 

( c:' :El J + 

[ 
CE+E Í 

2
) 

exp ---
4" 

] 

t ( [ CE-E
0 

J2 J 
E' (4KCa-rr' l) 112 exp - --:;;;:;. J • 

[ 
CE

0 

-El )• exp (-CE+E Í ª] [ CE+E
0 

l J][ 2 E
0

exp C E
02

/ 2 rr' l _ 
2(cr-O' .. ) 4(0'-0"0

) 2(cr-a .. ) .,.{; aº 3 "
2 

[ 
lE-E. i2 J [ ci;+1;' >2 J J exp - -- - exp - --

~-'--4-" _ __:_ __ ..:__4_" _ _:.__ • 

J 
,,. 

( 4 n (o- - cr') 
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• • 2 • 
2t;exp(I; 12.-1 

[. " l ~ .· [.. ,¡ 1· 
---.;::- • /Z sen a-.' - /2 

evaluando la expresión anterior para ' =- O 

8"' 1 1 [ • [ i;'•) . . - 1 = - -- i; exp - Oot(I; Jat; + 

8 [ ]'"2 4 X 4 11 O' O' 

xq) o 

1 f.. ¡ · i;' [¡- i;'•] [ _¡;;; i;' J] 
H'"j...., .1 .. -.-·~" exp ~)- N..¡,;;; i;' • 
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al substltulr las igualdades, obtenemos: 

y 

: :·1·· · -fil .. ,"\". Ir. · -+ ::· 1 
x=O , o 

17 · 1 ·¡" ¡·· ./(; x' • 
801 X f1 dX - -(--) ll'Z ;;;--- 3/Z 

4 1[ 13 ("C - "C') 
....., o 

[

-x'• X ] ./f;zx' exp[2::•1 
exp [~J[ ~] • H'" ;"et·~" -

~ sen [ ~· - ./(; ~ J exp (- ./(; ~] /11 ~ dX dt 

~., . 
8 X 

x-0 

... "' [ .. -[- .":· eo1X dX + 
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zx 

[. .)'"' . 
2" ll 

3'2 
(t' l 

exp.[·¡-:·~·)-[-x. 1·] • 
' 4{T T ) 1 - X 

dX d~ 

expresión a la cual se le dlo solución nWQ6rlcU1ente 

través de la técnica de Run.ge-Kut ta y del llétodo de lntegrac16n de 

Slmpson. 
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APEHDICE D SECCIOll l 

ARE!IS CONVECTIVAS ADIMENSIONALES 

De la oh~'!rvac16n (figura 1 ) de la aleta de sección constante 

tiene: 

Ase • bL + 2Ll (1) 

mientras que para la aleta de sección variable. al considerar las 

m.lsaa caras que para la aleta de sección constante. tiene: 

An· • bl + 2ls (2) 

,donde s es la longitud del arco formado por la f"unc16n 

f(Xl • b1 exp (-X/11-X)J 

al sube; t.~ tulrse f(X) en (2) y recordando que 2b1/b a: c 9 , puede 

escribirse también como: 

A•., •l + co exp (-XICl-X)] (3) 

la longitud de arco de la curva r (Xl • y quedar' determinado por 

la Integral slgulente 

,,. 

al derivar respecto a X a f"(X). obtenemos 

~-­
dX 

co exp (-X/(1-X)J 

(1-X) 2 

dX (4) 

(5) 

como en este término encuentra un téralno c9 que se eleva al 

cuadrado al ser substituido en la integral y habiendo formallzado 

que los términos de orden e~ no se encuentran incluidos en 

nuestro análisis. la integral resulta simplemente: 
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S•[dX=L 
o 

(6) 

por lo tanto el área de las mismas caras consideradas que para la 

aleta recta. esta dada por la ecuación : 

A,ay s b} + 2L} 

o blen: 

A .. • 2Ll ( b/(2L) + ll (7) 
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APENNDICE D SECCION 2 

EFICIENCIA DE LA ALETA DE SECCIDN CONSTANTE 

Estando deflnlda la ef1clencla de la aleta como 

qr-1 
TJ•----· 

q ...... 

Toaando ~n cuenta las siguientes consideraciones: 

(1) 

AsT : es el área de la sección transversal de la alela en 

cuestión, a traves de la cua.l se efectua la 

transferencia de calor. 

0-J[ es el flujo de calor ad111enslonal habido cuando la 

temperatura en toda la aleta se untlene constante e 

igual a la temperatura de la base de la misma. Evaluado 

aqul como: 

(2) 

to.ando en cuenta que Ar-1 es el área de la sección transversal 

de una aleta de sección var.lable y que Ar es la calculada por la 

expresión (7) de la sección [1); la expresión correspondiente a la 

eflclencla será: 

,, • ___ b_1 _+_2_1 _b_•_e_xp __ 1-_X/_c _1-_x_>_1_0.o•-=c••::.o•c__ 
(3) 

H (bl+2Ll) (Tt. + <Tb•-Tm) Acoswt - T•) 

Sl consideramos que Qreal resulta de la expresión CI II. 1) y que 

este flujo de calor hasta ese momento cantidad 

adl1tenslonal.parn una aleta de sección variable y una de sección 

constante respectivamente, la expresión para la ef"iclencla 

resulta: 

para una aleta de secc16n constante, 
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f.STA TESIS 
Sl\UH DE LA 

bl + 21 L Q•C 
'JlSC = -----------='----- (4) 

H (bl+2Ll) (Tb• + (Ti,.-T•) Acoswt - Tm) 

y para una de secc16n variable. 

bl + 21 b1 exp 1-V(t-X)) Q•• """=-------------.=..:_ __ (5) 
H (bl+ZLl) (Tt. + (Tb•-T•) i\cosvt - T•l 

tm DEBE 
BIBLIOTECA 

para las cuales O.e y O- se encuentran definidas por las 

expresiones (IV.2) y CIV.t) respectlvUICflle. 

Por otra parte, las expresiones (4) y (S) pueden quedar dertnldas 

al aanlpularles algebralcaJ1CDte buscando sus par'-etros 

ad19etl81onales COllO: 

bl ·o.!irr> -= (6) 
(1211L) (Tt.-Te) (l + A cos (IJ< l l 

y 

bl o.51tr1 -E (7) 
(1211L) (Tm-T•l U+ i\ cos(IJ'l")) 

Por ot.ra parte, puesto que el flujo de calor atravl!s de la aleta 

recta de secc16o constante puede ser calcualdo .edlante Fourler de 

la f'ol"lla siguiente: 

qr:ot lt Asr : a -1t bl (~- T•l : (8) 

donde el factor Cn- - T•)/L resulta de un caablo de variables de 

X a x y de O a T. Puede entonces. despejar&e a : para 

considerarle evaluada en cero. Lo que representa a la postre el 

flujo de calor en la base (~lx•o)• y por lo tanto: 

d9 
- dX = k (T~ - Tm) qraol • bl Q.cl••O (9) 
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sl a esta expresión la substituyo en (6} obtengo: 

k bl (Tb~- T•l O•clxao 
TJ•c = ------"-----==­

U2HL) (Tt--T•) (1+ >. cos(j3T)} 

de lo cual se desprende: 

k b (Tb•- T•l Qsclx•O 
"'e • _(_211l._2_)_(_Tb_• ___ T_•_) _(_1_+-~-c"cs""('-¡l-T_) _) (10) 

Bl lgualo a N2~ 
b k 

obtengo en for•a siapllficada la 

siguiente expresión: 

Q.c '••O ,,.e = -----~---
N2 (1+ ~ cos(Jh')) 

(11) 
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APEND!CE D SECC!ON J 

EFICIENCIA DE LA ALETA DE SECCION TRANSVERSAL VARIABLE 

Analogamente para la aleta de seccl6n variable tenemos : 

ll) 

al considerar las ecuaciones (8) y (7) de la sección [ 1 l en la 

ecuacl6n C l). se halla: 

bl 1+ C9 exp (-X/(1-X)] 
x•O 

bHl 1+ ~ [Tba + (Tb• -To::i)A cos wt-Tco) (Ti.:To::i} 

desarrollando los productos,_ 

O•c- e; =9~1T =~~ xso - O•c exp (-X/(1-X)] 

~ (Tt- + (Tba -Tm)A cos wt-Tm) (Tb.~Tm) 

slmpllflcando 

kb Q.c- Cq ~ + =~~ x•O 
- Q•c exp [-X/Cl-Kll 

2Ut (Tbm -T•l 1 + A cos wtJ 

2 21U..2 

nuevamente al consld.erar N ~ puede escribirse: 

1 J Qac dt co J Q,c dt 
11 •• =~ ~·~~ 

~+~ dt 
X•O 

l+Acost 

y slmpllflcando, como: 
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J 
d901 + ~~ dt 

- - C9 CílrdX 
TJ9e + Ce¡¡ l¡11c - -

2
- X.O 

N t+Acost 
(2) 

Al. desp::::- la eflclencla promedio con geometria variable y al 

consldera:- el valor nWllérlcamente obtenido para la integral, se 

encuentra· 

[1 1.3469)] + C9 + ----
1100 

de lo cual se reduce a: 

~n i= 1 + C9 ( 1 + 1 • :469 ) 
1}9C:: 1J'•C 

(3) 

Para eva: ·.lar el valor de la eflclencla promedio para la sección 

constante hablase llegado. capil\llo IV sección segunda • a la 

conclusión expresada en la ~lgulente fórmula: 

_ 1 J'[ ~ + d~oo + d,¡o1] 
,, - - dX dX --¡¡¡¡-- dt 

se N" 
o 1+ A cos t 

(4) 

la cual puede taJllblén expresarse, al substituir los términos 

dlferenclales por sus correspondientes valores (capitulo IV), en 

la siguiente for•a: 

;¡ = -2_. J'[ 4.08248 + ;>.(~/2J 1 "(cos t - sen t)~ Jdt 
•e t.2 

o 1+ A cos t 

Esta exp:'"es16n puede tarnblen reescribirse como: 
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li • -~ _J,' dt, + A<1JÍ21 1",J
1

(~os t-sen t ]dt -
•e - N2' O . '1 + ;x· cos l N:z o l + A cos t 

dt J
I 

0 
t 1

-
12

(1+ A cos t) 
ECUACION (5) 

APENDICE D SECCIDN 4 

Como comparacl6n entre los dos casos se realiza el coclentre entre 

la dlferencla de las eflclenclas dlvldlendose entre la eflclencla 

con geometrla. de lo que resulta: 

[ J 
rd:~1 + :l) dT 

;¡_._•-~-.-:•-e • CQ 1 - 2-:-:-2 ~-1~+-k_o_s_t'-'X•O 

c,[1 -J
0

1 

... f d-=~""~-· -·'""~"'t'"'l.~~ 
l+Acost [J: ~·~·~ 

1+ A cos t 

de cálculos numéricos para O :s "t ::s t se sabe que el valor de la 

integral que ocupa el numerador del cociente es de: 1. 3469, 
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APENDICE E SECCION 1 

HETOOOS DE PERTURBACI ON 

La leoria de perturbación es un conjunto de métodos Utlles 

para un ani\Usls slstel!átlco acerca del comportamlcnto general de 

ecuaciones dlfercnclales.- y en diferencias . 

La idea fundamental de los métodos de perturbacl6n es el 

descoaponer un problema muy complejo en un número lnf lnl to de 

proble•as relatlvaaente más senclllos que tienen por coaún una 

nueva variable independiente. 

La forma de hallar la solución a un problema mediante la 

técnica de perturbación es el de expresar y resolver la ecuación 

como la suma de una serle exponencial de e que representan a su 

vez la parte lineal y la no lineal de la ecuación. 

y(x)=- yo(x) + cy1(x) + cªyz(x} + ••••.• 

Estas serles son llaaadas Serles de Perturbación. Tiene el 

particular atractivo que yn(x) puede calcularse en té'rmlnos de 

yo(xl. ... yn-1(x) como sl se resolviese el caso para c=O. Sl e es 

muy pequena , esperamos que y(x) será 11uy próxlaa a la solución 

exacta con apenas unos cuantos términos en la serle de 

perturbación. 

En la teoria de perturbación es válido calcular solo algunos de la 

totalidad de los t6rminos de la serle, lndependlentemente de que 

esta sea convergente o no. 

Por lo tanto la teorla de perturbación es de lo aás útil cuando 

los primeros términos de una serle de perturbación contienen la 

mayor parte de la lnformacl~n de la solución de un problema. 

La metodologla general del anállsls de perturbación es la 

slggulente: 
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1. Introduclr en el probleme original a un término cualquiera (e) 

con la única condición que este sea de un valor pequef\o. 

2.Representar al problema original como una serle de 

de e y calcular los coef1clentes de esta serle. 

potencias 

3.Calcular la soluclon final del problema mediante la swaa 

de todos los tér•lnos de 'esta serle. 

CLASIF"ICACION DE LAS SDllES DE PIBltJRBACION. 

Las series de perturbación , también conocidas como expansiones 

se clasifican en dos grandes grupos que son: 

Regulares 

Singulares 

Las series regulares se caracterizan por tener solución en todo 

el doalnlo para el cual esta deflnlda la varlable independiente, 

mientras que las singulares tienen uno o más puntos para los 

cuales la función es indeterminada. 
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APENDICE E SECCION 2 

FUNCI ON DE GREEN 

La función de Green es una de las principales herramientas en la 

soluc16n de ecuaciones diferenciales parciales de la flslca 

matcmitica, no importar la nohogeneldad de la ecuación ni su 

dimensión. 

Su notación es la siguiente G{r,tlr' ,T) debido a una analogla 

hallada con un modelo discreto de la temperatura se asume que la 

parte del argumento "r, t", se refiere a la temperatura de una 

reglón R debida a una fuente puntual con caracterlsticas de 

impulso unitario locallzada en r'que desprende su calor en el 

lntánte T. Por tal motivo las partes del argumento pueden quedar 

representadas de la siguiente forma: 

G(r,tjr',T),.. G{efectollmpulso) 

dicha concepción del problema llene la ventaja de poder considerar 

la dlstrlbuclón lnlclal de la temperatura de un medlo cualquiera 

como una fuente lnstá.ntanea de calor dlstrlbulda en toda la reglón 

que libera su calor en un lnstllllte. 

Se clta a conllnuaclón un miHodo slsteiaá.tlco en la deter111lnacl6n 

de la alsma. que utiliza co•o base de construc16n a la solucl6n de 

la ecuación diferencial homogénea. 

Consideremos en primer lugar al slgulente problema de conduccl6n 

de calor con condición ho1DOgénea en una de sus fronteras 

2 1 a T(r,t) 
V T(r, t) • - --- en la reglón R. t>O 

" 8 t 

8 T 
+ H T = O 

1 
en 5

1 
, t>O 

T (r, t) = F'(r) para t=O en la reglón R 
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La apropiada función de Green para la soluc16n de este problema 

cumple a su vez el slgulente problema awci llar: 

B G 
en la reglón R, t>'t' 

a t 

a G 
-- + H G • O sobre S

1 
• t > "t 

aº• • 

y sujeto a la condlc16n G .. O para t < T 

La soluc16n • T(r,t) ,del problema orlglnal en tér•lnos de la 

f\Dlclbn de Green ,que satlsface a su vez el probleaa auxiliar es: 

Por otra parte resolviendo este probleaa por separacl6n de 

variables proporciona una solucl6n que podrla expresarse en 

general co.a: 

T(r,t) e f. [ K(r,r• .t>]F(r') dv 

Ca.parando esta fwu:i6n con la anterior se obseva claramente que 

G (r,t¡r' 0<l(,..., • J::(r,r',t) 

de lo anterior se puede concluir que CCr,tlr',TJlt...o puede ser 

obtenida resolviendo la par~e homogénea del problema de conduccl6n 

e ldentlflcando aquella parte correspondiente con la ecuac16n en 

términos de la función de Green. 
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También es necesario saber que para resolver este tipo de 

problemas es indispensable conocer a la función de Green como 

parte de la solución del proble11ta , en ese 11oaento la labor se 

reduce a hallar a G(r,tjr' tt) cuando G(r,tJr' ,'t'Jft.-o es cononcida. 

Al resol ver 11tedlante ambos métodos el mismo problema se observa 

que G(r,tjr' ,'t') puede obtenerse al substituir en la segunda , 

G(r,tfr' .Tlf,..,,. t por (t-t' ). 

Para el problema unldimensional (x)de tranferencia de calor 

expresado por las ecuaciones precedentes, la solucl6n mediante la 

función de Green queda reducida a los siguientes términos: 

T(x, t) A I ;• G(x, tfx' ,T) JT=<> f(x' J dx' 

L 
l J d< J x•• G(x,tfx' ,TJfg(x' ,T)dx' 

k 
T•O 

+ m r dT ¿ [ x·• G(x,tfx',T) ].._, kl r,cr,t) dSI 

l•I 

donde x•P es la función de Sturn-Liouvllle para la cual se tienen 

las siguientes consideraciones hacerca del valor de P : 

{ 

o para una al ta 

P = 1 para un cilindro 

2 para una es era 

L se ref"iere a la longitud de la reglón unidimensional y 

G(x, tf x•, 't') lx'=xl es el valor de la función de Green evaluada en 

la frontera x' =x;. 
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APENDICE E SECCION J 

HETODOS NUHERI CDS PARA SOLUCIONAR ECUACIONES 

DI FERENCI ALES DE PRI HER ORDEN• 

En el presente capitulo se hace una descrlpclón general de los 

métodos numéricos útiles para la solución de ecuaciones 

dlferenclales de primer orden obtenidas durante el desarrollo de 

la solución del presente problema de Tésls. 

Para abordar el problema consideraremos las slgulentes 

condiciones lnlclales 

(1) t¡'= f(a:,t¡ 

co11.o es sabido se recurre a estos métodos cuando no se puede 

solucionar una ecuación dlferenclal mediante un método exacto y 

además se tiene acceso a una computadora que agiliza y aproxima la 

solución con mucha más rapidez. 

En esta clase de soluciones se produce un ciclo iterativo que 

consiste en iterar suceclvamente los valores de la función 1J 

cuando se obtiene una solución de la 1111ls11a función en términos de 

Serle de Taylor como la slgulente 

y!a:+h) = y(a:) • h<¡' (a:) y .. (a::) + •••••. 

La exactitud de esta solución depende definitivamente del factor 

h. que representa un incremento de las abclsas , cuyo valor 

normalmente es pequen.o por ejemplo 0.2,0.1 6 bien 0.001. 

Geométricamente este método es la aproximación a la función vea:> 
por 111edlo de pollgono mostrado en la figura 7. 

De la ecuación (1) tenernos que l.J' = f. de ahi que y:· = f' ; 

entonces la serle de Taylor adquiere el siguiente aspecto: 

h
2 

h
3 

(2) y(a::+hl = l.J(O::) + hf ... - f'+ - r" + •••. 

6 

89 



las der1Vadas f' • f" , .... son evaluadas en f«:,tJ{I)). 

Se considera adlconalmcnte que f es tal que (1) tlene solución 

::~::a p::ea hu:s c~=r~:gn11:::rv:e~ue~~e, l:o:t::::ln:s a:~~.h:~m:~~~ .. :: 
{2) será.o tan pequet\os que podemos despreciar quedando la 

slgulent.e aproximacl6n 

11(.r+h} a: y(a:) + hf. 

Utilizando esta fórmula entonces procedemos a calcular de la 

slgulente forma ; para el primer cálculo: 

lo que le apr6x1rna al valor verdadero 1.J(X1) • fJ(X0 + h) .En segundo 

lugar calculamos 

que análogamente nos proporciona una apr6xl111ac1ón del valor de la 

verdadera func16n ~Cx2 ) :a 1J(x
0
+2hl.etc. La expresión general 

para este proccdlrrilento es la siguiente 

(3) 

de esta forma obtenera.os aproximaciones de la verdadera f'unc16n 

41(«:) con los valores lnlclales espec1C1cados por { 1). Este s1trlple 

procedltdento es llamado el METOOO DE EULER-CAUCHY 

Este método cae dentro de los clas1f1cados como Métodos de Primer 

Orden debido a que se toa6 de la ecuacl6n (ZJ exclusivatQente a los 

términos de exponenete inferior 6 tgual a la unidad de h. Esta 

om1c1ón acarrea consigo un error lla~ado error de truncamlento 

cuyc valor se hace más pequef'io mientras mii.$ alto sea el exponente 

del término h manejado en la solución. 
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Por otra parte, si la soluclón exacta es desconoclda una ldea 

de la apruximación con que nos hemos acercado a esta nos la puede 

dar el iterar de 11ueva cuenta con un valor h/2 y comparando los 

res1.1ltados obtendremos una cifra de la aproxlmaci6n alcanzada. 

Toatando en cuenta un mayor nú111ero de términos de la ecuación (2} 

y el uso de algoritmos numéricos podenios obtener expresiones de 

la solución mas simples y mucho más exactas. 

Demostrando lo anterior se presenta a contlnuación los 

fundamentos de un par de llét'.odos numéricos con las caracteristlcas 

anteriores. 

METOOO HEJORAIJO DE EUl..ER-CAUCHY 

En cada una de las aproximraaclones de este método se calcula en 

primer lugar el valor auxiliar 

esegulda el nuevo valor 

geometrlcam.ente esto representa la aproxlaacl6n de y{a:) para el 

valor a: l: a:n a través de la linea (a;:n,tJ.n) de pendiente f(a::n,t¡n) 

hasta que a: alcanza el valor ~e a:n +1/2 h continuando enseguida por 

la llnea de pendiente (a:n+i '"n•t) , ver la figura 8. 

Puede demostrarse que en la realidad el Método Mejorado de 

Euler-Cauchy es un método de segundo orden pues e 1 error de 

truncainlento es del orden h3. 
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Aún más exacto que los. dos anter lores métodos presentados 

anteriormente el método de Método de RUNGE-KUTTA supera las 

capacidades de los mismos. En éste método en primer lugar se 

calculan las cantidades auxlllares 

( 
h An ) a:·-."·-

n 2 n 2 

l6al 

e = hf [ "' + ~ , "· + ~ ) 
n n 2 2 

y el nuevo valor 

l6b) 1J = 1J + .2_[ A + Zll +2C + D ] • 
n•l n 

6 
n n n n 

Puede demostrarse que el error de truncamiento de este método es 

de orden h5 y por lo tanto el orden del método es el cuarto. 
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APENDICE E SECCION 4 

INTEGRACION APROXIMADI< 

La regla de Slmpson, en comparación con la lntegracl6n mediante 

la regla rectángular, logra una mejor aproxlmacl6n de la funcl6n 

func16n integral I(x) mediante el ajuste de segmentos 

parabólicos entre cada uno de los extremos de los sublntervalos de 

la f"unc16n , figura 9. 

Para este propósito se subdivide al lnterválo de lntegrac16n a~b 

en Wl detennlnado núaero de sublntevalos , por ejemplo 2n de una 

longitud U = (b - a)/2n con entre.as en c
0
•a ,cc1, ... , cc2n-

1 
, 

r.'ZA=b. 

En lo• dos prlaeros sublntervalos , la función 1 (ce) es apr6xlmada 

por un pollno•lol de la forma a«.2 
+ /J4: + '1 que pasa por los puntos 

AD,At,A2.En los siguientes dos sublntervalos la curva es 

apr6xlaada por otra paribola se.ejante a la que le corresponden 

los puntos A2,A3,A& , etcétera. 

De esta forma una aprox1macl6n de el área contenida bajo la 

curva I (a:) es determinada por la relación 

C6l J l(a:J<t.z: • : [ I[ct
0

) + 4l!o:,l + ZICa:,> + 41!a:,> +, ••• + 

Zl!a: ) + 41(ct ) + !(a: ) ] 
· n-2 :ZO•l 2n 

donde , 4.1: • (b - a)/2n. 

Esta \\ltlaa relación es conocida taabl6n coao REXilA DE Sl)O>SON, que 

de otra aanera puede quedar expresada como 

donde Es es el error aproximado, determinado por 

Es .. flxs9r<(> 

el algorltao de cálculo utilizado se encuentra en la referencia 

15. 
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