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INTRODUCCION

T S

En el desarrollo de esta tesis presentamos una introduccién ala'teoria de las “Funciones
Elipticas”. Dada la amplitud de esta teoria, nos hemos limitado a una exposicién general
de las Funciones Elipticas dejando de lado ¢! estudio de las “Curvas Elipticas”y otros
de sus aspectos gecométricos y algebraicos. Tampoco profundizamos en el estudio de las
relacioncs entre las Funciones Modulares con los dominios fundamentales y las funciones
theta. Por lo tanto los tres primeros capitulos estdn dedicados a la construccién de
algunas funciones elipticas cldsicas junto con sus propiedades elementales, asi como a la
de otras funciones estrechamente relacionadas con ellas que (aunque ya no son elipticas)
nos sirven para expresarlas.

Como una aplicacién de la teoria, en ¢l capitulo IV se presenta una demostracién de
la “Ley de Reciprocidad Cuadratica”. La seleccidn de éste teorema se debe a que es el
primer problema bésico de la teoria de los restos cuadrdticos y al hecho de que se han
publicado alrededor de 150 demostraciones de él, de las cuales el propio Gauss propor-
cioné no menos de ocho. Concluimos el capitulo IV con algunos corolarios referentes a
la “Conjetura de Goldbach”,

La relacion entre las Funciones Elipticas y la prueba de la Ley de Reciprocidad {que esta
basada en una férmula de transformacidn para la funcién ;) no es directa ni inmediata.
La razdn radica en que las Funciones Theta, al igual que las funciones ¢ y ¢, ya no son
elipticas y de ello pareciera desprenderse la pérdida del concepto de “periodicidad”. Sin
embargo, los teoremas 2.16 y 3.6 rescatan éste concepto al proporcionarnos la expresién
de cualquier funcién eliptica en términos de éstas funciones.

Finalmente hemos de mencionar que este trabajo proporciona una bella demostracidn
de la fuerza de los métodos analiticos en otras ramas de la Matemdtica como lo es la.
“Teoria Analitica de los Niimeros”.

Nota: A lo largo del texto “!” significard que se ha llegado a una contfadiccién.
g g que s & 1a contradiccion, -
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CAPITULO 1. FUNCIONES ELIPTICAS Y SUS PROPIEDADES

En este capitulo introduciremos el concepto de funcidn eliptica, asi como algunas de

sus propiedades punmpales Hlstoucmncutc las funciones chptxcas sulg;leron a partir-de -

las integrales clipticas por “inversién”, dondc una mtcgral e]xptxca es una 1ntcgral de la -

/ R(r../

con R(z,y) una func:on racxonal dc =z Y J ‘una® cubxca <) uart:ca cn = sin factores

forma

repetidos. B ) _
El comienzo de la teorfa de las integrales elfpﬁicés pugdé relacmnarsc qori el descubri~
miento de Conte G.C. di Fagnano (¥ después de Eulci‘)'dé’ dos propiedades de una
integral asociada con la longitud de arco de la lemni_scat'gx.,'a saber:

/r dz - 2/" dz ;:o;'l r"; 41;2(1 —ut)

o (L=azfi o (1-:4) ! (T ut)?

que estd rclacionado con ¢l problema de lq dupl:caq:on dc la longitud de arco de la
lemniscata y para el que Euler, alrededor de 1761; dié su famoso teorema de adicién:

s(u)+ s(v)=s(r) . -
donde v gl .
s(u)=/0 FZ«T* 0gugl

_u(l—- v“): +u(1 --u‘)z
14 w242

DEFINICION 1.1 Sca f une funcién meromorfa, decimos que f es periddica st ezisic
una constante we C no cero, tal que f(z+w) = f(z), ¥z € C. A w se le llama un periddo
de f.

De aqui en adelante S = {w € Clw es un periddo de f}.

OBSERVACION: Si w y v’ son dos periodos de f, entonces w + w' y nw, ¥n € Z también
son periodos de /.

PROPOSICION 1.2 5i f es una funcidn periédica no constanie, enionces
inf_Jw|=6>0.
s—{0} .
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Drmoﬁ‘mcmn S] noyfucm a
que |ur,| < P

{i-5¢° tcn(lrm quc Vc > 0 Suv # O un ])(‘Il()(l() dc f, tdl'
Pcro ‘eritonces existirinune sucasmn {w;} dc pu mdo':. dlstmtos dc ' tal :

PROPOSICION 1.3 Los periodos de una funcwn memmorfa f no- consmntc no tienen
puntos de acurmulacidn finitos.

Demostracién: Siw fuera uno de tales puntos de acumulacion, entonces Ve > 0 podriamos
encontrar wy,w, dos periodos distintos de f en el disco:'|e.— wo| < 5. Pero w= w; —w, s

un periddo de f con |w| < ¢ L.

OBSERVACION: Si infs_q0} lw] = § no se alcanzara en algin periédo de f, entonces
existiria una sucesién {w,} de pericdos tal que lim,_ e |wn| = § ¥ entonces lim, .o w, serfa
un punto de acumulacién finito para los periodos de f !.- Por le tanto existe un periédo
w, de f con norma minima (es decir |w} = §).

El siguiente teorema nos dice como son todos los periodos de f.

TEOREMA 1.4 Sea f una funcidn periddica, enlonces se cumple una de las siguicnies:
1) § = {nws|n € Z}

it) § = {nw) + mwy|n, m € Z}

para wy un periddo de f de norme minima (es decir [wy| =6) y w2 un periddo de norma
minima para el cual 22 ¢ R y Im¥2 > 0.

wy

Demostracién: Sea w, un periédo de f de norma minima.

i} Si todo periédo w de f es tal que % e R, sea n = ["'] €Z,entonces 0 & —n< 1,

"J
es decir 0 < ¥=2# < 1. Pero tomando normas tenemos que w — nw; €s un perxodo de f
con 0 < |w— nun| < |wi], por lo tanto la vinica posibilidad es que w — nw; = 0, de donde

w=nw,. Asi, en este caso todos los periodos de f son de la forma w = nw, con n e Z.

ii) En el caso de que existan periodos w de f con & ¢ R, sea w; uno de tales periodos
con norma minima y 7 = 2 (su existencia esti garantizada por la proposicién 1.3).
Podemos suponer que Imr > 0, ya que si no es as{ tomamos —w, en lugar de w;. Ademds
dada la eleccidén de w, tenemos que |7| > 1.



" tanto %lll = p+o‘1' € R (dada la elcccxon de u.'z) y_entonces o= 0. Asi ¥ = p y dado que
W)= |pl < <ise tiene’ que wp = 0. Por lo tanto'en est scgundo caso los periodos de f son
'de la forma nw; + mivy, con n,m e Z. ‘ . ~

DEFINICION 1.5 En el caso i) del teorema anterior f se llama simplemente periddica,
en el caso it) f se llama doblementc periddica.

DEFINICION 1.6 Une funcidn meromorfa doblemente periddica se llama eliptica.

OBSERVACION: Si f es eliptica, el inciso ii) del teorema 1.4 nos asegura la existencia
de un par de periodos (w;,w,) tales que Im¥2 > 0.

DEFINICION 1.7 Cualguier par de periodos (w,w;) de [ como en el inciso ii) del
teorema 1.4 se llaman primitivos o reducidos y sc dice gue forman una basc del conjunito
de periodos en el sentido de que todo periddo w de [ se czpresa en le forma nwy + mw;
conn,med.

El conjunto de periodos w de f se dice que forman una laliz de periodos. Un par de
periodos que formen una base pare le latiz de periodos se llaman bdsicos.

OBSERVACION: Por formar una base para §, todo par de periodos bdsicos (w,w:) debe
satisfacer que 22 ¢ R. También todo par de periodos reducidos de f es bésico, pero no

todo basico tiene que ser reducido.

DEFINICION 1.8 Una transformacion enire latices del tipo:
w] = muw + nws,

w3 = pun + qua, (*)
con m,n,p,g € & y mg —np==x1 se llama unimodular.

Simg — np=+1 la transformacidén se¢ denomina propia.
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s)dele funeion
‘para; [ -si,

TEOREMA 1.9 Sca (i, us) un par de
eliptica f. Los mimeros complejos (ui,
s.comn (w

y sdlo si, estin relacionado

Demostracién: ‘Por ser

o en forma matricial:

-G NG Y

Tomando determinantes obtenemos:

1= (m'q’ - n'p’)(mg ~ np)

y por tanto mg — np = £1 (ya que ambos factores son enteros).

Inversamente, dada la tranformacién unimodular en (*) podemos resolver para w; y wa,
y obtener:
w) = H(qwy — nwy), wr = £(—pwi + mwy)

Ahora, si w=aw, +bwy con a,b € Z es un periédo de f, entouces:
w = a’w} + Y'wj para algunos o, ¥ € Z.

y asf (w},w3) es un par de periodos bdsicos.

TEOREMA 1.10 Un par de periodos bdsicos (w1, w2) de f es un par de periodos re-
ducidos si, y sélo si, se tiene: |r| 2 1, Im7 >0, =} < Rer < §, para r =42,

5



Demosiracidn: Sca ="+ .
T S0, 7> 0. A\(lr"n.\s por.:

tanto frd 1> |5 =1 ,'q.’s du

m,n € 2 un periédq Vdistiirvl't(\)i

Si n =0, entonces & =
uwy

Si n # 0, entonces L=

Sin# 1, _entohccs n?-12 3 ¥, cormo
que D> ~£24-(n? - 1) > -1 +83 =250
Si n = %I, entonces D = (m =% & —‘6’
[2m€| < [m] € m?). :

sc txene_"
N ’por tante

En cualquier caso D > 0, es decir |w| > |wa].¥. w2 tiene:norma: minima entre aquellos que
cumplen £ ¢ R. Ademads por hipétesis Jwa| > |wily. ‘asi (w1,w~,) es prlmmvo

TEOREMA 1.11 Dada una funcidén eliptice f no constanie, existe un par de periodos
bdsicos (un,wa) de f, tal que 7= %2 satisface:

1
Imr>0,|r|21,-% SRc‘r<§,

con Rer <0 8% |r|=1 (y entonces por el teorema 1.10 (wy,ws) es primitivo).

Ademds si (w;,w;) es olro par de periodos primaitivos tales que:
w)y = mw; + nwy,

w; = pw; + qu

yr= -;i% satisface:
Imm >0, |21, —%<Rcr <%,

con Rer” <0 8t |r°|=1; entonces r" =r.

Demesiracidn: El inciso ii) del teorema 1.4 nos asegura la existencia de un par de
periodos primitivos (w;, wy) de f, ademads el teorema 1.10 nos dice que: || > 1, Jmr>0y
i< Rerg L

Si r estd en la linea: Rer = i, entonces 7 -1 estd en la linea: Rter = —4.

6



Si = estd ancl arcor [r]'=-1 con'0.< Rer <4 cutun‘ccsy-;"—-_

stdren el areé: |r|'="t con

—.l., < Ref=F) < 0.

Como las’ transformaciones

i =,

lwy = —wy

son unimodulares propias y llevan = — 7 -1, 7 — -1, respectivamente y dado que

.o gr4p. ) . (mg—np)fmr _ __Imz - 3 L3
Imr* =Im (m_m) = (—9—2)-'1—|M+m = [rimp (*), entonces Im7* >0 81 Imr > 0. Como también
la composicién de transformaciones unimodulares propias es unimodular propia, se han

cubierto todos Jos casos posibles y se tiene la primera parte del teorema.

Para la segunda parte, por el teorema 1.9: mg — np = =1 y como Imr, Imr" > 0 entonces
mg —np = 1. Por ser (w;,w;) v (w],w}) primitivos se tiene [wi| < |w)}, Jwa] ¥ hon| < Jwil, jws|
por lo tanto jw}| = |w| < |wa]. Luego 1= |u‘"—,:t| =|m +n7| y por (*) Imr* = Imr.

Sean r=¢+inpy ™ =€ +ip. Sin=0, entonces mg=1y m =¢ = %1, por tantor* =r%p
y como —% < £°,£ <, se tiene que p=0. Asi 7" = r. Si n #£ 0, tenemos:

.o (nz(qr+p))

T -5
n? nT4m
_ 1 (gn(nt + m)— gnm + pn?
T n? nt+m

1 n
n? (qn T ar -+ m)
= ;1—2-(qn — n(nT + m))
= S(an — nm — n%(€ ~ in)
= 2(g—m)~ (~in)

7



por tanto.

Si ¢ = -1, entonces & +& = —1. Por tanto & =¢= -} y dado que-|r| = 1 entonces
™=r=el" ' '

Caso 2: Si m = 1, entonces |r & 1] = 1; pero no puede ser |7~ 1| = 1 (porque solo r =e% lo
cumple y en este caso £ = § !) por lo tanto [r+1|=1y dado que 7| > 1 se tiene 7 = e3™.
Ademds Imm* = Imr y |7*| 2 1 por lo tanto 7* = r = e¥7f,

DEFINICION 1.12 Sea : € C y a,b,e,d € Z. La transformacidn:

g

Q
L

+

v . .’.—
Mis—2'= T d

1

con ad—be=1 y cz4+d #0, se llama trarsformacidn modular.

Puesto que Imz' = (2255 > 0 si Imz > 0, entonces se tiene que M mapea el semiplano
superior en si mismo. Las transformaciones modulares forman un subgrupo de las
transformaciones de Moebius.



PROPOSICION 1.13 Bl grupa dé la

modulares estd:generado por
las dos {ransformacione S e

onces: la transformacién:

tiene la propiedad |¢'| < |¢]; porlo'cual ba: a"c'éxji‘siiiéﬁr‘ér'lés transformaciones con || < [d].
Procederemos por induccién sobre m.. R Lo

Si m =0, entonces c =0y ad =1, por tanto M :z—~2xby M = A*". Supongamos que
para cualquier A con m<n~—1(n > 1), M esta gencrada por A y B. Ahora, sea M tal
que m = n3 por consiguiente |c| = m. Podemos suponer que ¢ > 0, pues si no tomamos
—a,-b,—c,—d en M lo cual define la misma transformacién. Luego m = ¢ =n.
Consideremos MA* : z — S0 con ke Z tal que 0 < ek +d < c (es decir S gk <1-14).
Para ésta k tenemos: min{e, ck+d} = ck+d < n—1y por hipdtesis de induccién A 4* = (4, B)
esta generada por 4 y B, de donde se sigue que M = (4, B)A~* también esta generada

por Ay B.

PROPOSICION 1.14 Dedo : € C con Imz > 0, existe unae transformacion modular
A" tal que: I'm(M*:) es mdzimmo. Si M~z=z", entonces |z*| > 1.

Demostracidn: Si M*z = 2" +iy*, entonces y* = ¥z > 0 y por lo tanto y* alcanza su
maximo cuando |cz + d| es minimo. Pero las parejas {c,d} de enteros tales que |cz + d| <
K < oo para alguna constantz K, son finitas (porque = es fijo). Asi, tomamos una de
tales parejas de enteros con norma minima. Para ésta pareja tenemos (c,d) = 1 (ya que
ot (c—"d—)l < lez +d| !). Por lo tanto

si no {5, E.idi} serfa un par de enteros tales que
si definimos A7~ : 2 — 222, donde a,b € Z son tales que be+ ad = (¢,d) = 1, se cumple que
Im{M*z) es maximo.

Por dltimo, si |z*| < 1, entonces Im(~L) = Im (_T;Ii) = I—;“% > y°!. Por tanto |*] > 1.



i lins >0,
> O_CS e

Z (ya que

decuada tal que

b nda (z € ClIm(z)
C>0, |Re( )| <‘;} Ascguramos quc A""z pertenecc a la zona sombrcada dc F mdlcada en
la ﬁgura - o B

Ya que si |4%z"| < 1, entonces |BAkoz[> 1 (para B como en la propos:clon 1.13) y por
semejanza de tridngulos se tiene que: ‘

Im(BAkez*) ;Jm(Akbz?) :
Z R

de donde
Im(A¥e2*)|B ARz

Im(BA*:") = [Afozr]

= Im(A¥ez" )| BAR:" 7,

Pero Im(A*°z") es méxima ya que Im(z") lo es, por tanto Im(BA*o:" ) < Im(AFe2") y en-
tonces |BA*:" 2 <1 !

DEVFINICION 1.16 Secan z;,2;, € C tales que Imz;,Imz; > 0. Se dice que 2, y z son
congruentes (con respecto al grupo moduler) si eziste una transformacion moduler M,
tal que zp = Mz, En tal caso escribimes zy ~ za. Claramente “~”es una relacién de
equivalencia.

PROPOSICION 1.17 Siz;,zp € F, sy # 23 ¥ 21 ~ 20, entonces Rezay = L yza =2, -1

b Reny=—} ym= Glal=1yzm=-L%

10



' podemc}s cc')nsiderarv"quc
i)Sic=0, entonces 1 > |cz,+dl,
De hecho d = a = -1 ya qu
asi: z9 = Mz = z1 +I{=' At
entonces z; = zp!. Asf debe ser lb[
entonces Rezp'= ;— ¥ = = —;_1. : Lo
ii) Si ¢ = 1, entonces |c..1 +d| I-l + dl L Pero [z,[ > ya que z1 € F, por consiguiente
debe ser d = 0,+1. L : ; %

a)Sid=0, cntonces =] € 1 por tanto ]z,] =1 y ad— bc = —b = 1 de donde = le =a—3.
Entonces z; + + = a y Rezs + Ret'=a,"lucgo |a] < |Reza| + lRe—- 2| + IRez;! = chzzl+
|Re.1|<1(pucs-1,zzel‘) de dondca..Ooa_:L-l. T :

sx'ﬁa‘trzihsformacién M;
b'=106 ]bl .51 =0,

Si a =0, entonces z, = -L

Si a=1, entonces zz =1 =L = l—z, con |z1|_] Por

Rezy = Resy = § y entonces, como |2] =1, debe serz Zza ‘=4e,
Ry ;
Si a = —1, entonces 22_'—1—‘}"_—1—2] Y a1 _22——-B 1

b) Si d = 1, entonces Jz; ~ (=d)| < <1 deﬁnc un dxsco cxrcular con centro en —d = =1y radio
. Pero z; € F, entonces z; =™, R :

ComOc=d=1y ad —be=a—b=1 entonces:

_an+(a—1) —a(zn+1)=1 - 1 -
2= a4 1 T o+l = 21+1—a.+zl
Como |Rez;| = —% y |Rezz| < §, entonces a=06a=1. Pero si a = 0 se tiene z; = 2!, por

lo cual debe sera =1y asi zp=z +1.

¢) Si d = -1, razonando como en b) tenemos a = —1 y'n =z -1

COROLARIO 1.18 Sea Fy = {zimz > 0, 2| 2 1, =5 < Rez < 0}U {z]Imz > 0, || > 1,0 <
Rez< 3}, Stz #20 ¥ 21,7 € Fy, enlonces ) f 20

Ademds dado z € C con Imz >0, eziste 2 € Fy tal que 2’ ~ z.

Demostraciéon: Tenemos que intF = intFy y 81 z;,2z, € IntF y 2; # 23, entonces por la
proposicién 1.17 tenemos que z; # z2.



Ll\ ()tl i@ (lﬁl 111(1(4101] bc
P’O(Im‘ > 0, Iz I =

DEFINICION 1.19 Sea P el paralelogramo en el plane complejo formado por los
puntos z = zw; + ywy, con 0 < z,y < 1. Llamamos ¢ P un paralelograme de periodos

Sfundamental asociado con f para (w;,ws) como periodos bdsicos y Imz > 0.
Definimos ¢l recorrido en el sentido de los vértices 0,wy, wy + w2, wy de 8P como positivo.

Sea Q = mw, + nwy con m,n € Z, enfonces Pn, denote el trasledado de P por Q y esta
dedo por los puntos zw, +yws, conm< z<m+1, n<y<n+l. Pnn es llamado un
paralelograme de periodos (Pao= P).

Cada >z € C vive en exactamente un Pmn, por lo que dada la periodicidad de s basta
estudiarla en P.

TEOREMA 1.20 Toda funcidn eliptica y entera E(z) es constante.

Demostracién: Si E(:) es analitica en P, entonces por continuidad |E(z)| < M < oo, ¥z P
y por tanto ¥z € C. Asi, por ¢l teorema de Liouville, tenemos que f es constante.

Dado que f es meromorfa se ticne el siguiente corolario:

COROLARIO 1.21 Una funcidn clipitca no constante ticne por lo menos un polo en
cualquier paralelogramo de periodos.

TEOREMA 1.22 La suma de los residuos de los polos de una funcidn cliptica en un
paralelogramo de periodos es cero.

12



Similarmente. f5;+ [¢; = 05 por tanto

N
E Rcs::z,E(z) =0.
k=

Si uno o méas polos estdn en L, entonces movemos L hacia L* de forma que sus lados sean
paralelos a los de L, sobre L* no haya polos y contenga en su interior todos los polos de
P (esto se puede hacer ya que los polos son aislados}. Observemos que los polos que se
encontraban sobre C, ahora pertenecen al interior de L*. Pero

Ressza 4w EB(z) = /r:. EB(z)d=

donde z; es un polo en C4 ¥y T'" es una curva que lo encierra en su interior. Asi, podemos
tomar I'* = '+ w, donde T es una curva que encierra en su interior a z; y por lo tanto

ReEsz=2x4uw, E(2) =/ F(z)dz .
e

=/ E(z 4+ w)d=

= Resz=: E(2).
Por lo tanto [, E(z)dz = [; E(z)dz =0y se tiene el resultado.

13



Del teorema ant (n'idr suvsiguc el co’mlarib:'

COROLARIO 1.23. Una flmrum rhpilc(' e consiantc no pucdc icncr
simple en un puralelogramo. de per' fit
o un dnico polo gue no sce simple.

solo un. pnla :

TEOREMA 1.24 El nimero d‘ézccjasz
paralelogramo de periodos P es igual al

os. ce aa y los polo.s

Demosiracién: Sea E(:) una funcién chptlca no: constante, entonces E’(z) es meromorfa
y tiene por lo menos como periodos a aqunllos ‘de Bz )Y por: cons:gmente E'(z) también es
eliptica y como el conjunto de las funciones ellptlcas con un'par de periodos primitivos
dado forman un campo, tenemos que —E—((;)l es ehptlca v pot el teorema 1.22 la suma de
los residuos en P es cero, esto es: T
L"(z) 1. E"(z) d=

0= Resezzi——= () T o E(z)

Para calcular esta dltima integral observemos que los polos de f(%l estdn en los ceros o
polos de E(z). Pero si a es un cero de E(z)'de orden 'k, entonces £(z) = (z — a)* f(z), con
f(2) analitica en a tal que f(a) # 0, por tanto: :

E'(2) = k(z - a)* 1 f(2) + (2 ~ @)* J'(2)
de donde L
Bz _k i "(z)
E(z) z-a  f(2)
asi, @ es un polo simple de -’E{f} y Rcs.-:a-f'-z'-(‘f)l =k
Si b es un polo de E(z) de orden {, entonces E(z) = (;LE%))T, con' f(z) analitica en 6 tal que
f(b) # 0, por lo tanto:

=)z = b)Y = F(2)i{z — )=
(z =4

E{z) =

E@ _fG) 1

B(z) ~ f(z) z—b
de donde b es polo simple de T((“* y Res;wa-,:—(‘;—)l -l

0= Y k= Y b

a CEros b polos

Asi, concluimos que:



Iz ¥ sus ceros son las raices de E ) ='¢ con la misma mulhpllmdad en ¢ada caso. Pero
por el teorema 1.24, F(z) tiene k ceros (contando multlpllcydades).

TEOREMA 1.27 Scan ay,az,---,ay los ceros y b, ba, --',bh"loa polos de la funcidn eliptica
no constanie E(z) en P, cada uno contedo de acuerdo a su multiplicidad. La suma de
los ceros de E(:) en P difiere de lo suma de los polos en un periddo.

Demostracién: Consideremos G(z) = z%((L} la cual es analitica en P salvo, posiblemente,
para los puntos donde E(z) tiene ceros-o polos. Razonando como en la demostracién del
teorema 1.24 sc tiene que sia es un cero de E(z) de orden k, entonces

e () ak_ . 2f'(2)
T kbt TG

de modo que a es un polo de G(z) con Resx-aG (z) —‘ak y-si b es-un polo dc E(z) de orden
I, entonces

G(Z)

~f Non
ORE OF Y

de modo que b es un polo de G(z) con Reé::bG(z) —_—bI

Iy

Si asumimos que no hay ceros ni polos de E(z) en L entonces por el teorema de los

‘residuos tenemos:

1 -~ A h
ﬁﬁG(Z)d:: z ak - Z bl=za;—§;b;.

a Ceros b pOlOS i=1

Si hacemos w = 7= [, G(z) dz, entonces

27w = Ig((z)) dz + zg((:)) dz + zEE"((:)) dz 4 zil((z)) dz
_ [ LE@ 1:(-+w,) e Bt w) LE'(z)
=1 " ER /( FH )T @ /( W) F Ty +/c “E) #

15



para_cualquicr

rama ﬁ_)d dcl; ogd.mtxnoy 2.€Z y por lo’

tanto w=

‘Si 11'1v ceros o polos de’ F( ) sobrc L movemos ¢sta como en teorema 122,

16



CAPITULO 2. LAS FUNCIONES ((;

La pumem fuucwu chptlca con la"qu
" cuya’ 1mportanc1a se pondm de. manifies
estrecha relacién’que existe’ entre’ LLS funcxone
el hecho de que éstas dos ultxmas funcm
La funcién p(z) ¥ todo Io tratado aqu1 fue’ dado orxgma.lm
G.Eisenstein quien descubrié’ que las funciones chphcas P
de el producto infinito H(l ). H.A. Schwarz Jntroduce

un producto mﬁmto asi como la representac:on de p(z) por

DEFINICION 2.1 Scan u w;,wz eC ambos no cero y r = %1
determinada por (wy, wy). Dcﬁmmoa para p e R: B

(mm#Q0) -

TEOREMA 2.2 Lqg serie 3 |w|~* converge para p> 2 y diverge para p < 2.

Demostracién: Sean Sy = Fjoy ini<k 1%l™% Tk = Sk — Sg-1 para k € N y Sp = 0. Observe-
mos que Y, |w|~? converge si, y sélo si, 3_;=, T; converge (ya que como los sumandos
de ¥, jw|~# son todos positivos se tiene que si esta’ converge, entonces también con-
verge cualquier reordenamiento de ella; en particular ir sumando por “cuadrados”como
en Ti).

Hay (2t +1)? - 1 términos en S ¥ (2(k—1) + 1)2'— 1 términos en S;_,, por lo tanto en 7}
hay (2k +1)? - (2& — 1)* = 8k términos y cada uno de ellos es de la forma:

w = kwy +nws, [n]<k
o
w=mw *kws, [m|]<k

es decir

E(lwn ]+ luaf) 2

{'»’lwnl+ Inljwa] 2 | & kwy + nwy| = |w|
é
b

Irllun | + k| > Jmwn = kwa| = ful

17



Tamnbién; si'X ¥ ¥ sonlos k‘jbb'pﬂandi(ul.uc.'; wul Y e lcal)ccllmmcnt(‘ & ¥ 6 las
proyecciones respectivas ‘de w qobrv Yy de wny sobr(, ‘\ “entonecs

ok mm{él,& } < [wl
\_‘,—/

< b.< b'se tiene que

',por tanto” ETk )
p-=1>1es decir si,y solo siyip>.2

COROLARIO 2.3 Para cualguzer R>07 Yz € C lu. seric E aes, |z— w[~? para p> 2
converge uniformemente en el etreulo |z < R. Asfla serie Ew |z— l"" con p > 2 converge
uniformemente en cualquier circulo de radio finito si descartamos un nimero suficiente
de térmainos iniciales.

Demostracion: Tomemos [z] < R < luw|, asi |z + [w| < §|lw]. Como 2|z] < |uw|, entonces
0 < |w| — 2|2| y por tanto
Jwl < 2w| = 2[z| = 2(|wl - |z]).

or consiguiente:
P & 1 1 2

—_— — <
[w—z] = jwl={z] 7 |

1 1 21
S S S
z—w| = jw|+|z] T 3 |w

AR 1 2
Z) e ——— < =
(3) wf < = wp = [ulf

18

Por lo tanto para p > 0:



y ol resultado se sigue del teorema. 2.2,

COROLARIO 2.4 La' .scrzc pBY m cnié })‘am : ¢S yasi

wit
la suma vs independiente: dcl ar(lcn d
converge uniformemente en- ‘el czrculo

; >0 finito; lo seric
it un niimero - suficiente de
términos inicialcs. k

epto para un niumero finito
; y'por consiguiente:

Demostracién: Dado R> 0, tcnemos que; jw|
de puntos we'8. Si [z] < R, entong

(pues w ;é 0)

Por el teorema 2.2 1a serie Z%i@ foj=s converge, por lo tanto ngg {m_ _wl?_} converge
absolutamente para = ¢ S.
Asi, Zwes {(l_w), &5t converge uniformemente en |z| < R si omitimos algunocs de los

termmos 1mclales (a saber sumandos con |w| < 2R ).

DEFINICION 2.5 Para z € C - S defintmos la funcidn p(z) de Weierstrass por:

‘”(""i*z {(:—lw) -}

PROPOSICION 2.6 La funcidn p(z) es eliptica con periodos primitives w,ws, polos
dobles en los puntos we S y tiene lus siguientes propiedades:

19



(i) La pa.r,t(:”];ﬂr‘m & .’;.., ; s ) (n:= 0 es ¢ ;
(1) i~ (=) T
(1) ;J(:): 3(

;ndz;’d\al,re’ded’dr de S
principal ‘de j(z)

en z =0.

(it)

(iii)

wES

w#0 B
_1 N SN S O
‘z2+m{<z—(—w»2 | =+

w0

ya que el conjunto {—w|w € S, w # 0} es ¢l mismo que {we Slw # 0}.

(iv) Derivando en (iii) obtenemos: p'(—z) = —p'(z).

Por el corolario 2.2 ¢'(2) = =2 F,¢s pogys converge absolutamente para = ¢ §'y dado
que {w— wi|w € S} es el mismo conjunto que S, se tiene p'(z + w;) = p'(z). Similarmente
P'(z + wy) = p'(2), por lo tanto p'(2) es eliptica. Integrando tenemos: p(z + wy) = p(z)+c.

Para r = -%, obtenemos: p(%) = p(-%) +c, y por (iii) ¢ = 0, de donde p(z + w1) = p(z).
Igualmente p(z +wy) = p(z) ¥ p(z) es eliptica con periodos (wy,ws) ¥ Imr > 0 para r = .

20



TEOREMA 2.7 g(:) satisface lo ccuacion: diferencial:

‘donde g,'= 002
Demostraciin nverge avbsolutav'y uni-
formemente. &-Taylor alrededor de

z=0 obteﬁe}

: Oi,gzsté déda poI; . :

por consiguiente .-

por tanto . : e .
p'(z) = e 2+ 2b,z + 4by: +ee)?
2704~ Bhy2t = 16yt )
=%;%¥16b2~24b3z +-
luego
P (z) ~4p°(2) = -—ﬂ - 28b2 +22P(2) = —— — g3+ 22P(2)

(con P(z) un polinomio en :) tiene un polo de orden dos en z = 0, de donde
G(z) = p'%(2) = 16°(2) + g2p(2z) + g

(que claramente es eliptica) es analitica en 0 y por tanto en todos los puntos de la latiz

de periodos. Pero G(z) no tiene polos y es analitica en P, por lo tanto G(z) =c.

21



Adcis, como’ ' o R
Al . }
(z)fuz L {(z_w)_‘ ,,}4 £P()

SwWgS.

P

'cs tal quL G(O) = Cl cntonccs p”( )— 4,»’( )+g,p( )+_q1 =0,

TEOREMA 2.8 Sco P un paralclogramo de periodos asociado con ¢(z). Sean ax,by con
kL€ {1,2,---,h), 2h nidmeros complejos en P tales que ap # be. SE k. o~ 0 b= w es
un periédo de p(z), entonces eviste una funcidn eliptica que ticne en P justamente las
als como ceros y los bys como polos: y cualesquicra dos de ialcx funcwnm difieren sélo
por un factor constanle no cero. :

Demostracidn: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el paralelogramo es
P={z]z=zuy +yuw. 0 2,y < 1} T :

Si Ey(z) ¥ Ea(z) son dos funciones elipticas con los ceros y polos preescrltoq en P, entonces
%H es una funcién eliptica de orden 0 (ya que no tiene po]os), por tanto E;{-J =c#0.
Ahora demostraremos que existe E(z) del tipo requerido.

Si h =0, definimos E(:) = 1. El caso h = 1 no se puede dar, ya que a; — b, no puede ser
un periédo si a;,6, € P. Asi, sea h > 2.

Caso (i} Si b; = 0, Vi € {1,---,k}, tenemos que ¥ ;a; = w es un periédo. Definimos vVr ¢ N
las siguientes funciones elipticas:

Poe(2) = @7 (2), Pi2) = 1, Para(2) = ' (2)p" (2).

La funcién P,(z) para n > 2 tiene en P un polo en z = 0 de orden n (ya que gp(z) ticne en
z =0 un polo doble y p'(z) un polo de orden 3). Pi(z) no tiene polos.

Sean o,,03, -+, a, los nimeros distintos entre si en {axlk € {1,---,4}} ¥ sea n, el nGmero
de veces que se repite a; en él; asi ny+no+ - +ng = h.

Definimos E(z) = ¢1Py(2)+caPa(z)+ - - -+cnPu(2) para algunas constantes ¢y, -+, cn, las cuales
se eligiran de forma que las ecuaciones E(®)(a;) =0 con £€ {1,---,¢}, k € {0,---,n,— 1) sean
satisfechas. -
Con estas condiciones obtenemos n; + nz+ -+ n, = h ecuaciones lineales homogéneas en ‘
las indeterminadas ¢;,- -+, e5.

Para obtener una solucidn distinta de la trivial omitimos la ltima ecuacidn:
E(s=1f5 .} = 0 que corresponde al cero az. Este sistema consta de h ~1 ecuaciones
en h incégnitas, por lo tanto tiene una solucién no trivial ey, -, en.

Estas ¢'s satisfacen que o, es cero de multiplicidad n,, V£ € {1,--.,9— 1} ¥ a, es cero de
multiplicidad n,_;. Para ver que con estas ¢'s también o, es un cero de multiplicidad
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" uot(mos que I‘( ) = rll’,( )+ c-.l
Pulz), s I‘,,(. t)cncn'polos dc dlfcxcnt
puni 0) V. tu.nc Vi
ordcn alom

Para el caso a, = --- = a; = 0, reemplazamos las ‘a,
o ., . R
construir E{z) y la funcidn requerida serd Ok

Cuso (ii) Supondremos que no todas las a}s'ni‘tod;

que Y, ai — F_, b = w se tiene: Z,_oa. - Zk o bk = w .y por tanto S obr = Tioai - w
es un periddo. R R
Sim delos h+1 ntimeros ap, a;,-+-,an son cero y n de los h+1 ntmeros bo;b1,- -+, by son cero,
entonces m,n < h+ 1. Si quitamos aquellas a,s que son cero seguimos teniendo que la
suma de las h+1—~m restantes a}s es un periddo. Construyamos E\(z) = ¢, Pi{z) +c2Pa(2) +
v+ ¢y Pu(z) como en el caso (i) con constantes ¢),ez,---,cp CON 6, £0, p=h+1~m>1Yy
ceros en P en a; # 0y un polo en : =0 de orden p.
Igualmente construyamos Fa(z) = dyPi(2)+daPy(z)+- - -+d, P,(z) con constantes d,,da, -+, d,
cond,#0,v=h+1—n>1,cerosen P en b #0y un polo en z = 0 de orden v.
Sea E(z2) = #(‘} Si ap # 0, entonces dado que ap = by, éste es un coro comun de Ey(z) y
Ey(z). Si ap = 0 no estamos afiadiendo nada. Para a; # 0 (k > 0}, estos son ceros de £ (z).
Similarmente los b; # 0 (¢ > 0) son ceros de Ey(z) y por tanto
Ey(z) _ z7HN(z)
Fl2)= —4& = ————~
O=56) = =he
- R (2)
f2(2)
- zm—njl(:)
fa(3)
Si m>n, z: =0 es cero de orden m —n de £(z).
Sim<n,z=0ecs polo de orden n—m de E(z).
Si m =n, : = 0 no es polo ni cero de E(z). As{ £(z) es la funcién buscada.
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El siguic: nte teorema 110s dlCL como. sou to(l.\b Ins funciones clipticas en-términos-de la ..

funcién p( ) ¥ su. dCll\ddd

TEOREMA ,2.‘9 1 T(;f:zq‘?f‘

con S(p(")) y T(p( ) funcwnc m ’antes Inve'rsa-~

mente toda czprcszon dc la fo

Dcmostraczan: Sea h elorden\'de
Si h =0, entonces E(z)= ¢, asf tomamos s e
Si'h > 0, sean a;,as,-,ax los c‘er‘c:)s‘;)r; ‘“cn .P."-Entonces
S lai-Yh bi=wcsun periédb (pvo'rj_ et -

Como en el teorema 2.8 construyamo

By() = a1 Ao

tales que E(z) = cE*-E—) .

Si tomamos E,(z) = ck(z), entonces E(z) = E-J;(f}

Pero Ey(z) = A(p(2)) + ¢/(2)Blo(e)), Ealz) = C(ﬁ(Z)) + @' (2)2(p(2)), con A(p(=)), B(p(s)),

C(p(2)), D(p(z)) polinomios en p(z) con coeﬁcxentes constantes dada la definicién de Pu(z)

en el teorema 2.8.

Sea Eo(z) = C(p(z)) — ¢'(2)D(p(z)) la cual no puede anularse idénticamente en z, ya que
C(p(z)) es una funcwn parde z ¥ p’(z)D(p( )) es'una funcién impar de .

Asi tenemos:
Eo(2)E1(z) = Cle(=))Alp(=)) + #'(z)Cle(z))B(1(z)) — D(w(z))A(p(=))) — () D{w(z)) B{s(=))

= C(P(Z))A(P(Z))+P'(Z)(C(P(Z))B(P(:))—D(P(Z))A(ﬂ.(-")))+(—4P(Z)3+92P(2)+93)(D($(1))B(P(2)))
{por el teorema 2.7} por tanto Ey(z)E\(z) = Ai{p(z)) + p'(2)B1(p(z)) con A,(p(z)), Br(p(z))
polinomios en g(z).
De igual forma
Eo(z)Ea(z) = C*(p(z)) — () DP ()
= C*(p(z)) = (49(2)° = g2(2) — g2) D ((2)) = Ci(p(2))
polinomio en p(z) no idénticamente cero,

Haciendo S(p(=)) = $1EE), 1(p(2)) = Sl tenemos: E(z) = 22 = S(p(2) + p ()T ((2))-
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Parn-ver Ia lllll(,]ddd c;np(mgdmos qm, tdmblen L( J = S‘(p( ))+p( )7 (p( )), _51 doﬁmmos
qn( V= L)(v( ))— 5°(ols )) ¥ »( ) :

PROPOSICION 2.10 La serie ):, Sur . : coh"'b’ér"q "unifé'r:hémfénié en
|zl<12,para.R>0ﬁ]o ; 3 i Sl

y dado que Tues [w|~? converge, se.tiene el .resultado.’ .
ves Rt ago

De la proposicién 2.10 se sigue que la serie

1 1 1 z
T Z{z—w+5+w?}
weS
wHe

converge absolutamente para z ¢ S. Y para R > 0 finito converge uniformemente en
|z| € R, después de omitir un cierto nimero de términos iniciales.

DEFINICION 2.11 Definimos ¥2 € C— S:
1 1 1,z
“”—;ﬂ%{:;*;*m}
w#0
con Im¥32 > 0.

OBSERVACION: ¢(z) es analitica excepto en = = w, donde tiene un polo simple con
residuo 1 y por tanto ¢(z) no es eliptica. También observemos que ¢(-z) = —((z).
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wy

(% ;‘pra,.m‘ie‘-{l,i?,S}. ‘

Para : = —% tenemos: -

de donde m = ¢ (%),

Anélogamente se tiene:

Como ‘ : R
¢(z+ wa) = CEHw+ wz)_ s

=¢(2) +2(m+ 72)
=) +2(¢ (%) +<(3))

=¢ (— (#)) +2(m + 72)
=_¢ (E‘L'.;_wg) +2m3  (haciendo nz = m + 12)

entonces

C(W: -;-wz) = 3.
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TEOREMA 2.13 (Lege drr-) : ' : Y rlr' pc‘_r‘i,m’,-n\s b{i‘.nic'qsb (l_(; 57(;)—c;pn
Im¥2 >0, entonces 5 S R :

con 1y Y n, como-en el teore

Demostracién: Tomemos un paralelogran
de forma que el origen”(es

/ C(z) dz = / C(z + wz) dz
i _/ ((z)dz+2r]2/ dz
~/ C(;)dz+2ng/ # g;'

=/ ((z) d;_—{- 27)2(—-11)1)
por lo tanto L ' ‘
) / ((z)d'}.‘-i-"/ ¢(z)dz = —2nw;.
SJAB s QD i e T T
En forma similar :
/ ((z)d:+/ ((z)dz = 2w,
BC na
de donde

27i = §(2)dz = —2nwy + 2n1wy
ABCDA

¥y por tanto #i = nw, — fow,.

27



DEFINICION 2.14 Dcfinimos p(rﬁf: €eC:

La cual es una funcién entera de o:tanto o(z) no.es eliptica;

Observemos que o(—z) =‘_-(‘—o'(.z)’l

TEOREMA 2.15 Se ticnen lu;

(5
co(z)s

.di (Loga(z) + 27r1n) (con n

=z

De ¢(z +w1) = ¢(z) + 21, obtenemos al integrar:
Log(o(z + w;)) = Loga(z) + 2mz ey .

de donde

0(: +wl) - 6(:)(:2»7.: el = ¢e2M? U(Z)

haciendo : = — %, obtenemos:

() =eemo(2)

por lo tanto ¢ = —eM?1 y gz +wy) = — ez (%) a(z).

En forma similar se obtiene o(z + wg) = — e+ %) o(2} y o(z + ‘lU:;) = —e”“(‘*") a(z)
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a que o € fapbill Sk < n)
ri,-’tent;mos': o(bn = bp = w) =

zm(z n.+—J~)+ +2rn(:—a..+-—L),(z_a]) ,(z_'a")' ;
( In e'-"“(‘ bt G (b —wt ) o(z <by) Sa(z=by —w) "

zm(nz-n1—¢u—n..+n-l- a,(

—@)-co(z—an)
@M (ne=by=-=ba—wtn5t) a(z—b1).--o(z ~by—w);

Ilf

__enlnrmnsemantn®) o _a)) . o(z — a,)
em(na—a;—-—anind) a(z—b) --o(z—bp—w):
= ¢(2).

w(2)

De igual forma ¢(z + wz) = p(z). Asf, i es una funcién doblemente periddica sin polos
¥y ceros, por tanto é%% = ¢ constante. '

v bis satisfacen (I), entonces o(z + w1) = p(z + ws) = ga(é) ¥y por

Inversamente, si las a}s
tanto ¢(z) es eliptica.
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CAPITULO 3. LAS FUNCIONES THETA:

En efre dapitule definiremos Ja funcion theta de Weicrtrass en forina de una serie infinita '
junto con otras tres funciones theta muy similares. En ¢l teorema 3.6 veremos la relacion
quc guarda con la funcion sigma del capitule 2. Finalmente la formula que nos permitira
demostrar la Ley de Reciprocidad Cuadratica en el préximo capitulo serd la féormula
de transformacién del teorema 3.8 para la funcién 6;. La primera de las funciones tipo
theta que aparecié en andlisis fue la funcidn particién TI0L,(1 — #2)~! de Euler. En
si, las funciones theta aparccieron en la “Teoria Analitica del Calor”de J.Fouricr, y el
estudio de éstas funciones fue desarrollada a partir de la teoria de las funcioncs elipticas
por Jacobi en sus “Fundamenta Nova”, obteniendo por métodos puramente algebraicos
muchos de los resultados de este capitulo, descubriendo también las expresiones en forma
de productos para las funciones theta. El mismo Jacobi fue quien obtuve la férmula
de transformacién a partir de la teoria de las funciones elipticas. La primera prueba
directa de esta férmula por medio de integrales de contorno se debe a G.Landsberg.

DEFINICION 3.1 Sea ve C, ¢ =c"" con ImT > 0 Dcﬁnzmos la funcidn ¢ como:

o, r)—-'Z( 1)" "+*) cw"mm.

n=<00.

PROPOSICION 3.2 Le funcidn 8(v,r) converge ebsoluta y uniformemente en cual-
quier subconjunto compacte del u-plane y enionces representa una funcidn entera de v
para T fija.

Demostracidn: Dado que |¢| = c=™/™" < 1 (ya que Imr > 0), entonces

|q(n+§-)2 edi(2n+1)my I < lql‘}(2n+1)’ el(Zn+1)mv|

por tanto si consideramos r fija, tenemos que_en un subconjunto compacto del v-plano:
el*vl < Af y por el criterio de la raiz limn—e 3/ lgl3" M" = M lima_o. [9]3" — 0 (pues |g] < 1),
luego o(v, 7) es absolutamente convergente.

TEOREMA 3.3 Sc tienen las propiedades:

30



(1)

v, )::'Z( 1"q("+‘)’ ‘v?i'(<'1'?f~')f'-')?"

()

(i)
“(iv) Los Pu”t‘” |

Demostracidn:

8(u;T)

(i)

(1)
(iii)

o+mm) =1 3 (1)) gntiiosn)

R=—o0

oG
= Z (~1)ng{n+3)? glznt1ymiv g(@n+1)

n=—oco0

-

f: (__])m—lq(m—'})z-}(Zm—]) e{2m-1)riv

m==o00

1 13? 2 i i
i Z (—])(—l)mq(m+ 1) ¢! e(2m+1niv o —2miu
m=—oo

= —q_1 e 2miv (v, 7‘) (2)

-~

1]

(iv) 8i my,m, € Z, entonces;:

0my 4 ma7,7) = (~1)™ag~ms =2marims g, oy por (2)

= (=1)MagTma eI 1)™g(0, 1) =0 por (1).
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Para ver que {m 4 mzr) son ]os umu)s cvms '«(“l AI}( b, c] pm.\lclogmmo en o] u-pldn(r

Derivando #(v + 7, 7) ‘con respec

por'tax'i.t.o ‘

y. como.de (ii) se tiene:.

entonces

gy
B(o,r). 200 0y = 2mi

L)%

por consiguiente )
1 S8 (v, 1)

por tanto #(v,7) sélo tiene un cero en ABCD y como sdlo existe un nimero de la forma
m1 + mar dentro de ABCD y tal punto es un cero de d(v, ), se sigue el resultado.

DEFINICION 3.4 Sca g=¢"7, Imr >0 y veC, definimos:

o0
Do) = 37 e danime,

n=-oo

02(1),1')= E ( ln n? e2n:ru/

n=-o00
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n==co

’ (u-f- + ‘,-r) q4 e’""(-—z _(7 ,) Z q Zﬂﬂl£v+;)+xlu

_( 1) Z q(n+‘) e(2n+l)mu nri -

n=—00

l) Z q(n+1) e(2n+])xw( l)n

=f(v, 7).

(i)

n?+d e2v|1n'(u+-§-)+1r|'u

gl

O3 (U+£,‘r)q%e""”= q

n

[
1

o

= Z ?l(n+§)=c(2n+l)su'u

n=-o0o0

=6 (v,7).

(iii)
[} U+l 7] = EN: qn?e'.’nm'(u-f%)
3 7 =

n=

— Z qn’c2nm’u(_])n
n=—od

= fz(v, 7).

=00
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9).un parde pieriodos ;brimiiz"vos
de p(z) y r= 12, .

wy

Demostracién: Sca

(por. el eo'r‘ema"3.3)f

y, ] B
or el teorema 3 3)
==t }rlz 2“"'..0
= _'e‘—n—l—".’m;!l— Sa( )
Haciendo

w

¥(z) = p(z)en o

tenemos que (z) es impar (ya que 0 lo es) y entera como funcién de =, con los mismos
ceros que (z).

Ahora
(4wg)? wy
1 ) = oz e L.
Pz 4+ wn) = @(z 4 wi) € 0 700.7)

2 2
—mi 22 ik ()cm(;ﬂ‘:aﬂﬂ w)

ST o
2 . ; Bw »3
= ot s oS e .

Pero por el teorema 2.13:

Mmwz — 2wy = w1,
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centonces

' po1 ta.nto (*) queda

De manera similar-— -

Pero también

por tanto - :

W) )

Tre(Ekwa) - o(2)
y como ¥(z) ¥ () tienen los mismos ceros y del mismo orden, entonces g =c.

Dado que ¢ y ¢ son impares, alrededor de z = 0 tenemos:

$(z) _ $(0) + ¢/(0)z + LR 4

a(z) ~ s+ azd+ -
Pero
¥(0) = 9(0) s = 00, 7) gl =
Y
P(2) = 0—'(%-3 (t,p(z) R +p(z ) e’“wn)
entonces

YO = 5o (PO + o032
w , 1Y
=5t (705 -

Y(z) _ z4+ba+ o 14bgr? 4o
o(z) ~ z+azz¥+ .. l4agz?4.

por lo tanto

2
de donde fJ(%} =1y entonces c = 1. Luego ¢(z) = o(z), es decir o(z) =0 (WLI,T) T,,(iol;je’“fu‘f.
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DEFINICION 3.7 Defintmos: =

donde r = 2, yipr > o

donde

H05(v, )= Z eTin?r+2riny

n=-od
Y /T =++1para r=1i.
De aqui:

\/§03(u,-r) == g, (’:,—é) .

Demostracidn:. Sea r fijo con Imr >0y ¢ = e~ "™ entonces para |vl < p < oo se tiene:
lexl"r(n-{-u)’ | < qm’M|n1M,

para M y M' constantes. Pero como ¢' < 1, entonces por el criterio de la raiz se tiene
la convergencia uniforme de F(v) = 2% _ _er7(n+v)* en todo subconjunto compacto del

v-plano con r fijo.
Ademas F(v) es periddica de periédo 1, ya que:
o0 o
F'(u+ 1) = z emit((n+1)+v)? Z crri-r(m-ﬂ;): _ F(v).
n=-o0 m=—oa .
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anmo cmmdm omm quu veRyr= n/ con ¥ Am, dl‘«l ld f\mcmn do \'m' abl(' l(‘d]

F(v) con pcnodo 1 su :cuc d(‘ Fourier (,qi.\ cla(ln 1)01:7,

donde. - L
) Ll .
ar = Z cmr(n+u)
0 n=—0oc B
[ e
a
= / exifu’-?j{iku ’dv K <
-0 - i
ety
- /‘” arin(v2 E) win(B)7 4o
-0 : -
e—-m'l",Z /m cwir(u;-e-)’, dv.'
o .
Sea
F(v-9)
§= ~l{v—~—
i T
ik
= /yv+ —
VIt g
de donde
ds = /ydv
y entonces
_xik2 -k,
oy = ey T eviT e gy -
Vi ~oot L
e—’".k?' m+_\l}17 2
= ds

o
v ~ood i

donde la integracién es a lo largo de una linea paralela al eje real en el s-plano complejo.

k
&

-r -0 . r
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Por ¢l teoremade la integral de . Cauchy: tencinos que

y como

Por tanto: .

liego. -
y asiy I .
F(U) =k-_l__ Z efri‘3;+2xiku
- Y pileo
e .
g f - —#i%=42miky
- ;5
k=—00 i
= ‘/203 (u,—;l) .
. . T T
de donde

= i . 1
\/? _Z emiT(ntv) — g (u,—;) (*)

para todo ve R v 7 = iy fijo, con ye R*.

Ahora, dado que ambos miembros de (*) son funciones analiticas de v para.r fijo, se
sigue por continuacién analitica que:

T mir(ntuv)? !
- 2 e =03 (v,—= vve C.
i & T

También (*) vista como funcién de r para v fija, se cumple para + =iy con y > 0, ¥
nuevamente por continuacién analitica (*) se cumple para todo r € C, con Im7 > 0.

Asi, la primera parte del teorema queda probada.
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Ahora, si (nummos =1 cn lugm dc ry: dado quc lm(—-) > [) 1.1 pumcl 2y pdl lc del Lcorund .
nos dice que: L : :

por tanto

Viswn =2 (21).
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CAPITULO 4. LEY DE RECIPROCIDAD,CUADR'.A,TICA

afio despucs G'mss la enuncia en'la 51gu1cntc fcuma
;cuadrat:co de otro primo g de acuerdo con gue (= 1)i ite=
no.de p” Mas tarde da 6 prucb'\s totalmente chferentes, la m'\chort

a de lgspual(,s (.s'
su quinta prueba que sc basa en el llamado “Lerna dc Gauss R

En mayo de 1801 Gauss registra en su dmmo las formulaq que ‘ahor rcprescntamos

como:
B L n-1

t=0

y las designa con el nombre de sumas de Gdués' Con la ayida’
sumacién Gauss deriva en sus “D)squlsltlones Arxthmetxcae”la Ley de Rec1pr0c1dad
Cuadrdtica.

El arreglo de la demostracidn del teorema 4.1 es debido a C.L;Siegel junto con el truco
de usar casos limites en la féormula del teorema 3.8,

Kronecker recoge el principio comun de las pruebas de Dirichlet y Cauchy, y usando
integracién compleja obtiene una férmula de reciprocidad para sumas de Gauss a partir
de la cual puede ser deducida la Ley de Reciprocidad Cuadratica.

La férmula de reciprocidad para sumas generalizadas puede ser probada sin el uso de
la férmula de transformacién de las funciones theta por medio del teorema del residuo
de Cauchy como lo hicieron Kronecker y Landsberg.

TEOREMA 4.1 (Cauchy-Kronecker).

Sean a,be Zt y ve Q tales que ab+2av =0 (mod 2). Enionces se ticne:

o

a
%zcm‘%(hh;)’:%Ze—xifh=+zﬁhu, donde p=c%.

h=1 e h=1

Demostracién: Para : € C con Imz>0y ve C el teorema 3.8 nos dice:

S~ griztntu)? \/T 3 a2
Tiz(ndv)® _ L —#T -4 2miny
2 © ;2 - &)

n=—oco n=-co
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Por el algoritmo de la divisién'te
Dado que: i

% {(h +mb -+ l‘))2

entonces

&)

{2mb(h + v) + (mb)?)

| = 2amh + 2amv + abm?

‘= m2av'+'mabm  (mod 2)

= m2av + (m — 1)abm + mab (mod 2)
=m(2av + ab) + m(m — 1)ab  (mod 2)

=0 (mod 2) (por hipdtesis).

eXif(mbthtv)® . (h+v)?

¥ (2) queda:

E : cﬁ‘;(n-}u)’-n(n-{»v.\’ =

R=-o0

b 0

E Z eriE(h4mbty Y —re(htmbtu)?

o0
_ 5 i 8 (Agu) =we(hembiv)?
=2 ) et

b oo
- Z e (htu)? Z e-"b’(m+'4,,ﬂ)’)
h=1 ( m=-—co

Ahora usando el teorema 3.8 en T%__ .

~mebi(m hEr)? .
et (m+23) para wdh en lugar de v y ish? en

lugar de = (lo cual es vilido ya que I'm(ieb?) > 0), obtenemos:

=
Z e-m:lb’(m-{-L:'—")7

m=-oo

1

[ 3 = Z —nl—“—;i—'.!mn(m)
ic

n=e—o0

-,r-n—+2mn(u+h)

€

IIMB

L
v



Adcemas se tiene ques:

- A
g S senTrat

por tanto

Asf, para z =2 4ic, cona,beZt, e>0yveQ tal que ab 3+ 2

o
Z cﬂ‘z(n-lju)’ ~

n=oo

Por otra parte como

entonces para el lado derecho de (1) tenemos:

oo 9 o
Z =Mt t2winw _ Z e
n=—o0

oo

n

n=-oo

S : =
1 xiR(h4u)?
—bﬁfgc. Bl

) (pox(*))

o0 T e
—xin Iriny— n
= E e R 1l



Por c] dlgontmo de ln dl\']blOI] tcucmos que 1= mn ;h,g‘.on,l,_s,h‘s' aymed.

Dado quc

—:ﬁk(ri;‘-i»:rna ] b: { : . nav. 0 /v.

por lo tanto (3) queda:

A=l m==00

L kiad -1n'(h+mn)7§+21rl'(h+mn)u—-(—‘)‘—(h-i-mu)’ Sl
PRI ey S &
a

Z -rlh’*+21rihu °° ;
5 3

. . e " - el P L > N -
Si nuevamente usamos el teorema. 3.8 con £ en lugarde vy T:i-_-l_‘t_: en lugar,’dv 2 (locual :

ib2e

as valido ya que 1m(x+.h;) = Il+="rl’

> 0), obtenemos:

hisd — ot? I ©0 - 148, %
SR L s (ﬁ“)“""( )
m==o +|E: A== 00

L ik
1+1 a€ }: e ﬂ-ﬂ—_u?—ﬁn’%b—:+21rin£‘

bzz
,/1+1 E = -
- Z c-—fj——xt“‘v}-ln“n } (5)
n=—oco

Pero

= =22 L pind ik
§ : e—ﬂ;+m“+')n_n_l

n=—oo

k) 2 ‘n? ih
= 5 : c—-t-“-b,‘ +rilde42wiln

A
™
®)

s

=22c""2(con c=& > 0)
o0

E :c—cn
n=1

e—C
1—e-¢

IA

il
I

— 0, cuandoc— oo
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por tanto

(6)
También tc_nvt_emosfq{lv
(x+)
asi de (**) y de (3)-(6) obtenemos péraféfiadqrderec}‘lb_ e (1):
i \/T - ’ S ~':] a ; _“‘ 2 h o
2 e FiE=+2minu. i i "+ 2wiho Y B
22 (e ) ( @)
Finalmente de (1), (A} y:(B) obtenemos:
__I_Zb:cxigdw)’ - Lic_ﬁﬂ"wﬁ ar
h=1 h=1 : ; A
cuando € — 0 y por tanto cuando z — 4. Es decir’: R
L] a 7 '7 3 .
Zem‘g(hw)’ -~ (Ze—ﬁfh’wnihu) (\/jezg)
h=1 h=1 a
cuando ¢ — 0%; pero aqui no interviene ¢, de donde se tiene:
1] = a
1 mig(htu)? _ &° —7i LATaniky
— e = e~ .
2> >
]

COROLARIO 4.2 Si a,b e Z* se tiene:

pl—ab

b
1 (L7 i

§ :cm,h +xiah _
b= va

a
§ :e—mfh’-"’bh‘

h=1

S

con p=rc7,

Demostracién: Tomando v = £ en el teorema 4.1 y dado que ab+2av = ab+ab=0 (mod 2),
tenemos:

1 RiE(htE)? _ O N ommibhi42nind
— N et (ht3) = _.Ze : §
v v

h=1

14



¢s decir™ -

o

21 Z it (h’;).uﬂ‘ﬂ %

T BN ] O]
_‘/Zn=v17"'

por tanto )

b

Z m"h’-}dnah

o
3
-k

%

Por tanto

DEFINICION 4.3 Seaﬁ rﬁ.n € cho"n nE0. Deﬁnimos:
Sy
G'(rn n) = z ﬂﬁlh’-f-ximh

h=1

llamada suma generalizada de Gauss.

Con csta definicién el corolario 4.2 se reescribe como:

COROLARIO 4.4 Para a,b € Z* sc tiene:

L G-t a)pt 2.

! Glab) = 7

v
Ahora pasaremos a algunas definiciones y teoremas de la Teoria de Ntimeros cldsica.

DEFINICION 4.5 Sea p un primo impar y a € Z tal que (a,p) = 1. Si eziste € 2
tal que 2 =a (mod p), llamamos a a un residue cuadrdtico mddulo p y escribimos Rp.
S§i no eziste una tal z, entonces dectmos que o no es residuo cuadrdiico mddule p y
escribimos o Np.

DEFINICION 4.6 Definimos el simbolo de Legendre (%) como sigue:
1 SimR
(E> = { -1 & ,,,Nﬁ
p 0 st plm
donde p es primo impar y me Z.
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OBQFRVACION chu]td uml'sal)vl cu.mtos do 105 Llcmcntos dc {1 2 *,p = 1} son resi-

duos r-uadmtlcoq Obscxwmoq quc silgrgi(p=l)ise twn qu(' » e ]) <p=r<<p=-1

orre los valoreq
Ty ( (r- 1))

\d que si r? = s?

¥ comn ==t (mod p), mnonccs ciande s
1,2, p— 1 sc ticne que a recorre’ cxactamcntc los
7Ademass:1<rs_,,(p—-l) conr;é 1

. (mod p), entonces r + s = 0 (mod p) é T

que _'0( )—0

Es claro que si my =m; (mod p), entonce

PROPOSICION 4.7 (Ln_qmnge
Entonces la congrucncm

ﬂoJJ +u,x" b + +a..
tiene a lo mds n aoluczoncs

Demostracién: Al hablar de soluciones de la congruencia nos referimos a las distintas
clases residuales cuyos elementos satisfacen la congruencia.

Si n =1, entonces agr+a; =0 (mod p), tiene sdlo una solucién ya que (aq, p} = 1.

Ahora, supongamos que la proposicién es cierta para congruencias de grado n — 1 con
y Sup P

n > 1. Tenemos que la proposicién es verdad para = si la congruencia no posee soluciones,
pero si ésta poseé una solucién, digamos » ==z, (med p), entonces

14+ -4a,=0 (med p)

agr} + ayz]
y restzind(;la a la congruencia
agz” + a4 ta, =0 {mod p)
obtenemos: V
a(z" —z7)+ay(z” " — 2]+ - Gz — 21) EVO (mod p)
por tanto

(z~z1) {ap(z" " +z" 2y + oo k2 N b (2" 2 2 B o 27T @am )
:(:—rl)(aoz“'l+bla:""2+-v-+b,,_1)20 (mod p) (€3]

donde las s dependen de z; y de las afs.
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Hay: que observarque & es solucidn de Ia congrue ‘original de grado w si, v #dlo si, z

la cual por ser una congruencxa dc grado n —1 tlene, por hlpote51s de induccién, a lo
mis n — 1 soluciones y por tanto la congrucncxa orlgmal de grado n tiene a lo mads n

soluciones.

TEOREMA 4.8 (Euler). Sea p un primo impar y a€ Z tal que (a,p)=1. Se tiene:

aRp 8%, y 86lo si, adP-D=1 (mod p) )

Demosiracidn: Supongamos que ,Rp, entonces existe z € Z tal que z* = a  (mod p).
Ahora, como p es impar, se tiene que $(p— 1) es entero y por tanto:

22(3(r-1) = 436-D  (mod p)

de donde

1 = aﬂ(”") (mod p).
Dado que (z,p) = 1 (ya que (a,p) = 1), por el Teorema de Fermat tenemos:

-1

Pt =1 (mod p)

por lo tanto

a¥P=1Y =1 (mod p).
En el otro sentido, supongamos que a3~V =1 (mod p).
Observemos qae la congruencia z3~1) =1 (mod p) tiene a lo mds i(p — 1) soluciones
por la proposicién 4.7; pero también sabemos que cada uno de los 3(p — 1) residuos
cuadriticos médulo p satisfacen esta congruencia (lo cual se observé en la primera parte
de la demostracién), de donde no hay mads soluciones que los residuos cuadriticos y por
consiguiente  R,.
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TEOREMA 4.9 Sip.es un primo i7r)jm.r, entonces.

a‘%i.’r—n’;(ﬁ')ﬁ :
e - l’f .

- (r:lbd )

de don_d(;

es decir,

Pero del teorema 4.8 tenemos que: :
a#P=1)'= 1. (mod p)

si, y sSlo si, 4R, es decir

adle-1) = (g) {mod p),

ya que (;‘;) =1
Si ,N,, entonces se debe satisfacer que:

atlr-V= )= (2) (mod p).
P
Asi, en ambos casos para (a,p) = 1 se tiene;
PE (E) .mod p}).
n
Finalmente si (a,p) = p, entonces

a3 N=0= (%) (mod p).
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De¢'lo antérior tenemas que:si a;b € Z, entonces

[EERORTSES

¥ p es un-primo mayor que 2; se debe tener que:

BE-G)

TEOREMA 4.10 Ley de Reciprocidad Cuadrdiica (Gauss).

Sean p,q¢ primos tmpaves, p # g, entonces

(5) (%) = (~1)¥P=130-1),

ESTA TESIS WO DEBE
SALIR BE LA BIBLIOTECA

Demostracién: Evaluemos la correspondiente suma de Gauss para los primos py ¢

k4 - .
Glp,q) = D em i Hmirh

-
I
[P

= Ze«i5h7+xiph+c1x;pq
h=1

-1
=14 Ze’"’f"’”"’"’ (yaque *=h (mod 2))

h=1

q-1
= mihT2(14g)
- 1+ze H2(1+g) |
h=1

19



Sean Ay tales que 1o oy ",‘,' yocorre 1os no
résiduos cuadriticos n el . e

Observemos: qué.si.h?.

‘.'q"eé, par)

pero (g - h)?: luggoiﬁntonccs cuando & recorre ¢l
conjunto {1;2,.%

veces, de donde .

Pero - e

g1

Z oTihE(140) R (+)
, ‘ - k=07 R

v como ¢ + 1 es.par, éntan_:gs (40, es lérix;ésrima.pdrténcira ‘de una ¢-ésima rafz de la
unidad, digamos £ # 1 (ya que ¢ # p), por-lo que (*) queda:

-1

7=l
; 1= ¢
wihE(14+g) _ hi_ -
M P

h=0

de donde para todo primo impar ¢ y p € Z tal que (p,g) =1 se tiene:

G(p,q) = Zem‘f\ﬁ(wq) _ Zewiufclw) 1)
A

#

Caso (i) Sea ;. Dado que (p,¢) =1 el teorema 4.8 nos dice que cuando A recorre el
conjunto de residuos cuadriticos médulo ¢ lo mismo hace Ap. Similarmente ;ip recorre
los no residuos cuadriticos cuando i lo hace y por tanto

Gp.q) = Zc’""\g(“"’) - Zeﬁus(lw)
A I

- Zemz(wq) — Zem‘ut(lﬂ)
by ”

G(l,9) (usando (1) para p=1)
(g) G(l,9) (ya que ,R,)

I

Caso (i) Sea ,N,. Como en el caso (i) por el teorema 4.8 tenemos que si A recorre los
residuos cuadriticos mddulo ¢, entonces Ap recorre los no residuos y cuando p recorre
los no residuos cuadraticos, entonces up recorre los residuos cuadréticos. Por tanto
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(tl -}05

; (:'(y;;q) = Zn"”»’,‘f
LS

et
Sy
Asf, en -amb

Por al corolario

de donde
(2

P r

Pero por el corolario 4.4 tenemos:

—-G( é,p) ( ‘q)f p":"  _~ (3)

%G(p,q) = j—l_,c(—q,p)é’f"’ e
= (%q) prpPe (por (3))

sustituyendo en (2) obtenemos:
Iid 1‘17=w (__q> l—;ll—pq
E)er= (5o

re=()(3) ()=

P gtpg-1 _ p(p- 1)(g+1)

— emid(p=1)4(e+1)

por tanto

pero

= (_1)é(ﬂ—l)~%(q+l)_
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se obtiene:

(2) (=22 -

lo cual es equivalente al enunciado que da Gauss para la Ley de Reciprocidad.

Una antigua conjetura dentro de la Teoria de los Niimeros es la Conjetura de Godbach:
“Cada entero par (> 2) es la suma de dos primos™.

El siguiente corolario establece una equivalencia entre las sumas de Gauss y la Conjetura

de Goldbach.



COROLARIO 4.11 Sea n un r'm‘{'ro paszimm ]mr (> 2), I 'r_J q pr17nos ialcs que 3<q< %
y2<pen Setiene: !

Demostracidn: Sin=p

G

Inversamente, supongamos que n'# p+ q

Luego debe ser (n—-g¢,p) = 1 (pues en ¢

entonces n — ¢ = sp, pero

v entonces |G(n—q,p)| = /7 !

OBSERVACION: La proposicién 4.7 nos asegura que el polinomio f(z) = zf+2*~'n+-.-+
zn*~14n* =0 (mod p) con k = L(p—1)~1, tiene a lo mds k soluciones. El siguiente corolario
nos da una equivalencia entre el simbolo de Legendre y la Conjetura de Goldbach.

COROLARIO 4.12 Seca » un entere positive par (> 2), p y ¢ (p# q) primos tales que
3<q9<2 y3<p<n. Se tiene:

n=p+qsi, y s60 s, (;,4) = (f) yp /U(‘I)-‘

Demosiracién: Sin=p+gq, entonices n=¢ {mod p) ¥y por tanto (?) = (,!;-)
Adema4&s como:
flo)=f(n=p)=(n-p)*+(n=p)Int . +(n—pn* 4 nb

1
sn*+nfn ol 40k = 5~ 1)ai=1)  (mod p)
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y-dado: quer
tener quiep

- primo, sc-deberfa

Inversamente;

por tanto -~ -

anip=l

es decir; p'divide

Pero

Ademds como 0 < 7

Observemos qrie si n =A% yn > 4 ara Py ¢ primos existen a,b € %
tales que ap+br=1. " .
Ahora damos una condicién éuﬁclente para’ que;unr-rt_:ruadrado par sea la suma de dos

primos.

COROLARIO 4.13 Sean n = k2 par, p y.¢ primos tales que3<gyn—k<p<n Si
p~kg=1, enlonces n=p+gq. s '

Demostracién: Sea z € Z tal que p+ z = n, entonces
F=p-1)+(c+1)=kg+ (z+1)

por tanto klz -+ 1. ‘

Pero 0 < z+1<k (yaquesiz+1>k entonces = (p—-1)+(z+1) > {p—-1)+* y por tanto
p>k*—k>p-11), por tanto debe ser z +1 = k.

Luego k2 = kq+ k=k(g+ 1)y k =g+, de donde se tiene que z=qy n=p +4.

OBSERVACION: Dado que n = &? es par, se tiene que k es par y por tanto la expresidn
p— kg es impar (ya que p y ¢ lo son). Asi tiene sentido afirmar que: p— kg = 1.
Finalmente, tenemos la contraparte de los corolarios 4.11 y 4.12 para la conjetura que

dice:
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“Cada entero par ‘(> 2) cs.la

COROLARIO 4. 14 Sc

Se tiene:
Demostracidn: Sin=p

Inversamente, supongamo
Luego debe ser (n
ntg=pl) =

Asi por (‘3) del teorem

y entonces’ |G(n +¢; )]

COROLARIO 4.15 Sea n 'un ente
¥y p=3 (mod4). Se tiene:

n=p=gq sz, Y salo .sz,

Demostracién: Sin=p-— g, entonces n= ~¢ “(mod p)ypm tanto:

(-(3)
-
_(_l)up—n( ) (por 4.9)

= (%) (yaque p=3 (mod 4)).

Ahora

=g =fn—p)=(n—p)+(n=p)*'n+t .. 4 (n - p)n*~

=rf+nftnt o antt 4t = -‘],z(p — rdle-D
¥ como p f5(p—1) y p f= (ya que p# q), entonces p ff(—q).
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g pTimoes (> 8) tales quen.g < p. -

+.9 <.2p se tendria que

mos (> 3)‘;¢,¢ie,§ quc ng<p

1+ nlz
(mod p)



Inversamente, por el teorema 4,94

(mod p)

por tanto

es decir, p-divide

Como p=13"" (mo
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