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INTRODUCCION
"En algunos espacios topolégicos es posible introducir una
multiplicacién" continua, que' los hace parecerse a los grupos to-
polégicos, estos son los H-espacios. Los cuales tienen propiedades
importantes y son tema de una extensa literatura de topologia alge-
braica.

J.F. Adams en su libro "Infinite Loop Spaces", nos menciona que
el concepto de "H-espacios" se remonta a J.P. Serre en 1951, gquien
eliqié la letra H en honor del trabajo topolégico de Hopf. También
fué Serre quien hizo la observacién que 10; espacios de lazos son
H-~espacios.

Aqui probaremos esto y el conocido resultado, gue el Grupo Funda-
mental de cualquier H-espacio es abeliano.

Este trabajo se dea:iarrolla dentro de la Topologia General si-
guiendo principalmente la exposicién del tema que hace J. Dugundji
en su libro "Topology", complementidndolo con ciértos resultados
categéricos del libro "Algebraic Topology" de Spanier.

Adoptaremos la definicién de H-espacio que da Dugundji, que es
un poco mis general que la usual, pues pide que la multiplicacién
centinua tenga unidad homotépica (H-unidad) Yy no necesariamente
u.‘n'a unidad. Es mas Spanier define los H-espacios en la categorfa de
Espacios Topol6égicos con punto base, donde el punto base debe de
ser la unidad geik"H-espacio.

Un resultado importante en’el desarrollo hecho por Dugundji es '
que todo H-espacio es H-isomorfo a un espacio con,unidad.

Ahora daremos una breve descripcién del contenido de este traba-



jo.

En las primeras cuatro secciones se dan los preeliminares de Homoto-
pia, Espacios de Funciones, Esf:acics de Trayectorias y Grupos de Ho-
motopia, que se requieren para desarrollar la tecoria de H-espacios_.

La seccién V de Grupos Topolégicos se da como antecedente de
H-espacios; proporcionando varios ejemplos y algunos resultados que
se generalizan en forma natural al caso de H-espacios.

En la seccién VI se introducen los H-espacios, y los H-grupos;
se presentan ejemplos importantes como los Espacios de Lazos.

Finalmente en la seccién VII, damos la nocién de H-homomorfismos,
prob&ndose agqui el teorema sobre la existencia de unidad para un
H—espa_cio asi como el teorema del grupo fundamental de H-espacios,

los cuales se mencionarpn anteriormente.
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I HOMOTOPIA

Definicién.~ Sean f£,9:X — ¥ dos funciones continuas, si existe

una funcién continua H : XxI — Y tal que H(x,0) = £(x) y H(x,1) =

g({x) para toda xeX, entonces se dice que f es homotépica a g, £ = g,
Y H es una homotopia de f a g, expresaremos esto usando la notacién
H: f=xg.

1.0 Proposicién.~ La relacién = es una relacién de equivalencia
en el conjunto. de funciones continuas de X en Y. La clase de homo-
topia de f es denotada por (f].

Consideremos f,g y h funciones continuas de X en Y.

La’ funcién | F : XxI — Y dada por F(x,t) = f(x) para toda t, define

es reflexiva. Si H:f « g, enton—-

Demostracién.

una homotopia de £ a £, 1uego'i =

ces H*(x,t) = H(x,1-t) define una homotopia H* de g a £, de don-

de = es simétrica.
Para probar que = es transitiva, supongamos que
H:f =g y H’:g = h,-la funcién H": X xI — Y

dada por
H(x,2t) si 0 s t =.1/2

HY(%,t) =

. ) B/ (x,2t-1) si 172 =t =1

esti bien definida pues para t-= 1/2, H"(x%,1/2) = h{x,1) = g(x)} =
H’ (%x,0) y es continua por ser, la funcién combinada de dos. funciones
continuas cuyos dominios constituyen una cubierta cerrada finita de

X x I. Ademds H"(x,0) = £(x) y H"(x,1) = h(x); ]:uego H?’:f =~ h.



1.1 Proposicién, - Sea.n'f,f': X— Yy q,g':. Y — Z; funcionesf
contihuas, si £ = £/ y g ~ g/ entonces gf = g’f’, TR e
Demostracién. Si F:f = £7 y.G:q = g’,

g(F(x,2t)) sios=sts 172

H(x,t) =
) {G(f’(x),zt—l) sit/f2=sts1

define una funcién continua H : XxI — 3, ya que H(x,l/z),,v

g(F(x,1)) = g(£7(x)) = G(f’(x),0); ademds H(x,0) = g(r(x,d):)";:
g(£(x)) y H(x,1) = G(f’(x),1) = g’(£’(x)), luego H. : gf = g'f’.m

En virtud de lo anterior se puede definir una "composicién" para

clases de homotopia [g][f] = [gf).

Definicidén.- Una funcién es pulhomotépica si es homotépica a una
funcién constante. Un espacio Y es contraible si 1, es nulh{imotépi—

ca ; i.e., si existe una homotopia de 1, a unma funcidn constante.

Notacién. sean D? = {zemz t |zfs 1} y s' = Fr p® subespacios de
R® = €.

1.2 Proposicién.- 1) Un espacio Y es contraible si y sélo si, para
cada espacio X no vacio, todas las funciones continuas de X en Y

son homotépicas.
2) Una funcién continua £ : §' —.¥'‘es nulhomots-

pica si y s6lo si existe una extensién continua F : D° — Y de f.

Demostracién. 1) Sea Y contraible. Existe k : Y — Y tal que

k(y) = yo para todo ye Y ¥ 1, = K.



fo =Y efe v kofo =k

por la proposicién 1.1 S
£1 = lef1 m Kefi = k!

para cada xeX. Por lo tanto fo s fi1.

El inverso es inmediato.

2) Supongamos H : " f =k

cada se S', -
os|z|=1/2

.{ﬁ(z/lz] ) 2—2[;[5 1/2s)z]=s1

Ya que para |z| = 1/2, H(z/|Z|,1) = ys, la funcién F estd bien

Definimos F : D —s ¥, como F(z)-=

definida y es continua. Como para ze s!, F(z) = H(z,0) = £(z). Asi

F es uha extensién continua de £ a D°.

.

Ahora si f tiene una extensién continua G : D —» ¥, definimos
J : S'xI — ¥ por J(x,t) = G((1l-t)x+tpo) con pee D> £ijo. Entonces
J(x%,0) = G(x) = £(x) y J(x,1) = G(ps), luego J es una homotopia de

£ hacia la funcidn constante X +— G(po).w

En particular, dada y:Fr 1% ¥ continua nulhomotépica, entonces

existe una extensién continua ¥:I—s ¥.

Definicién.- Una funcién continua f': X — Y es una equivalencia

homoté&pica si existe una funcién continua g:Y¥ — X tal que gf = 1,
y fg = 1y; la funcién g es una ‘inversa homotépica de £, Es claro '
gque si g es inversa homotépica a f y ¢ = g’ entpnces g’ es tam-
bién inversa homotépica de f£. También es inmediato que la composi-

cién de eguivalencias homotépicas es una equivalencia homotéSpica.



Derinicién, - Dos espacios X,Y son homotépicamente eguivalenteg o
bien, tienen el mismo tipo de homotopla y se escribe X = Y, si
existe una equivalencia homocé'pica fiX — ¥

1.3 Proposicién,- Sean £_,g, : X, — Y, Vaeay

nf‘x,nga : nxa — mzu, entonces nfa = ng, si y s6lo si faz = gy Yaeca.

Demostracién. Sea x'e de fijo y iB:xﬁ-—-——» nxa, dada por
paoiﬂ('xﬂ) = x; sia=8 y pa-iﬂ(xs) = %g sia= 8.

si ng, = ng, entonces fﬂ = pB("fa'iﬂ) S pp(ng“oiﬂ) = dp ¥ Bea.
Supongamos gue fa - V aea , sea Ha: xaxI — Ya la homotopia de
fa ag, .
con d : X — X% la funcién diagonal, del diagrama

nHa= Ha
M(xX, x I) THoe (Ha) | ny,

se sigue que H’ es continua por ser composicién de funciones
continuas.

si (x,t)e X xI entonces H’(x,t) = (H (X, t)) ., donde x = (x )},
HY(%,0) = (H (X,:0)) peq = (£ (%)) gea = (AL, (%)
y )
HY (x,1) = (Hy (X 01)) geaq = (T (%)) gea = (M9,) (%), luego H’ es

una homotopia de nfa amng, .n



.

_Bea ‘(£) =,1{f"!:x — Ya }aea la - funcién’ producto 'restringido,
donde (fa) : X —> NYa es la composicién (nfu) «d, entonces
.

(£ (%) = (£,00) -

1.4 Proposicién.~- Dos funciones continuas (fa), (ga) X — lTYu son

homotépicas si y sélo si fa’ ga:x —_— Y“ son homotépicas para todo a.

Demostracién. Supongamos gque (£,) = (g9y) procediendo como en 1.3

£g = Pgo(fy) = Pge(g,) = gy V Bea. Ahora supongamos que £, ~ g, Vaca

entonces (Hfa)ad o (qua) od.m

En particular si fi,g1 ¢ X — Y1 (1 =1,2), (f1,f2) = (g1,g2) si y

s6lo f1 «qn y f2 =« ga.

1.5 Proposicibn.- Si Xy = ¥, para cada aea entonces nx, = 0¥,

Demostracién. Supongamos que Xy =¥, ¥ sean £,3X, — ¥, equivalen-

.cias homotépicas con inversas homotépicas f’a:Ya — X V xea.

entonces (nf'a)u(nfa) = rr(f'aofa) = nlxd = lﬂxa

Y ("fa) ("fla) = "(fa.f'm) = nly‘x - 17”‘!

lo que se gueria demostrar.ms
Definicién.~ Sean f,£’ : X —> Y tales que £|A = £/|A, se dice que £
y £’ son homotdpicas relativas a A, £ = f'rel. A, cuando existe una

homotopfa H : XxXI —> Y que satisface :

H(x,0) = £(x)



H(x,1) = £’(x)
H(x,t) = £(x) = £ (x) xeA y tel.
.
Definicién.~- Una trayectoria es una funcién continua ¢ : I —) X,
donde I es el intervalo cerrado [0,1) como subespacio de la yrécté :

real y «(0) es el punto inicial de a y «(1) el punto final. Una

trayectoria « es un lazo basado en x cuande «(0) = afl) =.x.
Sea o' (t) = a(l-t) la trayectoria inversa de a.
Observemos qgue para un espacio discreto X las Gnicas trayectorias :

en X son las constantes.

1.6 Proposicién .- Sea Y un espacio discreto y fo,ft : X —» Y -

funciones homotépicas entonces fo.= fi.

Demostracién. Sea F : XxI — Y la homotopia de fo a fi.

Entonces para cada xeX la trayectofia I —ji-) {x}xI —F) Y es continua.
t e (x,t)

Como Y es discreto, feojx debe de ser una funcién constante. En

particular fo(X) = Fojx(0) = Fojx(1) = f1(x).m

Cuando dos trayectorias «,8 en X son homotépicas relativas a Fr I,
H : a ~ g rel.Fr I, entonces a y 8 tienen el mismo punto inicial y
el mismo punto final. Si « es un lazo basado en ¥ ¥ « = 8 rel. Fr I,

8 es tambien un lazo basado":én X.




1,7 pProposicién. Si h,h’: .I ~—'I éop continuas,’ h(0) =:0 = h’(1) y
fel Fr I'y para »toda'tiakyectoria

h(1) & 1 = h’(0), entonces h:« 1

a en X tenemos :

Demostracién.i) Definamos‘H

Yy observemos gue:

H(t,0) = h(t).

H(t,1) = t,?:‘f ;
H(0,s) = 0 = h(o) = 1,(0)
H{1l,s) = 1 = h(1) =1,(1)
Asi que H:h ~‘1, rel.l-‘r." I; entonces ach's a rel.Fr’y‘:‘r.
ii) sea p ¢ I ~— X la funcién contiﬁua definid.ay por p(t) = 1-t par-;%n
todo teI. 7 ' : ‘
Definamos H*: IxI —> I; H*(xr,s) = (1-s}h’(t) + sp(t). Como antes '

resulta que H*:ht « prel.Fr Iy entonces aoh! « gop = a™' rel.Fr I .m

DEFINICION

Una categorfia & consta de:
(i) una clase de objetos, denotada por ob(l‘,’).c\vx;'mdo no hay peligro
de confusion tambien escribimos & en lugar de ob(8);

(ii) para cada par de objetos X,Y, un conjunto de morfismos de’ X en

Y, denotado por B (X,Y);
(iii) para toda terna ordenada de objetos X,¥,2 una funcién de
E(X,Y)x8(Y,2) en B(X,2), llamada la composicién (la imagen de («,8)

se denota Bea).



Que satisfacen los siguientes dos axiomas : .
(iv) wo(Bext) = (7eB)ox (asociatividad). )
(v) para cada objeto X de &, e&xiste un morfismo identidad 1.:X — X,

tal que ok, =@y l,¢ = o para toda aeB(X,Y).

“1.A EJEMPLOS
1.-La categoria de conjuntos ¥. Los objetos de esta categoria son

todos los conjuntos (ob(¥) = clase de todos los conjuntos), los mor-
fismos son funciones (i.e. B(X,¥) = conjunto de todas las funciones
de X en ¥), Y la composicién es la composicién usual de funciones.
2.~La categoria de grupos ¥. Agui ob(§) es la clase de todos los
grupos, 5(X,Y) es el conjunto de todos los homomorfismos de X en Y,
Y la composicién es la usual .

3.-La categoria de grupos abelianos ¥%J4. Aqui ob(54) es la clase de
todos los grupos abelianos, 54(X,¥Y) es el conjunto de todos los ho-
momorfismos de X en Y, Y la composicién tiene el significadc usual.
La categoria 54 se obtiene de la categoria ¥ restringiendo los obje-
tos a la clase de grupos abelianos, ¥4 es una subcategoria de ¥.
4.-La categoria de espacios topolégicos 9. Aqui ob(7) es la clase de
todos los espacios topolégicos, F(X,Y) es el conjunto de todas las

funciones continuas de X en ¥, y la composicién tiene el significado

usual.

5.~La categorfia de Homotopia H. En esta categoria se tiene que
ob(H®) = ob(7), y los morfismos' de.#(X;Y) son las clases de homoto-A
pia de funciones continuas de X en Y y la composicién no tiene el

sentido usual, sino que [£}[g] = [fg].



DEFINICION
-Sean § y D categorias. Un funtor covariante T de 6§ en D, en
simbolos T : 8 — D, consta‘de
(i) Una funcién T : ob(8) — ob(D), y de
(ii) funciones TXY: B(X,Y) — D(TX,TY), para todo par ordenado (X,Y)

de objetos de &, las cuales preservan la posicidén e identidades,
es decir, satisfacen
(iiiy sz(B-a) = Tyz(ﬂ) eT“(a), para todos los morfismos
x %y i) Zen €y
(iv) Tx(lx) = 1;, . para todo X € ob(8).

Un funtor contravariante de § en D se define como arriba reempla-
zando (ii) por Typ? B(X,Y) — D(TY,TX), ¥ (iii) por

T(Bea) = T(a)eT(R).

1.B EJEMPLOS
1.-Para cualquier categoria € y un objeto f£ijo Y de & existe un

funtor covariante B(Y, ) de Ia categoria & en la categoria de con-
Jjuntos y funciones, el cual asigna a un objeto 2 de € el conjunto
B(Y,2) y a un morfismo h:2 — 2’ la funcién h.: B{Y,2) — ©B(Y,2')

definida por h,(g) = heg para g : ¥ —— Z.

2 -Para cualquier categoria € y un objeto fijo Y de & existe un
xfuntor contravariante €( ,Y) de la categoria € en la categoria de
conjuntos y funciones, el cual asigna a un objeto X de € el conjun-
to B(X,Y) y 2 un morfismo h : X — X’ de ¥ la funcién

n": B(X’,Y) — E(X,Y) definida por h'(f) = foh para fe E(X,Y).



3.-En particular para un espacio topolégico fijo y no vacio ¥, se
tiené un funtor contravariante [ ,¥] : § — ¥ que a cada Xe 7 le
asocia [X,Y] = ®(X,Y) el conjl'mto de clases de homotopia de fun-
ciones continuas de X en Y y a cada X _‘P_’ X’continua le asocia la

funcién ¢ [X/,¥] — [X,¥] @"([£]) = [fop)

4.-E1 funtor covariante J — ¥ de la categoria de espacios topo-
légicos 7 en la categoria de homotopia que asocia a cada espacio
topolégico X, el mismo espacio X como objete # y acada f : X — Y

continua, su clase de homotopfa [£f] € H(X,Y).

pe -
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II ESPACIOS DE FUNCIONES

.
Dados X,Y dos espacios topolégicos, ¥ es el conjunto de’fun=’
ciones de X en Y. ;

Definicién.~ Para cada par de conjuntos Ac X, Bc ¥, sea
{A,B) = {erx|f es continua y f£(A)c B}. La topologia

compacto-abjerta & c-topolodgfa en el conjunto de funciones continuas
de X en Y es la que tiene como subbase a todos los conjuntos (A,B),
donde A es un compacto de X y Bc ¥ es abierto.

Notacién, C(X,Y) es el espacio de las funciones continuas de X

en Y con la topologia compacto-abierta.

2.1 Proposicién,- Si Y es localmente compacto y Hausdorff (o requ-

ar), la funcién composicién ¢ : C(X,¥Y)xC(Y,2) — C(X,2), c(f,g) =

gef es continua.

Demostracidén. Sea (x;wi un abierto subbasico de C(X,2), donde K es
compacto de X y W es abierto de 2. Si (f,g)e c"((Ki,w)), g(f(K))e W
y asi £(K)c g (W) .

Como Y es localmente comp_é.cto y Hausdorff (o regular) y, para
cada xe K, £(x) estd en el abierto g" (W) de Y, existe L(xX) compacto
en Y tal que f£(x)e L(x)c L(x)c g (W).

La cubierta abierta de {i(x)}xek del cornpécto £(K) tiene una
subcubierta finita v = ;.(xx)v---—u i(xn) ; entonces

Ve L = L(x1})v---u L{xs) ¥y L es un compacto contenido en g" (W). Se

tiene fe (X,V) y ge (L,W).

11



8i (£%,9%)e (K,V)x(L,W) entonces tenemos g’ (£'(K))e g’ (V)c g’ (L)c W,
de donde’ c( (K,V)x(L,W) )¢ (K,W) y por tanto c”'(K,W) es abierta.m
.
Definicién.~ Para Fc c(x,v) se define la funcién evaluacién

E : X — Y como E(f,x}) = £(x}.

2.2 Proposicién.- Si X es localmente compacto y Hausdorff (o regular)
y F un subespacio arbitrario de C(X,Y), la funcidn evaluacién

E : FxX —> Y es continua.

Demostracién. Supongamos que X satisface las condiciones que se
piden, para una vecindad U de E(f,x) = f(x) se puede encontrar una
vecindad A de x con cerradura compacta contenida en: £ (U) asi que

E((A,U)xA)c U. Esto prueba la continuidad de E en (f,x%).s

2.3 Proposicién, ~(Teorema de la correspondenczia expopencial).-
Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff ‘o regular, ¥ y
Z espacios arbitrarios no vacios, entonces a cada funcién

g : 2 — F, F subespacio de C(X,Y), le asociamos una funcién

G = Eo (gxlx) : ZxX — ¥ , donde E : FxX — Y es la funcién evalua-

cién. Se tiene:

1) g es continua si y s8lo si su asocciada G = Eeo (gxlx) es

continua.
2) Para g,,9,:Z— F con;:inuas, 9, = 9, si y s6lo si G = G,.

bemostracién.
1) Supongamos que g es continua. Entonces la composicién Ee (gx1,)

12



es continua por ser composicién de continuas.

Ahora supongamos que G = Eeo (gx1,) es continua. Sea g(z)e (K,U),
K compacto de X y U abierto de; ¥, entonces g(z)(K)c U, es decir
G({z}xK)c U. Pero G es continua y ({z}xK)c G"(U) es abierto de 2ZxX
luego existe una vecindad V de z tal que VxKc G™'(U), de donde
G(VxK) = E(g(V)xK) = g(V)(K)c U y por lo tanto g(V)c (K,U).
2) Para cada funcién h : 2ZxI — F su asociada H : 2ZxIxX — F induce
H’: ZxXxI — Y dada por H’(z,x,t) = H(z,t,x) = E(h{(z,t),x) entonces
por (1), h es continua si y sélo si H’ es continua, es mds higo = g1
si'y s6lo si H’:Go = G1 puesto que para j = 0,1 se tiene que
H’(g,x,j) = E(h(z,3),x) = gi(z)(x) = Gy(2,%).»

Las funciones continuas ¢ t X—X'’ 'y ¢ 1 Y—Y’ ’indpcen las fun-
ciones qa" t C(X*,Y) —C(X,Y) ¥ W. : C(X,Y) i—‘-‘—)c(x,Y'),' dadas por
CPM(£7) = £7ep € C(X,¥) V¥ £'e C(X',Y)
Yy V fe C(X,¥Y) y"(£) = ¢of e C(X,Y’).
Observese gue esto tambien se deduce de los ejemplos 1.B(1l) y 1.B(2).

UT72,4 Proposicién.- (1) ¢ ¢ X — X’ y' ¥ Y — v confinuas ihducer{
funciones continuas q:': c(X’,Y) — C(X,Y) ¥ w.: C({X,Y) — C(X,Y¥’).
(2) si ¢ ( ¢) es homeomorfismo, g;' (w.) es también un homeomorfismo.
(3) Si X’ es Hausdorff y localmente compacto y ¢ = ¢’ (Y « §’)

entonces ¢" « p’" (v, = ¥l).

Demostracién. Si K es un subconjunto compacto de ¥ y U un abierto

de Y, entonces (w')"((K,U)) = (p(K),U) es abierto de C(X',Y), ¥
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para L compacto de X y V abierto de ¥’ tenemos que

() ((L,V)) = (L,¥ (V) es abierto de C(X,¥), de donde ¢y ¥,

son continuas. Por tratarse de los morfismos inducidos por los

' funtores contravanam:e 7( ,Y) y covariante 7(X, ) de los ejemplos
1.B (1) y 1. B (2), si ¢ y ¢ son homeomorfismos, w y ¥, también lo
son.

Sea H : XxI ~ X’ la homotopfa H:p = y. Por la proposicién 2.3 la
funcién h : I — C(X,X’) definida por h(t)(x) = H(x,t), es continua
y por 2.1 se tiene que la composicién

X7, ¥)xT 2 Ixc(x7,Y) BXL, o(x,%7)xC(X7,Y) S5 €(X,¥) o
es continua, donde c(f,g) = gof es la funcién composicién. Defi-
niendo V f’e c(x',y_) Y V tel, H’(f’,t) = co(hxl)eT(t,£’) se tiene
que :

H(£/,0) = c(h(0),£/) = c(p,£') = £/ep = p*(£’)

H'(£7,1) = c(h(1),£’) = c(P' f') - £r0pr = prt(£r)
"Por 1o tanto H’: p* = p/"." ’ ' e

Con los cambios necesarios se prueba en forma semejante que

si ¢ = ¥’ entonces !ﬁ. o \0,’,--

i
!
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IIXI ESPACIO DE TRAYECTORIAS

Sea Y un espacio y a,b dos ﬁuntos de Y denotemos por fI(Y,a,b) al

espacio de todas las trayectorias en Y del punto a al punto b con

la topologia compacto-abierta. Esto es, {i(Y¥,a,b) es un subespacio

de €(I,Y). Observamos que {Y,a,b)#p si y s6lo si a y b estdn en 1la
misma ‘componente por trayectorias de Y. cuando a = b el espacio

Q(Y¥,a,a) se denota simplemente como Q(Y,a) y es el espacio de lazos

en Y basados en a.

El espacio de trayectorias f1(Y,a,b) es, en general, no conectable

por trayectorias. Llamamos dos trayectorias «,Be Q(Y,a,b) equivalen-

tes y escribimos « ~ B8-si ¢ y B pertenecen a la misma componente

por trayectorias. ’ i

3.1 Teorema, Para «,Be Q(Y,a,b), « ~ 8 sl y s6lo si « = 8 rel.Fr I,
Demostracién. Sean «,8 : I-——w ¥ trayectorias con «{0) = B(0) = a y
«(1) = B(1) = b. ‘

Ahora supongamos que @ ~ gy sea I’ : I — Q(Y,a,b) una trayectoria
que inicia en a y termina en B.:,Definamos H : IxI —» Y como

H = Ee(I'x1)+T con T(t,s) = (s,t). Esta funcién H es continua y
H(t,s) = Eo(I'xl)eT(t,s) = E¢(I'x1l)(s,t) = E(P(f)-/f) = I'(s) (t)

H(t,0) = I'(0)(t) = a(t) N
H(t,1) = [(1)(t) = B(t) .

H(0,s) = I['(s)(0) = a = a(0} = (0)

H(1,8) =TI(s)(1) = b= a(1) = B(1).




Por lo tantor aa = 8 ryel.Fr I.

Invérsamente, una homotopia rel.Fr I nos da 'una trayectéria de «

hacia B.u y

3.2 Corolario. Para o,Be Q(Y¥,a), ¢ ~ B si y s6lo si a = 8 rel.Fr I

Definicién.~ El producto de dos trayectorias o,8, se define s&lo
cuando «{l) = 8(0), y es la trayectoria a«*8 dada por

a(2t) 0s t = 1/2

a*B{t) = {
g(2t-1) 1/2s ¢ s 1

3.3 Teorema,- La funciénm : (Y, a,b)xR(¥,b,c) —— Q(¥,a,c) dada

por m(«,B) = a*g es continua.

Demostracién. bado que el espacio de trayectorias Q(Y¥,a,c) es un
subespacio de C(I,Y), podemos aplicar el teorema 2.3 de ;I.a corres~-
pondencia exponencial. Por lo tanto bastard probar que lél.funcién
asociada M = Eo (mxlx) T (Y,a,b)xQ2(¥,b,c)xI —> Y es continua. Fije-
mos ae 2(Y¥,a,b), Be N(Y,b,c) y te I. Para U una vecindad de
M(x,B,t) = (a*8) (t) en ¥, existe una.ecindad J de t en I tal que
(x*8) (J)c U (por la continuidad de «*g). Ahora bien, como los espa-
cios de trayectorias tienen la topologia compacto-abierta, mostrare-
mos que existen Ki y Kz compactos en I, Vi y Va2 abiertos de Y tales
que ae (Ki,Vi), Be (Kz,V2) y como

(x?,87,t%)e {(Ki,V1)n Q(¥,a,b}]x[ {K2,Va}n Q(Y,b,c)])xT = A implica

que M(a’,87,t7) = (a/*g7}(t7)e U.

Podemos suponer que J satisface (a*g) (J)c U. Por la definicién de
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a*g 'y la continuidad de «¢ y 8 existe Ki = 2Jnlc « ' (U) y cuando
2InI = o0 se toma K1t = I, en el primer caso definimos Vi = U y en el
segqundo Vi = Y y existe Kz = (23-1)nIc 8~'(U), y cuando.
(27-1)nI = © se considera K2 = I, sean V2 = U en el primer caso y
en el segundo V2 = Y.
Entonces para estos conjuntos se obtiene el abierto A del dominio

de M, («,8,t)e Ay si (af,B’,t’)e A

{a’(zt’)e a’(Ki)e U si 0st’si/2

C M(a’ ,B87,tf) = («a’*B7)(t7) =
B/ (2t’-1)e 5'(1(2): U si x/zst'sl

por lo tanto M(A)c U, de donde se sigue la continuidad de M.

En particular la funcién multiplicacién m :,n(‘i,‘a')xbﬂ(}!.,'a) — ﬂ(Y,a)

es continua.
3.4 Proposicién.- Sea h : I—-I continua con h(0) = 0 y h(l) =
Entonces h'(a) = ash define una funcién h' de Q(Y,a,b) en s mismo™

que es homotépica a la identidad.

Demostracién. En 1.7 definimos una homotopfia H:h = 1, rel.Fr I con
H(t,s) = (1-s)h(t}+st.

FAhor:a sea h_ : I — I; h(t) = H(t,s), es claro que

h, = h = lrel.Fr I.

Por 2.4(3) se sigue gue la func?ién inducida h" : Cc(I,¥) — C(I,Y) es
homotépica a la funcién identidad, y ya que h:(Q(Y,a,b)): Q(Y,a,b),

se tiene lo que se queria demostrar.ms .
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Eﬁ I se defini6 1la trayectoria inversa‘ u_"ékln(Y,b@) de
ae Q(¥,a,b) por la regla o' (t) = a(l-t) ,“ivos{:'syl._‘JDesignemos con Ea

e 1(Y,a) el lazo constante £a{I) = a.

3.5 Teorema, - E . .

(1) Las funciones A1, Az : (¥,a,b)xQ(Y,b,c}xA(Y,c,d) —> 0(Y,a,d)
Ai(a,B,7) = a*{B*r) y A2({«,B,7) = (x*8)*y son homotépicas.

(2) Las tres funciones de Q(¥,a,b) en si mismo dadas por
a— ¢*€b , o — a Y o — Baix son homotépicas.

(3) @ — ara

Yy o — €a definen funciones homotépicas de
Q(¥,a,b) en f1(¥,a) y las funciones de Q(Y,a,b) en 1(¥,b) dadas por

¢« — at*a y o — 8 son homotépicas.

" Demostracién. (1) cénsideremos la funcidén h : I — I definida como
i

sigue

2t si 0st=1/4
h(t) = {t+1/4 si 1/4sts1/2
(t+1)/2si  1/2sts1
se tiene que h es continua, h(0) = 0 y h(1) = 1. Por 3.4
n* : a(Y,a,d) — Q(¥,a,d) es homotépica a la funcién identidad.
Por otro lado, directamente se comprueba que
[a*(B8*7) Joh = (a*B)*7, entonces Az = Aich = h%A1 y de
.
h' e lﬂ(Y,a,b_),.'Jse obtiene Az « A1,
(2) Sean hi = min{1,2t} y hz = max{0,2t~1} para todo teI. Las
funciones hi, hz : I — I son continuas y hi(0) = 0 = h2(0),

hi(1l) = 1 = hz2(1).

L] * .
Entonces, por 3.4, hi1', h2” y 1 Q(¥,a,b) son homotépicas. Ahora
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bien, a*8b = ach1 y Sa*a = ash2 entonces como en (1) se obtiene que .
o —>. a*86b, @ —> Ba*a y & —» a son homotépicas.
'(3) Para cada sel consideremes hs,h’s ¢ I — I definidas por
he(t) = {g?ﬁt-:)s)u-s) 1esta Y
nace) = (13HI ey S 2EIT
Si H(t,s) = hs(t) y H’(t,s) = h’s(t), entonces claramente
H:ho'w hi 'y H’thfe = h’i. Se comprueba ficilmente que m(I) =0y
h’1(I}). = 1, ha(0) = 0 ="hs(l) ¥ h's(0)= 1 = h's(1) . Ademds
ashe = a*a™? ;[ achi = 8, dohfe = a %« 'y ash’i = &u. Por 2.4(3)
ho' « 1" 'y h%o" « h1*, -y asf las funciones continuas
he' : Q(¥,a,b) ~— Q(¥,a) . y h’s" : n(Y,a,b) — Q(Y¥,b)
inducen las homotopigs’ :
(a,8) — h-'(m) = qchs " ¥ (gz,.s) —bh'-'(a) = o;nh'- : de

-1 -1
a — a*e hacla ¢« — 6 y de ¢ — a *a hacia a — &v

respectivamente.s=

3.6 Proposicién.- La cofrespohdencia @ — ot define_un homeomorfis-
mofl(Y,a,b) — Q(Y¥,b,a). '

Demostracién. Si p : I — I, :p(t) = 1~t, entonces ol = oep = p'(a)
y p' : C(I,Y) — C(I,Y) es un homeomorfismo (por 2.4) que restrin-

gido a Q(¥,a,b) nos da el homeomorfismo busgadoa.m

Sea ae f21{Y,a,b) una trayectoria fija. Para cualquier ye Y dada,

la trayectoria « induce funciones de transicién
ar ¢ Q(Y,y,a) ~—> Q(Y,y,b) definidas por ar(y)} = v*a y
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aL ¥ Q(¥,b,y) — n(Y;A,y) pof a'(y) = ary.

Las funciones de tﬁ;ansic'iér{ an_’"y' aL son continuas por teorema 3.3.
LRI B T

3.7 Teorema.-  Sean a, f¢ Q(Y,a,b). Entonces

(a) ot~ B o ar = BA [resp. oL = fL);

(b) cada ar [resp.or] es una equivalencia homotépica con: = ..

inverso homotépico (az")n [resp(a"L) )]

Demostraci6n. Lo probaremos solamente para as ya que para fi es de

manera semejante. e
(a) Supongamos que « ~ 8 entonces existe a:I———)vn(Svl',a,b) una
trayectoria de « hacia g. Ahora ¥(7,t) = ¥*(c(t)) ;de‘t;j‘.m‘e a '

% : Q(Y,y,a2)xI — Q(Y,y,b) que es continua'y satisfar.:e

8(7,0) = ¥%(6(0)) = vra = an(y) Y '

¥(v,1) = 7*(0(1)) = ¥*B = Br(7).

Por lo tanto d:ar = Br.

Ahora supongamos que or = Br. Entonces para toda 7e Q(Y¥,y,a) las
trayectorias or(7) Yy Br(¥) pertenecen a una misma componeni:e por
trayectorias, esto es, y*d ~ y*g, asi que 7 '*(y*a) ~ TR (rR), Y
en consecuencia a ~ 8.

(b) N6tese que el teorema 3.5 implica (o ')rean = (a*a™')r, ya qqé
a*e™ ~ Ba. Se sigue de (a) que la funcién 8 — B*(a*a’') es
homotépica a la identidad, i.e., (¢*a™)r = 1. ¥ con ello queda
demostrado que (a ‘)Rear » 1.m ’

Cada «e 1(Y,a,b) induce una funcién continua a':n(Y,a) -— Q{¥,b)

‘dada por «'(A) = o« '#a*a; nétese que o = (a")LoaR. Como la compo-
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sicién de equivalencias homot6picas es una equivalencia homotépica.

'se sigue de 3.7 el siguiente resultado.

-

3.8 Corolario. o' es una equivalencia homotépica con inverso

homotépico (a™)’.
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IV GRUPOS DE HOMOTOPIA

Consideremos Y un espacio ngo vacio, de la demostracién del teore-
ma 3.5 resulta gue las trayectorias en Y tienen las siguientes
propiedades:

L.-ak(B*y) = (a*@)*y rel.Fr I donde a(l) = B(0) y B(1l) = 7(0)
2.-a*6p » o rel.Fr I y Ga*a =« a rel.Fr I con a = a(o) y b= a(d):

3.~ a*a” = 8arel Fr I y « l#q &b rel.Fr I

4.1 Proposicitn.- Si « = «’ rel.Fr I, f. = I Tsggoy,

entonces a*f « o'*g’rel.Fr I . i

Demostracién. Sean Fia = af tel.lf‘r.

definimos H : IxI ———)'Y por

F{2t,s) 05Tt siuz—
H(t,s) = :

GY{2t-1,s8) /2 s't s 1 ";"‘v
Entonces H es continua pues para t = 12
F(1,s}) = a(l) = B{0) = G(0,s) y dado que
(a*B) (t),

H(t,1) = (a’*g7) (L),

H(0,5) = F(0,5) = «(0),

H(t,0)

H(1,s)

G(1i,s) = B’(1} se sigue que Hia*g = a’*g’rel.Fr I .=
,_"'.:"
Sea m(Y,yo) ‘el conjunto de clases de homotopia relativa a Fr I
de lazos en Y basados en yo. Si o es uno de estos lazos, (a] denota
la clase de homotopia de a relativa a Fr I y si définimos la

multiplicacién [a)[8] = (a*8], de las propiedades anteriores se
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OGN
Si¢ o) = [6ye] ()
Ut fat s (8] = [0t ()

go T (¥, o) “es un grupo con esta multiplicacién

&%) es la unidad multiplicativa y [¢]™%= [a}] el inverso..’

m(Y,yo) es el grupo fupdamental de Y basado en yo,también se le

“‘conoce como el primer grupo de homotopia.

Sea y1 un punto de Y en la misma componente por trayectorias
que yo, una trayectoria w en Y de Yo a y: induce una funcién

w*: m{Y,ye) — m(Y¥,y1) definida por w*([u]) = [w'(x)] con

W (x) = wilka*w pues (W lka*w) (0) = w'(0) = w(1) =y1 iy
(W lkahw) (1) = w(l) = yi. '
4,2 Proposicién.- v m (¥;Ye) — m(Y,y:) es un isomorfismo.

Demostracién. Sean [a] y [B) elementos de mi(Y,yo)

W*([Gl[ﬁl) = W*([G*BJ) = (wilrargru] = [ (wkakw) H(wIRBRW) ] =
(w*([a])) (w*([B])) de donde w* es: un homomorfismo. La trayectoria
w?' de y1 a yo induce (w')*: m(Y,y1) —> mi(¥,ye) que por lo
anterior es un homomorfismo. Ahora (w")*(w'([a]y)._),"x:
(w")*([w"*oz*w]) = [w*(w"*a*w)*wi‘] = {a¢} por io tanto (w")*-w*
es la funcién identidad de m(Y,y;), andlogamente se prueba que

LI ) ’
woe(w l) es la identidad en mi(Y,y:), entonces w* es un isomorfis-

moy (vt = (wh*.m
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~Los grupos fundamentales de un espacio conexo por trayec rias
con puntos base distintos son isomorfos. .
. . .
"Sea-f 3 x-—> ¥; X€ Xy Yo = £(xo0) enf.bhéé‘s‘f induce
ciénif,: = bl
foa .2 I—) Y.y
C (£e) (0) "= £((0)) = £(Xa) =.¥o ,

4:.3 Proposicidn.- £: mi(X,X0) —> m(Y,y&) e,s"un homomorfismo y si

£ = £/ rel {Xo} entonces f = f’,

Demostracién. Sean [a] y [B) en mi(X,%0). Tenemos gque
£,({x)(B]) = £,([a*B]) = [fe(a*B)] y es inmediato que

fo(a*g) = (fea) *(£e8) luego £, ([a)[B]) = [(fea)*(fB)] =
(£,(a]) (£,(8)) -

Ahora sean £,f’: X —— Y funciones homotépicas relativas a xo tal
que f(Xo) = £/(Xo) = yo Yy sea F:f = f’rel {xo}.Entonces para cada
[«le m(X, %), por 1.1, H(t,s) = F(a(t),s) define una homotopia de
fox hacia f’cx. Veremos que H es relativa a Fr I. En efecto para
je {0,1}, a(j) = %o entonces H(j,s) = F{x(j),s) = F(Xe,S) = ye.

Por lo tanto f_ ({a]) = [fea] = [ffea] = £/ ([«]).w

Cuando H:f = £/ y £’/(Xo) = y1 se tendrd £’/ = w*f_ donde
whs ni(¥,yo) —> m(Y,yt) es el,isomorfismo inducido por la trayec- .
toria w(s) = H(X.,s) de yo a yi. Y'si f es una equivalencia homoté-
pica, £, es un isomorfismo. Si X,Y son conexos por.trayectorias Y

del mismo tipo de homotopfa entonces m(X,xs) y mi(Y,ye) son isomor-
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fos. Esto es, el grupo fundamental es un invariante homotépico.
Si ei1,e2¢ E, decimos e1 ~ ez §i e1 y ez estdn en la misma compo-

nente por trayectorias de E. Para ee E, cr(e) denota la componente

por trayectorias de E gque contiene a e y mo(E) = E/~ es el conjun-

to de componentes por trayectorias de E.

El teorema 3.1 nos permite identificar cada [a]e mi(¥,ys) con cr(a)
la componente por trayectorias de Q(Y,ye) que contiene a «, de mane-

ra que se tiene la igualdad de conjunos me(f1(Y,ye)) = m(¥Y,Yo)}.

4.4 Teorema.=- Mo (f2(Y,ye)) con la multiplicacién

(cT(x),cr(B)) — cr(a*B) es el grupo fundamental m(Y¥,¥e).

Demostracién. La multiplicacién m : Q(Y,yo)xf(Y,ye) —> Q(¥,¥ye),
m(x,B8) = a*@, es continua por teorema 3.3, y de aqui

m_ (cr{a),cr(B)) = cr(m(a,B)) = cr(a*B) = [a*B] = [a][R].m
Definicién— m2(Y,ye) = m(Q(Y,yo),8y) es el segundo grupo de homo-

topia de Y basado en yo y recursivamente se define el n-é&simo grupo *

de homotopia como mMn(Y,yo) = n-1(R2(Y,yo),Byo).
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V GRUPOS TOPOLOGICOS
Un grupo G es un conjunto provisto de una operacién, pongamos la
multiplicabidn g i GxG — G, ui{x,¥) = xy, gque cumple las siguientes
tres condiciones : ’
I.- satisface la ley asociativa (xy)z = x(yz), esto corresponde a la
conmutatividad del diagrama

lb‘lu
GXGXG w=——> GxG

ES R 2 | Lw

' ™G —— G

-IX.- Existe un elemento unidad ee G que satisface xe = x = ex ; lo
) cual corresponde a la existencia de una funcién constante gque deno-
‘tamos como € : 6 — G y gue hace al siguiente diagrama conmutativo

(e,1,)
— GxG

(2) (1.9 I

GxG —p— G

III.- Para cada xe G existe ¢l elemento inverso x ‘e G de X que
cumple xx™' = e = x'x ; esto significa que existe una funcién
inversién i : G —» G de tal manera que el diagrama

(1,1)
. G —— GxG

es conmutativo.
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De esta manera el grupo G determina tres funciones g , ¢ , i con
las Q;npiedades gue hacen conmutativoes los diagramas (1), (2) y (3)

Yy a su vez tres funciones p ,,e , i con estas propiedades determinan

el grupo G,

Defjinicién,- Un Q;ggg topolégico G es un conjunto con dos estructu~

ras; una de grupo con funciones ¢ , e , 1 y otra de espacio topo-
18gico, de manera que las dos estructuras son compatibles, esto es,

las funciones del grupo 6 i : GxG —» G e i : G —> G son conti-

nuas, donde GxG es el espacio producto topblégico. Obsérvese que g

siempre es continua por ser una funcién constante.

5.A EJemPLOS.~ .
i) R respecto a la suma y la éopologia usual de la recta redl.

1i) R*= R-{O} respecto a la multiplicacién y la topologia de

subespacio de R.
iii) € respecto a la suma compleja y la topologfa del plano R°= C.

iv) c*= c-{o} respecto a la mult}piicacién compleja y la topéiogiar

relativa de ¢ = R%.
v) Todo grupo con la topologia discreta es un grupo topolégico.

En lo sucecivo G denotard un grupo topolégico con funciones

t
i

v, e, i.

Sea H un subgrupo de G. H como subespacio de G, .es decir con la

topologia relativa, es un grupo topolfgico pueste que la multiplica-

27



cién e inversién en H son ul, . e i|, restringiendo funciones conti-

nuas: Diremos que H es un subgrupg topolégico de. G.
.

5.8 EJEMPLOS.-

Las esferas unitarias s",s’ Yy s® son grupos topolégicos. En efec-
to, Z el grupo aditivo de los enteros como subgrupo topolégico de R

es es un grupo topolégico discreto, el subgrupo §° = {-1,1} de z*

es un grupo topolégico discreto.

s' = {ze [ |z|=1} es un subgrupo topolégice de c*.

Para mostrar que s® es grupo topolégicos definimos el algebra de
los cuaternjos H : H es un espacio vectorial scbre R con base R
{1, i, 3, k} cuya multiplicacién u : HxH — H es bilineal dada en
los elementos base por i2=j2=k2=-1, ij=-ji=k, jk=-kj=i, ki=-ik=-3,
el elemento le R es la unidad multiplicativa y la multiplicacién es
asociativa, lo cual puede comprobarse directamente en los elementos
base.

Para h = x‘1+x2i+x3j+x‘k un elemento arbitrario de H definimos su
conjugado como h = xll—xzi—xaj-x‘k. La conjugacién satisface
(E) = h, ('a“h,-!-'_azhz) = a‘H‘+azﬁ2 para a, a, reales y
(—W = Fl.z E:'

o /2

La norma de h = x,l4x,i+x j+rk es || = [xiz-tx:i-xaz-l-x"] ,
se tiene que hfi = |h|® = Fh. Cada h # 0 tiene inverso multiplicati-
vo n? = |nj”A. .

H como espacio vectorial sobre R es isomorfo a R* y la norma en H

28



corresponde a la norma euclideana de los vectores en R'. Podemos
vi{a un isomorfismo de R* —— H de grupos aditivos traslada.r la topo-
logia de R a H, asf que H con respecto a la suma y esta topologia
es un ‘grupo topoldgico, y el subespacio H* = IH-{O} de H con respec-

to a la multiplicacién es un grupo topolégico, identificando H con

R*, se obtiene el subgrupo topolégico §° = {he H: |h| = 1} de H*.

Definicién.- Un morfismo entre grupos topolégicos G y G’, es un ho-

momorfismo ¢ : G ~—» G’ de grupos que es una funcién continua. Estos
son los morfismos de la categoria %7 cuyos objetos son los grupos
topolégicos. Cuando p es un isomorfismo continuo y ¢~ es continua,

es decir ¢ es un homeomorfismo, entonces ¢ es un isomorfismo de gru-~
pos topolégicos.

En cada grupo G existe la funcién v : GxG — G PV (X,y) = xy", b4

para cada x€ G ,Rx : G— G, Rx(y) = yx es la translacién por la
derecha y Ix : G— G, Ix(y) = Xy, es la translacién por la

2 erds.

5.1 Proposicién.- Sea G un grupo con una estructura topolégica,
entonces G es un grupo topolégico si y sélo si v es continua y en

este caso Rx, Lx son homeomorfismos para todo xe G.
Demostracién. Sean u , e , i las funciones del grupo G, se tiene que

v o= ue (lcxi) asi que si G es grupo topolégico entornces v es continua.

Ahora si v es continua , 1 = v-(g,lc) es continua y entonces
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i = vo(1lxi) es continua. Asi G es un grupo topolégico.

Supongamos gue G €S un grupo tbpolégico, sea X ¢! G— G la fun-
cién constante con imagen {x}', como Ix = pe(X, 15) Y Re = #'(1012{)
entonces Ix y Rx son continuas y como (Ls)™' = I«™!, (Rx)7! = R«

entonces las translaciones son homeomorfismos.m

Para A,Bc G y x€ G, tenemos que

xA=IfV(A)é{xa:aeA} Yy Ax=Rx(A)={ax:as)\},

AB =,{ab : ae A, be B} =U Ru(A) y BA = {ba : a€ A, be B} = U Ls(A).
beB beB

5.2 Proposicién,~ Sea G un grupo topolégico. Entonces

1) si A es abierto o cerrado de G, Ax y xA son abiertos o cexrados
.

respectivamente.

2) sl A es abierto entonces AB y BA son abiertos para todo Bc G.
3) si A es cerrado y B es finito, AB y BA 'son cerrados de G.

4) si B es una base de vecindades de e en G, {Vx : Ve IB} Y

{xv : Ve B} son base de vecindades de x en G.

Demostracién. 1) Sea.A abierto (o cerrado) en el grupo topolégico G
Vamos a demostrar qﬁe AX Y XA son abiertos (o cerrados). Como las
translaciones Rx, Lx : G— G son homeomorfismos, Rx(A) = Ax y
Ix(A) = xA son abiertos (o cerrado‘s’lj'» respectivamente,
2) Sean A abierto en G y Be G, entonces AB =bUBAb y Ba =hUBsA
€ €

son uniones de abjiertos.

3) Ahora sea A cerrado y B = {b:,bz,...,bn}c G. Entonces
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. . n ) .
AB =U Abt 'y BA = UbA son uniones finitas de cerrados.
1=1 1=1

4) Dado que ee ¥ se tiene que xe Vx y xe xV para toda Ve B.
Ahora sea me Nx, luego X 'n es vecindad de .e, por lo tanto existe

ve B tal que vc x'n lo cual implica que vxec 7.m

Sea H un subgrupo topolégico de G ¥ G/H = {xH : xe G} el conjunto

de clases laterales izquierdas de H, la funcién q : G -— G/H,
g(x) = xH, define en G/H la topologia cociente: U es abierto (o
cerrado) de G/H si y sélo si q"(U) es abierto (o cerrado) de G

respectivamente.

5.3 Proposicién.~ La funcién cociente q : G ~—— G/H es abierta y si

H es un subgrupo normal de G, G/H es un grupo topolégico.

Demostracién. Sea A abierto de G, g(A) = U %H = AH es abierto por
XeA

5.2(2), luego g(A) es abierto en el espacio cociente G/H. Sean

Z , € , T las funciones del grupo cociente en G/H dadas por

H((xH), (xH) = xxH e T(aH) = (xH) ' = Hx™? = x'H respectiva-
mente, se tiene He(gxqg) = geu, Isq = gei. Pero g y gxq son funciones
cociente ya que son suprayectivas, continuas y abiertas, entonces
por la propiedad de las funciones cociente (si p es funcién cociente
y fop es continua entoces f es continua), se sigue que § e I son
continuas.

De donde G/H es un grupo topoldgico y g es un morfismo abierto de

grupos topolégicos.m




5.C EsemPLO.~
' Tomando a Z, Z es un subgrupo topolégice discreto de R, el grupo
cociente R/Z es isomorfo como grupo topolégico a s'. En efecto, la

2Mx ¢ g'c¢ ¢ es un homomorfismo

funcién exp : R — € exp(x) = e
continuo y como e'?™ = ! o Ly es un entero, entonces la fun-
cién exponencial induce un isomorfismo R/Z —— s' de grupos topo-
16gicos.

aen UD2 familia de grupos topolégicos el

5.4 Proposicién.- Sean {Ga}
producto topolégico G, = G tiene una estructura natural de grupo,
el producto de grupos {con multiplicacién (xa) (ya) = (xuya), unidad

s -1 -1
e = (ea) e inverso (xa) = (xm ).

Demostracién. Si i, e, i son las funciones del grupo G y Moo 840 ia

son las funciones de Ga para toda «, entonces :

[ i :
GxG ——— G G — G
Pame 1 l Pd P(! l lpa
Ge*Gy [T Gy Sy i, Gy

con P la proyeccién coordenada, son diagramas conmutativos. Ahora
bien, por la propiedad del producto topolégico (f : X—— ny, es
continuva si y s6lo si Py*f 3 X——Y, es continua Ve ) las funciones

multiplicacién p e inversién i de G son continuas.

El producto topoldgico de grupog topolégicos es un grupo topolé-
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gico y cada proyeccién coordenada es un homomorfismo de grupos to-

polégicos.

5.0 EJEMPLO.~
El n-toro T" = s'x8'x...xs' es un grupo topolégico isomorfo al .

grupo topolégico cociente R"'/z", por el ejemplo 5.C.
En general si H, es un subgrupo normal de G, para cada «, H = miav

es un subgrupo normal de G y G/H es isomorfo como grupo topolbgiéo

a T(G,/H,)-

5.5 Proposicién.~ Sea G un grupo gnpolégico con unidad e.
(1) Todo subgrupo que es vecindad de e es abierto y cerrado en G.
(2) La componente por trayectorias P de G que conti:ene a e es un
) subgrupo normal de G y las“;’clases laterales de P son las com—
ponentes por trayectorias ée G, esto es G/P = Mo(G) -
(3) Si e tiene una vecindad corexa por trayectorias, el grupo to-

~-polégico cociente G/P es discreto.

Demostracién. (1) Sea H un subgr\;po de G que contiene una vecindad
abierto U de e. Entonces ee Uc H implica H = HU luego H es abierto
de G por se_'x:-].o U. Por otro lado, las clases laterales de H son
abiertas, ya gue son homeomorfas a H por 5.1, y como G-H es abierto,
por ser unién de clases }gc'e‘rales que son abiertas, H es cerrado.
(2) Como la componente por ﬁrayectorias P de G que contiene a e es
conexa por trayectorias, 5.1 implica que RX '(P) = Px' y

Ly(Ry-‘ (P)) = ){'Py"x también son componentes por trayectorias para,
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todo X,ye G. Si Xe P, entonces ee Px'. Adenmis ee yPy'1 para todo

ye G de donde px™! = P, yPy™ = P 1o cual significa que P es un
subgrupo normal de G. )

(3) Ahora si P contiene una vecindad abierta de e por (1) ¥y (2), Py
todas sus clases laterales Pz son abiertos de G y como estos son
imagenes inversas de puntos de G/P respecto a la funcién cociente,

G/P es discreto.m

5.E EUEMPLO.- )

Sea G un grupo topolégico con funciocnes 4 , e , i. En el espacio
discreto me(G) de las componentes por trayectorias de G se define
la multiplicacidn Moy 3 Mo (G)xmo(G) — We(G) por
uﬂ(c-r(xl),n(xz)) = cr(x‘xz) con u(x,zx'z) = X%, la cual est& bien :
definida. En efecto, g : GxG — G es continua e induce la funcii'én
o : Wo(GxG) — To(G) dada por mwo(u) (c-r(x‘,xz)) =cr{u(x,x,)) =
cr(x‘xz), pero 1o (GxG) = Wo(G)xma(G) pues
or(x,, %) = (cr(x),cr(x))) asi que = rFo(u).

La continuidad se cumple por ser n\;(t;)xno(G) discreto. Dado que )
cr(ex) = cr(x) = cr{xe), cr(e) es la unidad multiplicativa de mo(G)
y como cr(x'x) = cr(e) = cr(xx”') entonces cr(x”') es el inverso de
cr(x); asi que la inversién i : me(G) —> no((';), i(er(%)) = ex(x"")
es continua. Al gx:upo topolégico discreto mo(G) con esta multipli-

cacidn o le llamaremos el inducido en las componentes pgr."ﬁrayec-

torias.
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5.F ExmPLO.- : .
Sean G un grupo' topolégico con multiplicacién u, unidad &, e inver-

sién i y X un espacio de Hausdorff localmente compacto. consideremos
C(X,G) el espacio de funciones ;ontinuas de X en G con la topologia
compacto~abierta. Para f,ge C(X,G) sea u.(f,g) (x) = p{f(x),g(x)) la

funcién inducida por u# en C(X,G). Entonces,

a4, €(X,6)xC(X,6) — C(X,G).

A continuacién vamos a probar que C(X,G) con la topologia
compacto-abierta y la multiplicacién #, es un grupo topolégico.

Sea (k,U) un abierto subb&sico de C(X,G), esto es K¢ X conmpacto y
U abierto de G, y (f,9)e u."(K,U). Entonces u(f(X),g(K))c U. Dado gque
f(K) y g{K) son compactos, U abierto y p : GxG) —— G es continua
existen U yv, abiertos de G tal que u(u,U,) = U U U. ast, L
u.[(K,UI) ’ (K,Uz)](K) = u(Ul,Uz)c U, por lo tanto (K,U‘)x(H,Uz) es una
vecindad de {£,g) contenida en u"l((K,U)) con lo que dueda probada
la continuidad de u,.

La asociatividad de u, se sigue de las igualdades
Mo (I-l-.xlc(x_m)(f:g,h) = pe(ue(£,g9),h) = pe(uxt )e(f,g,h) =
de (Loxp)e(£,9,0) = moo(l,, o xu) (£,9,h).

La unidad de C(X,G) es la funcién constante ko : X — G ke(X) = e
y se tiene que
B (L, o oke) (£) = ue(f,e) = ue(l,@)ef = £ = po(ke, 1, ) (£).

La funcidén inversién es i.(f) = jef, en efecto,
u.-(lu"m,i-) (£) = po(f,ief) = u-(la,i)ef = KkKe = uu'(iu’lc(x,c)) (f).
Veremos la continuidad. Dado (K,U) abierto subbdsico de C(X,G) y

fe i;‘(K,U) se tiene que i.(f) (K) = ie(£(K))c U. Por la continuidad
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de i existe un abierto V de G tal que £(K)c.Ve 17} (K) de donde
1'((K,V))c {X,U) . Hemos probado que c"(‘xv,cq)‘ 7es vl’ln grupo topolégico

con funciones u,, ke, i..-

-.5.6 EueMPLO.~

chcede -

Combinando los dos ejemplos anteriores: S1 G es un grupo topolégi-
co Yy X es un espacio de Hausdorff localmente compacto entonces
e (C(X,G)) es grupo topolégico discreto isomorfo como grupo a
C(X,G)/P con P = cr(ke), pues por la proposicién 5.5(2) P es un
subgrupo normal de C(X,G), y los puntos del grupo cociente son las
componentes por trayectorias de C(X,G). Si P contiene una vecindad
de ke en C(X,G), entonces C(X,G)/P es discreto. Este es el caso

cuando X es compacto y U es una vecindad de e contraible en G pues

‘si fe (X,U) abierto subbdsico de C(X,G), £ = jef’ con £': X — U ,

jtUc Gy como j = ke ; ke(U) = e entonces f = Keef’ = ke implica

'fe [ke] = P y por lo tanto (X,U)c P.
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VI H-ESPACIOS
Definicién.- Un H-espacio consta de un espacio topolégico Y y de
una funcidén continua p : ¥x¥ — Y tal que gxiste una funcidén cons-
tante ¢ : Y — ¥ con g(y) = e que satisface ue(1,g) = L,y

ue(e,1) = 1. Esto es, el diagrama:

(1;.,2)
2 4 ¥xY
(1) (e,1)) 1 l N
7 ¥xY - b4 es homotépicamente conmutativo.

A p se le llama la multiplicacidpn del H-espacio (Y,u) y a e una
H-zunidad de (Y,u).

observacién: Un H-espa;é:io puede tener varias H-unidades, por ejem-
plo si e = g’ con g’ otra funcién constante de ¥ — ¥, entonces
(1y,g) L (1y,g') Yy (g,ly)' = (g',ly) por (proposicién 1.4) de donde
e’ es-H-unidad de (Y,u). Es mis si las funciones g y ¢’ son
H-unidades de (Y,u) entonces e = g’, para \'rerlo basta mostrar que
hay una trayectoria « en Y de e a e’ pues entonces Vv ye ¥

H(y,t) = a(t) define una homotopia de ¢ a g’ y esto es consecuencia

de la siguiente proposicién.

6.1 Proposiciﬁq,r"éea (Y,u) H-espacio y sea P = {eeY| e es una -
H-unidad de (Y,u)} entonces P es una componente por trayectorias de

¥. Si ademds e y e’/ estdn en P tenemos que u{e,e’) esti en P.
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Demostracién. Sea ece P, por demostrar que P = cT(eo)

») Sea ec cr(ec). Tomemos una trayectoria o« de e a'eo, larfuncién
continua u-(lvxa) $ ¥xI —~—— Y esA una homotopia de u(ly,g) a u(ly,ga) [
Ya que pe (1) (v,0) = u(y,x(0)) = u(y,@) = k(1,8 (¥) ¥ '
Mo (1l xa) (¥,1) = u(y,a(1)) = (¥,es) = u(l,eo)(y) Vye ¥. Ahora como
u(lv,ga) = lv tenemos que u(ly,g) o 1y. De manera similar

nie, lv) = 1, 1o que implica que ee¢ P. Por lo tanto tenemos gue
cr(eo)c P. '

«) Sea e€ P, entonces para cada. aeY, los puntos u(a,e) y a deben de
pertenecer a la misma componente, de igual manera los puntos
H(eo,a) y a estdn en la misma componente. Ya que comb antes se men-
cions una homotopia de u(ly,e) hacia la 1\' nos proporciona una tra-

yectoria de u(a,e) .hacia a. De esta manera u(eo,e), e, ece cr(eo),
luego Pc cr(eo). ’ i

H

De lo anterior P es una componente por trayectorias y u(e,e’)

pertenece a P si e, e’e P.n

La componente por érayectarias P es llamada la componente princi-

pal del H-espacio (¥,u).
6,2 Proposicidén, Sea (Y,u) un H-espacio y P su componente principal

entonces (P,u|, ) es un H-espacio. .
-
-

Demostracién. Es consecuencia inmediata de 6.1, dado que el produc-
to de dos elementos qgue pertenecen a la componente principal estéd

en la componente principal.
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6.3 Proposicién.- Para que Y sea un H-espacio es necesario, y si Y
es localmente conexo también es suficiente, que una componente por

trayectorias de Y sea un H-espacio.

Demostracién. La necesidad sé sigue de 6.1 y 6.2.

Ahora sea Y un espacio localmente conexo y supongamos que existe
una componente por trayectorias ¥’ y una multiplicacién
pf: ¥'xY¥’ — Y’continua de tal forma que (Y’,u’) es H-espacio.

Fijemos ee Y’ y definamos pu : ¥xY —— Y de la manera siguiente

e si yieY’,yae¥/
¥z si yie¥’, ya2e¥’

uiyi,y2) = .
y1 si yi1¢¥’, yze¥’

! (yi,y2) si yi1eY’,yzeY’
asi tenemos que

u| (Y=Y’ )x(¥Y-¥’) es constante por lo que es ct'mtinua.
Bl oy _yryxye

. son proyecciones y por lo tanto continuas
Hlyrymyr)

#lyseys = #7 continua

como Y es un espacio localmente conexo y ¥’/ es una componente por

trayectorias tenemos que Y/ es abierto y cerrado lo que implica que

Y-¥’ es abierto y cerrado con lo que i es continua.

Por demostrar que u-(ly,g) =1y uo(g,ly) o ]‘v' Dadeo que (Y’,u’)

es H-espacio existe H’ wm(i,,e) =1,.

Definamos H : YxI — Y como H(y,t) = {H'(y t)Sisijg-z:' Entonces
[

H es continua y se tiene

{ si yey-yr _ {y si er-Y'} = p(y,e) = u(;y,g) (y)

Hy,0) H’(y,0) si yey’ ue(y,e) si yey’
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Yy .
: - si yey-y’s Y sl yey-y’ | _
H{y,1) {H(y,o) si yeyr © {ly, (y) si yey’ 1,9
Lo que implica que Hip(1,,8) « 1,. De manéra semejante se prueba

que u(g,ly) o 1;' con lo que queda demostrado que (Y¥,u) es H-espacio

Definicién,- Una unidad de un H-espacio (Y¥,u) es una H~unidad e gque

hace el diagrama' (1) conmutativo, es decir que p(e,y) = p(y,e) =y

para toda y € Y.

6.4 Proposicién.- Si el H-espacio (Y,u) tiene unidad ésta es Gnica.

Demostracién. Sean e y e’ dos unidades de (Y,u) por lo tanto tene-

mos que e’ = p(e,e’) = u(e’,e) = e

6.A EuempPLO.~
Todo espacio discreto Y es H-espacio, inclusc para cualquier eey

existe una multiplicacién u en Y con unidad e .
En efecto sea ecY fijo, definamos la multiplicacién de la siguien-

te manera u : YXY — Y ; H(X%,2) ={ ’z‘ ::}_ :_‘__Z

la continuidad de u se sigue de que ¥YxY es discreto
Notemos que para todo xeY
ue(1l,,8) (x) = u(x,e) = Xy pe(e,1,)(x) = u(e,x) = x .

Por lo que concluimos que (Y,t) es H-espacio con unidad e.

Es mds, cualquier H-unidad de un H-espacio topolégico discreto es

una unidad, debido a 1.6.
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En particular, si X un espacio topolégico, a mo(X) el espacio
discretoc de las componentes por trayectorias de X, le podemos dar
una estructura de H-espacio con unidad cualq'uier componente por tra-

yectorias cr(x) de X.

Definicién.~ La multiplicacién pu de un H-espacio (Y,u) se dice que

es H-asociativa si el cuadro

uxly P
YxYxY =————— ¥x¥

leu 1 lu‘
u

¥xY ——— ¥

es homotépicamente conmutativo, es decir, ue (uxly) = u-(lyxu) Y u

es asociativa si pe (ux1) = He(1xu), en tal caso se dice que el

i

H-espacio es asociativo.

Definicién. Una funcién continua ¢ : ¥ — ¥ es una H-inversién para

el H-espacio (Y,u) si cada una de las siguientes composiciones:

(1,,9) u (0,1, u
—— YXY —— ¥ y Y ¥xY b 4

es homotdpica a € : ¥ — Y una H-unidad fija de (Y,u) y se dice que

es inversién si ue(l,p) = e = ue(p,1).

Definicién.- A un H~espacio cuya multiplicacién es H-asociativa y
tiene una funcién H-inversién, satisface las propiedades que resul-
tan de reemplazar, en los axiomas de grupo, las igualdades por homo-

topias, le llamaremos H-grupo.
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Todo grupo topolégico es un’ H-grupo .

6-B EJemprLo.~ o
Dado (Y,u) un H-espacio, consideremos u.la multiplicacién-indur

cida por p en el espacio discreto mo(¥) como en el ejemplo 5.E . Ve-'

remos gue (Tlu(Y),lJn) es H-espacio y si (Y,u) es H-grupo, (mo(Y) ,uﬂ)
es grupo.

Sea e H-unidad de (Y,u). ke (l,8) = 1, = po(e,1,) jmplica que
.cr(u(x,e)) = cr(X) = cr(p(e,x)) V x¢ Y. De aqui
s e (1,cr(e)) (er(x)) = u  (cr(x),cr{e)) = cr(p(x,e)) = cv(x) =
cr{u(e,x)) = B (ct(e),cr(X)) = u_e(c1(e),1)(cT(x)).
Por lo tanto (no(Y),un) es H-espacio con unidad cr(e).

Ahora supongamos que (Y,u) es H-grupo. En forma semejante a la
demostracién ante-i'rior, se prueba que la H-asociatividad de pu,
Me (uxly) = u(lyxn) implica la asociatividad de Mo

Sea ¢ una H-inversién de (¥,u), Definimos Pt Mo(¥Y) —> Wo(Y)
por «pc,;(cr(z)) = cr(@(2z)) para ze Y. Se tiene que
B o (1,0,) (c(2)) = po(er(z),c1(p(2))) = cr(u(z,9(2))) = cr(e) =
cr(u(p(2),2) = p(e1(p(z)),c1(2)) = p e (P, 1) (ev(2)). Asi
(o (Y) ,uﬂ) es un grupo discreto con multiplicac'ién Hepr unidad

cr(e) e inversién P+ Lo que se querfa mostrar.m
6.5 Propos}c‘ibn.-Todo H-grupo discreto es un grupo topolégico. -

Demostracién. Sea (Y,u) H-grupo, Y espacio topolégico discreto.
Entonces ue(uxl)) = pe(lxu) y por la proposicién 1.6 se tiene que

po(uxl)) = Ho(Lxu).
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Asi que p es asociativa. Ademds como se vié en el ejemplo 6.A, (¥,u)

tiene una unidad . ) o
Sabiendo que (Y,u) tiene H-~inversién, como antes podemos concluir

que la H~inversién es una inversién. )

Y con esto hemos probado que (Y,u) es un grupo: topolégico .=

6.6 Teorema.- Si (Y,u) es un H-grupo entonces todas las componentes

por trayectorias de Y pertenecen al mismo tipo de homotopia.

Demostracién. Sea P la componente principal de (Y,u), sea C cual-
quier componente por trayectorias de (Y,u) y ¢ : Y — Y una
H-inversién.

Fijemos Coe C, definimos £ : P —» C por £(p) = u(p,Ce) Yy
g:C — P por g(c)' = u(c,p(cs)) estos é:untos estdn en C y en P
respectivamente ya que pe P es H-unidad y: ¢ es H-inversién, entonces
£ = po(1,,C0) ¥ g = pe(l,p(Co)). Como ¢ es'H-inversidn para ee P
fija uu(ly,qp)"x ey u-(np,lv) = e, ahora tgnemos por la
B-asaciativida& de u que

gef = pe(u(1,,60),p(c0)) = po(l ,u(Co,p(ce))) = u(l,,2) = 1

b 4

fog = pe(H(1,,p(co)) o) = mo(l, n(p(ea),C0)) = H(1 ) = 1.
Que es lo se queria probar.m

e
o

Definicién. - Sea (Y,u) un H-espacio se dice que u es H-abeliana

si el tridngulo siguiente es homotépicamente conmutativo
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TR,
donde T(y:,yz) = (¥2,y1). Y &
abeliapa.

iacjr;xhé_*es’ conmut_ativo, u-es

Definicién.- Un H-grupo con multiplicaciény H~abeliana es llamado

un H-grupo abeliano.

B8.C EJEMPLO.- El grupo discreto 5= {-1,1} y el subespacio s!' de R,
con la multiplicacién compleja son H-grupos abelianos. s® con 1a
multiplicacién cuaterniona como subespacio de .R* es H-grupo no abe-—

liano.
6.7 Proposicién,~ Todo H-espacio contraible es H-grupo abeliano,

Demostracién., Sea (¥,u) un H-espacio con Y contraihle esto es 1~ g,
con ce Y. Por 1.2 las funciones continuas

e (“"lv) ’ uo(lyxu) : ¥Yx¥xY¥ — Y son homotépicas. Luego u es
H~asociativa. Sea e una H-unidad de (Y,u), otra vez por 1.2 las

funciones constantes ¢, € : Y —— Y son homotdpicas, definimos

P =g, entonces u.u(ly,q)) = uo(lv,g_,) o ly « ¢ = ¢, andloganente
ue(p,1) = e y con esto p es una H-inversion de (Y,u).

Ccomo g, ueT son funciones continuas de ¥YxY en ¥ y ¥ es un contrai-
ble, son homotépicas y por lo tanto i es H-abeliana.

Asi queda demostrado que (Y,t) es H-grupo abeliano.am
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6.8 Teorema.~ Sea (Y,u) un H-espacio. Entonces para cada espacio de
Hausdorff localmente compacto x( el espacio de funciones C(X,¥) con
multiplicacién [ dada por M (£,9) = ne(£,9), es un H-espacio. si
u es H-asc;ciativa, la multiplif:acién inducida “, también lo es. Si
(Y,u) admite una H-inversién, entonces el H-espacio (C(X,Y),u’)

también admite H-inversién.

Denostracién. Como X es localmente compacto y Hausdorff tenemos por

2.2 que la funcién evaluacién C(X,Y}xX —E£ , ¥ es continua. Por lo

1 xA) es continua ya

tanto R = (ExE)e(1 T EY € SUNNET: N

cix, ¥)
que es composicién de funciones continuas como se puede apreciar en

el siguiente diagrama:

L™t nd
C(X, Y)XC (X, ¥) )X ey © (X, ¥) xC (X, ¥) xXXX

Lo,y X Tx 1

C(X,Y)xXxC (X, ¥)xX
ExE

p 43 4

donde T(g,x} = (X,g) para ge C(X,Y) ¥y xe X.

Sea 7 la composicién C(X,Y)xC(X,¥)xX By ovey By v +» mostraremos
que 7 es la funcién asociada a u,, es decir v = Eo(u.xlx) . Para
(£,9,%)e C(X,Y)xC(X,¥)xX, tenemos

1 xA) (£,9,X)

HeR(£,g.x) = uo(ExE)e (1 cx, v e,

cixX,¥)
= e (EXE) s (1

x’l'xlx)a(l
e, XTX3,) (£, 9, X, %)
= He(BxE) (£,%,9,%) = K(E£(X),9(x))

= Ee{u,(£,9),%) = Ee(uxL) (£,d,%)
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Aplicando la proposicién 2.2 tenemos que la continuidad de
EBe(ux1l) = 7 : C(X,¥}xC(X,¥)xX — ¥ implica que
Bt C(X,¥)xC(X,¥) — C(X,Y) es continua.

Ahora consideremos ¢ una H-unidad de (Y,u), Hi:pe(e, lv) 1,y
Hz:un(ly,t_a,) = 1v‘ Sea ke : X — ¥, como ke(x) = e, y definamos
ke 3 C(X,Y) —> C(X,Y), Ke(f) = ke, demostraremos
By Rerderyn) * Toamn Y B eppn ko) = dauy
sea Ht': C(X,¥)xI —-» C(X,¥Y) de manera que su asociada ’ ;
Hi(£,t) (x) = Hi(£(x),t), luego M1 = Hie (ExL ) e (10 ¥T) Y por- ';o FRiNe
‘tanto continua. Para t = 0 Ih(f,0)(x) = Hi(f(x),0) = Sl
He (1) (£00) = Bl (D00 Y sit=1 R(E0) =

Hi(f(x),1) = lv(f(x)) = 1c_“!‘“) (f) (x) por lo tanto

H:.:u'a (ke, 10_"““) = lcﬂx.v) , andlogamente
Hz :pe (1‘“_“.“ 1ke) ~ 1cr(x,v) de donde (C(X,Y¥),u,) es
H-espacio. '

Supongamos que u.es H—-asociativa, H:ipe (uxly) o u-(lyxu), demos-
traremos Moo (Mplepy y) = Mo (g yy%H,) - )

Sea H.:C(x,Y)xc(x,Y)xc(x,Y)xI ——C(X,Y¥Y) ¥y su asociada
B(f,q9,h,t) (x) = H(£(x),9(x).,h(x),t), entonces H es composicién de
funciones continuas y por lo tanto continua. Asi
H“:u.-(u.xl ) = u.a(l xu.) ya que

CT(X, V) CTX, )

H(£,q,0,0) = H(£(x),9(x) ,h(x),0) = pe(uxl ) (£{x),9(x) n(x}) =

Moo, Y (g (x) ¥

H(f,9,h,1) = K(£(x),g(x),h(x),1) = ue (1xu) (£(x),9(x) ;h(x)) =

Heo (1er gy 7B (£,90) (X) -
Sea p H-inversién de (¥,u), entonces existen I’

s
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7 o:u.—(w'lv)~“ e Y. rl:'l-i"k(l',lp) =g, demcstraremoé que
“n'("u’lc‘r(x.\’).) ke ¥ Be(lgyyyiP,) = ke donde

Pyt CX, V)= C(X,Y), @ (f) = pof

sea I‘o.: c(X,¥) — C(X,¥), con funcién asociada

f'e(f,t) (x) = Fo(f(x),t), por st; definicién o es continua y

To,: pe ('Pn'lcr(x,v)) = ke, de manera aniloga

Tl o llogy vy ®,) = ke.n
6.9 Teorema.- El espacio de lazos (¥,yo), con multiplicacién

m({u,v) = u*v, es un H-grupo, m es llamada la multiplicacién natural

en 1(Y,yo), la designamos * .

Demostracién. Por el teorema 3.3 m es continua, ahora mostraremos
N

que & : Q(Y,Yo) — fI(Y,Yo), _é(cz) = BYo el lazo cci-nstante es una

H-unidad, es decir m°(lﬂ(Y,yo).§) o 19“’”) Y
me (€, 1ﬂ(v,yo)) = ln(v,y-)' Esto es resultado del teorema 3.5(2)

para a = b = yo, con ello queda demostrado que (Q(Y,y.),*) es
H-espacio, aln mis es un H-grupo como veremos.

La H-asociatividad de * es consecuencia inmediata del teorema
.3.5(1), y definiendo ¢ : 0(¥,yo) — 0(Y¥,ye), como pla) = & . Por
3.5(3) m-(ln(Y'w),qJ) T« ———y::'x*a" es homotépica a 8 : & —— &yo.
Asi mismo me (0,19“ yo)) Y € son homot&picas, por lo tanto ¢ es una

’

H-inversisén y ((Y,ye),*) es un H-grupo.s ..~
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6.10 Coroilarlo.- Sea Y cualquier espacio conectable por trayecto-

ryias. Entonces: (a) Para cada yee Y, todas las compon-entes por

trayectorias de R(Y;yo) pertenecen a un tipo de homotopia comfin.
(b) o (Q(Y¥;yo)) es siempre un grupo discreto con

multiplicacién Mo de hecho es el grupo fundamental mi(Y,Yyo).

Demostracién. (a) Es consecuencia de los teoremas 6.6 y 6.9,

(b) se sigue del teorema 6.9, ejemplo 6.B y de mﬂ(cr(u) ,cT(B)) =

cr(a*B) = {a*B] = [a][B) como vimos en 4.4.

6.11 Proposicién.- Sea (Y,u) un H-espacio con unidad e; entonces
la multiplicacién inducida u, sobre el espacio de funciones C(I,Y)

restringida al subespacio Q1(¥,e) es una nmultiplicacién en Q(Y,e).

Demostracién. Sean (Y,u) H-espacio con unidad g y K, la m\:zltiplica-
cién inducida en C(I,Y) con H-unidad ke : C(X,¥) —> C(I,¥); ke(f) = e.
Basta, por el teorema 6.8, con demostrar que la restriccién de Hoa
f1(Y,e) es cerrada:
Sean «,8 dos lazos de QQ(Y,e) entonces Ll.(ll,B) = po(x,8), ahora
evaluando en ¢t = ¢ ¥y en t = 1, se observa que.
#o(ex,B8) (0) = p(x(0),B(0))
e (a,B) (1) = p(e(1),B(1))

Ccon lo cual queda probado que u.(a,B) = peo(x,B) es u.r}'-lazo basado

‘H(e,e) = e y

B}

u(e,e) = e

-
en e y por lo tanto la restriccién de u,a (Y, e) es cerrada.
Asi encontramos para un H-espacio (Y¥,u), dos H-espacios
(n(Y,e),u.) Yy (Q(¥,e),*), &ste Gltimo es siempre un H-grupo. Si

(¥,n) es un H-grupo, (mo(Q(Y,ye),k ) ¥y (7e(Q(Y,yo},mc7) son
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" grupos :discretos, éste Gltimo es el grupo fundamental mi(Y,yo) .

6.D.EsempLO.~

Los Octonios o Nimeros de Cayley O es un espacio vectorial sobre
'R isomorfo a R® ., para definir ‘1a multiplicacién en 0 consideremos
a los octonios como parejas (A,B) de cuaternios y definimos la mul-
tiplicacién de dos octonios de la manera siguiente
(A,B)(c,D) = (AC-DB, DA+BC); ésta es bilineal y (1,0) es una unidad.

El conjugado de (A,B), dado por (&,B) = (X,-B), es lineal y de
las propiedades de la conjugacién cuaternia dadas en el ejemplo 5.B,
se sigue que % =X y XY =Y X para todos los octonios X, Y.

Es facil mostrar que (A,B)(A,B) = (AA+BB,0), y si
A= x1+x2i+x3j+x‘k y B= x5+xsi+x7j+xak tenemos que
(A,B)T&, B) T X
de esta manera
| (A,B)| = (A,B)TA,B) = AR+BE es la norma usual en [

consideremos A = x‘+xzi+x3j+x‘k y B = z!+zzi+zsj+z‘k dos cuatexr-
nios y sea r(A) = x1 la parte real de A, luego
r(aB) = X,2,7%,2,~X.2,~X 2, = r(BA). Por lo tanto r(AB-BA) = 0.

Si R(C) = 0, C+C = 0 de donde (AB-BA)+{AB-BA) = O.

Ahora consideremos X = (A,B) y Y = (C,D) dos octonios
|x¥|3= | (AB-DB,DA+BC) | = |X|?|¥|?. Entonces la multiplicacién es

cerrada en §'= {XE 0 : [X] = 1} tiene unidad 1 = (1,0), no es conm-

tativa pues (i.0)(j.0) = (k,0) = (~k,0) = (j,0)(1i,0) ni es asociati-
va ya que ((i,0)(3j,0))(0,i) = (k,0)(0,i) = (0,~3) ¥
(1,0)((3,0)(0,1)) = ((i,0)(0,k) = (0,j) pero si tiene inversién,
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puesto que XX = |X|® = ¥x luego si Xe §* X'= X.
Asi, s’ es H-espacio con unidad e inversisén pero no es grupo to-
pelégico. J.F. Adams probé gue S°,S‘,Sa y 8" son las finicas esferas

que admiten una estruétura de H-espacio, teorema 2.3 [Stasheff).

En el ejemplo 1.B (4) se definié el funtor contravariante
{ .¥] : § — ¥ , veremos ahora qué pasa cuando Y es un H-grupo y

cuando el funtor toma valores en ¥ .

6,12 Teorema.- Si (Y,u) es un H-grupo, [ ,Y] es un funtor contra-
variante de la categoria de homotopia X con valores en la categoria
G de grupos y homomorfismos. Si p es H-abeliana, este funtor toma

valores en la categoria de grupos abelianos.

Demostracién, Sea (Y,u) H-grupo y dado cualquier espacio X, defina~-
mos la multiplicacién en (X,Y¥) por [g,1[g,] = [He(g,,9,)], donde
[9] es la clase de homotopla de g : X — ¥ continua. Como (¥,un) es
H-grupo, u-(uxly) - uw(lyxu), asi que
[9,1(09,1[9,1) = [9,1[K°(g,,9,0] = [He(g, ,0°(T,,9,))] =
= [He(Llyxu)e(9,.9,,9,}] = [Me(ux1,)°(9,,9,,9,)] =
= (so(ee(g,,9,),9,)]1 = [Me(g,,9,) 19,1 =
= ([g,){9,1)[9,]
por lo tanto la multiplicacién es asociativa.
Sea eeY una H-unidad de g, entonces (ke] es la unidad de [X,Y¥]
con ke(X) = e. En efecto, [Kel[g] = [Mo(Kke,g)) = [g] = [Uo(g,ke)] =

{91 tke].
Ahora sea p ¢ Y —» Y una H-inversién de (Y,u),
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n'(ly,(p) o e % jle (w,ly), mostraremos que [pg] = [g]"

[(910¢g) = [He(g,pg)) = [ue(l,,@)=(g)] = [Keeg] = [ke]
[pgllg) = [Ke(pg,9) ] = [U(p,1,)°(g)] = [Keeg] = [Ke].

Si ¢ es H-abeliana, es decir poT = u, tenemos que [g,3{g,1 =
[He(g,9,)] = [HeTe(g,,9,)] = [1(g,,9,)] = [g,]1(g,].

Finalmente probaremos que si £ : X — X’ continua entonces
f.':[x',Y] —[X,Y¥} es un homomorfismo ,es decir para cualesquiera
h,h, : X‘— Y continuas £'([h,]{h,1) = f'([h‘])f'([hz]), dado que
f'([h,][hz]) = f'([m(h,,hz)]) = [we(h,h)ef] = [Ho(hof, hof)] =
(h,*£][h,o£)] = (f.[h‘])(f'[hz]) lo que se queria probar.s

6.13 Teorema.- Si Y es un espacio tal que [ ,Y] toma valores en la
_categoria de grupos {abelianos), entonces ¥ es un H~-grupo (abelia-
no). De. manera que, para cua;lquier espacio X, la estructura de gru~
po sobre [X,Y] es la misma c:;ue la dada por el teorema 6.12,
Demostracién. Sean p,: ¥xY —— ¥ , P,: ¥x¥ — Y las proyecciones
y Sea f§ : ¥xY — ¥ una funcién de tal forma que [u] = [pI]*[pz],
donde * es la regla de composicién en el grupe [¥xY,Y¥]. Para cuales-
quiera funciones £,g : X — Y continuas, (£,9)": [¥x¥,¥] — (X,¥]
es un homomorfismo por hip6tesis y entonces
taelf,a)] = (£,9)°Tu] = (£,9)"((p,]*(p,])

= (£, g, D* (£, " (Ip,1) = [£1*(q)
esto muestra que la ﬁaltiplicacién en [X,¥] estd inducida como en
6.12 por la funcién u. A continuacidn probaremos que (Y,u) es un
H-grupo.

Sea X un espacio de un solo punto. La Ginica funecién X —» Y i‘epre-
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senta al elemento identidad del grupo [X,Y]. Por otro lado la Gnica
funcién ¥ — X induce un homomorfismo [X,¥] — (Y¥,Y], se sigque que
la composicién Y — X — ¥, la cual es la funcién constante que
denotaremos g, representa el elemento identidad de [Y¥,Y), esto es,
uo(lv,g) =1, = pe (g,lv) por lo .tanto (Y,u) es un H-espacio.
Para probar que u es H-asociativa, sean q,,9,,49, ¥x¥YxY — Y las
proyecciones entonces
fue(1, x u)] = () ’ru) = (10 *(Ip,1*(p,1)
= (1) (R, 1% (3, xu) “(p,)
= [q,)*[1(q,,q,))
{q,1*({q,1*[q,])
de manera similar obtenemos [He(u x‘l )] = ([q,1*[q,)) *{q,] ya que

* es asociativa, pe(p x 1) o u-(l x i)

Para mostrar que (Y,u) tiene H-inversidn, consideramos en e:l. gru~
po [Y¥,¥] el inverso (¢] de [lv]' estoes p : ¥ — ¥ continua es tal
que (1. 1*[{p] = [e] y [P1¥(1,] = [e}, luego ue(l,p) x e ¥y *
ue(p,1)) = e. Asi ¢ es H-inversién-de (Y,u).

Queda probado que (Y,i) es un H—gi;upo y que la multiplicacién en
{ ,¥)] es la inducida por u, como en el teorema 6.12. Ahora si ’
{YxY,Y¥] es abeliano entonces [u] = [px]*[pzj = [pz]*[P1] = [ueT)

entonces p = poT y por lo tanto u es H-at?'éliana.-
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VII H-HOMOMORFISMOS
Detiniéién;- si (¥Y,n) y (¥’,u’) son H-espacios una funcién conrtinua.,

£ : Y —> 'Y es un H-homomerfismo si el cuadro

'3
¥xY — ¥
£xf lf
Y’xY’—u—,—) b 44

es homot6picamente conmutative y, si es conmutativo, es decir

fou = pu’e(fxf), entonces £ es un homomorfismo de (¥Y,u) a (¥,u’).

Definicién,- Un H-homomorfisme £ : ¥ —5 ¥/ es un H-isomorfismo si
existe un H-homomorfismo g : Y'-— Y tal que geof = 1, ¥ fog = 1y;' en
forma natural se dice que f es isomorfismo si f es homomorfismo -bi-

yectivo y £"! es homomorfismo.

N6tese que todo H-isomorfismo es una equivalencia homotépica y todo . '

isomorfismo es un homeomorfismo.

7.A EJEMPLO.~- Sean a,be Y, y sea w cualquier trayectoria de a hacia
b. w': Q(Y;a) — Q(¥;b), w'(a) = w'*a*w veremos que es un
H-homomorfismo. respecto a la multiplicacién natural. Es mds es un
H-isomorfismo, pues por 3.8 w' es una equivalencia homoté&pica c‘on
inversa homot6&pica (w')* que también es un H-homomorfismo.

como me (Wxw') : (&,B) — (W ka*w)r(w ' agru) y
wem : (a,8) —» W'*(a*8)*w, por el teorema 3.5 ambas funciones son

homotépicas.m
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7.1 Proposicién,~ Sea f : (X,a) — (Y¥,b) continua. Entonces f indu-
ce un H-homomorfismo f.: Q(X,a) — Q(Y,b) con la 'multiplicacidédn na-
tural definido por f (a) = fea. Si f es una equivalencia homotépica,

entonces f, es un H-isomorfismo.
Demostracidén. Veremos que el diagram‘a siguiente es conmutativo
a(x,a)x(X, a) B, n(x,a) -

fxfl

(X, b) x(X; b

Para (a,B) € (X, a)xn(x a) y

o = fe ’(21:) osts':/z=
Eem(a,B) (E) = £o(a*B) (L)) £ g(2t-1) 1s2s t= 1
.-i °, =t=
(B2 28y, DIELE = (few % £om) (£) = me(£p8,) (@,B) (1)
Ahora, f.: Q(X,a) —> Q(¥,b) es continua por ser restriccién de 1la
funcién £, C(I,X) — C(T,Y) que es continua por 2.4.
si £ es una equivalencia homotépica, con g una inversa homotépica;

g'ufﬂlx y £eg=1, implican por 2.4 g,°f,=(gef) > (1,),= 1Q(x,a) .

Para cualesquiera dos espacios X,Y, una funcién continua f:X — Y

induce una funcidn £ :Me(X) — wWo(Y¥) por f_ (er(x))=cr(£(x)}).

7.2 teorema .- Si (X,u},(Y,u’) son H-espacios, y f:X — ¥ es un
H-homomorfismo (H-isomorfismo), entonces £ (X) — To(Y) es un
homomorfismo (isomorfismo). Por lo tanto, H~homomorfismos homotdpi-

cos, £ « g inducen el mismo homomorfismo fn= Ier
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——» ¥ ‘H-homomor-

‘e (fCI’XfC'I‘)

Sean er(w),cr(z) € Wo(X) ©. -
£opobe (ST(W) ,eT(2)) = fo(er((v,2))) Lo
= ﬂ(ﬁ'-(fxf) (W:z)) cr(ule (£(w);£(2)))
W (e (£ (W) i lE(z))) = ;}"c';(,f;,(iii JE ()
= Wre (g xE ) (W, 2) '
por lo tanto fn_ es homomorfismo !
Supongamos que f es H-isomorfismo, luego existe:g:¥ __. X
H-homomorfismo.tal que feg = 1y gef = 1.; por lo antefiqr do es
homomorfismo. Se tiene gnofn(c-r(z)) = cr(gef(z)) = cr(1,(2)),

luego gm,of 1 N anilogamente fc1°g = 1 asi que fc‘r es

o TMoix cr” ‘e
isomorfismo, lo que se queria demostrar.s
:
Definicién.- Sean (Y,u), (Y,u’) dos H-espacios sobre el mismo espa-
cio. Note que la identidad 1v es un H-isomorfismo si y sélo si

p = p’l; en este caso decimos que u,u’ son e valentes sobre Y.

7.3 Teorema.- Multiplicaciones eq;u.ivalem:es sobre Y inducen la
misma multiplicacidn en me(Y).
Demostracién., Sean (Y,u),(¥Y,u’) H-espacios tal que p = uf. Para
X,z € ¥, p(er(x),cr(2)) = enfn(x,2z)) = cr(u’(x,2)) =

&

u'u,(c'r(x),:-r(z)) lo que se‘quéria demostrar.m

7.B EJEMPLO.- Sea Y un espacio contraible y sea pH:¥xY¥Y —» Y cual-

quier funcién continua. Entonces (Y,u) es un H-espacio dado que to-
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das las funciones constantes de Y —— Y son H-unidad ya que todas
las funciones continuas de un espacio arbitrario X en Y son homo-~
tépicas.

Es mds por 6.7 (¥Y,u) es un H-grupo abeliano. Y puede tener muchas
multiplicaciones pero por la ralzén anterior todas son equivalentes.
En particular el intervalo I, con la multiplicacién
u(ti,t2)=|ti-t2] es un H-grupo abeliano, u es abeliana pero no es
asociativa. En efecto

|1ti-tal-ta3| = |ti~lte~tal] para &1 =tz =1/2y t3 =1

7.C EJEMPLO.- Distintas multiplicaciones sobre un espacio discreto Y
(con mas de un punto) nunca son egquivalentes pues u y p’son homotépi-

cas si y s6lo si u = u’.
Usando herramientas de la topologia algebraica se ha probado_:que

i
s” ‘admite 12 clases de equivalencia de multiplicaciones distintas y

s’ admite 120, como lo afirma el teorema 3.7 de [Stasheff].

7.4 Teorema.- Si ¥’ tiene el mismo ti:po de homotopia que (Y,u) un
H-espacio (H-grupo) entonces existe p’ tal que (¥’,u’) es un H-espa-
cio (H~grupo) de forma que la equivalencia homotépica es un H-iso-

morfismo.

Demostracién., Sean f:¥ — ¥’ y g:¥’— Y continuas t:a._,lcé que-
feog o= ly, Yy gef = 1,. Sea ee P la componente principal de (Y,u),
entorices g =« gefeg son H-unidades de (Y,u) luego las funciones
constantes geff{e) , eeg: Y’ — Y cuyas imagenes gef(e), e estén en

P, son homotépicas., La funcién pu’= fouo(gxg):iY'xY’ —s ¥’ es conti-
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nua y ufe(,,f(e)) = feue(9xg) (1,,,£(e)) = fope(gel  ,gefle)) =
fop(g,@eg) = fepo (1 ,e)eg
Ahora como uo(ly,_e,) = 1 por ser (Y,u) H-espacio tenemos que

f-u-(lv,g) o f-lyeg o lv- Y por lo tanto u'-(:ly,,f_Lg_)_) o 1y_-
Andlogamente se obtiene que u';(_t_(_g)_,1Y,) = 1, luego (¥’/,u’) es
H-espacio. )

Como gop’ = gefeue(gxg) = 1 oite(gxg) = He(gxg) el cuadro

1]
Y/ xYI——Y’

9xg I ,g conmuta homotépicamente
¥x Y———u—»Y

Asf que g es un H~homomorfismo y p’e(fxf) = fepo(gxg)e(fxf) o fou
luego £ es un H-homomorfismo, ' .'

Ahcra como fog = ly_ Y gef = 1y , se tiene que £ y g son
H-isomorfismos.

Si p es H-asociativa veremos que pu’ es H-asociativa, tenemos que
gept’ e (Exf) = gefeps(gxg)e(fxf) = p, por lo tanto ue(uxl) =
gell? o (ExE) o [golt? o (ExE) 1] = gop’e[Eogest?s (Ex£) ,£) = ’
gepre[ff o (ExL), L) = gept’e(uix1 ) (fxEx£)  e-coese-e 1

Y Me(lxi) = gople(fxf)e[lx gep/o(ExE)] = gep’o[£,Logept’ e (£xEF) ] «
gop’e[£,ufe (ExE)] = genfo (1l ,xu’) (fxfxf) = ==e=ssmesee 2
como # es H-asociativa y sucede (1) y (2) entonces
gou’o (H'x1, ) e (ExExE) o geplo (1, xu’) (ExExL)
po;: lo tanto u'n(u’xly) = u'v(lyxu’) con lo que tenemos que '’ es
H-asociativa.

Y si p3¥ —> ¥ es una H-inversidn para (Y,u), entonces p’= fopeg

es una H-inversién para (Y¥’,u’). En efecto tenemos que u°(ly,10) = @
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y por lo tanto f-u-(lv,w)-g « fogog de donde f-u-(g,w;g)‘lzﬂu“ﬂé_},‘.’,‘:
Pero u « gep’«(fxf) entonces e
£spe (g, @eg) = fogeu’o(fxf)e(g, Pog) = u/e(feg, Lopeg) «ﬁ:.(;*_@}),

por #'e(l,,9?) = fle), de manera similar u’e(p’,1,) = £la):
De lo que concluimos que ¢’ e.s una H-inversién parar (Y',u.')r,r y

entonces Y’es un H-grupo si ¥ lo es.u

Del teorema anterior se sigue que si un tipo de homotopia contie-

ne un H-espacio (en particular un grupo topolégico) esta compuesto

Gnicamente de H-espacios,

Definicién,— Un espacio X se dice que estd dominado por un espacio
Y si existen funciones continuas £:X —— ¥ Y g:¥ — X tal que
Egof o lx'

7.5 Teorema.- Todo espacio dominado por un H-espacio conectable

por trayectorias es tambi&n un H-espacio.

Demostracién. Sean (Y,u) un H-espacio, Y conectable por trayecto-
rias y X un espacio dominado por Y. Por lo tanto existen f:X — Y

Y g:¥ — X con gef = 1

Sea o= gepo(fxf) como se muestra en el cuadro siguiente

Xx¥ —2— X

£t l Iq

yxy—HE sy

Vamos a demostrar que (x,u!) es un H-espacio
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como 'Y es un espacio conectable por trayectorias entonces Y tiene
una .sola componente, Y mismo. Por lo tanto Y es la componente prin-
cipal de (Y,u).
sea xceX fija, definamos h:Y — Y como h = uo(ly,_f(ﬁ_)) -por lo
tanto h « 1y y "‘x"(lx”“) = gehef pues para toda xeX
Moo (1, Xo) (X) = 1, (X,%) = gopo (£x£) (X,Xe) = Gol(£(X),£(Xe)) ¥y
gehef(x) = (geh) (£(x)) = (geu(1,,£(xa))(£(X)} = gen{£(X),£(Xe)].
ahora como h =« 1, entonces gehef = gelvnf = gof = 1, por lo tanto
Be(1,%0) = 1.
De manera similar definimos h’:Y —— ¥ como h’(y) = u(_gﬁ),ly)
con lo que obtenemos que “x(&-llx) = lx Y por lo tanto queda demos-
trado que (x,ux) es un H-espacio.m

7.C EJEMPLO.~ Todo retracto de u -espacio Y conectable por trayec-

torias es también un H-espacio. Ya que Y domina a cada uno de sus
retractos. M4s aGn si A es retracto de (Y¥,u), (Y,u) es un H-espacio,
.y A'intersecta a la componente principal de Y entonces A admite una

multiplicacién que lo hace H-espacioc.

7.0 EJeMPLO.- Veremos que Q(Y¥,a,b) es un H-espacio y mostraremos gue
a(y,a,b) =.Q(Y,a).

Sea B¢ Q(Y,a,b), fija.
Def inamos u:n(v,a,b)xn(vﬁa'/ii) -— Q(¥,a,b), como pu(a,B) = a*s“*ﬂ.
Claramente, ¢ es continua. .Dado que p(&,8) = 8*8"*!3 Y #(8,8) =
B*s"*@ concluimos por 3.5, come en 7.A, que & es H-unidad para el
H-espacio (N(Y,a,b),u).

Ahora definamos f:Q(¥,a) — f1(¥,a,b) como f£(a) = a*6 y
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g:Q(¥,a,b) —> Q(Y¥Y,a) por g(B) = p*e", sean 7€ n(Y,.a) Y Ae 2(Y¥,a,h)
(gof) (7) = G(7*6) = (7*€)*E™!, (fog) (A) = £(A*6™") = (a*67)*& por
3.5, gef = ln(Y,a) Yy fog = ln(Y,a,b) luego Q(Y,a,b) = Q{(¥,a). Por
dltimo mostraremos que f y g son H-homomorfismos, sean «,8¢ (Y,a)
entonces tenemos que pe{fxf) (a,\B) = p(a*E,B*E) = aasﬁg"aptg,
fop(a,B) = £(a*B) = a*B*€ y por 3.5 pe(fxf) = fou , procediendo de

manera andloga se tiene que g es H-homomorfismo.a

7.6 Lema,- Sean (Y,u) un H-espacio, e un punto en la componen{:e
principal y R una homotopia de la funcién y —» u(e,y) hacia ly.
Entonces existe una homotopia L de la funcién y — u(y,e) haci; lv
de tal forma que las trayectorias Le(t) = L(e,t) y Re(t) = R(e,t)

de p(e,e) hacia e son equivalentes..

Demostracién. Como e es una H-unidad- existe una homotopia

£ u-(ly,g) = 1y. Sea £.:I —> Y dada por £.(t) = £(e,t) entonces -
Re y %o son trayectorias de p(e,e) en e, ya que Za(o)=uo(1v,g) (e) =
p(e,e) = me(e,1)) () = Re(0) y £:(1) = 1(e) = Re(1) = e, luego
7 = Re*#s' es un lazo basado en u(e,e).

Primero mostrarenmos que existe un lazo « basado en e tal que

Ro = (Mo (@,1,) oa) e, B

Sea r:IxI —— (O0xI}u(Ix0)u(lxI) una retraccidn (por ejemplo pro-
yectando desde el punto (1/2,2) el cuadrado 1® sobre los *t':_ré's la-
dos). La funcién H’:(OxI}u(Ix0)u(ilxI) — ¥ dada por H’(t,0) = 7(t)
H’(0,s) = H’(1,s) = Re(s), estd bien definida pues H’(0,0) = 7({0) =
Re(0) ¥ H’(1,0) = ¥(1) = 2"(1) = %6 (0) = Re(0), por lo tanto es

continua. La composicién H = Hfer:IxI — Y es entonces una homoto-
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pia del lazo 7 a un lazo « basado en e, en efecto a(t)= H(t,1), pa=-
ra i = 0,1 a(i) = H/(r(i,1)) = H/(i,1) = Rae(1). Entonces Hiy = o'y
R inducen las homotopias H': po (e,1lv) e = pe(@,1¥) ey Y :

R": pe(e,1v) ey = 1lvey = 7y de donde (us(g,1ly) =a)ﬂ‘;c o yhfe =

(Ro#278) *€a o Re.

Ahora definimos L(y,t) = {’;g;géf;g) vg: t‘ :;_’z‘

para ¢t = i1/2 tenemos L(Y,1/2) = p(y,a(l))-= u(y,e}) = £(y,0),. asi
que L estd bien definida y es continua por sex.; continua en
¥x[0,1/2] ¥ en Yx[1r2,1] cubierta cerrada y finita de ¥xI.

Rhora L(y,0) = u(y,«(0)) = u(1,e}(y) y. L(y,1) = £(y,1) = 1.(y)
de donde L: pgo(ly,e) = 1y.
nle,a(2t) 0s t s 1/2

Definimos Le(t) = L(e,t) = .
£(e,2t~1) 1/2 5 t=1 .

((u(e,lv)-cx)* £e) (t) por lo tanto Lo = Re .=

7.7 teorema.- Sea (Y,u) un H-espacio, e un punto de la componente
principal y Y/ el subespacio (¥Yx0)u{exI) de ¥xI. Entonces:

(1) La multiplicacién pu, Y identificado con ¥x0, se puede
extender a una multiplicacién p’ sobre Y’ con unidad, exl.

(2) La retraccién de ¥’ sobre Y que envia a exI en el punto

ex{0}, es un H-isomorfismo del H-espacio (¥’/,u’) en (¥,u).

Demostracién. (1) Para obtener una extensién u’:Y x¥’— Y/ de u
necesitamos definir p’(y,s) , u/(t,y) Yy u’(t,s) para ye¥Y y s,tel
jdentificando exX con I para simplificar la notacién.

Sean R y L las homotopias del lema anterior. Definamos u’ (y,s) =
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L(y,s) y n’(t,y) = R(y,t). Para definir u’(t,s) primero consideremos
la funcién J:Fr(Iz) — Y’ dada por J(t,1) = J(1,t) = t, J(0,s) =
L(e,s), J(t,0) = R(e,t). Sobre Fr(I®) esta funcién es homotépica a
Lo*Re”}, la cual es nul-homotépica por el lema anterior; y por teo-
rema 1.2(2) existe una extensisn continua ¥:I° — Y/ de J. Ahora
definimos

u’(t,s) = ¥(t,s), se tiene que u’ es continua y

u’(e,0) = L(e,0) = ¥(0,0),

u'(y,1) = L{y,1) =y, v (1,y) = R(y,1) =¥, Y

pe(1,s) = ¥(1,s8) = J(1,s8) =s, u’(t,1) = ¥(t,1) = J(t,1) = t

de donde (Y’,u’) es un H-espacio con unidad.

(2) Es claro que la retraceién r:¥’/ — Y es una equivalencia homo-
tépica con inverso homotépico la inclusién i:¥ — ¥’. Como i es
évidentemente un H-homomorfismo, solo probaremos que r lo es tam-
l;ién.

Sea H:¥/x¥’/xI —» Y

H(y,y’,T) = uly,¥y") si y,y'e¥

H(y,s,T} = L(y,st) si ye¥,se I

}i(t,y,t) = R(y,tT) si yeY,te I

H(t,s,T) = re¥(tr,st) si t,se I

H estd bien definida y es continua

H(Y,¥',0) = u({y,y’) = pe(rxr){y,y’) siy, y'e ¥

H(Y,S5,0) = L(y,0) = u(y,e) = pgo(rxr)(y,s) si ye Y, se I

H(t,y,0) = R(y,0) = u(e,y) = po(rxr)(t,y) si ye¥,te I

H(t,s,0)= ro¥{0,0)= reJ(0,0)= reL(e,e)= L{e,e)= po(rxr)(t,s) si
s,te I

Y
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H(y,¥?i1) = 0’ (v,¥') = Esu’(y,y’) siy,y'e ¥

; H(ins"iy)' = L(y/s) -=‘r'-r;‘(y,'s) 51 ye Y,’_sé I
H(t,y,l) = R(y,t) = t-R(y,t) = r-u' (t,y) si ye Y, te T
H(t s, 1) = ro¥(t,s) = xrou’ (t:,s) ‘sit,se I

. Luego H:ipe(rxr) « reu’ y por lo tanto x es H-homomorfismo.m

7.8 Corolario.- Todo H-espacio es H~isomorfo a un H-espacio con

unidad.

7.9 Teorema.- Sean (X,u) y (Y,u’) H-espacios y sea £:X — Y un

H-isomorfismo.

(a) Si uno de ellos es H-asociativo, o H-abeliano, entonces también
lo e_s-él otro respectivamente.

{b) 8i el H—eépacio (Y,u’) ad.miteéuna H-inversién ¢’, entonces
puede ser definida una H-inversiér; 9 en (X,u) de tal forma gue

x _’, £(p(x)) ¥ X — p’(£(x)) sean homotépicas.

(c) sSi (Y,u’) es H-grupo, (X,u) es tambiedn H-grupo.

Demostracién: Sean f:X — Y y g:‘Y — X H-isomorfismos tales que
fog = 1y gef = 1, '
(a) Supongamos que p es ‘H-asociativa

Por demostrar que u'u(u'xly) = u'o(lyxu')

dado que f es H—isomorfismgv,h‘e'ﬁemos fopt &« p’o(fxf), luego

p = gop’e(fxf) y por lo tantoA

He(uxl) = (gep’e (£xL))o({gen’ e (Ex£})x1) =

geu’ o((£ogens (£x£) JxE) = gop o({u' o (£xE) )x£) = g-u'-(u x1,) (ExExE)

es decir

g



(1)...pe(ux1,) = gom’s(u’x1,) (ExExf)
y de manera similar
(2). oo (1xu) = goptfe(dxp’)e(£xExf)
por (1), (2) y la H-asociatividad de u obtenemos que
(3)e.. gon/o(u/x1 ) e (ExExE) o gop’e (1 xp’) e (ExExE)
¥a que feog = 1, y componiendo 3 con f por la izquierda y qxgxg
por la derecha resulta que [_L’o(u'xly) o u’w(lvxu’) y por lo tanto
u’ es H-asociativa .
Supongamos que 4 es H-abeliana, por demostrar que p’= g’oT,
Dado que g es H-homomorfismo geu’x ite (gxg) y como i ~ Ho'T
sucede que
(4)...geu’= peTe(gxg)

¥ por lo tanto

(5)...geu’oT = jo(gxg)sT

Afirmacién. (gxg)eT = Ts(gxg). En e‘fe‘ct‘-:o;;

:pa,ra‘: (u, v)e AxX,

(9x9) °T(u,v) = (gx3) (V,u) = (3(v),g(W)) = NG (),g(V))

Te (gxg) (u, V).

Luego
(6). gop’oT = poTo(gxg), de 4 y 6 tenemos que gel’s geit’sT y
mn’= u’«T que es lo se queria demostrar.
(b) Supongamos que p‘:¥ — Y es H-inversién de d,u') con H-unidad
e’ es decir, p’(1,p’) = e’. Definimos ¢ = gep’-f.

como g es H-homomorfismo tenemos que geou’s= ue(gxg), luego ,L'-”"
He (1l ,p) = He(gef,gep/ef) = uo(gxg)e(l ,p )ef = gou’e(1,,p')ef =
gee’ef, pero geg’sf = ge’ es H-unidad de (X,u) por teorema 7.4. De

manera similar uv(w.lx) = ge’, por lo tanto ¢ es una H-inversién

de (X,u).
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Y ademds fop = fogep’of = gleof

(c) Es consecuencia de (a) y. (b).ms

7.10 Proposicién.~ 5i (Y,u) es un H-espacio con unidad ya., ‘la
multiplicacién inducida u, del H-espacio (§2(Y,ye) ) (Ejemplo 6.B)
es equivalente a la multiplicacién natural m del H-grupo

(Q{Y,yo) ,*} (6.9). Y por lo tanto (fI(Y,Yyo) ,u.) es un H-grupo.

Demostracién. Si ho(t) = méx{0,2t-1} y hi(t}) = min{l,2t)}

he = 1 =~ h1 rel.Fr.I entonces por 1.7

Hit « « aehi rel.Fr I, Hot g = Bdho rel.Fr I para cada o,Be (Y, yo)

Y por lo tanto

(«¢,B) —> no(x,B), (a,8) —» pe(cchi,pho) son funciones homoitSpicas
de Q(Y,yo)xQ2(Y¥,Yo) —— fI(¥Y,yo) y como

Me(et,B) = u (a,8), He(acht,Beho) = a*g = m(ct,B8), K, Y m son .

equivalentes.

7.11 Teorema,~ Sea Y un H-espacio (conexoc por trayectorias). Enton-
ces la multiplicacién natural en Q(Y,yo) es siempre abeliama y

m{Y¥,yec) es un grupe abeliano.

Demostracién. Caso 1 El H-espacio (Y,u) tiene unidad e, tenemos gque
(ﬂ(Y,yu),u') H-espacio, ademds T induce

(UeT) = u (B,a) = po(B,&) = poTo(a,B).

Entonces (f(Y,yo), (=T} ) es también H-espacio pues (Y,usT)

es H-espacio con unidad e porque

(reT)eo(1,,8) (Y} = u(T(y,e)) = u(e,y) =y
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’(u°T)-(g,1)(y) = p(T(e,y)) = p(y,e) =y , pero por el teorema
anterior, u,/ y (HeT) = u T son equivalentes ambas a m, luego son
equivalentes entre si y entonces u, es H-abeliana. Aplicando el
teorema 7.9, m es H-abeliana esto és a*f8 = f*a rel.Fr I para todo
x,Be Q(Y,yo) de donde
[a)[B) = {B)[a]) para todo [«x],[Ble mi(Y¥,Yo) ¥ con ello m(Y¥,yo) es
grupo abeliano.

Caso 2. Si (Y,u) es H-espacio con H-unidad e, por 7.7 Y es del
mnismo tipo de homotopia que Y’/ con unidad e’ y (¥,u), (¥/,u’) son
H-~isomorfos por lo tanto el H-espacio (n(Y,yo),u.), y el H-espacio

‘H-abeliano (Q(Y',yu),u'.) son isomorfos al H-grupo H-abeliano
(Q2(¥,yo),*}. Por lo tanto &ste es un H-grupo H-abeliano debido al
teorema.7.9. Luego mi(Y¥,ye) = Wo(R(Y,Y¥s),*) es un grupo abkeliano

discreté.

Definicién.~ Sean 5,T:8 — D funtores de la misma varianza. Una

Transformacién Natural ¢ de S hacia T es una funcién de los objetos
de los objetos de § hacia los morfismos de D de tal forma que para

todo morfismo £:X — Y de © uno de los siguientes diagramas es

conmutativo

s —SEL s¢v) s —SLE) s(y)

_)-"."_' $(X) l 1&(3{) & (X) 1 1&(\()

o(x) —LE) vy o) —2lE) 1y

5,T covariantes $,T contravariantes
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7.13 Teorema.— Sea f£:Y —3 Y’ una funcién continua entre H-grupos
(H-abelianos) . Entonces £ induce una transformacién natural £, del
funtor [ ,Y] al funtor [ ,Y¥’) que toma valores en la categoria de

grupos (abelianos) si y sélo si. f es un H-homomorfismo.

Demostracién. En virtud de 6.12, basta probar que para h: X/'— X

continua, el siguiente diagrama es conmutativo

h.
%, ¥] ——— [X’,¥)
fl f'
h‘

X, Y] — [X',Y']

Y que £‘ es homorfismcj_ cuando £ es un H-homomorfismo.
Sea {g],[91},[gz2] € [X%Y], comprobamos la conmutatividad de diagra-
ma (£,°h") ([91) = £,([g°h]) = [fegeh) ¥

(n"e£,) ([91) = h*([£:g]) = [£egeh).

Ahora demostraremos que f,es un homomor;ismmo, es decir
f.'u.([gl],[gzj) = u.v(f.xf.) ({91),[g2]) si y s6lo si £ es un
H-homomorfismo. Tenemos que

Lo £ (T91),092])) = £ ((u(g1,92)]) = (feu(g1,92)]

b 4

B (£xE)) (1911, (92]) = B ({£-q1),[feg2]) = [u(feg1,feg2)]
= [pe(2x£) (91,92) ]

De modo que [fou(g1,g2)] = [pe(£xf)(g1,g2)] si y sblo si

fopr = po(fxf) lo que se queria demostrar.s
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