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INTRODUCCION

El  presente trabajo tiene por objeto el estudio detallado del
trabajo realizado por Wolfgang Arendt en su articulo Vector-valued
Laplace transforms and Cauchy problems [11.

Dado un espacio de Banach X sobre K y un operador A en X
densamente definido, el teorema de Hille-Yosida nos asegura que si A
es el generador de un semigrupo (T(I:))»tzo ¢ B(X) fuertemente continuo
entonces el resolvente de A en A € K dado por R(A,A) := (A - S
esta relacionado con (T(t”tao via la transformada de Laplace, es
decir R(A) = fm e ™T(t) dt. Con esto en nente buscamos las

[}
condiciones necesarias para que una funcién R : (0,+@) —— X sea la

transformada de Laplace de una funcién F : [0,+®w) —— X. Para ello,
utilizamos el teorema de D. V. Widder que caracteriza las funciones
reales que son transformada de Laplace de otra funcién real. La
representacién obtenida es mas débil que la dada en el teorema de
Widder pero si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym obtenemos la
representacién original. Después nos interesamos en los resolventes de
operadores que puedan verse como transformadas de Laplace. Observamos

que si un operador A en X es el generador de un semigrupo fuertemente

R(A,A)
;\n

natural. Nos interesamos entonces en estudiar la condicién mds débil

continuo entonces es una transformada de Laplace para tocda n

de que una funcién R : (0, +w) —— B(X) sea la transformada de Laplace
de otra funcién S : [0,+o) —— B(X). Damos entonces las condiciones
necesarias y la definicién correspondiente para que podamos hablar de
un generador A de lo que llamamos el semigrupo n veces integrado
(S(t))tzo‘ Caracterizamos dichos generadores utilizando la extensién
del teorema de Widder dada por Arendt. Finalmente tratamos el problema

de Cauchy y utilizamos los resultados obtenidos para los generadores
de semigrupos n veces integrados para construir soluciones a dicho

problema.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo revisamos someramente los conceptos y el
material necesarios para la comprensién de los siguientes capitulos.
Los objetos con los que vamos a trabajar son espacios vectoriales
sobre K, un campo que puede ser R o C. Estos espacios estan dotados de
una métrica que esta inducida por una norma, y en el caso en que
dichos espacios sean completos estaremos hablando de espacios de
Banach. Mencionaremos también lo que son los semigrupos'de operadores
y los resultados relaciocnados con ellos enfocados a la prueba del
-teorema de Hille-Yosida, su relacién con ecuaciones diferenciales,
algo de teoria de medidas vectoriales y resultados diversos.

Resulta claro que no podremos dar una extensa descripcién de
estos temas pues la intencién de este capitule es Unicamente poner en
la mesa los elementos que son necesarios y susceptibles de mds estudio
para la comprension. del trabajo posterior. Con el fin de
familiarizarse mas con estos temas sugerimos consultar las referencilas

bibliograficas [2]) a [9], (11] y {[14].

1.0 DEFINICIONES BASICAS

1.0-1 Definicidén (Funcional 1lineal). Una ' funcional lineal { es un

operador lineal con dominio en un espacio vectorial X y rango en el
-

campo escalar K de X, con K = R o K = € si X es real o complejo

respectivamente. a



1.0-2 Definicién (Espacio dual). El espacfo dual de ' un .espacio

normade X es el conjunto
X = { £ : X ——> K ! { es una funcional lineal continua’ } o

Observacion: No hay que confundir el espacio dual X’ de X con el
-
espacio dual algebraico X de X, recordemos que

X = { £: — K | £ es una funcional lineal }

1.0-3 Definicién (Operador acotado). Sean X y Y espacios normados y
T : D(T) —» Y un operador lineal, con dominio D(T) < X. Decimos que
el operador T es acotado si existe un numero real c tal que
ITx]| = clixo v x € D(T) o
1.0-4 Definicién (Espacio de operadores acotados). Sean X y Y dos
espacios normados (ambos reales o ambos complejos). Definimos el
espacio de operadores acotados de X en Y por el conjunto B(X,Y) de
operadores lineales acotados de X en Y dotado de la suma -
(T, + TJx = Tx + Tx

el producto por escalares

(aT)x = aTx
y la norma
It = sw 4L = sup x|
xeX x e X
x # 0 Ixli=1

Cuando X = Y denotamos a B(X,Y) por B(X) simplemente. o

1.0-5 Definicién (Conjunto total). Decimos que un subconjunto M de un

1
La topologfa en X esta dada por los basicos
Bc(x)={yeX'.||x—y||<e},s:>0.xeX.

donde I+l denota la norma en X.



egpacio normade X es un conjunto total (o conjunto fundamental) si la

cerradura del subespacic generado por M es X, es decir V(M) = X. o

TEOREMAS FUNDAMENTALES PARA ESPACIOS NORMADOS Y ESPACIOS DE BANACH

1.1 EL TEOREMA DE HAHN-BANACH

Este teorema fue descublerto por primera vez por H. Hahn (1927),
redescubierto en su forma actual y mas general por S. Banach (1929) y
generalizado a espacios vectoriales complejos por H. F. Bohnenblust y
A. Sobczyk (1938)

Cuando hablamos de un "problema de extensién" consideramos uh
objeto matematico definido en un subconjunto Z de un conjunto dado X y
deseamos extender dicho objeto del conjunte 2 al conjunto X de tal
suerte que clertas propiedades del objeto se preserven. En el caso del
teorema de Hahn-Banach el objeto a.extender es una funcional lineal ¢§
definida en un subespécio Z de un espacio vectorial X vy que’tlene
cierta propiedad de acotamiento que serd formulada en términos de una
funcional sublineal.

1.1-1 Definicion. Decimos que una funciocnal real p definida en un
espacio vectorial X es sublineal si es subaditiva, es decir
; plx + y) = p(x) + ply) ¥ %,y € X
y ademas

plax) = [a|p(x) o
Ejemplo: La norma en un espacio normado es una funcional sublineal.
1.1-2 Teorema (Hahn-Banach, extensién de funcionales linealeg). Sea X

un espacio vectorial real o complejo y p una funcional sublineal



-definida ’en:X." Ademds, “'sea” p-un,

'sub"espacio'—zide X fél que’ . e o

‘ 11¢3]! s'p(x)‘ ‘Vxez
entonces { tiene una extensién lineal ?. a todo X que satisface
(.1 |Ex)| = p(x)  VxeX
esto es, | es una funcional lineal definida en X que cumple (1.1) y
ademds f(x) = f(x) YV x €2 a
Observacién: La prueba de este teorema utiliza el axioma de eleccidn.
1.1-3 Teorema (Hahn-Banach en espacios normados). Sea { una funcional
lineal acotada definida en un subespacio Z de un espacio normado X.
Entonces existe una funcional lineal acotada ? definida en X que
extiende a { y que tiene la misma norma

Ien, = lell,
con uinx = sup [f(x)] | lell, = sup Jeexd |
x € X x € 2

Iixli=1 * lixh=1

y "?"z = 0 en el caso trivial 2 = {0} o
Como consecuencia de este resultado tenemos dos teoremas.
1.1-4 Teorema (Funcionales linea.les‘ acotadas). S‘ea X un espacio
normado y Xy € X \ {0}. Entonces existe una funcional lineal acotada
tal que
Il =1 et =[xl a
.1.1-5 Teorema (Norma, vector cero). Para todo X en un espacio normado -

X se tiene

(x)
Il = es:pX,J—H,,’;,,

£ =0

Asi si X, es tal que @(xo) =0 V § e X entonces x, =0 o

1.2 LOS TEOREMAS DE CATEGORIA DE BAIRE Y DEL ACOTAMIENTO UNIFORME

4



El teorema de acotamiento uniforme de S. Banach y H. Steinhaus
(1927) es considerado frecuentemente una pledra angular del Andlisis
Funcional en espacios normados. A diferencia del teorema de
Hahn-Banach éste teorema requiere de completez. De hecho caracteriza
algunas de las propiedades mas importantes de los espacios de Banach
que los espacios normados no tienen en general. Este teorema es
consecuencia del tecrema de categoria de Baire, que tiene otras
aplicaclones err Analisis Funcional y es de interés propio.

Los conceptos que se dan a continuacién tienen dos nombres, uno
nuevo y otro viejo (en paréntesis)}, el Gltimo esta entrando en desuso
pues "categoria” se esta usando con otro sentido en Matemadticas.

1.2-1 Definicién (Categoria). Decimos que un subconjunto M. de un
espacio métrico X es -

(a) raro (denso en ninguna parte) en X si su cerradura M no tiene

puntos interiores.

(b) flaco (de 1la primera catngria) en X si M es la unién

numerable de conjuntos raros en X.

(c) no flaco (de la segunda categoria) en X si M no es flaco en X
o
1.2-2 Teorema (de categoria de Baire. Espacios métricos completos). Si

run espacio métrico k #*# @ es completo, es no flaco en si mismo. Esto

-]
es, si X =@ es completoy X =U Ak (Ak cerrado) entonces por lo
k=1

menos un Ak contiene un conjunto abierto distinto del vacio. =]
Observacidén: El inverso del teorema de categoria de Baire no es cierto
en general.

Enunciemos ahora el teorema del acotamiento uniforme. Este



teorema dice que si! X es un espacio de Banach y tenemos una sucesiodn
‘de. operadores (Tn) < B(X,Y) tal que (Tnx) esta acotada para todo x € X
y toda n € N entonces la sucesién es uniformemente acotada. En otras
palabras, acotamiento puntual implica acotamlento en un sentido mas
riguroso, en este caso, acotamiento uniforme.
1.2-3 Teorema (Acotamiento uniforme). Sea ('I‘n) una sucesién de
operadores lineales acotados Tn : X — Y de un espacio de Banach X
en un espacio normado Y tal que [{lTnx“] esta acotada para todo x € X ,
digamos ;
T %]l =<, n=.1,2,...

donde c, € R. .

Entonces la sucesidén de las normas. ["Tn"] estd: acotada,. esto es,
existe una ¢ tal que

iTlh=ec n=12... ) a

1.3 CONVERGENCIA DEBIL Y CONVERGENCIA FUERTE

'1.3-1 Definicién (Convergencia fuerte}. Decimos que una sucesidén
(xn) de un espacio normado X converge fuertemente (o que es
convergente en la norma) si existe un x € X tal que

lim | x -=x | =0
n—o "

Notacidn: Iim x = x
n — w

[ X — X
n
x se llama el 1limite fuerte de (xn) y decimos que (xn) converge
fuertemente a x. a

1.3~2 Definicién (Convergencia débil). Decimos que una sucesién (xn)

en un espacio normado X converge debilmente sl hay un x € X tal que

6



para toda { e X'

limjfﬂﬁ?;) = #(k)‘;.

n e

r\:lotécién:r XX
Al vpunto % le llamamos liﬂ'zlyte» debil f'kde' (.xn)‘ y decimos que (x )
converge debilmente a X. =]

La convergencia débil tiene varias aplicaciones en Analisis. El
concepto ilustra un principio basico del Analisis Funcional, el hecho
de que el estudio de espacios se relacione con el estudio del espacio
dual.

Para utilizar la convergencia débil debemos saber clertas
propledades bésicas, que se mencionan en el siguiente lema. En la
prueba usam-os los teoremas de Hahn-Banach, via 1.1-5 y el teorema del
acotamiento uniforme. Esto demuestra la importancia de estos tgoremas
en conexidén con la convergencia débil. ‘

1.3-3 Lema (Convergencia débil). S'ea (x“) una sucesion que converge
debilmente a x en un espacio normado X. Entonces:

(a) El limite débil x de (xn) es tnico.

(b) Toda subsucesidn de (xn) converge débilmente a x.

(c) La sucesicn (lenll) esta acotada. o
1.3-4 Teorema (Convergencia débil y fuerte). Sea (xn) una sucesion-en
un espacio normado X. Entonces

(a) Convergenc.ia fuerte implica convergencia deébil con el mismo

limite.

(b) El inverso de (a) no es cierto en general.

(c) Si dim X < = entonces convergencia débil implica convergencia

fuerte. a

1.3-5 Lema (Convergencia débil). En un espacio normado X tenemos que



X — 5 % siy solosi:
(a) La sucesidn (lix 1I) esta acotada.
(b) Para todo elemento { de un subconjunto total M < X' tenemos

£(an — p(x) o

1.4 CONVERGENCIA DE SUCESIONES DE OPERADORES Y FUNCIONALES

Las suceslones de operadores y de funcionales acotadas surgen con
frecuencia en la practica. Su convergencia es de interés practico.

La experiencia muestra que para sucesiones de glementos en un
espacio normado, las convergencias débil y fuerte tales y como se
definieron resultan ser conceptos de utilidad. Para sucesiones de
operadores Tnb € 'B(X,Y? tres tipos ‘de convergencia suelen ser de
interés tedrico asi como practico, éstas son:

(1) Convergencia en la norma de B(X.Y).

(2) Convergencia fuerte de (Tnx) en Y.

{3) Convergencia débil de (Tnx) en Y.

1.4-1 Dei“inicién (Convergencia de sucesiones de operadores). Sea X v Y
espacios normados. Decin-ms que una sucesién de operadores Tn e B(X,Y)

(1) converge uniformemente si (Tn) converge en la norma de

B(X,Y)2.

(2) converge fuertemente si (Tnx) converge fuertemente en Y para

todo x € X.

2
Recordemos que la norma de un operador en B{X,Y) esta dada por

TN
ITl = swp SE- = sue ||
X € X %X € X
X 0 lixil=1



(3) corwverge débilmente . st (Thk) ! donverge: débllmente eni Y. para-

todo x € X.

En férmulas esto s;gnifi;a'é radorT X——-)Y té‘i;qvu:e e

W T -1 —o0 ' T

@) [ Tx-Tx | —0 ' ¥ xeX

(3)|e('rnx)-¢(1x)|—:>o‘ VxeX,Viey
respectivamente. Llamamos a T el operador limite uniforme, fuerte y
débil de ('I'n) respectivamente. o
Observacidén: (1) = (2} » (3).

Para sucesiones de funcionales lineales, por la parte (c) del
teorema 1.3-4, los conceptos (2) y' (3) son equivalentes pues las
funcionales lineales 'son operadores con range en R o €, espacios de
dimensién finita. Los dlos conceptos que quedan los llamamos
convergencia fuerte y débil®*, lease "débil estrella".

1.4-2 Definicién (Convergencia fuerte y débilm de una sucesidén de
funcionales). Sea (#n) una sucesién de funcionales lineales acotadas
definidas e.n un espacio normado X. Entonces

(a) convergencia fuerte de (@n) significa que hay una { € X’ tal

que

l¢,-ell —o0
Notacidn: ﬂn — {
(b) convergencia débil* de (en) significa que hay una § € X' tal
que
{ln(x) — f{x) vV x € X
,thacién: en — ¢
a ¢ le llamamos el Iimite fuerte y el limite débil¥ de (#n)

respectivamente. =]



Volviendo a los operadores Tn € B(X,Y), nos preguntamos que se
ﬁuede decir del operador limite T : X —> Y en (1), (2) y (3).

Si la convergencia es uniforme entonces T € B(X,Y), si la
convergencia es fuerte o débil T es lineal todavia pero puede no ser
acotado si X no es completo.

1.4-3 Lema (Convergencia fuerte de operadores). Sea (Tn) < B(X,Y) una
sucesion de operadores donde X es un espacio de Banach y Y un espacio
normado. Si (Tn) converge fuertemente a T entonces T € B(X,Y). o
Observacién: Este resultado es consecuencia del teorema de acotamiento
uniforme 1.2-3.

1.4-4 Teorema (Convergencia fuerte). Una sucesidn (T"l de operadore;
en B(X,Y), donde X y Y son espacios de Banach, es fuertemente
" convergente si y solo si

(a) La sucesién (HTnH) esta acotada.

(b) La sucesidn (Tnx) es de .Cauchy en Y para todo X en un

subconjunto totgl McX. o
1.4-5 Corolario (Funcionales). Una sucesidn (Qﬁ de funcionales
lineales acotadas definidas en un espacio de Banach X es débilx
convergente, con limite una funcional lineal acotada, si{ y solo si

(a) La sucesion (uenn) es acotada.

(b) La sucesidn (ﬂn(x)) es de Cauchy para toda x en M, un

subconjunto total de X. o

1.5 EL TEOREMA DEL MAPEQ ABIERTO

Ya se discutieron los teoremas de Hahn-Banach y del acotamiento

uniforme, nos acercamos ahora al tercer "gran" teorema del capitulo,
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el teorema del mapeo ablerto. Este teorema nos da condiciones bajo las
cuales un operador lineal acotado es un mapeo ablierto. Como en el caso
del teorema del acotamiento uniforme, se necesita la completez. El
teorema también da condiciones bajo las cuales el inverso de un
operador lineal acotado resulta ser acotado. La prueba también utiliza
el teorema de categoria de Baire,
1.5-1 Definicién (Mapeo abierto). Sean X y Y espacios métricos,
Decimos que T : D(T) —— Y con dominio D(T) « X es un mapeo abierto
si para todo conjunto ablierto en D(T) la imagen es un conjunto abierto
en Y. o
Observacion: Si el mapeo no es suprayectivo debemos de_ tener cuidado
en distinguir entre las dos afirmaciones de que el mapeo es un mapeo
" abierto como mapeo de su dominjio

(a) en Y.

(b) en su rango.
1.5-3 Teorema (Mapeo abierto, inverso acotado). Un operador 1!ineal
acotado T de uﬁ espa‘cz'o de Banach X sobre un espacio de Banach Y es un
mapeo ablierto. Por lo.que si T es biyectiva ’I"'1 es continua y por lo

tanto acotada. o

1.6 OPERADORES LINEALES CERRADOS. EL TEOREMA DE LA GRAFICA CERRADA

No todos los operadores de interés practico son acotados. Sin
embargo practicamente todos los operadores lineales que los analistas
usan en su trabajo son de los llamados operadores lineales cerrados.
1.6-1 Definicién (Operador 1lineal cerrado). Sean X y Y espacios

normados y T : D(T) —> Y un _.erador lineal con dominio D(T) c X.

11



Decimos que T esj.un bperador lineal cerrado si’ .su‘ gréffca",',“""
§(T) ={ (x,¥) | xe D(T) , y=Tx }
es cerrada en el espacio normade X X Y en donde las dos operaciones

algebraicas se definen de manera usual, esto es

(xi.yl) + (xz.yz) = (x1 MECTIR A yz)
alx,y) = (ax,axy) « un escalar
y la norma definida por
[, y)|| = txtl + nyn. o

¢Bajo que condiciones un operador lineal cerrado serd acotado?
1.6-2 '_I‘eorema (de la grafica cerrada). Sea X y Y espacios de Banach y
T : D(T) ~— Y un operador lineal cerrado, con D(T) < X. Entonces si
D(T) es cerrado en X, el operador es acotado. o

Por definicién §(T) es cerrada si y solo si z = (x.y5 e §(T)
iinplica que z € 5(T). Se puede probar que z & §{(T) si y solo si hay
© unha sucesién'zn = (xn,yn) e §(T) tal que z —z, asi

X > x 'l'xn —_— Yy

y z = {x,y) e 8(T) si y solo st x € DIT) y y = Tx. Esto prueba el
siguiente criterio que expresa una propiedad que se toma a menudo como
definicion de operador lineal cerrado.
1.6-3 Teorema (Operador lineal cerrado). Sean X y Y espacios normados.
Sea T : D(T) —— Y un operador lineal con D(T) ¢ X. Entonces T es
cerrado si y solo si tiene la siguienle propiedad:
Si X, —> X conx € D(T) y 'l‘xn —~—— y entonces x € D(T) y Tx = y. @
1.6-4 Lema (Operador lineal cerrado). Sea T : D(T) —— Y un operador
lineal acotado con dominio D(T) < X, donde X y Y son espacios
normados. Entonces:

(a) Si DI(T) es un subconjunto cerrado de X, T es cerrado.

12



(b) Si T es cerrado y Y es completo, D{(T)-es un-subconjunto

cerrado de X. @

SEMIGRUPOS DE OPERADORES Y EL TEOREMA DE HILLE-YOSIDA

1.7 CONTRACCIONES Y EL TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BANACH

El teorema del punto fljo de Banach o teorema de contraccién
tiene que ver con ciertas funciones llamadas contracciones de un
espacio métrico en si mismo, dicho teorema da condiciones suficientes
para la existencia y unicidad de un punto fijo (un punto cuya imagen
es él mismo).

1.7-1 Definicién (Contraccién). Sea (X,d)> un espacio métrico y C un
subconjunto cerrado de X. Decimos que una funcién T : C —— X es una
contraccidn si d(Tx,Ty) = d{x,y) para todo x,y € C. Decimos que T es
una contraccidn estricta si existe a < 1 tal que d(Tx,Ty) = ad(x,y)
para todo x,y e C. a

Observacién‘: Como d es no negativa, esto fuerza a que « = 0.

1.7-2 Teorema (del punto fijo de Banach). Sea (X,d) = X un espacio
métrico, X *# ©. Supongase que X es completo y T : X —— X una
contraccion estricta. Entonces T tiene exactamente un punto fijo.

Prueba: Construimos una suceslién (xn) y mostramos que es de

aRecurdemos que un espaclo métrico es una pareja ordenada (X,d) tal
que su primer elemento es un con junto de "puntos" ¥ cuyo segundo
elemento es una funcidén 1lamada "“dlstancia" definida en X X X tal que

{m1) d es una funcién real, finlta y no negativa.

(m2) dix,y) =0 si y solo si X =y,

(m3) d(x,y) = d(y,x) (simetr{a).

(m4) d(x,y) s d(x,z) + d(z,y) {(desigualdad del triangulo).
para todo X,y,Z2 € X o
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'Cauchy. La sucesién converge en X pues X es completo y probamos que el
limite x es un punto fijo de T y que ademas es unico.

Tenemos que por hipétesis T es una contraccién estricta, luego
existe una o tal que
(1.2) d(Tx,Ty) = ad(x,y) 0 s ac<
Sea X, € X y definamos una sucesidén iterada (xn) dada por
(1.3) Xy oo X = TX %, = Tx = TR, L .xn=Tnxo.
Claramente esta es la sucesion de imagenes de Xy bajo aplicaciones
repetidas de 7. Veamos que (xn) es de Cauchy. Por (1.2) y (1,3)
tenemos

d(xmﬂ,xm) = d(Txm.Txm_l)

s ad(x ,x )
m  m=-1

ad ('I'xm_l . Txm_z)

1)

2
odlx % )

m
s a d(xl.xz)
Asi, por la desigualdad del triangulo y la férmula de la suma de
una sucesién geométrica obtenemos, para n > m

d(x ,x ) sdi{x ,x )+ ... +d{x ,x)
m n m  m#l n-1 n
s (@™ +a™ e 4 a"'l)d(xo,xl)

_ m(1-a""")
=ap—g o dixgx)  n>mm

Como 0 £ « < 1 en el numerador tenemos que 1 - "1 por lo que
am
1 -«

dix ,x ) = dix ,x ) n>m

m n o 1
En la derecha 0 s a < 1 y d(xo,xl) estan fijos asi que podemos hacer
el término de la derecha tan pequefio como queramos tomando m

suficientemente grande. Esto prueba que (xn) es de Cauchy. Como X es

completo '(xn) converge, digamos a x. Veamos que x es un punto fijo de

14



De la désigualdad del triangulo y (1.2) tenemos
d(x,Tx) = d(x,x ) + d(x ,Tx)
) m m
= d(x,x } + ad(x  ,x)
m m-1
y podemes hacer la suma de la derecha tan pequefia como queramos pues

xm —— X. Asi d(x,Tx) = 0 por lo que ¥ = TX. % es un punto fijo de T.

Veamos que es el unico.

si R =T1R y Tx = x tenemos de (1.2) que
A A A A .
d{x,x) = d{Tx, ™) = ad(x,X) que implica que d(x,x) = O pues « < 1, asi
A
X = X. o

1.7-3 Teorema (Punto fijo). Sea T : X —— X una funcidén en un espacio
métrico completo X = (X,d) y supdngase que T es una contraccidn
estricta en X para algin entero positivo m. Entonces T tiene un tnico
punto fijo. '

Prueba: Por hipotesis, B = T" es una contraccisén estricta en X,
Por el teorema 1.7-2 esta .funcién tiene un Unico punto fijo Q, esto es
B} = Q, asi B'% = % y el teorema 1.772 también implica que para x € X

B — £ conforme n — w
nm

Para el valor particular x = TQ , como B =T , obtenemos

% =1im B"TR = lim TB™
n— o N —

= lim TR = T®
n— mw

esto prueba que L es un punto fijo de T, como todo punto fijo de T

también lo es de B, esto implica que es Unico. o

1.8 SEMIGRUPOS DE OPERADORES. DEFINICIONES Y PROPIEDADES

1.8-1 Definicién (Algebra de Banach). Sea X un espacio de Banach y
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definamos una multiplicacion (x y) — xy de X X X en x tal quefli
(1) X es un anillo con las operaciones x * y ; xy i 7
(2) txylh s Uxi fyl
Entonces decimos que X es un dlgebra de Banach. o
1.8-2 Lema (E1 Algebra de operadores lineales acotados). Si X es un
espacio de Banach entonces B(X) = B(X,X) es un dlgebra de Banach con
la multiplicacién dada por la composicidn, es decir ST(x) = S(T(x)).
Prueba: Tenemos que [ B(X),+, - ] es claramente un anlillo, por
otro lado

ISTH = sup [|(STIx}} = sup ||s(Tx)]| = Isif sue N7l = fs) il o
Ixli=1 Ixl=1 xll=

Observacidén: B(X) visto como &algebra de Banach con la composicién
tlgne una unidad dada por la identidad en X.

De e;te lema obtenemos el sigulente resultado.
1.8-3 Corolario. Si X es un espacio de Banach y S € B(X) entonces

s h = st ¥ k e o o

1.8-4 Definicién (Semigrupo de operadores). Decimos que una familia de
operadores lineales acotados (T(t])tzo a un parametro real t en un
espacio de Banach X, es un sémigrupo si

(1) T(0) = i

(2) Tis+t) = T(s)T(t) ¥ s,t =20
Con T(s)T(t) = T(s)sT(t).
Decimos que un semigrupo {T(t)} en X es fuertemente continuo si

(3) lim T(t){={¢{ V¢{eX
t >0

Lo llamamos un semigrupo de contracciones si
(4) Ty s 1 Yt=o0 a

Ejemplo: Dado un operador lineal acotado B en X definamos etB como
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k=0 ki
Tenemos que
0B _ 1 1 1 1 2 JREER B S
-] --—O.—IB +—1-TOB +TOB +"'__6!_II—Ix
y por otro lado se cumple ‘ ‘
oot = [ d 0 e Loty dos e
1 0.0 1 1.1 1° 2.2
—m—tB —-1—!1:B +TtB +)
e T R L R N
= gy (s+)%8° v dp (set)'Bh e L (set)’B? o (s+t)B

Por lo tanto { etB } es un semigrupo, mas aun, esta familia resulta
t=0

ser fuertemente continua. En efecto,

e - = )j—;—.t"s“e-e"
k=0
T 1 kgk
= — t' B¢
e |
= |l Z—k—. £
y por el corolario 1.8-3 = |1¢l E ¢t ”B” v ieX
como et -1= Z—i—' t* pédemos concluir que
Ieh T gr I8l = el ot - 1) s
k=1
I eBe - = "e”[ otHBI _ 1] . de donde

0 = lim | etei - ¢ = lim ”:"[ et"B" - 1] =0
t— 0 t —0
por lo tanto { etB } es un semigrupo fuertemente continuo.
t=0

Por otro lado tenhemos que
tB T 1 kpk O R T LBl
(1.4) Jo 7 s ¥ 7 tIB*| s e } 7 UBI" = e t=0
k=0

Una desigualdad de este tipo es valida para semigrupos
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fuertemente continuos en general.
1.8-5 Teorema (Acotamiento de la normal). Sea {T(t)} un semigrupo
fuertemente continuo en X. Entonces existen constantes M = 1 ‘y‘ wrz ’0‘
tales que

ITcer = Me®t vt =o0.

Prueba; Noétese primero que existen constantes M = 1 to >0 tal:as

que

Tty =M v telot]
pues de lo contrario podriamos encontrar una sucesion (tn) de numeros
positivos tendiendo a cero tal que ||T(tn)|| — > «® , pero por el
teorema del acotamiento uniforme 1.2-3 esto implicaria que

s:p ||T(tn)£!| =w

para alguna { € X y esto iria en contra de la hipétesis de continuidad

fuerte, es decir

lim [ TGt)g-¢] =0
n— o "

Tomemos ahora w = t;llnM. Dado t = O escribamos t = kt0 + s donde
k es un ‘entero no negativo y s e [O.to). entonces como {T('!} es un
semigrupo, el lema 1.8-2 y el corolario 1.8-3 nos permiten concluir

que

t/t t
T = [T(sITCE )| = ¥ = v © = me®t. o
[v]

1.8-6 Corolario (Funcién continua). Sea (T{t)} un semigrupo
fuertemente continuo en X, Entonces, para cada f € X , t +—— T(t)li es
una funcién continua de [0,+x) en X.

Prueba: Sea { € X. Por el teorema 1.8-5 tenemos para t 2 0, h =0
| T(t)[T(h)e - 4
= MY Tg - 2 ||

|| TCt+h)g = T(L} || =

y si1 h € [0,t] entonces
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1 I T(,t-hi)eri}—‘riT}(t:,)éi,,;lil “ ;('ffﬁ)(rth)ﬂ R g] "
: M| T(hag - ¢ |

135

Ahora bien, sea t €[0,%0); e">" 0, como lim || Tth)g - £ ] =0
ST : h— 0

existe h(éM-le-Uﬂﬁ) = h ;51 que [[T(s)g - § < ewt v s < h de donde
. . L SRR . Me

sl-8 = h tendremos que
J(t+h}y = t| < & implica | T(t+h)¢ = ¢ |l < e
J(t-h) - t] < & implica | T(t-h)Z-¢ | < &
es decir t +—— T(t)f es continua para toda ¢ & X. a
Observacién: Sea {T(t)} un semigrupo fuertemente continuo, sabemos que
existen M,w = 0 tales que ||T(t)| = Me¥t para toda t = O. Hagamos
S(t). = e_th(t) para t = 0. Entonces {S(t)} es‘ un semigrupo
fuertemente continuo en X tal que
(1.5) f[ste)] = M vt=o0
En particular si M = 1, ({S(t)}) es entonces un semigrupo
fuertemente continuo de contracciones en X. -
Sea {S{t)} un semigrupo fuertemente continuo en X tal que (1.5)
se cumpla y definamos la norma I-ll, en X como
(1.6) lella = sup |ISCtIE|
t=0
Entonces, como HS(t)l =M , t = 0 y IS(t)EN = NS{t)h HEN tenemos

el = liscorgl = sup [|isterg] = igla = sup [IsCed|] [lell = Miie]
tz0 t =0

por lo tanto g = Ngi, = MiIfl y esto para cada { € X, por lo que la
nueva norma que definimos en (1.6) es equivalente a la norma original;
también, con respecto a I-ll,, {S(t)} resulta ser un semigrupo

fuertemente continuo de contracciones en X pues

=1 {x/suplisityxll=1} s=0
t=0

Isttiff. = sup fIS(t)xf. = sup sup [|S(s)S(t)x|
i, =
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= sup sup [|S(s+t)x|"
{x/suplls (t)xll=1} s=0 DRI

“e=0
= sup sup [S(s)x|| = 1
{x/suplls(t)xll=1} s=0
tzo

Esto lo uUnico que nos esta diciendo es que para cada semigrupo
fuertemente continuo podemos escoger una norma equivalente a la usual
en la que nuestro semigrupc se va a ver como un semigrupo fuertemente
continuo de contraccicnes. Es por esto que la mayor parte de los
resultados que siguen a continuacién los vamos a formular en términos
de semigrupos fuertemente continuos de contracciones. Utilizar esta
simplificacién no es restrictiva ya que muchos de estos resultados se
pueden reformular en términos de semigrupos fuertemente continues no

~necesariamente de contracciones.
1.8-7 Definicidén (Generador infinitesimal). Sea {T(t)} un semigrupo de
operadores en X. El generador (infinitesimal) de {T(t)} es el operador
lineal A definlde por

AL = lim %[T(t)ﬂ - e] v ¢ e DIA).
t—0

Y el dominio D(A) de A es el subespacio de X de todas las § para
las cuales el limite existe. Escribimos a%T(t) = A, =]

Antes de dar algunas de las propledades de los generadores
haremos una breve introduccidn al calculo de las funciones valuadas en
espacios de Banach. (E la seccién 1.11 abarcaremos con mayor
profundidad este tema).

Consideremos un espacio de Banach X. Sea A un intervalo cerrado
en (~w,+o) y sea C(A,X) el espacio de funciones continuas u : 4 — X,
Sea C'(4,X) el espacio de las funciones continuamente diferenciables

u: 4 — X.
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Si 4 es un intervalo finito [a,bl, decimos que u : A —> X es

- n
(Riemann) integrable sobre A si lim Z u{s )(t -t ) existe, donde
k k k-1
: §— 0 k=1 .
a = to < s, = t1 E tn_1 s s = tn =b y & = max (tk_tk-l)' El

k

b
u(t) dt o J' ult) dt.
A a

Si A = [a,+w) , decimos que u : A —— X es integrable sobre A si
b
es integrable sobre [a,b] para toda b 2 a y Llim f u(t) dt
b — wYa
]
existe; nuevamente, el limite lo denotamos por I u(t) dt o f ult) dt.
A a

1.8-8 Lema (Propiedades de la integral). Sea X un espacio de Banach.

limite lo denotamos por I

U (a, b1

(a) Si u e ClA,X) y J [lutt)]]| dt < w , entonces u es integrable
a

sobre A y

U ult) dtf = I fluttd] dt
A A

En particular, si A es uh intervalo finito l[a,bl, entonces toda
funcidén en C(A,X) es integrable sobre A.

(b) Sea B un operador lineal cerrado en X. Supongamos que
u € C(A,X), ul(t) € D(B) para toda t € A, Bu € C{(A,X) y que ambas u y

Bu son integrables sobre A. Entonces I u(t) dt € D(B) y
a

gf u(t) dt = f Bu(t) dt
A A

(c) Si u e C'(ta,01,X), entonces

b d
j o ult) dt = ulb) - ufa)
a

X
(d) Si-u € C(ta,b1,X) y Fi(x) = I u(s) ds para ¢ , x € [a,b]

c

entonces F/'(x) = ulx). a
1.8-9 Teorema (Semigrupos e integrales). Sea {T(t)} un semigrupo
fuertemente continuo en X con generador A.

t
(a) Si { e Xy t =0 entonces f T(s)g ds € D(A) y
o
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. t
T() - ¢ = AJ' T(s)g ds
R ]

(b) Si £ '€ D(A) y t = 0 entonces T(t)f € D(A) y
SoT(tg = ATIEIE = T(L)IAL
dt ,
(c) 51 § € D(A} y t = 0 entonces i

t t
T - ¢ = _[ AT(s)§ ds = I T(s)Ap ds ,
o v]

Prueba:

(a) Observemos que )
1 t 1t o
1.7 5 [ TCh) - I ] chs)e ds = § IOT(s+h)# - T(s)as )

kR t '
1 I ERE oo -
1 { j'}g,ﬂs” ds J‘ous)e ds }

‘ t+h ,
£ J’ _Tsids - : JJO‘T(S)t ds

p;ara toda h > O y conforme h —> 0 el lado derecho de -(1.7) converge a
" T(t)f - ¢ por el lema 1.8-8 (d). Claramente el término que multiplica
a la integral en el lado izquierdo de la ecuacién (1.7) tiende al .
operador A. cﬁando h tiende a cero, de donde concluimos la primera
afirmacioén.

{b) Como

: [r(nme - ng] = AT = T(AL
para toda h > 0, con A = h"'{T(h)} - I], se tiene que T(t)f € D(A) y

*
el limite por la derecha (—d) T(L)f = AT(t)}f = T(t}AL. Por lo que

dt
basta probar que el limite por la lzquierda [a—%] T(t)§ es igual a
T(t)A{ (suponiendo t > Q). Pero esto se sigue de la identidad
1

:-ﬁ—— [T(t—h)e - T(t)ﬁ] = T(t)A@ = )
T(t-h)[ Ah - A ]ﬂ + [T(t-h) - T(t)1Af

valida pafa 0 <hst.
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~(c) Esto es consecuencia de. (b) y del lema 1.8~ 8 (c) pues por (b} se
tiene que g3 T(t)p = AT(t)¢ = T(t)Ae, ‘integrando

t t
J'o S rsieas = J'OAr(s)g ds= IOT(S)A# ds

y por el lema 1.8-8 (c)
t g
jo 2 T(s)fds = T(L)E - ¢ a

1.8-10 Corolario (Generador cerrado}. Si A es el generador de un
semigrupo fuertemente continuo {T(t)} en X, entonces D(A) es denso en
X y A es cerrado.

t
Prueba: Como lim *t'lI T(s)f ds = { para todo { € X, el teorema
t — 0 o]

1.8-9 (a) implica que D(A) es denso en X. Para probar que A es cerrado
probaremos que A cumple la equivalencia dada en el teorema 1.6-3. Sea
w } ¢ D(A) una sucesion tal que f — f oy Aﬁ — ¢. Entonces

T(t)ﬂ - I T(s)A# ds para toda s > 0 , asi haciendo n —

tenemos que T(t)f - ¢ = j T(s)g ds o equivalentemente que

—-——T(t)ﬁ il lfr(s)q ds
que lmﬁlica que
lim T(t]ﬁ - ¢ _
t — 0"
o en otras palabras que ¢ € D(A} y AL = g. o

Antes de que prosigamos con el estudio de las propledades de los
.semigrupos de operadores es necesario repasar ciertos resultados .y

concepto; de la teoria espectral.

1.9 ELEMENTOS DE TEORIA ESPECTRAL

La teoria espectral es una de las ramas principales del Analisis
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Funcionai moderno y -sus aplicaciones. A grandes rasgos, ésta esta
relacionada con ciertos operadores inversos, sus propiedades generales
y sus relaciones con los operadores originales. Tales operadores
inversos surgen en forma natural al intentar resolver ecuacliones
(sistemas de ecuaclones lineales algebraicas, ecuacliones
diferenciales, ecuacliones integrales).

Haremos una suposiclén general para obtener una teoria
satisfactoria, excluimos el espacio vectorial trivial {0} y suponemos
que todos los =2spacios son complejos a menos que mencionemos lo
contrario.

1.9-1 Definicién (Resolvente). Sea X un espacio normado y sea
T : D(T) ~— X un operador lineal con dominio D(T) < X. A T 1le
asoclamos el operador

TA SAIl - T

"donde A es un numero complejo e I es el operador identidad en D(T). Si
Ta tiene un inverso, lo denotamos por RA(T). esto es,

(1.8) ' RU(TY = 7' = a1 - )7

y le llamamos operador resolvente de T o simplemente resolvente® de T.
En vez de RA(T] también escribimos en forma simplificada RA cuando
esta claro a que operador T nos estamos refiriendo. o

El nombre "resolvente" es apropiado pues nos ayuda a resolver la
ecuacién TAX =y, ;sto es, X = T;ly = RA(T)y siempre y cuando RA(T)

exista. Mas importante aun, la investigacidén de las propiedades de Rx

4
En 1a literatura podemos encontrar que algunos autores definen el

- -1
resolvente por (T - Al) L (I - WT) °, pero esto no modifica en nada

la teorfa pues la transicién a la forma (1.8) es directa,
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serd basica para entender mejor al operador T mismo.

Para nuestra investlgacién de T, T, V¥ RA necesitaremos los
siguientes conceptos:
1.9-2 Definicidn (Valor regular, conjunto resolvente, espectro). Sea X
un espacio normado complejo no trivial y T : D(T) —— X un operador
lineal con dominio D(T) ¢ X. Un valor regular A de T es un numero
comple jo tal que

{R1) RA(T) existe,

(R2) RA(T)‘esta acotado,

(R3) RA(T) esta definido en un conjunto denso en X.
El conjunto resclvente p(T) de T es el conjunto de valores regulares
de T. Su complemento ¢(T) = € \ p(T) en el plano complejo C se llama
el espectro de T y A € o(T) se. llama un valor espectral de T. Mas aun,
el espectro ¢(T) se divide en tres conjuntos disjuntos:

El espectro puntual o espectro discreto UP(T) es el conjunto tal
que RA(T) no existe. A A E‘ap(T) se le llama valor propio de T.

El espectro cont inuo mc(T) es el conjunto tal que RA(T) existe y
satisface (R3) pero no (R2), esto es, RA(T) no es acotado.

El espectro residual dr(T) es el conjunto tal que RA(T) existe
perc no satisface (R3). o
Observacién: p(T),cp(T).oc(T) y vr(T) son disjuntos y su unién es C.
'1.9-3 Teorema (Inveéso). Sea T € B{X), con X un espacio de Banach. Si

IT| < 1 . entonces (I - !

existe, es acotado y esta definido en
todo X, ademas

w
(1.9) (I—T)"=ZT’=1+T+T2+
j<o

(la serie de la derecha es convergente en la norma de B{(X)).

Prueba: Tenemos que "TJ” = ”T”J (por el corolario 1.8-3) vy
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=] . )
que Z ”T"J converge - pues It <"1 "asi la serie en (1.9). converge
1o ‘ :

absolutamente, como X es completo. B(X) también 1lo es 'y asi

o
convergencia absoluta implieca convergencia. Sea § = Z T", veamos que ‘S

S

[}

es igual a (I - T)7'

(I~ T)(L +T+ o0 +T) = (I +T+...

+1
cuando n —— « tenemos que T

—— 0 pues |[T|| <l1{ b9E'l9’taﬁto
(I -T)S=S(I.-T) =1 um 4

Con este resultado podemos probar el importante hecho de que el
espectro de un operador lineal acotado es un conjunto cerrado en el.
plano complejo.
1.9-4 Lema (Dominio de RA). Sea X un espacio de Banach comple jo,
T : X —— X un operador lineal y A € p(T). Supongamos que (é) T es
gerrado o (b} T>es acotado. Entonces RA(T) esta definid? en todo el
espacio X y es acotado.

Prueba:

(a) Como T es cerrads, por el teorema 1.6-3 TA también lo es. Asi

RA es cerrado. RA es acotado por (R2). Entonces su dominio D(RA) es

cerrado por el lema 1.6-4 (b), asi (R3) implica que D(RA) = D(RA) = X.
(b) Como D(T) = X es cerrado, T es cerrado por el lema 1.6-4 (a)
y la afirmacién se sigue de la parte (a) de esta prueba. a
1.9-5 Teorema (Espectro cerrado)., E! conjunto resolvente p(T) de un
operador lineal acotado T en un espacio de Banach complejo X es
abierto, por lo que el espectro es cerrado.
Prueba: Si p(T) = @ , es abierto. Supongamos que p(T) = @.

Sea Ao € p(T) fijo y A € C, tenemos

T-AIl =T - AOI - - Ao)I
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Denotemos: al .:ope rad

Mas aun.v'por‘el teorema 1 9 3V tiene un inverso R

(1.1 Z[(?«-)\)R ]J"Z(A—A)JRJ

en B(X) para.toda A tal que ffea - A R, I <1, esto es,: o

1
TR, W

°

(1.12) ’ A=) <

A

Como T;l =R € B(X) tenemos de aqui y de (1.10) que para toda A que ~

satisfaga (1.12) el operador Tx tiene inverso
(1:13) R =T = (TAOV)'l = V-lRAS
Asi (1.12) representa una vecindad de AOV consistente .de valores
regulares de T. Como Ao € p(T) fue arbitrario, p(T) es ablerto y por
lo tanto su complemento o¢(T) =C \ p(T) es cerrado. o

De esta prueba obtenemos a partir de (1.11), (1.12) y de (1.13)"
el siguiente teorema de representacion.
1.9-6 Teorema (de representa_cién del resolvente)., Para X y T como en
el teorema 1.9-5 y todo }‘o € p(T) el resolvente RA(T) tiene . la
representacion

R Z(A—A)J R+

A
jso
La serie es convergente para tocda A en el disco abierto dado por

1
A=) < TR,

°

en el plano complejo. El disco es un subconjunto de p(T). o

1.9-7 Teorema (Espectro). EI espectro o(T) de un operador lineal
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acotado T : X — X en un espacio de Banach complejo X es compacto y
esta acotado por el 'di_s'ca'd‘ado‘ébr Al s ||IT}. asi ez resolvente p(T)
es no vaclo. S

Prueba: Sea Aj:ﬂb"y*n*: % , del teorema 1.9-3 obtenemos 1la

representacién

_ a1 1@ j_18 Y
Ry= Al - D™ =31 -wD7 = XJZO(KT) = X)Zo[x T]

donde, por el teorema 1.9-3. la serie converge para toda A tal que

1 _ T

X T| =TT < 1 esto es [A] > |ITll
El mismo teorema prueba que tal A con esta propiedad esta en p(T), asi
¢(T) = € \ p(T) debe estar en el disco { rec: |a] s |T) } y o(T)
esta acotado, por 1.9-5 ¢(T) es cerrado entonces ¢(T) es compacto. o

1.9-8 Teorema (Ecuacién resolvente, conmutatividad). Sea X un espacio
de Bainuch complejo, T E_. B(X) y A,u € p(T). Entonces:
(a) El resolvente R)‘ de T satisface la relacién de Hilbert o
ecuacion resolvente
(1.14) R“ - RA = (u - A)RMR)‘
(b) R, conmuta con cualquier S B(X) que conmute con T.
(c) Tenemos
(1.15) RR =RR
Prueba:
(a) Por 1.9~4 el rango de T)‘ es X, asi I = TXRA con I. el. operador

identidad en X. También [ = RATA por lo que

R" -R)\

Ru(TARA) - (R“T")RA

Ru(TA - TM)RA

Ru[T - Al - (T - “”]RA

- A)R..RA

(b) Por hipétesis ST = TS, asi STA = TAS usando I = TR = RT
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tenembs : ;
) RS = RASTxgglé FATA55x>T SRAﬁkk'
(e) R, conmuta con T por (b),;pprvlo_ﬁéntq RA conmuta con R, por

(b). o

10 EL TEOREMA DE HILLE - YOSsIDA

Prosigamos con nuestro estudio de los semigrupos de operadores.
1.10-1 Teorema (Resolvente de un generador). Sea (T(t)} un semigrupo
fuertemente continuo de contracciones en X con generador A. Entonces

(0,+=) < p(A) ¥y
0
(- alg = J o Mrt)g dat
o]

para toda ¢ € X y A > 0,

Prueba: Sea A >0 arbitrario. Definamos un operador u, en X por
o
ug = I e MT(t)g dt
o

Como

0 00
fu,ell = _[ e MYT(t)g) at = ngu I e Mdr = A lugn
0 0

para toda ¢ € X, u, es un operador lineal acotado en X.

A
Sea ahora g € X dado,

1 1
5 [ T(h) - 1 ]uhq =5

2 At
j e MIT(tsh)g - T(t)g) dt
[¢]

m -]
%J' e I (ten)g at - %J‘ o™ r(t)g at
o] [+]

haciendo t + h = x dt = dx tenemos

T -

-] 00
= = I o M¥ ~ Mg ax - % I e-AtT(t)q dt
h o .
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oA ¢ - oA (R ) : b
hj (’ {h)T(t)q dt + g fe T(t)g.at,

";5ek 2 I

haciendo tender h a cero obtenemos que”

T(t)q dt

e -1 I T(t)q dt — Au
Ah ‘ A e
- EE— Ihe -t T(t)g dt = & Jh X(h t)T(t)q dt. —— ~g
o o :

por lo que

L .
| [ T(h) -1 ]ukq —_ Auaq

de donde ug e D(A) y Aug = Aug - ¢, esto es
(1.16) (A - A)ukq =g ¥ qeX

Ademas, si g € D(A), por el lema 1.8-8 (b), tenemos

@

. s ¢] +:]
uAg = J e MT(t)ag dt = I Ae™MT(t)g) dt = A I oM T(t)g dt = Aug
o [s] : o
de donde
(1.17) uA(A - A)g =g Y g € D(A)

Por (1.17), A - A es inyectiva pues supongamos que
(x - A)ql = (A - A)q2
esto implica que

g, = uA(A - A)q1 = uA(A - A)q2 =9,

y por (1.16) A - A es suprayectiva (por lo que A - A es una biyeccién
de D(A) en X). También por (1.16) y (1.17) (A - A7 = u asi A e
p(A), como A fue arbitrario, esto termina la prueba. o

1.10-2 Definicién (Operador disipativo). Decimos que un operador
lineal A en X es disipativo si ||A2 - Af]] = A|lf|| para toda £ € D(A) y

A > 0. [=}
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1.10-3 Lema (Operador disipativo, cerrado). Sea A un operador lineal
disipativo en X y sea A > 0. Entonces A es cerrado si y solo si R(A-A)
es cerrado.

Prueba: Supongamos que A es cerrado. Si (en) ¢ D(A) es una
sucesién y (A - A)ﬂn —— h , tenemos que [(7\ - A)#n] es una sucesidn

de Cauchy, sea € > 0 entonces existe N € N tal que

Ae > f[(a - a) - (- A ¥ n,m >N
> Al]?n - em" pues A es disipativo
pero esto solo quiere decir que “en - ¢f < €, por lo tanto (ﬂn) es
m
de Cauchy.
Asi, existe § e X tal que en —_ Yy A@n —— Af - h. Como A es

cerrado, por el teorema 1.6-3 tenemos que { € D(A) y (7\- -A)f = h , se
- sigue Inmediatamente que R(A - A} es cerrado.

Supongamos que R(A - A) es cerrado. Si (#n) < DAY, @n — ty
Aﬁn ~—— g entonces (A - A)ﬂn — A} - ¢ que es igual a (A - A)#o
para alguin ﬂo € D(A). Por la disipatividad de A tenemos que

Al - gl = - mp - - e = (- A - AR+ g
<Al - o + e, - ol

de donde {Zn —_— @o , asi § = @o e D(A) vy Af = ¢. Nuevamente por el
teorema 1.6~-3 A es cerrado. o
1.10-4 Lema (Conjunto resolvente). Sea A un operador lineal cerrado
disipativo en X y sea p (A) = p(A) n (0,+x). Si p'(A) es no vacio
entonces p'(A) = (0,+m).

Prueba: Basta probar que p‘(A) es ablerto y cerrado en (0,+w).
Como p(A) es ablerto en C por el teorema 1.9-5, p(A]* es ablerto en
(0,+=). Supongamos que (hn) c p(A)* y que An -— A, Dado ¢ € X sea

-1

g =@ ~-MMA -A) Vvnen
n n
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Tenemos

- MG, = A= gl

(1.18) . g, - gf = P S :
= Ea A = AT AT g
s a0, =+ O a0, -l
= g.n:,'_‘(‘;;:;».;\,-x_q" I TR
S [T IR
Por ‘otro . lado. se cumple ||(An - Rgf = An||q|| , sea -w =(a -~ A)g asi

g=O - A)"'w de donde

s loll = A 008, - m7
o equivalentemente Ia - A)'1w|| ERbY _l"w"
n n
de esto y de (1.18) tenemos que
A -A
n

I I
le, - ¢l = —— Il

n

pasando al limite cuando n —— @
A -al A
lim  fg -9 = 1im —5—|g] =0
n — o n— o n
"por lo que R(A - A) es denso en X. Pero como A es cerrado y disipativo
por el lema 1.10-3 tenemos que R(A - A} es cerrado, asi R(A - A) = X.
Usando la disipatividad de A nuevamente A - A es inyective pues
I - Mg, - (- Alg,| = Allg, - g
de donde si ¢ =* g, entonces (A - Alg = (A - Alg, vy f[ea - A o= At
se sigue que A € p’(A) por lo que p'(A) es cerrado en (0,+x). a
1.10-5 Lema (Aproximacién de Yosida). Sea A un operador lineal cerrado
disipativo en X y supongamos que D{(A) es denso en X y (0,+=) < p(A).
Entonces, la Aproximacién de Yosida AA de A para A > 0 definida por
A =AQA-AT vaso
tiene las siguientes propiedades:

(a) Para cada A > 0 , A)‘ es un operador lineal acotado en X y
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» {etAA}Les un semigrupo de contracciones: fuertemente continuo en X, -

= 570
(b) ARAM A“Ak para toda A,p > 0.

(e) 1lim AAE = Af para todo § é‘fD('A);‘ e
A~ o g . )

Prueba:

(a) Para cada A > O sea Rx = (A - A)-i. como A es disipative tenemos

que (A = &)Y = A7 Como (A - AR, =1 en X (por la prueba del lema

anterior) y RA(A - A) = I en D(A) tenemos que

(22 _ 52
AR, = (A AT + AAIR,

u

2
[A - Ala - A)]RA

2,
A RA Ala A)Rh

A"'RA - Al en X

o equivalentemente

(1.19) A = A%R - Al '_ en X . va>o0
v que : :
R, (a = A) =‘1‘:_ e’rvx‘Di(;i).'
multiplicande por A y reordenando terminos k
AR, - A= }\RAA en D(A)
o equivalentemente
(1.20) AA = ARXA en D(A) , A >0
Por (1.19) tenemos que, para cada A > O .A’\ es un operador
acotado por ser suma de operadores acotados y por (1.4)

2
-ta  tATR ||
“emxu = l s e e M oe 1

(b) Esto es consecuencia de (1,19) y el teorema 1.9-8 pues

<

2
|et(A R-AD)| _ -tA

2,
tA"R
o™

- 2 -
Ax_AR,\ Al

- 2 -
A“ u Ru ul
= 2, - 2 -

AAAM = (A RA AL (p Ru unl)
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i 2" .
OWIRE, - AUR - AR, -

I

(uK)?R“RXL— u"'m“ - uA%R, + Al

2
R, R (AT, - AL = A A
(c) Para probar esto primerc afirmamos que

(1.21) im ARE=¢ VieX
A >

Notese primero que por (1.19) y (1.20)
lim [AR¢ - ¢] = 1lim [RAZl = lim a'|agl =0 vV ¢e D(A)
—_ +m A~ +m A — +0

y como D(A) es denso en X y "ARA - I s ;‘"RA" + 1 =1+ 1 =2

tenemos que para ¢ € X existe una sucesién (g ) < X tal que 9, — ¢
n .

y que lim thqn = qn por lo que

A —> +m
AR,¢ - gl = IAR,g - ¢ + g_- g, + ARG - AR g |
= ||ARA<; - q-—v (AR,g_ - qn)|| + |ARg - g |.
= [GRr, - I - g )] + |AR,g - 4|
= 2R, - 1llg - g Il + AR, - <
=2[g - gl + [ARq, - ol
y come lim |g¢ ~ ¢ | =0y lim [*R,¢ - @[ =0 (1.21) es valido
n—ow " n—> o " "

A > +w

para todo £ € X. Finalmente (¢) es consecuencia de (1.20) y de (1.21):

Tenemos AA = ARAA
y lim AR { = ¢ vi{ieX
. A
A —> +
- de donde ’ Af = AR AL vVieX
' lim AZ = 1lim ARAZ = Af a
b A
A — +o A — s

1.10-6 Lema (Acotamiento). Si B y C son operadores lineales acotados
en X tales que BC = CB , ﬂetB" =1y ||atc|| = 1 para toda t = 0 ,

entonces

letB - e*Ce| s t|Be - cf) veex, t=o.
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k ‘f'?t'ué‘ba‘:“.'EL"fresultado es consecuencia de la sigujente identidad

¢ .
J-—d[GSBe(t-S)C]e ds por (c) del lema 1.8-8
o

T o
,<Va”£ve i’ s

'... ' -
IeSB(B = )e't8IC 4o
4]

t
- J‘ esBe(t—s)C

(B - C)¢ ds por tener BC = CB
0 ; :

y de aquil tenemos que

t RO
JetB - ot Cgy = [ e%Pe t73 s - crp as

A

B -
[ Gt I DR B [ERCTTIEE

t
* I I8 - ) ds  pues [e B, o™ =1 vit=zo0
0 .
= t(B - C)fff
es decir ”etB,ﬂ - etcﬂﬂ s t|(B - C)g o

Estamos listos para probar el teorema de Hille-Yosida en su
version original. .
1.10-8 Teorema (Hille~Yosida). Un operador lIlineal A en X es el
generador de un semigrupo de conlracciones fuertemente continuo en X
si y solo si:

(a) D(A) es denso en X,

(b) A es disipativo,

(c) R(A - A) = X para alguna A > 0.

Prueba: La necesidad de las condiciones (a), (b) y (e) es

consecuencia del corolario 1.8-10, que nos da que D{(A) es denso en X y

que A es cerrado, y del teorema 1.10-1, que nos da que (0,+w) < p(A) y
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para A € (0,+m) R(x--7 ‘este’ teorema

obtenemes .
ol = kel 1
de donde si g = (A - A)AL con £ € D(A) »
Mel = e = m™ - gl s A= A= o - A
por lo que A es disipativo, oF Lo
Probemos la suficiencia. P - (b), (¢} y el lema 1.10-3 A es cerrado
por ser R{A - A) = X cerrado y p(A) n (0,+n) es no vacio pues tenemos
que A - A es L.nyectlvo por ser A disipativo. También tenemos que el
rango de A - A es X pero falta ver que (A = M) es acotado:
Por tener A disipative [[(A - A)g| = Af]l . sea w = (A - A)f asi
2= - A7 de donde A - A)'w| = A7Hu|| asi
‘ - A = sup (A - ANl s sup ATMwf| = AT
Hwll=1 lelli=1
por lo tanto (A = A)™' es acotado.

Asl, por el lema 1.10-4 (0,+®m) c p(A). Usando la notacién del

lema 1.10-5 definimos para cada A > O el semigrupo de contracciones
tA :

fuertemente continuo {TA(U} en X por TA(t) = e * Por los lemas
1.10-5 (b) y 1.10-6 tenemos
[T, (e2¢ - Tu(t)@" = t]lad - Au£|| vieX, t=0, a,pu>0.

Luego por el lema 1.10-5 (c) lim T)‘(t)ﬁ existe para toda t =z O,
A — @

uniformemente en ix;tervalos acotados, para toda ¢ € D{(A) y por lo
tanto para todo ¢ € D(A) = X. Denotemos por T(t){ al limite, entonces
usando la identidad
T(s+t)f - T(s)T(L)g = [T(s+t) - TA(S+t)]# + TA(S)[TA(U - T(t)]

+ [T)‘(s) - T(s)]T(t)#

concluimos que {T(t)} es un semigrupo de contracciones fuertemente
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continuo en ' X. Falta probé; que A es el generador de'{f(t)

_Por.el teorema 1.8-9 (c) tenemos rlfrf'Ai-
(1.22) T -¢=[T(s)Afds VeeX. t=o0 a30.
o - B
Para cada ¢ € D(A) y t = 0 la identidad
T(S)AE - T(S)AL = TA(S)[Aaﬂ - Ae] . [T/\(s) - T(s)]Ae
Jjunto con el lema 1.10-5 (c) implica que TA(s)Axﬁ tiende a T(s)Af
cuando A tiende a +w uniformemente en (0,t). Por lo tanto (1.22) nos

t

da T(t)g - ¢ = JT(S)Aﬂ ds para todo ¢ € D(A) v t = 0. De aqui
’ 0

encontramos que el generador B de {T(t)} es una extensién de A. Pero

para cada A > 0 A - B es inyectiva por la necesidad de (b) y R(A - A)
es igual a X ya que A € p(A). Concluimos que B = A. o

1.10~9 Lema. Sea A un operador lineal disipativo en X. Supongamos que
u : [0,+0) —— X es continua, ul(t) e ﬂ(Ai para toda t > 0, Au es
continua en (0,+w) y

t
ul(t) = ule) + f Au(s) ds

para toda £ € (0,t). Entonces [u(t)|| = [ju(0)] para toda t e (0,+=).

Prueba: Sea 0 < g = to < tl <. .. < tn = t entonces

Jucer] + § ("u(ti)" - |[u(tl_1)|[J

]

flaty)

n
Iu(c)" Z ([u(tl)" - Jucey - (tl—tl_l)Au(t‘)"]
n
+le["u“‘) - e Daule)] - fult) = ule) - u(t‘_llu]
Por la disipatividad de A tenemos
ult )

= (t - i
flutt ) - (-t _ault I = (t-t ) T

- Au(t‘]“ = fuct )|

de donde

luter] = fuce)]
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usando llall = llbli = l#la = bll tenemos

= Jute)] + 1)-:1 [”u(tl) = (tmt, DAUCE) Sut) fJ't_ Arucs) ds"]
a0t g [ 1=
= N ! - Saute ]
= [ute)| + .Zx’”t Auls) ds - (1~ l)ﬁu‘(tl‘)llj
141 ~ e
n L‘. . t.l
s fute)] + z ” Au(s) ds - I Au(t)) ds
=1 t -
n tl-l -1
= Jlute)| + Z "I ! [Au(s) - Au(tx)] ds
=1 "l-l .
. n t.l
= fuer] + ) [ flauts) - Auce) as (1.23)
1=1 Ll-'l
Como [Au(s) = Au(t )|l es uniformemente continua en [g,t] tenemos

que dado £’ > 0 existe § > O tal que si max (tl-tl_l) < & entonces
1

t t
I ! [lauts) - Au(tl)” ds = I U e ds
Y11 et

por lo que (1.23) es menor o igual que

5ot
futed] + Z I € ds = Julel)] + e’ (t-g)
150

podemos hacer &’ tan pequefio como queramos asi [u(t)| = Ju(e)] . pero
esto para € arbitrariamente chico por lo tanto [lu(t)f = |ju(0)fl. o

1.10-10 Lema. Sean {T(t)} y {S(t)} semigrupos de contracciones
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fuertemente continuos en. X con. ge e. Si.

A = B entonces T(t) = 5(;)"péfa;

para’f gﬁD(ﬂ);y ’

d
' dt

t =z 0. Integrando. tenemos

¢ € D(B) T(L)g = AT(t)ﬁ y{_d "péctivéﬁeﬁte,para

y

de aqui que, como A = B,

o equivalentemente :

,—,"‘S(é)‘]# veso

rA[T(s) - sts)]e ds = '[T(t')v";fs”('t'f)ﬂyr-' [T(e)
entonces por el lema 1.10-9 teﬂemoé AUe
[[tTCt) - ste)igf = | {T(O) -'s(o)1gf =0

por lo tanto T(t} = S(t) para todo t = O. o

El teorema de Hille-Yosida y este ultimo lema nos dan el
siguiente resultado.
1.10-11.Teorema (Aproximacién). Sea {(T{(t)} un semigrupo fuertemente
continuo de contracciones en X con generador A y sea A la
aproximacién de Yosida de A. Entonces

||etA*g ST sefaf- Al YEeDMA , t=z0,2a>0
tA

y .por lo tanto, para cada { € X, 1lim e A

A — @

¢ = T(t){ para todo t =z 0O,

uniformemente en intervalos acotados.
Prueba: Definamos TA(t) = e , la prueba del teorema de
Hille-Yosida nos da que

T, (e3¢ - T“(t)e“ = tfal - Aue”
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'pasando al limite cuando M ~3 +m tenemos que

||T (1 - T (e)g) = flag - AR v ¢ € D(A)
uniformemente en intervalos acotados para t. Pero {T‘(t)} y {T(t)} son
semigrupos de contracciones fuertemente continuos con el mismo
generador, por lo que T’(t) = T(t) para todo t = 0 como consecuencia

del lema 1.10-10, asi

IT,Ct)¢ - T(e)g| = tfag-Af] vieDMA ,t=0,Aa>0
tA
por lo que, como D(A) = X, para cada { € X lim e Al = T(t){ para
A — s
éada t =z 0, uniformemente en intervalos acotados para t. a
1.10-12 Corolario. Sea {T(t}} un semigrupo 'de contracciones

fuertemente continuo en X con generador A. Para M c X, sea
A“={A>0:A(A-A)'1:M-——>M}
" Ya sea que se tenga que
(a) M es un subconjunto convexo cerrado de X y que /\H no esta
acotado,
o que se tenga que
(b) M es un subespacio cerrado de X y que AH es no vaéio.
entonces T(t) : M ———a.M para toda t = 0.
Prueba: Sean A,u > 0 tales que |1 - %| < 1, Sabemos que

-1

[[ea - A)_ﬂ| s Aty que si A - uf < fja - A)-WI entonces, por el

teorema 1.9-6, tendriamos que
1 © i)™
(n - A) =Z(A-u)"[(7\-A) ]
n=0 .
de donde como |1 - —[ < 1 es equivalente a |[A - p| <A = |[(A - A)q"'i
tenemos efectivamente que

] n+1
(w-a)t= Z (a - u)n[(}\ - A)"]
=0
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o 1o que es lo mismdf,j:

‘uly fv,:A‘)

o equivalentemente

o que
(1.24)
7‘.X,ent0nces

A e A implica que (0,A] ¢ A Veamoslo: -

]

Tenemos nZD %(1 - %)n ,con 0O < pu< 0 < % <1
Sabemos que si 0 < a < 1 entonces i a® = I l 2 sea r = % asi
n=0
(=] ]
Yra-m" =V -t =1

n=0 n=0

. Como [A(A - A)_ll]n‘1 : M — M para toda n € Ny toda A > 0, tenemos
que (1.24) es una suma convexa en un convexo cerrado, con lo que
probamos nuestra afirmacién.

Ahora, bajo las condiciones de (a) como M es convexo y cerrado y
no esta acotado la discusién anterior nos da que AH = (0, +w}.

Bajo las condicliones de (b), con A < p < 2A también tenemos que
|1 - %[ < 1 por lo que (1.24) es valido y

m“ fin -ln”
ngox(i-x) [A(A—A)] i M — M

pues M es un subespacio cerrado, asi (0,2A) ¢ /\K de donde l\H = (0, +w).
Entonces bajo (a} o (b) tenemos que /\H = (0,+w). Finalmente por (1.19)
tenemos que

tAA
Q

-1 [} n
= e t?\etA[A(K A) ) - e—t?\ Z (t‘A)
n:

n
[A(A-A)"] Vt=0,A>0

n=0

y la conclusién es consecuencia del teorema 1.10-11 pues
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por ‘lo tanto kfl l:;

: CURAL
de donde T(t)f = “lim '@ A@ €M par

A — R I
T(t) @ M — M. o

En muchas aplicaciones, una: form

Hille-Yosida es mids util. Para énuﬁéiaria,damA;idosAAefiniciones Yy un
lema. '
1.10-13 Definicidén (Operador cerrable). Decimos que un operador lineaf
A en X es cerrable si tiene una extensién lineal cerrada. a
‘ 1.10-14 Definicién (La cerradura de un operador)}. Si A es un operador
lineal en X cerrable, entonces la cerradura A de A es la minima
.extensibn lineal cerrada de A; mas especificamente, el operador lineal
cerrado A es el operador cuya grafica es la cerradura (en X x X) de la
grafica de A. o
1.10-15 Lema. Sea A un operador lineal disipativo en X con D(A) denso
en X. Entonces A es cerrable y R(A - A) = R{A - A) para toda A > O.
Prueba: Para la primera afirmacién, basta mostrar que si (ﬂn) <
D(A), ﬂn —— Oy Al —> g €X, entonces g = 0.
Sea (qm) < D(A) tal que 4, — 4. esto lo puedo hacer pues D(A)
es denso en X. Por la disipatividad de A tenemos que

la = mg - ag] = Lim (A = Mg - Aag ||
n —w

= lim [(a - Alg + 2% - AAf ||
n — n n
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||(7\ - A)(q + a8

||'q sag ] = Allg |

Divldiendo por A y haclendo A ———a +w, .enemos que

Il(’* - Alg =gl = gl

pero.. 'Vilm X"(A~_ A)q - ag|| = || Llim 13—:—élq - q|
AL Tve T " — +@ A
' A= A) 1
y como N9, - el = 5lAag )
tenemqs ' "Qm -ql = ”qm"
Haciendo m —— @,  tenemos que |g|| = O de donde g =

Sea A > 0. La inclusion R(A - A) > R(A - A) es obvia. Péra probar
la igualdad basta probar que R(A - A) es cerrado, pues R(A-A) < R(A-A)

por ser A una extensién de A. Pero R(A - R) es cerrado si y solo si A

" es cerrado por el lema 1.10-3. o

1.10-16 Teorema (Hille-Yosida, versidén operador cerrable), Un operador
A en X es cerrable y su cerradura A es el generador de un semigrupo de
contracciones fuertemente continuo en X si y solo si:

(a) D(A) es denso en X,

(b) A es disipativo,

(e) R(A ~ A) es denso en X para algiin A > O. 7

Prueba: Por el lema 1.10-15 A satisface (a), (b) y (¢) si y

solo si A es cerrable y A satisface las condiciones del teorema de
Hille-Yosida en su versidn original. ]

Para terminar esta seccién damos un resultado concerniente a las

ecuaciones diferenciales operacionales.
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1.10-17 Teorema (Ecuaciones diferenciales operacionales). Sreérf}\ un_{ 7
operador A : D(A) —— X en un espacio de Banach X , { : -['0.‘4+w:)‘ -—; X !
una funcidn continuamente diferenciable y %, € D(A). Si A ':as- 21'
generador de un semigrupo de operadores fuertemente contlinuo ;V(T(t))

entonces existe una udnica solucién a la  ecuacidn- diferencial

operacijonal
dx : _ : BRI
It Ax(t) = f(t) V t“>“c‘) g
x(0) = Xy

que es continua del [0, +m) a D(A) }‘,Qifefeﬁclablé'del (0,+w) a:X." . La

solucion esta dada por

e
x(t) = T(E)x + J-'If(t—\slﬂ(s) ds. @
o . .

1.11 ELEMENTOS DE LA TEORIA GENERAL DE MEDIDAS VECTORIALES

Nuestro trabajo utiliza la "lIntegral" en espacios de Baniu:h.s Las
ideas que hay en esta. seccidén son una extensién natural de aquellas
que . se desarrollan en los cursos dle calculo y a'nélisis cuando se
estudia la integral de Riemann. Es tiempo entonces de que demos
algunas defliniciones y resultados de la teoria general de medidas
vectoriales. »Con esto terminamos el capitulo. '
.1.11-1 Definicidén (Algebra, espacio de medida). Sea Q un conjunto,

Decimos que una pareja ordenada (Q,4) es un dlgebra booleana o

5
De hecho en l1a seccién anterlor ya hemos traba jado con ella para

desarrollar nuestro trabajo referente a los semlgrupos de

contracciones fuertemente continueos.
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(a) Qed )
(b‘)"a<= € o siempre que a € 4, donde a°
(c) a v b e s para cualesquiera a,b € 4 .

c 1 tenemos que U a '€ 4 entonces

Si ademas para toda familia (a )
n  ne .
nel

N
- decimos que (2,4) es una oc-dlgebra.
Sea (§,4) una co-algebra, Decimos que una tercia-ordenada (Q,d,u)
es un espacio de medida si u es una funcién no neéativa c-aditiva
definida sobre A, esto es
(d) pula) =2 0 para toda a e o ¥y

o el
(e) u[ U an] = Z u(an) para toda sucesidn (an) ¢ 4 disjunta.
=1 351 .

1=
Si ademas Q puede expresarse como la unién contable de subconjuntos

a € A4 tales que u(an) < +w para toda n, decimos que (Q,#,u) es un

espacio de medida finito. - a

1.11-2 Definicién (Medida vectorial). Sea {Q2,«4) un algebra. Decimos

que ‘una funcién F de A en un espécio de Banach‘ X es una medida

vectorial finito aditiva o simplemente una medida vectorial si siempre

que a\l,a2 € 4 sean ajenos entonces

l"'(a1 V] az) = F(al) + F(az)

[:] o«

Si ademas F[ U a] = Z Fl(a } en la. topologia de la norma en X
n=1 n n=1 "

para toda sucesién (an) de miembros disjuntos dos a dos de 4 tal que

(]
Uan € 4 entonces decimos que F es una medida vectorial

n=1

numerablemente aditiva, o simplemente contablemente aditiva. o

1.11-3 Definicién (Variacidén, semivariacién). Sea F : 4 —— X una
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medida vectorial.” La  variacién’de F'es la funcién extendida, no
negativa var(F) cuyo valor en un conjunto a € # esta dado por

var(F)(a) = sup ) [F(b)|
T bEN

donde el supremo esta tomado sobre todas las particiones 1 de a en un
numero finito de subconjuntos ajenos dos a dos de 4. Si var(F)(Q) < +m
engonces diremos que F es una medida de variacién acotada. La
semivariacidon de F es la funcién extendida no negativa semivar(F) cuyo
valor en un copjunto aed ésta dado por

semivar(F}(a) = sup { var{xF){(a) | x e X , lxi =1 }

con var(xF) la wvariacién de la medida real valuada xF. Si
semivar(F)(Q) < +w entonces diremos que F es una medida de
sehivariacién acotada. [+]
Observaciones:

(1) var(F) és una funcioén monétona finito aditiva en 4.

(2) semivar(F} es una funcién monétona subaditiva en 4.

(3) Para todo a € 4 , semivar(F)(a) = var(F)(a).
Veamos las definiciones y propiedades basicas de las integrales de
funciones vector wvaluadas con respecto a medidas escalares e
integrales de funciones escalar valuadas con respecto a >medidas
vectoriales, La base para este material es un espacio de medida finita
(R,4.,u) y un espacio de Banach X.
1.11-4 Definicién (Funcién simple, p-medible). Decimos que una funcion

¢ : Q@ — X es simple sl existen xi,....xn €e Xy a veeesd € 4 tales

1

n
que § = Z XX, donde x, (w) =1 siwe a yx, (w) = 0 en otro caso.
1=1 1 1 1

Decimos que una funcidén £ : @ — X es p-medible si existe una
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)

sucesion de funciones simples (£) “tal’ que lim™ [[¢ (x) - §(x)| = 0
g-casi dondequiera®, ~Decimos que una -funcién,K ¢ : Q2 —> X es

débilmente u-medible si para cada X € X’ la funcién numérica x{ es
u-medible. Mas generalmente si I' ¢ X' y x{ es medible para cada X € T
entonces decimos que { es -medible. o
1.11-S Teorema (de medibilidad de Pettis). Una funcidn §{ : @ — X es
pu-medible si y solo si

(a) { es u-escencialmente separable valuada, i.e. existe a € o

con u'(a) = 0 tal que §{(Q \ a) es separable (en norma).

(b) { es débilmente u-medible. o
1.11-6 Corolario. Una funcidon § : Q@ —— X es u-medible si y solo si |}
es el p-casi dondequiera limite uniforme de una sucesién de funciones
coﬁtable valuadas u-medibles. o
1.11-7 Corolario. Una funcion § : Q@ —— X u-escencialmente separable
valuada es p-medible si existe un conjunto noz-mal7 r ¢ X tal que la
funcion numérica x{ es p-medible para cada x € I'. o
1.11-8 Definicidén (Integral de Bochner). Una funcién { : Q@ — X
u-medible es Bochner integrable si existe una sucesiéon de funciones
simples (#n) tal que

lim £ - ¢l dp =0
in [ i, - ¢l

&
Recordemos que una propiedad P (x) se cumple fpl-casi dondequlera sl el
conjunto en donde no se ‘ cumple tlene medida O, dicho de otra forma si

E = {x € Q | =p(x) es verdadera} entonces u(E} = 0.
’
7Recordemns que ' ¢ X’ es normal st lIxll = sup { -I%*—,x—llr t x" e } para

tode X € X.
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En este caso f @ du. esta definida para cada a’ e

_[ L = llrn J' e du

: i ; /
“con ‘J.aln dp =lzlxlu(anal) donde £n ‘lelxa‘. S al

1.11-9 Teorema (Bochner integrabilidad). Una funcicén £ : Q —— X es

‘Bochner integrable si y solo si J‘ flell du < +w. o
Q

1.11-10 Teorema (de convergencia dominada). Sea (Q,d,u) un espacio de
medida finito y (en) una sucesién de funciones X-valuadas Bochner

Integrables en Q. Si lim en = { en u-medidaa y si existe una funcidn
n

real valuada Lebesgue integrable g en Q con |[£n|| < g pu-casi

dondequiera, entonces { es Bochner integrable y
11mf£du=‘[£du Yaed
n “a” a
De hecho lim J. e - {ln" du = 0. o
n Q

Damos a continuacién mas hechos elementales acerca de esta integral.
1.11-11 Teorema (Integral de Bochner). Si { es p-Bochner integrable
entonces

(a) lim I gdu =0
ula) — 0

(b) ”.I' gdpuf| = f ||#|| du Yaed
(c) si (an) es una sucesidn disjunta dos a dos de elementos de 4

4]
ya-=U a_ entonces J.{! dp = ZJ‘e dp donde la suma de la
n=1 n=1"a

derecha es absolutamente convergente.

(d) Si F(a) = I ¢ du entonces F es de variacién acotada y

8s dectr, lim u[ {w e ||£n(w) - )] = e} ] =0 Ye>0.
n
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var(Fya) = [l o vaecd @
a

1.11-12 Corolario. Si { y g son Bochner integrables y f g du = f q du
a a

para todo a € # entonces { = q p-casi dondequiera. a

1.11-13 Teorema (Hille). Sea T un operador lineal cerrado definide en
X con valores en Y, un espacio de Banach. Si f y T{ son Bochner
integrables con respecto a u, entonces

Tf#du=J.T£du Vaed a
a a
1.11~14 Corolario. Sean { y ¢ u-medibles, Si para cada x € X', x{ = xg
p-casi dondequiera entonces { = @ up-casi dondequiera. a
1.11-15 Corolario. Sea { Bochner integrable con respecto a u. Entonces
para cada a € # con pu(a) > 0 tenemos

-—“}—a)--[gdyefa(ﬂ(a)). a
a

1.11-16 Teorema(Integral de Bochner y medida de Lebesgue). Sea {
Bochner integrable en [0,1] con respecto a la medida de Lebesgue.

Entonces para casi toda s € [0,1] tenemos

1=
lim  } J’ lect) - gts)|] at = o
. h— o0 s
por lo que para casi tuda s € [0,1] tenemos
1 s+h
lim HI gt) dt = g(s) a
h— 0 s

Veamos ahora los espaclos Lebesgue-Bochner. Si 1 = p < +w el
simbolo .‘Ep(Q,xd.u,X) ( = -“ip(p.x) ) representa a {las clases de

_equivalencia) las funclones u-Bochner integrables { : R —o X tales
. -1
que ¢l = ([ 11} au)? < v
n

Este conjunto, normade por la funcional ||, es un espacio de
P
Banach (la prueba es como en el caso real).

El simbolo ZN(Q,A,“,X) ( = Zm(p,X) ] se usa para (las clases de
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equivalencia) lag funcliones escencialmente acotadas up=-Bochner
integrables { : Q ——» X , normado con la funcional ""m definida para
¢ e £ (uX) por [ = sup ess flell, » £(u,X) resulta ser un espacio de
Banach.

El simbolo Ep(u) (1 = p s ) siempre significara Ep(p,X) para X
igual a un campo de escalares (i.e. X =R o vV = C).

Uno de los aspectos mas interesantes de la teoria de la integral
de Bochner se centra en la siguiente pregunta:

¢Cudndo una medida vectorial toma la forma de una Iintegral
indefinida de Bochner?. Examinemos la cuestidén brevemente:

Si (R,s,p) es un espacio de medida finito y F : ## —— X es una
medida vectorial de la forma - A

Fla) = [ pau
a
para alguna { Bochner \integrable, entonces el teorema 1.11-11
garantiza que F es contable aditiva, p-continua y de variacién
acotada. Inversamente, si F : # — X es cualquier medida contable
aditiva p-continua de variacién acotada con un rango de dimensioén
finita, entonces el teorema clasico de Radon-Nikodym produce una

funciéon Bochner integrable { para la cual F(a} = [@ du. Para la
a

integral general de Bochner esto no es necesariamente cierto.

La falla del teorema de Radon-Nikodym para la integral de Bochner
no debe de interpretarse como un aspecto negativo de la integral de
Bochner. De hecho, la falla de un teorema general de Radon-Nikodym
para la integral de Bochner en casos especiales tiene poderosas
repercusiones en teoria de operadores, la geometria de los espacios de

Banach, la teoria dual para espacios de Banach, teoria de probabilidad
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veétor—valuada y en la teoria de integracién en si misma.

Si (Q,4,u) es un espacio de medida finito, entonces dos teoremas
basicos de la teoria de medida, el teorema de representacién de Riesz
y el teorema de Radon-Nikodym, garantizan que L’l’ (u) = Zm(u) Yy que si
A es una medida escalar valuada finita p-continua en «, entonces

existe £ € £l(u) tal que A(a) = I { du para todo a € #. Cada unc de
a

estos teoremas se puede derivar el uno del otro y nc es de
sorprenderse que sus extensiones vector valuadas esten relacionadas en
sus aspectos mas intimos.
1.11-17 Metateorema. Las siguientes teoremas son equivalentes.

Teorema (de representacién de Riesz). Si X es un espacio d.e
Banach y T : .’El(u) —— X es un operador lineal continuo entonces

" existe g € 2m(u'.X) tal que T§ = J-&; dp para toda { € 21(;1).
Q

Teorema (Radon~Nikodym). Si G : & ~—— X es una medida vectorial
p-continua de variacién acotada, entonces existe una funcién Bochner

integrable g € 21(;1.)() tal que G(a) = j g du para todo a € 4. o
a

1.11-18 Definicién (Propiedad de Radon-Nikedym). Un espacio de Banach
X tiene la propiedad de Radon-Nikodym con respecto a (Q,4,n) si para
cada medida vectorial p-contlnua G : 4 —— X de variacidn acotada

existe g € El(u,X) tal que G(a) = J- g du para todo a € 4.
a

Un espacio de Banach tiene la propiedad de Radon-Nikodym si X
tiene la propiedad de Radon-Nikodym con respecto a todo espacio de
medida finito. o

Damos finalmente dos teoremas fundamentales de la teoria de los

espacios de Banach. No siempre se reconoce que ambos son simples
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consecuencias de las propiedades de la integral de Bochner.

1.11-19 Teorema (Krein-Smulian). La cerradura de la envolvente convexa
de un subconjunto débilmente compacto de un espacio de Banach es
débllmente compacta. a

1.11-20 Teorema (Mazur). La cerradura de la envolvente convexa de un
subcon junto compacto en la norma de un espacio de Banach es compacta

en la norma. o
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‘CAPITULO 2
EL TEOREMA DE WIDDER Y SU GENERALIZACION

Este capitulo lo dedicamos al teorema de Widder. La version
clasica de este teorema data de 1934 y fue vista por este matematico
en su libro An introduction to transform theory {121 y en su articulo
The inversion of the Laplace Integral and the related moment problem
{13]. En estas obras el autor caracteriza aquellas funciones reales
que son transformadas de Laplace de funciones acotadas. Después damos
una versién vector-valuada en espaclos arbitrarios de Banach de W,
Arendt que generaliza estos resultados. Finalmente, caracterizamos los
espacios en los cuales la represenﬂacién vector-valuada coincide con

la representaciéon de la version real.

2.1 EL TEOREMA DE WIDDER. YERSION ORIGINAL

¢Porqué es importante el teorema que nos ocupa en esta secclén?
Se trata aqui de un problema de representacién de una funcién mediante
una integral. Mas precisamente queremos caracterizar a las funciones
del espacio C”((0,+»),R) que sean la transformada de Laplace de alguna
funcién del espacio Zm((0.+m).R). Este conocimiento es uUtil para la
inversién de la transformada de Laplace, herramienta que se utiliza en
la teoria de ecuaciones diferenciales.

Primero mencionamos los resultados necesarlos para seguir la
prueba del teorema de Widder y proseguimos con la demostracidn.

2.1-1 Definicion. Una funcién { es completamente monoténica en (a,+w)
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si y solo si
(2.1) ¢ € C¥(a, +w)

X, (k)
¢

(2.2) (-17%¢%(x) 20 v xSa,k=0,1,2;...

Si ademds lim f(x) < +m . entonces { es completamente monotdnica en
x — a :

[a,+w). O
2.1-2 Teorema (Bernstein). Sea { una funcidn. { es completamente

- . 00
monoténica en [a,+w) si y solo si f{x) = J et dalt) vx>a,
0

con « no decreciente y { cumple (2.2) en [0, +w») o
2.1-3 Corolario. Sea § una funcidn. | es completamente monotdnica en

(a,+w) si y solo si

@ xt
Ux) = f e aalt) v x>a
0 ‘
con a no decreciente en [0,+x) o

2.1-4 Teorema(Widder). Sea r e C"((0,+=),R). Existe £ £ ((0,+a),R)

tql que
-t .
2.3) r(A) = f e™pt)dt . vaso
’ o o
si y solo si
(2.4) sup{ A" (y/mt] ta >0, n=0,1,2,... } < +am
Prueba: Observese primero que las condiciones (2.3) y (2.4) son

equivalentes a las condicliones

(2.5) r(A} =I e-M'{l(t) dt , [g(t)] =M para alguna M
o

(2.6) ]r(k,(h)] s ——t%—— para alguna M , 0 < A < += , k = 0,1,2,...
A

respectivamente.
Supongamos que se cumple la representacién (2.5) derivando r(a)

con respecto a A se tiene
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~ T
o) = d,\f Mty dt f & e ™Mety ar = [ e at
por lo que para k = 0,1,2,... se tiene
r' () =I (-1t at
o
esto impllica que
o0 0o
fr* ) s j e ece)| at sf theMuae = ML vaso
0 [+] A

Obtenemos asi (2.6).

Inversamente, de la condicldén (2.6) se tiene que

] ]
- ':'f‘ s 0% s iﬁfl ¥YAx>0
A A
Esto es equivalente a decir que las funciones % - ri{x})y r(x) + %—

son completamente monotdnicas en (0,+w), pues ambas funciones son
infinitamente diferenciables en (0,+o) por lo que se cumple la

condicién (2.1). Veamos que cumplen la condicion (2.2).

[ % - r{x) ] =-Mx?- r(x)’. de donde

(k)
[—:~ - r(x) ] = (cnR Mk P D g

por lo tanto
(—1)“[ (-1)% Mkt xRVl ] = Metx" L ok R

Si k es impar

x-(k*1)+ l"(k) x-(kol)s r(k)'(x)

M k! (x) 2 0 o equivalentemente - M k!
que es clerto por hipdtesis.

.Si k es par

Mkt Vo () 2 0 o equivalentemente r'®'(x) = M kt x ¥V
que también se cumple por hipétesis,

Esto nos dice que % - r(x) satisface (2.2). Analogamente para
rix) + % , por lo tanto % -ri{x) y r(x) + % son completamente

monoténicas en (0,+wm) . El regreso de la equivalencia es inmediato de
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las observaclones anteriores.

Por el corolario 2.1-3, existen funciones B8 y y no decrecientes tales

que
] o

e = f eXtap) . Mo = I e ¥tay(t) v x >0
0 [s]

Per el teorema de unicldad tenemos

.
rix) = I e *tda(t)
o

(2.7) y salvo una constante a{t) =Mt - B(t) = y(t) - M t

donde -;— se tomé como la transformada de Laplace-Stieltjes de Mt.

La ecuacién (2.7) prueba que al(t) debe de ser de variacién acotada’y‘
por lo tanto tiene una derivada {(t) casi dondequiera; ésta misma

ecuacioén nos da que para todo 8 > -t

(2.8) . M= a(t+5)6- alt) oy

pues oa(t+d) - alt) . Mt + M8 - B(t+3) - Mt + B(t)
S ]
B(t) ; Blt+s) <M

=M+

x(t+8) - a(t) _  (t+8) - Mt - M8 - y(t) +Mt

é 3
= oy e X(t*8) - y(8) M
3
De (2.8) tenemos -M8 = al(t+s) - «lt) = M8 que implica que «. es

continua, por lo que podemos usar el teorema del limite de Lebesgue

para mostrar que

t t
— lim I ~££X:§ls:—E£Xl dy = I f(y) dy
5 — 00 o

t t+3 3
Tenemos que I _ELXIélg_JEQXl dy = % f al(y) dy - % I a(y) dy de
o t o
t
donde lim f _E£!1§%§_J££¥l dy = alt) - «(0Q)

& > 0 %0
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o ‘ . B e F
por lo tanto « es absclutamente centinua y alt) + al0) = f fly) dy
o e

que implica ademis que a(0) = 0 y finalmente
* _-xt ® =t
r(x) =J e ®tda(t) = I e () at o
o [} .

2.2 EL TEOREMA DE WIDDER. VERSION VECTOR-VALUADA

Sea G un espacio de Banach. ¢Hay una generalizacién posible del
teorema de Widder para funciones r : (0,+o) —— G ? W. Arendt nos da
la respuesta. En general se cumple una representacién mas debil que
2.1-4 (2.3) pero en el caso en que G tenga la propiedad de
Radon-Nykodym obtc_enemos la representacion dada por Widder.

2.2-1 Teorema (W. Arendt). Sea r : (0,+m) —— G una funcion.
Sea M = O . Las siguientes afirmaciones son equivalentes,
(a) r es infinitamente diferenciable y

sup { A" A) s at tA>0 n= 0,1,2....} s Y

(b) Existe una funcidén F : [0,+0) —— G que satisface

F(0) =0 y "F(t+h)‘— F(t)] sMh ¥ t =0, h=0 tal que

“ At
(2.9) r(a) =I Ae”VUF(t) dt ¥YaA>0
)
Prueba: Supongamos (a). Sea x € G’ , el espacio dual de G, es
decir G’ = { X ! G—» R ! x es funcional lineal continua }
Si consideramos fx(?\) = <r(A),x> , la evaluacién x(r(a)), tenemos que
fx : (0,+0) — R
’
£] (a) = 1ip SEQ*h), x> - <r(A),x> _ gy, FQ*H) - rA)
x h h
h—0 h — 0

= <r'(A),x> ya que x es lineal y continua

Andlogamente para k € N se puede probar que
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PEY .(Ar)i,‘rx> o

Tenemos que

A <A*"‘“’(A) 7k
pero <A“"r‘"’(ai”7'kz;x> Ak gy k!“”x"
y por hipétesis Ak'l m)(k) / k' = M  para alguna M = 0 , para toda

A=20., ke N, por lo tanto

ak+t
k!

f‘“’(x)l sMx] va>o0
X

s MUl e waso
Akvl

Kk
es decir ()

Por el teorema de Widder 2.1-4, existe f( - ,x) € zm([o,¥m),m) tal que

ClieC - k=M x|

- Lt
y - <r(A), x> =J‘ eMrtx)dt VA0
. B 0

Vf( . ,xf,:.[0,+w) ——> R , definase F( + ,x) : [0,+®) —> R como

t
F(t,x) = J f(s,x) ds

‘Integrando por partes obtenemos

@ o0

0
I reME(t,x) dt = [ - MEe,x) ] - J e e, %) at
[s] o [0}
ke )
= 0 + I e‘Atf(t.x) dt = <r(al},x>
o
de donde
: ® ot
<r(d),x> = I AeMF(L,x) dt v a0
[+]
Ahora bien

At
J Ae T UF(t,ax+y) dt = <r(i),ax+y>

= a<r(A), x> + <r(A),y>

© 0 !
a f aeMF(L, %) dt + f reME(t,y) dt
o o
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- " L it ;

asi que J Ae [F(t,ax+y)j%1dF( §
o L e

como F( ° ,X) es continua, por ser deriyéblé. tpor el teorema de

unicidad para transformadas de Laplace tenemos que F(t,x) es lineal en

X € G’ , es decir, F(t,ax+y) = aF(t,x) + F(t,y). Mas aun

t+h
F(t+h,x) - F(t,x) | = |

t
f(s,x) ds - I f(s,x) ds
0 o

t+h

t+h
= | J f(s,x) ds | = I If(s,x)l ds
t t

t+h t+h
< [ Ml os = [ il ] = e

5=

de donde

F(t+h,x) - F(t,x) | = M|x||h YvVhz0, t=z0, xe G

Por lo tanto (como F( - ,x) es continua y lineal en X) para toda t =2 0
existe F(t) € G” tal que F(t,x) = <F(t),x> para toda x € G’. La
afirmacién (b) serd probada si mostramos que F(t)‘e G ( hacemos la
identificacién de G con un subespacio cerrado de G” via e;aluacién ).

Sea q : G — G"/G el mapeo cociente ( entiendase G como ¢(G),
donde ¢ + G ——> G” tal que x — g, con gx(f) = f(x) , f € G' ).

Como r(A) pertenece a G tenemos

(1<)
<r(a), x> =I Ae?E(L, x) dt
o]

o0
re el %) dt = f re ML), x> dt
o

00

J

o

) ) . R
= <f aeME(L) dt,x> - ¥V x e G
o
por lo tanto
At ,
<r(a), ->=<J Ae () dt , - > e G

‘podemos aplicar q
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0=x< q[—féll]. F>ee I**Ae"htq[F(t)] dt S vx e
esto implica que q[F(t)] = 0 o equivalentemente que F(t} e G (¢(G)).

0 N
Supongamos (b). Tenemos que r(A) = f 20 ME(t) at. Sea x ¢ G,
0

definimos F(t,x) = <F(t),x>, la evaluacién. F es lipschitz entonces es

derivable c.d. y es igual a la integral de su derivada.

t
F(t,x) = f fls,x)ds V¥V tzo0

@ o]
Sea <r(A),x> = J

At At
<A " CF(t),x> dt = I Aae “"F(t,x) dt. Integrando por
) 0

partes y usando F(0) = 0 tenemos que

0
<r(A),x> =0 + f o (e, x)at
[+

de [[F(t+h) - F(t)| s Mh tenemos que f(t,x) e £ (10,+«),R) por lo

" tanto, por el téeorema de Widder 2.1-4 tenemos que
An«ﬂ.
sup {

<r(a),x>
Finalmente, por el teorema del acotamiento uniforme 1.2-3, tenemos que

n!
o |

2.2-2 Corolario (W. Arendt). Sea a =0 y r : (a,+w) —— X una funcidn

tA>0,n=0,1,2,... } < Mx

A (A), x>

nt

” iA>0,n=20,1,2,... } < 4w o

infinitamente diferenciable. Para M = 0 , w € (-o,al las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
{n)
(a) ||(a-)™* Eéél =M va>a,n=o0,1,...

(b) Existe una funcion F : [0,+w) — X tal que F(0) =0 y

lim sup, % [FCt+h) - F(t)] = Me“t  wt=zo
h — 0
tal que
At
(2.10) r(a) =f Ae”F(L) dt YaA>a
0

Mds atin, r tiene una extension analitica a { A €C | Reda > w } que

esta dada por (2.10) si ReA > O. o
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2.3 EL TEOREMA DE WIDDER Y LA PROPIEDAD DE RADON-NIKODYM

Noé interesa saber bajo que condiciones podemos obtener una
representacién como (2.3) en el caso real para la represeniacién
vector-valuada (2.9) del teorema de Widder.
2.3~1 Definicidén (El1 teorema de Widder se cumple). Sea G un espacio de
Banach. Decimos que el teorema de Widder se cumple en G si toda

funcién r e C°((0,+w),G) tal que
sup { A @) /) b as0 n= 0,1,2,..,} = 4w

puede ser representada en la forma

00
r(a) = _" oty at vaso
0

.donde { € fm([0h+mJ.G)~ [a]
Aqui Zm([0,+w),G) denota al espaclo de Banach de todas las clases

de funciones medibles {: [0,+») —— G tales que [§] = sup[e(t)] < +=
t=0

Queremos caracterjzar aquellos espacios de Banach G en los cuales
el teorema de Widder se cumple. Si G = R tenemos el teorema clasico de
Widder.

2.3-2 Teorema (de caracterizacién). Un espacio de Banach G tiene la
propiedad de Radon-Nikodym si y sclo si el teorema de Widder se cumple
en G.

Antes de probar este teorema necesitamos un lema y menciohamos
una caracterizacién de la propiedad de Radon-Nikodym.

2.3-3 Lema. Sea G un espacio de Banach, M 2 0 y £ : [0,1] —> G una
funcidén tal que
lets) - gty = M|s ~ t] v s, t e [0,1]

Si ¢ es diferenciable casi dondequiera, entonces ' € Lm([o,l],G) y
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. . t : S - R
2t) =J‘ p(s)ds Vtelo,1]
o e e R e B
Prueba: Para esta prueba usaremos el teorema de Pettis 1.11-5.
Sea { diferenciable casi dondequiera, entonces existe N < [0,1] tal
que p(N) = 0 y § existe para s € [0,1] \ N. Definamos §’(t) = O para
t € N. Entonces {’ es debilmente medible y |¢'||¢ M para toda s e [0,1]

pues de la propiedad |¢(s} - §{t)|| = M|s ~ t| tenemos que

£(s) - £(¢) =M
s — t -
sea t € [0,1) \ N entonces
un [ B EE | o) = m
s — t

sea t € N entonces
e o)) =0 = u
y para ver que {§’ es debilmente medible sea x € G'.

f(s+1/n) =~ {(s)

Sea ¢ (s) = x v asi
Hwn(s) - xf' (s)]| = H x[ w] - xp' (s) ||
_ (s+m) = B(s) _ ,,
- | (e - v o) |

Sea s € {0,1] \ N entonces

lim ¢ (s) - = (s)| = 1lim
n—oew " n—ow

f{s+1i/n) - f(s) _ ,,
o e Bt =t ) |

n 3 o

x[ £(s+im) - f(s) _ ﬂ'(s)) "

1/n

i}

(& (s) = g (s =

por lo tanto lim ||wn(t) - xf*(t)] = 0 p-casi dondequiera por lo que
n —w

{’ es debilmente p-medible. Veamos por ultimo que §’ es separable

valuada (p-esencialmente separable valuada). Como { es continua

tenemos que {([0,1]) es separable. Ahora bien Y = V({([0,1])) es un

Banach separable. Podemos pensar, que £ : [0,11 —— Y. §’ existe c.d.
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y £ ;. [0,1] .~=——= Y (donde ¢’ no exista la definimos como O).
A4 ([0.1]‘)"'es un subconjunto de un espaclo métrico separable, por
lo que £’ ([0,1]) resulta separable. La segunda parte de la afirmacién
se prueba como en el caso real. o
2.3-4 Tecrema (caracterizacién de la propiedad de Radon-Nikodym). Un
espacio de Banach G tlene la propiedad de Rgdon—Nikodym si y solo si
toda funcién Lipschitz continua { : [0,1] ——> G es diferenciable casi
dondequiera. o

Probemos el teorema 2.3-2:

Supongamos que G tiene la propiedad de Radon-Nikodym.
Sea r € C°([0,+=),G) tal que

M= sup{ A™e™ ) st tA>0 n= 0,1,2,...} = +w

. Por el teorema 2.2-1 existe una funcién F : [0,+0) —— G que
satisface F(0) = O y |F(s) - F(t)|| = M|s ~ t] tal que

00
(2.11) roo = [ aetrae vaso
o

Por el teorema 2.3-4 y el lema 2.3-3 la derivada f(s) = F'(s) :xiste
casi dondequiera y { e .‘Em([o,-*m).G). Integrande por partes (2.11)
obtenemos

U
r(A) =J' e'“te(t) dt ¥YA>0
o]

Esto prueba una implicacién. Supongamos ahora que el teorema de Widder
se cumple en G. Probamos que G tiene la propiedad de Radon-Nikodym.
Para ello usamos nuevamente la caracterizacion que da el teorema
2.3-4. Sea F : [0,1] —— G tal que |[F(s) - F(t)]] = M|s - t| para s,t
en [0,1]. Tenemos que probar que F es diferenciable casi dondequiera.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que F(0) = 0O pues de lo

contrario trabajamos con F - F(0). Extendemos F a o [0,+0) — G
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de“tal forma que

‘e (0,11

enotro’caso

Definamos r € Cm((0,+m).Gj,como,__:

: BT VR e

(2.12) ra) = [ aeMrte) et vias o
o R .

Entonces "A"”r(mth) 7/ n!f s M para A >0 yn=0,1,2,... .Como el

teorema de Widder se cumple en G por suposicién, tenemos que existe

una funcién { € ZW([O,+w),G) tal que

r(A) = fm

] t
oMty at =I a0 At J i(s)ds dt VA > 0
o o [¢]

Esto, junto con (2.12) y el teorema de unicidad para transformadas de

t
Laplace implican que F*(t) = (s) ds para toda t =z 0. Se sigue por
p
0

1.11-16 que F es diferenciable casi ‘ondequiera. a
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CAPITULO 3

TRANSFORMADA DE LAPLACE Y SEMIGRUPOS DE OPERADORES

La clave para la relacién que existe entre la definicién clasica
de la transformada de Laplace y los semigrupos de operadoeres nos la da
el estudio de los semigrupos de operadores fuertemente continuos, mas
precisamente el teorema 1.10-1. Podemos observar que la propiedad de
semigrupo corresponde precisamente a la ecuacidn resolvente via la
transformada de Laplace. En este capitulo exploramos esta relaciédn.
Ademas estudiamos condiciones mas débiles para obtener lo que llamamos
generadores de semigrupos n veces integrados y los caracterizamos.
Finalmente preparames el terreno'para atacar el problema de Cauchy y

exponemos resultados con ese fin,

3.1 RESOLVENTES COMO TRANSFORMADAS DE LAPLACE

3.1-1 Definicién (Transformada de Laplace). Sea X un espacio de Banach
y R : (v, +0) — B(X)® una funcién (donde w e R). Decimos que R es

una transformada de Laplace sl existe una funcién fuertemente continua

S : [0,+w) —— B(X) que satisface |S(t)| = Me®t para toda t = O tal
. 00
que R(A) =f e Mgty dt vasw

0
También decimos que R es la transformada de Laplace de S. [a]
SRecordemos que B(X) es el espacioc de los operadores lincales acotados

de X en X, t.e. B(X) = { T: X——> X | T es lineal acotado }
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0
Para x € X y A > w denotamos por I e—hts(t)x dt la integral de
0

Bochner que coincide con la integral impropia de Riemann.
00
Por I e M'S(t) dt e B(X) entendemos el operador que a X € X le

o]}
-]

asocia I e_AtS(t)x dt.
o

3.1-2 Definicidn (Seudoresolvente). Sea X un espacio vectorial
topolégico sobre C localmente convexe y B(X) el algebra de los

operadores lineales acotados de X en X. Un seudoresolvente J es una

A

funcién definida en un subconjunto D(J) de € con valores en B(X) tal

que
(3.1) i, - J“ = (p - MJAJM ¥ A,u € D(J)
La ecuacién (3.1) se llama la ecuacidn resolvente. o
En el resto de esta seccién X representa un espacio de Banach.
3.1-3 Lema (Seudoresolvente). Sea T : [0,+m) — B(X) fuertemente

continua tal que Tty = Me¥* para alguna M y w en R y toda t = O.

+4]
Sea R(A) = I e AtT(t) dt con A > w. Entonces (R(A))bw es un seudo—
o

resolvente si y solo si
T(s)T(t) = T(s+t) ¥V s,t=0
Prueba: Sean A,u + w tales que A - g < 0. Tenemos que

_ 1 _ 7 oot _ ® 1 (A-p)t At .
[Rm R(u)] - jo e ™tR () at jom oMWt ) gt

pues .

¢+ -]

j e™MtR(A) dt - L gMitgmAtp(y gy
o ot T2

= R(A)J- oWt qp - o= -f o™ T(t) dt

A
o [¢]
-t o«
) R{p)
= A —_— -
R()[A_#]m —
R(A) _ R{w)

= [TEEEPY [TEREPY
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pero

o o ' S ’
f e MR() at - J 1 et Mp ) gy
o ot = A i S
00

® eme O :
= I e\ I e°T(g)ds dt = j
0 o
pues integrando por partes

T WS L
‘[ gt H Ie‘ “T(s)ds dt

t
gla-Hit I e™T(s)ds dt

¢} 4]

[¢] o
(A-pit t o )
= 2—— [e™r(s)as - [l ettt
A - i A - K
© [+] t=0 o
= f —L1_ oM MiteTMr(y) gt
H - A
[s)
pero
o0 A ¢ o A o t A
J oA f e T(s)ds dt - f oAt f e~ *T(s)ds dt
o] o] 0 [s]
® ot (2 -as
= j e j e *T(s)ds dt
L] t
2. 2 ~A(s-t)
= J' ot j' o T(s)ds dt
a t 3
& A (
= [ o™ [ e™Ttartias at
] 0

Pdr otro 1lado

U] 00
R(1IR(A) =J' e HT(t) dt f 6™T(s) ds
o

o ®
=I oHt j o™ T(s)T(t)ds dt
o o

de donde la afirmacién se cumple por el teorema de uniclidad para la
transformada de Laplace. o
3.1-4 Teorema. Un operador lineal A en X es el generador infinitesimal

de un semigrupo fuertemente continuo'® si y solo si existe w € R tal

10
Recordemos que st (T(t)}t?o ¢ B(X) satisface las condiclones

1) T T =T Yit,s=z=0
t s tes
2} T° = Ix
3) lim |T,x - T, x|f =0 vVt =20, xeX
3 t 0
t — t o

o
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que  (w,+w) < p(A) (el conjunto resolvente de A) y R : (w,+n) — B(X)
definida por R(A) = (A - A)'l es una transformada de Laplace. En ese
caso R es la transformada de Laplace del semigrupo generado por A.
Prueba: Supongamos que R(A) = (A - Al para A > w es la
transformada de Laplace de T : [0,+x) —— B(X). Tenemos que
ITt)] s Me®t  y r e™MT(t) dt = R(A) = (A - &)

s}

de donde, por el teorema 1.9-8 (a)ll, R(A) cumple 1la ecuacién

resolvente (3.1}, Entonces por el lema 3.1-3 tenemos que

T{s+t) = T(s)T(t) Vs, tz0
de donde T(0) = T(0+0) = T(O)T(0) = T3(0), por lo que T(0) es una
proyecciénlz. Asi, si T(0)x = 0 entonces T(t)x = T(t)T(0)x = 0 para

toda t = O por lo que en ese caso

oo o
R(A)x = J' e™MT(t)x at = J' Ddt=0 VA>uw
0 0

de donde (A - A)'x = R(A)x = © implica que
A-Aa-AT%=@(-a0
o lo que es lo mismo que x = 0. Sea entonces x € X, tenemos gue
T(O)[ T(O)x - x ] = T>(0)x - T(0)x

T(0)x ~ T(0)x

=0

pero por las observaciones anteriores esto implica que T(0)x = x, asi

tenemos que T(0) = I.. Veamos finalmente que lim [T(t)x - T(0)x|] =0
x — 0 .

(T(t)}t>0 se llama un semigrupe fuertemente continuo o de clase CO
Tenemos que pedir que X sea un espaclo complejo.

12
Recordemos que por definicién wuna transformacién lineal T : W — W

2
en un espacle vectorial W es una proyeccién si y solo si T = T,
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pero esto es inmediato del siguiente hecho

(3.2) IT(t)x - TeoIx| s ||T(t) - T{O)|uxl

pues como T : [0,+w) —— B(X) es fuertemente continua, el término de
la derecha en la ecuacién (3.2) tiende a cero cuando t tiende a cero.

Hemos probado asi que (T(t))c> es un semigrupo de clase C, Denotemos

0
por B a su generador, entonces

t .
(a-8)"1 =f eMrtydt = A~ vasaw
[]

por lo que A = B, Esto prueba una implicacién. La otra implicacidén nos
la da el teorema 1.10~1. g

Observacién: El teorema de Hille-Yosida, en su extensién dada por
Feller, Miyadera y Phillips, afirma que un operador A densamente
definido es un generador de un semigrupo de clase Co sl y solo si
(w,+0) ¢ p(A) para alguna w € R y

fa - @)™Rea, 4™

/mt =M
para toda A > w , m = 0,1,... y alguna M = 0. Por lo que a la luz del
teorema 3.1-4 el teorema de Hille-Yosida puede ser reformulado

diciendo ‘que el teorema de Widder se cumple para resolventes de

operadores lineales densamente definidos.

3.2 SEMIGRUPOS INTEGRADOS Y SUS GENERADORES

Sea (T(t))taovun semigrupo de clase C0 con generador A : X ——;a X
con X un espacio de Banach. Entonces por el teorema del acotamiento de
la norma 1.8-5 tenemos que existen constantes M,w € R tales que

T =Mt v ie=zo

Para n € N sea
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. T
n _ (t-s) " SE e e
(3.3) s'(t) = Io o7 ,T(s{tds_-,:vjﬁ‘319 ‘

Probemos que para n € N'y A'>iw.:f! '>

(3.4) R A) = [ oMty at v maxw.0y
A" o o l‘, e e
Tenemos que :
© -t
(3.5) a-at = J. o T(t) dt VA >w

[o]

Para n = 1 (3.3) se escribe como

1 t
st () =_|' T(s) ds
a

Asi, integrando por partes una vez (3.5), tenemos

00
t [ t
a-at = [ oMt I T(s) ds ] + J Ae'“j T(s) ds dt
o t=0 0

o0
0 +I ae sty at
0

-de donde

-1 o
(3.6) ‘—7‘-;‘_'1=J e Msl(t) at
o]

Hemos visto que para n = 1 (3.4) es clerto, veamos que pasa para

n = 2 para darnos una idea de que esta sucediendo.

2, .t (t-s) t b
a7 st = [ Ers) ds = t| Tes) as - [ stis) as
0 o [}
Volviendo a integrar por partes pero ahora (3.6) tenemos

0
a-at= ;\_f e Ms (1) at
o

t ] 2 t
=2 [e"‘tj s'(s) ds] + I Ae‘“J' s'(s)ds dt
0 o]

t=0
o

L]
t
= AZJ e'“f sl(s) ds dt
0

o
Ahora bien
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Manipulemos un poco Sz(t)

3 t Y
sty = t[ T(s) as - [
0 ‘

]
[ad
S

T "u”s.'j‘n v e
T(s) ds - [sj T(h) dh] -fj Tth) dh ds
o s=0 o* 0

t. t .5
T(s) ds - tf T(h) dh + J‘f T(h) dh ds
o oY o

1]
or
—
o

t .8 t 1
J‘I T(h) dh ds =I slts) ds
ovo o]

por lo que

t
(3.8) s%(t) =j s'(s) ds
. . o]
Asi las cosas, tenemos que
® t o
(-mt= ;@J e_MI s'(s) ds at = xzf e Ms?(t) at
¢} [¢]
[3}
de donde
-1 0
("——Z'ﬁ-= f e g2 (L) at
A o

por lo que para n = 2 (3.4) también se cumple.

Supongamos que

n

-1 00
fa-m . f e At (¢) dt
A o

se cumple y probemos que el resultado es cierto para n + 1.

0
a-mn1ts= 7«“_[ e~ () at
0

13
Para pasar a la siguiente linea hay que integrar por partes

término. Esta técnica se repite todo el tlempo.

7
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) SR : ip @ 7
= A" [e‘?“f s"(h) dh] L aJ e‘“f s"(h) dh dt
o . t a

=0
[0}

00

t
= A““J e“"tj' s™(r) dr dt
[+]

o

Que es lo mismo que .

-1 t
(L—?—) = e"‘tJ‘ s™r) dr dt
At o o

Entonces para probar (3.4) basta probar que

t
s™1(t) =j S™r)dr  VYoan=1,2,...
o

Por (3.8) tenemos que el resultado es cierto para n = 1. Supongamos

cierto el resultado para n y probemoslo para n + 1,

§™2(4) = r (t-s)"*?

. T T(s) ds

t

i (t_s)nol s t (t_s)n s )

= [ﬁ_ﬂ_)_'_ _[O T(r) dr +I - jor(r) dr ds
S

o}
=0

t y n
N T
o n:

integrando por partes n veces y utilizando la hipétesis inductiva
tenemos

t
sM2(¢) = J' s™1(s) ds
[s]
Enunciemos este resultado en un teorema.
3.2~1 Teorema. Sea X un espacio de Banach. Sea (T(U)Ro un semigrupo
de clase Co con generador A : X —— X. Para n € N sea

ey = [ L8y g Vizo
-,[ (n-1)1 st ds =
o]

n

- o0
Entonces ROLA) I oS (t) dt ¥ A > max{w,0} ©
A o
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iPorqué hemos puesto tanto empefio en este resultado? La -principal
razén por la cual los generadores de semigrupos de clase C0 son de
gran interés es porque el problema de Cauchy asociado {del cual
hablaremos después) tiene una solucién unica para un gran conjunto de
valores iniciales. Pero para ello no es esencial que R(A,A} sea una

transformada de Laplace, a la luz del teorema 3.2-1, el estudiar la
R{A,A)
AI’l

condicién mas débil de que sea una transformada de Laplace

puede ser de interés.

Tenemos pues, por el teorema antes menclonado, que si R(A,A) es
R(A,A)

una transformada de Laplace entonces
. A"

también lo es para n € N.

Vamos a considerar la clase de operadores para los cuales 1la
R{A,A)
An
'S + [0,+w) —— B{X) para alguna n € N.

funcién A +—— es una transformada de Laplace de alguna funcidn

3.2-2 Teorema (Seudoresolvente). Sea S : [0,+w) — B(X) fuertemente
continua tal que ||S(t)] = Me®t para alguna M,w e R y para toda t = O.
Seane Ny

@ At .
R(A) =f e sty dt v e
o]

Entonces (R(A,A))»u es un seudoresolvente si y solo si
(3.9)

S+t

5
S(t)s(s) = (—n-f-l—ﬁ[j {s+t-r)"'s(r) dr —f (s+t-r)™'s(r) dr
1M

0
para todo s,t = 0,
Prueba: Recordemos que para probar que Jy ot D(J) —— B(X) es un
seudoresolvente hay que ver que gy J“ = (#_A)Jme

Sean A4 > w , A # .,
R(A) R(p) _ J‘“’

Como
n

At ® s
e " S(t) dt e S(s) ds
A" o o
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o0 At ] . -‘ o L -
=J e f e™M5s(t)s(s) ds at
o Yo e e LT

basta probar que

00 00 s+t
—éx Ll (R(A) - R(u)] = f e“htf e-uSTE%TTTI (s+t—r)™!S(r) drdsdt
K a? nn o [¢] t

oo 00
-At ~ht:
(3.10) - J'oe foe o~ 1),f (s+t-r)"'s(r) drdsdt

pues asi el teorema se sigue por el teorema de unicidad de las
transformadas de Laplace, ya que por substitucién directa obtenemos la
jgualdad deseada.

Tenemos pues gque
1 [R(J\) _R(u)} o1 {_L_L]R“‘) -
" (p=a) u”
R(A) R , R _ _ R
W)™ (-2 =) ® M eea) (p-2) (Ap)®

- RQ) - Rw) _ (u=a)"taA"" '"(R(A) - R(u)]
)™ (u-a)
o equivalentemente
(u-2)"1a-" -n[R(M _ R(“)] - 1 [R(A) - R(u)]
W (p-a) 0 A" u®
(3.11) + ——(“EM[L“ - —n]R(‘:)
u AV
Como estamos suponiendo que R(A) es un seudoresolvente, remplazando
R(A) por R en la prueba del lema 3.1-3, tenemos que
00 oo

(3.12) (w7 [R—‘ﬁ - *M] = [ & eHSsttes as at

At " o 0

integrando una vez por partes el miembro de la derecha en la igualdad

anterior obtenemos
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00

o0
f e'“j oMS5(t+s) ds dt =
o]

2 o . 00 $:-4
G—At[[e-usj S(t+r) dr] + uf e'“sj S(t+r) dr ds] dt
o o

J 0
] s=0

k™ s
= “_[ e J e‘“sf S(t+r) dr ds dt
[+]

-]
De donde integrando n veces por partes I e_”SS(t+s) ds obtenemes

®  _.us nf” _-usf® c'(s—r)"—1
I o™M%s(t+s) ds = m f oM f o7 S(r+t) dr ds
0 a 0 :
Asi (3.12) se puede escribir como
“-n(“_hJ-l[R(A) _ R(M)]
n n
A [0

Finalmente hagamos el camblo de variable u = r+t en el segundo miembro

0 <0 s n-1
o R e 1s7r) Ts(ret) dr ds at
o o (n=1J!

de esta igualdad
) 0 s+t
p‘"m—x)"(M - ’i(—"l] = J' e'“j e'“SJ' Trli—l]—,-(s+tfu)"_ls(u) du ds dt
A" “n N !
o equivalentemente

® © . s+t . ’
) [’3(—:—] - *1(‘:—)] = j e‘“_[ e'“sf Tn—fl—)T(sn—r)““s(r) dr ds dt
A u '

t
Esto es el primer término en el lado derecho de (3.10), falta calcular
el segundo término en (3.6}.

Hagames primero unos calculos

1 [L - L] -1 [?\"-M"] R S e
H-A Am A (uA)™ HoA ()"
- Pt O ke U SR T S O S
(ua)"
= - [ T N S T ](uA)
= - (“n— -n Sn, n-2-n ;\ —n+ L pl-nAn-z—n+ “-nkn-l-n]
- - [ T “-nA-I]

net
L

=({k+1) =-(n~k)
n
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De donde

xn=1 o - ,‘ R
(3.13) —f,\[—1 - —1—] = - Y aTteny e
ot Al = :

Tenemos entonces que por (3.13)

n-1 - .
=)L - A R(;:) - _[ A-—(kd)“-(n-k)] R(u)
k

n

=0 H

= Z -(k#l{[ “e'“ss(s) ds

W

n=-1 ] 00 n—“l‘t—l
-7 A‘“““J e"‘SJ‘ {s7r)  Ve(r) dr dst
k=0

o (n-k-1)1
n=1 n=k=1
=-7 j Pt t dt f "‘SI 528 sy dr st
(Rk=171
k=0"0 0

® atf® psf® 1 "8l (e “k-1,k
- J' o J e J' a7 L "] (s s (r) drdsdt
(n-1)! k-
[+] o] [+] k=0 .

.[ —MJ‘ (n—1)| I (s+t-r)"7's(r) drdsdt

Observemos que este es el término de la derecha en (3.10) y comparemos -
todo lo que hemos obtenido con (3.11). Con esto concluimes la
prueba. D

Notemos que la condicién (3.9) implica que

(3.14) S(t)s(s) = s(s)s(t) Y s,t=z0

(3.15) S(t)s(o) 0 vtitzo

14
Esto se obttene integrando por partes n-k veces.
Gl k
15 -(kst -at t
Que K( Yoo IS KT dt es wun resultado conocido de la teorfa de
o !

la transformada de Laplace.
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: PruebaQFDe‘(igéi tenens

P N K
S(t)s(s) = m[j‘ S+At

s o

S+t t o
= ————(ni”,{f .- J' -] = S(s)S(t)
con * = (s+t-r)""!'s(r) dr. Esto prueba (3.14).

Para (3.15) tenemos que para toda t =z O

0+t 0

I (s+t-r)"'s(r) dr - f
t 0

_1
s(t)s(o) = T—m

(s+t-r)"'s(r) dr] =0
con lo que (3.15) queda probado. a
3.2-3 Definicién (Semigrupo integrado n veces). Sea n € N. Una familia

fuertemente continua (S(t))t < B(X) se llama un semigrupo integrado

=0
n veces si (3.9) se satisface y S(0) = 0. Decimos que (S(t))tzo es no
degenerada si S(t)x = 0 para toda t = O implica que x ='0. Finalmente,
decimos que (S(t))tto es exponencialmente acotada si existen M, e R
tales que -|[S(t)] = Mewt para toda t = O. o

Sea <S(t))g=o un semigrupo n veces integrado con n € N.
Supongamos ademids que (S(t))tzo es exponenclalmente acotado. De{inamos

R(A) como en el teorema 3.2-2, esto es

® At
R(A) = j Ao Mst) dt vas w
M o

con w tal que [[S(t)| = Me®t para alguna M € R y para teoda t = O,
Por la ecuacidn resolvente se cumplen
R(A) = (p-A)IR(AIR(u) + R(u)

Rp) (A-)R()R(A) + R(A)
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por lo que claramente si x € Nuc R(Ajls'entSBCnggféhNﬁc'R(M) y viceversa,
esto es, tenemos que B s '
Nuc R{u) = Nuc R(A) Vau>w
o en otras palabras que el nucleo de R(A) es independiente de A > w.
Entonces por el teorema de unicidad R(A)} es inyectiva si y solo si
(S(t)}tzo es no degenerado.
Prueba: Supongamos que {S(t))tzo es no degenerado, asf R(AJx = O

ne—At

o
equivale a decir que I A S(t)x dt = O pero por la observacién que
0

o0
hicimos arriba para u # A también tenemos que I une_“ts(t)x dt = 0 de
0

donde

w 0o
I e Ats(t)x dt = I AeMs(tixdt vitzo
[»] [s]

pero el teorema de unicidad implica que S(t)x = O para toda t = O como
{S(t))tzo es no degenera&o tenemos entonces que x = 0 por lo que R(A)
es inyectiva para toda A > w.

Inversamente, supongamos que (S(t))tzo es degenerado, entonces
existe X, * 0 tal que S(t)xo = 0 para toda t = 0, por lo que

o At
J' e Ms(x dt =0 va> e
0

y entonces R(A) no es inyectiva para ninguna A > w. o
En ese caso existe un Unico operador A que cumple (w,+=) < p(A)
tal que R(A) = (A - a7t para toda A > w. Este operador se llama el

generador de (S(t))tzo'

Prueba: Por las observaciones anteriores el operador R(A)} es

16 E
Recordemos que el nticlec o kernel de un operador T ! X —— X es el

conjunto Nuc T = { x € X | Tx = 0 }.
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“inyectivo y cumple la*ec{xa;.cié‘r; frels"'o’lb"\}enté t(3:’1).fde donde Im(R(A)) = R
no depende de A y 3\1— R(;\')-1 = u‘i—r‘Rt;)-l para toda A,n > w. Sea A el
Aoperador dado por A := A - R(A)™}, asi (A - A)"! = R(A) para A > w. La
unicidad de A esta dada por la unicidad de R(A)7E o

Resumamos estos resultados en el siguiente teorema.

3.2-4 Teorema (Generador de un semigrupo n veces integrado). Sea
(S(t))tzo un semigrupo n veces integrado no degenerado de orden
exponencial, entonces existen M,u € R tales que |S(t)}j = Me?t para

00
toda t = 0 y el operador R(A) = I A"eMs(t) dt esta definido para
0

toda A > w, mds ain existe un dnico operador A : R(R{))) ——> X que
cumple (w,+=) < p(A) tal que R(A) = (A - A)_1 para toda A > w, dicho
operador se llama el generador de (S(t).)tzo’ a

Por conveniencia decimos que un semigrupo de clase Co es un

semigrupo 0 veces integrado.

Usualmente, el objeto dado es el operador. Entonces para n ¢ lN”.
un operador A es el generador de un semigrupo n veces integrado si y
(a-a)?
. An
una transformada de Laplace. Por el teorema de Widder en su versién

solo si (a,+w) < p(A) para alguna a € R y la funcién A — es
vector valuada de W. Arendt 2.2-1, para el caso n = 0, esto es
consistente con la definicién del generador de un semigrupo de clase
Co'

3.2-5 Lema. Sea A el generador de un semigrupo (S(t)}tzo n veces

integrado, con n € N. Entonces para toda x € D(A) y t = 0
(3.16) S(t)x € D(A) y AS{t)x = S(t)Ax
y

17
Para nosotros 0 & N.
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(3.17)

n

il

S ,
7x.+'I' S(s)Ax ds
B [o E

- - T S
Mis atin, f S(s)x.ds.€ D(A) - para todax € X, t =0y
R LT

(3.18)

Prueba: Existen w,M = 0 tales que [|S(t)| = Me

L N .
“A I‘ S{s)x ds
. o

- _t°
= S(t)x g1 ¥

wt para’tdda tz 0y

0 N
RO = -7 = [ A% Mseyat vasw
0 .

Como R(A,A) cumple la ecuacién resolvente para A,pu > w tenemos que

R(A,A) - R(u,A) =

R(p,A) = R(A,A) =

equivale a

‘R(A,A): -

o=
R(A,A) -
-

Ry, A)
A

R{u,A)

A

(u=2)R(A,A)R(,A)

(A-p)R(p,AIR(A,A)

R(A,A)R(u, A)

R{gt,A)R{A,A)

para A # u, por lo que R(A,A) y R(p,A) conmutan. Cuando A = p estos

dos operadores también conmutan claramente por lo que

(3.19) R{A,A)R(u,A) = R(u,A)R(A,A) Vap>w

Fijemos u € p(A). Entonces por (3.19) y propledades de la integral de

Bochner tenemos que para toda A

o

o]

J e MS(tIR M, A)x dt

>

w Yy

x € X

ATTR(A, AR, A)x

AR, AJR(A, A)X

R{,A)A""R(A,A)x

o0
R(u,A) I e‘Ats(t)x dt
o

)

0

I,

AR, AIS(t)x dt

Por el teorema de unicidad tenemos entonces que

(3.20) R(p,A)S(t) = S(t)R(u,A)

Recordemos que S(t)

Vuep(A) , t =0

X — X y que R(p,A) : X —— X, por lo que si
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x € D(A) podemos componer por la derecha con R(p A) ' = pu.— A.en (3.20)
de donde »

(b~ AYIS(E) (n = Ak = S(E)% ¥ x & DIA)
pero por tener (u = A7t al‘ final en el primer miembro de esta
ecuacién, esto nos dice que podemos componer por la izquierda con p-A,
pero esto solo nos dice que S(t)x € D(A), ademas de

(- A - A'S(E) - A)x = (e - A)S{t)x ¥ x & D(A)

tenemos S(t)(u - Alx = (p - A)S(t)x vV x € D(A)
de donde S(t)Ax = AS(t)x v x € D(A)

¥l -Aht

Asi, (3.20) implica (3.16). Sea x € D(A), sabemos que I A = dt 1

entonces para toda A > w

(::] n
J e v dt = x

R(A,A) (A - A)x

AR(A,A)x - R(A,A)Ax

o0 00

I Ao ()% dt - J‘ A" Ms(t)ax dt

3 9 .

= J A Mg )% at - J A“"e‘“j S(s)Ax ds dt
[+) [+

por el teorema de unicidad tenemos
tn t
tx = s(tix - j S(s)Ax ds

E

o equivalentemente S{t)x = I S(s)Ax ds que es (3.17).

Para probar (3.18) sea x e X , t =2 0, A > w. Entonces por (3.16),
(3.17) y (3.20) tenemos que

t t
J S(s)x ds = (A -A)R(A,A)f S(s)x ds'®
[¢] [+

t
18Obsv.zrvemos que R(A,A)J‘ S(S)X ds € D(A).
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t t :
AR[A,A)J S(s)x ds. ~ A IS(S)R(A,A]X ds
0

t t
AR(A,A)I S(s)x ds - f S(S)AR(A,A)x ds
[v]

t t_‘n
AR(A,A)I S(s)x ds = S(LR(A,A)x + £ R(A,A)x

2 n
RO, AA[ S(s)x ds = ROLAIS(E)x + ROLAIE X
o [
t
Por lo que, como todos los términos estan en D(A), j S(s)x ds € D(A) y
t t t:n
- A)j S(s)x ds = AI S{s)x ds - S(t)x + -
o 0 )

de donde
n

t
Af stixas =stox - £ x )

3.2-6 Corolario. Para todo x € X tenemos que S(t)x e D(A). Mis atn,
sea x € X. Entonces S(:)x es diferenciable por la derecha en t = 0 si

y solo si S(t)x € D(A), en ese caso
d
ds

Prueba: Por el lema anterior tenemos que para toda xe€ Xy t =z 0

AS(t)x +
Jsor - T
AS(t)x sin=20

s=t

t
I S(s)x ds € D(A). Como
0 )

1 t+h

S(t)x = lim ~[f S(s)x ds - I S(s)x ds]

+ h
h —> 0

podemos ver a S(t)x como el limite de una sucesién de elementos de
D(A), por lo que S(t)x € D(A).
Para la segunda afirmacioén, sea S(t})x € D(A). Consideremos el caso en

que n > 0. Entonces, también por el lema anterior, tenemos que

t+h
S(t+h)x = ‘t*h’ X+ f S(s)Ax ds
S(t)x = H,x + I S(s)Ax ds

de donde
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S(s)x.ds

.]s(s)x‘ X+ AS(E)x

o ls=ts i

(n=17!

o . - X n=1:" )
claramente si n =:0 entonces ('n—_l‘:)-!'k‘se cambia'por 0. o

3.3 CARACTERIZACION DE LOS GENERADORES DE SEMIGRUPOS INTEGRADOS

El siguiente teorema se sigue del corolario 2.2-2.
3.3~1 Teorema (Caracterizacién). Sea n e N , w e R , M = 0. Un
operador lineal A es el generador de un semigrupo n+l veces integrado

{s(t)} ,, que cumple

wt

(3.21) lim sup, & [[S{t+h) - S(t)|| = Me Vitzo

h— o' D
si y solo sl existe a = max{w,0} tal que (a,+m) < p(A) y -
(k)
(3.22) "(A—w)""[R—(Ml] 1 ” =M V¥YAa>a,k=0,1,...
: AP k! .
Prueba: Tenemos que

a-a

. L lIsttsn) - s(o)] = me®*
A

0 .
I e—hts(t) dt y lim sup
o h 0’
Sea a, = max{w,0} y a = a, tal que (a,+w) c p(A). Por la parte (b) del

corolario 2.2~2, haciendo

-1 G
DA =J xets(t) dt
s}
(k)
tenemos "(A—m)m1 [R——(A;I—Al] %, =M YA>a
A !
el regreso es claro. a]

Ahora supongamos que las condiciones equivalentes (3.21) y (3.22)

se cumplen. Sea l-'1 = { x € Xt S()x € Cl([0.+w).X)} y sea (xXn} una

sucesién de puntos en F'1 tales gque xn —> X cuando n —> =, entonces
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[ SCtehax = sCen

I S(t+h)xa = S(E)xn ||
h—>. ol AP L A -
: E = ln [ Slesh) (o) = S(E) Geoxn) N
n.—> ol -
B S(t+h) - S(t)
=" lim g "”x - xn|
h— 0

1A

‘pero por (3.21) Mewt"x = xnl|

que tiende a cero conforme n tiende a infinito, asi !-‘1 resulta ser un
subespacio cerrado de X. Sea F = D(A), tenemos entonces que F ¢ F1'
Prueba: Sea x € D{(A), por el lema 3.2-5 (3.17)
tn t
S{t)x = Xt I S(s)Ax ds
: o
que es claramente derivable con respecto a t, como l-“1 es cerrado y
D(A) es el minimo cerrado que contiene a D(A) entonces D(A) < Fln
Sea x € Fy T(t)x = £ S(t)x para toda t = 0, que tiene sentido por
tener F ¢ Flw, entonces T(t)x € F.
Prueba: Como x € F tenemos que S(t+h)x , S(t)x € cl (10, +=),X) y
" por el corolario 3.2-6 esto implica que S(t+h)x , S(t)x € D(A). Como
el dominio de A es un subespacio de E tenemos que

'S(t+h)xh- S(t)(x c DA)

por lo que T(t)x = 1lig S(E¥RIX = SIOIX  my o a
h —0 h

Entonces obtenemos wuna familia fuertemente continua {T(t))r_ao de
operadores lineales en F, i.e. T(t) : F —— F para toda t = 0. Se
sigue de (3.21) que [JT(t)] = Mewt para toda t = O.

Prueba: Veamos primero que es una familia fuertemente continua

i T(t+s) - T(s) = lin  lim & [S(t+s+h)—S(t+s)—(S(t+h)-S(t)]]
s — O g§—30 h—0

19 1
Claramente l:'1 es subespacic pues S(-J0 = O que es de clase C y dados

dos X ,%X, € ‘Fl S(t](x1+7tx2) = S(t)xl + J\S(t)x2 por lo que X + X € Fl.
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=1lim lim L] [S(t+s+h)-S(t+h)-S(£+s)4S(t)] =0

h—0 s—0 h
donde la ultima igualdad se obtiene a partir de que (S(t))Po < B(X}).

Finalmente |[T(t)]] = lim sup 1 [stt+h) - ste)] = Me®t para t = 0. o
h — 0’

Sea Al la parte de A en F, i.e. AFx = AX para X € { x € D(A) | Ax € F}
= fD(AF). Entonces (a,+w) c P(AF) e integrando una vez por partes

“ _nel_-At . At
RA,A)x = J' A™aAts )y g =J' AeMr(t)xdt vasa,xeF
[+] o

Hemos probado entonces el siguiente corolario.
3.3-2 Corolario. Si A satisface las condiciones equivalentes del
teorema 3.3-1 entonces la parte de A en D(A) es el generador de un
semigrupo n veces integrado. o
En el caso en que D(A) sea denso en X, obtenemos la sigulente
caracterizacién.
3.3-3 Teorema (de caracterizacién). Sea A un operador den..s‘amente
" definido tal que (a,+x) c p(A) para alguna a =20, SeanelN , M =0y
w € (-w,al]. Las siguientes.aﬂrmaciones son equivalentes.

(a) A genera un sehigrupo n veces integrado (T“‘”Lzo tal que

wt

[Tt = Mo vt=o

) inmwyRet [R2.AI] 41
A" k!

Prueba: Inmediata del teorema 3.3-1, el corolario. 3.3-2 y del

=M vVa>a, k=20,1,...

hecho de que D(A) = X. =]

Observacidn: El caso n = 0 es el teorema de Hille-Yosida.
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CAPITULO 4

EL PrROBLEMA DE CAUCHY

En este cuarto y ultimo capitule definimos y estudiamos el
problema de Cauchy. En dicho estudio utilizaremos los resultados
desarrollados principalmente en el capitulo tres. Finalmente retomamos
los resultados del capitulo dos y revisamos el teorema de Hille-Yosida

en espaclos con la propiedad de Radon-Nikodym.

4.1 EL PROBLEMA DE CAUCHY

El problema Cauchy es un problema de valores iniclales que
consiste en resolver una ecuacién diferencial ordinaria de primer
orden definida en términos de un operador, una funcién continua y un
punto del espacio en cuestién. Como de costumbre, sea X un espacio de
Banach.

4.1-1 Definicién. Sea A un operador en X , u, € Xy ¢eC(lobl,X) con

b > 0. Por una solucidn de

u’ (t) = Au(t) + £(t) v t e [0,b]
P(uo,e) =
: u (0)

u
[}

entendemos una funcién u € C'([0,b],X) tal que u(t) € D(A) para toda t
en [0,b] y que P(uo,l) se cumple. o

Supongamos ahora que A es el generador de un semigrupo (S(t])tao
n veces integrado, donde n € N. Mostremos primero que a lo mas existe

una solucién de P(uo,ﬂ). Consideremos la funcién v € C([0,b],X) dada
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por .
' . t S
(4.1) v(t) = S(thu + f S(s)g(t-s) ds
ST 0 L :
‘4.142 Lema (Unicidad). Si existe una solucién u de P(uo.ﬁ), entonces
v e c™(10,b],X) y u = ™.
Prueba: Sea 0 = t = b. Para s € [0,t] sea w(s) = S(t-s)u(s). Como

u(s) € D(A) por hipétesis, obtenemos del lema 3.2-5 (3.17) que

n t
S(t)x = fyx + [ S(slax ds V¥ x e D(A)
' o

como u(s) e D(A), de w(s) = S(t-s)u(s) tenemos que

W (s) = S’ (t-s)u(s) + S(t-s)u’(s)

B (3 ST S(t-s)u’ (s)

T T Gy M T steeinale v Stemeitls
L

= - %_:_51}' u(s) + S(t-s)(s)

para toda s e [0,t]. Por otro lado, como w es solucidn de P(QOJ).

también se cumple que o -
W(0) = S(t)u(0) = S(t)u, -y -w(t) = -S(0)ult) = ou(t) =0

dé donde

S(t]uo

w(0) - w(t)
v

- I w' (s). ds
0

t n-1 t
- j Et—s) u(s) ds - I S(t-s)f(s) ds
) ’ 0

Y oe-s)™! °
=7f0 o u(s) ds + I S(t-s)g(s) ds

t

t n-1 t
= [ 155, ue) ds - [ steapie-s) as®
. :

o

20
Hacemos el camblo de variable U = t - s N du = -ds y finalmente

volvemos a llamar S a U.
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para: toda te [O bl De’ esto y de (4 1)’ tenemos que

S(t)u < vt -f sts)e(t-sJ ds

S(ty = [ (=82 1u(s) ds - S[ )e(t-s) ds
[+] o =171 s )¢

restamos estas dos ecuaciones y obtenemos que

vit) = r =9y gs a

(n=1)1
o

Para mostrar que existe una solucién basta probar que v nﬂ[0 bl -,
pues probaremos el siguiente
4.1-3 Teorema (Existencia). Si v € le[O,b] entonces u = v("' es una

solucién de P(uo.ﬁ).
La prueba del teorema 4.1-3 esta basada en el sigulente lema.

Observacién: No necesitaremos u, e D(A). o
. t
4.1-4 Lema. Para toda t =z 0 se tiene que J v(s) ds € D(A) y
0

W) dr vt e [0.b]

4.2) AJ‘ v(s) ds = v(t) - J
Prueba: Por el teorema de Fubini tenemos
tar L.t
J-J- S(s)f(r-s) dsdr = II S(s)f(r-s} drds
[ o] 0" s

t t-s

JI S(s)g(r) drds

t.t-r

II S(s)(r) dsdr

Por otro lado, si integramos ambos lados de la ecuacién (4.1) con
respecto a t y utilizamos la observacién anterior obtenemos

t t t.r
4.3) . Iov(s) ds = J'Os(s)u0 ds + IOIOS(S)l(r—s) dsdr

t t . t-r
= j S(s]u0 ds + J-I S(s)f(r) dsdr
[ o’o

‘Por el lema 3.2-5 tenemos que los dos términos del miembro derecho de



: t
(4.3) estan en D(A), por lo que I v(s) ds € D(A). Podemos entonces
¢]

aplicar: A de ambos lados de la ecuacién (4.3) y utilizando (3.18)

t t t t-r
A_[ v(s) ds = AI S(s)u_ ds + f AJ' S(s)¢(r) dsdr
o o] o o 0.

_ t" t ‘ (t r}
= S(tlu) =~ zu + fo[s(t-rle(r) - g(r )]
0 lo que es lo mismo

A_[ v(s) ds = S(t)u_ + J' S(t-r)E(r) dr - t, f =%y ar

t n
= S(t)uo + f S(r)f(t-r) dr - t u -~ (t r)
)

atY ¢(r) dr

De donde utilizando (4.1) obtenemos (4.2). o
Probemos el teorema 4.1-3.
Prueba: Supongamos que v € Cn”[O,b]. Como A es cerrado, podemos

diferenciar {4.2) n+l veces y obtener

n-k-1 t n-k-1

k) o (k+1) _ . (t~r)
) ™) = ™) - J'O kT 80 dr
para k = 0,...,n-1 y ™ (t) € D(A) y
(4.5) av™ ey = o™ty - pt) vt e [0,b]
de donde.si hacemos u := v(m, u cumple la ecuacidén diferencial:

Au(t) = u’ (t) - f(t) o equivalentemente u’ (t) = Au(t) + f(t)
para t € [0,b], Mas ain, si n = O entonces por (3.17) tenemos que S{0)
es la identidad en D(A) y para t = 0

(]
u(0) = v(0) = S(0)u_ + f S(r)g(e-r) dr = u
[o]

o

Si n > O entonces, nuevamente por (3.17), tenemos que S(0) = 0 y

v(0) = 0. Se sigue de (4.4) que »*0) = 0 para k < n, y para k = n-1
se tiene v™(0) = u, + a" o) = u . Veamoslo:

1
()(

0 =ar®0) =0
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Av“"(O) =v k‘”(o) =0 st ksn-1

de donde para k = n - 1en (4:4) tenemos

° .
- (n~1) =, _t _ (t r)
0= Av (t) = v (L) FtY%

g(r) dr

de donde v™(0) = u,. Por lo tanto u(0) = u, en cualquier caso. o
Ahora veamos que la siguiente condicién en { y u, es suficiente para
la existencia de una solucién de P(uo.ll) (y por lo tanto tnica).

4.1-5 Teorema (Solucién de P(u,£)). Si £ e C™'([0,b],X) y u .€ D(A),

u, 1= Aug o+ 2(0) € D(A), u, 1= Au o+ £ (0) e D{A),

(k) L (n)
soU L is Auk + ¢ (0) € D(A), ... , u = Aun_1 + £7°{0) € D(A)

entonces P(uo.ﬂ) tiene una solucién tnica.

t
Prueba: Tenemos que v(t) = S(".)uo + J. S(r)g(t-r) dr, como S(t’.)u0
o en t
esta en D(A) podemos usar (3.17), asi S(t)u0 = oY, + J S(r)Auo dr de
' o

donde sustituyendo en la expresién para v{t) tenemos que

tn t t
v(t) =L s IOS(r)Auo dr + Ls(r)e(t-r) dr

por lo que podemos derivar v(t) con respecto a t, 1.e. v € ct y
n-1

t
v (8) = tEopy,u + S()Au) + S()2(0) « Ios(r)i'(t—r) dr

Utilicemos la hipdtesis de que Au + ¢(0) € D(A) para probar ahora que

Vv e Cz:
n-1
-1)!

Jeey ot i el
v (L) = o S(t)[Auo . e(m] + josme (t-r) dr

como Auo + £(0) e D(A) por (3.17) tenemos que

tn t
S(t)[Auo + e(o)] =L (Auo + ew)] + IOS(r)A[Auo + e(o)] dr

y entonces
n-1

t
v () = sy ¢ 5 [Au + e(m] * JOS(F)A[AUO . e(o)] dr +

(

20



R ,
s J‘S(r)ﬂ'(t-r) dr
R o
de donde v € C2 y v’ = ... etc.

Repitiendo este argumento llegamos a que v € c™'10,b] y el resultado

se sigue del teorema 4.1-3 y del lema 4.1-2. o

4.2 EL TEOREMA DE HILLE-YOSIDA Y LA PROPIEDAD DE RADON-NIKODYM

4.2-1 Teorema (W. Arendt). Sea X un espacio de Banach con la propiedad

de Radon-Nikodym. Sea A un operador, no densamente deﬁ'nidom, en X tal
k+1

que (a,+n) < p(A) para alguna a = 0 tal que 2 R(A.A)ll = M para

k!

alguna M = 0, para toda A > a y para toda k = 0,1,2,...
Entonces existe un semigrupo (T(t”po que es fuertemente
continuo para t > 0 y satisface |T(t)|| = M para toda t > O tal que

00
(4.6) R(A,A) = I o Tty dt YA > a
[s]

Mas atin, el semigrupo integrado una vez (S(t))'_>o generado por A

esta dado por

t
(4.7) - s = [ T0s) ds
[+}

Observaciones:

(1) Las integrales (4.6) y (4.7) deben de entenderse fuertemente,
como Iintegrales de Bochner o equivalentemente como integrales de
Riemann que son impropias en O ¥ en +w para (4.6) y en O para (4.7).

(2) Tenemos que lim *T(t)x = x st y solo si x € D(A). De hecho,

t — 0

si 1lim T(t)x = x, entonces [—q]

. Jt oS(t)x = x que implica x € D(A).
t — 0

21
Es decir que D (A) no necesariamente es X.
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(c.f. corolario 3.2-6 y teorema 3.3-1). El regreso lo obtenemos del

hecho de que (T(t”F)tto es un semigrupo de clase C,en F = D(AY.a

Para la prueba necesitamos el siguiente lema:

4.2-2 Lema. Sea a > 0 y N < (0,a] un conjunto de medida cero tal que
s,t « N s +t = a implican que s + t ¢ N. Entonces N = @.

Prueba: Supongamos que existe b € N. Sin péridida de generalidad
podemos suponer que b = a; pues si b = sup N claramente N < (0,b), si
no, sea Ns = N v {sup N}, claramente N ¢ Ns y ahora N ¢ (0,sup N]
hagamos b = sup N y probemos que Ns = 2.

Sea x € (0,a] \Ns. Sla—xeNs. x+a—x=astqueesuna
contradiccidén con la suposiclén de que a € NE por lo que a — X € Ns.
Tenemos entonces que x € {(0,a] implica que a -~ x € Ns o lo que es lo
) mismo que -x € -a + Ns que equivale a que X € a - Ns de donde (0,a]
esta incluido en a - Ns, i.e. (0,a) ca - Ns. Asi, tenemos que
(4.8) (0,a] = {(O,a] NN u Ns] ¢ (a-NJuN
que es una contradiccion con el h.echo de que u(Ns) = 0 pues (4.8)
implica que a = u[(O.a]] = p.[(a - Ns) U Ns] =0y a>0. Asi Ns = 3.0

Prueba del teorema <4.2~1: Por el teorema 3.3-1 existe un
semigrupo integrado fuertemente continuo {S(t))gzo que cumple con
(4.9) [stt) - s(s)|} = M|t - s

)
tal que R(A,A) = J e Msitydt vasa
0
para alguna M =2 0 y para toda s , t > 0. Mostraremos que S(t)x es

continuamente diferenciable para toda t > 0 y toda x € X.

Sea x € X. Consideremos XQ = V{{S(tIx [t=0})-* Veamos que Xo es

22
V(E) es el espacio vectorial generado por E € X sobre el campo de X.
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separable. Conslideremos el conjuﬁié Gfﬁ (é(qlkffqéﬂ*) y sea V@ (G) ei
espacio vectorial generado por G.sob;elﬂ?j; éea y é Xo entonces existe
una sucesion (yn) < V({S(t)x !t=0}) tal que y,—Yy cuando n —> ®,
para cada Y, existe una sucesién (z:) < VO (G) tal que z: — ¥,
cuando m --—> ®, entonces tenemos que z: —— y cuando s —— o por lo
que y e 7E*TET pero como y fue un elemento arbitrario de X tenemos
que X < VE;TET pero Vg (G) ¢ V({S(t)x it=0}) de donde X = VE_TET.
Basta hacer notar que |l/Q G = R, asi X es separable. Sea (xn}nE[N
un conjunto total en XO. Como X° tiene la propiedad de Radon-Nikodym
el conjunto

N =‘{ t € [0,+») | S(')xn no es diferenciable en t p.a. n € N }

tiene medida cero. Veamoslo: Como Xo es a su vez un espacio de Banach,
- el teorema 2.3-4 nos asegura que el conjunto

N: = { t e [0,m] ! S(-)x no es diferenciable en t }

‘tiene medida cero pues (4.9) nos ‘dice precisamente que S(-)xn es

Lipschitz contlnua24. Sea Nm =U N: , como Nm es una unién numerable
. nelN ’

de conjuntos‘de medida cero u(Nm) 0. Finalmente solo hay que hacer

notar que N = U Nm y por el mismo argumento p{N) = O.
meN

- d
Para t ¢ N sea To(t)y = [a;Jr=t S(r)y para toda y € XO. Claramente la

23
St X es un espacio complejo consideremos entonces los comple jos cuya

parte real e imaginaria son raclionales.

qul teorema 2.3-4 habla de una funcién f del [0,1] en un espacio de
Banach, pero lo relevante es que va de un compacto en un espacio de
Banach. Considérese la funcién @{t) = m*t y la composicién e°q(t) . 51
dicha composicién es derivable entonces ‘l'(t) = i (geg)’ (m-lt).
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" aplicacién 'y 1F;)'T;ft)jfdéfine.un”operador lineal T_(t) en X  que
cumple, por'(4.9)['"T&It)""$>M para toda t ¢ N. Afirmamos que
(4.10) i ) 's,t ¢ N implican s+t ¢ N y
To(s+t)y = To(s)Tb(t)y Vye Eo
De hecho, por el teorema 3.2-2 tomando n =1y w = 0, tenemos que

1 t+s t
S(s)S(t) = TT:TT![ . S(r) dr - Ios(r) dr ]

t+s

5 t
= Io S(r) dr - fos(r) dr - IOS(F) dr

Diferenclande con respecto a t obtenemos
S(s)Tb(t)y = S{s+t)y - S(t)y vteN, ye Xo
por lo que para t ¢ Ny y e Xo
S(r+t)y = S(r)To(t)y + S(t)y
es diferenciable enr = s cuando s ¢ N y
[ﬁ]ﬂm Strly = T,(S)T(t)y Vs,teN,yeX
. Por lo que (4.10) se cumple. Se sigue del lema 4.2.2 que N < {0},
Como x € X fue arbitrario,’ tenemos que S(t)x es diferenciable en toda
d

t > 0 para toda x € X ¥y que T(t)x = [a?Jr=t S(r)x define un semigrupo

\ t
y S{t)x = T(s)x ds para x € X
0

25
{T(t)},,, en X. Por (4.9) [TCe)|| = M

y t = 0. Por lo que, integrando por partes, tenemos finalmente

1] 0
R(A,A)x = J' reMs() at = J' oMty dt vasa a
o o

25
Se puede probar que (T(t))t>o es fuertemente contlnuo.
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