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INTRODUCCJON 

El presente trabajo tiene por objeto el estudio detallado del 

trabajo realizado por Wolfgang Arendt en su artículo Vector-valued 

Laplace transforms and Cauchy problems [1). 

Dado un espacio de Banach X sobre IK y un operador A en X 

densamente definido, el teorema de Hille-Yosida nos asegura que si A 

es el generador de un semlgrupo {T(t)}t~o e B(X) fuertemente continuo 

entonces el resolvente de A en ;\ e IK dado por R(;\,A) := (;\ - A)-1 

esta relacionado con {T(t)}t~o vla la transformada de Laplace, es 

decir R(;\) J00 

e-;\tT(t) dt. Con esto en mente buscamos las 
o 

condiciones necesarias para que una función R : (O, +oo) ~ X sea la 

transformada de Laplace de una función F : [O,+oo) ~ X. Para ello, 

utilizamos el teorema de D. V. Wldder que caracteriza las funciones 

reales que son transformada de Laplace de otra función real. La 

representación obtenida es más débil que la dada en el teorema de 

Widder pero si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym obtenemos la 

representación original. Después nos interesamos en los resolventes de 

operadores que puedan verse como transformadas de Laplace. Observamos 

que si un operador A en X es el generador de un semlgrupo fuertemente 

continuo entonces R(;\,A) es una transformada de Laplace para toda n 
;\n 

natural. Nos interesamos entonces en estudiar la condición más débil 

de que una función R : (0,+oo) _____,, B(XJ sea la transformada de Laplace 

de otra función S [0,+oo) _____,, B(X). Damos entonces las condiciones 

necesarias y la definición correspondiente para que podamos hablar de 

un generador A de lo que llamamos el semigrupo n veces integrado 

{S(t)}t~o· Caracterizamos dichos generadores utilizando la extensión 

del teorema de Widder dada por Arendt. Finalmente tratamos el problema 

de Cauchy y utilizamos los resultados obtenidos para los generadores 

de semigrupos n veces integrados para construir soluciones á dicho 

problema. 
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CAPITULO 1 

PRELIMINARES 

En este capitulo revisamos someramente los conceptos y el 

material necesarios para la comprensión de los siguientes capítulos. 

Los objetos con los que vamos a trabajar son espacios vectoriales 

sobre IK, un campo que puede ser ~ o c. Estos espacios están dotados de 

una métrica que está inducida por una norma, y en el caso en que 

dichos espacios sean completos estaremos hablando de espacios de 

Banach. Mencionaremos también lo que son los semigrupos.de operadores 

y los resultados relacionados con ellos enfocados a la prueba del 

teorema de Hille-Yosida, su relación con ecuaciones diferenciales, 

algo de teoría de medidas vectoriales y resultados diversos. 

Resulta claro que no podremos dar una extensa descripción de 

estos temas pues la intención de este capítulo es únicamente poner en 

la mesa los elementos que son necesarios y susceptibles de más estudio 

para la comprensión del trabajo posterior. Con el fin de 

familiarizarse más con estos temas sugerimos consultar las referencias 

bibliográficas [2] a [9], [11] y [14]. 

1.0 DEFINICIONES BASICAS 

1. 0-1 Definición (Funcional lineal). Una funcional lineal & es un 

operador lineal con dominio en un espacio vectorial X y rango en el 

campo escalar IK de X, con IK = ~ o 11( = C si X es real o complejo 

respectivamente. o 



1.0-2 Derinición (Espacio dual). El espacio dual de un espacio 

normado X es el conjunto 

X' = { & : X ~ OC : & es una funcional lineal continua1 
} e 

Observación: No hay que confundir el espacio dual X' de X con el . 
espacio dual algebráico X de X, recordemos que 

x· = { e : ~ oc : e es una funcional lineal } 

1.0-3 Derinición (Operador acotado). Sean X y Y espacios normados y 

T : V(T) ~-~Y un operador lineal, con dominio V(T) e X. Decimos que 

el operador T es acotado si existe un número real c tal que 

jjTxjj :s cllxll IJ X e V(T) e 

1. 0-4 Derinición (Espacio de operadores acotados). Sean X y Y dos 

espacios normados (ambos reales o ambos complejos). Definimos el 

espacio de operadores acotados de X en Y por el conjunto B(X, Y) de 

operadores lineales acotados de X en Y dotado de la suma 

el producto por escalares 

(ocT)x ocTx 

y la norma 

jjTjj 
llTxll 

x s~px Txii 
X '1' 0 

sup llTxjj 
x e X 
llxll=l 

Cuando X= Y denotamos a B(X,Yl por B(X) simplemente. e 

1.0-5 Derinición (Conjunto total). Decimos que un subconjunto M de un 

1
La topología en X esta dada por los básicos 

Bc(x) = { y e X : Ux-yll < e } e > O , x e X. 

donde 11•11 denota la norma en X. 

2 



espacio normado X es un conjunto total (o conjunto fundamental) si la 

cerradura del subespacio generado por Mes X, es decir V(MJ = X. o 

TEOREMAS FUNDAMENTALES PARA ESPACIOS NORMADOS Y ESPACIOS DE BANACH 

1.1 EL TEOREMA DE HAHN-BANACH 

Este teorema fue descubierto por primera vez por H. Hahn (1927), 

redescubierto en su forma actual y más general por S. Banach (1929) y 

generalizado a espacios vectoriales complejos por H. F. Bohnenblust y 

A. Sobczyk (1938) 

Cuando hablamos de un 11 problema de extensión11 consideramos un 

objeto matemático definido en un subconjunto Z de un conjunto dado X y 

deseamos extender dicho objeto del conjunto Z al conjunta X de tal 

suerte que ciertas propiedades del objeto se preserven. En el caso del 

teorema de Hahn-Banach el objeto a extender es una funcional lineal t 

definida en un subespacio Z de un espacia vectorial X y que tiene 

cierta propiedad de acotamiento que será formulada en términos de una 

funcional sublineal. 

1.1-1 Definición. Decimos que una funcional real p definida en un 

espacio vectorial X es sublineal si es subadltiva, es decir 

p(x + y) ~ p(x) + p(y) \f x,y e X 

y además 

p(axl = ialp(x) o 

Ejemplo: La norma en un espacio normado es una funcional sublineal. 

1.1-2 Teorema (Hahn-Banach, extensión de funcionales lineales). Sea X 

un espacio vectorial real o complejo y p una funcional subl.ineal 

3 



definida_ en X. Además, sea &.;uría:·funclonal lineal deflnlda en un -

stibespacio-Z de X tal que 

J&Cxl J :s p(x) V X e Z 

entonces & tiene una extensión lineal e a todo X que satisface 

(1.1) ¡ecxi 1 :s pCxl V X e X 

esto es, e es una funcional lineal definlda en X que cumple (1.1) y 

además &Cxl = &Cxl V x e Z a 

Observación: La prueba de este teorema utiliza el axio~a de elección. 

1.1-3 Teorema (Hahn-Banach en espacios normados). Sea f una funcional 

lineal acotada definlda en un subespacio Z de un espacio normado X. 

Entonces existe una funcional lineal acotada e definida en X que 

extiende a e y que tiene la misma norma 

lltllx 11&11 2 

con ll&llx sup 1ecxi 1 ll&llz sup J&Cxl i 
x e X X e Z 
llxll=l llXll=l 

y ll&IJ
2 

= O en el caso trivial z = {O} a 

Como consecuencia_de este resultado tenemos dos teoremas. 

1.1-4 Teorema (Funcionales lineales. acotadas). Sea X un espacio 

normado y x
0 

e X \ {O}. Entonces existe una funcional lineal acotada 

tal que 

11&11 = 1 a 

1.1-5 Teorema (Norma, vector cero). Para todo x en un espacio normado 

X se tiene 

llxll sup ~ 
& E X' 11 e11 

e "' a 
Así si X es tal que f(x

0
) o V & e X' entonces X o Cl o o 

1.2 Los TEOREMAS DE CATEGORIA DE BAIRE y DEL ACOTAMIENIO UNIFORME 

4 



El teorema de acotamiento uniforme de S. Banach y H. Steinhaus 

(1927) es considerado frecuentemente una piedra angular del Análisis 

Funcional en espacios normados. A diferencia del teorema de 

Hahn-Banach éste teorema requiere de completez. De hecho caracteriza 

algunas de las propiedades más importantes de los espacios de Banach 

que los espacios normados no tienen en general. Este teorema es 

consecuencia del teorema de categoría de Baire, que tiene otras 

aplicaciones er;· Análisis Funcional y es de interés propio. 

Los conceptos que se dan a continuación tienen dos nombres, uno 

nuevo y otro viejo (en paréntesis), el último esta entrando en desuso 

pues 11 categoría" se esta usando con otro sentido en Matemáticas. 

1. 2-1 Definición (Categoría). Decimos que un subconjunto M. de un 

espacio métrico X es 

(a) raro (denso en ninguna parte) en X si su cerradura M no tiene 

puntos interiores. 

(b) flaco (de la primera categoría) en X si M es la unión 

numerable de conjuntos raros en X. 

(c) no flaco (de la segunda categoría) en X si M no es flaco en X 

o 

1.2-2 Teorema (de categoría de Baire. Espacios métricos completos). Si 

·un espacio métrico X '* 0 es completo, es no flaco en si mismo. Esto 

es, si X ~ 0 es completo y X =U A 
k 

k=l 

(Ak cerrado) entonces por lo 

menos un Ak contiene un conjunto abierto distinto del vacío. o 

Observación: El inverso del teorema de categoría de Balre no es cierto 

en general. 

Enunc.iemos ahora el teorema del acotamiento uniforme. Este 
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teorema dice que si X es un espacio de Banach y tenemos una sucesión 

de operadores (Tn) e B(X,Y) tal que (Tnx) esta acotada para todo x e X 

y toda n e ~ entonces la sucesión es uniformemente acotada. En otras 

palabras, acotamiento puntual implica acotamiento en un sentido más 

riguroso, en este caso, acotamiento uniforme. 

1.2-3 Teorema (Acotamiento uniforme). Sea (Tn) una sucesión de 

operadores lineales acotados Tn : X ~ Y de un espacio de Banach X 

en un espacio normado Y tal que (11Tnx11) e:;ta acotada para todo x e X 

digamos 

n = 1,2, ... 

donde c e IR. 
X 

Entonces la sucesión de las normas (11Tn11) está acotada, esto es, 

existe una. c tal que 

n = 1,2,. .. o 

1.3 CONVERGENCIA DEBIL Y CONVERGENCIA FUERTE 

1. 3-1 Definición (Convergencia fuerte). Decimos que una sucesión 

ex ) de n un espacio normado X converge fuertemente (o que es 

convergente en la norma) si existe un X E X tal que 

lim X - X 11 = o 
n 

n-"' 
Notación: lim X =X n 

n - "' 
ó X ->X n 

X se llama el límite fuerte de (xn) y decimos que (x ) converge 
n 

fuertemente a x. a 

1.3-2 Definición (Convergencia débil). Decimos que una sucesión (xn) 

en un espacio normado X converge debilmenEe si hay un x e X tal que 

6 



para toda e e X' 

lim. ecxn) ec.xJ 
n ___,"' 

Notación: w 
X ~X 

n 

Al punto x le llamamos límite débil de (x J y decimos que 
n 

converge debilmente a x. o 

La convergencia débil tiene varias aplicaciones en Análisis. El 

concepto ilustra un principio básico del Análisis Funcional, el hecho 

de que el estudio de espacios se relacione con el estudio del espacio 

dual. 

Para utilizar la convergencia débil debemos saber ciertas 

propiedades básicas, que se mencionan en el siguiente lema. En la 

prueba usamos los teoremas de Hahn-Banach, via 1.1-5 y el teorema del 

acotamiento uniforme. Esto demuestra la importancia de estos teoremas 

en conexión con la convergencia débil. 

1.3-3 Lema (Convergencia débil). Sea (X
0

) una sucesión que converge 

débilmente a x en un espacio normado X. Entonces: 

(a) El limite débil x de (X
0

) es único. 

(b) Toda subsucesión de (x ) converge débilmente a x. 
n 

(e) La sucesión (llx
0

11) esta acotada. o 

1.3-4 Teorema (Convergencia débil y fuerte). Sea (x ) una sucesión·en 
n 

un espacio normado X. Entonces 

(a) Convergencia fuerte implica convergencia débil con el mismo 

limite. 

(b) El inverso de (a) no es cierto en general. 

(e) Si dim X < "' entonces convergencia débil implica convergencia 

fuerte. o 

1.3-5 Lema (Convergencia débil). En un espacio normado X tenemos que 

7 



x ~ x sl y solo sl: 
n 

(a) La sucesión ( llxnll) esta acotada. 

(b) Para todo elemento & de un subconjunto total M e X' tenemos 

ecx) ~ ecxl 
n 

a 

1.4 CONVERGENCIA DE SUCESIONES DE OPERADORES Y FUNCIONALES 

Las sucesiones de operadores y de funcionales acotadas surgen con 

frecuencia en la práctica. Su convergencia es de interés práctico. 

La experiencia muestra que para sucesiones de elementos en un 

espacio normado, las convergencias débil y fuerte tales y como se 

definieron resultan ser conceptos de utilidad. Para sucesiones de 

operadores Tn e B(X,Y) tres tipos ·de converg~ncia suelen ser de 

interés teórico así como práctico, éstas son: 

(1) Convergencia en la norma d~ BCX,Yl. 

(2) Convergencia fuerte de (T x) en Y. 
n 

(3) Convergencia débil de (T
0
x) en Y. 

1.4-1 Definición (Convergencia de sucesiones de operadores). Sea X y Y 

espacios normados. Decimos que una sucesión de operadores Tn e B(X,Yl 

(1) converge uniformemente si (Tnl converge en la norma de 

B(X,Y) 2
• 

(2) converge fuertemente si (Tnx) converge fuertemente en Y para 

todo x e X. 

2
Recordemos que la norma de un operador en 8(X, Y) esta dada por 

llTxll 
=xs~px lfXil 

X ;t 0 

B 

sup jjTxlJ 
x e X 
llxll=l 



(3) converge débilment_e si converge. débilmente en Y· para 

todo x e X. 

En fórmulas esto significa qu_e h_ay un operador T X--> Y tal que 

(1) 11 Tn - T 11 -->O 

(2) 11 Tnx - Tx 11 --> O 

(3) 

'J X E X 

'J X E X , 'J e E Y' 

respectivamente. Llamamos a T el operador límite uniforme, fuerte y 

débil de (Tn) respectivamente. a 

Observación: (1) ,. (Z),. (3). 

Para sucesiones de funcionales lineales, por la parte (c) del 

teorema 1.3-4, los conceptos (2) y (3) son equivalentes pues las 

funcionales lineales ·san operadores con rango en IR o IC, espacios de 

dimensión finita. Los dos conceptos que quedan los llamamos 

convergencia fuerte y débil•, lease "débil estrella". 

1.4-2 Definición (Convergencia fuerte y débil• de una sucesión de 

funcionales). Sea <en> una sucesión de funcionales lineales acotadas 

definidas en un espacio normado X. Entonces 

(a) convergencia fuerte de <enJ significa que hay una & e X' tal 

que 

11 en - e 11 -->o 

Notación: 

(b) convergencia débil* de <en) signlflca que hay una e E X' tal 

que 

'J X E X 

Notación: 

a le llamamos el límite fuerte y el límite débil* de (en> 
respectivamente. a 
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Volviendo a los operadores T
0 

e B(X, Y), nos preguntamos que se 

puede decir del operador limite T: X~' Y en(!), (2) y (3). 

Si la convergencia es uniforme entonces T e B(X,Yl, si la 

convergencia es fuerte o débil T es lineal todavía pero puede no ser 

acotado si X no es completo. 

1.4-3 Lema (Convergencia fuerte de operadores). Sea (T
0

l e B(X,Yl una 

sucesión de operadores donde X es un espacio de Banach y Y un espacio 

normado. Si (T
0

) converge fuertemente a T entonces Te B(X,Y). e 

Observación: Este resultado es consecuencia del teorema de acotamiento 

uniforme 1.2-3. 

1.4-4 Teorema (Convergencia fuerte). Una sucesión (T
0

)_ de operadores 

en B(X,YJ, donde X y Y son espacios de Banach, es fuertemente 

convergente si y solo si 

(a) La sucesión (IJT
0

1l) esta acotada. 

(b) La sucesión (T
0
x) es de Cauchy en Y para todo x en un 

subconjunto total M e X. e 

1.4-5 Corolario (Funcionales). Una sucesión (f
0

) de funcionales 

lineales acotadas def'lnldas en un espdcio de Banach X es débil* 

convergente, con límite una funcional lineal acotada, si y solo si 

(a) La sucesión C11&
0

1J) es acotada. 

(b) La sucesión (f
0 
(x)) es de Cauchy para toda x en M, un 

subconjunto total de X. e 

1.5 EL TEOREMA DEL MAPEO ABIERTO 

Ya se discutieron los teoremas de Hahn-Banach y del acotamiento 

uniforme, nos acercamos ahora al tercer 11 gran'1 teorema del capítulo, 
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el teorema del mapeo abierto. Este teorema nos da condiciones bajo las 

cuales un operador lineal acotado es un mapeo abierto. Como en el caso 

del teorema del acotamiento uniforme, se necesita la completez. El 

teorema también da condiciones bajo las cuales el inverso de un 

operador lineal acotado resulta ser acotado. La prueba también utiliza 

el teorema de categoría de Baire. 

1.5-1 Definición (Mapeo abierto). Sean X y Y espacios métricos. 

Decimos que T : V(T) -----+ Y con dominio VCTJ e X es un mapeo abierto 

si para todo conjunto abierto en V(TJ la imagen es un conjunto abierto 

en Y. a 

Observación: Si el mapeo no es suprayectivo debemos de tener cuidado 

en distinguir entre las dos afirmaciones de que el mapeo es un mapeo 

abierto como mapeo de su domin.io 

(a) en Y. 

(b) en su rango. 

1. 5-3 Teorema (Mapeo abierto, inverso acolado). Un operador 1 ineal 

acotado T de un espacio de Banach X sobre un espacio de Banach Y es un 

mapeo abierto. Por lo .que si T es biyectlva T-1 es continua y por lo 

tanto acotada. a 

1.6 OPERADORES LINEALES CERRADOS. EL TEOREMA DE LA GRAFICA CERRADA 

No todos los operadores de interés práctico son acotados. Sin 

embargo prácticamente todos los operadores lineales que los analistas 

usan en su trabajo son de los llamados operadores lineales cerrados. 

1.6-1 Definición (Operador lineal cerrado). Sean X y Y espacios 

normados y T : V(T) --+ Y un ,:erador lineal con dominio V(TJ e X. 
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Decimos que T es un operador lineal cerrado si su gráfica 

!i'(T) = { (x,y) : x e Zl(T), y= Tx)· 

es cerrada en el espacio normado X x Y en donde las dos operaciones 

algebráicas se definen de manera usual, esto es 

ct(X, y) = (ctX, cty) "' un escalar 

y la norma definida por 

/ICx,yl/I = llxll + llyll. o 

¿Bajo que condiciones un operador lineal cerrado será acotado? 

1.6-2 Teorema (de la gráfica cerrada). Sea X y Y espacios de Banach y 

T : :V(T) -----'> Y un operador lineal cerrado, con :V(TJ e X. Entonces si 

:V(T) es cerrado en X, el operador es acotado. o 

Por definición !i'(T) es cerrada si y solo si z = (x,y) e !i'(TJ 

implica que z e !i'(TJ. Se puede probar que z e !i'(TJ si y solo si hay 

una sucesión z 
n 

x0 ~x 

y z = (x,y) e !i'(T) si y solo si x e ZllT) y y = Tx. Esto prueba el 

siguiente criterio que expresa una propiedad que se toma a menudo como 

definición de operador lineal cerrado. 

1.6-3 Teorema (Operador lineal cerrado). Sean X y Y espacios normados. 

Sea T : :V(T) ------> Y un operador lineal con :V(TJ e X. Entonces T es 

cerrado si y solo si tiene la siguiente propiedad: 

Si x ------> x con x e :VCTJ y Tx ---+y entonces x e :V(T) y Tx = y. o 
n n n 

1.6-4 Lema (Operador lineal cerrado). Sea T : :V(TJ ------> Y un operador 

lineal acotado con dominio :VCTJ e X, donde X y Y son espacios 

normados. Entonces: 

(a) Si :V(TJ es un subconjunto cerrado de X, T es cerrado. 
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(b) Si T es cerrado y Y es completo, :D(T) es un subconjunto 

cerrado de X. o 

SEMIGRUPOS DE OPERADORES Y EL TEOREMA DE HILLE-YOSIDA 

1. 7 CONTRACCIONES Y EL TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE 8ANACH 

El teorema del punto fijo de Banach o teorema de contracción 

tiene que ver con ciertas funciones llamadas contracciones de un 

espacio métrico en si mismo. dicho teorema da condiciones suficientes 

para la existencia y unicidad de un punto fijo (un punto cuya imagen 

es él mismo). 

1.7-1 Definición (Contracción). Sea CX,d) 3 un espacio métrico y C un 

subconjunto cerrado de X. Decimos que una función T : C -----> X es una 

contracción si d(Tx,Ty) ~ d(x,y) para todo x.y e C. Decimos que Tes 

una contracción estricta si existe a< 1 tal que dCTx,Ty) ~ ad(x,y) 

para todo x,y e C. o 

Observación: Como d es no negativa. esto fuerza a que a ~ O. 

1.7-2 Teorema (del punto fijo de Banach). Sea (X,d) = X un espacio 

métr leo, X "' '" Supongase que X es completo y T X -----> X una 

contracción estricta. Entonces T tiene exactamente un punto fijo. 

Prueba: Construimos una sucesión (x
0

) y mostramos que es de 

3 
Recordemos que espacio mélrlco pareja ordenada (X, d) tal 

que prlmer elemento un conjunto de "puntos" y cuyo segundo 

elemento es una funclón llamada "distancia" definida en X X X tal que 

Cmll d es una función real, flnl ta y no negativa. 
(m2) d(x,y) o si y solo si X= y. 
(m3) d(x,y) = d(y,x) (simetría). 
(m4) d(x,y) ~ d(x,z) + d(z,yl (desigualdad del triángulo), 

para todo x,y,z e X o 
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Cauchy. La sucesión converge en X pues X es completo y probamos que el 

límite x es un punto fijo de T y que además es único. 

Tenemos que por hipótesis T es una contracción estricta, luego 

existe una a tal qua 

(1.2) d(Tx,Tyl :s ad(x,yl O :s a < 1 

Sea x
0 

e X y definamos una sucesión iterada (xnl dada por 

(1. 3) 

Claramente esta es la sucesión de imágenes de x
0 

bajo aplicaciones 

repetidas de - Veamos que (xnl es de Cauchy. Por (1.2) y (1.3) 

tenemos 

d(x ,x l = d(Tx ,Tx l 
m+l m m m-1 

:s ad(x ,x l 
m m-1 

ad(Txm-I, Txm_2l 

:s a2d(xm-1'Xm-2) 

:s amd(x
1
,x

2
l 

Así, por la desigualdad del trtángulo y la fórmula de la suma de 

una sucesión geométrica obtenemos, para n > m 

d(x ,x l :s d(x ,x l + ... + d(x ,x l 
m n m m+l n-1 n 

:s (am + am+I + + a"-1)d(xo,x1) 

mCl-a"-ml d( ) n > m 
a. ¡--=--¡x-- X O ' X 1 

Como O :s a < 1 en el numerador tenemos que 
am 

d(xm,xnl :s ¡::--¡x d(x
0

,x1l 

- an-m < 1 por lo que 

n > m 

En la derecha O :s a< 1 y d(x
0

,x1l estan fijos así que podemos hacer 

el término de la derecha tan pequeño como queramos tomando m 

suficientemente grande. Esto prueba que (xnl es de Cauchy. Como X es 

completo (xn) converge, digamos a x. Veamos que x es un punto fijo de 

14 
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T. 

De la desigualdad del triángulo y (1.2) tenemos 

d(x,Tx) s d(x,xm) + d(xm,Txl 

s d(x,xm) + ocd(xm_
1
,xl 

y podemos hacer la suma de la derecha tan pequeña como queramos pues 

xm----> x. Así d(x,Txl = O por lo que x = Tx. x es un punto fijo de T. 

Veamos que es el único. 

Si ~ = T~ y Tx = x tenemos de (1.2) que 

d(x.~l d(Tx.~~) s ocd(x,QJ que implica que d(x,QJ O· pues a< 1, así 

X = ~. o 

1.7-3 Teorema (Punto fijo). Sea T : X----> X una función en un espacio 

métrico completo X = (X,d) y supóngase que ~ es una contracción 

estricta en X para algún entero positivo m. Entonces T tiene un único 

punto fijo. 

Prueba: Por hipótesis, 8 = Tm es una contracción estricta en X. 

Por el teorema 1.7-2 esta función tiene un único punto fijo Q, esto es 

B~ = ~. así s"Q = Q y ·el teorema 1. 7~2 también impl.ica que para x e X 

Bnx ~ ~ conforme n ~ m 

Para el valor particular x = TQ , como 8° = Tnm, obtenemos 

" = lim B"T~ = lim TBºQ X 

n --> co n --> 

= lim ~= yQ 
n --> 

esto prueba " es punto fijo de T, como todo punto fijo de T que X un 

también lo es de 8, esto implica que es único. o 

1.8 SEMIGRUPOS DE OPERADORES. DEFINICIONES Y PROPIEDADES 

1. 8-1 Def:Í.nición (Algebra de Banach). Sea X un espacio de Banach y 
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definamos una multiplicación (x, y) .- xy de X X X en X tal que 

(1) X es un anillo con las operaciones x +y xy 

(2) llxyll :s llxll llyll 

Entonces decimos que X es un álgebra de Banach. e 

1.8-2 Lema (El álgebra de operadores lineales acotados). Si X es un 

espacio de Banach entonces BCXl = B(X,Xl es un álgebra de Banach con 

la multiplicaclón dada por la composlción, es decir ST(x) = S(T(x)). 

Prueba: Tenemos que ( B(Xl ,+, • ) es claramente un anillo, por 

otro lado 

llSTI\ = sup 1\ (STlxl\ = sup l\SCTxl 11 :s 1\51\ sup llTxll = llSll llTll e 
llxll=1 llxll=1 llxll=l 

Observación: BCXJ visto como álgebra de Banach con la composición 

tiene una unidad dada por la identidad en X. 

De este lema obtenemos el siguiente resultado. 

1.8-3 Corolario. Si X es un espacio de Banach y S e BCXJ entonces 

'i k E IN. e 

1.8-4 Definición (Semigrupo de operadores). Decimos que una familia de 

operadores lineales acatados {T(t)}t<:o a un parámetro real t en un 

espacio de Banach X, es un semJgrupo si 

(1) T(O) = I 
X 

(2) T(s+t) = TCsJT(t) 'i s, t "' o 

Can T(s)T(t) = T(s)~T(t). 

Decimos que un semigrupa {T(t)} en X es fuertemente continuo si 

(3) lim T( tJe = e 
t ~o 

'i e E X 

La llamamos un semigrupo de contracciones si 

(4) l\Tltll\ :s 1 'i t "' o e 

Ejemplo: Dado un aperador lineal acotado B en X definamos etB coma 
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t "' o. 

Tenemos que 

e08 1 rnº + 1 o81 + 1 os2 + ... 
OT 1T 2T 

y por otro lado se cumple 

1 
OT 11 

es8e t8 = ( --}i sº8º + -f¡- s181 + -{¡- s282 + . . . ) 

[-fu- t
0
8° + -h- t

1
8

1 
+ ~! t

2
8

2 
+ , . , ) 

1 ºtº8º + 1 s8 + 1 t8 + 1 282 + 1 t82 + _1_ t282 + ... 
OTS 1! 1! zrs lTS 2! 

~! (s+tJ 0 8° + -h- (s+tJ 181 +-{¡- (s+tJ 282 + . . . e(s+tJ 8 

Por lo tanto { et8 } es un semigrupo, más aún, esta familia resulta 
t>:O 

ser fuertemente continua. En efecto, 

J/ et
8

e - e 1/ = 11 J
0
+. tk8ke - e 

111+- tk8ke 11 
s l/el/ [ +- tkJ/8kl/ 

k=l 

y por el corolario 1.8-3 V & e X 

como et - 1 
CXI 1 k 
\' t podemos concluir que ¡_ kT 

k=I 

l/&J/ 1 +- tkl/Bllk = l/lll ( e t/1811 - 1) así 

11 et
8

& - e 11 "' 11&11( et
11811 

- 1) de donde 

o s lim . 11 e t
8

e - e 11 s lim llell ( 9
t11811 - 1) = o 

t ...... o t ...... o 

por lo tanto { et8 }t>:O es un semi grupo fuertemente continuo. 

Por otro lado tenemos que 

Ct.4J llet811 "' [ --h tkll8kll "' 11&11 I --h tkll8llk = et/1811 "' o 
k=O k=O 

Una desigualdad de este tipo es válida para semigrupos 
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fuertemente continuos en general. 

1. 8-5 Teorema (Acotamiento de la normal. Sea {T( t)} un semigrupo 

fuertemente continuo en X. Entonces existen constantes M "' 1 y w "' O 

tales que 

'i t "' o. 

Prueba: Nótese primero que existen constantes M "' t
0 

> O tales 

que 

llTCtlll "' M 

pues de lo contrario podríamos encontrar una sucesión {t
0

} de números 

positivos tendiendo a cero tal que llTCt
0

lll -> "' pero por el 

teorema del acotamiento uniforme 1.2-3 esto implicaría que 

para alguna & e X y esto iría en contra de la hipótesis de continuidad 

fuerte, es decir 

n ~"' 

Tomemos ahora w = t-1 lnM. Dado t "' O escribamos t = kt + s donde 
o o 

k es un ·entero no negativo y s e [O, t
0

), entonces como {T( · '} es un 

semigrupo, el lema 1.8-2 y el corolario 1.8-3 nos permiten concluir 

que 
t/t 

llTCtlll = llTCslT(t
0

lkll :< MMk "'MM 
0 

D 

1. 8-6 Corolario (Función continua). Sea {T( t)} un semigrupo 

fuertemente continuo en X. Entonces, para cada & e X , t >-----> T(tl& es 

una función continua de [O,+oo) en X. 

Prueba: Sea & e X. Por el teorema 1.8-5 tenemos para ;?:: o, h :e: o 

11 T(t+hl& - T(tl& 11 11 TCtl (T(hl& - e) 11 

"' Mewtll TChl& - & 11 

y si h e [O;t) entonces 
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n nt-hl& - TCtl&.ii 11 Tct-hl (nhie - e) 11 

:S Mewtn T(hl& - & 11 

Ahora bien, sea te [0,~m) , e> O, como llm n T(hle - e n =O 
h _,, o 

existe hCcM-1e-"'t.&J = ií tal que nT(sle - en < e 11 s < ií de donde 
Mewt 

si ó = h tendremos que 

jCt+hl - ti < ó implica 

i (t-h) - ti < ó implica 

T( t+hl& - & 11 < e 

T( t-h) e - e n < e 

es decir t ~ T(tl& es continua para toda & e X. a 

Observación: Sea {T(t)} un semigrupo fuertemente continuo, sabemos que 

existen M,w"' O tales que nT(tJll :S Mewt para toda t "'O. Hagamos 

S(t) para i!'! o. Entonces {S( t)} es un semlgrupo 

fuertemente continuo en X tal que 

(1. 5) ns(t) n :S M 11 t "' o 

En particular si M 1, {S ( t)} es entonces un semlgrupo 

fuertemente continuo de contracciones en X. 

Sea {S(tl} un semlgrupo fuertemente continuo en X tal que (1.51 

se cumpla y def lnamos la norma 11·11. en X ~_amo 

(1.6) nen. = sup JISCtl&ll 
t "' o 

Entonces, como llS(t)ll :S M , t "'O y llS(tl&ll :S llS(t)ll 11&11 tenemos 

nen = /ISCOJen :S sup 
t "' o 

nsctl&JI = 11&/I. =s sup 
t "' o 

llSCtln nen :S Mnen 

por lo tanto 11&11 :S 11&11. :S M11&11 y esto para cada e e X, por lo que la 

nueva norma que definimos en (1.6) es equivalente a la norma original; 

también, con respecto a 11·11., {S(t)} resulta ser un semlgrupo 

fuertemente continuo de contracciones en X pues 

nsCtln. sup nsctlxn. 
llxll.= 1 

sup sup /ISCs)S(t)xn 
{x/supJIS(t)xll•l} S"'Ü 

ti!'!O 
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sup sup ¡¡scs+tlxJI 
(x/sup!IS(t)xil=.1} sl!:Q 

t~O 

" sup sup nscslxll 
(x/sup!IS(tlxil=I} sl!:O 

l~O 

Esto lo único que nos esta diciendo es que para cada semigrupo 

fuertemente continuo podemos escoger una norma equivalente a la usual 

en la que nuestro semigrupo se va a ver como un semigrupo fuertemente 

continuo de contracciones. Es por esto que la mayor parte de los 

resultados que siguen a continuación los vamos a formular en términos 

de semigrupos fuertemente continuos de contracciones. Utilizar esta 

simplificación no es restrictiva ya que muchos de estos resultados se 

pueden reformular en términos de semigrupos fuertemente continuos no· 

necesariamente de contracciones. 

1.8-7 Definición (Generador infinitesimal). Sea (TCtl} un semigrupo de 

operadores en X. El generador (InfIQitesimal) de (T(t)} es el operador 

lineal A definido por 

A& = lim t(TCtl& - e) 
t _,o 

\1 & e 7J(Al. 

Y el dominio V (A) de A es el subespacio de X de 

las cuales el límite existe. 
d 

A. Escribimos dtT(t) := 

Antes de dar algunas de las propiedades de 

todas 

o 

los 

haremos una breve introducción al cálculo de las funciones 

las e para 

generadores 

valuadas en 

espacios de Banach. CE la sección 1.11 abarcaremos con mayor 

profundidad este tema). 

Consideremos un espacio de Banach X. Sea a un intervalo cerrado 

en (-m,+m) y sea C(a,XJ el espacio de funciones continuas u : a -->X. 

Sea C1 Ca,XJ el espacio de las funciones continuamente diferenciables 

u: a --4 X. 
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Si fJ. es un intervalo finito [a,b], decimos que u : l!. --> X es 

(Riemannl integrable sobre !!. si lim f u(s ) (t -t l existe, donde 
o -> 0 k ~I k k k-1 

a = t
0 

:S s
1 

:S t
1 

:S ••• :s tn-I :s sn :s tn = b y 

b 
límite lo denotamos por f u(t) dt o f u(t) dt. 

l!. a 

o = max 
k 

C t -t l. El 
k k-1 

Si l!. = [a,+oo) , decimos que u : l!.------> X es integrable sobre fJ. si 
b 

uj la bl es integrable sobre [a,b] para toda b <: a y lim f u(tl dt 
' b ~ oo a 

existe; nuevamente, el límite lo denotamos por f u(t) dt o f
00

u(t) dt. 
l!. a 

1.8-8 Lema (Propiedades de la integral). Sea X un espacio de Banach. 

(a) Si u e C(fJ.,Xl y f lluCtJll dt < oo , entonces u es integrable 
{!, 

sobre l!. y 

En particular, si l!. es un intervalo finito [a,b], entonces toda 

función en C(l!.,Xl es integrable sobre!!.. 

(b) Sea B un operador lineal cerrado en X. Supongamos que 

u e C(l!.,X), u(t) e DCBl para toda t e !!., Bu e C(l!.,Xl y que ambas u y 

Bu son integrables sobre!!.. Entonces f u(t) dt e DCBl y 
{!, 

Bf u(tl dt = f Bu(tl dt 
{!, {!, 

(el Si u e c1cca,bl,Xl, entonces 

f 
b d 

dt u(t) dt = u(b) - u(a) 
a 

(d) Si u e C(Ca,bJ,XJ y F(x) = (u(s) ds para c , x e [a,b] 

entonces F' (x) = u(x). o 

1.8-9 Teorema (Semigrupos e integrales). Sea {T(t)} un semigrupo 

fuertemente continuo en X con generador A. 
t 

(a) Sl e e X y t "o entonces I T(sl& ds e DCA) y 
o 
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t 
T(tl& - e = AI T(sl& ds 

o 

(b} Si & e :D(Al y t o: O entonces T(tlf e :DCA) y 

d dt T(tl& = AT(tl& T(t)Af 

(e) Si & e :D(A) y t o: O entonces 
t t 

T(tl& - e= I AT(sJ& ds = I T(slA& ds 
o o 

Prueba: 

(al Observemos que 

(1. 7) [ 
t 1 f t k T(h) - I] f
0

T(sl& ds = Fi /(s+hl& - T(sl& ds 

' t+h ' t 
k { J h T(sl& ds - LT(s)f ds} 

1 Jt+h 1 ,-h 
¡:¡ TCsl& ds - Fi J_ T(sl& ds 

t o 

para toda h > O y conforme h--> O el lado derecho de (1,7) converge a 

T(tl& - & por el lema 1,8-8 (d). Ctaramente el término que multiplica 

a la integral en el lado izquierdo de la ecuación ( 1. 7 l tiende al 

operador A, cuando h tiende a cero, de donde concluimos la primera 

afirmación. 

(b) Como 

k [ T(t+hJ& - T(tl&] = AhTCtl& = T(t)Ah& 

para toda h > O , con Ah= h- 1 [T(hl - Il. se tiene que T(tl& e :D(A) y 

el limite por la derecha (d~) •T(tJ& = ATCtl& = T~tlA&. Por lo que 

basta probar que el limite por la izquierda (d~) T( t l& es igual a 

T(tlA& (suponiendo t >O). Pero esto se sigue de la identidad 

-~ [ T(t-hl& - T(tl&] - T(tlA& = 

T(t-hl[ Ah - A ]e+ [T(t-hl - T(t)]Af 

válida para O < h s t. 
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(c) Esto es consecuencia de (b) y. de L. lema l. 8-8 (c) pues por (b) se 

tiene que 
d 

dt T(tl& = AT(tl& = T(tJA&. integrando 

ft d ft ft ds T(sJ& ds = AT(sl& ds= T(sJAt ds 
o o o 

y por el lema 1.8-8 (c) 

t d~ T(sJ& ds = TCtl& - t 
o 

D 

1.8-10 Corolario (Generador cerrado). Si A es el generador de un 

semigrupo fuertemente continuo {T(t)} en X. entonces :V(A) es denso en 

X y A es cerrado. 
t 

Prueba: Como lim + t-
1f T(sJt ds = t para todo & e X, el teorema 

t---.o o 

1.8-9 ·(a) implica que :V(A) es denso en X. Para probar que A es cerrado 

probaremos que A cumple la equivalencia dada en el teorema 1.6-3. Sea 

C&n) e :V(AJ 

T(tl&n - f.n 

tenemos que 

una sucesión tal que e __, 
t n 

= J TCslA&n ds para toda s > O , así haciendo 
o t 

T(tJ& - f. = f T(s)q ds o equivalentemente que 
o . t 

TCtJ& - e=.! f T(s)q ds 
t t 

o 

y 

que implica que 

lim 
t ---. o• 

T(tlf. - & 
t 

o en otras palabras que & E :V(A) y Af. = q. a 

Entonces 

n __,., 

Antes de que prosigamos con el estudio de las propiedades de los 

.semigrupos de operadores es necesario repasar ciertos resultados y 

conceptos de la teoría espectral. 

1.9 ELEMENTOS DE TEORIA ESPECTRAL 

La teoría espectral es una de las ramas principales del Análisis 
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Funcional moderno y sus aplicaciones. A grandes rasgos, ésta está 

relacionada con ciertos operadores inversos, sus propiedades generales 

y sus relaciones con los operadores originales. Tales operadores 

inversos surgen en forma natural al intentar resolver ecuaciones 

(sistemas de ecuaciones lineales algebráicas, ecuaciones 

diferenciales, ecuaciones integrales). 

Haremos una suposición general para obtener una teoría 

satisfactoria, excluimos el espacio vectorial trivial {O) y suponemos 

que todos los · espacios son complejos a menos que mencionemos lo 

contrario. 

1.9-1 Definición (Resolvente). Sea X un espacio normado y sea 

T : VCTl -----> X un operador lineal con dominio VCTl e X. A T le 

asociamos el operador 

T, = Al - T 

donde A es un número complejo el es el operador identidad en V(T). Si 

T, tiene un inverso, lo denotamos por R,CT), esto es, 

(1.8) R/Tl = T~1 
= (Al - T)- 1 

y le llamamos operador resolvente de T o simplemente resolvente4 de T. 

En vez de R, (T) también escribimos en forma simplificada R, cuando 

esta claro a que operador T nos estamos refiriendo. o 

El nombre "resolvente" es apropiado pues nos ayuda a resolver la 

ecuación T,x = y, esto es, x = T~1y = R,CT)y siempre y cuando R,CTl 

exista. Más importante aun, la investigación de las propiedades de R, 

4 
En la 1 lteratura podemos encontrar que alqunos autores definen el 

resolvente por (T - Al )-1 
(1 - µT)-

1
, pero esto no modlf'lca en nada 

la teoría P.Ues la translclón a la forma ( 1. 8) cu directa. 
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será básica para entender mejor al operador T mismo. 

Para nuestra investigación de T, TA y RA necesitaremos los 

siguientes conceptos: 

1.9-2 Definición (Valor regular, conjunto resolvente, espectro). Sea X 

un espacio normado complejo no trivial y T : V(T) ~ X un operador 

lineal con dominio VCT) e X. Un valor regular ;\ de T es un número 

complejo tal que 

(Rl) RA(T) existe, 

(R2) RA(T)'~sta acotado, 

(R3) R,CTJ esta definido en un conjunto denso en X. 

El conjunto resolvente p(T) de T es el conjunto de valores regulares 

de T. Su complemento ~(T) = ~ ' p(T) en el plano complejo ~ se llama 

el espectro de T y ;\ e ~(Tl se. llama un valor espectral de T. Más aun, 

el espectro ~(T) se divide en tres conjuntos disjuntos\ 

El espectro puntual o espectro discreto ~ (T) es el conjunto tal 
p 

que R,CT) no existe. A;\ e ~P(Tl se le llama valor proplo de T. 

El espectro continuo ~0 (T) es el· conjunto tal que R,CT) existe y 

satisface (R3) pero no (R2), esto es, R,(T) no es acotado. 

El espectro residual ~r (T) es el conjunto tal que R, (T) existe 

pero no satisface (R3). o 

Observación: p(T).~ (T).~ (T) y ~,(T) son disjuntos y su unión es~. 
P. e 

·1.9-3 Teorema (Inverso). Sea T E B(X), con X un espacio de Banach. Si 

llTll < 1 , entonces (I - Tl-1 existe, es acotado y esta definido en 

todo X, además 

(1.9) C I - T l-1 = [ TJ = I + T + T
2 

+ ... 

J=O 

(la serie de la derecha es convergente en la norma de B(X)). 

Prueba: Tenemos que llTJll "' llTllJ (por el corolario 1.8-3) y 
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que I IJTllJ converge pues llTll < 
J=O 

así la serie en ( 1. 9) converge 

absolutamente, como X es completo B(X) también lo es y así 

convergencia absoluta implica convergencia. Sea S =E TJ, veamos que S 
J=O 

es igual a (I - T)-1 

(! -T)(I +T+ ... +T"l = (I +T+ ... +T"J(I'-T) 

= I - Tn+l 

cuando n -> ., tenemos que Tn+l -> O pues llTll < 1, por lo tanto 

(I - T)S = S(I.- Tl = l o 

Con este resultado podemos probar el importante hecho de que el 

espectro de un operador lineal acotado es un conjunto cerrado en el 

plano complejo. 

1. 9-4 Lema (Dominio de R,J. Sea X un espacio de Banach complejo, 

T: X-> X un operador lineal y A e p(TJ. Supongamos que (a) Tes 

cerrado o (b) T es acotado. Entonces R~(T) esta definido, en todo el 

espacio X y es acotado. 

Prueba: 

(a) Como Tes cerrado, por el teorema 1.6-3 T, también lo es. Así 

R, es cerrado. R, es acotado por (RZ). Entonces su dominio D(R•) es 

cerrado por el lema 1.6-4 (b), así (R3) implica que DCR,J = DCR,J ~X. 

(b) Co~o D(T) =X es cerrado, Tes cerrado por el lema 1.6-4 (a) 

y la afirmación se sigue de la parte (a) de esta prueba. o 

1.9-5 Teorema (Espectro cerrado). El conjunto resolvente p(T) de un 

operador 1 ineal acotado T en un espacio de Banach complejo X es 

abierto, por lo que el espectro es cerrado. 

Prueba: Si p(T) 0 , es abierto. Supongamos que p(T) ~ 0. 

Sea A
0 

e p(T) fijo y A e C, tenemos 

T - Al = T - A
0

l - (A - A
0

)! 
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<':)T~_: ~ºi) U;r;¡~,,~Ú~~~JÚ -:.Srf]••·. 
Denotemos al .operado!- eri, ,có~,~h~t~s:)';: ;),!>,ar v:·.~s.í 

. "' :·-.' -
V= I :'. (;\;_:\fa 

: ·_ -."·. - . -~ .. ·_ >(J'-__ - .\o 

=· r~: e B(XJ por el l-ema··1-.iJ0:.4 (b). 

Más aun, por el teorema 1.9-3 V tiene un inverso 

(1.11) V~ 1 = [ [(;\. - ;\OJR, ¡J = ~ (;\. - Ao)J RJ 
J=O o J=O .\o 

en B(XJ para toda ;\. tal que 11 (;\ - ;1.
0

JR,
0

11 < 1, esto es·: 

( 1. 12) 

-1 Como r,
0 

= R,
0 

e B(Xl tenemos de aqui y de (1.10) que para toda;\. que. 

satisfaga (i.12) el operador r, tiene inverso 

(L13) R, = T~1 = (T VJ- 1 = V- 1R 
" /\ .\o .\o 

Así (l. 12) representa una vecindad de ;\. o consistente de valores 

r.egulares de T. Como ;1.
0 

e pCTl fue arbitrario, p(T) es abierto y por 

lo tanto su complemento ~(Tl = C ' p(T) es cerrado. a 

De esta prueba obtenemos a partir de C!.11), (l. 12) y de (1.13) 

el siguiente teorema de representación. 

1.9-6 Teorema (de representación del resolvente). Para X y T como en 

el teorema 1.9-5 y todo ;\.
0 

e p(T) el resolvente R,(Tl tlene. la 

representación 

R = ~ (;\. - ;\. ¡J RJ+l 
• l o • 

J =O o 

La serie es convergente para toda ;\. en el disco abierto dado por 

<-1-
llR•o 11 

en el plano complejo. El disco es un subconjunto de p(TJ. a 

1.9-7 Teorema (Espectro). El espectro ~(TJ de un operador lineal 
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acotado T : X -----.; X en un espacio de Banach complejo X es compacto y 

esta acotado por el disco'dado por l>-1 :s llTll. Así el resolvente p(T) 

es no vaclo. 

Prueba: Sea ;>. " o· y· 1< 
1 X , del teorema 1. 9-3 obtenemos la 

representación 

R, = C>.r - ri-
1 = i e r - 1eTl-1 = i [ CKTlJ = i [ (ir) J 

J=O J=O 

donde, por el teorema 1.9-3, la serie converge para toda >. tal que 

esto es l>-1 > liTli 
El mismo teorema prueba que tal>. con esta propiedad esta en p(T), así 

r(T) = C ' p(T) debe estar en el disco { >. e C l>-1 :s llTll } Y r(T) 

esta acotado, por 1.9-5 r(T) es cerrado entonces r(T) es compacto. o 

1.9-8 Teorema (Ecuación resolvente, conmutatividad). Sea X un espacio 

de Bai: ... ch complejo, Te B(X) y >.,µe p(Tl. Entonces: 

(a) El resolvente R, de T satisface la relación de Hilbert o 

ecuación resolvente 

(1.14) R - R = (µ - >.lR R 
µ A µ A 

(b) R, conmuta con cualquier S e B(X) que conmute con T. 

(e) Tenemos 

( 1. 15) 

Prueba: 

Cal Por l. 9-4 el rango de r, es X, así I 

identidad en X. También I = R~T, por lo que 

(b) Por hipótesis ST 

R/T,R,l - CR/µlR, 

Rµ(TA - Tµ)RA 

Rµ[r - >.I - (T - µIl]R, 

(µ - >.)Rl, 

TS, así sr, 
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tenemos 

R,_S = R,_ST,_R,_ = R,_T~SR>. = SR,_ 

(c) R
11 

conll'uta con T por (b), p_or •lo_ .tanto. ·R>. conmuta con Rµ por 

(b). e 

10 EL TEOREMA DE HILLE - YOSIDA 

Prosigamos con nuestro estudio de los semigrupos de operadores. 

1.10-1 Teorema (Resolvente de un generador). Sea {T(t)} un semigrupo 

fuertemente continuo de contracciones en X con generador A. Entonces 

(O,+oo) e p(Al y 

para toda q e X y >. > O, 

Prueba: Sea h >O arbitrario. Definamos un operador u,_ en X por 

f., e -htT( t )ro dt u,_q = Y 

o 

Como 

para toda q e X, u,_ es un operador lineal acotado en X. 

Sea ahora q e X dado, 

k f"'e-ht[T(t+hlq - T(t)q] dt 
o 

1 f"' ->.t 1 f"' ->.t = h e T(t+hlq dt - h e TCtlq dt 
o o 

haciendo t + h = x dt = dx tenemos 

= k f"'a->.(x - h)T(x)q dx - k f"'e->.tTCtlq dt 
h o 
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irº -;1..(t _ h)-- -_ -- - 1 J"' -;l.(t:..h) •• " • ir"'- ~;l.t . = ¡:; · e --- -... · -· T(t)c¡ dt + ii· _e ... <~:.T(tlc¡,_dt .:.¡:; .. _e : JCtlc¡.dt 
h_ ___ __ ___ º _ ··:--__ ,.<·····-·e;,_.-·-. º· · 

e;l.h - 1 J"' -;1.t - ·. ~;l.h.,Ji: ~ff. i. • ,,.-
= --h-- e rct>c¡ dt - -¡:;- Lª·: .7cti.~ dt 

o ' -º ·<):' _.., . ·. ·-.- .. 

haciendo tender h a cero obtenemos que 

por lo que 

Además, si e¡ e VCAJ, por el lema 1.8-8 (b), tenemos 

uAAc¡ = J"'e-;1.tT(t)Ac¡ dt = J"'A(e-;1.tT(t)c¡) dt =A J"'a-;l.tT(t)c¡ dt AuAc¡ 
o o o 

de donde 

(1.17) V e¡ e V(A) 

Por (1.17), ;l. - A es inyectiva pues supongamos que 

esto implica que 

'11 = uA(;\, - A)ql = uA(;I. - A)q2 = q2 

y por (l. 16) ;l. - A es .suprayectiva (por lo que ;l. - A es una biyección 

de V(A) en Xl. También por (1.16) y Cl.17) (;l. - AJ-1 = uA así ;l. e 

p(A), como X fue arbitrario, esto termina la prueba. e 

1.10-2 Definición (Operador disipativo). Decimos que un operador 

lineal A en X es disipat lvo si \\;1.& - A&\\ "' ;1.\\&\\ para toda & e V (A) y 

;l. > O. e 
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1.10-3 Lema (Operador disipativo, cerrado). Sea A un operador lineal 

disipativo en X y sea A > O. Entonces A es cerrado si y solo si :R(A-Al 

es cerrado. 

Prueba: Supongamos que A es cerrado. Si C&n l e :D(A) es una 

sucesión y (A - Al&n -> h , tenemos que ((A Al&n) es una sucesión 

de Cauchy, sea e > O entonces existe N e ~ tal que 

Ac>\l(A-Al&n-(A-Al&mli 'Vn,m>N 

> All&n - &mil pues A es disipatlvo 

pero esto solo quiere decir que \len - &mil < e • por lo tanto cen) es 

de Cauchy. 

Así, existe & E X tal que &n -> & y Atn --> A& - h. Como A es 

cerrado, por el teorema 1.6-3 tenemos que e E :D(A) y (A -Al&= h . se 

sigue inmediatamente que :R(A - Al es cerrado. 

Supongamos que :R(A - Al es cerrado. Si C& l e :D(Al, & ---> & Y 
n n 

A&n --+ q entonces (A - Al&n -> A& - q que es igual a (A - Al&
0 

para algún eº E :DCA). Por la disipatividad de A tenemos que 

Ali&n - &
0

11 "'li(A - Al&n - (A - Alf
0
lli = jjCA - Al&n - A&+ qli 

"' Ajjeri - &11 + ilA&n - '111 

de donde &n --+ &
0 

, así & = &
0 

e DCA) y A& q. Nuevamente por el 

teorema 1.6-3 A es cerrado. a 

1.10-4 Lema (Conjunto resolvente). Sea A un operador lineal cerrado 

dlsipatlvo en X y sea p•(Al = p(A) n (0,+ex>), Si p•(A) es no vacío 

(O,+.,). 

Prueba: Basta probar que p•(A) es abierto y cerrado en (0,+ex>). 

Como p(A) es abierto en I[; por el teorema l. 9-5, p(A)• es abierto en 

(O,+ex>). Supongamos que (An) e pCAl• y que An--> A. Dado q e X sea 

qn = (A - Al (An - Al-
1 

'V n e ~ 
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Tenemos 

(1.18) 11110 
- 1111 llCi\ - AJ (i\n -Al-111 - 1111 

llCi\ -;i\ + .. i\ n 
-AJ(i\ 

n 
·;.. Al-111 - 1111 n 

11cx "-x J Ci\ n 
-·.l\i-111 + (i\ - AJ(i\ - A)~ll1 - 1111 

n n n 

llCi\ - i\~) (i\ - .6.i-11111 n 

li\ -\lllCi\
0 

- Al-
1

1111 

Por otro lado se cumple llC\ - Al11ll "' i\J11ll , sea w =(i\
0 

- AJ11 así 

11 = (i\
0 

- AJ-1w de donde 

o equivalentemente 

llwll "'i\
0

llCi\
0 

- Al-
1

wll 

llC\ - AJ-lwll s ;\n-lllwll 

de esto y de (l.lSJ tenemos que 

1111
0 

- 1111 s li\ ~n;\nl 111111 

pasando al límite cuando n ------. m 

lim 1111
0 

- 1111 = lim 
I;\ - \1 

n ~oo n ~ oo 
111111 =o 

por lo que ~(i\ - AJ es denso en X. Pero como A es cerrado y disipativo 

por el lema i. 10-3 tenemos que ~(i\ - Al es cerrado, así ~(i\. - AJ = X. 

Usando la disipatividad de A nuevamente ;\ - A es inyectivo pues 

11 (i\ - Al111 - (i\ - Al11
2

ll "' i\1111
1 

- 11
2

11 

de donde si 11
1 

"' 11
2 

entonces (i\ - Al11
1 

"' (i\ - AJ11
2 

y 11 (;>. - AJ-
1

11 s i\-
1 

se sigue que i\ e p•(A) por lo que p•(AJ es cerrado en (O,+m). a 

~.10-5 Lema (Aproximación de Yosida). Sea A un operador lineal cerrado 

disipativo en X y supongamos que VCAJ es denso en X y (O, +mJ e p(AJ. 

Entonces, la Aproximación de Yosida A~ de A para i\ > O definida por 

A~ = i\A(i\ - A)-1 V i\ > O 

tiene las siguientes propiedades: 

(a) Para cada i\ > O , A~ es un operador 1 ineal acotado en X y 
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{e tA•} es un semigrupo de con't,raccJo~~!'' fuertemente· continuo en X, 

(b) A,Aµ = AµA• para toda A,µ > O, 

(c) lim A,& = A& para todo e :O(A) ;· · 
A~"' 

Prueba: 

(a) Para cada A> O sea R, = (A - A)-1
, como A es disipativo tenemos 

que llCA - Al- 1
11 :< A- 1

• Como (A - AlR, = l en X (por la prueba del lema 

anterior) y R,(A - Al = I en :O(A) tenemos que 

o equivalentemente 

(1.19) 

y que 

AAR, (A2 - A2 
+ AAlR, 

(A
2 

- A(A - A))R, 

A2R, - A(A - AlR, 

A
2
R, - U en X 

en X , 11 A > O 

R, (;>. - Al = l en :O(A), 

multiplicando por A y reordenando termines 

en 'D(Al 

o equivalentemente 

(1.20) en V (A) , A > O 

Por ( 1. 19) tenemos que, para cada A > O , A, es un operador 

acotado por ser suma de operadores acotados y por (1.4) 

lle tA·ll = lle t (A2R, -Al) 11 "' e -u11e U2R·ll "' e -u e U211RJ "' 1 

(b) Esto es consecuencia de (l.19) y el teorema 1.9-8 pues 

A, A
2
R, - Al 

A µ2R - µl 
µ µ 

A,Aµ (A
2
R• - U )(µ

2
Rµ - µl) 
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(Aµl2R>.Rµ - A
2

µR>. - Aµ2Rµ + Aµl 

2- 2 2 
(µAl KµR>. - µARµ - µAR>. + µAl 

(µ
2

Rµ - µllCA2R>. - Al) = AµA>. 

(c) Para probar esto primero afirmamos que 

e i. 21 J 'i & e X 

Notese primero que por (1.19) y (1.20) 

lim llAR>.& - &11 = lim llR,A&ll :s lim A- 1 llA&ll =O 'ó & e VCAJ 
A --7 +Ol A -+ +CO A -+ +O) 

y como V(A) es: denso en X y llAR>. - lll :s AllR,11 + 1 = u-
1 

+ 1 = 2 

tenemos que para 9 e X existe una sucesión (9n) e X tal que 9n ______. 9 

y que lim AR>.9n = 9n por lo que 
A --) +IXI 

y como 

llAR>.9 - 911 = llAR>.9 - 9 + 9n - 9n + AR>.9n - A.R,9J 

:s llAR>.9 - 9· - (AR>.9n - 9n) 11 + llAR>.qn - qnll 

llCAR>. - 1)(9 - qnlll + i1AR>.9n - <1nll 

:s llAR>. - 111119 - 11J + llAR>.9n - qnll 

2llq - 9nll + llAR>.qn - qnll 

l im 11·\R 9 - q 11 
n-+oo· ,\n n 

O (1.21) es valido 

A -> 

para todo & e X. Finalmente (c) es consecuencia de (1.20) y de (1.21): 

Tenemos A>. = AR>.A 

lim AR,& = & 'ó & e X 
A -+ +oo 

y 

- de donde A,& = AR>. Aj 'ó & e X 

lim A,& = l im AR,A& = A& 
A -+ +co A ---+ +co 

a 

1.10-6 Lema (Acotamiento). Si 8 y C son operadores lineales acotados 

en X tales que BC = CB , llet8 11 :s 1 y lletCll :s 1 para toda t "' O , 

entonces 

'i & e X , t >: O. 
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Prueba: El 'resultado es consecuencia de la siguiente identidad 

etB& - etC& = s:~[esBe(t-s)C]e ds por (c) del lema 1.8-8 

por tener BC CB 

y de aqui tenemos que 

. !/e tB& - e tC&li 

s f llesBIJ /le(t-s)Cll IJCB - Cl&IJ ds 
o 

s f ¡¡ca - cJ&I/' d.s 
o 

'V t ;,: o 

t/I ca - c1e11 

es decir lleta& - etc&/I "' tliCB - Cl&/I Cl 

Estamos listos para probar el teorema de Hille-Yosida en su 

versión original. 

1.10-8 Teorema (Hille-Yosida). Un operador lineal A en X es el 

generador de un semigrupo de contracciones fuertemente continuo el"} X 

si y solo si: 

(a) V(A) es deñso en X, 

(b) A es disipativo, 

(e) ~(A - Al = X para alguna A > O. 

Prueba: La necesidad de las condiciones (a), (b) y (c) es 

consecuencia del corolario 1.8-10, que nos da que V(A) es denso en X y 

que A es cerrado, y del teorema 1.10-1, que nos da que (0,+~) e p(AJ y 
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para A e (O,+m) :R(A --Ai K'.ademois en. fa_priJeba de ·este teorema 

obtenemos 

de donde si e¡ = (A - AJA& con & e :V(A.). -

por lo que A es disipativo. 

Probemos la suficiencia. P - (bl, (cl y el lema 1. 10-3 A es cerrado 

por ser :R(A - Al = K cerrado y p(Al n (O,+ml es no vacío pues tenemos 

que A - A es inyectivo por ser A disipativo. También tenemos que el 

rango de A - A es K pero falta ver que (A - Al-1 es acotado: 

Por tener A disipativo l\CA - Al&I\ " All&I\ , sea w = (A - Al& asi 

(A - AJ-1w de donde il•A - Al-1wl\ s A- 1 1\wl\ así 

llCA - Al-1 1\ = sup llCA - Al-1wl\ s sup A- 1 llwl\ A- 1 

llwll=l llwll=l 

por lo tanto (A ~ Al- 1 es acotado. 

Asi, por el lema 1.10-4 (0,+ml e p(Al. Usando la ~otación del 

lema 1. 10-5 definimos para cada A > O el semigrupo de contracciones 

fuertemente continuo {Tx(tl} en K por TX(tl = etAx Por los lemas 

1.10-5 (bl y 1.10-6 tenemos 

V & E )( , t " O , A,µ > O. 

Luego por e_l lema 1.10-5 (cl lim Tx(tl& existe para toda a: O, 
A ~ +c:o 

uniformemente en intervalos acotados, para toda E :D(A) y por lo 

tanto para todo e E VTAT = )(. Denotemos por T(tl& al limite, entonces 

usando la identidad 

T(s+tl& - T(sJT(tl& = [T(s+tl - Tx(s+tl]e + T,Csl[Tx(tJ - T(t)J 
+ [Tx(sl - TCsl]TCtl& 

concluimos que { T( t J} es un semigrupo de contracciones fuertemente 
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continuo en X.' Falta proba_r que A es el generador de {n_u}:. 
Por el teorema 1.8-9 (c) tenemos 

t 

(1.22) T>.Ctl& - & = f T>.(s)A>.& ds V & e X , t >:O, ;\,>O. 
o 

Para cada & e :D(A) y t >: O la identidad 

T>.CsJA>.& - TCslA& = T>.Csl(A>.& - A&)+ [T>.Csl - TCsJJAe 

junto con el lema 1.10-5 (c) implica que T>. (s)A>.& tiende a T(sJA& 

cuando ;\, tiende a +ro uniformemente en (O, t). Por lo tanto (1.22) nos 
t 

da T(tJ& & .= f T(sJA& ds para todo & e V(A) y t >: O. De aquí 
o 

encontramos que el generador 8 de {T(t)} es una extensión de A. Pero 

para cada ;\, > O ;\, - 8 es inyectiva por la necesidad de (b) y ~(;\, - A) 

es igual a X ya que;\, e p(A). Concluimos que 8 =A. e 

1.10-9 Lenia. Sea A un operador lineal disipativo en X. Supongamos que 

u : [O,+ro) -----> X es continua, u(t) e :D(A) para toda t > O, Au es 

continua en (0,+ro) y 
t 

u(t) = u(c) + f Au(s) ds 
e 

para toda e e (O, t). Entonces /luCtl/I :s lluCOJ/I para toda t e (0,+ro). 

Prueba: Sea O < e = t < t < •.• < t = t entonces 
o. 1 n 

/lu(tJ/I = /luCcJ/I +1 (JiuCt 1 >11 - UuCt 1_,Jll) 

= llui"clll +
1
t;(/luCt 1 Jll - /luCt 1 J 

+
1
t (11uct

1 
J - Ct 1-t1-1 JAuCt 1 lll 

Por la disipatividad de A tenemos 

- (t -t )Au(t l 11) 
1 1-1 1 

lluCt
1

J - (t
1
-tl-IJAu(t

1
Jll = Ct 1 -t1-1Jlltu~: 1 ) - Au(t

1
Jil" lluCt

1
lll 

1 1-1 

de donde 

/lu(tl/I :s l/uCcll/ 
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usando 

s /luCcl/I + 

- /luCt
1

J -

usando llall - llbll :s lla - bll tenemos 

:s /luCcl/I + J
1

(/luCt
1

J - Ct
1
-t

1
_

1
JAuCt

1
J c. uCt

1
J·+ f:1 

AuCsl ds/I) 

1-1 

:s /luCcl/I + JJJ: 1 
Au(s) ds - (t 1 ;-t 1 ~¡J.Au(t 1 lll 

:s jjuCcl/I + 111S::"
1

AuCsl ds - f: 1 
Au(t 1 J dsll 

1-1 1-1 

s ¡¡uCcl/I + 111(1 
(Au(s) - Au(t 1 J) dsll 

1-1 
n t 

:s 11.u(cl/I + 1 ~ 1L
1 

/IAu(s) - Au(t
1

l/I ds (1.23) 

1-1 

Como /IAu(s) - AuCt
1 

JI! es uniformemente continua en [e, t] tenemos 

que dado e' > O existe o > O tal que si max Ct
1
-t

1
_

1
J < o entonces 

f 1 /IAu(s) - Au(t
1 

lll ds 

1

s f 1 
e' ds 

t t 
1-1 1-1 

por lo que (1.23) es menor o igual que 

lluCcl/I + f f 1 
e' ds = /luCcl/I +e' (t-c) 

l = 1 t 
1-1 

podemos hacer e' tan pequeño como queramos asi /lu(tJll s /luCcl/I , pero 

esto para e arbitrariamente chico por lo tanto /lu(tl/I :s /luCOJ/I. a 

1.10-10 Lema. Sean {T(t)} y {S(t)} semigrupos de contracciones 
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fuertemente continuos en .X cor¡. genf!i-a~áres. A'y B .. respes~i~~"'.e!'te .. Si 

A = B entonces T(t) = S(t) para todo t~<= .. O.: 

Prueba: Por el teorema 1.8-9 (b) :tenem~s·q~·O:·P<3:.ra'f e :lJ(A) y 

q e :lJ(B), d~ T(t)f = AT(t)f y. a{.s(t)q:;O:.BS(tlq .. r.e;;pectlvamente para 

<: O. Integrando tenemos 
t . 

J AT(slf ds = TCtlf :: T(clf 
t. e - ·_; 

JcBS(sJq ds = S(t]<f' ... S(cJcr V e > o y 

de aquí que, como A = B, r: ( ATCs lf - AS(s ie) ds TCtl& .:::súie + SCclf'" TCclf V e > O 

o equivalentemente 

J\(TCsl - scsi)e ds = (rctJ - scti)e - (TCél - scci)e 
e • 

V e > O 

entonces por el lema 1.10-9 tenemos que 

lllT(t) - SCtllfli "'lilTCOJ - S(Ollfli O. 

por lo tanto T(t) = S(t) para todo t <=O. o 

El teorema de Hllle-Yosida y este último lema nos dan el 

siguiente resultado. 

1. 10-11 Teorema (Apro:<imación). Sea {T( t J} un semigrupo fuertemente 

continuo de contracciones en X con generador A y sea A; la 

aproximac1on de Yosida de A. Entonces 
tA 

lle ;e - T(tlfll "' tllA;f - Afll 

y por lo tanto, para cada C e X, 

V f e :lJ(AJ , t <= O , :\ > O 
tA; 

lim e f = T(tlf para todo t <= O, 
;\ ---. . ., 

uniformemente en intervalos acotados. 
tA; 

Prueba: Definamos T;(t) e 

Hille-Yosida nos da que 
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pasando al límite cuando µ ~ +m tenemos que 

'I e e DCA) 

uniformemente en intervalos acotados para t. Pero {T' (t)} y {T(t)} son 

semigrupos de contracciones fuertemente continuos con el mismo 

generador, por lo que T' (t) = T(t) para todo t ~ O como consecuencia 

del lema 1.10-10, asi 

'I & e DCA) , t ~ O , ;\. > O 

por lo que, como DCA) = X, para cada & e X 
tA;1 

lim e e T(tJ& para 

cada t ~ O, uniformemente en intervalos acotados para t. a 

1.10-12 Corolario. Sea {T( t)} un semi grupo de contracciones 

fuertemente continuo en X con generador A. Para M e X, sea 

'\ = { ;1. > O : ;\.(;\ - AJ-
1 

: M ~ M } 

Ya sea que se tenga que 

(a) M es un subconjunto convexo cerrado de X y que '\ no esta 

acotado, 

o que se tenga que 

(b) M es un subespacio cerrado de X y que AH es no vacío, 

entonces T(t) : M ~ M para toda t ~O. 

Prueba: Sean;\.,µ> O tales que ¡1 - ~I < l. Sabemos que 

llC;I. - AJ-1
11 :s ?t-1 y que si l?t - µ¡ < llC?t - Al-1lr1 entonces, por el 

teorema 1.9-6, tendríamos que 

eµ - AJ-1 =J
0

c;1. - µ>"(c;1. - Ai-1)"+1 
de donde como ¡1 - ~I < 1 es equivalente a ¡;1. - µ¡ < ;\. 

tenemos efectivamente que 

(µ - A)-1 Jº (;\. -µi"(c;1. - A)-tr·t 
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o lo que es lo mismo 

µ(µ - Al-1 J/(~ _;.·µ2:(~~ -/\)-1)"•1 

o equivalentemente 

µ(µ - Al-1 

o que '~·;-"~::::'~~~ -- _: ~-\~ ·::.:_~-- ~ 

(1. 24) µ(µ - Al-
1 =J

0 
~'1 ~ ~lºk~'.7-?l.:-nr~ 

De aquí que, si M es un subconjunto convexo ·cerrado de. X entonces 

A e AH implica que (0,A] e AH. Veamoslo: 

Tenemos [ ~(1 - ~lº , con O<µ< A que equivale a O < ~ < l. 
n=O 

~ a" Sabemos que si O < a < 1 entonces l 
n=O 

1 
¡::¡; sea r = ~ asl 

[ r(l - rl" = r [ (1 - rl" _ ~ + r 

Como (A(A -

que (l. 24) 

A~~~r•l : M ---> ~=;ara toda n e IN y toda A > O, 

es una suma convexa en un convexo cerrado, con 

probamos nuestra afirmación. 

tenemos 

lo que 

Ahora, bajo las condiciones de (a) como M es convexo y cerrado y 

no esta acotado la discusión anterior nos da que AH= (O,+oo). 

Bajo las condiciones de (bl, con A < µ < 2A también tenemos que 

11 - ~I < 1 por lo que (l.24l es válido y 

Jo ~(1 - ~i"(A(A - Al-Ir•!: M ---> M 

pues Mes un subespacio cerrado, asi (0,2Al e AH de donde AH= (O,+ool. 

Entonces bajo (al o (bl tenemos que AH= (O,+ool. Finalmente por (1.19l 

tenemos que 

etA~ = 9 -tA9 tA[A(A-Al-
1

] = 9 -tA [ (~~l"(A(A _ Al-1)" 

n=O 
'Vt>=O,A>O 

y la conclusión es consecuencia del teorema 1.10-11 pues 
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por lo tanto 

de donde T( t l& = lim 
A~ +co 

T(t) : M ~ M. a 

En muchas aplicaciones, .del teorema de 

Hille-Yosida es más útil. Para enunciarla damos dos definiciones y un 

lema. 

1.10-13 Definición (Operador cerrable). Decimos que un operador lineal 

A en X es cerrable si tiene una e~tensión lineal cerrada. a 

1 .. 10-14 Definición (La cerradura de un operador). Si A es un operador 

lineal en X cerra ble, entonces la cerradura A de A es la mínima 

extensión lineal cerrada de A; más e.specificamente, el operador lineal 

cerrado A es el operador cuya gráfica es la cerradura (en X x Xl de la 

gráfica de A. a 

1.10-15 Lema. Sea A un operador lineal disipativo en X con V(A) denso 

en X. Entonces A es cerrable y ~(A - Al = ~(A - A) para toda A > O. 

Prueba: Para la primera afirmación, basta mostrar que si C&nl e 

DCA), &n ~ O y A&n ~ q. e X, entonces q. = O. 

Sea (q.m) e V(A) tal que q.m ~ q. esto lo puedo hacer pues :D(A) 

es denso en X. Por la disipatividad de A tenemos que 

11 (A - A)q. - Aq.11 = lim 11 (A - A)q.m - AA&J 
m n--?Q) 

= lim 11 (A - A)q.m + A\ - AA&nll 
n --> ., 
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= lim. Uc;..,- ~}/lm +.;..e;.. - ~HJ 
",'n.,~--m 

;,, lim liqm + ;>.&nll = ;>.llqmll 
.-n ~ m 

Dividiendo por ;>. y haciendo ;>. ------> +m, _enemas que 

lim luc;.. - Alq - ;\<¡11 "" ll11mll 
·;\ ~ '+co 

;\ m 

pero lim !11 (;\ - Alq - ;>.qll 11 lim (;\ - Al 
- '111 ;>. m ---x--'1m ;>. -> +m ;>. -> +O> 

y como ll(;\ - Al 
---x--'1m - '1 11 = !llAq 11 m ;\ m 

tenemos ll'lm - '111 <: ll11mll 

Haciendo m ----. "'· tenemos que 111111 = O de donde q = O. 

Sea;\> O. La inclusión R(;>. - Al ~ R(;\ - Al es obvia. Para probar 

la igualdad basta probar que R(;>. - Al es cerrado, pues R(;\-Al e :R(;\-Al 

por ser A una extensión de A. Pero R(;\ - Al es cerrado si y solo si A 

· es cerrado por el lema 1. 10-3. e 

1.10-16 Teorema (Hille-Yosida, versión operador cerrable). Un operador 

A en X es cerrable y su cerradura A es el generador de un semigrupo de 

contracciones fuertemente continuo en X si y solo si: 

(a) D(Al es denso en X, 

(b) A es disipativo, 

(e) :R(;\ - Al es denso en X para algún ;\ > O. 

Prueba: Por el lema 1.10-15 A satisface Cal, (bl y Ccl si y 

solo si A es cerrable y A satisface las condiciones del teorema de 

Hille-Yosida en su versión original. e 

Para terminar esta sección damos un resultado concerniente a las 

ecuaciones diferenciales operacionales. 
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1.10-17 Teorema (Ecuaciones diferenciales operacionales). Sea .A un 

operador A : 7l(A) ~X en un espacia de Banach X , & : [0,+m) ~X 

una función continuamente diferenciable y x
0 

e 7l(A). Si A es el 

generador de un semigrupa de aperadores fuertemente continua {T( t)} 

entonces existe una única solución a la ecuación diferencial 

operacional 

. CIT + Ax(tl = &Ctl ¡ dx 

x(O) = X 
o 

que es continua del [O,+m} a V(A) Y. diferenciable del (O,+m) a .X. La 

solución esta dada par 
t 

x(t) = T(t)x
0 

+ J T(t-,sl&Csl ds. 
o 

e 

1.11 ELEMENTOS DE LA TEORIA GENERAL DE MEDIDAS VECTORIALES 

Nuestro trabajo utiliza la "integral" en espacios de Banach. 5 Las 

ideas que hay en esta. sección son una extensión natural de aquellas 

que .se desarrollan en los cursos de cálculo y análisis cuando se 

estudia la integral de Riemann. Es tiempo entonces de que demos 

algunas definiciones y resultados de la teoría general de medidas 

vectoriales. Con esto terminamos el capitulo . 

. 1.11-1 Definición (Algebra, espacio de medida). Sea Q un conjunto. 

Decimos que una pareja ordenada (Q,A) es un álgebra booleana o 

5 
De hecho la secclón anterior ya hemos trabajado ella para 

desarrollar nuestro trabajo referente los semlgrupos de 

contracclones fuertemente continuos. 
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simplemente un . álgebra si A es una: f~~l lia __ :de · sÍJb'c:onju~'tos de Q tal 

que 

(a) Q e A , 

(b) aº e A siempre que a e A, donde X E Q X t! a} Y 

(c) a u be A para cualesquiera a,b e A . 

Si además para toda familia (anlne!N e ,¡ tenemos que .U ªn e A entonces 
ne!N 

decimos que (Q,AJ es una u-álgebra. 

Sea (íl,AJ una u-álgebra. Decimos que una tercia ordenada (íl,A,µJ 

es un espacio de medida si µ es una función no negativa u-aditiva 

definida sobre A, esto es 

(d) µ(a) ~ O para toda a e A y 

(e) µ( u ªn) = r µ(an) para toda 
J =1 J=I · 

sucesión (a ) e A disjunta. 
n 

Si además Q puede expresarse como la unión contable de subco.njuntos 

ªn e A tales que µCan) < +., para toda n, decimos que (Q,A,µ) es un 

espacio de medida finito. o 

t.11-2 Oef'inición (Hedida vectorial). Sea (Q,A) un álgebra. Decimos 

que ·una función F de A en un espacio de Banach X es una medida 

vectorial finito aditiva o simplemente una medida vectorial si siempre 

que a
1
,a

2 
e~ sean ajenos entonces 

F(a
1 

u a
2

) = F(a
1

) + F(a
2

) 

Si además FL~1 a 0) =n~1 F(an) en la topología de la norma en X 

para toda sucesión (a
0

) de miembros disjuntos dos a dos de A tal que 

U ªn e A entonces decimos que F es una medida vector iai 
n=l 

numerablemente aditiva, o simplemente contablemente aditiva. o 

t.11-3 Def'inición (Variación, semivar.fación). Sea F : A ---+ X una 
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medida vectorial: La variación de F es la función extendida, no 

negativa var(Fl cuyo valor en un conjunto a e A esta dado por 

var(F)(a) = sup [ "F(b)" 
rr ben 

donde el supremo esta tomado sobre todas las particiones rr de a en un 

número finito de subconjuntos ajenos dos a dos de A. Si var(F)(Q) < +oo 

entonces diremos que F es una medida de variación acotada. La 

semivariación de F es la función extendida no negativa semivar(F) cuyo 

valor en un co~junto a e A esta dado por 

semivar(Fl(a) = sup { var(xFJ(a) : x e X' , ttxtt ~ 1} 

con var(xFl la variación de la medida real valuada xF. Si 

semivar(F) (Q) < +oo entonces diremos que F es una medida de 

semivariación acotada. o 

Observaciones: 

(1) var(Fl es una función monótona finito aditiva en A. 

(2) semivar(FJ es una función monótona subaditiva en A. 

(3) Para todo a e A semivar(F)(a) ~ var(F)(a). 

Veamos las definiciones y propiedades básicas de las integrales de 

funciones vector valuadas con respecto a medidas escalares e 

integrales de funciones escalar valuadas con respecto a medidas 

vectoriales, La base para este material es un espacio de medida finita 

(Q,A,µ) y un espacfo de Banach X. 

1.11-4 Definición (Función simple, µ-medible). Decimos que una función 

& : Q ~X es simple si existen x
1

, •.• ,x
0 

e X y a
1

, ••• ,a
0 

e A tales 

que & = t x
1
xa , donde X (w) = 1 si w e a y X (w) = O en otro caso. 

1=1 l ª1 l ª1 

Decimos que una función & : Q ~ X es µ-medible si existe una 
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sucesión de .funciones simples ce i 
n 

tal que ·11m 
n-~ 

/le (X) - etxJll 
ex> - n 

= o 

µ-casi dondequiera6
• Decimos que una función Q ----> X es 

débilmente µ-medible si para cada X e X' la función numérica xe es 

µ-medible. Más generalmente si r e X' y x(. es medible para cada x e r 

entonces decimos que (. es r-medible. D 

1.11-5 Teorema (de medibilidad de Pettis). Una función(. Q----> X es 

µ-medible si y solo si 

(a) & es µ-escencialmente separable valuada, i. e. existe a e A 

con µ(aJ = o tal que eco ' a) es separable (en norma). 

(b) e es débilmente µ-medible. D 

1.11-6 Corolario. Una función(.: Q----> X es µ-medible si y solo si 

es .el µ-casi dondequiera límite uniforme de una sucesión de funciones 

contable ~aluadas µ-medibles. o 

1.11-7 Corolario. Una función(.: Q----> X µ-escencialmente separable 

valuada es µ-medible si existe un conjunto normal 
7 r e X' tal que la 

función numérica X(. es µ-medible para cada X e r. e 

1.11-8 Definición (Integral de Bochner). Una función(.: Q----> X 

µ-medible es Bochner integrable si existe una sucesión de funciones 

simples cen> tal que 

6 
Recordemos que una propiedad p(x) cumple 

conjunto 

E = {x e 

7 
Recordemos 

Q 

todo X E X. 

donde 

: -,p(x) es 

que r e X' 

ctunpl e t lene medida 

verdadera} entonces µ(El 

es normal si llxll sup 
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o. 

{ ~ llx' 11 
x' e r } para 



Eri este caso I e dµ esta definida para cada a E .A por 
a 

redµ= llmf en dµ 
a n a 

con ·J e dµ = f X µ ( ana ) 
a n l=l 1 l 

donde e = r X X • 
n l l a 

1=1 1 

D 

1.11-9 Teorema (Bochner integrabilidad). Una función 

Bochner integrable si y solo sl J 11&11 dµ < +m. o 
íl 

íl ~X es 

1.11-10 Teorema (de convergencia dominada). Sea (íl,A,µl un espacio de 

medida finito y cenl una sucesión de funciones X-valuadas Bochner 

integrables en íl. Si llm & = & en µ-medida
8 y si existe una función 

n n 

real valuada Lebesgue integrable q en íl con l!enl! :5 q µ-casi 

dondequiera, entonces & es Bochner integrable y 

lim J en dµ 
n a 

Je dµ 
a 

11 a e A 

De hecho llm J lll - &ni! dµ = 0. D 

n íl 

Damos a continuación más hechos elementales acerca de esta integral. 

L 11-11 Teorema (Integral de Bochner l. Sl l es µ-Bochner integrable 

entonces. 

8 

(a) lim J e dµ = o 
µ(al ~ O a 

Cbl l!Jae dµI! "'Jalllll dµ 11 a e A 

(e) Si (an) es una suces1on disjunta dos a dos de elementos de A 

y a = ü ªn entonces J e dµ = [ J e dµ donde la suma de la 
n= 1 a n= 1 a 

derecha es absolutamente convergente. 

(d) Si F(a) = J l dµ entonces F es de variación acotada y 
a 

Es decir, lim 
n 
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var(F) (a) = f /l&JJ dµ 
a 

\1 a E A. a 

1.11-12 Corolario. Si f. y q son Bochner integrables y I e dµ 
a 

para todo a E A entonces e = q µ-casi dondequiera. a 

f q dµ 
a 

1.11-13 Teorema (Hille). Sea T un operador lineal cerrado definido en 

X con valores en Y, un espacio de Banach. Si & y Tf. son Bochner 

integrables con respecto a µ, entonces 

Tf e dµ = J Te dµ 
a a 

\1 a e A a 

1.11-14 Corolario. Sean e y q µ-medibles. Si para cada X E X'. xe xq . 

µ-casl dondequiera entonces e = q µ-casi dondequiera. a 

1.11-15 Corolario. Sea f. Bochner integrable con respecto aµ. Entonces 

para cada a E A con µ(a) > O tenemos 

1 5 -µca¡ e dµ E Co(f.(a)). 
a 

a 

1.11-16 Teorema(Integral de Bochner y medida de Lebesgue). Sea & 

Bochner integrable en [O, 1] con respecto a la medida de Lebesgue. 

Entonces para casi todas e [O,!] tenemos 

hl: 
0 

~ (h/l&Ctl - f.lsl/I dt o 

por lo que para casi t~da se [O,!] tenemos 
s+h 

lim ~ f &Ct) dt = f.(s) a 
h ~o s 

Veamos ahora los espacios Lebesgue-Bochner. Si 1 "' p < +ro el 

símbolo ~ (Q,A,µ,X) 
p 

= ~ (µ,X) 
p 

representa a (las clases de 

equivalencia) las funciones µ-Bochner integrables : n ~ X táles 

que /l&JIP = (f 11/1&/I~ dµ)P-\ +ro. 

Este conjunto, normado por la funcional /l · IJP, es un espacio de 

Banach (la prueba es como en el caso real). 

El símbolo ~rocn,A,µ,X) ( = ~ro(µ,X) ) se usa para (las clases de 
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equivalencia) las funciones escencialmente acotadas µ-Bochner 

integrables ¡¡ - X , normado con la funcional 11·11., definida para 

l e 2.,(µ,Xl por llell., = sup ess lllllx , 2(µ,Xl resulta ser un espacio de 

Banach. 

El símbolo 2P (µ) ( 1 :s p :s .,¡ siempre significará 2P (µ, Xl para X 

igual a un campo de escalares (i.e. X= Ro Y = C). 

Uno de los aspectos más interesantes de la teoría de la integral 

de Bochner se centra en la siguiente pregunta: 

¿Cuándo una medida vectorial toma la forma de una integral 

indefinida de Bochner?. Examinemos la cuestión brevemente: 

Si (tl, A,µ) es un espacio de medida finito y F : A. - X es una 

medida vectorial de la forma 

na i • I e dµ 
a 

para alguna Bochner integrable, entonces el teorema 1.11-11 

garantiza que F es contable aditiva, µ-continua y de variación 

acotada. Inversamente, si F : A - X es cualquier medida contable 

aditiva µ-continua de variación acotada con un rango de dimensión 

finita, entonces el teorema clásico de Radon-Nikodym produce una 

función Bochner integrable para la cual F(a) = I e dµ. Para la 
a 

integral general de Bochner esto no es necesariamente cierto. 

La falla del teorema de Radon-Nikodym para la integral de Bochner 

no debe de interpretarse como un aspecto negativo de la integral de 

Bochner. De hecho, la falla de un teorema general de Radon-Nikodym 

para la integral de Bochner en casos especiales tiene poderosas 

repercusiones en teoría de operadores, la geometría de los espacios de 

Banach, la teoría dual para espacios de Banach, teoría de probabilidad 
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vector-valuada y en la teoría de integración en si misma. 

Si Cn,A,µ) es un espacio de medida finito, entonces dos teoremas 

básicos de la teoría de medida, el teorema de representación de Riesz 

y el teorema de Radon-Nlkodym, garantizan que X
1

' (µ) = X
00

(µJ Y que si 

;>. es una medida escalar valuada finita µ-continua en il, entonces 

existe e E x1 (µ) tal que A(a) = I e dµ para todo a E il. Cada uno de 
a 

estos teoremas se puede derivar el uno del otro y no es de 

sorprenderse que sus extensiones vector valuadas esten relacionadas en 

sus aspectos más íntimos. 

1.11-17 Metateorema. Las siguientes teoremas son equivalentes. 

Teorema (de representación de Riesz). Si X es un espacio de 

Banach y T : X
1 

(µ) ____.. X es un operador 1 ineal continuo entonces 

existe e¡ E X (µ, Xl tal que re I fe¡ dµ para toda e E X (µ). 
00 íl 1 

Teorema (Radon-Nikodym). Si G : il -----> X es una medida vectorial 

µ-continua de variación acotada, entonces existe una función Bochner 

integrable e¡ e X
1

(µ,X) tal que G(a) = J q dµ para todo a e A. e 
a 

1.11-18 Definición (Propiedad de Radon-Nikodym). Un espacio de Banach 

X tiene la propiedad de Radon-Nikodym con respecto a Cn,A,µ) si para 

cada medida vectorial µ-continua G : A -----> X de variación acotada 

existe e¡ e X
1 

(µ,X) tal que G(a) = J q dµ para todo a e >l. 
a 

Un espacio de Banach tiene la propiedad de Radon-Nikodym si X 

tiene la propiedad de Radon-Nikodym con respecto a todo espacio de 

medida finito. e 

Damos finalmente dos teoremas fundamentales de la teoría de los 

espacios de Banach. No siempre se reconoce que ambos son simples 
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consecuencias de las propiedades de la integral de Bochner. 

1.11-19 Teorema (Krein-Smulian). La cerradura de la envolvente convexa 

de un subconjunto débl lmente compacto de un espacio de Banach es 

débilmente compacta. a 

1.11-20 Teorema (Mazur). La cerradura de la envolvente convexa de un 

subconjunto compacto en la norma de un espacio de Banach es compacta 

en la norma. a 
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CAPITULO 2 

EL TEOREMA DE WtDDER Y SU GENERALIZACION 

Este capitulo lo dedicamos al teorema de llidder. La versión 

clásica de este teorema data de 1934 y fue vlsta por este matemático 

en su libro An introduction to transform theory [12] y en su articulo 

The inversion of the Laplace integral and the related moment problem 

[13]. En estas obras el autor caracteriza aquellas funciones reales 

que son transformadas de Laplace de funciones acotadas. Después damos 

una versión vector-valuada en espacios arbitrarios de Banach de 11. 

Arendt que generaliza estos resultados. Finalmente, caracterizamos los 

espacios en los cuales la representación vector-valuada coincide con 

la representación de la versión real. 

2.1 EL TEOREMA DE WIDDER. YERSION ORIGINAL 

¿Porqué es importante el teorema que nos ocupa en esta sección? 

Se trata aquí de un problema de representación de una función mediante 

una integral. Más precisamente queremos caracterizar a las funciones 

del espacio C
00

((0,+m),R) que sean la transformada de Laplace de alguna 

función del espacio .f
00

( (0,+m),Rl. Este conocimiento es útil para la 

inversión de la transformada de Laplace, herramienta que se utiliza en 

la teoría de ecuaciones diferenciales. 

Primero mencionamos los resultados necesarios para seguir la 

prueba del teorema de llidder y proseguimos con la demostración. 

2.1-1 Definición. Una función t es completamente mono.tónica en (a, +ml 
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si y solo si 

(2.1) e e c"'ca,+0>) 

c2.2> c-1>ke<k> Cxl "'o l/x>a ,···k=0,1,2; ... 

Si además lim .&Cxl < +., entonces & es completamente monotónlca en 

X """' a 

[a,+.,). a 

2.1-2 Teorema (Bernstein). Sea e una funclón. e es completamente 

monotónica en [a,+.,) si y solo si ecx> I"' -xt dcx( tl 1/ X > a = e 
o 

con a. no decrec_iente y e cumple (2.2) en [O, +m) a 

2.1-3 Corolario. Sea & una función. & es completamente monotónica en 

(a,+m) si y solo si 

f
., -xt 

&Cxl = e dcx(t) 1/ X> a 
o 

con a. no decreciente en [0,+m) e 

2.1-4 Teorema(Widder). Sea re c"'((O,+ml,IR). Existe & e .f.,((0,+m),IR) 

tal que. 

(2.3) r C>..J V A > O 

si y solo si 

(2.4) sup { i>-º•1r<nl(A)/n! 1 : A> O, n = 0,1,2, ... } < +., 

Prueba: Observcse primero que las condiciones (2.3) y (2.4) son 

equivalentes a las condiciones 

(2.5) I
.,. ->.t 

r(>.) = e &Ct) dt 
o 

lfCtl 1 :s M para alguna M 

(2.6) lr<kl(>.ll :s Mk! 
~ 

para alguna M, O< A<+.,, k = 0,1,2, ... 

respectivamente. 

Supongamos que se cumple la representación (2.5) derivando r(A) 

con respecto a >. se tiene 
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r' ¡;1._i = d~ r e-ueCtl dt = r d~ e-u&Ctl dt 
o o 

por lo que para k 0,1,2, ... se tiene 
., 

r!kl (;\.) J (-l)ktke-;\.t dt 
o 

esto implica que 

lr(kl (11) 1 s J"' tke-;\.tl&Ctl 1 dt s J"' tke-;\.tM dt 
o o 

Obtenemos así (2.6). 

Mk! 

7+1 

Inversamente, de la condición (2.6) se tiene que 

Esto es 

-~ s (-l)krlkl(ll) s ~ \1 11 >O 
· Ak+t Ak+t 

equivalente a decir que las funciones Ji_ - r(x) y 
X 

\1 11 > o 

r(x) + M 
X 

son completamente monotónicas en (0,+0>), pues ambas funciones son 

infinitamente diferenciables en (0,+m) por lo que se cumple la 

condición (2.1). Veamos que cumplen la condición (2.2). 
' . 

( + -r(x) ) = 

( 
Mx ) tkl 

- r(x) 

por lo tanto 

(-llk( (-l)k M k! -(k+ll 
X 

Si k es impar 

- M x-2 
- r(x) , de donde 

r(kl (xl ) 

M k! x-lk•ll+ rlkl (xl i!: O o equivalentemente - M k! x-<k•lls rtkl'(x) 

que es cierto por h~pótesis. 

Si k es par 

M k! 
-(k+ll 

X r!kl (x) i!: O o equivalentemente 

que también se cumple por hipótesis. 

rlkl (x) s M k! -(k+l) 
X 

M Esto nos dice que -X- - r(x) satisface (2.2). Análogamente para 

r(x) + + , por lo tanto + -r(xl y r(x) + + son completamente 

monotónicas en (O,+m) . El regreso de la equivalencia es inmediato de 
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las observaciones anteriores. 

Por el corolario 2.1-3, existen funciones~ y r no decrecientes tales 

que 

M 
X J

., -xt 
- r(xl = e d~(t) 

M 
X 

+ r(x) V X > O 
o 

Por el teorema de unicidad tenemos 

(2.7) 

r(x) = J"' e-xtda(t) 
o 

y salvo una constante a(tl = M t - ~(t) = rCtl - M 

donde -B-- se tomó como la transformada de Laplace-Stieltjes de Mt. 

La ecuación (2.7) prueba que a(t) debe de ser de variación acotada y 

por lo tanto tiene una derivada ec t) casi dondequiera; ésta misma 

ecuación nos da que para todo ó > -t 

(2.B) 

pues 
a(t+ó) - cx(t) 

ó 

cx(t+ól - cx(t) 
ó 

-M :s a(t+ó) - a(t) :s M 
ó 

Mt + Mó - ~(t+ól - Mt + ~(t) 
ó 

M + ~(t) - ~(t+ó) :s M 
ó 

r(t+ó) - Mt - Mó - r(t) +Mt 
ó 

-M + rCt+ól ~ rCtl ~ -M 

De (2.8) tenemos -Mó :s a(t+ól - cx(t) :s Mó que implica que «·es 

continua, por lo que podemos usar el teorema del límite de Lebesgue 

para mostrar que 

Tenemos que 

donde 

J
t 

_____, lim 
e)-+ o o 

cx(y+ó)ó- cx(y) dy = Jt &Cy) dy 

o 

Jt cx(y+c5) cx(y) 1 rl•ó -~--0,,.--~- dy = ;s a(y) dy ~1 Jó 
u cx(y) dy 

o t 

J
t 

lim 
ó ~o o 

a(y+ó) - cx(y) dy 
ó 
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por lo tanto a es absolutamente contlnua y a(t) + a(O) f f(y) dy 
o 

que implica además que a(O) = O y finalmente 

r(x) = f' e-xtda(t) = f' e-xt&Ctl dt a 
o o 

2.2 EL TEOREMA DE WIDDER. VERSION VECTOR-VALUADA 

Sea G un espacio de Banach. ¿Hay una generalización posible del 

teorema de Widder para funciones r : (0,+m) ---4 G? W. Arendt nos da 

la respuesta. En general se cumple una representación más debil que 

2.1-4 (2.3) pero en el caso en que G tenga la propiedad de 

Radon-Nykodym obtenemos la representación dada por Widder. 

2.2-1 Teorema (W. Arendt). Sea r : (0,+m) ---4 G una función. 

Sea M ~ O . las siguientes afirmaciones son equivalentes. 

(a) r es infinitamente diferenciable y 

sup { J1;1."•
1r 1

"
1

(;1.) / n!JI: ;\>O n = 0,1,2 ... -} :s M 

(b) Existe una función F : [0,+m) -----> G que satisface 

F(Ol = O y JIFCt+hl - F(tJJI :s Mh V ~ O h ~ O tal que 

(2.9) r(;\) = f00 

;\e-;\tF(t) dt 
o 

V ;\ > O 

Prueba: Supongamos (a). Sea x e G' el espacio dual de G, es 

decir G' = { x : G ----4 IR x es funcional lineal continua } . 

Si consideramos fx(;\J <r(;\),x> , la evaluación x(r(;\)J, tenemos que 

f : (O,+m) ---4 IR 
X 

lim 
h --+ o 

<r(;\+h),x> - <r(;\),x> 
h 

< lim r(;\+hlh- r(;\) ,x> 

h --+ o 

= <r'(;\).x> ya que x es lineal y continua 

Análogamente para k e ~ se puede probar que 
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Tenemos que 

1 ;..:;1 <k>¡;..¡¡ J ¡<;>.k;tr(~>(;..) / k! ,x>I 

pero j<;..k•lr(k) cú·i kl ;x~1 ':s 11~k•lr(k) (;>.) / k! ll11x11 

y por hipótesis 11;..k•trlkl (;>.) / k! 11 :s M para alguna M "' O , para toda 

;>. "' O , k e ~ , por lo tanto 

_;.. __ f(k) (;\) 
1 

k+l 1 
k! X 

V ;>. > O 

es decir 
l
fx(k) (;\) 1 :s ~ k! 

;..k•l 
V ;>. > O 

Por el teorema de Widder 2.1-4, existe f( ,x) e .f.,([O,+m),IR) tal que 

y 

f( • ,X) 

l/fC · ,xlll.,;,; M Jlxl/ 

<r(A),x> =J., e-;>.tf(t,xl dt V;>. >O 
o 

[0,+m) ---->IR , definase F( • ,x) 
l 

F(t,xl = J f(s,x) ds 
o 

[O, +m) ----> IR como 

Integrando por partes obtenemos 

]
., J., ;>.t - -e- f(t,x) dt 
o o 

O +J., e-Atf(t,xl dt = <r(;>.J,x> 
o 

de donde 

· J., -At <r(;>.),x> = ;\e F(t,x) dt 
o 

V ;>. > O 

Ahora bien 

J., ;>.e-;>.tf(t,ax+y) dt 
o 

<r(;>.) ,ax+y> 

a<r(;\),x> + <r(;\),y> 

a J., ;\e-Atf(t,x) dt 
o 
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así que 

como F( ,x) es continua, por ser derivable, por el teorema de 

unicidad para transformadas de Laplace tenemos que F(t,xl es lineal en 

x e G' es decir, F(t,ax+y) = aF(t,xl + F(t,y). Más aún 

1 1 

l+h t 

F(t+h,x) - F(t,x) = J f(s,x) ds - J f(s,x) 
o o 

1 J

t+h 1 t+h 
= t f(s,xl ds s Jt lfCs,xJI ds 

t+h [ ]t+h 
s It M"x" ds = M"x"s s=t= M"x"h 

de donde 

1 F(t+h,xJ - F(t,xJ 1 s M"x"h V h a O , t a O , x e G' 

Por lo tanto (como. F( · ,x) es continua y lineal en x) para toda t a O 

existe F(t) e G" tal que F(t,x) = <F(tJ,x> para toda x e G'. La 

afirmación (b) será probada si mostramos que F(t) e G ( hacemos la 

identificación de G con un subespacio cerrado de G" via evaluación J. 

Sea q : G" ~ G"/G el mapeo cociente entiendase G como rj>(G), 

donde rj> : G ~ G" tal que x ~ gx con gx(f) = f(x) , f e G' ). 

Como r(A) pertenece a G tenemos 

por lo tanto 

<r(A),x> J
00 

Ae-AtF(t,~) dt 
o 

Jm Ae-AtF(t,x) dt = Jm Ae-At<F(t),x> dt 
o o 

<r(A), · > 

= <J
00 

Ae-AtF(t) dt,x> 
o 

m 
< J Ae-AtF(t) dt , · > e G" 

o 

podemos aplicar q 
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. O = < q( r~A.)), • > = < ( A.e~Hq(F(t)) dt , • > V X e G 

esto implica que q(F(t)} =O o equivalentemente que F(tl e G (~(GJJ. 
Supongamos (b). Tenemos que r(A.) = J"' A.e-A.tF(t) dt. Sea x e G', 

o 

definimos F(t,x) = <F(tJ,x>, la evaluación. Fes lipschitz entonces es 

derivable c.d. y es igual a la integral de su derivada. 

F(t,x) J
t 

f(s,xl ds 
o 

V t >: o 

Sea <r(A.),x> = J"' 
o 

<A.e-A.tF(t),x> dt = J"' A.e-A.tF(t,xl 
o 

dt. Integrando por 

partes y usando F(O) = O tenemos que 

+J
., A.t 

<r(A.J,x> =O e- f(t,x)dt 
o 

de l!FCt+h) - F(tlll :s Mh tenemos que f(t,x) e .f
00

([0,+oo),IR) por lo 

tanto, por el teorema de Wl·ider 2.1-4 tenemos que 

{ 1 

A.n+l<r(A.),x> 1 
sup n! :A.>O,n=0,1,2, ... 

Finalmente, por el teorema del acotamiento uniforme 1.2-3, tenemos que 

Sup { 11
A.n+l<nr•(.A.J,x>11 : A.> O , n = 0,1,2,. .. e 

2.2-2 Corolario (W. Arendt). Sea a >: O y r : (a,+m) ~ X una función 

infinitamente diferenciable. Para M >: O , w e (-oo,a] las siguientes 

afirmaciones son equivalentes: 

( ) 
(n) 

(a) 11 (A.-w)n+l r n~ 11 :s M V A.> a , n = 0,1, ... 

(b) Existe una función F : [O,+m) ~X tal que F(OJ O y 

lim sup+ k llFCt+hl - F(tJll :s Mewt 
h ~o 

V t >: O 

tal que 

(2.10) r(A.) = J"' A.e-A.tF(t) dt 
o 

V A. > a 

Hás aún, r tiene una extensión analítica a { A. e a: 

esta dada por (2.10) si ReA. >O. e 
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2.3 EL TEOREMA DE WIDDER Y LA PROPIEDAD DE RADON-NIKODYM 

Nos interesa saber bajo que condiciones podemos obtener una 

representación como (2.3) en el caso real para la representación 

vector-valuada (2.9) del teorema de Widder. 

2.3-1 Definición (El teorema de Widder se cwnple). Sea G un espacio de 

Banach. Decimos que el teorema de Widder se cumple en G si toda 

función re c"'cco,+.,J,GJ tal que 

A> o n = 0,1,2,. ··} ~ +., 

puede ser representada en la forma 

r(A) r e-AtectJ dt V A > O 
o 

donde e e :e.,( [0,.+0>) ,G). D 

Aquí :e.,C!O,+oo),G) denota al espacio de Banach de todas las clases 

de funciones medibles &: [O, +0>) -) G tales que /l&/I., = supjj&CtJ /1 < +., 
l~O 

Queremos caracterizar aquellos espacios de Banach G en los cuales 

el teorema de Widder se cumple. Si G = ~ tenemos el teorema clásico de 

Widder. 

2.3-2 Teorema (de caracterización). Un espacio de Banach G tiene la 

propiedad de Radon-Nikodym si y solo si el teorema de Widder se cumple 

en G. 

Antes de probar este teorema necesitamos un lema y mencionamos 

una caracterización de la propiedad de Radon-Nikodym. 

2.3-3 Lema. Sea G un espacio de Banach, M >= O y & : [O, l] -) G una 

función tal que 

/l&Csl - &Ctl/I ~ Mjs - tj Vs,te[O,l] 

Si & es diferenclable casi dondequiera, entonces&' e L.,([O,l],G) y 
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t 

&Ctl = I r (s) ds 
o 

'lte[O,l) 

Prueba: Para esta prueba usaremos el teorema de Pettis 1.11-5. 

Sea & diferenciable casi dondequiera, entonces existe N e [0, 1) tal 

que µ(N) =O y&' existe paras e (0,1] 'N. Definamos&' (t) =O para 

t e N. Entonces &' es debilmente medible y 11&' 11"' M para toda s e [0, 1) 

pues de la propiedad ll&C s l - &C t l 11 :s M 1 s - t 1 tenemos que 

íl &Cs! = f Ctl íl :s M 

sea te (0,1] 'N entonces 

s 1~ ti\ &Csl - &Ctl 
s - t 11&' (t) 11 "' M 

sea t e N entonces 

ll&'Ctlll =O :s M 

y para ver que &' es debilmente medible sea x e G'. 

( 
&Cs+1/n) - &Csl ) i Sea rpn(s) = x l/n , as 

llrpnCsl - x&' Cslll = 11 x( &C.s+1/~~n- &Csl ) - x&' Csl 

Seas e [0,1) ~ N entonces 

&Cs+1/nl - CCsl 
1/n - &'(s)) 11 

/~..:}"'nis! - x&' Cslll =/:.:"' 11 x( &Cs+1/~~n- &Csl - &' Csl) 11 

11 xcl~ "'&Cs+1/~~n- &Csl - &' (sJ) 11 

llxce' (s) - &' (sllll =O 

por lo tanto lim 11'1' ( t l - x&' ( tl 11 = O µ-casi dondequiera por lo que 
n- n 

&' es debilmente µ-medible. Veamos por último que &' es separable 

valuada (µ-esencialmente separable valuada). Como es continua 

tenemos que &C[O,l)) es separable. Ahora bien Y= VC&ClO,l]lJ es un 

Banach separable. Podemos pensar. que & : [0,1]----? Y.&' existe c.d. 
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y &' [O, l] ~ Y (donde &' no exista la definimos como O). 

&' ([O,l]) es un subconjunto de un espacio métrico separable, por 

lo que&' ((0,1]) resulta separable. La segunda parte de la afirmación 

se prueba como en el caso real. a 

2.3-4 Teorema (caracterización de la propiedad de Radon-Nikodym). Un 

espacia de Banach G tiene la propiedad de Radan-Nikadym si y sola si 

toda función Lipschitz continua f: [0,1] ~Ges diferenciable casi 

dondequiera. a 

Probemos el teorema 2.3-2: 

Supongamos que G tiene la propiedad de Radon-Nikodym. 

Sea re c"'cco,+.,),GJ tal que 

;\>O n = 0,1,2,. ··} s +., 

Por el teorema 2.2-1 existe una función F [O,+.,) ~ G que 

satisface F(O) =O y llFCs) - F(tJll s Mjs - tj tal que 

(2.11) r(;\) = J"' ;\e-AtFCU dt V;\ > O 
o 

Por el teorema 2.3'-4 y el lema 2.3-3 la derivada f(s) = F' (s) •xiste 

casi dondequiera y & e ~.,([D,+.,J,GJ. Integrando por partes (2.11) 

obtenemos 

I"' 
r(;\) = 

o 
V ;\ > O 

Esto prueba una implicación. Supongamos ahora que el teorema de Widder 

se cumple en G. Probamos que G tiene la propiedad de Radon-Nikodym. 

Para ello usamos nuevamente la caracterización que da el teorema 

2.3-4. Sea F: [O,l] ~ G tal que llFCsJ - F(tJll s Mjs - tj para s,t 

en (0,1]. Tenemos que probar que Fes diferenciable casi dondequiera. 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que F(OJ 

contrario trabajamos con F - F(O). Extendemos F a F8 
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de tal forma que 

t e ·co,:11 

Definamos r e C
00

((0,+m),G) como 

(2.12) r(i\) = r i\e-i\tF*(t) dt \1 ~'> O 
o 

Entonces lli\n+tr<n>(i\) I n!ll :s M para i\ >O y n = 0,1,2, .... Como el 

teorema de Widder se cumple en G por suposición, tenemos que existe 

una función & e ~00 ([0,+m),G) tal que 

r(i\J = J00 

e-i\t&CtJ dt = J00 

i\e-i\t Jt &CsJds dt \1 i\ > O 
o o o 

Esto, junto con (2.12) y el teorema de unicidad para transformadas de 
t 

Laplace implican que F•(t) = I ecsJ ds para toda t ~ o. Se sigue por 
o 

1. 11-16 que F es diferenciable casi -·~ndequiera. a 
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CAPITULO 3 

TRANSFORMADA DE LAPLACE Y SEMIGRUPOS DE OPERADORES 

La clave para la relación que existe entre la definición clásica 

de la transformada de Laplace y los semigrupos de operadores nos la da 

el estudio de los semigrupos de operadores fuertemente continuos, más 

precisamente el teorema 1. 10-1. Podemos observar que la propiedad de 

semigrupo corresponde precisamente a la ecuación resolvente via la 

transformada de Laplace. En este capítulo exploramos esta relación. 

Además estudiamos condiciones más débiles para obtener lo que llamamos 

generadores de semigrupos n veces integrados y los caracterizamos. 

Finalmente preparamos el terreno para atacar el problema de Cauchy y 

exponemos resultados con ese fin. 

3.1 RESOL VENTES COMO TRANSFORMADAS DE LAPLACE 

3.1-1 Definición (Transformada de Laplace). Sea X un espacio de Banach 

y R (w,+oo) ~ B(X) 9 una función (donde w e IR). Decimos que R es 

una transformada de Laplace si existe una función fuertemente continua 

S : [0,+oo) -----'> B(X) que satisface llSCtJll :s Mewt para toda t "' O tal 

que R(A) = J"' e-AtS(t) dt V A > w 
o 

También decimos que R es la transformada de Laplace de S. o 

9 
Recordemos que 8 (X) el espacio de los operadores l lneales acotados 

de X en X, l.e. B(X) = { T : X ~ X : T es lineal acotado } 
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Para x e X y A > w denotamos por J00 

e-AtS(t)x dt la integral de 
o 

Bochner que coincide con la integral impropia de Riemann. 
m 

Por J e-AtS(t) dt e B(X) entendemos el operador que a x e X le 
o 

asocia J00 

e-AtS(tlx dt. 
o 

3.1-2 DeCinición (Seudoresolvente). Sea X un espacio vectorial 

topológico sobre C localmente convexo y B(X) el álgebra de los 

operadores lineales acotados de X en X. Un seudoresolvente JA es una 

función definida en un subconjunto V(J) de C con valores en BCX) tal 

que 

(3.1) 'V A,µ e V(J) 

La ecuación (3.1) se llama la ecuación resolvente. e 

En el· resto de esta sección X representa un espacio de Banach. 

3.1-3 Lema (Seudoresolvente). Sea T: [O,+m) -------? B(X) fuertemente 

continua tal que llTCtlll s Mewt para alguna M y w en IR y toda t " O. 

Sea R(A) = J00 

e-AtT(t) dt con A > w. Entonces {R(A)}A>w es un seudo-

º 
resolvente si y solo si 

T(s)T(t) = T(s+t) 'V s, t " o 

Prueba: Sean A,µ • w tales que A - µ < O. Tenemos que 

(R(A) - R(µ)) ·-1- = J00 

e<A-µltR(A) dt - J00

-
1- e<A-µ>te-AtT(t) dt· 

µ - A o oµ - A 

pues 

J00 

e<X-µ>tR(A) dt - J00

--
1- e<A-µlte-AtT(t) dt 

o oµ - A 
m 

= R(A) J e <X-µ>t dt -
o 

[ 
tA-µlt ] m 

R(A) X---
- µ t=O 

_ R(A) R(µ) 
-µ-A µ-A 
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pero 

f'º e<>.-µJtR(>.J 
o 

"' dt - J -· -1- e<>.-µJte-HT(t) dt 
oµ - ;\. 

"' "' = J e<>.-µJt J e->.sT(s)ds dt 
o o 

pues integrando por partes 

"' l 

J e (>.-µ) l J ->.s e T(s)ds dt 

"' l -J e<>.-µlt J e->.sT(s)ds dt 
o o 

o o e o.-µ) t t ->.s 
= [ ~ J

0
e T(s)ds ] 

"' Jm 1 e 1>.-µ>te->.tT(tJ dt 
- ;\. - µ 

t=O O 

pero 

J
"' __ l_ e<>.-µJte->.tT(tJ dt 
oµ - ;\. 

J"' e 1>.-µlt Jme->."T(s)ds 

o o 

Pcir otro lado 

dt 

R(µ)R(>.J = Jm e-µtT(t) dt J"' e->.sT(sJ ds 
o o 

= Jm e.-µt Jme->."T(sJT(t)ds dt 
o o 

de donde la afirmación se cumple por el teorema de unicidad para la 

transformada de Laplace. e 

3.1-4 Teorema. Un operador lineal A en X es el generador infinitesimal 

de un semigrupo fuertemente continuo10 si y solo si existe w e IR tal 

10
Recordemos que sl {T(t)}t~O C B(X) satisface las condlclones 

1) TtTs = Tt•s V t,s o: O 

2) T
0 

= IX 

3) lim IJrtx - Tt xlJ o V t
0 

;,: O , x e X 
o 
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que (w,+oo) e p(A) (el conjunto resolvente de A) y R : (w,+co) ~ BCXJ 

definida por R(;\) = (;:\ - A)-1 es una transformada de Laplace. En ese 

caso R es la transformada de Laplace del semlgrupo generado por A. 

Prueba: Supongamos que R{;\) = (;:\ - A)-1 para ;:\ > w es la 

transformada de Laplace de T : [0,+oo) ~ B(X). Tenemos que 

IJTCtlll :s Mewt y r e->.tT{t) dt = R{;\) = (;:\ - A)-1 

o 

de donde, por el teorema 1.9-8 (a) 11
, R(;\) cumple la ecuación 

resolvente (3.1). Entonces por el lema 3.1-3 tenemos que 

T(s+t) = T{s)T(t) \f S, t 2!: 0 

de donde T(O) = T(O+O) = T(OJT(O) = T2 (0), por lo que T(O) es una 

proyección12
• Así, si T(O)x = O entonces T(t)x = T(t)T(O)x = O para 

toda t >: O por. lo .que en ese caso 

J(O = J'° R(;\)x = e~•trCtlx dt o dt 
o o 

o \f ;:\ > w 

de donde (;:\ - A)-1x = R(;\)x = O implica que 

(;:\ - A)(;\ - A)- 1x = (;:\ - AJO 

o lo que es lo mismo que x = O. Sea entonces x e X, tenemos que 

T(O) [ T(O)x - x ] T2 (0)x - T(O)x 

T(O)x - T(O)x 

o 

pero por las observaciones anteriores esto implica que T(O)x = x, así 

tenemos que T(O) = IX. Veamos finalmente que lim IJTCtlx - T(OlxlJ = O 
X~ 0 

{T ( t)} t~o se 1 lama un semi grupo fuertemente continuo o de clase C
0 

11
Tenemos que pedir que X sea un cspaclo complejo. 

12
Recordemos que por del"lnlclón una transformación 1 lneal T 

en un espacio vectorial W es una proyección sl y solo sl T
2 = T. 
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pero esto es inmediato del siguiente hecho 

(3.2) JIT(t)x - T(OlxJI s JIT(t) - T(OJJlttxtt 

pues como T : [O,+m) ------'> B(X} es fuertemente continua, el término de 

la derecha en la ecuación (3.2) tiende a cero cuando t tiende a cero. 

Hemos probado así que {T(t)}t~o es un semigrupo de clase C
0

• Denotemos 

por 8 a su generador, entonces 

(;\. - B)-1 = J00 

e-HT(t} dt = (;\. - A)-1 

o 

por lo que A = B. Esto prueba una implicación. La otra implicación nos 

la da el teorema 1.10-1. o 

Observación: El teorema de Hille-Yosida, en su extensión dada por 

Feller, Miyadera y Phillips, afirma que un operador A densamente 

definido es un generador de un semigrupo de clase C
0 

si y solo si 

(w,+m) e p(A) para alguna w e R y 

JI(;\. - w)m+lR(;\.,A) (m) /m! 11 s M 

para toda;\.> w, m = 0,1, ... y alguna M ~O. Por lo que a la luz del 

teorema 3.1-4 el teorema de Hille-Yosida puede ser reformulado 

diciendo que el teorema de Widder se cumple para resolventes de 

operadores lineales densamente definidos. 

3.2 SEMIGRUPOS INTEGRADOS Y SUS GENERADORES 

Sea {T(t)}t~o un semigrupo de clase C
0 

con generador A : X------'> X 

con X un espacio de Banach. Entonces por el teorema del acotamiento de 

la norma 1.8-5 tenemos que existen constantes M,w e R tales que 

V t ~ O 

Para n e IN sea 
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(3.3) 
t - n-1 

s"Ctl = I (t-s) T(s) ds 
0 

Cn-:1 l ! · . 
y t 2::.0 

Probemos que para n e ~ y A > w 

(3.4) R(A,A) = J
00 

e-Ats"Ctl dt 
A" o 

'r/:A > max{.ii,O} -

Tenemos que 

(3.5) (A - Al-1 = J
00 

e-AtT(t) dt 
o 

Y A > w 

Para n 1 (3.3) se escribe como 
l 

S1 (t) = J T(s) ds 
o 

Así, integrando por partes una vez (3.5), tenemos 

(A - AJ-
1 

= [ e-At s: T(s) ds L:o + rAe-H(T(s) ds dt 

o 

=O + J
00 

A0-AtS1 Ctl dt 
o 

de donde 

(3.6) 

Hemos visto que para n 1 (3.4) es cierto, veamos que pasa para 

n = 2 para darnos una idea de que esta sucediendo. 

Jl . ( t ) Jt fl 
(3.7) S2 (t) = ~T(s) ds = t T(s) ds - sT(sl ds 

o o o 

Volviendo a integrar por partes pero ahora (3.6) tenemos 

(A - A)-1 = AJm e-AtS1 (t) dt 
o 

Ahora bien 

A
2J

00

e-Atf: s
1

csJ ds dt 

o 
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f s
1 

es i. d~<'·;f r·;fthl dh. ds 
º· -'.: ____ ,,-- --'-' _! ·--.'---,.:-, ·º-~-º,,-·-.. ,__ -- "_: 

Manipulemos un poco s 2 
( t) • po~' (3. 7) tenemos que 

tJ
t 

S2
(t) = 

o Jt··· T(s) ds - sT(s) _ds 1
_
3 

o 

{ T(s) ds ,- [ [sr: T(h) dhJ.:
0 

- r:r: T(h) dh ds] 

t t. t s 

tJ T(s) ds - tJ T(h) dh + J J T(h) dh ds 
o o o o 

-- JtJs T(hl dh ds 
o o 

por lo que 

(3.8) 

J
t l 

S (s) ds 
o 

J
t 

s 1 (s) ds 
o 

Así las cosas, tenemos que 

(A - A)-1 = A2J
00

e-AtJt S1 (s) ds dt 
o o 

de donde 

r o 

A2J00 

e-AtS2 (t) dt 
o 

por lo que paran= 2 (3.4) también se cumple. 

Supongamos que 

(A - Al-1= Jro e-Ats"(t) dt 
An o 

se cumple y probemos que el resultado es cierto paran+ 1. 
ro 

CA - Al-1 = A"J e-Ats"Ctl dt 
o 

13 
Para pasar la slgulente 1 lnea hay que integrar por partes este 

t6rmlno. Esta técnica se repite lodo el llempo. 
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= An•tf'e-At( sºCrl dr dt 

o 

Que es lo mismo que 

(;\. - Al-t [e-A.tJ
0

" s"Crl dr dt 
~= 

o 

Entonces para probar (3.4) basta probar que 
t 

s"+i Ct) = J s"Crl dr 
o 

V n 1,2, ... 

Por (3.8) tenemos que el resultado es cierto para n 

cierto el resultado para n y probemoslo para n + l. 
l n+ 1 

s 0
•
2ctl = f Ct-sl re J ds (n+l) ! s 

o 

l. Supongamos 

[ 
(t-s)n+lJs ] t J" (t-sl" J" 
(n+l)! 

0 

T(r) dr + ---n¡- T(r) dr ds 
s=O , O O 

t · n 
= J (t-s) S1 (s) ds 

o n! 

integrando por partes n veces y utilizando la hipótesis inductiva 

tenemos 
t 

sn•2 ( t) = J sn•l ( s) ds 
o 

Enunciemos este resultado en un teorema. 

3.2-1 Teorema. Sea X un espacio de Banach. Sea {T(t)}t~o un semigrupo 

de clase eº con generador A : X ~ X. Para n e ~ sea 
t n-1 

sº(t) = J (t-s) T(s) ds V t ~ O 
Cn-1 J ! o 

R(;\.,A) = J
00 

e-AtSº(t) dt V A > max{w,O} 
;\.º o 

e Entonces 
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¿Porqué hemos puesto tanto empeño en este resultado? La principal 

razón por la cual los generadores de semigrupos de clase C
0 

son de 

gran interés es porque el problema de Cauchy asociado {del cual 

hablaremos después) tiene una solución única para un gran conjunto de 

valores iniciales. Pero para ello no es esencial que R{;\,,A) sea una 

transformada de Laplace, a la luz del teorema 3.2-1, el estudiar la 

condición más débil de que R{;\,, Al sea una transformada de Laplace 
;\,n 

puede ser de interés. 

Tenemos pues, por el teorema antes mencionado, que si R{;\,,A) es 

una transformada de Laplace entonces R{;\,,A) también lo es para n e ~. 
;\,n 

Vamos a considerar la clase de operadores para los cuales la 

función;\, ~ RCA.,Al es una transformada de Laplace de alguna función 
;\,n 

S .: [0,+oo) ~ B{X) para alguna ne~. 

3.2-2 Teorema {Seudoresolvente). Sea S : [0,+a>) ~ B{X) fuertemente 

continua tal que l!SCtlll :S Mewt para alguna M,w e IR y para toda t "'O. 

Sea n e ~ y 

R{;\,) = f"' ;\,ne-AtS(t) dt 
o 

I¡/ ;\, > w 

Entonces {R(A.,A)}>.>~ es un seudoresolvente si y solo si 

(3.9) 

S(t)S(s) = (n.:l j t [r:•~s+t-r)n-tS(r) dr - s: (s+t-r)n-tS(r) dr] 

para todo s,t "'O. 

Prueba: Recordemos que para probar ~ue J>. : V(J) ~ B(X) es un 

seudoresolvente hay que ver que J>. - J (µ-;\,)J>.Jµ. µ 

Sean A.,µ > w ;\, ~ µ. 

Como R(A.) R(µ) r e-HS(t) dt f"' e-µsS(s) ds 
;\,n n µ o o 
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basta probar que 

1 
µ-;\. 

J"' e-?i.tJ"' e-µsS(t)S(s) d~ dt 
o o 

(3.10) J"' -;\. tJ"' -µs 1 J" n-1 - e e (n-l)! (s+t-r) S(r) drdsdt 
o o o 

pues así el teorema se sigue por el teorema de unicidad de las 

transformadas de Laplace, ya que por substitución directa obtenemos la 

igualdad deseada. 

Tenemos pues que 

__ l __ (R(;I.) _ R(µ)) + 1 ( 1 1 )R(µ) 
µn(µ-;1.J An µn (µ-;\.) --;.; ~ ~ 7 

_R_(~µ_J_ + _R_(~µ_l_ 
µ2n(µ-;I.) µ2n(µ-;I.) 

o equivalentemente 

R(;I.) - R(µ) 

(µ?.)n (µ-?.) 

(µ-?.)-1?.-nµ-n(R(?.J _ R(µJ) = _n_l_(R(~) _ 
µ (µ-?.) ?. 

R(~)) 
µ 

R(µ) 

(3. 11) + 1 ( 1 1 )R(µJ 
(µ-?.) ~ -~-;¡;-

Como estamos suponiendo que R(?.l es un seudoresolvente, remplazando 

R(?.J por 

(3. 12) 

R(?.J en la prueba del lema 3.1-3, tenemos que 
?.n 

(µ-?.J-1 (R(~J _ R(~)) = J"' e-?.tJ"' e-µsS(t+s) ds dt 
?. µ o o 

integrando una vez por partes el miembro de la derecha en la igualdad 

anterior obtenemos 
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f"' e-Hf"' e-µsS(t+s) ds dt = 
o o 

= J"'e-At([e-µsf:s(t+r) dr]"' + µf:e-µsJ:s(t+rJ dr ds) dt 

= µfg,e-Hf"'e-µsf sct+rJ dr ::º dt 
o o o 00 

De donde integrando n veces por partes f e-µsS(t+s) ds obtenemos 
o 

f., -µs "f"' -µsf s ( s-r) n-1 
e S(t+s) ds = µ e (n-ll! S(r+t) dr ds 

o o o 

Así (3.12) se puede escribir como 

µ-"(µ-A)-1 (R(A} _ R(~)) = r 9-Hr 
A" µ o o 

e
-µsfs ( s-r) n-1 

(n-l) ! S(r+t) dr ds dt 
o 

Finalmente hagamos el cambio de variable u = r+t en el segundo miembro 

de esta igualdad 

µ-"(µ-A)-t(R(A) _ R(µ)) 
A" µ" 

o equivalentemente 

f., -Atf"' - sfs+t 1 n-1 
e eµ (n-l) ! (s+t-:-ul S(u) du ds dt 

o o t 

-n( ')-l(R(A) R(µ)) I"' -Atf"' -µsfs+t 1 n~l µ µ-,,. -- - -- = e e (n-l)!(s+t-r) S(r) dr ds dt 
A n µ" o o t 

Esto es el primer término en el lado derecho de (3.10), falta calcular 

el segundo término en (3.6). 

Hagamos primero unos cálculos 

1 ( 1 1 ) _ 1 (A"-µ") 
µ-A ---,¡; - ~ - µ-A (µA)" 

µ"-1+ µn-2A + ... + µAn-2+ An-1 

(µA)" 

(µ"-1+ µn-2A + ... + µAn-2+ An-l)(µA)-n 

( 
n-1-n -n n-2-n 1-n 1-n n-2-n µ-n'\.n-1-n) -µA+µ A+ ... +µA +" 

n-1 _ l A-(k+llµ-(n-k) 

k=O· 
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De donde 

(3.13) _1_(_!_ _ __.!.__) = _nt\-<k+l)µ-<n-kl 
µ-;\ µn An k=O 

Tenemos entonces que por (3.13) 

-
nrl ,-(k+l)JCXJ e-µsJCXJ (s-rln-k-1 
l " (n-k-1) ! S(r) dr ds

14 

k=O O O 

f., -A tf., -µs 1 Is n-1 . 
= - e e (n-l)! (s+t-r) S(rl drdsdt 

o o o 

Observemos que este es el término de la derecha en (3.10) y comparemos 

todo lo que hemos obtenido con (3.11). Con esto concluimos la 

prueba. a 

Notemos que la condición (3.9) implica que 

(3.14) SC.t)S(s) S(s)S(t) 'I s, t ,. o 

(3.15) S(t)S(O) o 'I t ,. o 

14 
Esto se obllene Integrando por partes n-k veces. 

15 
Que 

CXJ J e-H 
o 

la transíormada de Laplace. 

dt es un resul lado 
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1 [ s+t l ] 
= (n-ll! J. • - Jo• = S(s)S(tl 

con•= (s+t-rJ 0
-

1S(r) dr. Esto prueba (3.14) 

Para (3. 15) tenemos que para toda t ~ O 

S(t)S(O) = (n:ll ! u:·~s+t-r) 0-1S(rl dr - ( (s+t-r)º-
1
S(r) dr] O 

con lo que (3.15) queda probado. a 

3.2-3 Definición (Semigrupo integrado n veces). Sea n e N. Una familia 

fuertemente' continua {S(t)}t~o e B(XJ se llama un semigrupo int.egrado 

n veces si (3.9) se satisface y S(O) = O. Decimos que {S(t)}t~o es no 

degenerada si S(t)x =O para toda t ~O implica que x =·O. Finalmente, 

decimos que {S(tl}t~o es exponencialmente acotada si existen M,w e IR 

tales que 1iSCtJ1i s Mewt para toda t ~O. a 

Sea {S(t)}t~o un semigrupo n veces integrado con n e N. 

Supongamos además que {S(tl}t~o es exponencialmente acotado. Definamos 

R(A) como en el teorema 3.2-2, esto es 

R(AJ = f00 

An9-AtS(t) dt 
o 

V A > w 

con w tal que JISCtJll s Mewt para alguna M e IR y para toda t ~ O. 

Por la ecuación resolvente se cumplen 

R(Al (µ-A)R(A)R(µJ + R(µJ 

RCµJ (A-µJR(µJR(A) + R(A) 
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por lo que claramente si X E Nuc R(;\,) 16 entonces X e'Nuc R(µ) y viceversa, 

esto es, tenemos que 

Nuc R(µ) = Nuc R(;\,) V;\,µ > w 

o en otras palabras que el núcleo de R(;\,) es independiente de ;\, > w. 

Entonces por el teorema de unicidad R(;>d es inyectiva si y solo si 

{S(t)}t~ es no degenerado. 

Prueba: Supongamo: que {S(t)}t"'o es no degenerado, así R(;\,)x =O 

equivale a decir que J ;\,ne-;\tS(t)x dt = O pero por la observación que 
o ., 

hicimos arriba para µ * A también tenemos que J µne-µtS(t)x dt = O de 
o 

donde 

V t ;,; O 

pero el teorema de unicidad implica que S(t)x = O para toda ~ O como 

{S(t)}t"'o es no degenerado tenemos entonces que x =O por lo que R(;\,) 

es inyectiva para toda A > w. 

Inversamente, supongamos que {S(t)}t"'o es degenerado, entonces 

existe x
0 

* O tal que S(t)x
0 

= O para toda t "' O, por lo que 

J"' ;\,ne-;\,tS(t)x
0 

dt =O V A > w 
o 

y entonces R(;\,) no es inyectiva para ninguna ;\, > w. a 

En ese caso existe un único operador A que cumple (w,+.,) e p(A) 

tal que R(;\,) = (;\, - AJ-1 para toda A > w. Este operador se llama el 

generador de {S(t)}t"'o· 

Prueba: Por las observaciones anteriores el operador R(A) es 

16Rocordemos quo ol núcleo o kernel de un operador T 

conjunto Nuc T = { X E X : Tx = O } . 
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inyectivo y cumple la ecuación resolvente (3; 1), de donde Im(R(;\)) = 'R 

no depende de ;\ y ;\, - R(;\)-1 = µ - R(µJ-
1 para toda ;\,µ > w. Sea A el 

operador dado por A := ;\ - R(;\)-1
, así (;\ - A)-1 = R(;\) para;\> w. La 

unicidad de A esta dada por la unicidad de R(;\)- 1
• a 

Resumamos estos resultados en el siguiente teorema. 

3. 2-4 Teorema (Generador de un semigrupo n veces integrado J. Sea 

{S(t)}t~o un semigrupo n veces integrado no degenerado de orden 

exponencial, entonces existen M,w E IR tales que usctJll s Mewt para 
O) 

toda ~ O y el operador R(;\) = J ;\"e-;\tS(t) dt esta definido para 
o 

toda ;\ > w, más aún existe un único operador A : 'R(R(;\J) ~X que 

cumple (w,+m) e p(A) tal que R(;\) = (;\ - AJ-1 para toda ;\ > w, dicho 

operador se llama el generador de {S(t)}t~o· a 

Por conveniencia decimos que un semigrupo 

semigrupo O veces integrado. 

de clase e o es un 

Usualmente, el objeto dado es el operador. Entonces para n e ~17 , 
un operador A es el generador de un semigrupo n veces integrado si y 

solo si (a,+m) e p(A) para alguna a e IR y la función ;\ ~ (;\-A)-
1 

es 
;\º 

una transformada de Laplace. Por el teorema de Widder en su versión 

vector valuada de W. Arendt 2.2-1, para el caso n = O, esto es 

consistente con la definición del generador de un semigrupo de clase 

eº. 
3. 2-5 Lema. Sea A el generador de un semigrupo {S ( t)} t~o n veces 

integrado, con n e ~- Entonces para toda x e V(AJ y t ~ O 

(3.16) 

y 

17 
Para nosotros O E ~. 

S(t)x e V(A) y AS(t)x = S(t)Ax 
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(3.17) sÚJx = t~ X + It S(s)Ax ds 
n. o 

Más aún, J
t 

S(s)x ds e 'D(Al·para toda x e X, t ~O y 
o 

(3.18) I
t tº 

A S(s)x ds = S(t)x - ñ! x 
o 

Prueba: Existen w,M ~O tales que llSCtlll "'Mewt para toda t ~O y 

R(A,A) = (A - Al-1 = J00 

Ane-AtS(t) dt V A > w 
o 

Como R(A,A) cumple la ecuación resolvente para A,µ> w tenemos que 

equivale a 

¡ R(A,A) 

R(µ,Al 

- R(µ,A) 

- R(A,A) 

(µ-A)R(A,A)R(µ,A) 

(A-µ)R(µ,A)R(A,Al 

¡ R(A,A~ = ~(µ,A) = R(A,A)R(µ,A) 

R(A,A~ = ~(µ,A) = R(µ,A)R(A,A) 

para A ~ µ, por lo que R(A,A) y RCµ,A) conmutan. Cuando A 

das operadores también conmutan claramente por lo que 

(3.19) R(A,A)R(µ,A) = R(µ,A)R(A,A) V A,µ > w 

µ estos 

Fijemosµ e p(A). Entonces par (3.19) y propiedades de la integral de 

Bachner tenemos que para toda A > w y x e X 

J
00 

e-AtS(tJRCµ,A)x dt A-"R(A,A)R(µ,A)x 
a 

= A-°R(µ,A)R{A,A)x 

= R{µ,A)A-°R{A,A)x 

= R(µ,A) J00 

e-AtS(t)x dt 
o 

= Jm e-AtR{µ,A)S(t)x dt 
o 

Por el teorema de unicidad tenemos entonces que 

(3.20) R(µ,A)S(t) = S(t)R{µ,A) V µ e p{A) , t ~ O 

Recordemos que S(t) : X ~X y que R(µ,A) : X ~ X, par la que si 
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x e :V(A) podemos componer por, la derecha con R(µ;Al-
1
= µ ,- A en (3.20) 

de donde 

(µ - A)-1S(t) (µ - A)x = S(t)x 'r/ X e :V(A) 

pero por tener (µ - A)-
1 

al final en el primer miembro de esta 

ecuación, esto nos dice que podemos componer por la izquierda con µ-A, 

pero esto solo nos dice que S(t)x e :V(A), además de 

(µ - A)(µ - AJ-
1
S(t) (µ - A)x = (µ - A)S(t)x 'r/ x e :V(A) 

tenemos S(t) (µ - Alx (µ - A)S(t)x 'r/ x e :V(A) 

de donde S(t)Ax AS(t)x 'r/ x e :DCA) 

"' n 
Asi, (3. 20) implica (3. 16). Sea x e :V(A), sabemos que f ;\.n+le->.t~! dt=l 

o 

entonces para toda ;\. > w 
"' n 

I ;\.n+l ->.tt dt _ 

0 
e ñ!x - x 

R(;\., Al(;\. - Alx 

;\.R(;\.,A)x - R(;\.,A)Ax 

l 
;\.n+le-;\.tf S(s)Ax ds dt 

o 

por el teorema de unicidad tenemos 

t" 
n!x = S(t)x 

l - f S(s)Ax ds 
o 

t" fl = ni + S(s)Ax ds 
o 

o equivalentemente S(t)x que es (3.17). 

Para probar (3.18) sea x e X , t ~O, ;\. > w. Entonces por (3.16), 

(3.17) y (3.20) tenemos que 
l l f S(s)x ds = (;\. -A)R(;\.,Alf S(s)x ds

18 

o o 

l 
18 I Observemos que R(;\.,A) S(s)x ds e '.D(A). 

o 
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t l 

AR(A,A)J S(s)x ds - AJ S(s)R(A,A)x ds 
~ o 

AR(A,A)J S(s)x ds - f s.CsJARCA,Alx ds 
o o 

f
t tn 

AR(A,A) S(s)x ds - S(t)R(A,A)x + n!R(A,A)x 
o 

R(A,A)Afts(s)x ds - R(A,A)S(t)x + R(A,A)!~x 
o t n. 

Por lo que, como todos los términos están en V(A), J S(s)x ds e V(A) y 
o 

(A - Alfts(s)x ds = AJts(s)x ds - S(tlx + ~;x 
o o 

de donde 

f
t tn 

A S(s)x ds = S(t)x - n! X 
o 

[] 

3.2-6 Corolario. Para todo x e X tenemos que S(t)x e V(A). Hás aún, 

sea x e X. Entonces S(•)x es diferenclable por la derecha en t ~O sl 

y solo si S(t)x e V(A), en ese caso 

( 
di ) ¡ AS(t)x - S(s)x = 

ds s=t AS(t)x 

si n > O 

si n = O 

Prueba: Por el lema anterior tenemos que para toda x e X y t ~ O 
t 

J
0
sCslx ds e V(A). Como 

S(t)x =h ~ 
0

• k((+~(s)x ds - (s(s)x ds) 

podemos ver a S(t)x como el límite de una sucesión de elementos de 

V(A), por lo que S(t)x e V(A). 

Para la segunda afirmación, sea S(t)x e V(A). Consideremos el caso en 

que n > O. Entonces, también por el lema anterior, tenemos que 

S(t+h)x 
n t+h 

(t+~) x + J S(s)Ax ds 
n. o 

S(t)x tn ft 
-

1
x + S(s)Ax ds 

n. o 

de donde 
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sct+h)~_; scf~ x. = ~ ct+h1~,': .• tn.+¡f(.~cs1x ds 

pasando al límite' cua~do h ··~'.o•, 

claramente si n 

( d~j .J~c~;~ = ;~~:~: x. + AS( tlx 

tn-1; . 
O .entonces (n-lllx se cambia por O. a 

3.3 CARACTERIZACION DE LOS GENERADORES DE SEMIGRUPOS INTEGRADOS 

El siguiente teorema se sigue del corolario 2.2-2. 

3. 3-1 Teorema (Caracterización). Sea n E IN , w E IR M ;,: O. Un 

operador lineal A es el generador de un semigrupo n+l veces integrado 

{S(t)}tl!:o que cumple 

(3.21) lim sup. k llSCt+hJ - SCtlll "'Mewt 
h ---; o 

'V t "' o 

si·y solo si existe a"' max{w,O} tal que (a,+m) e p(A) y 

(3.22) 11(;>.-w)k•l[R(~~A)rkl~!" "'M 'V;>.> a' k = 0,1, ... 

Prueba: Tenemos que 
-1 00 

~ = J e-HS(t) dt 
~ n+l · 

0 

y lim sup. k llSCt+h) - SCtlll "' Mewt 
h----+ o 

Sea a
0 

= max{w,O} y a"' a
0 

tal que (a,+oo) e p(A). Por la parte (b) del 

corolario 2.2-2, haciendo 

~-1= Jm ;>.e-?.tS(t) dt 
;>.n o 

tenemos 11 (;>,-w¡k•l [R(~~ A)] !kl ~! 11 :< M 'V ;>. > a 

el regreso es claro. a 

Ahora supongamos que las condiciones equivalentes (3.21) y (3.22) 

se cumplen. Sea F 
1 = { X E X : S(· Jx E C1 ([0,+oo),X)} y sea Cxnl una 

sucesión de puntos en Fl tales que Xn ~ x cuando n ~ m, entonces 
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lim 11 
h --to 

S(t+h)x - sCtlx 
h 

S(t+h)xnh-S(t)xn 11·=·· 

= lim 11 S(Úh) (x-xnl h- S(t) (x-xn) 

h - o 
"'h ~ J S(t+h)h- S(t) JJl!x - xnll 

pero por (3.21) "' Mewtllx - xnll 

que tiende a cero conforme n tiende a infinito, así F
1 

resulta ser un 

subespacio cerrado de X. Sea F = 2J(A), tenemos entonces que Fe F
1

• 

Prueba: Sea x e 2J(A), por el lema 3.2-5 (3.17) 

S(t)x = ~~ x + fts(s)Ax ds 
o 

que es claramente derivable con respecto a t, como F
1 

es cerrado y 

2J(A) es el mínimo cerrado que contiene a 2J(A) entonces 2J(A) e F
1
o 

Sea x e F y T(t)x = d~ S(t)x para toda t ~ O, que tiene sentido por 

tener F e F
1

19
, entonces T(t)x e F. 

Prueba: Como x e F tenemos que S(t+h)x , S(t)x e C1 ([0,+m),X) y 

por el corolario 3.2-6 esto implica que S(t+h)x , S(t)x e 2J(A). Como 

el dominio de A es un subespacio de E tenemos que 

por lo que T(t)x 

· S(t+hlx - S(t)x 
h 

lim S(t+hlx -

h 
h -)O 

e 2J(Al 

S(t)x e :DCA) F o 

Entonces obtenemos una familia fuertemente continua {T(t)}t~o de 

operadores 1 ineales en F, i. e. T ( t) : F ---? F para toda t ~ O. Se 

?igue de (3.21) que llTCtlll s Mewt para toda t ~O. 

Prueba: Veamos primero que es una familia fuertemente continua 

lim T(t+sl - T(s) = lim lim k [sct+s+hl-S(t+sJ-(sct+h)-S(t))] 
s-----+- O s~ h~ 

19
c1aramente F

1 
es subespaclo pues S( •)O = O que es de clase C

1 
y dados 

dos x
1
,x

2 
e .F

1 
S(t)(x

1
+/\x

2
) = S(t)x

1 
+ i\S(tlx

2 
por lo que x

1
+ x

2 
e F

1
. 
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= lim lim k (sct+s+h)-S(t+hl-SCt+sJ.f.S(tl] =o 
h-MJ s~ 

donde la última igualdad se obtiene a partir de que {S(t)}t~o e B(X). 

Finalmente llTCtl// = lim sup+ k l/S(t+h) - S(tll/ :S Mewt para t ~O. o 
h ---,) o 

Sea AF la parte de A en F, i.e. AFx = Ax para x e { x e 7J(A) Ax e F} 
= 7J(AF). Entonces (a,+oo) e p(AF) e integrando una vez por partes 

R(A,AF)x = f00 

An+le-HS(t)x dt = f00 

;\.ne-HT(t)x dt 'i A > a , x e F 
o o 

Hemos probado entonces el siguiente corolario. 

3.3-2 Corolario. Si A satisface las condiciones equivalentes del 

teorema 3.3-1 entonces la parte de A en 7J(A) es el generador de un 

semigrupo n veces integrado. o 

En el caso en que 7J(A) sea denso en X, obtenemos la siguiente 

caracterización. 

3.3-3 Teorema (de caracterización). Sea A un operador densamente 

definido tal que (a,+oo) e p(A) para alguna a ~O. Sean e ~ , M ~ O y 

w e (-oo,a]. Las siguientes afirmaciones son equivalentes. 

(a) A genera un semigrupo n veces. integrado {T( t)} t~o tal que 

l/TCtll/ :S Mewt 'i t ~O 

(b) 11(;\.-w)k•l[R(~~A)rkl~ill "'M 'i A> a k = 0,1, ... 

Prueba: Inmediata del teorema 3.3-1, el corolario 3.3-2 y del 

~echo de que V (AJ = X. o 

Observación: El caso n O es el teorema de Hille-Yosida. 
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CAPITULO 4 

EL PROBLEMA DE CAUCHY 

En este cuarto y último capítulo definimos y estudiamos el 

problema de Cauchy. En dicho estudio utilizaremos los resultados 

desarrollados principalmente en el capítulo tres. Finalmente retomamos 

los resultados del capítulo dos y revisamos el teorema de Hille-Yosida 

en espacios con' la propiedad de Radon-Nikodym. 

4.1 EL PROBLEMA DE CAUCHY 

El problema Cauchy es un problema de valores iniciales que 

consiste en resolver una ecuación diferencial ordinaria de primer 

orden definida en términos de un operador, una función continua y un 

punto del espacio en cuestión. Como de costumbre, sea X un espacio de 

Banach. 

4.1-1 Definición. Sea A un operador en X, u
0 

e X y & e C([O,b],X) con 

b > O. Por una solución de 

1 
u' (t l 

u (O) 

Au(tJ + &Ctl V te [O,b] 

entendemos una función u e C1 ([0,b],X) tal que u(t) e V(A) para toda t 

en [O, b] y que P(u
0

, &l se cumple. a 

Supongamos ahora que A es el generador de un semigrupo {S(t)}t~o 

n veces integrado, donde n e N. Mostremos primero que a lo más existe 

una solución de P(u
0

,&J. Consideremos la función v e C( [O,b]..XJ dada 
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por 

(4.1) 
l 

v(t) = S(t)u
0 

+ J S(sJ&Ct-s) ds 
o 

4.1-2 Lema (Unicidad). Si existe una solución u de PCu
0

,&l. entonces 

V e c0
•

1 c [O,b] ,X) y u= v 1
"

1 

Prueba: Sea O~ t ~ b. Paras e [O,t] sea w(s) = S(t-s)u(s). Como 

u(s) e VCAJ por hipótesis, obtenemos del lema 3.2-5 (3.17) que 

t" l 
S(t)x = ñ!x + J S(s)Ax ds V x e V(A) 

o 

como u(s) e VCA.l, de w(s) = S(t-s)u(s) tenemos que 

w' (s) S' (t-s)u(s) + S(t-slu' (s) 

(t-s)n-1 
(n-lll u(s) - S(t-s)Au(s) + S(t-slu' (s) 

(t-s)n-1 
(n-l)! u(s) + S(t-sl&Csl 

para toda .s e [O, t]. Por otro lado, como w es solución de P(u
0

,&J, 

también se cumple que 

w(O) = S(t)u(O) = S(t)u
0 

y -w(tJ -S(O)u(t) -Ou(t) o 

de donde 

S(tJu
0 

= w(Ol - w(t) 
l . 

- J w'(s) ds 
o 

f (t-s)n-1 
ds - t (n-1)! u(s) 

o o 
S(t-sl&Csl ds 

t (t-s)n-1 
u(s) ds + J° Cn-1 l ! 

o l 

S(t-sl&Csl ds 

Jl (t-s)n-1 Jl 20 
(n-ll ! u(s) ds - S(sl&Ct-s) ds 

o o 

20 
Hacemos el cambio de variable U = s du -ds y finalmente 

volvemos a llamar s a U. 
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para toda t ·e [O, b]. De estci y de. (4. 1 J tenemos que 
- - . l 

S(t)u
0 

= v(t) - J S(sJ&Ct-s) ds 
o 

J
l (t-s)n-1 Jl 

S(t)u
0 

= (n-ll! u(s) ds - S(sJ&Ct-s) ds 
o o 

restamos estas dos ecuaciones y obtenemos que 

J

l (t-s)n-1 
v(t) = (n-l)' u(s) ds 

o . 
D 

Para mostrar que existe una solución basta probar que v e c0
•
1¡0,b] , 

pues probaremos el siguiente 

(n) 
4.1-3 Teorema (Existencia). Si V e c0

•
1¡0,b] entonces u v es una 

solución de P(u
0

,&J. 

La prueba del teorema 4.1-3 esta basada en el siguiente lema. 

Observación: No necesitaremos u
0 

e V(A). a 
l 

4.1-4 Lema. Para tOda t « O se tiene que J v(s) ds e V(A) y 
o 

J
l tº Jt(t-rl 0 

(4.2) A v(s) ds = v(t) - n!uo - ---nT°" &CrJ dr 'I te [0,b] 
o o 

Prueba: Por el teorema de Fubini tenemos 
t r t t J J S(sl&Cr-s) dsdr = J J S(sl&Cr-sl drds 
o o o s 

t t-s 

J J S(sl&CrJ drds 
o o 

t t-r 

= J J S(sl&Crl dsdr 
o o 

Por otro lado, si integramos ambos lados de la ecuación (4. 1 J con 

respecto a t y utilizamos la observación anterior obtenemos 
t t t r 

(4.3) J v(s·J ds = J S(sJu
0 

ds + J J S(sJ&Cr-s) dsdr 
o o o o 

t t t- r 

= J S(s)u
0 

ds + J J S(sJ&CrJ dsdr 
o o o 

Por el lema 3.2-5 tenemos que los dos términos del miembro derecho de 
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. t 

(4. 3) están en :DCA), por lo que J v(s) ds e :V(A). Podemos entonces 
o 

aplicar A de ambos lados de la ecuación (4.3) y utilizando (3.18) 
t t t t-r 

AJ v(s) ds = AJ S(s)u
0 

ds + J AJ S(sJ&CrJ dsdr 
o o o o 

O lo que es lo mismo 

Jt Jt tn Jt(t-r)" A v(s) ds = S(t)u
0 

+ S(t-rl&Crl dr-, - 1 u - --1- &CrJ dr 
o o n. o o n. 

I
t tº t n 

= S(t)uo + S(rJ&Ct-r) dr - ñtuo - I (t~~) ecrJ dr 
o o 

De donde utilizando (4.1) obtenemos (4.2). e 

Probemos el teorema 4.1-3. 

Prueba: Supongamos que v e c0
•
1¡0,b). Como A es cerrado, podemos 

diferenciar (4.2) n+l veces y obtener 

(4.4) Av<kl (t) = v!k+ll ( t J -
tn-k-1 -f (t-r)n-k-1 

dr (n-k-1) 1 uo (n-k-1)! &CrJ 
o 

para k o, ...• n-1 y v(n)(t) e VCAJ y 

(4.5) Av!nl (t) = V (n+ll ( t) - &Ctl V t e [O,b] 

de donde si hacemos u:= v 1">, u cumple la ecuación diferencial: 

Au(t) = u' (t) - &Ctl o equivalentemente u' (t) = Au(t) + &<tJ 

para te [0,b]. Más aún, sin= O entonces por (3.17) tenemos que S(OJ 

es la identidad en V(AJ y para t = O 
o 

u(O) = v(O) = S(O)u
0 

+ J S(rl&CD-r) dr = u
0 

o 

Sin> O entonces, nuevamente por (3.17), tenemos que S(OJ O y 

v(O) =O. Se sigue de (4.4) que v!kl(O) =O para k < n, y para k n-1 

se tiene v<nl (O) = u
0 

+ Av<n-ll (O) = u
0

• Veamoslo: 

O = Av<ol (O) = v11 l (O) 
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Av<kl (O) = v<k+ll (O) O si k :s n - 1 

de donde para k = n - 1 en C4.4) tenemos 

t º Il( >º O = Av<n-ll Ctl = v 1
"

1 (t) - O! u
0 

- t~~ l(r) dr 
o 

de donde v 1
"

1 (O) = u
0

. Por lo tanto u(O) = u
0 

en cualquier caso. e 

Ahora veamos que la siguiente condición en & y u
0 

es suficiente para 

la existencia de una solución de P(u
0

.&J (y por lo tanto única). 

4.1-5 Teorema (Solución de P(u
0
,&JJ. Si & e c"+1 ([0,b],X) y u

0
.e :O(A), 

u
1 

:= Au
0 

+ t(OJ e !D(AJ, u
2 

:= Au
1 

+ &' (0) e :DCA), ... 

. . . , uk+l :~ Auk + e<kl (O) e VCAJ, un := Aun-t + &
1
"

1 
COJ e :DCA) 

entonces PCu .&l tiene una solución única. 
o l 

Prueba: Tenemos que vCtl = SCtJu
0 

+ J SCrl&Ct-rl 
o 

dr, como SCtlu
0 

t t" 
esta en :O(AJ podemos usar (3.17), así SCtJu

0 
= n!uo + J SCr)Au

0 
dr de 

o 

donde sustituyendo en la expresión para vCtl tenemos que 

t" Il Il vCtJ = - 1 u + S(r)Au dr + SCrl&Ct-rl dr n. o 
0 

o 
0 

por lo que podemos derivar v(t) con respecto a t, i.e. ve C1 y 
l tn-1 

v' (t) = (n-l)!uo + S(t)Au
0 

+ S(tl&CO) + J S(rJ&' (t-r) dr 
o 

Utilicemos la hipótesis de que Au
0 

+ t(O) e :D(A) para probar ahora que 

v e C
2

: 

v' Ctl = (~=~; 1 u0 + S(t) (Au
0 

+ f(O)) + (s(rl&' Ct-r) dr 

como Au
0 

+ &CO) e :DCA) por (3.17) tenemos que 

S(t) (Au
0 

+&Col) = ~~(Au0 + t(OJ) + (scrlA(Au
0 

+&Col) dr 

y entonces 

v' Ct) = C~=~; 1 u0 + ~~(Au0 +&Col) + (sCrlA(Au
0 

+ fCo)) dr + 
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de donde V E C2 y v" = ... etc. 

t 

+ J S(rJ&' (t-r) dr 
o 

Repitiendo este argumento llegamos a que ve Cn+l[O,b] y el resultado 

se sigue del teorema 4.1-3 y del lema 4.1-2. a 

4.2 EL TEOREMA DE HILLE-YOSIDA Y LA PROPIEDAD DE RADON-NIKODYM 

4.2-1 Teorema (W. Arendt). Sea X un espacio de Banach con la propiedad 

de Radon-Nikodym. Sea A un operador, no densamente definido
21

, en X tal 

que (a,+m} e p(A) para alguna a i!: O tal que 11~;·\(;\,A)ll :s M para 

alguna M"' O, para toda;\> a y para toda k = 0,1,2, ... 

Entonces existe un semigrupo {T( t)} t>o que es fuertemente 

continuo para t > O y satisface !ITCtl!i :s M para toda 

(4.6) R(A.,A) = J'"e-;\tT(t) dt V ;\ > a 
o 

> o tal que 

Hás aún, el semigrupo integrado una vez {S(t}}ti!:o generado por A 

esta dado por 

(4.7) S(tl 
t 

J T(s) ds 
o 

Observaciones: 

(1) Las integrales (4.6) y (4.7) deben de entenderse fuertemente, 

corno integrales de Bochner o equivalentemente corno integrales de 

Riernann que son impropias en O y en +m para (4.6) y en O para (4.7). 

(2) Tenernos que lirn +T(t)x = x si y solo si x e V(AJ. De hecho, 
t ~o 

si lirn +T(t)x = x, entonces (d~)t=0S(t)x = x que implica x e V(AJ. 
t ~o 

21
Es decir que V (AJ no necesariamente es X. 
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(c.f. corolario 3.2-6 y teorema 3.3-ll. El regreso lo obtenemos del 

hecho de que {T(tJl,>ll!:o es un semigrupo de clase C
0 

en F = V(A).o 

Para la prueba necesitamos el siguiente lema: 

4.2-2 Lema. Sea a > O y N e (0,a] un conjunto de medida cero tal que 

s,t EN s + t s a implican que s + t EN. Entonces N = 0. 

Prueba: Supongamos que existe b e N. Sin péridida de generalidad 

podemos suponer que b = a; pues si b sup N claramente Ne (0,b], si 

no, sea Ns = N u {sup N}, claramente N e N
6 

y ahora N e (O,sup N] 

hagamos b = sup N y probemos que Ns = 0. 

Sea x e (0,a] \Ns. Si a - x ~ Ns, x + a - x =a E Ns que es una 

contradicción con la suposición de que a e N
5 

por lo que a - x e Ns. 

Tenemos entonces que x e (0,a] implica que a - x e Ns o lo que es lo 

mismo que -x e -a + Ns que equivale a que x e a - Ns de donde CO,a] 

esta incluido en a - Ns, i.e. (O,a] e a - Ns Así, tenemos que 

(4.8) CO,a] = (ca, a] \Ns u. Ns) e Ca - Ns) u Ns 

que es una contradiccion con el hecho de que µCNsl = O pues C4.8) 

implica que a= µ(co,a]) s µ(ca - Ns) u Ns) =O y a> O. Así Ns 0.0 

Prueba del teorema 4.2-1: Por el teorema 3.3-1 existe un 

semi grupo integrado fuertemente continuo {S ( t)} tl!:O que cumple con 

(4.9) ttsctJ - scsJtt s Mit - si 

RCA,A) = J00

Ae-AtS(t) dt V A > a 
o 

tal que 

para alguna M l!: O y para toda s , t > O. Mostraremos que SCtlx es 

continuamente diferenciable para toda t > O y toda x e X. 

Sea x e X. Consideremos X
0 

= VC{S(t)x :ti!:O}J~2 Veamos que X
0 

es 

22V(E) es el espacio vectorial generado por E C X sobre el campo de X. 
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separable. Consideremos el conjunto G. = {S(q}x :qeat} y sea Va;¡ (GJ el 

espacio vectorial generado por G sobre aJ
23 

Sea y e X
0 

entonces existe 

una sucesión (ynl e lf({S(t)x :t<:O}) tal que yn ~y cuando n ~ oo, 

para cada yn existe una sucesión (z:J e lflll (GJ tal 
n 

que zm ---) yn 

cuando m ------+ oo, entonces tenemos que z: ~ y cuando s ~ oo por lo 

que y e ~ pero como y fue un elemento arbitrario de X
0 

tenemos 

que X
0 
e~ pero Va;¡ (G) e lf({S(t)x :t<:O}) de donde X

0 
Va;¡ (G). 

Basta hacer notar que ¡vlll (Gll ~o' así X
0 

es separable. Sea {xn}neN 

un conjunto total en X
0

. Como X
0 

tiene la propiedad de Radon-Nikodym 

el conjunto 

N = {te [O,+oo) : S(·Jxn no es diferenciable en t p.a. ne N} 

tiene medida cero. Veamoslo: Como X
0 

es a su vez un espacio de Banach, 

. el teorema 2.3-4 nos asegura que el conjunto 

N: = {te [0,m] : S(·Jxn no es diferenciable en t} 

tiene medida cero pues (4. 9) nos ·dice precisamente que S( · Jxn es 

Lipschitz continua24
. Sea Nm = U N: , como Nm es una unión numerable 

neN 

de conjuntos de medida cero µ(Nm) O. Finalmente solo hay que hacer 

notar que N =U N y por el mismo argumento µ(NJ = O. 
mEIN m 

Para t <i!! N sea T (t)y = (dd) S(r)y para toda y e X Claramente la o r r=t o 

espacio complejo consideremos entonces los complejos cuya 

parte real e lmaglnarla son racionales. 

.teorema 2. 3-4 habla de función del [O, 1] espacio de 

Banach, pero lo relevante que de compacto espacio de 

Banach. Considérese la función Q.(t) m• t y la composlclón &oq.(t), 51 

dlcha composlclón es derivable entonces &'(t) ,!. C&oq)' (m-
1
t). 

93 



aplicación y ~ T
0
(t)y define un operador lineal T

0
(t) en X

0 
que 

cumple, por (4. 9), /IT
0

(t) 11 :S M para toda t ti! N. Afirmamos que 

(4. 10) s,t ti! N implican s+t ti! N y 

De hecho, por el teorema 3.2-2 tomando n 1 y w =O, tenemos que 

l [ t+s t ] 
S(s)S(t) = (l-l)I f S(r) dr - f S(r) dr 

s o 
t+s s t 

= f S(r) dr - f S(r) dr - f S(r) dr 
o o o 

Diferenciando con respecto a t obtenemos 

S(s+t)y - S(t)y V t ti! N , y e X
0 

por lo que para t ti! N y y e X
0 

S(r+t)y = S(r)T
0
(t)y + S(t)y 

es diferenciable en r = s cuando s ti! N y 

(_dd) S(r)y = T (s)T (t)y 
r r=s+t o o 

V s, t ti! N , y e X
0 

Por lo que (4.10) se cumple. Se sigue del lema 4.2.2 que Ne {O}. 

Como x e X fue arbitrario,· tenemos que S(t)x es diferenciable en toda 

t > O para toda x e X y que T(t)x = (dd) S(r)x define un semigrupo 
r r=t 

. t 

{T(t)}t>o en X. Por (4.9) llTCtlll :S M
25 

y S(t)x = f T(s)x ds para x e X 
o 

y t ~ O. Por lo que, integrando por partes, tenemos finalmente 

R(A,A)x = f00

Ae-AtS(t) dt = f00

0-AtT(t) dt V A > a e 
o o 

25se puedo probar que {T( t)} t>o es fuertemente continuo. 
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