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Introduccién

Dentro del estudio de la electrotecnia, de los sistemas mecdnicos, de los bioldgicos,
etc., aparecen frecuentemente patrones de comportamiento periédicos, es decir, que se
repiten una y otra vez al transcurrir cierto lapso, a los cuales se les aplica el nombre
de oscilactones y al sistema que los presenta, oscilador; para modelarlos y analizarlos
mateméticamente contamos con las teorias de las ecuaciones diferenciales ordinarias y de
los sistemas dindmicos, y ya que de las propiedades (dindmicas) del sistema de ecuaciones
diferenciales que describe al fendmeno se verifican y en ocasiones se predicen propiedades
de este 1iltimo, identificaremos al sistema de ecuaciones con el oscilador mismo.

Tiene sentido e importancia modelar de manera matematica un oscilador (y en ge-
neral cualquier fenémeno susceptible de ser modelado mateméticamente) porque los re-
sultados del andlisis del comportamiento del modelo nos ayudan a conocer y comprender
propiedades del fenémeno, ya sea que conozcamos las leyes que lo gobiernan y querramos
conocer caracteristicas cualitativas (o cuantitativas dependiendo del tipo de modelo) que
la ley no-expresa, o que no conozcamos tales leyes y por medio del modelo matemaético po-
damos inferir dichas propiedades que nos conduzcan a formular hipétesis plausibles acerca
del fenémeno.

En este primer encuentro con los osciladores estudiaremos sistemas descritos por una
ecuacidén diferencial de segundo orden, de las que nos interesa estudiar el comportamiento
de sus soluciones, es decir, en esta tesis estudiamos los osciladores desde un punto de vista
matemdtico (cualitativo) y las conclusiones que obtenemos en este sentido las aplicamos
en algunos ejemplos fisicos. '

Nuestro objetivo es introducir al lector al estudio de los osciladores descritos por
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias utilizando algunos elementos de la teoria
de los sistemas dindmicos. Los tipos de osciladores que desarrollamos son bésicos en este
tema. El material expuesto en los capitulos 1 y 2 fue extraido en su mayoria del estudio
cldsico de las oscilaciones de A. A. Andronov y S. E. Chaikin: Theory of Oscillations,
el cual hemos procurado actualizar en algunas partes de su contenido simplificando el
andlisis de las ecuaciones diferenciales; el contenido del capitulo 3 fue extraido de el articulo
Forced Oscillations in Non-Linear Systems de Mary Cartwright y del capitulo XI del libro
Differential Equations: Geometric Theory de S. Lefschetz.



" Introduccién

De manera precisa, consideremos la siguiente ecuacién
':i'+f(z’z':t’l‘)=0 (1)

donde usualmente ¢ representa al tiempo, z la posicién con respecto al tiempo, u es un
pardmetro (no depende de t) del que depende el sistema y & = 'f“, asi, nos interesa
encontrar las soluciones z(t) de (1) que sean periédicas con respecto al tiempo.

En el capitulo 1 aparece una lista de algunos conceptos y teoremas de los sistemas
dindmicos que utilizamos a lo largo del texto, exponemos las propiedades y algunas apli-
caciones de los osciladores lineales

mé& +2hi + kzr =0,

estudiamos una manera de aproximar las soluciones de los osciladores lineales cuando la
masa es despreciable (m = 0) y finalmente exponemos un método para completar el retrato
fase de algunos sistemas dindmicos en el plano por medio de proyecciones estereograficas
en las esferas de Poincaré y de Bendixson.

En el capitulo 2 estudiamos las oscilaciones no lineales presentes en los sistemas con-
servativos (las que aparecen alrededor de centros) y en los sistemas no conservativos (las
que aparecen como ciclos limite) tanto disipatives como autoscilantes

mé + kx = ¢(2);

asi también, estudiamos las oscilaciones de relajacién presentes en los sistemas no conser-
vativos autoscilantes donde la masa es despreciable (m = 0) y por tltimo un ejemplo de
un sistema que no presenta oscilaciones.
En el capitulo 3 abordamos el problema de las oscilaciones forzadas en los osciladores
del siguiente tipo
&+ uf(2)t + g(z) = pe(t)

que dependen de un pardametro x4 y que fueron estudiados ampliamente por dos matemati-
cos ingleses: Mary Cartwright y J. E. Littlewood. Enunciamos algunas propiedades co-
munes a todos los sistemas forzados y la existencia de soluciones para ellos; también
exhibimos la existencia de una 6rbita periddica del sistema cuando f y g cumplen ciertas
hipétesis y finalizamos estudiando las propiedades estables de dicha érbita.

Los apéndices estin constituidos por las demostraciones de algunos de los teoremas
utilizados en el texto y que fueron demostrados como ejercicios a lo largo de la preparacién
del trabajo.

!

Este trabajo forma parte del proyecto ”Sincronizacién de los Sistemas Circadianos”
apoyado por la DGAPA, clave IN-202292, y fue realizado bajo la direccién del M. en C.
Miguel Lara Aparicio, con el apoyo de una beca de la Facultad de Ciencias, UNAM, y una
beca de lugar del Instituto de Matemdaticas, UNAM. Agradecemos las valiosas sugerencias
de los profesores Santiago Lépez de Medrano, José Antonio Gémez Ortega, Leén Kushner
Schnur y Angel M. Carrillo, que amable y cuidadosamente revisaron este trabajo.
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Capitulo 1

Teoria de los Osciladores Lineales

Consideremos la siguiente ecuacién:
&4+ f(z,2,4,0) =0 @

donde = pertenece a un intervalo abierto U de R, t es elemento de R, y u estd en un
intervalo abierto V de R; f es una funciéSn de U x U x R x V en R y z significa derivar
con respecto a i, es decir, £ = %. Usualmente t representa al tiempo, = la posicién con
respecto al tiempo, y p es un pardmetro (no depende de ¢) del que depende el sistema.

Por una solucién de (1) entenderemos una funcién derivable de un intervalo I C R en
R
o ICR—-R
_ t— 2(t)
tal que satisface (1), es decir,

E(t) + f(=(t), 2(t), t,p) = 0
para un valor dado de u.

Este sistema descrito por una sola ecuacién diferencial de segundo orden podemos
escribirlo en forma equivalente a un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer
orden como sigue

=y
. (1a)
y= _f(mv y1t’/‘)
que es un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden con un pardmetro real
#, donde (z,y) es un elemento de R2.
Inversamente, un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden:

&= Flz,y,t,) (@ -
¥ = G(z,y,t, p) ’ ()
en el que a la pareja (F,G) le llamamos campo vectorial (donde F' y G son funciones con

valores reales continuamente diferenciables, y z, y, t, 4 son como antes), es equivalente
bajo ciertas condiciones a un sistema de una ecuacién diferencial de segundo orden como

(1)-
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Supongamos que F(z,y,t,u) es derivable con respecto a (z, Ys t). Al derivar con
respecto a t la ecuacién (2a) obtenemos

d’x OF dz OF dy A OF

@t 9z dt | oy dt | ot

»

y asi
Wk oyd o @)
Cuando se puede "despejar” a y de la ecuacién (2a) )
y = H(z,2,t,p)

y al sustituirla en (3), obtenemos

i+ J(z,&,t,p) =0 (i= dtz)
una ecuacién diferencial de segundo orden, donde

. aF oF oF
J(z’ z, t’ l‘) = (——a;- - ay - G~ )I(S,H(S,Ii.l,ﬂ),',[-l)-

Cabe mencionar que en muchos casos podremos realizar tales operaciones de derivacién y
"despeje”. Debido a esto, estudiaremos las propiedades de los sistemas del tipo (1) por
medio de las propiedades de un sistema del tipo (2).

1. Notacién y Algunos Preliminares

Con base en las observaciones anteriores, consideremos sistemas de ecuaciones dife-
renciales de primer orden en varias variables

X = f(x,1, ) 4)

donde x€ U subconjunto abierto de R", ¢t € R, 4 € V subconjunto abierto de R? (n.y
p enteros positivos), f: U7 x R x V' — R™ es una funcién de clase ¢! que denominamos
campo vectoriel (como llamamos en (2) a (F,G)); y ¢ es un pardmetro del que depende el
sistema.
Entenderemos por una solucién de (4) una funcién derivable de un intervalo I C R
enU
x:ICR—-R"
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t — x(t)

tal que
%(t) = £(x(t), 1, u)

dado un valor de ¢ y por una solucién del problema con valor inicial

% = f(x,¢, po) .
x(to) = Xo (5)

donde xo € U, ts € R ¥ pg € V un valor de pardmetro, una funcién derivable
xxICR—R"”

t ++ x(t) = x(¢, %o, #o)
tal que -~
*(t) = f(x(t)a t, F‘D)
x(tg) = Xo
Por simplicidad supondremos que ¢y = 0. La funcién x es una curva tal que el vector
tangente a ésta en el tiempo t estd dado por f(x(t),¢, #), para un valor fijo del parametro

H.

En el caso en que f no depende explicitamente del tiempo ¢, para un valor fijo 4 = yy,
decimos que (4) es un sistema auténomo, y en el caso contrario, que es un sistema no
auténomo. Al espacio de puntos x€ U, lo denominamos espacio fase de (4) (respectiva-
mente de (1) cuando tiene la forma (1a)), y al espacio de puntos (¢,x) € Rx U, espacio fase
eztendido de (4) (respectivamente de (1)). Si x(#) es una solucién de (4), a la curva cuya
representacién paramétrica es x(t) y cuya imagen est4 en el espacio fase le llamamos curvae
fase; a la grifica de una curva fase x(t) en el espacio fase extendido (o sea, el conjunto
de puntos {(u,v) € R x U : (u,v) = (£,x(¢)), para alguna ¢t € R}), le llamamos curvae
integral. En nuestro caso, un oscilador de tipo (1), queremos estudiar el comportamiento
de las soluciones de (1a) para, a su vez, comprender el comportamiento de las soluciones
de (1) en su espacio fase. Al espacio fase junto con todas las imégenes de las curvas fase
le llamamos retrato fase de (4) (respectivamente de (1)). Como ejemplo, consideremos el
siguiente dibujo en el plano (¢, z) (Figura 1), correspondiente a la grdfica de la solucién de
la ecuacién diferencial % + & + = 0 con valores iniciales 2(0) = 1, (0) =0

Figura 1.
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La imagen en R? de la curva fase correspondiente (respectivamente la imagen de la
solucién de (1a)) estd dibujada en ia figura 2.

y

Figura 2.

Y la curva integral correspondiente en RxR? (respectivamente la gréfica de la solucién
de (1a)) esté dibujada en la figura 3.

R

Figura 3.

Ahora estableceremos sin demostracién algunos teoremas de importancia para nuestro
desarrollo (vea [P]). Utilizamos el simbolo B,(z) para denotar la bola abierta en R" de
radio r centrada en z € R™, con la correspondiente distancia de R® para cada entero
positivo n.

Teorema 1. (Teorema fundamental de existencia y unicidad de soluciones).
Sean U un subconjunto abierto de R" gue contiene ¢ Xp, V un subconjunto abierto de
RP gue contiene a pg (n y p enteros positivos), £ € C(U x R x V,U),! y supongamos que
;—";, g—; son continuas. Entonces ezisten a > 0 y § > 0 tales que pare toda y € Bs(xo) ¥
para tode p € Bs(po), el problema con valor inicial (5) tiene una tdnice solucidn u(y, ¢, p),
donde u € C!([—a,a] x Bs(x0) x Bs(o)).

Demostracién. Vea el apéndice A. [

1 ¢k(A,B) = {f:A C R™ — B C R™ : las derivadas D'f son continuas para toda
0 <i <k} (n,m€ Z, n,m = 0). En particular C°(A4, B) lo denotamos C(4, B).
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De hecho, sélo necesitamos que f sea localmente Lipschitz (en las variables apropiadas),
es decir, [f(y,t,p) — £(x,t,p)| < K|y — x| para alguna K > 0 finita, y para cualesquiera
X, ¥ elementos de U, donde K es llamada la. constante de Lipschitz para f.

Para cada condicién inicial (Xo, o) € U % V, del teorema 1 se deduce que existe una
solucidn de (5) que toma el valor xg en el tiempo ¢t = 0, que posee un intervalo de definicién
que depende del tamafio de la constante de Lipschitz de f; la unién de todos los posibles
intervalos de definicién es el intervalo mdximo de definicién I(xo, uo) de la solucién, que
por unicidad podemos considerar definida sobre todo el intervalo. Cuando u = pg es un
valor fijo, sin ambigiiedad denotamos al intervalo maximal por I(Xg). Del teorema 1 y del
hecho de que los intervalos méximos de existencia de las soluciones son abiertos, para cada
# € V, se infiere que el conjunto W, = {(t,x) € R x U : t € I(x,u)} es un abierto de
R x R"..

Definicién. Sean U, V, xq, o y f como en el teorema 1 y supongamos ademss que f no
depende de . Sea ¢(t,Xo, 10) la solucién del problema (5) con valor inicial xo definida en
su intervalo méximo de existencia I(xg, 1t0). Al conjunto de transformaciones :

$loU U

dadas por

¢:‘°(x) = ¢(t)xi I‘O)
le lamamos el flujo de la ecuacién diferencial (4) (con u = o) o el flujo del campo vectorial
f. .

Ejemplo 1. Considere el sistema
\_(-10 z
¥/ N0 1/\y

e = (13) = ()

donde (¢, ¢;) € R2. Para comprender la accién de ¢; en U vea la figura 4.

cuya solucién es

Figura 4. Punto silla.
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Del mismo teorema 1 sabemos que para cada dos valores fijos u y ¢, ¢ € C{(U,U) y
ademds tiene las propiedades enunciadas en el teorema siguiente.

Teorema 2 ([P], pdg. 96). Sean U, V y f como en el teorema 1, supongamos que £ no
depende de t y sea ¢° el flujo definido por (5) para el velor de p = po (que denotamos
por simplicidad por ¢;). Entonces el flujo cumple con las siguientes propiedades:

(%) do(x) = x para toda x € U.

(i) Site I(x) y s € I(¢s(x)), entonces s +1 € I(X) ¥ datt(X) = ds(de(X)).

(iit) Eziste una vecindad A de x tal que t x AC W, y entonces B = ¢4(A) es abierto en

Uy
Po(Pe(x)) =x
para todex € Ay
’ Se(d-e(¥)) =y

para today € B. De este modo ¢, es un difeomorfismo.
(iv) ¢¢ es un difeomorfismo que preserva orientacién.

Los puntos de equilibrio, también llamados puntos fijos o ceros de (5), son una clase
importante de las soluciones de una ecuacién diferencial. Un punto de equilibrio X es aquél
en el que f se anula: f(X)=0. Decimos que un punto de equilibrio X es estable si para toda
vecindad A de X en U existe una vecindad A4; C A, tal que toda solucién x(, xo, tto) donde
Xo € A; estd definida y permanece en A para toda ¢ > 0. Si ademds x(2) —X cuando
t —+ o0, decimos que X es asintdticamente estable. Un punto fijo X es inestable si no es

estable (Figura 5).
\
. )

a, b (<)
Figura 5. Un punto critico: (a) estable, (b) asintéticamente estable, (c) inestable.
Ya que el desarrollo de Taylor de primer orden de f en la variable x alrededor del 0 es

£(x, ) = Aux + Ro(x,p), Ay =DE(O,p) y Ry =O(x?),

donde A, es la matriz derivada de f en el punto (0, ) (ya que hemos trasladado el punto
de equilibrio X al 0) y f(0, u) = 0. Asi, el sistema

y=4,y (yeR"=TR") ' (4a)
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es llamado la linealizacién de (4).2 Conociendo la solucién del sistema lineal podemos
- analizar algunas propiedades de las soluciones de (4). Sean x(t) y y(t) las soluciones de
los sistemas (4) y (4a) respectivamente con condicion inicial x(0) = y(0) = xo.

Teorema 3. Para toda T > 0 y para toda & > 0 eziste § > 0 tal que si |xo] < &, entonces
|x(t) — y(t)] < €6 para toda t € (0,T).

‘Demostracién. Vea el apéndice B donde aparece una versién més general de este teorema.

Por tanto, para un tiempo arbitrariamente grande, las soluciones y(2), x(¢) de ambos
sistemas con condicion inicial y(0) = x(0) = X, permanecerin cercanas.

Teorema 4 (Hartman-Grobman, [P], pig. 119). Sean U C R" abierto gue contiene al
origen, £ € CY(U), y ¢« el flujo gererado por el sistema (4) (sin considerar el pardmetro).
Supongamos que £(0) = 0 y que la matriz A = Df(0) no tiene valores propios con parte
real igual a cero. Entonces eziste un homeomorfisme H:V C R — W C R", VW
abiertos que contienen al origen tales que para cada X9 € V, eziste un sntervalo abierto
Iy € R gque contiene el 0 y que para todax €V ytelp

Ho ¢y(x) = e H(z),

donde €4t = Id+ At+ AL + ... es la matriz ezponencial de la matriz At, que ssmplemente
es le solucién del sutema Imeal:zado (4a). ]

El teorema dice que H manda localmente curvas de (4) en curvas de (4a) cerca del
origen preserva.ndo la parametrizacidn, es decir, los flujos de (4) y (4a) son topologxcamente
conjugados.’

Los puntos fijos son importantes ya que alrededor de ellos el campo puede variar su
direccién de modo inesperado (Figura 5); esto no sucede alrededor de los puntos regu-

2 ToR" es el espacio tangente a R™ en el 0.
3 Decimos que dos sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales

x = f(x) (@)
=g(x) (8)

son topeldgicamente equivalentes en una vecindad del origen (el punto de equilibrio) o que
tienen la misma estructura cualitativa cerca del origen si existe un homeomorfismo H que
mande un conjunto abierto V que contiene al origen sobre un conjunto abierto W que
también contenga al origen, que mande trayectorias de (@) en V sobre trayectorias de (8)
en W, y que preserve orientacién. Si el homeomorfismo H preserva la parametrizacién de
las curvas por el tiempo, decimos que los sistemas (@) y (#) son topaoldgicamente conjugados.
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lares* ya (jue el flujo es localmente equivalente a un campo constante bajo un cambio de
coordenadas apropiado (vea [S], pdg. 205). Vea la figura 6.

(a) (b) '
Figura 6. (a) Un dipolo; (b) trivialidad local de] flujo alrededor de un punto regular.

Orbitas periddicas.® Otra clase importante de soluciones x(¢) de (4) son aquéllas para
las cuales existe T > 0 tal que :

x(t+T)=x(t), paratoda t€R,

a las que llamamos drbitas periddicas, drbitas cerradas o ciclos. Decimos que una érbita
periédica I' es estable si para cada ¢ > 0 existe una vecindad V de T tal que para toda
X €V yt 20, d#:(x),T) < e.® Una érbita periddica I' es inestable si no es estable; y T'
es llamada asintdticamente estable si para todos los puntos x en alguna vecindad V de I

Jim_d(4,x), T) =o0.

O (b)

1 Un punto regular es un punto en el que f no se anula.
5 Tarmbién llamamos drbita al conjunto imagen en R" de una curva fase.
8 d(p(x),T) = d({¢(x)},T) donde d es la distancia entre subconjuntos de R® definida

por

Vea la figura 7.

d(A,B) = inf{la—bl,ac ACR",be BCR"}.



Cap 1. 2. Osciladores Lineales 9

©

(© ‘
Figura 7. Una érbita periddica (a) estable, (b) asintéticamente estable, (c) inestable.
Podemos obtener los retratos fase de la figura 7 mediante campos vectoriales de las
siguentes formas: (a) fi(z, y) = (~y, z), (b) fa(z,y) = (—y+x(1+z? +y?), z+y(1+22+3?))
¥y (c) fs(z,y) = (~y + (1 + 2% + ¥?)%, = + y(1 + 2% + %))

Observacién 1. Este tipo de soluciones son las que sirven para modelar procesos
oscilatorios, y propiamente dicho la ecuacién (1) es un oscilador si posee una solucidén que
sea una érbita periédica.

Solamente nos falta definir los conjuntos « y w-limite. El conjunto w-limite de un
punto p € R, w(p), es el conjunto de los q € R™ tales que existe una sucesién {{,} en R
donde ¢,, — oo cuando n — oo y que

Jdm 4.,.(p)=q.

El conjunto a-limite de un punto p € R", a(p), se define de manera. andloga pero con la
condicién de que ¢,, — —oo cuando n — co.

2. Osciladores Lineales
Consideremos el oscilador dado por la siguiente ecuacién
mi + bt +kr=0 (6)

donde a los niimeros m, & y b, los llamamos pardmetros oscilatorios. Esta ecuacién describe
distintos tipos de comportamientos de acuerdo con los diferentes valores que les demos a
los pardmetros oscilatorios; aqui describiremos los siguientes casos: (a) el oscilador lineal
sin friccién (b = 0), (b) el oacdador lineal con friccién (b > 0), (c) el oscilador Imeal con
friccidn negativa (b < 0) y (d) el oscilador con fuerza repulsiva.
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2a. Oscilador lineal sin friccién. Tenemos el oscilador dado por la ecuacién

que corresponde al oscilador armdnico, donde m y ko son niimeros reales positivos
(constantes).

Ejemplo 1. Esta ecuaciéon representa aproximadamente al sistema idealizado del movi-
miento horizontal de una masa m (constante) a lo largo de una barra suave bajo la accién de
dos resortes, que suponemos idénticos, cerca de la posicién de equilibrio; en este sistema
los resortes aproximan una fuerza de restauracion eldstica (una fuerza proporcional al
desplazamiento) y despreciamos la resistencia del aire y la friccién interna de los resortes

(Figura 8).

Figura 8, Oscilador arménico. .
Proposicién 1. Bajo cualesquierts condiciones iniciales el sistema (7) ezperimenta un
movimiento periddico alrededor del punto de equilibrio (z,2) = (0,0), con la ezcepcidn del
caso en que las condiciones iniciales corresponden al equilibrio.

Demostracién. Para realizar el anélisis cualitativo del oscilador arménico escribamos (6}
como
iP+wiz=0 -(8)

donde wi = %n‘l, y considere el sistema equivalente

v ©

z
¥ =—wpT

como campo vectorial de una ecuacién de primer orden en dos variables, el que podemos

expresar en forma matricial como
T z
] =A 10
( y ) ( y ) (10)

donde
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Asi observamos que A es una matriz invertible y por tanto el {nico punto de equilibrio
del sistema es (z, y) = (z, &) = (0,0); podemos resolver (9) mediante la conjugacién de la

matriz A por la matriz
0 1
- (83

donde conjugar A por N significa tomar el producto N~!AN, con lo que obtenemos el

sistema ., R —ivp z'
(3)-r () ()=(4 $)G) o

por la "regla de la cadena”, en las coordenadas

G)-"(G)

z'(t)\ _ [ cicoswpt — casenwpt
Y() ) — \ c1senwot + cacoswpt
donde (c3,¢2) € R? es una condicién inicial de (10).
Por tanto,

z(t) ) _ cysenwpt + ca2coswot _ kcos(wot + o)
y(t) ] — \wo(cicoswpt — casenwgt) /] — \ —woksen(wet + a)

donde k = \/c} + ¢} = /23 + (—’-&)2 y tane = =& = — %o, 51 2(0) = 2o y (0) = y(0) =
&0 son las condiciones iniciales de (6).

Vemos asi que z(t) en el plano (2, z) estd representada por una curva senozdal (Figura
9), es decir, el sistema oscila y esta oscilacidn estd caracterizada por tres cantidades: k, a
la que llamamos amplitud de la oscilacién (determinada por las condiciones iniciales zo,
&9 ); wo, frecuencia angular o nimero de oscilaciones durante 27 unidades de tiempo y a,
el dngulo de fase. ]

la solucidn es de la forma

Figura 9. z(t) = K cos (wot — F). .

Las curvas fase son elipses
22 y?

2T ea =t
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y en el plano fase quedan descritas como se indica en la figura 10 (considerando a ¢ creciente)
y

Figura 10. Retrato fase del oscilador lineal sin friccién.
ya que cuando & > 0, z crece, y cuando & < 0, z decrece. A un punto de equilibrio X de un
campo vectorial que posee una vecindad abierta U tal que toda curva fase con condicién
inicial en U es una curva cerrada, lo llamamos centro. Es importante mencionar que el
sistema es conservalivo, pues dada la funcidn de energia (primera integral)

»2 z
E(z,z) = % —/ —wisds

0
al derivarla con respecto al tiempo

dE

Tt(z,z':) =2 +wizd = ~wizd +wizd = 0,

y E es constante a lo largo de las curvas fase, es decir, se conserva la energia total a lo
largo de las curvas fase; por tanto, las elipses antes mencionadas son las curvas de nivel de
E (en el capitulo 2 estudiaremos algunas propiedades de los sistemas conservativos).

Por tanto, el sistema (6) permanecerd oscilando. Es claro que la masa m no oscilard
para siempre, puesto que la friccién del aire o de la barra la detendrd en un tiempo finito,
pero el sistema (6) resulta ser una buena aproximacién del fenémeno para intervalos de
tiempo pequeiios.

2b. Oscilador lineal con friccién. Ahora tenemos un sistera lineal no conservativo
en el que incluimos una friccién lineal, es decir, una fuerza friccional proporcional a la
velocidad #, que es muy aproximada para velocidades pequefias a la friccién en el aire y
en los liquidos. Un ejemplo de un sistema tal es el dado por el modelo del péndulo con
friccién, cuya ecuacién atn es lineal

mi + bi + kz = 0 (6)

donde b es el coeficiente de friccién (fuerza friccional por unidad de velocidad) y m es la
masa del cuerpo que pende.
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Para realizar el analisis cualitativo de (6) escribamos 2 = 2k, £ = w2, entonces
Z + 2ht 4 wgz =0

¥ escribamos también & = y para obtener

(5)= (2 ) () (12)

cuyos polinomio caracteristico y valores propios son A2 +2hA +wd y M2 = —hE£/h? — wd
respectivamente. También vemos que la matriz de (12) es invertible y por consiguiente el
tnico punto de equilibrio del sistema es el (0,0).

La solucién z(t) presenta dos comportamientos esencialmente distintos segin los si-
guientes casos: si A2 < w} tenemos oscilaciones amortiguadas; y si h? > wi, un proceso no
periddico amortiguado.

2b.1. Oscilaciones amortiguadas. Estudiemos primero el caso en que los valores
propios tienen parte imaginaria distinta de 0, es decir, 22 < w?. Escribamos w? = w? — A2

con lo cual Ay 2 = —h £ wyi, donde i = /-1,

Proposicién 2. Pare toda condicion inicial en el espacto fase (z,t) el sistema (6) ezpe-
rimente una oscilacidn amortiguade alrededor del punto de equilibrio (z, &) = (0,0) con la
ezcepcion del caso en gque las condiciones iniciales coinciden con el punto de equilibrio.

Demostracién. Al conjugar la matriz del sistema (12) por
0 1
v=(a )
Y _[(—h —uw z’
(-6 6)
()=()
v’ ¥
z'(t)y _ e-ht [ coswit  —senw;t ¢ (14)
¥y )~ senunt  coswyt cz
donde (3, ¢2) € R? es una condicién inicial del sistema (13); lo que implica en (12) que

(z(t)) _ (a:(t) aht ( g coswyt + 22420 gen ¢yt )

={ =e .
y(t) #(t) (hzo + Zq) coswit — (hzo + "T’lﬂ) sen wyi

queda el sistema

€

en las coordenadas

cuya solucién es
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= —ht cos (w1t + a)
= Ke (-h cos (wit + a) — w; sen{wyt + a) (14a)

donde (zo,0) es una condicién inicial en el espacio fase de (6), K? = zj + (&2utiay? y
tana = ———“—*—‘l Dado que los isomorfismos lineales de coordenadas no afectan las cuali-
dades estables de los sistenas (porque los hace topolégicamente conjugados), analizaremos
(12) por medio de (13) y sus soluciones,

La funcién '
coswit -—senw;t cy
( senw;t cos w;t ) (cz) (15)
representa un proceso oscilatorio, pero el factor € ** — 0 cuando ¢ — o0, lo que implica
que la solucién (14) no es una curva cerrada pues su médulo [{z'(t), ¥'(%))| no es el mismo
al haber transcurrido un periodo de {(15) (por eso a K la llamamos emplitud condicionada)
y decrece exponencialmente con el tiempo, es decir, €%t amortigua la oscilacién. Por lo

anterior, decimos que el sistema (13) (respectivamente (6) y (12)) experimenta oscilaciones
amortiguadas. ]

Al periodo de oscilacién de (15), T'= f,—’l’, le llamamos periodo condicionado de (14) y
(14a), que es el doble del lapso entre dos ceros consecutivos de z (o de &); a la frecuencia
angular de (15), wy, la llamamos frecuencia anguler condicionada de (14) y (14a).

Observemos que el (0,0) es un punto de equilibrio asintéticamente estable para (12) y
(13) (por ser topoldégicamente conjugados). En la figura 11 vemos que todo esto se traduce
en que las imdgenes de (14) son espirales logaritmicas que tienden hacia el origen cuando
t — oo; esto sucede igualmente en el retrato fase de (6) y (12) salvo una deformacién
lineal dada por N.

¥ y

Figura 11. Retratos fase de oscilaciones amortuguadas.

En la figura 12 la grafica de z(t) estd acotada por las grificas de las funciones @—h*
y~e M La proporcxon del amortiguamiento puede ser caracterizada por k, el coeficiente
de amortigu nto. El decrecimiento logaritmico es

- z(t) _ AT _
d—10g$(t+T)—]°g(e y=hT
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que refleja cémo decrece |z| cuando ha transcurrido un periodo condicionado para cualquier
t € R (en el caso en que #p = Sz"—t‘-‘?}'iﬁ para alguna n € Z, los valores del tiempo para

. los cuales z(Zp) = 0, se toma el limite cuando ¢t — ).
x

P

Figura 12. z(t) = Ke ™" cos (w1t — I).

Asi podemos caracterizar una oscilacion amortiguada por cuatro cantidades: el
periodo condicionado T (o la correspondiente frecuencia angular condicionada wy), el de-
crecimiento logaritmico d, la amplitud condicionada K y el angulo fase a.

A este tipo de punto fijo estable X que tiene una vecindad W en la que toda curva
solucién con condicién inicial en W tiende a X cuando ¢ — oo describiendo una espiral,
le llamamos foco estable.

Todo lo anterior significa que el péndulo oscilard todo el tiempo, cada vez mds cerca
del reposo (punto de equilibrio), pero sin alcanzarlo; esto se debe a que el sistema (6) es
sblo una aproximacion del sistema fisico y que estamos despreciando varios factores que
también influyen en la dindmica del péndulo, sin embargo, hemos logrado modelar varias
caracteristicas de él.

2b.2. Proceso no periédico amortiguado. Examinemos ahora e] caso en que los
valores propios del sistema son reales, es decir, A2 > w?. Escribamos ¢? = h? — wZ, lo que
implica que Ay 2 = —h + ¢, donde A\; <O paraj=1,2y Ay > Az yaque g > 0.

Proposicién.3. Para toda condicidn snicial en el espacio fase (z,), el sistema (6) ez-
periments un amortiguamiento sin oscilacién hacia el punto de equilibrio (x,%) = (0,0),
es decir, (0,0) es un punto de equilibrio asintdticamente estable.

Demostracién. Conjugamos la matriz del sistema (12) por

M=(ln —aa)=(h )

con lo que obtenemos el sistema equivalente

(;:) = (_hoﬂ —(h0+q)) (:') = ('})’ ,{)2) (;,) (16)
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en las coordenadas (z',y’) ya conocidas, cuya solucion es

(O)-(a)-(a2) e

donde (¢1,¢3) € R? es una condicién inicial del sistema (16).
Por tanto
z(t)\ _ [ z(?) (=220 + o )M? + (= My 20 — 5p)@N* ) ('17"1)
y(®) )~ \2() ((h ~ g)0 + wizo)eM* + (wizo = Aado)e?*
donde (zo,#o) s una condlclon inicial en el espacio fase de (6). : ’
Observemos en la figura 13 los retratos fase de (17) y (17a)
y

'Y

(a) (b)
Figura 13. (a) Retrato fase de (17); (b) retrato fase de (17a).
dondelas ” parabolas”1 (Figura 13a) que forman las imégenes de las curvas fase se deducen
de la siguiente ecuacién

V(t) = cse™ = ZHareM) = (! (B)

dondeC =% ya= i , ecuacién de tipo parabdlico. Asi las curvas de la figura 13b son
las i lmagenes bajo el isomorfismo lineal NV de las pardbolas de la figura 13a, y por tanto

siguen siendo pardbolas.
De la figura 13 podemos deducir las graficas siguientes de la solucxon z(t) en el plano -
(2, z), segiin la posicién de la condicién inicial en el plano fase (Figura 14).

@) | (®)

1 Dichas parabolas no son propiamente lugares geométricos que satisfacen una ecuacién
cuadratica, pero su forma y caracteristicas de crecimiento son esencialmente las mismas
que las de las pardbolas cénicas.
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(e} =
Figura 14. La gréifica de () cuando zo > 0 y (2) g0 > 0, (b) o =0, (c) Zo < 0.

Notemos que el origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable en los planos
fase de (12) y (16). A este tipo de punto fijo X que posee una vecindad en la que existe una
recta (en el plano) a la que todas las curvas solucién al tender hacia el punto de equilibrio
se aproximan tangencialmente, le llamamos nodo impropio estable; las rectas tangentes en
los sistemas (12) y (16) son

y=Az y y=0

respectivamente. o [
Observacién 1. La relacién entre los pardmetros h? = w} es demasiado estricta como
para reproducirse en un sistema fisico y por ello no tiene significacidn en este contexto,
pero en el contexto matemético si lo tiene por ser el punto de transicién entre los procesos

amortiguados periddico y no periédico.
Resolvamos el sistema (12) conjugando por la matriz

1 1
N= (—h 1- h)
con lo que obtenemos el sistema

O O-E N o

en las coordenadas (z',y') conocidas, cuya solucién es

(G- (1)

donde (e;,¢2) € R?, lo que implica para el sistema (12) que

(78) = () =~ (a3

¥ los retratos fase correspondientes a los sistemas (12) y (17) en este caso los ilustramos en
la figura 15; éstos son similares (mds no difeomozfos) al retrato fase del proceso no periédico
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amortiguado. En este caso (0,0) es también un punto de equilibrio asintéticamente estable,
y en particular es un nodo impropio estable, cuyas rectas de tangenciason y = —hz yy' =0
es las coordenadas correspondientes.

También es importante conocer esta relacion entre los pardmetros ya que asi podemos
introducir valores apropiados al sistema para que aparezcan oscilaciones con amplitud
condicionada de tamafio adecuado, o eliminar dichas oscilaciones haciendo h? > w? pero
h? cercano a wZ. Podemos afirmar entonces que con la menor variacién de los pardmetros
del sistema, este caso limite cambia a ser alguno de los otros dos: oscilacién amortiguada
o proceso no periédico amortiguado.

’l

(=) (b)
Figura 15. Retratos fase de nodos impropios estables.

2c. Oscilador lineal con friccién negativa. En la ecuacién
mi+bi+kz=0 (6)

hemos considerado al coeficiente b como un niimero positivo puesto que la friccidn se opone

al movimiento. El coeficiente positivo h = -2"—," significa que la acumulacién de friccién
requiere energia. Esto lo vemos claramente al realizar el cilculo siguiente por analogia con

el oscilador lineal sin friccién. Multipliquemos (6) por Z e integramos de 0 a 7

T r 4
m/ iidt+b/ .v'c’dt+k/ chdt =
[1] (i] 0

mi? r  kz? s T2
—_— = = —b/ z“dt
2 'o 2 lo A

kx?
b vy 5h

donde

son las energias cinética y potencial respectivamenete, y la suma de ambas

-,
—b/ #dt
o
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es la variacién de energia total en el intervalo [0,7]. Si & > 0 entonces —b f; #2dt < 0, es
decir, la energia del sistema decrece por la pérdida de energia debida a la friccién, Sib <0
entonces —b j;]r #2dt > 0 que implica aumento en la energia del sistema.

Desde el punto de vista de los sistemas dindmicos la restriccién de k > 0 (b > 0) sdlo
es una eleccién en los parimetros oscilatorios. Al manejar & = —I < 0 obtenemos

z(t ¢ c t+
(:cgtg ) = Ke! (I cos (wy ¢ +(z)(ilw1 s:xz (Wt +a) )

donde (<o, #0) es la condicién inicial, w] = £ K? = g} + (2=at&2)? y tana = —!'—:-:—En
si b% < 4mk (vea la seccién 3 de este capitulo). O bien

1 . .
a(t) = 3o(=Aaz0 +d0)@M" + (= Aszo - do)e

donde ¢% = A% — 5; ¥ A1,z = % g, si 82 > 4mk. Los retratos fase se ilustran en la figura
16, donde las curvas fase se alejan de la posicién de equilibrio.

(a) _ ()
Figura 16. (a) Foco inestable, (b) nodo impropio inestable.

Ejemplo 2. Un modelo en el que existe una fuente de energfa o friccién negativa (b < 0)
es el siguiente (Figura 17). ’

Figura 17.
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Un cuerpo de masa m fijada por dos resortes ky y k; es colocada sobre una banda que se
mueve con velocidad uniforme vg. La friccién de la banda sobre la masa es una funcién
F(vo — 2). Sea k la constante del resorte resultante y supongamos que todas las demds
fricciones son proporcionales a & {por ejemplo la friccién interna de los resortes), entonces
la ecuacién de movimiento de la masa m es de la forma

m& + bz + kxr = F(vo — &),

=y
ik b Flwo-—g)
V= m’ m ’

También'suponga.mos que & < vp. La linealizacién de este sistema el el ( %F(vo), 0) es

()=(% s le) (0)
v)  \-% -2-F2)\y/)
El coeficiente friccional es ahora b+ F'(vg) que dependiendo de la forma de F es negativo

o positivo

Flv)

v

Figura 18. Posibles grificas de F.

Si b+ F'(vo) < 0, el sistema tiene friccién negativa y la masa m experimenta
oscilaciones de mayor amplitud conforme pasa el tiempo, que confirma nuestra intuicidn; es
claro que la amplitud de la oscilacién no puede crecer indefinidamente, y es por ello que el
sistema lineal no puede describir el movimientoc de la masa m para tiempos arbitrariamente
grandes (de aqui surge la necesidad de utilizar sistemas no lineales).

2d. Oscilador con fuerza repulsiva. Ahora consideremos que la fuerza en el
sistema tiende a alejar a éste de la posicién de equilibrio (k < 0). Vedmoslo en un ejemplo.
Ejemplo 3. Consideremos el péndulo sin friccién

é+‘(—;-sen0=0
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donde 0 € 8!, y cuyo retrato fase en el espacio fase (cilindrico) es ilustrado en la figura 19.

i

e oy
=

——————

~w
o N
[
1
!
i
Figura 19. Figura 20.

La linealizacién del sistema alrededor de § = =

0)-(5 o) ()
¥ 0o/ \¥
posee una silla en el origen, y por el teorema de Hartman-Grobman el péndulo sin friccién

posee una silla en (8,9) = (7,0) como se ve en la figura anterior, es decir, casi todos
movimientos del péndulo tienden a alejarse de la posicién vertical (Figura 20).

Por todo lo expuesto anteriormente no pueden ezistir drbitas cerradas en sistemas
lineales no conservativos,

3. Sistemas Lineales Degenerados

En la ecuacién que describe un sistema.lineal con friccion o resistencia
miE 4 bt +kz=0 6)

aparecen tres coeficientes m, by k (pardmetros oscilatorios). Cada uno de estos coeficientes
puede ser muy pequefio y hacer que el término correspondiente sea muy cercano a 0,
si la variable correspondiente (z, £ o &) estd acotada. Asi podemos estudiar el sistema
despreciando el término muy pequeiio y reduciendo el orden de la ecuacién. Sidespreciamos
el término bz obtenemos nuevamente el oscilador arménico; si despreciamos alguno de los
otros dos términos, m# o kz, obtenemos

b+ ks =0 (19)

mé + bi = 0. (20)

Es claro que debemos de estimar qué tan buena es la aproximacidn de las soluciones de
(6) por las soluciones de (19) o (20) segiin sea el caso.
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Supongamos que m = 0, entonc.es la solucién de (19) tiene la forma
zq(t) = zpe~ ¥t (21)
con condicién in‘icial z(0) =zy derivada

da(t) = -%moe—f'. (21a)

Al despreciar alguno de los pardmetros obtenemos sistemas con ”medio grado de libertad”
llamados degenerados; naturalmente ahora manejamos sélo una condicidén inicial z¢ ya que
(19) es una ecuacién diferencial de primer orden, es decir, el espacio fase correspondiente
tiene dimensidn 1. ’

Realizamos la estimacién mencionada de manera directa entre las soluciones explicitas
de los sistemas (6) y (19), suponiendo que m es pequefia pero diferente de 0. Si las
condiciones iniciales son z(0) = zo, #(0) = Z¢ la solucién tiene la forma:

z(t) = Ke " cos(w;t + a)
donde h = 2, 0?2 = & _ p? K2 =23 +(-"—’-f;‘§'—*—“)2 y tana = —"—:‘;—;‘:—f—“ si 8% < dmk (veala
seccién 3 de éste capitulo). O bien

1 s
z(t) = 5;(—}\23:0 + i‘o)e'\" + (~Mzo — -’Do)e’\"

donde g2 =h? — X5 y X, 0 = ~h it g, si B2 > dmk.
Puede demostrarse que la solucién aproximada

zy(t) = zo (€~ ¥t — —r:TkE‘f“‘) + :i:o%(e"f" - e—#‘) (22)

cumple que para toda € > 0, existe § > 0 tal que si m < §
le1(t) —2(t)| <e, |&a(t) -2 <e,
para toda ¢ > 0.
Por lo anterior comparamos (21) y (22),

: k . - -
lea(f) ~ 2a(®)] = | - so i@~ H* 4 3o T (e~H — e=7Y)|

k ., 2
Sm(ll‘olp"*-lzoi;)
<e

para toda ¢ > 0, si .

m<éb=—ag———e——,
Frlzol + 1ol
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Por otro lado, no sucede lo mismo para la diferencia de las derivadas

k . -
—e_.'k":‘—zo f'-f-z e -L‘

.‘i‘)(t) - :i:d(t) =Zo b b2

que cumple con que

k
lxm :1:1(0) — £4(0) = &g +zo o 5
valor que no decrece con m (no podemos hacerlo pequefio mediante una eleccién adecuada
de m). Adn asi, para cualquier € > 0 y m pequefia, existe 7 = 7(m) > 0 tal que

{£1(t) — za(t)f < €

para toda ¢ > 7.1

Asi para toda m pequeiia y ¢ > 0, |z(t) — z4(2)| es tan pequeiia como queramos, como
también lo es |21 (2) — £4(¢)| después de un cierto tiempo 7. En sintesis, la aproximacién de
la ecuacidén (6) por la ecuacién (19) es satisfactoria después de un cierto tiempo 7 (también
tan pequefio como queramos).

El mismo tipo de andlisis puede llevarse a cabo en el caso k = 0, pero no abundaremos
en él.

Ejemplo 1. Consideremos un cuerpo de masa pequefia moviéndose en un medio fuerte-
mente resistente (b # 0) bajo el efecto de un resorte (k # 0). La ecuacién de movimiento
es la (6) donde m es un pardmetro pequefio. Para (6) podemos elegir arbitrariamente la
posicién y velocidad iniciales. Por otro lado, después de cierto tiempo T, €l movimiento en
el sistema puede ser descrito por la ecuacién de primer orden {19) donde la condicién £ no
es arbitraria y depende de z. Supongamos que z(0) = zo y £(0) = 0 (condiciones que no
satisfacen a (19)). En tanto & sea pequefia, el término bz no serd importante y de acuerdo
con (6), la aceleracidn estd dada por la expresién aproximada

k

A ——2z.

m

8:

Puesto que m es muy chica, la aceleracién es muy grande y la velocidad crece rdpidamente.
Al mismo tiempo, la friccién se acumula y gran parte de la fuerza del resorte se utiliza

1 Observemos la siguiente relacién entre 7y m

, . ko . k
lé1(t) = 2a(®)] < loog + dole™ " + ol 7
<e

si
eb?

< mkiq

donde 7 — 0 sim — 0.

y t>r(m)=—— ) >0,

lOg(2kz + b:to
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para vencer la friccién. Por tanto, la aceleracién se hace cada vez mds pequeiia, y final-
mente el término m% deja de lmportar y el movimiento del sistema puede ser descrito
satisfactoriamente mediante la ecuacién (19) ya que & adquiere un va.lor dependiente de z:

IR ——1x.
b

Asi, si m es suficientemente pequeiia, primero la aceleracién es muy grande y la velocidad
varia rapidamente. Después de un tiempo 7 el sistema puede ser descrito por (19) y, si este .
tiempo es suficientemente pequefio z no experimenta un cambio apreciable ain cuando
ocurre una gran aceleracién (Figura 21).

Figura 21.

En este tltimo caso podemos cosiderar el paso de (6) a (19) como un salto instantdneo
¥ sélo determinamos el estado final al que salté el sistema (Figura 22). Entonces, podemos
considerar al sistema como libre de masa dado que introducimos una nueva suposicién,
que ocurre una discontinuidad en la velocidad £. En nuestro caso particular lo expresamos
como sigue: La velocidad & cambia de manera abrupta mientras la posicion £ permanece
casi constante.

4
-
~

Figura 22.

4. Esferas de Bendixson y de Poincaré

En esta seccién estudiamos dos transformaciones (topoldgicas) del espacio fase que
nos sirven como recursos para completar el retrato fase y observar el comportamiento de
las soluciones de

x = f(x), x€ R2,f€C2(R2),

cuando |x| es arbitrariamente grande, es decir, en el "infinito” del plano.
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El conocer el comportamiento de las soluciones "cerca de infinito” es a menudo muy
atil para obtener el retrato fase completo del sistema. El procedimiento a seguir consiste en
proyectar el plano R? sobre un subconjunto de la esfera unitaria en R3, % = {(z,y,2) €
R3 : 22 + y? + 2% = 1}; esto lo hacemos de dos maneras: a) proyectamos con respecto a
un polo de la esfera (proyeccién estereogréfica), para obtener la esfera de Bendizson, y b)
proyectamos con respecto al centro de la esfera, para obtener la esfera de Poincaré.

4a. Esfera de Bendixson. SeanN =0, 0,1) € §2? (polo norte de §%), y consideremos el
haz de rectasen R? concurrentes en N; cada una de las rectas de este haz no contenidas
en el plano tangente a S en N, corta a §? en dos puntos distintos, N y Nj, y en un solo
punto M al plano R? x {0}; asi ponemos en correspondencia a N; con M; denotado por
m1(N1) = My (Figura 23), con lo que obtenemos un difeomorfismo

71: 82 — {N} — R? x {0} = R?
(w0, 0) = (25, 17255 ) (23)

I-w) l—w

Figura 23. Proyeccién estereogrifica.

Esta transformacién tiene el inconveniente de que para el punto de equilibrio generado
en el polo norte, generalmente es dificil determinar su estabilidad. Veamos esto en un
ejemplo sencillo.

Ejemplo 1. Consideremos el oscilador lineal con friccién

(3)=(& 2)0) a2y

definido en el plano. Ahora consideremos la proyeccién estereografica con respecto al polo
sur § = (0,0,—1)
m: 8% — {S} — RZx {0} = R?

(v, w) = (Eor 3w )

cuya inversa tiene por regla de correspondencia

=1 = 2 2 1-£—n?
T2 (fy '7) = ('iTEzﬁ.FFﬁy 1+ 0% 156342 )-



Cap. 1 4. Esferas de Bendixson y de Poincaré 26

La composicién
¢ =mong:R? — {0} — RZ — {0}

&) = (e o)

que corresponde a la inversién geométrica con respecto al circulo unitario S C R2. Cal-
culemos mediante ¢ y d¢ el campo inducido por el oscilador lineal en cada punto del plano
(€,77). Observemos que .

2 _ .2
by == +7°) (E 2n. ,7225"52

donde dg(c,) es la derivada de @ en el punto (£,7), por ello el campo inducido
g:R? — {O} — R? estd dado por

ge.m =aszaipem) =€+ (el ) (20 ) ()

que en realidad est4 definido en todo R?. Es claro que el punto (£,7) = (0,0) es un punto
de equilibrio no hiperbélico, lo que no permite la determinacién de sus caracteristicas
estables a partir de la linealizacién del sistema. Mds aiin, al bosquejar el retrato fase en
la esfera (Figura 24), nos damos cuenta de que IV debe ser un punto de equlibrio inestable
del tipo de los que surgen en los sistemas lineales.

() (b)
Figura 24. Retratos fase en la esfera de Bendixson de
(a) un foco y (b) un nodo impropio estables.
Mediante este sencillo ejemplo, vemos que IV serd generalmente un punto de equilibrio
no hiperbdlico para el sistema inducido en §2, lo que nos deja un problema tan complicado
como el inicial (completar el retrato fase en el plano (z,y)).!

4b. Esfera de Poincaré. Ahora consideremos el haz de rectas en R? que pasan por el
origen = (0, 0,0) no contenidas en el plano R? x {1}. Cada una de estas rectas interseca a

! Es claro que el modo de analizar el punto de equilibrio al infinito mediante ¢ y d¢ no
€s tinico, pero ejemplifica lo que generalmente sucede,
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S8? en dos puntos antipodas N; y Nz, y corta al plano R? x {1} en un solo punto M;. Con
esto obtenemos un difeomorfismo del hemisferio superior (o inferior) de la esfera sobre el
plano R?

73: {(u,v,w) € 8% 1w > 0} — R? x {1} = R?

(u,0,w) = (z,9) = ($, %) (29)

cuya transformacién inversa es

- z ] 1
T3 1(3"3 y) = ( Vitzi+y?’ Vitzi4+y?’ (/1423443 ) ’ (240)

donde los puntos del ecuador de S? corresponden al "circulo al infinito” o "puntos al
infinito” del plano (Figura 25). El difeomorfismo de R? sobre {(u,v,w) € §% : w < 0} lo
obtenemas al sustituir /14 2 + y2 por —/1+ 22 + y? en la ecuacién (24a).

Figura 25, Esfera de Poincaré,
As{ obtenemos dos "copias” del espacio fase de la ecuacidn

&= P(z,y)
v =Q(z,y)

en los dos hemisferios de la esfera y podemos considerar el sistema dindmico inducido en
{(u,v,w) € 8% : w # 0} obtenido al proyectar el sistema dindmico del plano; ademds
podemos extenderlo a toda la esfera y analizar el cardcter estable de los puntos al infinito.

Ahora es conveniente proyectar a otro plano para trabajar facilmente. Esto lo hace-
mos proyectando candnicamente los subconjuntos de {(u,v,w) € §% : u > 0,w # 0} y
{(u,v,w) € 8% : v > 0, w # 0} de los casquetes de la esfera sobre los planosu =1yv=1
de R? respectivamente (Figura 25). Si u = 1 entonces

(25)

y 1 . u 1
v==, w=-, coninversa z=—, y=—,
z T w w
donde z # 0 y, andlogamente, si v =1,
z 1 . 1 v
u= ;, w= ;, coninversa z=—-, y=—,
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donde y # 0. Estos difeomorfismos de {(z,y) € R? : z #£ 0} y {(z,y) € R? : y # 0} en
{(¢,w) € By(0) : w # 0} C R? (donde £ = u o £ = v) preservan el cardcter estable de los
puntos singulares a distancia finita en R?, es decir, los retratos fase son topolégicamente

conjugados; ademds el sistema inducido en los casquetes completos es topoldgicamente
conjugado al resultante en B, (0).

De manera mds precisa consideremos el caso en que u = 1 y observemos que
= = - g2 — 2P (1}
b= (L) =2 =~ P(e,y) = ~wP(},5)

dt(”—” % = wQ(z,) - vwP(z,y) = wQ (5, &)~ vwP (5,2

Sean p y.q los grados de los polinomios P(z,y) y Q(z,y) respectivamenete, entonces

(,; ﬁ)=P (v, w)
Q(_l',!')= (v’w)

donde P* y @* son polinomios en u y v. Sin perdlda. de generalidad supongamos que ¢ > p
e introduzcamos un tiempo nuevo 7 dado por la relacién

dt

dr = z97 dt = =1

si z > 0, T crece cuando ? crece; si ¢ < 0 y ¢ es impar, 7 crece con ¢; perosi £ <0y ¢ es
par, 7 decrece cuando ¢ crece; los casos son anélogos cuando ¢ decrece (Figura 26).

///////// /// )

CTQCe C“Q /
///////////////,l'////////// 7
ANSO R TRRTR VRSNV \’
7 s Simed bt my
\ \ AR \\
Grecs cunhio Ldeciace s g o3 po

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Figura 26.

Como la relacién entre los tiempos es invertible en cada uno de los semiplanos (dr/dt #
0), por la regla de la cadena tenemos

dw dw dt

o 2 e 3Pl D>

&~ @ar - P (26)
dv dvdt

SRS o - q—p p*
= ddr (v,w) — v PP*(v, w)
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Asi paraw =0

d:-) A (264a)
ar Q*(v,0)

¥y tenemos bien definido el campo en el ecuador de S? (ya que dicho campo esta bien definido
en la proyeccién de éste), en donde el polinomio Q*(v,0) puede tener raices reales y, por
tanto, el campo (26) tiene un mimero finito de puntos de equilibrio aislados, Anédlogamente
cuando v = 1 obtenemos

dw

— = —wQ™(u,w)
(27-’ 1 b (27)
a—:—, = wI P P**(u,w) — uQ**(u,w)

donde P** y @™ son polinomios en (u,w), dr' = y9~1dt = dt/w?~'. Ahora hemos
completado el cdlculo del campo inducido en la esfera de Poincaré y podemos analizar la
naturaleza estable de las trayectorias "en el infinito”.

Ejemplo 2. Considere un oscilador con un tubo de vacio (bulbo) con un circuito de rejilla
sintonizada (Figura 27).

Figura 27,

1)

La ecuacién que determina la corriente en el circuito oscilante del tubo es

di R T 2

LE+R1+6‘/zdt=M1’n.

Supongamos que la corriente en la placa depende sdlo del voltage de la rejilla (es decir,
despreciamos la reaccién de la placa) y supondremos que la caracteristica del tubo esti
expresada por ‘

I.=I + %angtan( v ),

donde I, es la corriente de saturacién, go la conductancia mutua del tubo en el punto
operante y vy = [idt/C es el voltaje de la rejilla. Ademds I, — Iy + I, asintéticamente
cuando v, — oo, por lo que para v, suficientemente grande consideramos a I, como
constante, es decir, I, =0
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Ahora tenemos el sistema

dvg i _ ,

@ = ¢ = FPe?)

di R. v

@ Y .
@ L’ L Q(vg,1)

donde P(v,,i), Q(v,,i) son polinomios de grado 1 en (v,,i). Para referirnos a nuestros
cdlculos anteriores escribamos vy = z € i = y. Entonces

dw . g2 Y WY

o = TP =—wiEl=-3

d - v v

Efri = —vP*(w,v) + Q" (w,v) = —vwe— + w( _'1% - 15) (28)

Rv 1 ‘
=T I T
que para w = 0 es

to_
dr

&r- L L C
¥ cuyos nuevos puntos singulares estdn dados por la ecuacién
Rv 1  v?

Ttrte=°

cuyas raices son
o= —RC + VR?C? - 4LC
- 2L !
por tanto, si R2C < 4L no hay puntos singulares en el infinito y el ecuador es un ciclo; y

si R2C > 4L hay cuatro puntos fijos en él, dos de los cuales resultan de las intersecciones
del casquete {(u,v,w) € §% : u > 0, w # 0} con los planos

_ —RC+VR:C?—4IC = —RC~ VRIC? Z4IC
- 2L voU T 2L . !

y los otros dos son los puntos antipodas. Al linealizar el sistema (28) en los puntos de
equilibrio (w,v) = (0, v;) con j = 1,2, tenemos

aw _

dar — !

dv
E=—2(vj+%5)v,

cuyos valores caracteristicos son

M=vj, Ae=-2(v;+%%),
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donde j =1,2, Asiparaj=1,A; >0y A, <0, y por el teorema de Hartman-Grobman
el sistema no lineal (28) tiene una silla en (0,v1); para j = 2, A; > 0 y A2 > 0, por tanto,
(0, v2) es un nodo inestable (teorema de Hartman-Grobman).

Asi también, para el oscilador lineal con friccién

s=y 12)

g = —wiz — 2hy,
el campo inducido en el disco unitario es

dw .

:l: = -w

% = —w? ~ 2hv —0?
cuyo comportamiento alrededor del ecuador es igual al del sistema arriba descrito; ademas
sabemos que para (12) el origen (z,y) = (0,0) es el tinico punto de equilibrio (estable) a
distancia finita; como (12) es lineal todas las soluciones tienden al origen y, por taato, si
h? # w?, el infinito es un ciclo inestable (es el a-limite de toda trayectoria en la esfera
a excepcién de N y §), y en la figura 28 presentamos las posibles disposiciones de las
curvas solucién en uno de los hemisferios (las curvas en el otro hemisferio son simétricas
con respecto al (0,0,0)).

(29)

(a) A% < wi. (b) k% > wi.
Figura 28. Retratos fase del oscilador lineal con friccién en la esfera de Poincaré.

" Asi, podemos concluir que para el sistema (28), si R2C < 4L el ecuador es un ciclo
limite inestable y como (v,,2) = (0,0) es un foco inestable el conjunto 4 = {{u,v,w) €
8% : 0 < w < 1} no contiene puntos de equilibrio; ademas (0,0,-1) y el ecuador no son
conjuntos w-limites de puntos en A, entonces por el teorema de Poincaré-Bendixson en la
esfera [Pa], A contiene al menos una 6rbita cerrada, es decir, existen condiciones iniciales
de voltage y corriente tales que el circuito descrito arriba presenta una oscilacién (que
es el w-limite de todas las 6rbitas con condiciones iniciales en la. componente no acotada
determinada por el ciclo, es decir, es un ciclo limite semiestable). La disposicién de las
curvas solucidn se ilustra en la figura 29.
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N N
Sl
S
‘:@ﬂd
= s
S
(a) R*C < 4L. (b) R2C > 4L.

Figura 29.

4c. El indice de un punto singular en las esferas de Bendixson y de Poincaré.
Para finalizar esta seccién relacionaremos ambas maneras de obtener campos vectoriales en
la esfera a partir de campos en el plano, por medio del teorema del indice de Poincaré-Hopf
([G-P], pag. 134).

La herramienta que utilizamos es el #ndice de un campo vectorial en una variedad?
M alrededor de un punto de equilibrio aislado, que se refiere al cambio direccional del
campo en una vecindad del punto. Recordemos la definicién intuitiva de indice de un
campo vectorial X en el plano alrededor de un punto de equilibrio: consideremos una
circunferencia Sp alrededor del punto singular p tal que el disco cerrado delimitado por
ésta no contenga otro punto singular distinto de p; el indice de X en el punto p, indp X, es
el niimero total de vueltas que el vector —gg— daen 8! mientras recorremos S, en el sentido
levégiro, contando una vuelta como -1 si es dada en el sentido extrégiro, y como +1 en el
caso contrario.® Veamos algunos ejemplos en la figura 30.

2 Un campo vectorial en una variedad M C R" es una transformacién diferenciable
X:M — R¥ tal que X(m) € T,, M (el espacio tangente a M en m) para toda m € M.
3 En el plano, podemos calcular el indice por medio de la integral

v 1 [ PdQ-—QdP
ind X = o Js, Q7 v
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% 0 &

(a) (b) @ (a) ()
Figura 30. Puntos de equilibrio con indices: (a) +1, (b) +1, (¢) +1, (d) -1y (e) +2.

En nuestro caso nos interesan campos vectoriales X en M = 8%, y como ésta es
localmente difeomorfa al plano, el indice de un campo en S? alrededor de un punto singular
p lo definimos por medio de una parametrizacién; supongamos que ¢: U C R? — 82 es
una parametrizacién local alrededor de p tal que $(0) = p. Inducimos el campo X en U
(pull back de X) por X (u} = dp7' X (é(u)) para toda u € U. (vea la funcién g en la seccién
4a), donde d¢y es la matriz derivada (invertible) de ¢ en u; ahora definimost

indp X = indpX.

Teorema del indice de Poincaré-Hopf. S5i X es un campo vectorial en la variedad M
compacte y orientable, con un nimero finito de ceros (puntos de equilibrio), entonces la
suma total de los indices de X alrededor de los ceros es igual a X(M), la caracteristica de
Euler de M. ) | |

Observemos que al tener campos polinomiales en el plano e inducir campos en toda
la esfera, estos Gitimos tienen un ndmero finito de ceros ya que en el caso de la esfera
de Bendixson solo estamos agregando un punto al espacio y, en el caso de la esfera de
Poincaré, las ecuaciones (26a) y (27) implican que

dw

Yoo
d:
dv ‘ (26a)
'd_T' = Q'(v,O),
du . (27a)
;17 = —uQ‘ (u,O),

sélo tienen un nimero finito de ceros. Del teorema obtenemos la siguiente propiedad.

4 Esta definicién no depende de la parametrizacion, pero no lo demostramos aqui.
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Proposocién 4. Sean f: R?2 — R2 un campo vectorial (polinomial) en el plano, X, el
campo inducido en la esfera de Bendizson, X, el campo inducido en la esfera de Poincaré
¥ C el conjunto de ceros de X, en el ecuador. Supongamos que f liene n ceros en R?,
entonces 1
!‘ndNX] =14 5 Zi"erT
peC

Demostracién. Sean C;, C, y Cj3 los conjuntos de ceros de f, X; y X3, respectivamente.

Ya que el indice de un campo alrededor de un cero es invariante bajo difeomorfismos, el
{ndice de los puntos singulares de f en R? no cambia y asf tenemos

2=X(8%) =) ind, X,

pEC?

= Y indpf +indn Xy
recC,

= 3" indy X
PEC:

=2 ind,f+ Y ind, X,

PEC) peEC
de donde 1
indvXy =145 Y ind,Xa. n

PEC,

Asi podemos decir que el cero N de X esta ezplotado en el ecuador de la esfera de
Poincaré, y que las propiedades estables de N para X estdn distribuidas en los puntos de C'
para X;. Esto nos da una razén cuantitativa del por qué N es un cero dificil para analizar
su estabilidad en la esfera de Bendixson (Figura 31). Notemos también que al proyectar
estereogréficamente la esfera de Poincaré por 7, la imagen del ecuador es S! (compuesta
por trayectorias), que al contraerlo a un punto singular en el plano nos proporciona el
retrato fase alrededor de N. '

(2) (b)
Figura 31. Proyecciones estereograficas con respecto al polo sur de
(a) la esfera de Poincaré y (b) la esfera de Bendixson del ejemplo 2.
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Por 1iltimo diremos que ambas maneras de proyectar proporcionan compactaciones
del plano; en el caso de la proyeccién estereogrifica obtenemos la compactacién por un
punto (de Alexandroff); y en el caso de la proyeccién central, la compactacién del plano
real al plano proyectivo real (sin identificar los antipodas del ecuador).



Capitulo 2

Teoria de los Osciladores No Lineales

Considere el sistema
’ . x=f(x), xeR" (rn>0) 1)

donde f: W € R™ — R" es de clase C!. A un punto de equilibrio xg de (1) tal que Df(xo)
no tiene valores propios iguales a 0, lo llamamos punto de equilibrio no degenerado.

De aqui en adelante siempre que encontremos un punto de equilibrio hiperbélico en
un sistema no lineal y analicemos su estabilidad a partir de su linealizacién, daremos por
hecho 1la aplicacién del teorema de Hartman-Grobman.

1. Sistemas Conservativos

~ En esta seccién consideraremos sistemas que son conservativos, es decir, aquéllos en
donde despreciamos la disipacién de energia, dado lo importantes que resultan ser en los
sistemas dindmicos.

Sea V:W -— R una funcién de clase C" definida en un abierto W C R". Decimos
que y € R es un vaelor regular de la funcién V si V™1(y) no contiene puntos criticos! de

V. k ,

Definicién. Llamamos primera integral del sistema (1) a una funcién V:W — R de
clase C" tal que su conjunto de puntos criticos tiene medida cero y que para toda curva
fase x(t) de (1) (con x(0) = xo € W)

d
-;;V(x(t))h:,o =0 paratodaty € I(xop).

1 Un punto critico z € M de una transformacién diferenciable f: M — N entre
variedades diferenciables M y N, es un punto tal que la transformacién lineal dfz: T M —
T4(zyN no es suprayectiva.

36
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A esta primera integral también le llamamos ley de conservacién de (1). Debido a que
la funcién V es constante a lo largo de las curvas fase de (1) con respecto al tiempo, las
érbitas de (1) estédn contenidas en los conjuntos de nivel de V (Figura 32). Esto implica
que el movimiento del punto x(t) esta restringido a una hipersuperficie? V=1(c) (c € R)
de R™ (tal vez con singularidades®) invariante bajo el flujo; ademds podemos analizar
la dindmica. de (1) restringidos a cada hipersuperficie y podemos trabajar en un espacio .
fase de dimensién n — 1. Es claro que si el sistema (1) tiene m > 1 primeras integrales
y éstas son funcionalmente independientes, las érbitas estdn contenidas en la interseccién
transversal de las hipersuperficies determinadas por las funciones, la que es una subvariedad
de codimensién m (salvo en los puntos singulares); as{, reducimos la dimensién del espacio
fase.

c

Figura 32. Gréfica y conjuntos de nivel de V.

Definicién. Decimos que el sistema (1) es conservativo si posee una primera integral.

Denotamos p
V(x) = 7V (6(t 1)) e=0
donde ¢(t,x) es el flujo de (1).

Teorema 1 ([P], pdg. 130). Supongamos que Xg es un punto critico de (1) y que eziste
una funcidn V € CY(W,R) y un subconjunto abierto Wy C W con xo € Wi, tales que
satisfacen V(xo) =0y V(x) > 0six € Wo = W, — {xo} Entonces: (a) si V(x) <0
para toda x € Wy, Xg es un punto critico estable; (b) si V(x) < 0 para toda x € Wy, xo
es asintdlicamente estable; (c) sf V(x) > 0 para toda x € W), x¢ es inestable. (']

Utilizando este teorema en los sistemas conservativos vemos que si Xg es un minimo
local estricto de V' = V, entonces Xo es un punto critico estable de (1), es decir, estd
contenido en un conjunto cerrado invariante bajo el flujo.

2 Una hipersuperficie de R™ es una subvariedad de R" de codimensién 1.
3 Una singularidad de V™!(c) es un punto critico de V contenido en V™1(c).
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Un tipo muy importante de sistema conservativo y al que dedicaremos nuestro estudio
es €] siguiente.

Definicién. Sea H:R?" — R una funcién de clase C2". Al sistema

e
I}

on

oy 2
. —o_H ( )
Y=
donde (x,y) € R® x R" & R?", lo llamamos sistema hamiltoniano (con n grados de
libertad) y H es la funcién hamiltoniana H.

Notemos que si (x(2),y(¢)) es una curva fase de (2) con condicién inicial (x(0), y(0)) =
(X0,Y0), entonces

; OH, OH,

para toda t € I(xo,Yo), es decir, H es una primera integral para (2).

Observacién 1. Si y € R es un valor regular para la funcién H por el teorema de la
funcién implicita H~!(y) es una subvariedad de R" de dimensién n — 1 y, por €l teorema
de Sard (vea el apéndice) casi todo y € R es un valor regular.

Observacién 2. Supongamos que (2) esta definido en el plano,

,_ o

Lo

__on (2a)
y= Oz

donde (x,y) = (z,y) € R% Asi, para casi toda y € R, H;!(y) es una variedad de
dimensién 1 en el plano, es decir, es difeomorfa al circulo unitario S! o al intervalo (0, 1).

Observacién 3. En un sistema hamiltoniano en el planoc no pueden existir focos puesto
que si una orbita describe una espiral tendiendo hacia un punto de equilibrio aislado (el
punto fijo es el w-limite de la érbita), entonces todas las drbitas cercanas tienen el mismo
w-limite; esto implica que la funcién H es localmente constante y no determina a cada una
de las érbitas en esa vecindad, pero esto contradice a la definicién de primera integral y,
por tanto, no existen focos en los sistemas hamiltonianos en el plano.

El siguiente teorema clasifica a los puntos fijos no degenerados de los sistemas hamil-
tonianos en el plano.

Teorema 2 ([P], pag. 154). Cualquier punto critico no degenerado de (2a) es una silla
o un centro; mds ain, (zo,yo) es una silla de (2a) si y sélo si es una silla de la funcidn
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hamiltoniana H(z,y), y es un ceniro de (2a) si es un minimo o mdzimo local estricto de

H(z,y). n

Estudiemos el sistema conservativo (y hamiltoniano) mds simple con un gredoe de
libertad

§=f(z) z€R . 3)
donde f:J C R —+ R (J intervalo abierto) es de clase C* (con k tan grande como la
necesitemos), o bien,

=y

i = f(=)

con la primera integral (funcién de energia)

O]

2 £
Hi(z,y) = % +U@), Ulg)=- /0 f(w)du,

donde ”2: y U(z) son las energias cinética y potencial del sistema respectivamente; asi, por
el teorema fundamental del cdlculo todo sistema de la forma (3) es conservativo.

Los puntos de equilibrio de (4) tienen la forma (z,y) = (z0,0) donde zo es un punto
critico de U (zg es un cero de f). Observemos ademss que Hy(z,y) = Hy(z, —y), implica
que las 6rbitas son simétricas con respecto al eje z. Por la observacién 2, para estudiar las
curvas de nivel (de energia), debemos estudiar los puntos criticos de H; y sus vecindades.

Es conveniente imaginar una pelota rodando en una concavidad de la gréfica del
potencial U. La energia cinética es no negativa, lo que implica que, la energia potencial
es menor o igual a la energia total. Cuanto menor sea la energia potencial, mayor serd la
velocidad, es decir, la pelota no puede saltar fuera del pozo de potencial levantindose méis
alto que el nivel determinado por su energia inicial. Cuando la pelota cae en el pozo ésta
gana velocidad (Figura 33).

ux

\ /
%

3
\)

Figura 33.

Dado que los puntos criticos degenerados de U también nos interesan supéngamos
que U(0) =0, U'(0) = 0,..., UC=D(0) = 0 y UK)(0) # 0, y sin pérdida de generalidad
supongamos también que 0 es un cero de U (hemos trasladado a. g al origen). Por el
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teorema fundamental del calculo tenemos que
x 1
Uz) = / U'(u)du = z/ U(s)1z)ds;y,
o (]

U'z) = 1/1 U(saz)dsz,

1
U(k"l)(z) =:c/ U(")(sk:)ds,,,
()

¥y por tanto,
: U(z) = z*g(z)

donde . X . _ :
g(z) = / FLat / Sk—1 / UR (59— ...82)dspdsy—, . ..dsy,
[} o 0

es una funcién continua (por lo menos), con g(0) > 0 si U®(0) > 0y ¢(0) < 0 si
U™®(0) < 0; de hecho g(z) > 0 (resp. g(z) < 0) en toda una vecindad de 0. Esto significa
que U es localmente equivalente a la funcién h(z) = z* bajo el cambio local de coordenadas
"por la derecha” p

plz) = ta(Eg(z))F,

segun sea el caso (que k sea par o impar).
x%

(—&,¢) A - v

Podemos expresar este resultado con grificas como sigue: si k es par, U tiene local-
mente la forma de una pardbola de grado k (Figura 34), :

) y

(a) (b)

Figura 34. (a) U®)(0) > 0; (b) U (0) > 0.
¥ si k es impar, U tiene localmente la forma de una parabola "cibica” de grado k (Figura
35).
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(@) ' (b)
Figura 35. (a) U®(0) > 0; (b) UF(0) > 0.

Esto implica que localmente el retrato fase de (4) alrededor del punto de equilibrio
(z0,0) para los diferentes valores de k es: un centro si & es par y U®(0) > 0 (Figura 36);

X

Figura 36. Un punto centro.

una silla si k es par y U9(0) < 0 (Fiéura 37);
x
N\

Figura 37. Un punto silla.

ctispides si k es impar y U{F)(0) # 0 (Figura 38).
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X

v

(a (b)
] Figura 38. (a) U¥)(0) > 0; (b) UM (0) > 0.
La linealizacién de (4) en un punto de equilibrio no degenerado (z¢,0) es

(5)= (st 0) ()
(] fi(z0) 0/ \y
cuyos valores propios son 4/ f/(zp), por lo que es claro que (xg,0) es una silla de (4) si

U(xo) es un valor méximo y es un centro si U(zg) es un valor minimo, lo que ya sabiamos
por el teorema 2 y por los comentarios anteriores.

~

Observacion 4. Para que exista una érbita cerrada I' de (4) es necesario que la gréfica

de la energia potencial tenga una concavidad como la siguiente para un nivel de energia
E, dado (Figura 39).

Figura 39.

Si U tiene un nimero finito de puntos criticos en el intervalo [a, b] correspondiente y
todos ellos son no degenerados, vemos que

ntmero de minimos de I/ = nimeros de méximos de U + 1,

es decir,
ntmero de centros de (4) = mimeros de sillas de (4) + 1.

Esto puede verificarse también usando la teoria del indice y los resultados anteriores.
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Ejemplo 1. Consideremos €l movimiento de un punto material con masa m colocado en
un circulo de radio r que gira con respecto a un eje vertical que coincide con un didmetro
del circulo con velocidad angular constante w (Figura 40).

2

2N
O

Figura 40.

Un sistema de este tipo es un péndulo fijo a un punto de un eje vertical que gira.
Sea 8 € [0, 7] el dngulo comprendido entre el gje vertical y el radio del circulo que une
al centro de éste con m. El sistema queda descrito por

6=¢
I = mw?r?(cosd — M) send

(8

donde A = %= e I es el momento de inercia del sistema con respecto al eje horizontal;
ahora, el espacio fase es cilindrico (por la periodicidad del sistema con respecto a ), el
sistema tiene la primera integral

sen 26

2

H(®6 ¢)—-I-i$i-—mw2r2( + Acos )
b = 2 L

donde
2
U= —mwzrz(i;—g + A cos 0),
¥ los puntos criticos de (5) son (0,0), (7,0) y (angcos A,0) (donde (angcos A,0) denota

dos puntos criticos si [A] < 1, dado que angcos es bivaluada al restringir su codominio a
[—=, 7)). Veamos las gréficas de U para diferentes valores de A en la figura 41.
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() (d)
Figura 41. Gréficas de U = —muw?r? (£EL2 28 1t X cos 1)
para(a) 0 <A <1,(b)-1<A<0,(c) A= Oy(d)A—l

Asl, obtenemos los retratos fase siguientes* (Figura 42).
1

\!

(c) (4

Figura 42. Retratos fase de (5) para (8} 0 < A< 1,(b) -1 <A <0,(c) A=0y(d) A=1.
Por lo anterior sabemos que si A = 1 el sistema experimenta oscilaciones similares a

las del péndulo sin friccién, y que si 0 < |A| < 1 entonces el origen es inestable y el punto
material permanece oscilando sin tocar el eje vertical (una érbita de alguno de los centros)

4 Observemos en la figura 41 que los puntos criticos angcos A se colapsan a 0, y es por
esto que el 0 es un punto critico "muiltiple” del sistema (5) (U(*)(0) es la primera derivada

distinta de cero).
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o recorre la circunferencia en un solo sentido sin parar (una drbita que rodea al cilindro).
De hecho, los retratos fase en el cilindro para 0 < A < 1 y para —1 < A < 0 son idénticos
salvo por una rotacién de .

Observacién 5. Los periodos de las curvas de un centro en un sistema conservativo de-
penden de la amplitud de la érbita o, dicho de otro modo, dependen de las condiciones
iniciales; por esto, dos puntos cercanos que pertenecen a dos drbitas diferentes no per-
manecen cercanos siempre, sino que se alejan y se acercan un numero infinito de veces
conforme transcurre el tiempo. Consideremos por ejemplo el sistema hamiltoniano

& =—yyz2+y?

- g=zVa+y?

con funcién hamiltoniana H(z,y) = —3(z? + ¥2)%/? y cuyas soluciones son (z(2),y(t)) =
(ro cos (rot + 85), g sen (rot + 6p)) donde r2 = 22 + y2 y 6,) angtan (yo/zo). Los periodos

de las érbitas T}, = zr—: — oo conforme la amplitud ry — 0.

Observacién 6. Por el teorema 3 del capitulo 1 y el teorema 1 de este capitulo sabemos
que el periodo de las érbitas periédicas muy cercanas a un punto critico centro tiende al
periodo (que es uniforme) de las soluciones periddicas del sistema linealizado si éste es un
oscilador arménico. También sabemos por el teorema 3 del capitulo 1 que el periodo de
una curva del centro tiende a oo cuando su condicidn inicial tiende al punto silla, ya que
le toma un tiempo arbitrariamente grande alejarse de la silla.

En el ejemplo 1 observamos que existen drbitas periédicas I' de tres tipos en el espacio
fase cilindrico, que son: (&) aquéllas que rodean sélo al punto singular que es un centro
(Figura 43a}, (b) aquéllas que rodean varios puntos criticos y separatrices (Figura 43b), y
aquéllas que le dan la vuelta al cilindro fase (Figura 43c).

(a) (b) ()
Figura 43.
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Aho!‘a. continuemos nuestro estudio de sistemas conservativos con los sistemas la-
grangianos®
d oL OdL

dt8q  oq
donde (q,q) € R" x R", cuya funcién lagrangiana L: R" x R* — R esti dada por

=0 (6)

L&) =T(a,4) - U(@), T(ad) =3 5 ox@id = ;a- A@a 20,

donde

a11(q) -+ ain(q)
Alq) = : :
an1(q) v+ @an(q)

es invertible para cada q € R"; a T le llamamos la energia cinética y a U la energia

potencial del sistema. Observemos que el oscilador armdnico es un ejemplo de un sistema.
lagrangiano.

Podemos escribir las ecuaciones de Lagrange (5) de manera equivalente como un sis-
tema hamiltoniano de 2n ecuaciones de primer orden como (1). Observemos que la relacién

8L 8T .
=%a- 34 = A(q)q

es invertible; por tanto, q = A~'(q)p. Sea H:R" x R — R dada por

H(p,q)=p a4~ L(9,4) =p A7 ()P — L(2, A7 (a)P). ™
Calculemos
oH _ “}(q)p — OLAA™ (q)p
ap dq ap
=24-q- A(q)A™'(q)Id
=2q-— q = qy

(ya que A(q) es simétrica) y

8H @ o 8L OLBAA~(q)p
59 =3q" A P 5725 Bq
oL
= _"a—q =-p,
por (6) y ya que
D A (qp al/ 0A"(q)p
oq oq

5 Estas ecuaciones resultan de algunos razonamientos del cdlculo variacional y de la
mecénica cldsica, vea por ejemplo [A], capitulo 4.
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Asi, vemos que

OH ®

es un sistema conservativo con la primera integral H dada en (7), y por ser equivalente a
(6), éste también es conservativo.

Teorema 3. El punto (q,q) = (qo,qo) s un punto de equilibrio de (8) si y sélo si qo =0
¥ Qo es un punto critico de la energia potencial, es decir,

8U
a(%) =0.

Demostracién. En (8)

OH

'a?(quo) =0
implica que g =0, y como

éT

E(qo, 0) - 01

entonces

OH oT ouU ouU
0= -‘E(O,QO) = —'5;(110,0) - —;9?(%) = —%‘(Qo)-

Inversamente, si o =0 y

g_z(%) =0,
entonces
%g(O, 0)=0 y ggq(qo,o) =0,
¥, por tanto, (q, q) = (qp,0) es un punto de equilibrio. (]

Teorema 4. Si el punto qp es un minimo local estricto de la funcién de energia entonces
q = qo es un punto de equilibrio estable.

Demostracion. Sea V una vecindad de xo. Existe r > 0 tal que B,(xp) € V. Sean
8r = B(x¢) — Br(xg) la esfera de radio r centrada en xo y Eo = min{H(x),x € R?"}
que estd bien definido por la continuidad de H y la compacidad de S, (Figura 44).
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4

Figura 44.

La componente conexa W del conjunto {x € R?" : H(x) < E,} que contiene a Xg,
esté contenida en V, es decir, W € V y ademsds W es un conjunto invariante bajo el flujo;
por tanto, Xg es un punto de equilibrio estable. [

Observemos que también podemos concluir la demostracién del teorema 4 utilizando
el teorema 1.

En particular, H(0,q) = T{q, 0) — U(q) = U(q) > U(qp), es decir, qo es un minimo
local estricto de U como sucedié antes para el sistema conservativo mds simple. Asi pues, .
- estudiemos también el comportamiento de las soluciones de (6) alrededor de los puntos de
equilibrio.

Proposicién. Para linealizar (6) en el punto de equilibrio q = O (hemos trasladado el
punio qo al origen), es suficiente reemplazar la energia cinética

1 L.
T=3 > - aij(Q)dids
por su valor en q =0
1 ..
T, = 3 _5_ aijgid;, aij = aij(0),

y reemplazar la energis potencial U(q) por su parte cuadrdtica

1 o*U
U, = = b'..'.., bi; = ——=—(0).
2 22 : 7995 3 aq‘aqj( )

Demostracidon. Una vez mds utilicemos el sistema (8). El punto de equilibrio correspon-
diente es (p,q) = (0,0) ¥

H(p,q) =p-a—L(q,q) = T(q, A7 (q)p) + U(q).
Observemos que
8T

51:')_2'(0’ 0)= 4™ (0),
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T 8*T-

m(‘),o) =0= —2(0: 0)

apaq( ,0) = apg (0 0)
oU oU
6pa(,) 68(00)

82U

6—(‘;(0,0) = U2(0)

donde O es la matriz cero de rango n. Si

f(p,a) = (- %ﬁ(p, ), %{,’—(p, ),

entonces’ o V2(0)
= . —v2 .
Df(Ovo)_ (A-—l(o) le] ):
por tanto, el sistema linealizado de (8) es
p=-U:(0)q
q=A"'(0)p
que es el sistema hamiltoniano correspondiente &l sistema lagrangiano
4oL oLy _
dt 9q 0q
donde Ly =T — Uz y L2 y T2 son como en el enunciado de la proposicién. ]

Vemos asi que el sistema linealizado estd dado en termmos de formas cuadréticas y
por ello existe una manera de desacoplarlo.

Definicién. A los movimientos en una vecindad de un punto de equilibrio q = qp en un
sistema linealizado (L2 = T2 — Us) les llamamos oscileciones pequeiias, aun cuando tales
movimientos no sean propiamente oscilatorios. En el caso en que q = ¢ € R al periodo y
a la frecuencia les llamamos periodo de oscilaciones pequesias y frecuencia de oscilaciones
pequenias, respectivamente.

Proposicién. Un par de formas cuadrdticas q- Aq ¥ q - Bq, la primera de las cuales
es definitivamente positiva, pueden reducirse a ejes principales (diagonalizarse simultdnea-
mente) mediante un cambio lineal de coordenadas p = Cq, p =(p1,...,Pn). "

De hecho, podemos considerar a q - Aq como el producto escalar candnico y luego
reducir q - Bq a ejes principales. Asf, el producto escalar en las coordenadas p se expresa
como

. n
<p,p>= ), p
i=1
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Sean p tales coordenadas, entonces p = Cq por linealidad, y
1 n
T2 = § .'__-lei y U= .—Zl ’\lpl

donde los niimeros \; son los valores propios de la forma B con respecto a A. Asf,

d 0L, 0L,

Tdtop  9p
B+p Y\,

Pn+ AnPn

es decir, el sistema queda desacoplado en n osciladores lineales (sin friccién) y hemos
demostrado el siguiente teorema.

Teorema 5. Un sistema que ezperimenta oscilaciones pequeiias puede desacoplarse en n
sistemas unidimendionales (osciladores lineales) que desarrollan oscilaciones pequesias.

Recordemos que para un oscilador lineal 5+ Ap = 0 tenemos tres casos (vea el capitulo
1)
CASO 1. Si A =w? > 0, la solucidén

p(t) = c1 coswt + ¢, senwt (10)

es periddica de penodo
CASO 2. SiA=0,p= 0, p(t) = ¢}, p(t) = c1t + c2 que es estable (Flgura. 45).

P
r— S
P
—— e — e
< <
Figura 45.

CASO 3. Si A = —k® < 0, los valores propios son +#, por lo que el punto de equilibrio es
una silla.

Definicion. El movimiento periédico (10) es llamado una oscilacién caracteristica del
sistema (6) si A es alguno de los A; (1 < ¢ < n), y el nimero w es llamado la frecuencia
caracteristica®. También llamamos oscilaciones caracteristicas a los movimientos donde

A= —k? <0y w= X (nimero complejo) es la frecuencia caracteristica.

§ Las oscilaciones caracteristicas también son llamadas oscilaciones principales o modos
normales,
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Observacién 7. Todas las oscilaciones pequefias se desacoplan en oscilaciones carac-
teristicas y por ello las oscilaciones pequeiias generalmente no son periédicas, ya sea porque
las razones entre las frecuencias caracteristicas son niimeros irracionales o por la inesta-
bilidad de alguna de las oscilaciones caracteristicas. En cualquier caso, el niimero maximo
de periodos diferentes que podemos tener por las combinaciones lineales de oscilaciones
caracteristicas es 2" — 1.

Veamos dos ejemplos.

Ejemplo 2. Consideremos el sistema de dos péndulos con puntos de suspensién situados
a la misma altura, de longitud /j = l; = 1 y masa m; = m2 = 1 colocados en un campo
gravitacional con g = 1. Supongamos que los péndulos estin conectados por un resorte sin
peso cuya longitud es igual a la distancia entre los puntos de suspensién de los péndulos
(Figura 46).

Figura 46. Péndulos acoplados por un resorte.

Denotemos por ¢;, g2 & los dangulos de inclinacién de los péndulos. Entonces para las
oscilaciones pequefias de este sistema

1., . 1 :
=5 +d@) v U=3(d+d+a(n-a))

donde %a(ql — ¢2)? es la energia potencial de la elasticidad del resorte.

Sean
p=te o _a-@
ve '’ Ve
entonces
_ptp -

a T, N T,
y ambas formas cuadréticas han sido reducidas a ejes principales
1. R 1
T=5@i+8) v U=35win+uwip)
donde wy =1y wp = /1 + 2a, por lo que los conjuntos de nivel de U son elipses (Figura

47) y los conjuntos de nivel de la funcién hamiltoniana H correspondiente son elipsoides
tridimensionales en R*.
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LH

P,
‘Il‘
L 2u=1
Vo
L2
—d
Vi+ia

Figura 47. Conjuntos de nivel de U.

Asi, las dos oscilaciones caracteristicas son las siguientes:
1. Cuando p; = 0 (q1 = ¢;) ambos péndulos se mueven en fase con la frecuencia original
1, y el resorte no tiene efecto alguno sobre ellos (Figura 48a).
2. Cuando p; = 0 (g; = —g2) los péndulos se mueven en fase opuesta con frecuencia wz > 1
debido a la accién del resorte (Figura 48b).

— — —p e
() (b)

Figura 48,

Ahora supongamos que el resorte es muy débil (& << 1), entonces ocurre un efecto
interesante llamado intercambio de energia, que ilustramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Supongamos que los péndulos estdn en reposo en €l momento inicial, y a
uno de ellos le es dada una velocidad inicial §; = v. Mostraremos que después de algin
tiempo T el primer péndulo estard casi en reposo y toda la energia se habra transmitido
al segundo.

Se sigue de las condiciones iniciales que p; (0) = p,(0) = 0 y por tanto, pi(t) = c; sent
y p2(t) = casenwt con w = V1+2a = 1+ a (a << 1). Ya que p1(0) = p2(0) = v
c = 7"; ye= :"—’7-2- y las soluciones tienen la forma

v 1 .
alt)= 5( sent + " sen wt)

() = %( sent — % sen wt)
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o bien, al observar que

v 1

- senwt = vsenwt + v(; —1)senwt ~ vsenwt
ya que v(1 — 1) senwt es muy pequefio porque a lo es,

a(t) = %( sent+ senwt) = v cos et sen w't
() = %( sent — senwt) = v cosw't sen et

donde e = 51 ~ £ yw = 2l ~ 1. La cantidad € ~ § es pequefia y, por tanto,

q1 experimenta una oscilacién de frecuencia w' & 1 con amplitud que cambia lentamente
vcoset. Después del tiempo T = - ~ I esencialmente sdlo el segundo péndulo estard
oscilando; después de el tiempo 2T sélo estara oscilando el primero y asi sucesivamente
(Figuras 49 y 50).

9,

a

Figura 49. Intercambio de energia de los péndulos acoplados
del ejemplo 3.

9 92
E %’ '

() (b)

Figura 50. Las oscilaciones de (2) q1 y (b) ¢; respéctivamente.
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2. Sistemas No Conservativos

Hemos visto que en los osciladores lineales con friccidon no existen los movimientos
periddicos y que en los sistemas conservativos éstos aparecen alrededor de centros y sus
amplitudes son determinadas por las condiciones iniciales. Ahora estudiaremos dos tipos
de sistemas donde las oscilaciones estdn determinadas por el sistema mismo: los sistemas
disipativos y los auto-oscilantes.

En los ejemplos que estudiamos, debido a la idealizacién que hacemos de ciertos ele-
mentos, trabajaremos sélo un plano fase pero varias ecuaciones diferenciales para describir-
los en distintas regiones del plano, y las curvas fase las obtendremos ”pegando” las curvas
de cada ecuacién en la frontera de cada una de las regiones.

2a. Sistemas disipativos. En este caso la ecuacién de Lagrange es

7o 5~ 2=0 o
donde ¢ € Ry & es una funcién de ¢. Al multiplicar (11) por ¢ vemos que
W—-3j=0
donde W = q%g — L es la energia total del sistema. Si
®;<0 (12)

la energfa del sistema (11) decrece. A los sisternas (11) que satisfacen (12) los llamamos
distpativos.

Observacién 1. Puesto que la energfa de un sistema disipativo siempre decrece, no pueden
existir movimientos periédicos en él.

Ahora veamos dos ejemplos de sistemas disipativos en los que la funcién ® tiene
caracteristicas distintas. En el primer ejemplo & es diferenciable en todos los puntos y en
el segundo es discontinua en un punto.

Ejemplo 1. Consideremos el péndulo con friccién. Sea € = —b¢ con b > 0, entonces
$¢ = —b¢? < 0 para toda ¢. El lagrangiano es
1¢

> + mgl(cos¢ — 1)
¥ la ecuacién de Lagrange es un sistema disipativo
I¢ + b + myglseng = 0,
b=v
Itp = —mglsend — byp

cuyos puntos singulares son (km,0) (k € Z) y cuya linealizacién en (kw,0) es

() = (oot 25) (£):
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El punto de equilibrio (kr,0) es una silla si k¥ es impar; es un foco estable si k es par
¥ b2 < 4Imgl y, es un nodo impropio estable si & es par y b? > 4Imgl (vea la seccién 2 del
capitulo 1). En la figura 54 mostramos el retrato fase del sistema.

Figura‘ 54.
Asi, el péndulo despiies de dar un nimero finito de revoluciones completas pierde
velocidad y su oscilacién llega a ser amortiguada.

Ejemplo 2. Consideremos un bloque‘ que tiene una masa m, que yace sobre una superficie
¥ que estd sujeto a dos paredes por dos resortes idénticos (Figura 55). :

Figura 55.

La ecuacién de movimiento es
mi+hkr=® (13)

donde k = muw? y
&= {—amu.»2 sig >0
amw? siz <0
es la friccidén (que es constante en valor absoluto pero discontinua en 0). Asi, este sistema
es disipativo. Observemos que
m# + kr = —amw?® (3a)

es un oscilador arménico cuyo centro es (—a,0) y
m# + kr = amw? (3b)

es otro oscilador armdnico cuyo centro es (a,0), y que cada uno describe una fase del
sistema segiin sea que & > 0 o que & < 0 respectivamente. Para dibujar el retrato fase
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de (13), usamos las curvas de (3e) en aquellos puntos en que # > 0 y usamos las curvas
de (3b) en los puntos en los que £ < 0 (Figura 56); para los puntos en los que £ = 0 sdlo
"pegamos” las curvas fase de ambas mitades del plano.

y x

%ag

. (b)
Figura 56, (a) Retrato fase de (13); (b) gréfica de la solucién z(2) de (13).

Para aquellos puntos (z,0) con —a < z < a las curvas fase de ambos osciladores
arménicos llegan con sentidos opuestos, es decir, el movimiento no puede continuar y estos
puntos son estados de equilibrio’; esto se debe a que la fuerza de restauracién de los resortes
cumple con que |kz| < amw?. Asi, hemos obtenido un movimiento periddico amortiguado
para z suficientemente grande ({z| >> a), con periodo condicionado T' = 2T hasta antes de
tocar el intervalo [—a, a} y el amortiguamiento es como sigue: si z(t) es solucién de (13) con
z(0) = 2o y £(0) = 0 entonces |2(T/2)| = |zo — 24|, |z(T)| = |zo —4al, y asi sucesivamente,
es decir, el movimiento es amortiguado de acuerdo a una progresién geométrica. )

2b. Sistemas auto-oscilantes, En este inciso trabajamos con ecuaciones del si-
guiente tipo
F+ kz = ¢(£)
donde ¢ representa tanto el amortiguamiento del sistema por disipacién de energia como
la compensacién de esta disipacion mediante un estimulo externo.
En esta seccién trabajamos bésicamente con tres ejemplos en los que ¢ tiene diferentes
propiedades. :

Ejemplo 3. Consideremos el circuito mostrado en la figura 57,

tip

=
T

L "

Figura 57.

! Estos puntos no son puntos de equilibrio ya que ni siquiera tenemos un campo vectorial
bien definido en ellos, sin embargo, ellos corresponden a estados del sistema en que las
fuerzas que actian sobre el punto material estan equilibradas.
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Este esquema? contiene un circuito resonante en paralelo, conectado en serie con la
placa del bulbo y el acoplamiento de retroalimentacién incluido en el circuito de la rejilla.
Despreciamos la reaccién de la placa y llamamos z a la corriente de la rama del circuito que
contiene la inductancia y que estd conectada a la placa. Asi, la ecuacién que representa el
comportamiento del circuito es )

Li+Rz+é/(x—i,)dt=0,

que implica que
. .oz iy fley)
Li 4+ Rz + c-c="¢
donde ey .es la energia electromotriz e i, = f(e,) es la transferencia caracteristica del bulbo
(la corriente de la placa como funcién del voltaje de la rejilla).

Idealizamos esta relacién haciendo a f constante por pedazos

I, sieg>0
f(ey)={0. sieZSO.

Por tanto, consideremos el siguiente sistema de dos ecuaciones diferenciales de segundo
orden

£ 4 2kt 4 wlz = wie >0 (a) (14)

E4+2h 4wl =0 z<0 ®
dondec =1, > 0y h = = es muy pequeiia (ahora ¢ = w} f(eg) —2kha). Ambas ecuaciones
son osciladores lineales con friccién que presentan oscilaciones amortiguadas idénticas (con
el mismo periodo T, decrecimiento logaritmico d, etc.) pero con distinto punto singular
(el de (4a) es (c,0) y el de (4b) es (0,0)). El término wic — 2hi es una compensacién de
la energia disipada en el lapso en que & < 0. Las soluciones de (4a) son

z1(t) = Ae Mcos(wt — @)
donde w = y/w} — h? y, las soluciones de (4}) son
zz()=c+ Be'mcos(wt - B).
Las soluciones que deseamos para el sistema (14) las construimos pegando arcos de las
soluciones de ambas ecuaciones. Dado un punto (zo,%p), digamos que &g > 0, la curva
fase de (4a) que pasa por él cruza el eje z en (z1,0) (21 > 0) después de un tiempo finito,

momento en el cual el punto comenzard a moverse sobre la curva fase de (4b) que pasa
por (x1,0); el pegado es andlogo para aquellos puntos con &g < 0. Observemos que el arco

? Las bobinas deben conectarse de tal modo que M > 0 para que e, > 0 implique que
z>0.
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construido de esta manera en el plano fase (z, &) no se rompe y, por tanto, la solucién z(t)
¥ la funcién &(t) son continuas (Figura 58).

S
T

() (b)
Figura 58. (a) Retrato fase de (14); (b) gréfica de la solucién 2(t) de (14).
Consideremos una solucién z(¢) de (14) con z(0) = z3 > 0. El tiempo que permanece
en un semiplano dado £ > 0o % < 0 es % donde T = 22 eg el periodo condicionado de
los osciladores (4a) y (4b). Sean z; = z(T/2) y x3 = =(T'); €l movimiento de z(t) cuando
0 <t < T/2 es en el plano inferior y, por tanto, sobre una curva de (45), lo que implica
que

- AL
-T2 =21€ 3.

Ahora el movimiento prosigue sobre una solucién de (4a) y se cumple que
I3 —cCc= (-—1'2 + C)e-ﬁ-’-'z = zle""T + Ce—ngz
y asi
3=z o1+ E'Aiz).

Sean A =e T <1y u=¢(1 +e"“a’“). Asi, z3 = Az, + p. Por induccién tenemos que las
intersecciones sucesivas con el eje £ cumplen que

ZTok41 = ATok— + 4

Tok=1 = ATzk-3 + 4

zz = Azy +p
¥, por tanto,
Tokgr = Afzy + p(1 + X+ 2% +... 4+ 281,
Como 0 < A < 1 entonces )

u
1-2X

Tok+1 — To = cuando k — oo
donde

(14 e"nal) _ c

- 1 —e-hT —l_e._az'

2
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El punto zp va al punto %y = —z0€~"T después de unidades de tiempo y éste a su
vez va al punto zp, es decir, hemos obtenido, gracias a una transformacién de Poincaré
¥ a que las soluciones de (4a) y (4b) son espirales que no se separan sino que se acercan
conforme transcurre el tiempo, una érbita cerrada de (14) que es asintéticamente estable
con periodo T.

Ahora veamos dos ejemplos que pertenecen a la teoria del reloj. El mecanismo de
un reloj incluye: un sistema oscilatorio horizontal o vertical (por ejemplo un péndulo),
una fuente de energia (un peso o un resorte) y un control que relacione los dos elementos
anteriores. Para ciertas posiciones del péndulo opera el control y permite que pase la
energia requerida en la forma de un impulso. Supondremos que la duracjén del impulso
es muy corta. El control opera generalmente dos veces por periodo cuando la velocidad
es mixima (cuando el péndulo estd cerca de la posicién de equilibrio). Una caracteristica
importante es que el momento en que opera el control depende solamente de la posicién del
péndulo y, més atin, la accién y el tamafio del impulso dependen solamente de la posicién
y de la velocidad del péndulo. Por lo anterior y debido a que el sistema no depende del
tiempo, éste es un sistema auténomo.

Por simplicidad suponemos que el control opera una vez por cada periodo y que pro-
duce un cambio instantdneo en la velocidad. Consideramos también dos leyes de impulso:
si vp y v; son las velocidades del péndulo justo antes y después del impulso entonces,

1. el cambio en la velocidad es constante, es decir, v; — vo €s constante, o,
2. el cambio en la energfa cinética es constante, es decir, mvZ — mv2 es constante.

La segunda de las leyes es més plausible ya que dice que cada impulso contribuye con
la misma cantidad de energia.

Ademads de la naturaleza de] impulso hay dos hipdtesis que podemos hacer con respecto
a la friccién: que la friccién es lineal (la friccién es proporcional a la velocidad) o que la
friccién es constante.

Ejemplo 4. Reloj con friccidn lineal. El movimiento estd descrito por la ecuacién
£+ 2hi +wlz =0

donde h es muy pequeiia (el amortiguamiento es pequefio), excepto en los puntos (z, &)
tales que z =0 y & > 0 en donde suponemos que opera el control permitiendo el aumento
de la energia del sistema por medio de un impulso.

Primero analicemos el caso en que consideramos la ley 1. Sean y = %, a el cambio de
la velocidad producida por el control, d el decrecimiento logaritmico del oscilador lineal y
y1 la velocidad inicial (inmediatamente después del primer impulso). La figura 59 muestra
el retrato fase de este sistema. y

Figura 59.
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Entonces las velocidades y; ¥ y3 justo antes y después del segundo impulso son
wn=une’, wpm=pe’+a

Para obtener un movimiento periédico debe cumplirse la relacidn y3 = y1 = ya, por lo que

a

=g

y también tenemos que para cualquier y; > 0 las velocidades yz44.1 después de cada impulso
cumplen con que
Y2k+1 = Ayak—1 +a

Y2k—1 = AY2p-3 + @

ys=2Ay +a
donde 0 < A = €% < 1; as,
vt = A a1+ A+ A2 4.+ 21—y cuando ks oo,

es decir, por esta transformacién de Poincaré y por las espirales del oscilador lineal, la
oscilacién es asintSticamente estable con periodo T = %—"' Por tanto, €l sistema se autoex-
cita para oscilar dada cualquier condicidn inicial; es por esto que el sistema no modela
realmente el comportamiento del reloj. A

Ahora analicemos €l sistema utilizando la ley 2. La ley 2 nos dice que
vi ~v3 =¥,

entonces

vr=met, y= \/y% + 8 = \/y?e‘“ + 82,
La condicién en la amplitud para que exista un movimiento periddico es ya = y1 = yo,

b
o=A-en

La transformacién de Poincaré ahora esta dada por la relacién

Yak+1 = 4/ yi_,e"d 4 b2,

w1 —-e ) =4,

e inductivamente

Yorps = \ﬁlge—zkd £ 01+ e-2d 4 . 4 e-2(k—Dd) g,
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cuando k¥ — oo para toda y; > 0. Por tanto, encontramos una 6rbita periédica asintética-
mente estable de periodo T = 27" La tnica diferencia en este caso es que a no es fija, sino

que estd dada por la relacién
a= Vyg""b?—y?v

pero ademaés de esto no hay ninguna diferencia con el primer caso. Asi, este caso tampoco se
apega al comportamiento del reloj y podemos concluir que la friccién lineal no es admisible
para modelar al reloj. :

Ejemplo 5. Reloj con friccidn constante. Ahora el movimiento estd descrito por la
ecuacién

i+ =)
donde - - (550
N_[—c s
¢($)—{c siz <0

y ¢ > 0, o por el par de ecuaciones

f+a:— c sx‘ :z:.>0 (15)

T+z=c si z<0.
Ambas ecuaciones representan centros lineales (osciladores armdnicos) pero con diferente
punto singular; cuando & > 0 el centro es (—¢,0) y cuando & < 0 el centro es (¢, 0) (Figura
60). Las curvas fase de (15) las obtenemos al pegar las curvas dadas cuando £ > 0 con
las dadas cuando & < 0. Supongamos que el impulso es aplicado de manera instantinea
cuando la curva fase cruza la recta * = —c.

Figura 60.

Analicemos el sistema de acuerdo con la ley de impulso 1. Ya hemos visto que las
curvas fase son espirales formadas por arcos de elipses (vea sistemas disipativos, ejemplo
2). Consideremos un punto (—rg — ¢,0) sobre un circulo de radio ro centrado en (—c,0);
después de recorrer un arco de ¥ el punto corta a la recta £ = ~c¢ y le es dado un impulso
¥ queda sobre el circulo de radio rq + a centrado en (—¢, 0); después de girar otra vez I el
punto corta el eje z positivo en (rg + a — ¢,0) y sigue moviéndose sobre el circulo de radio
{ro + @ — 2¢,0) centrado en (¢, 0) hasta que llega de nuevo al eje = negativo y prosigue su
movimiento sobre el circulo de radio vy 4+ a — 4c¢ centrado en (—¢,0). Asi, el cardcter del
movimiento (de la transformacién de Poinacré) depende del signo de a — 4c.
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CASO 1. a—4c < 0. Las oscilaciones son amortiguadas y después de un tiempo finito
el punto llega al conjunto de estados de equilibrio —c < & < ¢ (Figura 61).
y

Figura 61. Retrato fase de (15) cuando a —4c < 0.
CASO 2. a —4c > 0. Mostramos el retrato fase en la figura 62. Los puntos en la
regién sombreada alcanzardn los estados de equilibrio —z < z < ¢ depués de un tiempo
finito. El movimiento del resto de los puntos del plano crecerd arbitrariamente

ro + k(a —4¢c) — oo cuando k — oo.
y

AC i
Figura 62. Retrato fase de (15) cuando a — 4¢ > 0.

CASO 3. a — 4c = 0. Mostramos el retrato fase en la figura 63. Los puntos en la
regién sombreada alcanzan el equilibrio antes de describir una revolucién completa. Para
todos los puntos fuera de la regién sombreada su movimiento es periédico (de periodo 2r)
con amplitud dependiente del punto inicial, v

—i
Figura 63. Retrato fase de (15) cuando a — 4c = 0.
Observemos que en este 1iltimo caso tenemos una banda de érbitas periédicas e
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inestabilidad estructural, ya que para cualquier perturbacién en el valor de ¢ obtenemos
alguno de los casos 1 y 2. Por tanto, la friccién constante junto con la ley de impulso 1 no
corresponden al comportamiento de relojes reales.

Examinemos el sistema (15) utilizando la ley de impulso 2. La ley de impulso 2 nos

dice que .
v-w=0, a=yif+8-uw

donde b es constante. Mostramos el retrato fase en la figura 64.

Figura 64.

La condicién inicial (—~zo,0) en el circulo de radio ro y centro en (—c,0), se mueve
después de recorrer § a un circulo de radio ry donde rf — r2 = b?, entonces corta el eje =
positivo en (z;,0) donde z; = r; — ¢. Después sigue sobre el circulo de radio r; =r; — ¢
con centro en (c, 0) y de nuevo corta el eje = negativo en (—z2,0) donde z2 = r; — 3c. De

.
aqui

(z2 +3c)? - (zo — )% = b°.

Para tener un movimiento periédico es necesario que z; = ¢ = T} sustituimosz; =z =3
en la ecuacién anterior y obtenemos que

b2

z=8c

-c
También necesitamos que # > ¢ o que » > 16¢%, ya que de otro modo (~Z,0) es un
estado de equilibrio, Esto implica que la fuente de energia debe ser de mayor poder para
c m3s grande. Si se cumple esta condicién tenemos una érbita periédica tinica estable con
amplitud definida®. Entre mds grande es la friccion, mds grande debe ser el impulso inicial.
Este modelo tiene dos caracteristicas fundamentales del reloj: la existencia de una
amplitud estacionaria tinica estable y la necesidad de un impulso inicial de cierta magnitud
para iniciar la oscilacién; por tanto, este caso si es satisfactorio para modelar el reloj.

3 Al calcular la transformacién de Poincaré como en los ejemplos anteriores obtenemos
una sucesién definida de manera recursiva

Top = —3c+ \Hﬂ + (z2(k—1) — ¢)?

que es mondtona y acotada, que converge a .
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3. Oscilaciones de Relajacién

Principiemos por considerar un ejemplo sencillo para obtener una idea intuitiva de lo
que son las oscilaciones de relajacién. Consideremos un “sube y baja” que en el lado A
tenga un recipiente y en el lado B un bloque pesado (Figura 65a). De un grifo cae agua
en el recipiente y conforme éste es llenado el lado A baja lentamente; cuando el recipiente
estd lleno el lado A toca el piso, el recipiente vacia su contenido automaticamente y el
"sube y baja” regresa ripidamente a su posicién original y el proceso comienza de nuevo.
En la figura 65b graficamos la distancia del punto A al piso con respecto al tiempo.

ﬁ : d

(a) (b)
Figura 65.
Esta oscilacién estd caracterizada por intervalos de tiempo en que ” casi no pasa nada”
o "lo que sucede, sucede muy lentamente”, seguidos de lapsos cortos en los que toman lugar
cambios notables. De hecho el rasgo que nos interesa de este tipo de oscilacién es el cambio
tan brusco que sufre la velocidad.

Llamamos oscilacion de relajacidn a cualquier oscilacién cuya gréfica de la posicién
con respecto al tiempo tenga forma de diente de sierra (o zigzag). Nuestro estudio lo
desarrollamos a partir de la ecuacién

m# + kz = ¢(2) (16)

para un sistema auto-oscilatorio, donde m es un pardmetro muy pequefio y despreciable,
La ecuacién degenerada es
kz = ¢(2) 17

(vea la seccién 3 del capitulo 1), que es una ecuacién diferencial de primer orden y cuyo
espacio fase es unidimensional (linea fase).

Observacién 1. La ecuacién (17) determina una curva  en el plano fase de (16); por la
pequeiiez de m, v debe corresponder de manera aproximada a subconjuntos de érbitas de
(16). Nuestro objetivo es estudiar algunas cualidades de (16) por medio de (17) y la curva
-« antes mencionada, pero nos restringimos a estudiar sélo la dindmica de aquellos puntos
que estan sobre 7.
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Si de la ecuacién (17) podemos despejar a &, tenemos

& = f(z) (18)

una ecuacién diferencial de primer orden. Para (18) existen soluciones uinicas en los inter-
valos donde f es una funcién localmente Lipschitz y, es claro que si f(z) > 0, el punto z
se mueve hacia la derecha en la linea fase (de acuerdo a nuestro sisterna de coordenadas),
¥ si f(z) <0, el punto z se mueve hacia la izquierda (Figura 66).

Nx}

—- =X

Figura 66.

Los puntos de equilibrio zy de (18) no son necesariamente puntos de equilibrio de (16)
y debido a esto es que no sabemos si son "alcanzados” en un tiempo finito o infinito. De

manera més precisa, el sistema (16) es equivalente al sistema
E=y

, 19

mi = d(y) ~ ke, (19

y si zo es punto de equilibrio de (18), el punto (z,y) = (z0,#) es un punto de equilibrio de
(16) si y sdlo si y = 0; todas los demds puntos (zg,y) sobre v con y # 0 no son puntos de
equilibrio de (16), pero sabemos la direccién en la que se mueven por el signo de f (Figura
66). Asi, el punto (xg,y) es alcanzado en un tiempo finitosi y =0,y noloessiy = 0.

Supongamos que la grifica de ¢(y) tiene localmente la siguiente forma (Figura 67).

z 2

” a

»>Y=X L Yz X

(a) (b)
Figura 67. Las dos posibles gréficas de ¢.

De la forma de (16) y la grafica de ¢ se desprende la existencia de dos fases en el
movimiento de un punto (z3,%;) sobre la curva: a) cuando es vilido considerar (17) ¥,
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b) cuando m# deja de ser despreciable y hay que utilizar una condicidn de salto. Estas
dos fases son las dos propiedades de (17) por las cuales encontraremos oscilaciones de
relajacién.

a) Para esta primera fase tenemos que I estd acotada, mi es despreciable y es valido
considerar a (17). Sea (z¢,0) una posicién de equilibrio de (16). La dindmica sobre v es
como se ilustra en la figura 68. :
3

»n

(2) (b)
Figura 68. Las curvas correspondientes a las grificas de ¢
en el plano (z, ).

Si ¢'(0) < 0 entonces ¢ es localmente invertible (es estrictamente decreciente) y para
(18) implica que
daf
= (zo) = .

¢T0)
¥, por tanto, (z¢,0) es un punto de equilibrio inestable. Andlogamente, si ¢'(0) > 0,
df 1
E(-’to) = —m < 0,

¥ (z0,0) es un punto de equilibrio estable.
- Observemos que (17) implica que

¢'(2)E = ki,

es decir,

(20)

P k&
#'() /
cuando ¢'(z) # 0. Entonces & — Foo si ¢'(¢) — 0 cuando & —— iy para alguna
9 € R; esto sucede cuando las dos ramas de f se ”juntan”.

Por tanto, la fase a) termina cuando ¢'(£) =0y & = oo

Vemos asi, que el tiempo que dura esta fase es

T= %/h" ﬁ-gz—)dé (20a)
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donde z; es la ordenada del punto donde iniciamos el movimiento y z, es el punto donde

qb'(io) = 0.

b) En esta fase # es muy grande y mi ya no es despreciable, por lo que ya no es
vilido utilizar (17). También ocurre que & crece rdpidamente pero z no tiene tiempo para
cambiar notablemente, es decir, permanece casi constante; asi, tenemos un movimiento
casi vertical muy ripido en el plano fase cuya direccién depende del signo de & (vea (20)
y la figura 68b). Por lo pequeiio de este lapso, consideramos que el movimiento de & es
instanténeo y por ello, que # tiene una discontinuidad (un salto vertical en el plano fase);
por lo anterior, debemos dar una condicidn de salto para determinar el estado del sistema
después de dicha discontinuidad.

Veamos dos ejemplos.

Ejemplo 1. Freno de Prony. Cosideremos un bloque de masa m pequeiia, sujetada a una
estructura fija con un resorte, que yace sobre una mesa giratoria que gira uniformemente

(Figura 69).
g

m

Figura 69. Freno de Prony. ,
Despreciamos el momento de inercia (m#) y la ecuacién de movimiento es

rF[(2 — 6)r] = k6 (21)

donde k es la constante del resorte, € es la velocidad angular de la mesa, 6 es la velocidad
angular absoluta del bloque, r es el radio del bloque y F(v) es la fuerza friccional que
depende de la velocidad relativa v = r( — ). La funcién F tiene la siguiente grdfica
(Figura 70).

on

Vo vg

Figura 70. La gréifica de F(v).
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La gréfica correspondiente en el plano fase (Figura 70) tiene la forma que dijimos
anteriormente y, por tanto, en un primer momento el punto (z, #) se mover4 sobre la curva
determinada por la ecuacién (21), y después tendremos un salto vertical si el punto de
equilibrio (zg,0) es inestable. En el caso en el que el punto de equilibrio es estable no
existe dicho salto.

La condicién de salto esté dada por el freno mismo: después del salto el bloque gira
junto con la barra ya que k8 < F(0), es decir, le. ecuacién que describe el movimiento es

6=,

por lo que f=0y 6(t) = Qt +8y; esto sucede hasta el momento en que la fuerza friccional
F(0) y la fuerza de restauracion del resorte k6 se igualan y entonces tenemos otra condicién
de salto (puesto que el bloque "se regresa” a su posicién original) regresando hacia la curva
determiriada por (21). Después de esto el movimiento prosigue sobre v hasta que la energia
del resorte se disipa (Figura 71).

A

Figura 71. Figura 72.
Asf, tenemos oscilaciones de relajacién del freno de Prony! (Figura 72). Claramente,
la amplitud de las oscilaciones es

r

e = L(F(0) - F(or)
donde v, es el punto en que F alcanza su valor minimo; es claro también que el periodo
de la oscilacién es T'= T + T, donde

8, r

porque el movimiento es uniforme sobre la recta § = Q y,

T, =

Ll i i LR

T =
2 ko, 9

por (20a).

1 Al considerar el momento inercial los picos en las oscilaciones se suavizan, pero la
forma de diente de sierra se preserva.
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‘Ejemplo 2. Consideremos dos bulbos en un circuito sin inductancia o bien sin capacitan-
cia. En la figura 73, mostramos el esquema mds simple de un multivibrador.

Ty Ty i
‘@l l‘*"“" E il
P Pk iy

Figura 73.

El bulbo T sirve para proveer el signo necesario para la retroalimentacién de voltaje
revirtiendo la fase del voltaje aplicado. Despreciamos la reaccién en la placa y las corrientes
de las rejillas, y trasladamos Iy (la componente constante de la corriente de la placa del
tubo T}) al origen. Sean ¢ la relacién entre el voltaje y la corriente en T} y k; el coeficiente
de amplificaciéon (constante). El sistema queda descrito por las ecuaciones

(R +r)i+ v = Ré(kyri) (a)
Co=i. ) (22)
Derivamos (6a) y sustituimos ¥ para obtener
oo R (kari) — (R+ 7)) 2 = & 23
2T fent "#TT (23).

donde ¢’ es la derivada de ¢ con respecto a su argumento. Supongamos que ¢(k2rz) tiene
la gréfica que mostramos en la figura 74 ’
z z=(Rer)i

2=Re(kyri)
\ [ !

T

H iy '

z=Reap(kzri)- (R+r)i

Figura 74.

y sea i = 0 el punto operante correspondiente a la transductancia méxima de placa-rejilla
g, es decir, ¢'(0) = g. En este caso i = 0 es inestable si k2rRg > R+ r y de hecho, lo
suponemos asi. La funcién definida por (22a)

v(i) = Rp(kyri) — (R+1)i (24)
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tiene la gréfica siguiente (Figura 75a)

() (b}

] Figura 75.
¥, por tanto, un punto sobre la curva definida por (24) distinto de (v,7) = (0,0) se mueve?

hacia uno de los puntos P; y de ahi da un salto vertical hasta cortar otra vez a la curva
(24) (ésta es la condicién de salto); por tanto, la corriente experimenta oscilaciones de

relajacién (Figuras 75b y 76).

’jﬁ;ﬁ:ﬁ:;&: t

:

Figura 76. Oscilaciones de relajacién de la corriente.

El periodo de la oscilacién lo calculamos a partir de (23)

T=C_/i:33'(—i—)£+c/‘:l"—'(':—)d3

y de hecho puede utilizarse una aproximacién de R¢(kzri) — (R + r)i como la de la figura
77 para calcular el periodo aproximado

2I,Rr 1)

T=2C(R+r)log(m -

2 El movimiento sobre la curva es obvio por la identidad (24) en el plano.
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Figura 77. Aproximacién poligonal de la funcidn Reg(kzri) — (R + r)i.
Observacién 2. Para conocer el movimiento de los puntos fuera de la curva determinada
por (17) ‘es necesario trabajar con la ecuacién diferencial de segundo orden original y
examinar la estabilidad de la oscilacién de relajacién que hemos determinado.

4, Sistemas sin Ciclos Limite

En esta tltima seccién tan sélo queremos mostrar un ejemplo de un sistema que no
presenta estados oscilatorios.

Ejemplo 1. Conezidn de generadores de corriente directa. Consideremos dos generadores
de corriente directa cada uno conectado en serie, idénticos y que se conectan en paralelo

(Figura 78).

(o) —wiwin ¥

E=~w(i)

i+ s i
Figura 78. Figura 79.

Donde, debido a la simetria r; = r; = r es la resistencia comin de los generadores y
Ly = Ly = L es el campo comiin de inductancia. Mostramos su caracteristica comin (i)
en la figura 79 y suponemos que 1(~:) = —1(i). Sea p = 1'(0).

Las ecuaciones que describen el comportamiento del sistema son

diy . . .
L_Jt— = —Riz ~(R+r)iy +9¥(%1)

dt

(25)

L=2 = —Ri) — (R + r)iz + ¥(i2).
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Los estados de equilibrio estdn dados por las ecuaciones
Riy +(R+r)iy ~$(i1) =0
~ Riy +(R+r)is —P(i2) =0

Las dos curvas cuya interseccién es el conjunto de puntos criticos, son simétricas con
respecto a la diagonal #; = i2.

(26)

Los puntos singulares de (25) los mostramos en la figura 80 para diferentes valores del
pardmetro R+ r.

(2) (b)

i
N\ |
H i,

(<) (d)
Figura 80. ’
La linealizacién de (25) en el origen es

(z2)-(C% ) (@)

cuyos valores propios son A\; = p—r—2Ry A, = p—r. Sir > pentonces (0,0) es un punto
de equlibrio estable; si r < p entonces (0,0) es inestable en cuyo caso si p— 2R < r < p,
(0,0) es un punto silla y si r < p — 2R < p, (0,0) es un nodo inestable.

Para los puntos criticos sobre i; = —i2, sea #g el valor de la corriente; si pg = ¥'(4¢)
entonces la linealizacidn en este punto es

L%\ _(po—R-r -R i
Lz )= -R po~R—r)\ir )"
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Puesto que i; es grande!, py es pequefa y asi, pgp < r con lo que los valores propios de la
linealizacién son negativos y los puntos de equilibrio sobre i; = —¢3 son nodos estables.

Los puntos criticos sobre iy = i3 = i estdn definidos por (i) = (2R + r)i. Dicho
conjunto es no vacio si 2R +r < 1'(0) con lo que ambos valores propios de la linealizacién

LJT',L - 1 — R —-r —R il

Lid'f - -R p—R—r in )"
en (ig,%p) donde py = ¥'(ip), son mayores que 0, es decir, estos puntos de equilibrio son
nodos inestables

Para los puntos que estén fuera de las diagonales puede verificarse que son sillas por
medio de la teoria del indice; asi, obtenemos los retratos fase siguientes (Figura 81).

iy iz

A
N

(c) (d)
Figura 81. Los retratos fase correspondientes
a cada uno de los casos en la figura 80.

La conclusién para el circuito es que en vista de la estabilidad de los puntos (i; = —iz,
estados dasiinos) no deben conectarse en paralelo generadores excitados en serie.

! Los puntos de interseccién de las curvas determinadas por (26) quedan lejos del origen.



Capitulo 3

Oscilaciones Forzadas

1. Sistemas No Auténomos

En este capitulo nos interesa estudiar ciertas oscilaciones que son el resultado de
agregar un término que depende del tiempo a las ecuaciones diferenciales de segundo
orden auténomas. Veamoslo en un ejemplo: consideremos el oscilador lineal con friccién

m

con solucién z,(t) = e""(cl cos wyt + c2 senwot) donde (c1,c2) queda determinado por
las condiciones iniciales y wy = +/1 — h2, y cuyas caracteristicas estables ya conocemos
(vea la seccién 2 del capitulo 1); observemos que esta ecuacién da lugar a un sistema de

ecuaciones diferenciales de primer orden auténomo en dos variables

=1y

y=—x —2hy.
Ahora agreguemos del lado derecho de la ecuacidén (1) el término v coswt
E4+2ht+z=vcoswt ; 0<h<1

que es equivalente al sistema no auténomo

S\ (1 0 \(z\,( ©
y/) \-1 -=2h y ycoswt }°
La solucién de (1la) es z(¢) = z;(t) + A coswt + B senwt (Figura 82) donde

(1 -w?)y B 2hwy

A=T-or+an ot BT ransar

74

(1a)
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y ahora (e;,¢;) es determinado por las condiciones iniciales de la siguiente manera: si
2(0) = zg y £(0) = yo entonces ¢; =axg—Ay ¢z = V—“ﬂﬂtﬁg A v coswt le lamamos
el término de forzamiento y a la ecuacién (1a) oscilador Imeal con friccidn forzado.

<
.

w

Figura 82. Graifica de () = z,(t) + coswt + senwt.
De manera mds general, cuando a una ecuacién

i+ f(z,2) =
le agregamos una funcién p(t) (que depende exclusivamente del tiempo)
&+ f(z,8) =p(t) - @
diremos que este tltimo es el sistema forzado y que p(t) es su término de forzamiento.
Como nuestro propésito es producir soluciones z(t) periédicas a menudo pedimos que la

funcién p(t) sea periédica.

Observacién 1. En los sistemas no auténomos las soluciones periédicas obviamente
producen érbitas cerradas, pero las drbitas cerradas no siempre corresponden a soluciones
periddicas. Por ejemplo, consideremos el siguiente sistema

dzr

E = 2yt
dy
E = 2zt

cuya solucién es (z(t), y(2)) = (&1 cos t? 4¢3 sen t?, —¢; sen t2 4-¢; cos t2) para (¢1,¢2) € R?,
que da lugar a una drbita cerrada

2,2 _ .2
2+t =cd+d,
pero que claramente no es una solucién periddica.

Observemos que

&+ f(z,8) = p(t) @)
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tiene como sistema equivalente a

E=y
y= _f(z’ y) +p(t)

que ya no podemos considerar como un campo vectorial en un espacio fase £ bidimen-
sional, puesto que a cada punto (z,y) se le asocia una coleccién de vectores {(y, —f(z,v)+
p(t)) : t € R}, es decir, el vector asociado a un punto (z,y) varia con el tiempo; para
trabajar con un sistema que sea auténomo introducimos la funcién 6(t) = ¢ y agregamos
la ecuacién # = 1 al sistema (2a)

(20)

=y
i = —f(2,4) +p(6) (25)
6=1; '

asf, hemos obtenido un sistema auténomo en el espacio fase £ x R, cuya relacidén con el
sistema no auténomo original la explicamos en los siguientes pdrrafos.

(2) (b)
Figura 83. (a) Conjunto de vectores asociados a un punto por un sistema no auténomo;
(b) campo vectorial generado al realizar €l producto £ x R.
Es claro que si (z(),y(2), 8(t)) es solucidn de (2b) que satisface la condicidn inicial

(=(0), ¥(0), (0)) = (zo0,y0,%) entonces z(t) es solucién de (2) que cumple la condicién
inicial (z(6o), 2(6)) = (z0,30).!

Observacién 2. El campo vectorial (2b) es siempre distinto de O y transversal? a las
subvariedades € x {8} para todo 6 € R (ya que su dltima funcién coordenada es 6 = 1).

Observacién 3. Es importante el valor de ¢, para el cual (z(to), #(¢0)) = (x0,%0) ya que
para el sistema (2b) significa comenzar en el plano horizontal de altura ¢o; las imdgenes de

1 Obviamente la existencia y unicidad de las soluciones de los sistemas que hablamos
estdn sujetas a que las funciones f y p cumplan ciertas condiciones de continuidad y de
Lipschitz.

2 El vector no esté contenido en el espacio tangente de la subvariedad correspondiente.
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(z1(£), £1(2)) ¥ (z2(2), £2(1)) son generalmente distintas si (z(1), #(t1)) = (2(%2), £(¢2)) =
(zo0,%0) para t; # t,. Este es un rasgo fundamental que distingue a los sistemas no
auténomos de los auténomos (en estos 1iltimos todas las curvas solucién que pasan por un
punto (zo,yo) son iguales salvo una reparametrizacién).

Cuando p(t) es una funcién periédica de periodo r, el vector (y, —f(z, y}+p(fo +n7), 1)
es el mismo para cadan € N (para alguna ), es decir, el campo vectorial (25) sélo depende
de (z,y) en cada plano horizontal de altura 6, + nr. Esto nos sugiere realizar el cociente?
R/rZ 2 S ya que por la periodicidad de p(t) basta considerar al tiempo en el intervalo
[0,7). Asi, podemos considerar que el espacio fase de (2b) es la variedad de tridimensional
£ x §* (Figura 84).

Figura 84. R? x §! = D,(0) x 8.

Sea ¢1:€ x R — £ x R el flujo de (2b) y considere la transformacién
T=no¢groi:& — &
donde

& — ExR, mEXR — E,

i(z,y) = (x,y,0), n(z,y,0) = (z,¥)

(Figura 85).

3 R/7Z es el espacio de los ntimeros reales médulo 7 que es homeomorfo a S (el circulo
unitario en R?),
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Figura 85. La transformacién 7.

Proposicién 1. La transformacidn T tiene las siguientes propiedades:

1) T es difeomorfismo que preserva orientacién.

2)T" =70 ¢yr0i pare toda n € N4

8) T es topoldgicamente conjugado de clase C* a Ty = mw o ¢r 0 ig para tede 6 € [0,7],
donde ig: € — € x R con i(z,y) = (z,v,0) y el difeomorfismo para la conjugacién es
h=rno¢ggoi:& — E. :

Demostracién.
1) T es diferenciable ya que es composicién de transformaciones diferenciables.
T es inyectiva ya que si T'(z1,y1) = T(=2,¥2),

wo ¢r(z11y1$0) =mo ¢r(m2’ y210):

es decir, ¢p(z1,11,0) y ¢-(x2, ¥2,0) tienen la misma tercera coordenada (estan en el mismo
plano horizontal ya que ¢ manda al plano € x {0} en el plano £ x {r} pues la tercera
coordenada del flujo es () = ¢ + 6y); por tanto, ¢-(z1,y1,0) = ¢-(z2,¥2,0) y como ¢, es
inyectivo, (z1,y1) = (22,Us)- ,

T es supratectiva ya que si (z,y) € € existe (z',y') = w0 ¢_,(z,y,7) € £ tal que

T(z'vy') =Tomwo ¢—f(zy y,v’) =7T0¢r0 ¢—r(zvy17) =7o ¢0($1 Y, T) = 7’(3, Y, T) = (3’1 y)

va que ¢_.(z,y,7) tiene tercera coordenada igual a 0 e i o ¥ "quita” y "vuelve a poner”
este 0 como tercera coordenada dejando intactas las otras dos.

4 Sean X un espacio topolégico y f: X — X una funcién continua. Al conjunto
de iteraciones de f le llamamos un sistema dindmico discreto en X, es decir, si denota-
mos la composicién de f consigo misma &k veces fo---0 f = f¥ donde k > 1, y defi-
namos f° = Id donde Id significa la identidad en X, el sistema dindmico es {f*: X —
X, tales que k es un entero no negativo} = {f*}2,.
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Observemos que por la regla de la cadena
DT,y = Dr(¢r(z,y,0))Dé+(z,y,0)Di(z, y)

es una multiplicacién de matrices de rango 2 y, por tanto, DT ) es una matriz de rango
2 e invertible; asi por el tecorema de la funcién inversa T es un difeomorfismo local, que al
ser inyectivo y suprayectivo es un difeomorfismo global.

2) Afirmacidn. ¢i(z,y,n7) = ¢e(z,y,0) + (0,0,n7) para toda n € Z. )

Esta igualdad se deduce facilmente al sustituir el lade derecho de ella en el sistema
(2b), ya que por la periodicidad de p, ¢.(z,y,0) + (0,0,nr) satisface a (2b), tiene como
condicidn inicial a (z,y, n7) y como las soluciones de (2b) son tinicas

. 45:(-'3,.1/,""‘) = 45!(:5).’/: 0) + (0’ O,n"')'

Ahora realizaremos la demostracién por induccién. Para n = 1 la identidad se cumple
por definicién. Supongamos que la identidad T" = 70 ¢,,,. 0% es vélida; hay que demostrar
que T™*! = 7 0 ¢(,41)r 0 { también es cierta. Denotemos por { |; y [ ) las primera y
segunda funciones coordenadas respectivamente, Evaluemos

Tt (z,y) = ToT (z,y) =70 $, 0100 ¢y,i(z,y)
=70 ¢r([Pnr(z ¥, 01, [¢nr(z, v, 0)}2,0)

T 0 $(ns1)r 03(2, 4} = 70 61 0 $nr(2,9,0)

=mTo ¢r([¢nr(z: yro)]l: [‘i’nr(z: Y, 0)]2; nT)
70 ¢r(([gnr (=, #:0), {dnr(z, y,0)l2,0) + (0, 0, n7))
= 70 ¢r([par(z, ¥, 0)l1,(#nr(z, 4,02, 0)

(por la propiedad mencionada en la afirmacién y por la linealidad de 7). Por tanto,
T™ =70 ¢y, 0t para toda n € N.

Il

3) En la figura 86 ilustramos cémo es la conjugacidn topolégica de T' y Tp.

Figura 86. El difeomorfismo A.
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Basta demostrar que Tgoh=hoT. Sea-(z, y)€E

Tooh(z,y) =mogr0iomodgoi(z,y)
=modro0 ¢0(zyyr0) =m0 ¢r+0(z’y10)

ya que ig o 7 deja intactas las coordenadas de ¢4(x, y,0); ahora

hoT(z,y)=mogpoiomod,oi(z,y)
= 7 0 $o([$+(2, ¥, 0)]1, [¢+(x, ¥, 0)]2, 0)
=0 ¢o([$r(z, ¥, 0)]1,[¢r(2, ¥, O)]2y 7)
=70 ¢g © ¢r(z,,0)
=7%o ¢f+9(mv Y, 0):

por lo tanto T’ ~ T para toda 6 € [0, 7). [ ]

Observacién 4. Por el inciso 2) sabemos que aplicar iteradamente T' ("subir” con el flujo a
tiempo r (¢,) al plano € x {T} y bajar con 7 hacia £ x {0} n veces), es equivalente a "subir”
con el flujo a tiempo n7 (¢, ) al plano £ x {nr} y bajar una sola vez con = a € x {0} (Figura
87). Esto nos permite definir ¢, en £ X S! y T resulta ser la transformacién de Poincaré de
¢+ en la subvariedad £ x {0} transversal a {0} x §! en £ x S'. Por el inciso 3) sabemos que
no importa en que subvariedad £ x {6} definamos la transformacién de-Poincaré Tp puesto
que la conjugacién topolégica de clase C! y preserva todas les caracteristicas estables del
sistema dindmico discreto generado por Ty en £.

Figura 87,

Ejemplo 1. La transformacién de Poincaré para el oscilador lineal con friccién forzado es

Ti (20, %0) = € %/%(¢; cos (2mwg fw) + ¢z sen (2mwp /w))
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Ty (o, yo) = €24/ [—h(c; cos (2rwg fw) + ¢g sen (2mwy fw))
+ wo(—ey sen (27w /w) + €2 cos (2mwp /w))]
+wB

que en el caso de resonancia, w = wqg = V1 — h?, resulta ser

T(zo,y0) = (w0 — AYe™2*™/* + A, (yo — wB)e™?*"/* 1 wB)

Observacidn 5. Claramente un punto fijo de 7' corresponde a una solucién periddica de

(2)- '
2. Ecuacién de Cartwright-Littlewood

A partir de este momento y en lo que resta del capitulo trabajaremos con una familia
de ecuaciones de la forma

&+ uf(e) + o(z) = pe(?) )

dependiente de un parametro g, que fue estudiada ampliamente por dos matematicos
ingleses: Mary Cartwright y J. E. Littlewood.

Antes que otra cosa, consideremos la ecuacién
&+ f(z)é + g(z) = 0 @
llamada ecuacidn de Lienard; ésta ecuacién tiene por sistema equivalente a

z=y-— F(z)
v =—g(z)

®

donde . . .
F(:z:):/o Fu)du y y =-—/; g(=(s))ds,

obtenido de la integracidn de (4} en el intervalo de tiempo [0,¢]. Haciendo una analogia
con el oscilador lineal sin friccién, consideremos

y_2 .1:=zuu
Ly 6@ = [ e

como las energias cinética y potencial del sistema respectivamente, con lo que obtenemos
una funcién de energia

we,1) =L+ 6(a)
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que cumple con que
du = ydy — g(z)dz = dy(dz — F(z)) + dydz = F(x)dy.

La integral { Fdy a lo largo de una solucién es la energia disipada por el sistema sobre esa
solucidn.

Debido a la similaridad de (4) con (3) (cuando x4 = 1 y e(t) = 0), consideraremos el
sistema equivalente (no auténomo) de (3) dado por

¢ =y~ pu(F(z) - E(2))

¥ = —g(x) (©)

donde ,ué 0,
T z t
Fz) = A Fwdu,  G(z) = L owdu, E(t)= /o e(s)ds

y =2+ u(F(z) - E(t));
Aqui,
2
u(z,v) = & +6(e)
es la funcién de energia de (6) que cumple con que
du = u(F(z) — B(®)dy
v [ u(F(z) — E(t))dy a lo largo de una solucién es la energia disipada de (3) sobre esa

solucién.

Para las funciones involucradas en (3) supondremos que estdn definidas en todo R y
que:

I. f es continua y ¢ es localmente Lipschitz.

1I. Existen constantes positivas a, a y g tales que

f(z)>2a para |z|>a
lo(z)| = 8 para lz| > a

IIL. e(t) es continua y |E(t)] es acotada por un nimero positivo M.

Observacién 1. La hipdtesis I implica que las F y G estin bien definidas y tienen
derivadas continuas.

Observacién 2. La hipétesis II implica que |F(z)] — o0 y |G(z)] — oo cuando
¢t — oo.
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Observacién 3. |g| alcanza su méximo en [—a, a] porque g es continua., Sea § > 0 tal que
l9(z)] £ § para toda z € [~a,d].

IV. Supongamos que a es suficientemente grande y tal que
(a) Existe v > 0 tal que {F(z) — M| > v para |z| = a.
(b) G(z) > 0 para |z| > a.

Teorema 1. Sean f, g, e, p como en las hipdtesis I, I, III y IV. Entonces para cada
condicidn snicial (zo,y0) € R?, eziste una dnica solucion de lo ecuacidn (3) que satisface -
esta condicién inicial en el tiempo t = 1.

Demostracion. Esto se desprende del hecho de que el campo vectorial (6) es localmente
Lipschitz en las variables z, y, ¢ y continuo en ¢; por tanto, (6) satisface las hipotesis del
teorema 1 de la seccién 1 del capitulo I (existencia y unicidad). Es claro que si (z(2), y(t)) es
la solucién de (6) con condicidn inicial (xg,yo) en el tiempo ¢ = 1, la funcién z(t) satisface
la ecuacién (3) con condiciones iniciales z(ty) = zo ¥ (o) = yo — u{F(z0) — E{to));
inversamente, si z(t) satisface la ecuacién (3) con condiciones iniciales z(29) = xo, Z(%o) =
o, la funcidén (z(2), y(t)) = (z(2), (t) +p(F(z) — E(t)) satisface a (6) con condicién inicial
(xo, &0 + p(F(x0) — E(t))) en €l tiempo t = tq. ]

Teorema 2. Ezisie una region Q homeomorfa al disco unitario Dy(0) = {x € R? : |x| <
1} tal que toda solucidn (z(t), y(t)) cumple con que (z(t),y(t)) € Q para toda t > to donde
to generalmente depende de la solucién.

Para la demostracidn del teorema 2 utilizaremos varios lemas

Sea Ag una cota superior para |F(z)| + |E(t)| en [—~a,a] (que se obtiene por con-
tinuidad), y sea A; una constante positiva que especificaremos posteriormente. Conside-
remos el rectangulo

R = [—a,a] x [=(hop +X1), dop+ Ma] sip>1
{—a,a] x [=(Ao + M)y Ao + M} sip<l,

Lema 1. Una trayectoria I' : (z(t), y(t)) que permanece fuera del rectingulo abierto R°
necesariamente describe una espiral alrededor de R y cada vuelta es completada en un
tiempo finito,

Demostracién. La pendiente de la trayectoria es

dy _ —g(z)

dz ~ y—u(F(z) -E@®)’
Dentro de la banda B = [—a,a] x R y fuera de R (Figura 88)

m=
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[

N

A

SNIP
TR
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Figura 88.

[F(z) — E(t)| < |F(z)] + |E(t)] < Ao,
de aqui
ly — p(F(z) = Et))| 2 ly] - p|F(z) — E(£)] = A1
También |g(z)] < § y entonces

)
|m| S '\—1' = Mp.

De aqui, I' debe cruzar B en una sola direccién puesto que la pendiente estd acotada y
arriba del rectdngulo R

> dopt+ Ay sipg21
y= Ao+ sipg<gl

—Xop < —p(F(z) — E(t)) < o,
lo que implica que )
&=y —p(F(@) - B©) 2\ >0

¥y, por tanto, z es estrictamente creciente. Asi, el arco o7 es descrito de izquierda a derecha
(vea la figura 88). Lo mismo sucede en €l caso en que

<[ —ostr) sip=1
Y31 -+ M) sip<l

=dop < —p(F(z) — E(t)) < dop
ya que
& =y— u(F)—B#)) S ~X <0
¥, por tanto, z es estrictamente decreciente (vea la figura 88). Note que por este hecho

una trayectoria puede dejar B arriba de R sélo hacia la derecha, y de manera similar una
trayectoria puede dejar B por debajo de R sélo por la izquierda (Figura 88).
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Afirmaciin 1. El tiempo en que una trayectoria cruza B arriba o abajo de R tiene
una cota superior Ty.
Consideremos el arco o7 donde el cruce es 7. En este arco
&=y - u(F(z) - E®) 2 0 >0,
' dz
dt < N
¥, por tanto,
t(n)—t(o) < < — =Ty

lo mismo sucede para €l arco n/o’.

Ahora analizaremos las partes de la trayectoria fuera de la banda y recurnremos ala
funcién de energia u. A lo largo de una trayectoriaen la cual z > a

y=—-g(z)<—p y Flz)-E({)>v>0,

entonces
du

7 = HF (=) - E@)y < ~u(F(z) — E(t)B < B,

du < —pfvydt;
esto también se cumple para los arcos del lado izquierdo de B, es decir,
du < ~pufydt paratoda |z|>a

¥, por tanto, u decrece fuera de B a lo largo de cualquier solucién de (3).
En cualquier curva de energia constante, es decir, donde du = ydy + g(z)dz =0

dy _ —g(z)
dz y
vemos que |m| —» oo cuando y —+ 0 y los arcos tienen la forma dada en la figura 89. Ellas

-son de hecho simétricas con respecto al eje z porque son curvas de nivel de una funcién
hamiltoniana u simétrica con respecto al eje z, u(z,y) = u(z, ~y). El valor de u decrece

-+ . . 2
pasando de los arcos exteriores-a los interiores ya que los valores de - y G(z) decrecen al
acercarnos al origen.

¥
B u= cm\s'\‘.

ol
=

Figura 89.

\WY
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Afirmacidn 2. Una treyectoria con puntos fuere de B, enira en B en un tiempo finito.
Sea (T1,41) con z; > a; u decrece estrictamente a lo largo del arco que pasa por
(z1,y1) fuera de B ya que

du
& S THBY<0;

ademds, u permanece pos'itiva fuera de B y, por tanto, alcanza un minimo u, sobre la
recta z = a (cuando (z(t),y(t)) ya regresé a B); como u(z(t), y(t)) es localmente inyectiva
podemos integrar de u; = u(z1,¥1) & ug la siguiente desigualdad

a1
du ubr’

t(uo) — t(u1) < _l%(uo —u) = u—;;(ux — up);

algo andlogo sucede para los puntos en los que z < —a.
Asi, tenemos que las curvas se comportan como en la figura 90, es decir, describen
espirales alrededor de R y cada vuelta es realizada en un tiempo finito. 2

y
|4

Figura 90.

Lema 2. Sea T : (z(),y(t)) una curva como en la afirmacién 2 y que cruza una de las
rectes * = ta en dos puntos consecutivos & = (%a,yo), &1(Fa,y1) en el mismo lado de
B. Entonces para My suficientemente grande |y1| < |yo] (§1 €3 mds cercano a R que £g)
y y& — y? tiene una cota inferior positiva puq. De aqui, después de un mimero finito de
vueltas (un tiempo finito) I' debe entrar a R°.

/
L/
/

_\\\ ENIE

Demostracién. Sin pérdida de generalidad supongamos que £ es como en la figura 91.
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El incremento de u a lo la.rgo de €17 es a lo mis
/ du | =| p / (F(z) - BE) Lz |
<u / IP(z) - B S e
<u Aomdzx

—a

a
Sp/ Aomodz

2(1[1/\06
A
y la misma estimacién es vilida para los arcos en B por debajo de R (¢’ en la ﬁgura.
91). Entonces la ganancia total de u a lo largo de estos dos arcos &7, 7'¢' es a lo mds
4aﬂ/\|)6 / /\1
Por otra parte, u decrece de 7 a i’ (sobre la trayectoria 5n'}. Puesto que para = > q,
F(z) — E(t) 2 v, el decrecimiento de u a lo largo del arco 7' es al menos

| f dul=s / (P () ~ B)dy| 2 207

= 2aprgmp =

ya que |[n — 5’| > 2),, y andlogamente sobre el arco £'¢;. Finalmente

w(éo) - u(er) = [ du

Somtnn'+n' ¢ +£&)

= du+/ du+/ du+/ du
&on nn' n'é’ (43

2 44007~ 2% > 0

si A1 > 4/ Aoab/y. Como & = (—a,y0) ¥y &1 = (—a, y1) entonces
Aoad
v~ o} = 2(u(~a,30) ~ u(~a, 1)) 2 8 (M7 ~ =) =g > 0
donde ¢ = 8(A;y — (Agab)/A1). : ]

Ahora seguimos con la construccién de la regxon cerrada  para lo cual utilizaremos
Ia nocién de curva de Jordan.

Definicién. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que un conjunto J € X es una
curva de Jordan si existe una funcién p: §! — X inyectiva, continua y abierta tal que

J =p(S?).
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Teorema de la curva de Jordan. Toda curva de Jordan J en la esfera S?, divide a
82? en dos componentes conezas abiertas Ry, Ra, con frontera comin R, = OR; = J
YR UJ (i = 1,2) es homeomorfa al disco unitario D (0). Lo mismo sucede para una
curva de Jordan en R2 salvo que sélo una de las dos regiones, digamos R,, es acotada y
homeomorfa a D,(0). ‘ [ ]

A la componente acotada R; determinada por una curva de Jordan en el plano la
llamamos la componente interior de la curva de Jordan.

En la figura 92 los puntos tales como B, B' o C, (', ..., son simétricos con respecto
al eje . El rectangulo sombreado es R y las lineas punteadas tienen pendientes =my.
Los arcos tales como DQD', ..., son partes de las curvas u =constante. La regién cerrada
- Q es la componenete inetrior de la curva de Jordan FPF'G'SGF unién la curva misma.
La regién abierta X es la componenete interior de la curva de Jordan EDQD’ H'K'RKE.
Asi, T C Q° (el intericr topoldgico de ) y d(d%, 69) >0.!

Figura 92.

Ya sabemos que toda solucién entra en R después de un tiempo finito ¢y, por ello para
demostrar el teorema 2 sélo necesitamos el siguiente lema.

Lema 3. Toda curve I' : (z(t),y(t)) que deja R permanece en la regién X.

! d es la distancia entre subconjuntos de R" definida por

d(A,B) =inf{l]a—bl,ac ACR",be BCR"}.
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Demostracidn. . Si I' sale de R, digamos por BB', como no puede cruzar el arco de la
curva u =constante que une a B y B’, permanece en X o bien fuera de R o regresa a R
(de hecho sélo sucede la segunda opcién). Lo mismo sucede si I' deja R por LL'.

Si I’ deja R por LB entonces no puede tocar a LC y asi deja B por BC. Puesto que
no cruza el arco DQD’, permanece en ¥ fuera de la banda y o bien retorna a R o regresa
a B por B'C'. Entonces I o regresa a R o cruza BB por arriba de K'C"’ y por abajo de
L'B’'. Entonces I' o regresa a R o permaneciendo en ¥ vuelve a entrar en B por LK. T
debe entonces reingresar a R o dejar B debajo de su partida anterior (Lema 2) y de aqui,
sale por C'B. Repitiendo el argumento vemos que I : (z(2),y(t)) € £ paratodot > ts. §

Con esto hemos concluido la demostracién del teorema 2.

Teorema 3. Toda curva solucién entra y permanece en el rectingulo [—e,c] x [—c(1 +
1), ¢(1+ p)] dosde c > 0 es una constante independiente de .

Puesto que para 4 < 1,  estd contenida en una regién como la que afirmamos,
podemos suponer que i = 1. De la construccidn de 2 se sigue que

lyl< A+ Bu; A,B>0.
Por tanto, sélo necesitamos demostrar el siguiente lema.
Lema 4. Para p > 1, eziste d > 0 tal que |z(t)| < d para toda t > ty para algin to € R.

Demostracion. SiI': (z(t),y(t)) permanece en R no hay nada que demostrar. Por el
lema 2 sabemos que I entra en R. Supongamos que sale por la recta z = a en €l tiempo
ty ¥ qQue &(%g) = &o. Existe un tiempo ?; tal que &(t;) = 0 ya que por €l lema 2 z(t) oscila.
Integramos la ecuacién

&+ pf(z)E + g(z) = pe(t) (3

Y encontramos que

=&o + u(F(z(t1)) — F(a)) + B(t1 — to) < —do + p(F(z(t1)) — F(a)) + /‘h 9(z(s))ds
< u(E(t) — E(to)) < 2pM,
puesto que g > B para z > a y E(t) < M. De aqui,
#(F(z(t1)) ~ F(a)) < 2uM + .

Por la ecuacién (6) el médximo valor de Z¢ en = = a es de la forma uC + D < pu(C + D).
Por tanto, la desigualdad anterior implica que paraz > a ’

F(z(t)) < Fla) +2M +C+D =K >0
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ya que los valores t; son puntos criticos de r (méximos). Puesto que F(x) es mondétona
creciente y positiva para z > a entonces z(t) también debe permanecer acotada, es decir,
existe L 2 a tal que z(¢) < L. El caso en que z < —a es andlogo. [}

Con esto hemos demostrado el teorema 3.
Teorema 4. §i f(z) > A>0, p > 1yt es grande, entonces [z| < B donde B > 0.

Demostracidn. También podemos decir que bajo estas condiciones el punto (z, ) penetra
en el cuadrado de lado R, donde R no depende de p.

Dado cualquier L > 0 no podemos tener &(t) > L para toda t puesto que |z(t)| es
acotada. De aqui o bien

tl_u‘noo:z:(t) =0

¥y asi se cumple el teorema, o #(t) oscila indefinidamente cuando £ — co. Si#; es cualquiera
de sus méximos entonces #(2;) = 0. Por (3)

pe(ty) — g(=(t1))
f=(t))

Como |z(2)| es acotada independientemente de , asi lo es g(z), digamos que |g(z)] < N.
Ya que i > 1 tenemos que

E(t) =

M+ N _ pM+pN _

z(t1)< A = /“A

K,

donde K es independiente de u. Asi, £(t) tiene una cota superior fija independiente de p
en todos estos méximos, y de aqui para toda ¢ suficientemente grande. Lo mismo sucede
para los valores minimos de 1. [ ]

3. Existencia de una orbita periédica

3a. Oscilaciones auténomas (E(t) = 0). Cuando E(t) = 0, la ecuacién (3) adquiere
la forma

E+pf(z)i+g(z)=0 (7
que es una forma generalizada de la ecuacidn de Lienard. El sistema equivalente es

& =y— pF(z)
j = —g(). ®

Hacemos ademds las siguientes hipétesis:
V. f(0) = a; <0
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VL 11(z) = 955) > 0 es continua.
VIL. f y g son de clase C! para toda z € R.

Teorema 5. Bajo todas nuestras hipétesis el sistema (8) tiene al menos un ciclo limite y,
por tanto, (7) tiene al menos une drbita periddica.

Demostracién. Bajo nuestras suposiciones el origen es el tinico punto critico. La linea-

lizacién de (8) es .
- ) (6)

donde B; = 7,(0). El polinomio caracteristico es A2 + paA + f = 0, cuyas raices son

3\ = —pa+ /p?a? -4p
- 2

que tienen parte real positiva y asi el origen es un nodo o un foco inestable (teorema de
Hartman-Grobman); por tanto las soluciones permanecen fuera de un disco D,(0) para
una r apropiada. Por el teorema 2 todas las soluciones entran y permanecen en 2 y, por
tanto, en ) — D,.(0). Por el teorema de Poincaré-Bendixson (vea el apéndice A) existe una
ciclo limite para (8) y una érbita periédica para (7). (]

3b. Oscilaciones forzadas (E(t) es una funcién periddica). Sea E(¢) una funcién
periddica de periodo T.

Teorema 68, Si E(t) tiene periodo T eziste una solucién periddica con periodo T.

Demostracion. Recordando la notacién de la seccién 1 sean ¢; el flujo del sistema

& =y - u(F(z) - E9))
¥ =—g(=)
§ =1

y Tt,: R? — R? el difeomorfismo dado como

T}l(zxy) =To ¢!1 o i'u(:‘:’y;

donde #4,(x,y) = (z,¥,t0) es una inclusién de R? en R®. En particular sea T = 7.

Sea (zo,w0) € Ry I = {(z,y) € R? : (z,y) = (z(t),y(t)) = 7 o de(zo0, ¥0,ta)}. Por el
lema 2 existe ¢; tal que (z(¢1),y(¢1)) € R. Puesto que Ty, (z0,%0) € R y T, es continua,
existe una vecindad U de (z(t1),y(t1)) en R°. De aqui, Ty, '(U;) = U es una vecindad de
(%0, 10) tal que si V = U NQ entonces T, (V) C R. Asi, Ti(V) C & para todo ¢ > .

Sea n = n(V) el minimo miiltiplo de 7 tal que nT > ¢;. Entonces T™(V) C T para
toda m > n. Asi, hemos construido una vecindad V para cada punto (zo,y0) € Q.
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Puesto que 2 es compactoy {V'} es una cubierta abierta de {2 existe una subcubierta
finita {V4,V2,...,V;}. Sea N = [[n(V;). Entonces T™(2) C X para toda m > N.
Como toda solucxon que sale del rectangulo R perma.nece en T implica que Ty(R) C =
para toda t. En particular T"('R) C  para toda k.
Consideremos ahora las imdgenes sucesivas @y = @, ©; = T(Q), ..., % = THR),
., ¥ sean Zgy, Z, ..., los complementos cerrados de las componentes no acotadas de los
" exteriores de Qo, Q9 U, ... Puesto que T¥(R) C €y para toda k, Qi NN es no vacio.
Ahora utilizaremos el siguiente teorema. .

Teorema ([L], pag. 345). Sean Ji,...,Jn curvas de Jordan en R? y sea U; la componente

snterior de J;: Si Uy y Uiy se intersecan pare cade i = 1,2,...,n — 1, entonces la
componente infinite de R% — (J; U...U Jy,) tiene por frontera una curva de Jordan J
contenida en 1 U...U Tn. (]

Si Jo, J1, ..., son las curvas de Jordan fronteras de $, Q4, ..., ¥y Ho, Hy, ..., aquéllas

de 2y, Z,, ..., entonces Hy C JoU...UT. Sean H = Hy_1 y Z = Zy_1. Puesto que
TN(Qp) € Qo, tenemos que TN(J) € Q9 € Z. De aqui, T(JoU...UIn-1) S Z ¥
por tanto T(H) C Z. Si W es la componente interior cerrada de T(H) entonces W C Z.
Pero la componente interior cerrada de T(H) es T(Z). Asi, T(Z) C Z. Puesto que Z
es homeomorfo a D,(0), por el teorema del punto fijo de Brouwer (vea el apéndice A) T
tiene un punto fijo (z1,3) en Z. Asi, si T'y : (2(2),y(t)) es la trayectoria con condicién
inicial (z(t0), y(t0)) = (%1,41) entonces (z(¢g + 7), y(to + 7)) = (v1,y1). Por tanto, hemos
obtenido una Srbita periddica para (4) y una solucién periédica para (3). [ ]

Corolario 1. Una irayectoria cerrada (solucidn periddica) no puede rodear el rectingulo
cerrado R. Esto sucede en particular para la oscilacidn autdnoma de (7) y la oscilacidn

forzada de (3). [ |

Ahora probaremos bajo hipdtesis més fuertes sobre las funciones f y ¢ la sugmente
propiedad.

Teorema 7 (Teorema de convergencia). Supongemos que f(z) 2 az > 0 pare todo
z € R, que existe g"(x) y es acotada en R y que g'(z) 2 P2 > 0 para todo z € R.
Entonces para p suficientemente grande todas las soluciones (a:(t),a:(t)) convergen a olra
cuando t — oo,

Demostracién. Sean z,(t) y z2(t) dos soluciones y sean
3(t) = 22(t) —21(), AF = F(zo(t)) — F(2:1(2)),
Ag = g(z2(t)) — 9(z1(2))-

De la ecuacién 3 vemos que .
- dAF
24 #T +Ag=0.
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Multiplicamos esta ecuacién por 2 e integramos de tg a ¢, ¢ >ty > 0, para obtener
1 ¢ ¢
5321, +uidF, - / FAFdt + p / 2Agdt = 0.
to to

Sustituyendo # e integrando por partes encontramos

. . 2 A AF A 1dA
[%z2 + pzAF + %(AF)’+ z 9]10 +/ ————g—————g-]dt=0. (10)

Denotaremos por O(1) a una funcién que sea acotada cuando t —+ oo; sustituyendo en la
ecuacidén anterior y observando que z, 2, z;, &1, 2 y &2 son todas O(1):

t .  APAg 1dAg, .
/'o 22782 2284 - o). 1)

Ahora,

dAg _ dglas+2) +g(@)

dt z d z

= 2015 e+ 2) - el = Lot + ) = o(a1) = 20+
= #,(t)g" (=1 + Bz) z(t) (% 2g”(:z:1 +6'z)] = 0(1),
0<6,6<1.

Asi,

dA
1522 < @3>0,

para t grande. Por otra parte,

AF A ,
- = f@1+n2), _z__g =g'(z1 +7'2),
0<ny <L
De aqui, para t grande
AF Ag
BN
. azf.

Por tanto, si payf; > a3 la expresién dentro del paréntesis en la ecuacién (11) es positivo
y O(1). Asi,

/: 2%dt = 0(1)
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y dado cualquier € > 0 existe 29 > 0 tal que para todo ¢ > tg

t
/ 2dt <e. (12)
to

Afirmacién 1. La desigualdad (12) implica que z — 0.

Si no sucede asi, existe p > 0 y una sucesién de tiempos to < ¢; < 2 < ... tal que
tp, — oo cuando n — oo y 2%(ta) > - Podemos suponer que los va.lores t, estdn tan
espaciados entre si que para algun ¢, < t}, < £, tenemos que 22(¢},) < 3 1 puesto que de
otro modo no podria suceder (12). Ademas sea t], el primer tiempo mayor que ¢, donde
esto ocurre y sea 6t, = t], — t,. Asi,

/ 22dt > —-pZJt
to

De aqui, 6f, — 0 cuando n — oo. Por otro lado, |z(t)| alcanza en [t,, t,] un valor mayor
que 3£, que contradice que £(t) = O(1). Por tanto, z — 0.
Regresemos a (10)

zAg]

2
2 = —2[usAF + ‘-‘2—(AF)2 +0(1)

!o

Puesto que 2 = O(1) y z; — z,, podemos elegir ¢, tan grande que

zAg] | <

|[uzAF + —(AF)2 Z

to

para cualquier ¢ > #y, ¥ por la afirmacién 1 tal que

|0Q) / ‘<&,

32

lo que implica que 22|' < . Asi, 32(t) tiene limite cuando ¢ — oo, digamos que #
k%* > 0. Entonces ; —» +k. Porque si no, existe una sucesién #; < t <.y tal que

1, —+ 0o cuando n —+ co y
"H_T.nwé(hn) =k y "E{lwé(izn+1) =—k.

Sea {€,} una sucesién tal que ep4; < €, para todan € N y ¢, — 0 cuando n — oo,
y elijamos la sucesién {¢;} tal que #(tan+1) € (—k — e2nt1, —k + €2n41) ¥ 2(t2n) € (k —
€20,k + £20). Puesto que 7 es continua, existen valores 2!, (2, < ¢!, < t3n41) tales que
#(t},) = O para todo n, es decir,
lim 2(t,) =0,
7}~ 00

y de aqui,
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que contradice que
‘limc’o 2t) =k > 0.

Por tanto, digamos que
: lim 2(t) =k >0.
t—s00
Pero esto implica que z(t) es estrictamente creciente cuando t —+ oo; entonces 2() —+ 0
por la izquierda de 0 y 2(¢) — 0 cuando ¢ — oco. Andlogamente si 2(2) — —k.
Por tanto, (z(t), 2(2)) — (0,0) cuando t —+ oo. R

Corolario 2. Supongamoes que E(t) t:ene periodo T tal que eziste una solucidn periddica.
Entonces bajo las hipdtesis del teorema 7 todas las soluciones convergen a (z(t), &(t)). Por
tanto, esia solucidn periddica es estable. [ ]

El hecho es que la solucién periédica sélo tiende a si misma y por ello las demads
soluciones tienen a ella.

Concluiremos este capitulo examinando una propiedad de estos snstemas con respecto
al drea de subconjuntos del plano bajo la accién de T'.

Teorema 8. Si f y g son de clase C? y ¢ es de clase C! con periodo T = I entonces
cualguier drea suficientemente pequeria dA = dzdy es transformade en un drea

(e~ Ji Srtmwat ¢)dzdy
bajo T, donde

ll)l(z’yat):[”oq’toi]l v ¢2(z’y’t)=["°§t°i]2,

D, es el flujo del sistemal

E=y
y=—Ff(z)y— g(z) — &(8) 9
f=1

-y ademds ¢ —» 0 cuando dzdy — 0.

Demostracién. Después de un ¢ el drea dzdy es transformada en un 4rea aproximada de.

J(t)dzdy d

(t)dzdy orllde ou

J(t)=det(§jzl
ar

% 7 (zourot)

+1 Claramente este sistema tiene soluciones tinicas y un flujo de clase C.
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para algin (zg,%o) contenido en el cojunuto que estamos considerando. Asi,

d4.9dy d 3¢y Oy Y
d"(t) = det dt 9z dt 9y +det oz 3y
ar o€ 9y B

8z ay dt 9z

2.4y 8 dyy :17Y Yy

a8z dt dy dt a8z 2
=det( T T )+det(im iiy!&z)'

9z 8y

Observemos que

O dp 8,

‘Bz dt ~ 8z
= D (—F e = o) = )
- -f(wl)""”’ (F'(Br)be +9 («p,))a""
Odp, 3.

By dt &y’
= 5y (= Yz = o) = )

= —f(z/n)"'“ (P e+ 9 («p,))a by

T g 2
det( )~_f¢ det( oz )
) 8y 9y
(1 s + () et ( &
oz 3y
= — f($a)I(2);
adem3s,
8 dyy i
dec(agﬂi‘ % )_det( =0;
9z '
por tanto,
dJ(t
) _ _ p ) (8.

dt

Integramos de 0 a + = 2T obtenemos que
log J(r) — log J(0) = log J(r) ~ log1 = log J(r)
= _‘/0‘ f(lﬁ](:v, Y, t))dt,

es decir, .
I(r) m e~ Jy fOtemade,
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Corolario 3. Si f > a > 0 para todo = € R entonces cualquier drea suficientemente
pequedia drdy es transformada en un drea menor que

e *"drdy

bajo T y asi, toda drea finita tiende a 0 bajo las iteraciones de T, es decir, si A C R? tiene
drea finita érea (A4) > oco, entonces

érea (T"(A)) — 0 cuando n — oo. (]

Claramente este corolario lo obtenemos de dar una particién (finita) lo suficientemente
fina de cualquier conjunto con érea finita.



APENDICE A

1. Teoremas del capitulo 1

Teorema 1. (Teorema fundamental de existencia y unicidad de soluciones, [P],
pdg. 73). Sean U un subconjunto abierto de R™ que contiene a Xo, V un subconjunio
abierto de RP que contiene a po (n y p enteros positivos), £ € C(U x R x V\U), y supon-
gamos que %,gﬂ son continuas. Entonces ezisten a > 0 y § > 0 tales que pare toda
Y € Bs(xo) y para toda p € Bs{p), el problema con valor inicial

.= ¢
x(0) = xo

tiene una inica solucidn u(y,t,p), donde u € C'([—a,a] x Bs(xg) % Bs{pg)) si (1) es un

sisteme autdnomo.

Demostracién. Demostraremos el teorema utilizando aproximaciones sucesivas y el prin-
cipio de induccién. Sea a > 0 un niimero real cuyo tamafio determinaremos después. Por
el hecho de que g‘-, 5—9"; son continuas consideraremos a los puntos (x,u) € R™*P como
puntos x € R™ (m = n + p), agregando a (1) las ecuaciones de primer orden f#; = 1 para
toda 1 <i < p y consideramos a al campo (f, 1,...,1) como una nueva f (abusando de la
notacién). Sea f:U x U x [—a, a] — R dada por

£, 0) ~£(y ¢ .
M_I_L__ﬁ_ll si x
f(x,y,t)={ ae oY . #Y
;.;;(x‘, t)l six=y,
que es una funcidn continua en U xU x[—a, a]. Sean xo € U y € > O tales que B.(x0) G U.

Sea b = £ y sean A = By(xo) X [-a,a] y B = By(x0) X Bb(xo) X [~a, a] dos conjuntos
compactos entonces

M= max [f(x.1)), K= max |f(x,y,)

estdn bien definidos por la compacidad de A y B y la continuidad de f y f.
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Sea {u;} la sucesion de funciones de [—a,a] en U x U dada por
uo(t) = Xo

w()=x0+ /0 * E(uo(s), )ds
u;(t) = xo + /0‘ f(ui-1(s), 8)ds

Bs claro que ug(t) = xp € By(Xp) para toda t € [—a,a]. Las hipdtesis de induccién son
que u;(t) estd definida y es continua en [~a,a] y que

; <
(ax [ui(t) = xof < b.

Entonces f(u;i(t),t) estd definida y es continua en [—a, a], lo que implica que

ui1(t) = xo + A f(u;(s), s)ds

estd definida y es de clase C! en [—a, a). Ademsds,

t
[uisa(t) = Xo| < £ I£(ui(s), s)lds < Ma

y podemos pedir que 0 < a < —5'1,-, con lo cual
Juiy1(t) —x0] <&  paratoda t € [—a,dq],

es decir,
ma.x u;. t Xo| < b
t€[-a I +l( ) l

¥y por el principio de induccién definimos la sucesién de funciones u;: [—a, @] — By(xq) C
U. :

Observemos que

[£(x,2) — £(y, 8)] = { be = y1fx,.8) six i:
Kix ~ yl six£y
lx yl siX = y,
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por lo que .
jua(®) = w8 < [ (s(s), o) = K(uo(e), )
< K/o‘ Juz(s) — xolds
< Kab,
es decir,

- <
tG[ qu(t) ul(t)l Kab.

Ahora nuestra hipétesis de induccién es

(e Iu-(t) —ui—1(t)] < (Ka)"’b

para i > 2. Asi,

s = i) < [ 1K), ) = Eui-a(s) )

t
<K / [ui(s) — Wi—y)ds
0
< (Ka)',
es decir, .
“Ema.x [uipi(t) — ui(t)| < (Ka)'b

para todo i € N. Aqui también podemos pedir que 0 < a < % (@ = Ka < 1).
Ahora, paral>i> Nyte [—a,a] vemos que

=1
lwi() — wi(®)] < 3 Jusa(t) — uj(e)l

j—'

<Z!E|Fa.x Jajs1(t) — u;(t)l
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y que ¥ — 0 cuando N —+ oo. Entonces para toda 6 > 0 existe N € N

(N> __g_(_l__)_g_lo l—:gﬁa_ lo b) tal que

<b al
Jup — ugl = e fu() —wi(®)f < by—

<6 si Li=N,

es decir, {u;} es una sucesién de Cauchy en el espacio de funciones C([—a,a],U) y, por
tanto, converge uniformemente a una funcién u € C([—a,qa],U). ! Si tomamos el limite
cuando i — o0 en la ecuacién

u;(t) = xo +/0 f(u;i_1(s),s)ds,

la curva u cumple con que

u(t) = xo + / " f(u(s), 5)ds

¥y que
max |u(2) — xo| < &;
lG[ u,a]l ( ) 0' = Y

asi, por el teorema fundamental del cdlculo
u(t) = f(u(t),¢)
u(0) = xo
y, por tanto, u es una solucién al problema con valor inicial (1) y es de clase C! en la
variable t € [~e,a], donde a < min {£, &}
Ahora demostremos la unicidad de la solucién u. Sea v(¢) otra solucién de (1). La

funcién |u(t) — v(¢)| es continua, entonces existe un valor ¢y € [—a,a] donde alcanza su
méximo

lu—vhagfﬁﬂwﬂ—VOM
= |u(to) — v{to)|

< [ Iftu(s),5) = fv(s),)lds
<K f ® Ju(s) = v(s)lds

< Kalu-v|,

pero esto es una contradiccidn si & # v, ya que Ka < 1. Por tanto, la solucién u es udnica.
La demostracidn de que u es de clase C! en la variable x puede verse en [P}, pag. 79."

1 €([-a,a],U) es un espacio completo con la norma

lul= Jpax {u)l.
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Teorema (Poincaré-Bendixson, [Pa), pdg. 19). Sea X un campo vectorial en S* de
clase C™ (r 2 1) con un nimero finito de singularidades. Sea p € §? y w(p) su conjunto
w-lfmite. Entonces ocurre una de las siguientes poszbzhdadea
(i) w(p) es una singularidad,
(i) w(p) es una drbita cerrada,
(33) w(p) esté constituido por singularidades py, ..., pn y drbitas regulares tales que si
¥ C w(p) entonces a(y) = pi y w(y) = p; para algunos i,j.

|

2. Teoremas del capitulo 2

Teorema de Sard en R" ({[Ab/M/R], pig. 221). Sean U C R™ un conjurnto abierto
y £:U — R" una transformacidn de clase CX, donde & > mix {0,m — n}. Entonces el
conjunto de los valores criticos de f tiene medida cero en R™. [ ]

3. Teoremas del capitulo 3

Teorema del punto fijo de Brouwer en dimensién 2 ([M], pig. 74). Sea f: D1(0) —
Dy(0) una transformacién continua. Entonces f tiene al menos un punto fijo, es decir,
eziste x € D,(0) tal que f(x) = x. ]




APENDICE B

En este apéndice demostraremos que los periodos de las 6rbitas de un centro no lineal
tienden a oo conforme la amplitud de ellas tiende a 0. Este problema me fue planteado
por €l Dr. Santiago Lépez de Medrano durante la revisién de la seccién referente a los
sistemas conservativos (especificamente de la observacién 6 de la seccién 1 del capitulo 2)
de una versién preliminar de esta tesis.

Acerca de los Periodos de las Orbitas de uﬁ Centro No Lineal

Primero veremos dos resultados que necesitaremos para la demostracién de la
propiedad antes mencionada.

Lema 1 (Desigualdad de Gronwall). Sean u,1:R — R funciones no negativas,
C >0y K > 0. Supongamos que

t
u(t) < C + K/ u(s)v(s)ds para toda t€R,
o

entonces . .
u(t) < cek fo v(s)ds para toda tE€R. B

Sea f: U C R" — R" una funcién continua tal que f(0) = 0 donde U € R™ es un
conjunto abierto que contiene al origen, que tiene derivada en 0 (4 = Df(0)) y supongamos
que existe K > 0 tal que

If(x)| < K|x| paratodo x € R".

Consideremos las ecuaciones

x = f(x), (1)
¥y = Ay, (2)

y denotemos con x(t) a las soluciones de (1), con y(t) a las soluciones de (2) y con xg =
x(0) = y(0) a las condiciones iniciales.
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Notemos que
f(x) = Ax + R(x)
donde
IR

lim

]
Do x

es decir, R(x) = o(x).

Teorema 1. Sean f un campo vectorial como enunciamos en los pdrrafos anteriores, x(t)
la solucidén de (1) y y(2) la solucidn de (2) ambas con condicion snicial x(0) = y(0) = Xo.
Entonces para toda T' > 0 y para tode € > 0 existe § > 0 tal que i [xg| < 8, entonces
Ix(t) — y(t)| < e[xo| pare toda t € (0,T).

‘ Demostl.'acic‘)n. Por el teorema fundamental del cilculo
14
x(t) = xo + / (Ax(s) + R(x(s)))ds
o
: 4
y(t) = %o +/ Ay(s)ds.
()

Consideremos
() = ¥ (0] = | (4x(s) = Ay(s) + REx(s))is
13 t .
<14l [ (o) = y(ollds+ [ 1ROxCslds,

donde |A4] es la norma de la transformacién lineal A. Debido a la forma de esta ecuacién
utilizaremos el lema de Gronwall para demostrar la desigualdad deseada.
Ahora, R(x) = o(x) significa que para toda £ > 0 existe n = n(£) > 0 tal que si
|x] < n, entonces
[R(x)|

T <€, obien [R(x)| < &|x|.

Asi, sélo necesitamos acotar a |[x(¢)| con una 7 apropiada para hacer a |R(x)| tan pequefio
como queramos.
Asi,-
t
Ix(8)] < ol + [ [fCx(e)lds
t
< ol + K [ Ix(o)lds,
[J
que por la desigualdad de Gronwall implica que

[x(2)] < Ixol€"* < |xole"T.
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" Entonces [x(2)| < 9 si |xo| < § = € ¥Ty, Por tanto,
IR(x()] < Elx(t)] < ElxoleT

si |xg| < 6, lo que implica que

‘ .
/ |R(x(s))|ds < £T'|xo|€*7,
1]
¥ asi,
t

[x(8) = ¥()] < ETprole’™ + |4] [ x(e) = y(ollas,
¥ por la desigualdad de Gronwall tenemos que

x(t) — y(£)] < ET|xole! 4Dt < ¢Tixo|e( M H+I4DT,

Entonces [x(2) — y(t)| < |xo] para todo ¢ € (0,T) si £ £ %e""""'"DT yé=eKTy g

Teorema 2. Supongamos que f cumple las hipdtesis del teorema 1, que (1) estd definido
en el plano (n = 2), que el origen es un centro para (1) y que la derivada A = Df(0) tiene
una de las formas siguientes (salvo por un cambio lineal de coordenadas)

0 1 . 00

0 0/)° % \o o/
Entonces el periodo de las drbitas del centro no lineal tiende a oo cuando la emplitud de
ellas tiende a 0.

Demostracién. Seanec = 1/2y T > 0. Hay que demostrar que dada una T > 0 fija existe
una vecindad del origen en la que todas las érbitas (periddicas) con condicién inicial en
ella, tienen periodo mayor que T.

Nota. Puesto que las drbitas de un centro rodean al origen basta demostrar que los
periodos de las soluciones con condicién inicial en una recta que pase por el origen son
mayores que T'.

Observemos que las soluciones del sistema linealizado con condiciones iniciales en el
eje z, que es el nicleo de A, son constantes: si xg € R? es tal que Axg = 0 entonces
¥(t) = x¢ para todo t € R. Ademds, cualquiera de las 6rbitas del centro cruza el eje z y,
por tanto, por el teorema 1 existe § > 0 tal que si |xg| < § entonces

pe(t) o] < 22l

para todo t € (0,T). Asi, para [Xo| < § ya que las bolas Dxy (Xo) no contienen al origen
2
¥ que las soluciones x(t) correspondientes deben permanecer en dichas bolas para todo
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"t € (0,T), estas 6rbitas no pueden rodear al origen y, por tanto, no pueden cerrar, por lo
que su periodo es mayor que T,

4 ¥
Pl Bl
//’ N
N \~
4 ~ AY
[ =% L
- -~ \
N ORI N
-+ , ¢
\ 2 DN x
\\ \_}) \\ ’I
N V)
-\ N
’
Sesl do ’
El segundo caso se demuestra con el mismo argumento. (]

Observacién 1. Este teorema se aplica a los sistemas hamiltonianos como un caso par-
ticular. Sea H:RZ — R una funcién de clase C? con un minimo local estricto en el origen
y consideremos el sistema

P
=~

on ®
=%z

Ya que (0,0) es un minimo local estricto de H, el origen es un centro de (3) y en el caso
en que el (0,0) es un punto critico degenerado de H, el periodo de las érbitas tienden a oo
cuando la amplitud de las érbitas tiende a 0.

Observacién 2. A lo largo de la demostracién del teorema 2 claramente observamos
que la propiedad expresada para los periodos de un centro no lineal reside en dos hechos:
uno topolégico y otro algebraico. El hecho topoldgico es que las drbitas de un centro son
variedades de dimensién 1 que rodean al origen; el hecho algebraico es que el niicleo de la
derivade Df(0) es no trivial.

Por esto podemos afirmar que si consideramos sélo sucesiones infinitas (numerables)
de érbitas cerradas {I';}52., (de un campo vectorial como en el teorema 1) que rodean
al origen y que tienden a éste (su amplitud tiende a 0), los periodos {7,}5%; de dichas
érbitas tienden a infinito

lim 7, = co.
=—>00
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~Lista de-los Simbolos més Usados

R

N

- Z

[a, 8], (e, b)
AxB
AUB
ANB
A-B
Rﬂ

€

G, C
f:A— B
f(=)
/e
f—l

Df.

af

>, <
2,<

n x

lim

B
5

el conjunto de los nimeros reales

el conjunto de los nimeros naturales
el conjunto de los niimeros enteros
intervalos de nimeros reales

el producto cartesiano de los conjuntos A y B
la unién de los conjuntos A y B

la interseccién de los conjuntos A y B
la resta del conjuhto B al conjunto A
el producto cartesiano de n veces R
pertenece a

subconjunto de

transforma en

funcién del conjunto A en el B

el elemento de B asociado a = por f
la preimagen del subconjunto C C B
la funcién inversa de f

la derivada de f en =

la diferencial de f

z tiende a

mayor y menor que respectivamente
mayor y menor o igual que respectivamente
igual a '
aproximadamente

homeomorfo a (difeomorfo a)
idénticamente

limite

minimo
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a
A°

A
B,(z),D(z)
TM
&

d

pr

o
P
o]
ez
&t
r

/

Sﬂ
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maximo

la cerradura topolégica del conjunto A

el interior topoldgico de A

la frontera topolégica de A

las bolas abiertas con centro en z y radio r

el espacio tangente a la variedad M en el punto m
la derivada de la funcién z(t) con respecto a ¢

la diferencial con respecto a ¢

la diferencial parcial con respecto a x

la norma (el médulo) de =

la exponencial de z

el flujo de un campo vectorial
la érbita de un punto bajo ¢,

integral

la esfera de dimensién n
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